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Matematyczne granice? Nie tutaj!

» Matematyka nie zna granic — ani geograficznych, ani intelektualnych. Dowodem
na to jest Maths Beyond Limits (MBL) — miedzynarodowy obéz dla licealistow
pasjonujacych sie matematyka. To miejsce, gdzie mlodzi entuzjasci z catego
Swiata spotykaja sie, by razem zglebia¢ fascynujace, nieszkolne obszary tej
dziedziny, rozwija¢ umiejetnosci analityczne i kreatywne, a przede wszystkim
dzieli¢ si¢ swoja pasja. MBL tworzy otwarta i wspierajaca spotecznosé, w ktorej
matematyka jest nie tylko wyzwaniem intelektualnym, ale takze inspiracja do
odkrywania nowych $ciezek w nauce i w zyciu.

Matematyczne wyzwania i nie tylko

MBL 2024, dziewiata edycja tego niezwyklego wydarzenia, odbyla sie

w malowniczej Rycerce Dolnej w dniach 821 wrzesnia. Wzieto w niej udziat

60 uczestnikéw i 24 tutoréw az z 29 krajéw, od Europy po Azje i Ameryke.
Kazdy dzien obozu wypelniony byl intensywna praca umystowa: poza

trzema 80-minutowymi blokami zaje¢ matematycznych prowadzonych przez
do$wiadczonych tutoréw uczestnicy mieli takze godzinny TAU (Time Academic
Unscheduled) — czas przeznaczony na samodzielne rozwiazywanie probleméw

i konsultacje z tutorami. Sami uczestnicy mieli tez okazje uczy¢ sie od siebie
nawzajem — niektérzy z nich prezentowali swoje ulubione zagadnienia w ramach
pélgodzinnych odezytow. To wladnie z tych wykladéw i prezentacji wywodza
sie artykuty, ktére znajdziecie na kolejnych stronach tego numeru. Ich autorami
sa tutorzy obozu, ktérzy podzielili sie swoja wiedza na temat fascynujacych
zagadnien matematycznych omawianych podczas MBL.

Nie tylko matematyka

MBL to jednak co$ wiecej niz matematyczne wyzwania. Po intensywnym
wysitku intelektualnym nastepowaly wieczorne zajecia — pelne zabawy, wyzwan
i inspiracji, czesto organizowane przez samych uczestnikow — od warsztatéw
artystycznych po dyskusje filozoficzne. Nie zabraklo takze sportu — od biegania
i ¢wiczen po mecze siatkowki, pitki noznej i frisbee — oraz pelnego emocji Puzzle
Hunt, czyli druzynowego maratonu zagadek logicznych.

Dotacz do spotecznosci MBL!

Jesli jeste$ w liceum, czujesz, ze matematyka to Twoja pasja i chcesz
doswiadczy¢ nauki w zupelnie nowym wymiarze, nie przegap szansy na
udzial w kolejnej edycji! Jesli juz skonczytes szkote, nic straconego —
poszukujemy réwniez prowadzacych zajecia! Rekrutacja ruszyta 1 kwietnia.
Wigcej informacji znajdziesz na mathsbeyondlimits.eu oraz w mediach
spotecznosciowych.

Przekraczaj granice matematyki — i wtasne!

Organizatorzy MBL

Uczestnicy MBL 2024 52
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http://mathsbeyondlimits.eu

* Colaiste an Spioraid Naoimh, University
College Cork Maths Enrichment
Program
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Rys. 1. Czestosci wystepowania
poszczegdlnych cyfr wedlug prawa
Benforda

Prawo Stiglera moéwi, ze odkrycia
wzglednie rzadko noszg nazwiska oséb,
ktére ich dokonaly. Jednym z przykladéw
jest wladnie prawo Stiglera.

Owen BARRON*

Po raz pierwszy natknalem si¢ na prawo Benforda podczas lektury pewnej
ksiazki z matematycznymi ciekawostkami. Zafascynowaly mnie prostota

i ogbélnosé tej zasady — zwlaszcza ze na pierwszy rzut oka wydala mi sie
zaskakujaca, wrecz oderwana od rzeczywistosci.

Prawo Benforda

Czym zatem jest prawo Benforda? To interesujace i dla wielu sprzeczne

z intuicja zjawisko statystyczne wystepujace w zbiorach danych, ktére obejmuja
kilka rzedéw wielkosci. Jego podstawowym objawem jest to, ze pierwsza cyfra
liczb w takich zbiorach znacznie czeéciej jest mala (np. 1 lub 2) niz duza

(np. 8 lub 9). Innymi slowy: czesto$é wystepowania poszczegdlnych cyfr jest
zauwazalnie przesunieta w strone mniejszych wartoéci. Zgodnie z tym prawem
cyfra 1 pojawia sie jako pierwsza w okolo 30% przypadkéw, podczas gdy
cyfra 9 jedynie w 5%! W ogdlnoéci prawo Benforda stwierdza, ze czestotliwos$é
wystepowania na pierwszym miejscu cyfry d w danych zapisanych w systemie
dziesietnym, obejmujacych kilka rzedéw wielkosci, jest réwna w przyblizeniu
logyo(d + 1) —logygd (rys. 1). Okreslone tym wzorem czestosci wystepowania
nosza nazwe rozkladu Benforda.

Zakres stosowalnos$ci prawa Benforda jest zaskakujaco szeroki: moze dotyczy¢
zaréwno wysokosci stu najwyzszych budynkéw, jak i dlugosci rzek. Pojawia sie
takze w czysto matematycznych kontekstach — rozklad Benforda odnajdziemy
wsrdd pierwszych cyfr ciggu Fibonacciego, kolejnych poteg liczby 2 czy ciagu
powstalego przez naprzemienne mnozenie przez 2 i 3. Nalezy tu zaznaczy¢, ze
choé¢ warunek ,,obejmowania kilku rzedéw wielkosci” wyglada niepozornie, to
jest niezwykle istotny. Dla przyktadu, liczba stron w ksiazkach nie spetnia prawa
Benforda, poniewaz zdecydowana wiekszosé ksigzek ma od 200 do 600 stron.

Po uslyszeniu o prawie Benforda po raz pierwszy bylem zdumiony — jak cos
tak jawnie asymetrycznego moze by¢ az tak powszechne? Niniejszy artykul

ma na celu przedstawienie intuicyjnego, a po czesci rowniez formalnego,
wyjasnienia, dlaczego to prawo obowiazuje. Opowiemy takze o jego historii oraz
zaskakujacych zastosowaniach.

Po raz pierwszy prawo Benforda zostalo odkryte w 1881 roku przez... Simona
Newcomba, kanadyjsko-amerykanskiego astronoma. Zauwazyl on, ze poczatkowe
strony tablic logarytmicznych, uzywanych do obliczen, byly znacznie bardziej
zuzyte niz koncowe. Wysunal hipoteze, ze powodem byl fakt, iz dane, na ktérych
naukowcy przeprowadzali obliczenia, miaty tendencje do zawierania liczb

o nizszych poczatkowych cyfrach. Newcomb opublikowal w American Journal
of Mathematics krétka notatke na temat tego zjawiska, zawierajaca teoretyczne
prawdopodobienistwa wystapienia kolejnych cyfr, a takze nieformalny argument
wyjadniajacy jego prawdziwos¢. Notatka nie zyskala jednak wiekszego rozglosu.

Ponad piecdziesiat lat pozniej, w roku 1938, prawo to zostalo niezaleznie
odkryte na nowo przez Franka Benforda. Benford pracowal jako fizyk w firmie
General Electric, gdy dostrzegl ten sam wzorzec w taki sam sposéb jak wczesniej
Newcomb (tzn. przez inspekcje tablic logarytmicznych). Poszed! on jednak

o krok dalej w swojej analizie i zebral dane dotyczace kilkunastu réznych

cech (np. populacje panistw), obejmujace tacznie ponad 20 000 obserwacji.
Wykorzystal je w artykule, ktory opublikowal w Proceedings of the American
Philosophical Society, trafnie zatytulowanym ,, The Law of Anomalous Numbers”.
Nazwa ta sie nie przyjela, a prawo zostalo nazwane na cze$¢ Benforda, co
stanowi kolejny przyktad dziatania tzw. prawa Stiglera w $wiecie matematyki.

W tym momencie Czytelnik moze wciaz by¢ sceptyczny wobec zasadnosci prawa
Benforda — ale to, co na pierwszy rzut oka moze wydawacé si¢ niedorzeczne,

na szczedcie ma proste i intuicyjne wyjasnienie. Zatézmy, ze mamy zbiér

liczb obejmujacych wiele rzedéw wielkosci. Powiedzmy, ze oczekujemy, iz

dane sa rownomiernie roztozone pomiedzy mozliwymi rzedami wielkosci —

np. w przedziale [100,1000] znajduje sie mniej wiecej tyle samo elementéw

co w przedziale [1000, 10 000]. Na skali logarytmicznej te dwa przedzialy
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maja te sama dlugosé log,, 10 = 1. Przez ekstrapolacje mozemy oczekiwad,

ze dla dowolnych dwdéch odcinkéw o réwnej dtugosci na skali logarytmicznej
liczba elementéw w kazdym z nich jest mniej wiecej taka sama. Innymi

stowy — oczekujemy, ze punkty odpowiadajace danym sa réwnomiernie
roztozone na skali logarytmicznej. Zbior liczb, ktorych reprezentacja w systemie

Odsytamy Czytelnika do artykutu Od
mnozenia do dodawania (Aér)) w celu
uzyskania dodatkowych interesujgcych

informacji na temat skali logarytmicznej. prawo Benforda.

dziesigtnym zaczyna si¢ od cyfry d, jest rozlaczna suma odcinkéw o dtugosci
log,o(d + 1) — logy, d, co prowadzi nas do prawdopodobienstw opisanych przez
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Rys. 2. Kolorowe odcinki o dlugosci log;(3/2) odpowiadaja liczbom, ktérych pierwszg cyfra jest

cyfra 2

Zaznaczmy, ze POwyZsze rozumowanie nie stanowi
pelnego dowodu poprawnosci prawa Benforda. Teoretycy
moga protestowac, ze nie istnieje ,rownomierny rozktad”
na calej, nieskonczonej skali logarytmicznej, zas
praktycy zapytaja, czemu w ogdle koncentrujemy sie

na réwnomiernym rozkladzie w skali logarytmicznej —
czy jest to prawo przyrody, czy moze wynika to rowniez
z matematycznych twierdzen z rodzaju centralnego
twierdzenia granicznego? Czytelnikom, ktorzy czuja

w tym wzgledzie niedosyt, polecamy artykut Teda Hilla
A Statistical Derivation of the Significant-Digit Law,
opublikowany w ,Statistical Science” w 1995 roku.

Jak na obserwacje natury matematycznej, prawo
Benforda ma zaskakujaco wiele bezposrednich zastosowan.
Najwazniejsze z nich dotycza wykrywania oszustw —
mozna go uzy¢ jako wstepnego testu w celu wykrycia
ewentualnych nieprawidtowosci. Liczby zawarte w ksiegach
rachunkowych zazwyczaj spelniaja prawo Benforda,
gdyz faktycznie czesto obejmujg kilka rzedéw wielkodci.
Jezeli natomiast ksiegi zawieralyby sfalszowane liczby
generowane losowo przez komputer lub recznie, to mozna
wtedy oczekiwaé dosé réwnomiernego rozkladu cyfr
wiodacych (czyli innego niz rozktad Benforda). Po
pierwszym zetknieciu si¢ z prawem Benforda $ledczy
finansowy Darrell D. Dorrell natychmiast zaczal stosowac
je w prowadzonych przez siebie sprawach. Doprowadzito
to do skutecznego skazania doradcy finansowego Wesley’a
Rhodesa, ktéry zdefraudowal miliony dolaréw z funduszy
swoich inwestoréow. Prawo Benforda jest regularnie
wykorzystywane jako pierwszy wskaznik lub sygnat
ostrzegawczy dotyczacy oszustw finansowych — jesli liczby
w rejestrach bankowych go nie speilniaja, oznacza to, ze
warto dokona¢ ich dokladniejszej analizy.

Innym, niezwykle interesujacym zastosowaniem bylo
odkrycie ukrytej sieci botéw na Twitterze. Badanie takie
wykonata Informatyczka Jennifer Golbeck w 2015 roku.
Dla testowanego konta sprawdzano, ile obserwujacych
ma kazde z kont, ktére je obserwuje, a nastepnie badano,
czy otrzymane liczby pochodza z rozkladu Benforda.

W wiekszosci przypadkéw otrzymano zgodnosé. Jednak
niewielki odsetek badanych kont nie wykazywat
zgodnoéci z tym wzorcem. Wskazano 170 takich

kont do dalszego zbadania poprzez analize historii
postow oraz kont obserwujacych. Sposréd wszystkich
170 kont jedynie 2 wydawaly sie naleze¢ do prawdziwych
uzytkownikéw. Reszta kont miata obserwujacych wsrod
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pozostalych podejrzanych kont i publikowala wyraznie
zautomatyzowane lub budzace podejrzenia posty.

Jak juz podkreslaliémy, prawo Benforda nie stosuje sie
do kazdego rodzaju danych. Dobrym i nieoczywistym
przyktadem jest wykrywanie fatszerstw wyborczych.
Przyczyna jest nastepujaca: okregi wyborcze zazwyczaj
maja podobna liczbe mieszkancow. Jesli wiec jeden
kandydat oczekuje uzyskania okreslonego poparcia

w kazdym z tych okregéw, rozklad pierwszych cyfr
bedzie ograniczony do zakresu, ktéry niekoniecznie
pasuje do prawa Benforda. Po wyborach prezydenckich
w USA w 2020 roku zwolennicy teorii spiskowych
zauwazyli, ze liczba gloséw oddanych na Joe Bidena

w niektorych okregach nie spelniata prawa Benforda.
Traktowali te obserwacje jako dowdd na sfalszowanie
wyboréw, jednak — z powodéw wymienionych powyzej
— ich watpliwosci nie byly uzasadnione. Podobna
ostroznos$é nalezy zachowaé w przypadku oszustw
finansowych — jedli firma sprzedaje duza liczbe
produktéw w tej samej cenie, rozklad cyfr w rachunkach
bedzie skupiony wokot pierwszej cyfry tej ceny.

Na koniec dodajmy, ze prawo Benforda mozna réwniez
sformutowaé dla drugiej cyfry znaczacej. Wowczas
rozktad prawdopodobienstwa wystapienia kolejnych
cyfr jest bardziej ,,plaski” — w tym przypadku réznica
w czestosci wystepowania miedzy 0 a 9 wynosi juz tylko
okoto 3 punktéow procentowych — ale nadal powinna by¢
zauwazalna w wystarczajaco duzych zbiorach danych.
W zastosowaniu prawa Benforda do wyborow to wlasnie
to uogdlnienie, w polaczeniu z prawem dla pierwszej
cyfry, pozwala na znacznie bardziej wiarygodny test,
czy doszlo do oszustwa. Na druga cyfre nie ma juz (tak
duzego) wplywu podobienistwo populacji wyborcéw
pomiedzy okregami wyborczymi. Co nie zaskakuje,
rozktad dla n-tej cyfry staje sie coraz bardziej ptaski
wraz ze wzrostem n.

Mozna dos¢ prosto uzasadnié, ze prawo Benforda
zostaje zachowane, gdy dane zostana wyrazone w innych
jednostkach lub w systemie o innej podstawie liczbowej.
Ta tematyka jest bogata w ciekawe wyniki — innym
fascynujacym przykladem jest prawo Zipfa dotyczace
czestosci wystepowania stéw w tekstach. Nadal jestem
zaskoczony za kazdym razem, gdy prawo Benforda
pojawia sie w moim codziennym zyciu — jesli zaczniesz
go szukaé, mozesz zaczaC dostrzegaé przyklady wszedzie
wokot siebie!


https://deltami.edu.pl/2025/01/od-mnozenia-do-dodawania
https://projecteuclid.org/journals/statistical-science/volume-10/issue-4/A-Statistical-Derivation-of-the-Significant-Digit-Law/10.1214/ss/1177009869.full

*Dyrektor oddzialu Matematyka
Olimpijska w Salam Schools Complex,
Teheran, Iran
Instytut Matematyki i Informatyki,
Bulgarska Akademia Nauk, Sofia

**Doktorant, Uniwersytet Oksfordzki

Zainteresowany Czytelnik moze znalezé
dowéd THN w artykule:

M. Villarino, W. Gasarch, K. Regan,
Hilbert’s Proof of His Irreducibility
Theorem, Amer. Math. Monthly (2018),
doi.org/10.1080/00029890.2018.1448181,
arXiv:1611.06303.

Twierdzenie Hilberta o nierozkladalnosci
Navid SAFAEI*, Radostaw ZAK**

Teoria liczb jest jedna z dziedzin matematyki najchetniej pozyczajacych
metody z innych obszaréw. Jednym ze zrodel takich zapozyczen jest analiza
matematyczna. W ostatnich latach analityczna teoria liczb zyskata na
popularnosci, nawet w kontekscie olimpiad matematycznych: ciekawy wybér
dostepnych metod przedstawil Tomasz Kobos w |Afs. Jednak ,,obce” teorii

liczb pojecia granic, szeregdw, zbieznosci i pochodnych moga nieco onieSmielaé
osoby rozpoczynajace przygode z ta dziedzina. Jedna z zalet twierdzenia
Hilberta o nierozkladalnosci (w skrécie THN) jest to, ze stanowi ono zrozumiale,
teorioliczbowe opakowanie dla glebokich rozwazan z zakresu analizy czy tez
geometrii algebraicznej.

Przypomnijmy, ze wielomian dwéch zmiennych P(x,y) to skoficzona suma
jednomianéw, z ktérych kazdy ma postaé a;;z'y?. W dalszej czedci liczby a;;
beda calkowite; zbiér wszystkich takich wielomianéw oznaczamy przez Z[z, y].
Wiéréd przykladéw mamy takie wielomiany, jak 2% — y?, 22 — 2zy + 2y2 czy
% — 22y + y* + 1. Innym przykladem jest 43 — 2y + 1, mimo ze nie zawiera on
zmiennej z, na co warto zwréci¢ uwage. Mamy tez odpowiednie pojecie stopnia
dla wielomianéw dwdéch zmiennych — z definicji, stopien jednomianu aijxiyj to
i+ j, a stopiert wielomianu to maksimum stopni jego jednomianéw. Mozemy tez
zdefiniowaé stopieni wzgledem konkretnej zmiennej: stopieni P(z,y) wzgledem z to
po prostu zwyktly stopien, jesli tylko zapomnimy, ze y jest zmienna. Na przyklad
dla wielomianu P(x,y) = 23 — 22y + y* + 2 mamy:

deg P(v,y) =5, deg, P(z,y) =3, deg, P(z,y) =4
Tak jak w przypadku jednej zmiennej, wielomian P(x,y) nazywamy rozkladalnym
— jesli mozna go zapisaé jako iloczyn Py (z,y) - P2(x,y) dwéch niestalych
wielomianéw, oraz nierozkladalnym — w przeciwnym przypadku. Znane narzedzie
zwane lematem Gaussa implikuje, ze jesli P(z,y) ma wspolczynniki catkowite
i rozklada sie jako iloczyn Py (z,y) - Pa(x,y) wielomianéw o wspdlczynnikach
wymiernych, to mozemy rowniez znalezé rozklad o wspélczynnikach
catkowitych.

Podobnie jak dla liczb pierwszych i catkowitych, wielomiany nierozkladalne
mozna traktowaé jako cegielki, z ktérych zbudowane sa pozostate wielomiany.
Istotnie, kazdy wielomian P(z,y) mozna zapisaé¢ jako iloczyn Qq(x,y)** -...-
Qr(z,y)**, dla pewnych wielomianéw nierozkladalnych Qq, ..., Qg i pewnych
dodatnich wyktadnikéw catkowitych «;. Mozemy teraz przedstawié tytutowe
twierdzenie:

Twierdzenie 1 (Hilbert). Niech P(x,y) bedzie wielomianem nierozkladalnym
o wspotezynnikach calkowitych, zaleznym od zmiennej x (tzn. deg, P(x,y) > 0).
Wtedy dla nieskoriczenie wielu liczb calkowitych t wielomian fi(y) := P(t,y)
(jednej zmiennej) rowniez jest nierozkladalny, a ponadto deg f; = deg, P(t,y).

Prosty przyklad: Q(x,y) = y? —  jest nierozkladalny. Jesli podstawimy ¢ = 1,
to otrzymany wielomian Q(1,y) = y? — 1 roztozy sie jako (y — 1)(y + 1). Jednak
nietrudno zauwazy¢, ze taki rozklad ma miejsce doktadnie wtedy, gdy ¢ jest
kwadratem — wystarczy wiec wybra¢ dowolne ¢, ktére kwadratem nie jest,

a otrzymamy wielomian nierozkladalny. Mozemy p6js¢ o krok dalej.

Stwierdzenie 2. Zaldzmy, Ze R(x) jest takim wielomianem o wspdlczynnikach
caltkowitych, Ze dla dowolnej liczby calkowitej t liczba R(t) jest kwadratem.
Wtedy istnieje wielomian Q(x) o wspélczynnikach calkowitych speiniajacy
tozsamosé R(z) = Q(x)?.

Dowéd. Rozwazmy wielomian P(z,y) = y? — R(x) i przypusémy, ze jest on
nierozkladalny. Wtedy na mocy THN mozemy znalezé taka liczbe catkowita t, ze
P(t,y) jest nierozkladalny. Wiemy jednak, ze R(t) = a? dla pewnego a, wigc
P(t,y) = y* — a? = (y — a)(y + a) jest rozktadalny. Otrzymana sprzeczno$é
oznacza, ze P(x,y) jest rozkladalny.
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Wiecej o twierdzeniu [4) mozna przeczytaé
tutaj:

H. Davenport, D. Lewis, A. Schinzel,
Polynomials of certain special types,
Acta Arith. (1964),
eudml.org/doc/207456.

Mozemy wiec tak dobraé niestale wielomiany P, P, o wspélczynnikach
catkowitych, by P(x,y) = Pi(z,y)P2(z,y). Gdyby deg, P = 0 (tzn. Py nie
zawiera y), to Py zalezalby tylko od x i musialby dzieli¢ wspétczynnik przy

y? w P(z,y). Ale ten wspélezynnik to 1, wiec jest to niemozliwe. Jako jedyna
mozliwosé pozostaje, ze zaréwno P, jak i P; sa liniowe wzgledem y (jako ze
deg, P(x,y) = 2). Wtedy jednak, analizujac ponownie wspélezynnik wiodacy,
otrzymujemy postaé¢ Pi(z,y) =y + Q1(x), Pa(x) =y + Q2(z) dla pewnych
wielomianéw @1, Q2 (wspdlczynniki wiodace mnoza sie do 1, a w razie potrzeby
mozemy oba nasze wielomiany domnozy¢ przez —1). Stad

y* = R(x) = P(z,y) = Pi(z,y)Pa(z,y) = (y + Q1(2))(y + Q2(2))
= >+ y(Q1(z) + Qa2(z)) + Q1 (2)Qa().
Poréwnujac wspoélezynniki, dostajemy Q1(x) + Q2(z) = 0, a wiec R(z) =
—Q1(2)Q2(x) = Q1 (2)*. O

Mozemy udowodni¢ jeszcze mocniejsze sformutowanie. W tym celu jednak
bedziemy musieli si¢ powotaé na nastepujacy niewinnie wygladajacy fakt.
Warto zaznaczy¢, ze nie jest wcale tatwy do wykazania; jeden z jego dowodow
wykorzystuje twierdzenie Czebotariowa.

Twierdzenie 3. Jesli f(x) jest wielomianem nierozkladalnym o wspélczynnikach
catkowitych oraz deg f > 2, to istnieje nieskoniczenie wiele liczb pierwszych p, ktore
nie dzielg f(t) dla dowolnej liczby calkowitej t.

Pozostata czesé artykulu podwiecona jest dowodowi nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 4. Niech P(z,y) € Z[x,y| bedzie wielomianem o nastepujgcej
wlasnodci: dla dowolnego niestatego ciggu arytmetycznego (an)se o liczb
catkowitych mozemy znaleZé indeks i € 7 oraz liczbe calkowitq y, dla ktorych
P(a;,y) = 0. Wowczas istnieje wielomian R(x) € Q[z] spelniajgcy toisamosé
P(z,R(z)) =0.

Uogoélnia to nasze stwierdzenie |2/ na dwa sposoby. Po pierwsze, zalozenie

nie musi juz by¢ spelnione dla wszystkich ¢, lecz jedynie dla wystarczajaco
wielu, by pokry¢ wszystkie mozliwe ciagi arytmetyczne. Po drugie, w miejsce
wielomianu y? mozemy przyjaé jakikolwiek inny. Na koncu artykutu
proponujemy Czytelnikowi zadanie, ktére ilustruje te ostatnia obserwacje.

Dowdd twierdzenia [f). Zauwazmy najpierw, ze zalozenie o ciagach
arytmetycznych tak naprawde daje nam nieskonczenie wiele indekséw ¢, dla
ktérych P(a;,y) = 0 ma rozwiazanie y. Istotnie, na pewno mozemy znalezé
jedno takie 4, ale wtedy ciag a’; := a;+142; (zawierajacy nieparzyste wyrazy (ay),
gdy i jest parzyste, a parzyste wyrazy, gdy ¢ jest nieparzyste) réwniez

jest arytmetyczny, a jednoczesnie stanowi podciag (a,) niezawierajacy a;.
Korzystajac z zalozenia, otrzymujemy w ten sposéb nowy indeks, a nastepnie
mozemy te procedure powtarza¢ do woli.

Rozl6zmy P(z,y) na iloczyn Q1(x,y) - ...  Qr(x,y) nierozkladalnych
wielomianéw @Q; (niekoniecznie réznych). Jesli ktérys z czynnikéw Q; zalezy
wylacznie od z, to mozemy go pominaé, gdyz odpowiada jedynie za skonczenie
wiele wartosci t, dla ktérych P(t,y) = 0 ma rozwiazanie. Podobnie, gdy réwnanie
Q;(z,y) = 0 ma skonczenie wiele rozwigzai (z,y) — w obu tych przypadkach
wielomian P’ := P/Q; spelnia zaréwno zalozenia, jak i teze twierdzenia dokladnie
wtedy, gdy spelnia je wyjsciowy wielomian P.

Mozemy teraz uzyé THN i znalezé odpowiednie ¢; (7 =1,...,k), dla ktérych
wielomiany Q;(t;,y) sa nierozkladalne, o tym samym stopniu wzgledem y co
Q;(z,y). Gdyby kazdy z tych stopni wynosil 2 lub wiecej, to z twierdzenia
otrzymaliby$my liczby pierwsze speniajace p; 1 Q;(t;,y) dla wszystkich j i y;
mozemy przy tym dobraé te liczby jako parami rézne.

Chinskie twierdzenie o resztach pozwala nam teraz znalezé rozwiazanie ukladu
kongruencji t = ¢; (mod p;) dla j =1,..., k. Rozwiazanie to ma postaé¢
t =c¢ (mod p1ps ... pr) dla pewnego c¢; innymi stowy — zbiér rozwiazani tworzy
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ciag arytmetyczny a; = ¢+ ip1ps ... px. Wiemy, ze dla
pewnych i oraz y zachodzi P(a;,y) = 0, a wiec réwniez
Qj(a;,y) = 0 dla pewnego j. Z drugiej strony:

Qj(ai,y) = Q;(t;,y) Z0 (mod p;),

wiec otrzymujemy sprzecznosc.

Stad wniosek, ze ktérys czynnik @); jest liniowy wzgledem y;

bez straty ogdélnosci niech bedzie to Q1. Mozemy zapisaé
go w postaci A(x)y + B(z) dla pewnych wielomianéw
A, B. Jak wspomnieli$my, mozemy przyjaé, ze Q1(z,y) =0
ma nieskoriczenie wiele rozwiazan (z,y), zatem A(x) dzieli
B(z) dla nieskoriczenie wielu wartoéci z. Ale to oznacza,
ze A(z) dzieli B(x) jako wielomian (zeby to zauwazy¢,
mozna na przyklad podzieli¢ z reszta B(x) przez A(z)).
W konsekwencji R(x) = f% jest wielomianem

i ostatecznie P(x, R(x)) = Q1(z, R(x)) = 0. O

Czytelnik Uwazny spostrzeze, ze w tezie twierdzenia |4
wielomian R ma jedynie wspolczynniki wymierne, a nie
catkowite. Istotnie, na przyklad dla P(x,y) = 22 +x — 2y
dostaniemy R(z) = % Na koniec proponujemy wigc
zadanie ilustrujace, ze w pewnych sytuacjach mimo
wszystko R bedzie mial wspolczynniki catkowite.

Zadanie. Zalézmy, ze P, (Q sa dwoma wielomianami

o wspolezynnikach catkowitych i o nastepujacej
wlasnosci: dla dowolnej liczby catkowitej n mozemy
znalez¢ taka liczbe catkowita m, ze P(n) = Q(m).
Udowodnij, ze wtedy istnieje wielomian R(x)

o wspoélczynnikach wymiernych spelniajacy tozsamosé
P(z) = Q(R(x)). Jedli ponadto wielomian Q(%) nie ma
wspoélezynnikéow catkowitych dla zadnego k > 2, wykaz,
ze R(z) ma wspélczynniki calkowite.

Policjanci i ztodziej

W tym artykule zajmiemy sie nastepujacym zagadnieniem.

* Uczen, Colegiul National de Informatici
Tudor Vianu, Rumunia

A

Alexandru BENESCU*

Policjanci gonig zlodzieja w pewnej wiosce, ktorej uliczki tworzq tréjkat

réwnoboczny wraz z jego Srodkowymi (rys. 1). Maksymalna predkosé zlodzieja jest
Kk > 0 razy wieksza niz maksymalna predko$é policjantow. Zakladajgc, Ze wszyscy
stale sie widzq 1 ruch jest moZliwy jedynie wzdiuz uliczek, nalezy okreslic¢, czy

policjanci mogq schwytaé zlodzieja niezaleinie od ich poczgtkowego ustawienia.

Rozpocznijmy rozwigzanie od analizy kilku prostych przypadkéw. Oznaczmy

Rys. 1

liczbe policjantéw przez n. Zaltézmy, ze w wiosce znajduje sie tylko jeden
policjant, tj. n = 1. To banalny przypadek. Jesli k < 1 (tzn. zlodziej jest
wolniejszy od policjanta), policjant na pewno doscignie i schwyta zlodzieja.

Analogicznie, jesli k > 1, to zlodziej moze dowolnie dtugo uciekaé¢ przed
policjantem, cho¢by biegajac w cyklu A - B — C' — A (rys. 1).

Sytuacja zmienia si¢ diametralnie (na korzy$é wymiaru sprawiedliwosci), gdy
A w poscigu bierze udzial trzech (lub wiecej) policjantéw. Udowodnimy, ze w tym

przypadku schwytaja oni ztodzieja niezaleznie od jego predkoéci. Jedna ze
strategii, ktore do tego doprowadza, polega na jednoczesnym zajeciu punktéw
D,E i F (oznaczenia z rys. 1). W ten sposéb policjanci podziela cala wioske
na szes¢ spéjnych czesci (sktadowych), jak pokazano na rysunku 2. W jednej
z tych czesci znajduje si¢ zlodziej. Na jej kraficach (podobnie jak kazdej innej
czedei) znajduja sie policjanci. Wystarczy, aby jeden z nich zaczal poruszaé sie
(w ramach tej czeéci) w strone drugiego, a zlodziej zostanie ztapany.

Pozostaje rozwazy¢ przypadek dwoch policjantow — ten jest bardziej

wymagajacy. Udowodnimy najpierw, ze dla x < 3 policjanci zawsze zlapig
zlodzieja. W tym celu jeden z policjantéw bedzie stale gonit rabusia — tego
policjanta nazwiemy gorniczym. Jego jedynym zadaniem jest uniemozliwienie
zlodziejowi przyczajenia sie na stale w jednym miejscu. Doktadniej rzecz
ujmujac, musi on zadbaé¢ o to, by ostatnio odwiedzony przez zlodzieja punkt
Srodkowy zmienial si¢ w czasie (punktami srodkowymi sa punkty D, E lub F).
Latwo si¢ przekonaé, ze aby to osiagnaé, wystarczy tylko jeden policjant.

A Drugi policjant, ktérego nazwiemy strozZem, ma bardziej subtelne zadanie.
Najpierw musi uda¢ sie do ,strézéwki” znajdujacej sie w punkcie S, ktory
dzieli odcinek EF w stosunku 1:2 (rys. 3). Kiedy juz tam dotrze, musi uwaznie

o

obserwowaé poczynania zlodzieja. Zadaniem tego policjanta jest odcinanie
drogi ucieczki ztodzieja, gdy tylko jest to mozliwe. Na przykiad, jesli ztodziej

wejdzie do ,,gbérnego naroza” E—A—F przez punkt F, stréz musi uniemozliwié

Rys. 3

6

mu ucieczke przez punkt F. Ma taka mozliwos$é, gdyz ST

[EAIFIAF] =3 > k. Jest tez

pewien maly haczyk — w tym samym momencie, w ktérym zlodziej powréci do
punktu E, stréz musi ponownie znalezé sie w punkcie S. Jest to jednak mozliwe



Rys. 4

Zauwazmy, ze wbrew swojej nazwie
gonczy moze poruszaé si¢ dowolnie wolno.
Musi jednak cechowaé si¢ niemalg

wytrwatoscig.

B

Rys. 5. Czarny punkt przedstawia
zlodzieja, za$ biale punkty — policjantéw
(goriczy jest oznaczony kétkiem)

C

A
F
B C
Rys. 6
A
F
B C
Rys. 7

do zrealizowania, wystarczy, ze stréz bedzie poruszal sie z predkoscia dokladnie
trzy razy mniejsza niz zlodziej (z zachowaniem odpowiedniego kierunku).

Oto pelna lista mozliwosci stroza w zakresie kontrolowania ruchu ztodzieja:

(a) jedli ztodziej wechodzi do E—A—F przez E, nie moze uciec przez F,

b) jesli ztodziej wchodzi do E—A—F przez F, nie moze uciec przez E,

c¢) jesli zlodziej wehodzi do D—B—F przez D, nie moze uciec przez F,

d) jesli ztodziej wchodzi do D—C—FE lub D—FE przez D, nie moze uciec
przez E.

Jak juz wiemy, gorniczy zmusza zlodzieja do przechodzenia miedzy punktami D,
E i F. Warunki (a)—(d) nakladaja powazne ograniczenia na kolejno$é, w jakiej
punkty te beda odwiedzane:

e tylko punkt D moze by¢ odwiedzony bezposrednio po E lub F,
e tylko punkt F' moze byé¢ odwiedzony bezposrednio po D, i to jedynie przez
krawedz D—F.

Te ograniczenia sa zilustrowane na rysunku 4. Wynika stad, ze policjanci moga
zmusi¢ zlodzieja do biegania w cyklu D — F' — D! Ale jak moga go ostatecznie
schwytac¢? Wystarczy przekaza¢ gonczemu jeszcze jedna instrukcje: ma on
poruszaé sie po bokach tréjkata DF B tylko zgodnie z ruchem wskazowek zegara.
Nie zmienia to jego zdolnoéci do utrzymywania ztodzieja w ruchu i zmuszania go
do zmiany punktéw sSrodkowych, ale w ten sposéb gonczy w koncu go dopadnie,
gdy ten zacznie juz poruszac sie w cyklu. To konczy uzasadnienie, ze w tym
przypadku policjanci majg strategie wygrywajaca.

Udowodnimy teraz, ze dla x > 3 to zlodziej jest na wygranej pozycji (przy
odpowiednim poczatkowym ustawieniu). Zasadniczo jego strategia polega na
rozpoczeciu w jednym z punktéow D, E| F i przechodzeniu do innego z tych
punktéw za kazdym razem, gdy zblizy sie do niego ktorys z policjantéw.
Sprébujmy opracowaé szczegdly tego podejscia.

Zatézmy, ze ztodziej zaczyna w wezle D. Bedzie tam czekat, dopdki jeden

z policjantéw (ponownie nazwijmy go goniczym) nie zblizy sie¢ do niego na
odlegto$¢ mniejsza niz, powiedzmy, € = 0,2 (zakladamy |EF| = 1). Wtedy zlodziej
prébuje przejéé do E lub F'. Bez straty ogélnosci zalézmy, ze gonczy zbliza

sie do zlodzieja ze strony punktéw B lub F. Przyjmijmy, ze zltodziej pokonuje
odlegto$é |EF| w minute. Rozwazmy nastepujace przypadki:

(I)  Jesli drugi policjant uniemozliwia ztodziejowi bezposrednie przejscie do F,
to krawedz D—F jest pusta, a zatem zlodziej moze dotrze¢ do F w ciagu
minuty — czyli szybciej niz kazdy z policjantéw (rys. 5).

(IT) Jesli drugi policjant znajduje si¢ na krawedzi D—FE, to zlodziej moze
dotrze¢ do F' w ciagu dwdch minut, zanim dotrze tam ktérykolwiek
z policjantéw (rys. 6). Zauwazmy, ze jesli goniczy znajduje sie na
odcinku BD, to zlodziej moze dotrze¢ do F' w ciggu zaledwie jednej
minuty, ale nie ma to znaczenia dla naszej analizy.

(III) W pozostalych przypadkach zlodziej moze bezposrednio dotrzeé do E

w minute i do F' maksymalnie w 2 minuty. Zauwazmy, ze gonczy (ktéry
poczatkowo znajduje sie blisko D) potrzebuje wiecej niz 2 minuty, aby
dotrzeé¢ do dowolnego z tych punktéw. Jesli zas chodzi o drugiego policjanta,
rysunek 7 przedstawia dwa zbiory — jasnoniebieski to zbiér punktéw,
z ktérych mozna dotrze¢ do E w minute, a jasnozielony to zbiér punktéw,
z ktérych mozna dotrzeé¢ do F' w 2 minuty. Jasno widaé, ze przy zalozeniu
Kk > 3 te dwa zbiory nie przecinaja sie. Zatem ztodziej moze wybraé jeden z
tych punktéw, majac pewnosé, ze dotrze tam przed drugim policjantem.

Oczywiscie, jesli ztodziej moze raz dokona¢ zmiany punktu srodkowego, to moze
tak robi¢ w nieskoniczonos$¢é. Mozemy wiec stwierdzié, ze zlodziej ma strategie
wygrywajaca wtedy i tylko wtedy, gdy n=1ix>1lubn =21k > 3. Rzecz
jasna, problem ten mozna uogdlni¢ na inne ksztaltty wiosek, takie jak siatka 2 x 2
czy nawet siatka N x M. Zachecamy Czytelnika do przeanalizowania podobnych
strategii dla tych przypadkéw.
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*Uczen, Queen Elzabeth’s School

Niektore algorytmy szyfrowania,

na przyktad RSA, oparte sg na trudnosci
rozktadu duzych liczb na czynniki
pierwsze. W 1994 roku Peter Shor
wskazal algorytm, ktéry rozwigzuje to

w czasie zaledwie O(log(N)?). Wiecej

o algorytmie Shora mozna przeczytac

w A}é

Wszystkie mozliwe stany kubitu mozna
przedstawié¢ jako punkty na sferze

w tréjwymiarowej przestrzeni. Bieguny tej
sfery reprezentuja stany |1) i |0),

a réwnik reprezentuje stany bedace

w idealnej superpozycji. Ta reprezentacja
zostala nazwana sferg Blocha na czes$é
fizyka Felixa Blocha.

Koncepcja czgstek natychmiastowo
oddzialujacych na siebie na odlegltosé
byla tak nieintuicyjna, ze Albert Einstein
nazwal splatanie kwantowe ,,upiornym
dziataniem na odleglosé”.

Poza klasycznymi ograniczeniami:
moc i potencjal obliczen kwantowych

Pranav CHALLA*

Wyobraz sobie komputer lamiacy zaledwie w kilka sekund kody, ktérych
odszyfrowanie klasycznym komputerom zajeloby miliony lat. WyobraZ

sobie komputer, ktéry moglby przetwarzaé wiele réznych zestawéw danych
jednoczesnie. To wszystko wlasnie umozliwiaja nam obliczenia kwantowe —
dzigki wykorzystaniu praw mechaniki kwantowej (fundamentalnych zasad
rzadzacych zachowaniem najmniejszych czastek) i manipulacji ich niezwyklymi
wlasciwosciami zwiekszaja predkosci obliczen do pozioméw nieosiagalnych dla
klasycznych komputeréw.

Dwie kluczowe wlasciwosci kwantowe, ktére oméwie, to superpozycja i splgtanie.
Superpozycja

Jak wiadomo, klasyczne komputery wykorzystuja bity istniejace w stanie 0 lub 1,
natomiast komputery kwantowe uzywaja kubitéw (bitéw kwantowych), ktére
dzieki zjawisku superpozycji moga istnie¢ w stanach 0, 1 lub obu jednoczesnie.
Aby lepiej zrozumieé zjawisko superpozycji, przeanalizujmy jego matematyczne
podstawy. Stan kwantowy mozna zapisaé jako:

) = al0) + B|1).

a i sa tu liczbami zespolonymi spelniajacymi warunek normalizacji
|a|? 4+ |B]? = 1. Tutaj |a|? i |3]* odpowiadaja prawdopodobieristwom znalezienia
kubitu w stanach |0) i |1).

Na przyklad stan [¢) = %|O) + %|1> oznacza, ze prawdopodobieristwa tego, ze
kubit po pomiarze znajdzie sie w stanie |0) i |1), sa réwne.

Zjawisko superpozycji jest kluczowe dla obliczen kwantowych, gdyz

pozwala na réwnoczesne przetwarzanie danych. Poniewaz jeden kubit

moze przechowywaé informacje o dwdoch stanach jednoczesnie, dwa kubity

w superpozycji moga reprezentowa¢ cztery stany (|00),|01),]10), |11)),

a n kubitéw moze reprezentowaé jednocze$nie 2" standéw. To umozliwia bardziej
efektywne algorytmy wyszukiwania, takie jak algorytm Grovera, ktéry moze
przeszukiwa¢ N nieposortowanych elementéw w czasie v/ N, przelamujac
klasyczny limit N wyszukiwan dla listy nieposortowanych elementéw.

Algorytm Grovera dziata poprzez proces znany jako wzmocnienie amplitudy.
Wyobrazmy sobie zestaw 32 elementéw, z ktorych jeden jest oznaczony jako
poprawny. Na poczatku ustawiana jest superpozycja 5 kubitéw, z ktérych kazdy
z 32 stanéw odpowiada jednemu elementowi. Nastepnie stosowane sg operatory
kwantowe zwiekszajace prawdopodobienstwo wyboru poprawnego elementu.
Proces ten jest powtarzany, az wszystkich 5 kubitéw odzwierciedli stan |1)

lub |0), odpowiadajacy wlasciwemu elementowi.

Splatanie

Splatanie kwantowe to wlasciwos¢, dzieki ktérej dwie czastki kwantowe staja
sie ze sobg powiazane. Jesli dwie czastki sa splatane, pomiar jednej dostarcza
informacji o drugiej. Dobrym poréwnaniem jest para butéw. Wyobrazmy

sobie, ze kazda pare butéw umieszczamy w osobnym pudetku. Otwierajac
jedno pudetko i znajdujac but lewy, mozemy by¢ pewni, ze w drugim pudetku
znajduje sie but prawy. Roznica polega na tym, ze buty nie moga znajdowac sie
w superpozycji, a kubity moga.

Rozwazmy na przyktad stan dwoch splatanych kubitow:

1
) = ﬁ(|00>+ 11)).

Jesli jako wynik pomiaru pierwszego kubitu otrzymamy |0), to drugi kubit
réwniez bedzie w stanie |0). Jesli pierwszy kubit bedzie w stanie |1), drugi
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‘W 2012 roku naukowcom udalo sig
osiggnac teleportacje kwantowa na
odlegto$é 143 km, z La Palmy do
Teneryfy, arXiv:1205.3909 [quant-ph].

Najwiekszy komputer kwantowy na
$wiecie to system 1180 kubitéw
opracowany przez Atom Computing.
Kazdy kubit jest neutralnym atomem,
uwiezionym i kontrolowanym przez uktad
laseréw.

ﬁ Zadania

Rozwigzania na str. |24

réwniez bedzie w |1). Ta korelacja wystepuje niezaleznie od odlegto$ci miedzy
kubitami, co umozliwia poziom koordynacji nieosiagalny dla klasycznych bitéw.
Oznacza to, ze prawdopodobienstwo zaobserwowania stanéw |01) lub |10) jest
réowne 0.

Zastosowania splatania kwantowego sa szeroko rozpowszechnione w algorytmach
kwantowych. Na przyktad splatanie kwantowe umozliwia zastosowanie
supergestego kodowania, czyli algorytmu kwantowego, ktory pozwala

na przesylanie wiekszej liczby klasycznych bitéw informacji przy uzyciu
mniejszej liczby kubitéw. Innym zastosowaniem splatania kwantowego jest
teleportacja kwantowa. Ten teoretyczny proces pozwala na transfer informacji
za posrednictwem splatanych czastek. W tym procesie dwie strony — znajdujace
sie w dowolnej odlegtosci od siebie — wykorzystuja wspdlny splatany stan do
przekazania informacji o danym stanie kwantowym z jednej lokalizacji do
drugiej. Proces ten nazywany jest teleportacja stanu kwantowego.

Obecna technologia kwantowa

Technologia kwantowa jest wciaz w fazie poczatkowej, ale dokonano juz
znaczacych postepéw. Duze firmy technologiczne, takie jak Google, IBM

i Intel, buduja komputery z coraz wieksza liczba kubitow, jednak wciaz
zmagaja sie z redukcjg bledéw. Obecnie dysponujemy urzadzeniami NISQ
(Noisy Intermediate-Scale Quantum), ktére maja wystarczajaca liczbe kubitéw
do pewnych obliczen kwantowych, ale sa podatne na btedy i dekoherencje.
Naukowcy pracuja nad technikami korekcji bltedéw i kodami korekcji kwantowej,
by zmniejszy¢ dekoherencje. Diugoterminowym celem jest budowa odpornych na
btedy komputeréw kwantowych, ktére znajda zastosowanie w réznych branzach.

Przygotowal Dominik BUREK

M 1813. Niech ABCD bedzie trapezem (DA ||CB) opisanym na okregu, ktory
jest styczny do bokéw AB, BC, CD i AD odpowiednio w punktach P, Q, R,

S. Prosta przechodzaca przez P i réwnolegla do podstaw trapezu przecina
prosta QR w punkcie X. Udowodnié, ze proste AB, @S i DX przecinaja sie

w jednym punkcie.

M 1814. Dane sg liczby a, b > 1, dla ktérych

1 3

Udowodni¢, ze a > 5b — =k
M 1815. Dane sa liczby catkowite n > 20 i k > 1 takie, ze k? | n. Udowodnié, ze
istnieja dodatnie liczby catkowite a, b, ¢, dla ktérych

n = ab + bec + ca.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1117. W szczelnie zamknietm cylindrze, pod tlokiem znajduje sie m = 10 g
ciektej wody. Bardzo szybkie przesuniecie tloka powoduje spadek cisnienia

w cylindrze do wartosci bliskiej zeru. Temperatura otoczenia i cylindra z woda
wynosi 0°C. Ile lodu wytworzy sie w wyniku tego procesu? Mozna przyjaé, ze
poczatkowo pod ttokiem byla wylacznie ciekla woda. Ciepto topnienia wody
Ly ~ 334 J/g, a cieplo parowania L, ~ 2260 J/g.

F 1118. W szczelnym pojemniku znajduje si¢ mieszanina helu i neonu.
Mieszanina jest w rownowadze termodynamicznej, przy czym liczby moli
neonu i helu sa takie same. W sciance pojemnika zrobiono bardzo maty otwor.
Jaki bedzie sktad wiazki gazu uchodzacego z pojemnika tuz po wykonaniu
otworu? W jednostkach masy atomowej masy atomowe wynosza: helu uyge = 4,
a neonu pne = 20.
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* Studentka, University of Cambridge

%0/ /

Przyklad kraty danej przez wektory (0,5)
i(1,3).

‘Wskazemy liczbe naturalng m,
spelniajaca p | m? + 1. Uzyjemy
twierdzenia Wilsona, ktére méwi, ze

(p — 1)! = —1 (mod p) dla kazdej liczby
pierwszej p.

Z tego twierdzenia wynika, ze
—1=(p—1)!

N G
()
() e

Ostatni krok jest prawdziwy, poniewaz
p =1 (mod4). Stad p | m? +1 dla
m = (2L

O dowodzie Zagiera pisal juz Wojciech
Czerwinski w AIT

Kilka dowodow twierdzenia Fermata
o sumie dwoch kwadratow

Maryna SPEKTROVA*

Zacznijmy od zaprezentowania dobrze znanego nam twierdzenia — bohatera tego
artykutu.

Twierdzenie (o sumie dwoch kwadratéw, Fermat). Nieparzysta liczba
pierwsza p moze byc przedstawiona jako suma dwdéch kwadratow wtedy 1 tylko
wtedy, gdy p =1 (mod 4).

Zapis n =1 (mod k) oznacza, ze n — [ jest podzielne przez k. Innymi slowy, n il
daja te samg reszte z dzielenia przez k.

Jednym z najbardziej interesujacych aspektow tego twierdzenia jest duza liczba
jego réznych dowodéw, ktore tacza sie z réznymi dziedzinami matematyki.

W szczegdlnosci mozna je udowodnié¢ za pomoca liczb Gaussa, skonczonych

i nieskoniczonych ciagéw utamkéw, lematu Thuego, metody nieskonczonego
schodzenia itd. W artykule zaprezentujemy trzy dowody: dwie interpretacje
geometryczne oraz jeden dowdd oparty na teorii aproksymacji.

Uwaga. Poniewaz dla kazdej liczby catkowitej 2 zachodzi #2 = 0,1 (mod 4), zadna
liczba dajaca reszte 3 z dzielenia przez 4 nie moze by¢ przedstawiona jako suma
dwoch kwadratow, dlatego dalej bedziemy dowodzi¢ tylko jednej implikacji.

Pierwszy dowod bedzie oparty na lemacie dotyczacym krat
rownolegtobocznych. Nie bedziemy definiowaé tego pojecia formalnie, zamiast
tego pokazemy przyklad takiej kraty na marginesie.

Lemat (Minkowski). Rozwazmy krate réwnolegloboczng oraz figure wypuklg @,
ktora jest symetryczna wzgledem poczgtku ukiadu wspélrzednych. Przypusémy,
ze S(®) > 4S8y, gdzie Sy jest polem podstawowego réwnolegloboku, a S(P) polem
figury ®. Wowczas w ® lezy pewien punkt tej kraty, rézny od poczgtku ukladu
wspotrzednych.

Rozwazmy krate réwnolegloboczng dana wektorami @ = (1,m), ¥ = (0, p), gdzie
m jest liczba spetiajaca p | m? + 1 (dowdd istnienia takiej liczby dla p = 4k + 1
znajduje sie na marginesie).

Zastosujmy teraz lemat Minkowskiego do kota o srodku w poczatku uktadu
wspOlrzednych i promieniu /2p. Poniewaz S(®) = 2mp > 4p = 45, w tym kole
istnieje punkt kratowy A, czyli punkt postaci xg - @ + yo - U = (xo, mzo + pyo) dla
pewnych catkowitych xg,yo. Kwadrat odleglosci punktu A od poczatku uktadu
wspoélrzednych wynosi

g+ (mao +pyo)® = &g + m>x + 2maopyo + p°yg = x5 (m” + 1) + p(2maoyo + pyp),
co jest podzielne przez p. Poniewaz A znajduje sie wewnatrz kota o promieniu

v/2p, liczba ta miesci sie w przedziale otwartym od 0 do 2p, wiec jest réwna p.
Dlatego poszukiwane dwa kwadraty to x3 oraz (mwzg + pyo)?. O

Drugi dowdd jest nazywany ,,jednozdaniowym dowodem Dona Zagiera”

i rzeczywiscie, gdy w 1990 roku zostal po raz pierwszy opublikowany, zawieral
tylko jedno zdanie. Dla poprawienia czytelnosci przedstawiamy go tutaj nieco
bardziej szczegdtowo.

Rozwazmy zbiér S zawierajacy wszystkie tréjki (x,y,z) liczb naturalnych, ktére
spelniaja 22 + 4yz = p. Oczywiste jest, ze dla kazdego p zbiér S jest skoiiczony.
Rozwazmy nastepujaca funkcje f : N3 — N3:
(x+2z,2,y—z—2), glyz<y-z,
f@y,z) = Qy-—a,y2—y+z), glyy—z<z<2y,
(z—2y,z—y+2z2y), gdy2y<uz.
Trojki pojawiajace sie w poszczegdlnych przypadkach funkcji f nazwiemy
odpowiednio tréjkami pierwszego, drugiego i trzeciego rodzaju.
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Przyktad inwolucji dla p = 61
((3,1,13) +» (1,15, 1))

I
|
|

<

Przyktad inwolucji dla p = 61
((5,3,3) < (1,3,5))

r

Jedynym punktem stalym f dla p = 61
jest (1,1,15). Zobacz, jak ta konfiguracja
rézni sie od (1,15,1)

O twierdzeniu Dirichleta o aproksymacji
pisal Wojciech Czerwinski, w | Delta 3/21.

Wykonujac proste obliczenia, mozemy latwo sprawdzié, ze:

. f(S) CS;

 f jest bijekcja, a nawet inwolucja, czyli f(f(z,y,2)) = (x,y, 2);

o Tréjki pierwszego, drugiego i trzeciego rodzaju przechodza odpowiednio na
tréjki trzeciego, drugiego i pierwszego rodzaju.

Teraz zbadajmy, ktére trojki ¢ € S sa punktami stalymi, tj. spelniaja f(t) = .
Tréjka moze by¢ punktem stalym tylko, jesli jest drugiego rodzaju, co prowadzi
do nastepujacego ukladu rownan:

2y —x =z,

Y=y,

r—y+z=z,
ktéry upraszcza sie do & = y. Wiemy, ze 22 + 4dyz = p, wiec 22 + 4oz = p.
Poniewaz p jest liczba pierwsza, tatwo otrzymujemy x =y =1,z = p%l, zatem

w S istnieje dokladnie jeden punkt staly, co oznacza, ze S ma nieparzysta liczbe
elementéw.

Zauwazmy, ze elementy S mozemy dobra¢ w pary w taki sposéb, ze trdjka

(x,y,2) jest w parze z (z, z,y). Poniewaz S ma nieparzyscie wiele elementéw, wiec
co najmniej jedna tréjka jest sparowana sama ze soba. Dla tej tréjki (xo, yo, 20)
mamy yo = zo, wiec p = x5 + 4y§ = 5 + (2y0)>. O

Bardzo interesujaca jest geometryczna interpretacja funkcji f — co zaskakujace,
opublikowana dopiero w 2007 roku. Dla kazdej tréjki z S mozemy rozwazyé
kwadrat o boku x i dobudowaé¢ do niego 4 prostokaty o bokach y i z, jak na
rysunku. Kazda taka figura (,wiatrak” lub ,kwadrat ze skrzydlami”) moze

by¢ uzyskana w wyniku dwoch réznych cigé: jednego z mniejszym kwadratem

i drugiego z wiekszym. W ten sposob otrzymujemy inwolucje miedzy wszystkimi
trojkami w S (w rzeczywistosci ta bijekcja to wlasnie f), ktérej punktami
stalymi sa krzyze. Poniewaz dla figury w ksztalcie krzyza p musi byé podzielne
przez dhugosé boku gléwnego kwadratu, wiec bok ten musi mieé¢ dlugosé 1.
Istnieje zatem doktadnie jeden punkt staly. Teraz to samo rozumowanie co
powyzej konczy dowdd.

Trzeci dowdd opiera sie na nastepujacym twierdzeniu. Intuicyjnie okresla ono,
jak dobrze mozemy przyblizyé¢ dang liczbe rzeczywista liczbami wymiernymi
o mianowniku nieprzekraczajacym zadanej liczby catkowitej V.

Twierdzenie (o aproksymacji, Dirichlet). Dia kazdych o € R oraz N € N istniejg
r,q € Z takie, Ze:

e 1<qg< N oraz
1

Teraz rozwazmy takie m, ze p | m? + 1, i zastosujmy twierdzenie Dirichleta

o aproksymagcji dla a = % oraz N = [,/p]. Otrzymujemy, ze istnieja ¢ € N,r € Z
. . . 1 .

takie, ze 1 < g < N oraz |% — é\ < 7w czyli |mq —rp| < & < /p.

Zdefiniujmy M jako (mq — rp)? + ¢*. Latwo sprawdzié, ze M = m?q* + ¢*> =0
(mod p).

e Przypadek 1: g # N
Poniewaz zaréwno (mq — rp)?, jak i ¢® sa mniejsze od p, wiec 0 < M < 2p. Ale
M jest podzielne przez p, wiec M = p, a zatem p = (mq — rp)? + ¢°.

e Przypadek 2: ¢ =N
Latwo jest wykazaé, ze M < 3p, wiec M € {p,2p}. JeSli M = p, to
twierdzenie zostalo juz udowodnione, wigc rozwazmy przypadek
M = 2p. Wtedy (mg —rp)? >2p— (/p+1)? = (/p— 1)* — 2, wiec
Imq —rp| € {|/p— 1], \/?2]} ={¢—2, ¢ — 1}. Ponadto w tym przypadku
|mgq — rp| oraz ¢ maja te sama parzystosé, wiec |mg — rp| = g — 2, zatem
(g —2)?+ ¢ = 2p, czyli (¢ — 1) + 1 = p, co oznacza, ze przedstawiliémy p
jako sume dwoch kwadratéw. O
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Istnieje wiele kierunkéw, w ktérych
twierdzenie Fermata moze by¢ uogélnione
lub rozwinigte: mozna badac liczby
pierwsze postaci 22 + ny?; uzyskaé
kryterium dla wszystkich liczb
naturalnych, by mogtly byé wyrazone jako
suma dwéch kwadratéw (twierdzenie

o sumie dwéch kwadratéw); rozwazaé
wigkszg liczbe kwadratéw (twierdzenie
Legendre’a o sumie trzech kwadratéw,
twierdzenie Lagrange’a o sumie czterech
kwadratéw) i wiele innych.

Kiedy spojrzymy na pierwszy i trzeci dowdd, mozemy zauwazy¢ kilka
podobienstw. Czy to tylko przypadek? Okazuje sie, ze twierdzenie Dirichleta
mozna wywnioskowaé z twierdzenia Minkowskiego. W tym celu rozwazmy zbior

1 1
S{(x,y)ERQ:Q:|<N+2,yoz:z:|<N}.

Zbiér S jest rownoleglobokiem o $rodku w poczatku uktadu wspoélrzednych

i polu réwnym 2(N + %) : % > 4, wiec mozemy zastosowaé twierdzenie
Minkowskiego dla S na zwyklej kracie kartezjanskiej. Dostajemy, ze S zawiera
punkt catkowity (¢,7) (z symetrii mozemy wybraé ¢ dodatnie), a te g, r spelniaja
warunek z twierdzenia Dirichleta.

Twierdzenie Jacobiego o sumie dwéch kwadratéw. Nie tylko twierdzenie
Fermata ma kilka zaskakujacych dowodow. To samo jest prawda rowniez dla
jednego z jego uogdélnien. Nastepujace twierdzenie mozna udowodnié, uzywajac
form kwadratowych, funkcji eliptycznych lub liczb Gaussa, ale przedstawimy
tutaj jedynie dowdd przy uzyciu funkcji tworzacych.

Twierdzenie (o sumie dwdch kwadratéw, Jacobi). Niech ro(n) oznacza

liczbe sposobow wyrazenia liczby naturalnej jako sumy kwadratéw dwoch liczb
catkowitych. Ponadto niech di(n) oznacza liczbe naturalnych dzielnikéw n, ktdre
dajg reszte k modulo 4. Wtedy dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi:

ro(n) = 4(dy(n) — ds(n)).

Uwaga. Poniewaz dla kazdej liczby pierwszej postaci p = 4k + 1 mamy d; (p) = 2
oraz dz(p) = 0, twierdzenie Fermata jest bezposrednim wnioskiem z tego
twierdzenia.

Nasz dowéd tego twierdzenia (wlasciwie jedynie bardzo krotki szkic) bedzie
oparty na nastepujacym twierdzeniu:

Twierdzenie (potrdjny iloczyn Jacobiego). Dila dowolnych liczb
zespolonych q i z spelniajgcych |q| < 1 oraz z # 0 zachodzi nastepujaca réwnodé:

[e%S)
2
E qn ZZn

n=—oo

oo

H (1 - q2m) (1 + qzm_lzZ) (1 + q2m_1z_2) =

m=1

Korzystajac z tego twierdzenia kilka razy, mozna udowodnié, ze:

k1 H 1—36

4m 3k2)( $4m_1k‘_2)

+ﬁ 1 —gtm
m=1

=[[a-ama+ (-

m=1
Roézniczkujac obie strony tej réwnoéci wzgledem k i podstawiajac k = —1,
otrzymujemy nastepujaca rownosc:

0 2 pin—1
(Zx ) _1+4Z< x4n3_1_1.4n1>'

n=—oo

£L'4m73]€72)(1 {E4m71]€2)

)" k)(1+ (=2)" kY.

W rzeczywistosci ta réwnosé jest réwnowazna twierdzeniu Jacobiego. Aby to
zobaczy¢, przeksztalémy najpierw prawg strone. Standardowy wzér na sume
szeregu geometrycznego implikuje:

o0 — —
£E4n 3 x4n 1
Z 1— g4n—3 1 _ p4n—1

n=1

— " 4n71)k>

n=1 k=1
— Z (1,(477,73)]@ 4n 1)k Z )).Tk
neN\{0}, keN k=1

12



* Studentka, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet
Warszawski

Pierwsza wersja przeszukiwania w glab
zostata wykorzystana w XIX wieku przez
francuskiego matematyka Charlesa
Pierre’a Trémaux jako strategia
rozwigzywania labiryntéw, jak ten
ponizej. Komoérki siatki mozna
interpretowaé jako wierzchotki grafu.
Krawedzie w grafie reprezentuja wtedy
mozliwo$é ruchu, wiec taczymy
wierzchotki wtedy i tylko wtedy, gdy
komérki reprezentowane przez te
wierzcholki sgsiaduja ze soba bokiem.

start

meta

| — |

Teraz przeksztalémy lewa strone:

< Z x"2)2 = (~-~+m(_1)2 + 2% 4 —|—...)2 = 1+Zr2(k)xk.
n=—o00 k=1

Zatem udowodniliSmy, ze
LY (k)2 =14 (4dy (k) — 4ds (k)"
k=1 k=1

co konczy dowdd twierdzenia Jacobiego. O

Paul Erdés, jeden z najwybitniejszych matematykéw XX wieku, czesto méwil

o Ksiedze, w ktorej Bég mialby przechowywaé¢ idealne dowody twierdzen
matematycznych. Powszechnie znane jest jego powiedzenie: ,Nie musisz wierzy¢
w Boga, ale jako matematyk powiniene$ wierzy¢ w Ksiege”. Jesli taka Ksiega
naprawde istnieje, wierze, ze powyzsze dowody, bedace doskonatym przykladem
glebokich powiazan miedzy réznymi obszarami matematyki, z pewnoscia
zashuzylyby na szczegdlne w niej miejsce.

Gdzie tu jest graf? Sylwia SAPKOWSKA*

Algorytmy przeszukiwania graféw pojawiaja si¢ wszedzie. Bez nich nie
dziatatlaby Twoja ulubiona wyszukiwarka internetowa, a swoje ,,Sciezki w grafie”
prawdopodobnie optymalizujesz podéwiadomie, na przyklad planujac swéj dzien.
Potaczenia miedzy Toba, Twoimi przyjaciélmi i rodzing réwniez tworza graf,
ktéry goraczkowo przeszukujemy podczas spotkan towarzyskich.

Skoro algorytmy przeszukiwania graféw maja wiele zastosowan w codziennym
zyciu, nie powinno nas dziwi¢, ze wiele zadan olimpijskich z matematyki mozna
rowniez rozwiazac, wykorzystujac te idee.

Przeszukiwanie w glab

Zanim przejdziemy dalej, oméwmy najprostszy algorytm przeszukiwania graféw
— przeszukiwanie w glab, w skrécie DFS (depth first search).

Mozemy o nim mysleé¢ jak o ,spacerze” po grafie. Podczas wykonywania
algorytmu przechowujemy informacje o tym, czy dany wierzchotek zostat
juz odwiedzony. Zaczynamy od wybrania wierzchotka poczatkowego. Kiedy
w trakcie wykonywania algorytmu znajdziemy si¢ w jakims wierzchotku v,
wykonujemy nastepujace instrukcje:

1. Oznacz wierzchotek v jako odwiedzony.

2. Dla kazdego sasiedniego wierzchotka u aktualnego wierzchotka v, jesli u nie
zostal jeszcze odwiedzony — rekurencyjnie wykonaj te procedure dla u.

3. Po zbadaniu wszystkich sasiednich wierzchotkéw v wréé do poprzedniego
wierzchotka — tego, z ktérego przyszlismy do v.

O algorytmie DFS mozna mysle¢ analogicznie do zwiedzania. WyobrazZ sobie,
ze jested turysta w tetniacym zyciem miescie, trzymasz w rekach mape i chcesz
zobaczy¢ kazda ukryta peretke, jaka to miasto ma do zaoferowania. Zaczynasz
od znanego muzeum, chtonac sztuke i historie, po czym rozgladasz sie za
kolejnym, jeszcze nieodwiedzonym miejscem. Jedli znajdziesz nowa kawiarnie,
urokliwa alejke lub inny zabytek, udajesz sie tam, cieszac sie nowymi widokami
i dodajac je do swojej ,listy odwiedzonych miejsc”. Gdy dojdziesz do punktu,

w ktérym wszystko w okolicy zostalo zwiedzone, czas wréci¢ — cofnac sie do
ostatniego miejsca, ktére mialo jeszcze niezbadane Sciezki. Stamtad kontynuujesz
przygode, odkrywajac nowe ciekawostki i poruszajac sie naprzéd, az w petni
zwiedzisz wszystkie mozliwe miejsca. Ta metoda zwiedzania zapewnia, ze nie
ominiesz zadnej lokalizacji. W koricu odwiedzisz cate miasto, nie pozostawiajac
zadnego zabytku nieodkrytym ani zadnego zakatka niezbadanym! W przypadku
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Na rysunku po lewej stonie mamy graf

z 8 wierzchotkami. Zalézmy, ze
rozpoczynamy DFS w wierzchotku 1.
Jedna z mozliwych tras moze wygladac
nastepujgco: 1 -2 -3 =2 =1 =4 —
5627262582541
Zauwazmy, ze gdyby istniata krawedz
miedzy 3 a 4, to w tym przyktadzie
przeszliby$Smy z 3 do 4, zamiast wrécié
do 2. Krawedzie, przez ktore
przechodziliSmy do jeszcze
nieodwiedzonego wierzchotka, tworza
drzewo rozpinajace (te krawedzie sa
zaznaczone na czerwono na rysunku po
lewej stronie). Rysunek po prawej stronie
przedstawia ten sam graf z zaznaczonym
ukorzenionym drzewem rozpinajacym.
Wszystkie dodatkowe krawedzie —
nieuzywane podczas przeszukiwania grafu
— to krawedzie wsteczne.

grafu spojnego dzieje sie dokladnie to samo — po wykonaniu DFS stanie sie on
calkowicie zwiedzony”. Latwo zauwazy¢, ze w czasie wykonywania algorytmu
kazdy wierzcholek ma trzy mozliwe stany — albo nieodwiedzony (jeszcze
nieosiagniety przez DFS), odwiedzony (osiagniety, ale nadal badany), albo
calkowicie zbadany (wszyscy jego sasiedzi zostali zbadani).

Powrdét do zadan

Korzystajac z algorytmu DFS, mozemy podzieli¢ krawedzie grafu na
krawedzie drzewowe, zwane réwniez krawedziami rozpinajacymi (te, ktére
sa przechodzone podczas ,spaceru”, tworzac ukorzenione drzewo rozpinajace)
oraz krawedzie wsteczne (pozostale krawedzie, ktére zamykaja cykle).
Pomocne jest myslenie o krawedziach drzewowych jako skierowanych w dét,

a o krawedziach wstecznych jako skierowanych w gore. Dlaczego takie podejscie
do analizy grafu jest pomocne? Aby to zobaczyé¢, udowodnijmy najwazniejsza,
wlasnosé dotyczaca przeszukiwania grafu algorytmem DFS. Zalézmy, ze mamy
spojny graf G i wykonujemy DFS, zaczynajac od dowolnego wierzchotka r.

Naszym celem jest pokazanie, ze dla kazdej krawedzi (u, v) wierzcholek v jest albo
przodkiem, albo potomkiem u w drzewie DFS — co oznacza, ze v albo lezy na
$ciezce od u do korzenia r, albo znajduje sie w poddrzewie u. Dlaczego tak jest?
Zalézmy, ze istnieje krawedZ (u, v) i bez utraty ogdlnosci przeszukiwanie w glab
dotarto do u, podczas gdy v jest jeszcze nieodwiedzony. Wtedy:

« Jesli DFS przejdzie z u do v, uzywajac (u,v), to (u,v) jest krawedzia
drzewows.

« Jedli przeszukiwanie nie przejdzie do v z u, uzywajac krawedzi (u,v), to v
musialo zostaé juz odwiedzone, gdy ta krawedz byla rozwazana. Mogto to sie
zdarzy¢ jedynie wtedy, gdy v zostalo osiggniete i zbadane wczesniej, podczas
przeszukiwania jakiej$ innej galezi wychodzacej z u.

W obu przypadkach v jest potomkiem u w drzewie DF'S.

Kluczowa zaleta drzewa DF'S jest to, ze upraszcza ono analize grafu. Zamiast
zajmowad si¢ wszystkimi rodzajami krawedzi, mozemy skupi¢ si¢ na strukturze
drzewa z kilkoma dodatkowymi krawedziami taczacymi przodkéw z potomkami.
Dzieki temu graf staje sie znacznie tatwiejszy do analizy.

Rozwazmy nastepujace zadanie:

Zadanie: Niech G bedzie spojnym, nieskierowanym grafem. Udowodnij, ze
krawedzie G mozna skierowa¢ w taki sposéb, aby wynikowy graf byt silnie
spéjny wtedy i tylko wtedy, gdy G nie ma mostéw, tzn. krawedzi, ktérych
usuniecie rozspéjnia graf.

Rozwiazanie: Jesli G ma most (u,v), skierowanie tej krawedzi od u do v (bez
straty ogélnosci) oznacza, ze nie istnieje Sciezka z v do u. Skupmy sie wiec teraz
na drugiej implikacji.

Zalézmy, ze G nie ma mostéw. Wykonajmy DFS na grafie, zaczynajac od
dowolnego wierzchotka r. W wyniku tego algorytmu dostajemy ukorzenione
drzewo rozpinajace (wykorzystujace krawedzie drzewowe) oraz dodatkowe
krawedzie wsteczne. Skierujmy krawedzie drzewowe w dét (od korzenia),

a krawedzie wsteczne w gére (w kierunku korzenia). Aby udowodnié, ze taki
graf jest silnie spdjny, wystarczy pokazac, ze istnieje Sciezka skierowana od r
do kazdego wierzchotka oraz symetrycznie, ze istnieje Sciezka od kazdego
wierzchotka do r. Pierwsza czeé¢ jest tatwa — istnieje Sciezka wykorzystujaca
wylacznie skierowane krawedzie drzewowe od r do kazdego wierzchotka
(poniewaz DFS odwiedzil kazdy wierzchotek).

Zdefiniujmy glebokos¢ wierzchotka v jako liczbe krawedzi drzewowych od
korzenia r do v. Rozpatrzmy jaki$ wierzchotek a rézny od korzenia. Oczywiscie
w drzewie DFS istnieje krawedz (b, a) laczaca a z jego rodzicem b. Poniewaz graf
nie ma mostéw, wiec dla krawedzi drzewowej (b, @) musi istnieé¢ jaka$ krawedz
wsteczna (d, ¢) laczaca pewien wierzcholek d z poddrzewa a (byé¢ moze d = a)
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z jakim$ przodkiem ¢ wierzchotka b (by¢ moze ¢ = b), bo gdyby taka nie istniala,
krawedz (b, a) bylaby mostem. Aby znalezé $ciezke od a do korzenia, poruszamy
sie z a do d za pomoca krawedzi drzewowych. Nastepnie przechodzimy krawedzia
wsteczng z d do c. Poniewaz glebokosé ¢ jest mniejsza niz a, mozemy powtarzac
ten proces, az dotrzemy do korzenia.

Zadanie (LXVII Olimpiada Matematyczna, etap drugi):

Dany jest spéjny, nieskierowany graf z parzysta liczba krawedzi. Udowodnij,

ze jego krawedzie mozna potaczyé w pary w taki sposéb, ze kazda para jest
polaczona ze soba dokladnie jednym wierzcholtkiem (innymi stowy — takie pary
tworza Sciezke dtugosci dwa).

Rozwigzanie: Wykonajmy algorytm DFS na grafie, zaczynajac od dowolnego
wierzchotka r, i ponownie zdefiniujmy gtebokosé wierzchotka v jako liczbe
krawedzi drzewowych od korzenia r do v. Przedstawimy kolejny algorytm
przetwarzania wierzchotkéw. Po polaczeniu w pare dwoch krawedzi mozemy je
usung¢. Na poczatku wszystkie wierzchotki sa oznaczone jako nieprzetworzone:

o Wybierz nieprzetworzony wierzcholek v o najwiekszej gltebokosci, ktéry nie
jest korzeniem.

e Spéjrz na krawedzie wychodzace z v, ktore nie zostaly jeszcze usuniete. Sa
trzy typy takich krawedzi:
— krawedzie wsteczne laczace v z jego przodkami,
— krawedzie drzewowe laczace v z jego dzieémi,
— jedna krawedz taczaca v z jego rodzicem przez krawedz drzewowaq.
Jesdli liczba nieusunietych krawedzi jest parzysta, laczymy je w pary dowolnie
i usuwamy wszystkie. W przeciwnym razie laczymy je w pary tak, aby
pozostala tylko krawedz z v do jego rodzica.

e Oznacz v jako przetworzony.

Pozostaje jeszcze polaczy¢ w pary krawedzie wychodzace z r. Istnieje tylko jeden
typ takich krawedzi — dzieci. Na poczatku graf mial parzysta liczbe krawedzi,

a kazda usunieta para skladala sie z parzystej liczby krawedzi (dokladnie
dwéch). Zatem r ma parzysta liczbe dzieci i mozemy je dowolnie polaczyé

W pary.

Teraz nalezy powiedzieé¢ kilka stéw o poprawnosci tej konstrukcji. Podczas
rozwazania wierzchotka v wierzchotki w jego poddrzewie sa juz przetworzone.
Poniewaz w jednym kroku algorytmu usuwamy wszystkie dzieci wierzchotka,
wiec jedyne pozostale krawedzie w poddrzewie v przed rozpoczeciem laczenia
w pary musza by¢ dokladnie jego dzie¢mi i na pewno zostana polaczone w pary
podczas przetwarzania v.

O specjalnym wierzcholtku w drzewach

Kazdy wie, czym sa drzewa. Rosna w parkach (jakos odwrécone — dlaczego
korzen jest na dole?) i na ogdl sa w kazdym kierunku symetryczne — rzadko
zdarza sie, by jedna galaz miala widocznie wigcej lisci i gatazek niz inne. Czy
tak samo jest w przypadku drzew grafowych? Okazuje sie, ze tak. Bardziej
formalnie, wykazemy, ze w kazdym drzewie z n wierzcholkami istnieje taki
wierzchotek v, ze jesli ukorzenimy nasze drzewo w v, to kazde jego poddrzewo
bedzie miato rozmiar co najwyzej |5 |. Kazdy taki wierzchotek nazywamy
centroidem lub $rodkiem drzewa.

Postaramy sie znalezé taki wierzchotek w sposéb rekurencyjny. Przypuéémy, ze
ukorzeniliSmy nasze drzewo w pewnym wierzchotku r. Jesli poddrzewa r maja
rozmiar co najwyzej |5 |, to mamy szczedcie, poniewaz znalezliémy wierzchotek
o zadanej wlasnosci. W przeciwnym razie musi istnie¢ taki wierzchotek w
bedacy dzieckiem r, ktérego poddrzewo ma rozmiar wigkszy niz [ 5 |. Co wigcej,
taki wierzchotek musi by¢ doktadnie jeden — gdyby istnialy co najmniej dwa
poddrzewa o rozmiarach si, sz > |5 ], to mieliby$my:

n>sl+32+1>2(gJ+1)+1>n,
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wiec rozmiar tych dwoch poddrzew wraz z korzeniem r przekroczylby rozmiar
catego drzewa! Analogicznie mozemy wykazaé, ze jesli poddrzewo w ma rozmiar
wigkszy niz | §], to po ukorzenieniu drzewa w wierzchotku w poddrzewo r bedzie
mialo rozmiar co najwyzej |5 ].

W zwiazku z tym mozemy przejrzeé wszystkie sasiednie wierzchotki r,

a poniewaz w jest jedyny — rekurencyjnie sprawdzié, czy w jest dobrym
kandydatem na centroid. Taki algorytm jest skonczony, gdyz w kazdym kroku
rozmiar najwigkszego poddrzewa wierzchotka v sie zmniejsza.

Zauwazmy, ze centroid nie musi by¢ koniecznie jedyny. Na przyktad w grafie
skladajacym si¢ z dwoch wierzchotkow potaczonych krawedzia oba wierzchotki
sg centroidami — kazdy z nich ma jedno poddrzewo o rozmiarze 1 = % 7 tego
przyktadu mozemy wywnioskowaé, ze drzewo ma dwa centroidy wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje krawedz, ktorej usuniecie dzieli drzewo na dwa mniejsze

n

drzewa, kazde o doktadnie § wierzchotkach (dowéd pozostawiamy jako tatwe
¢wiczenie).

Zadanie: Zalézmy, ze w pewnym kraju, w ktéorym bedzie odbywal sie obéz
MBL, mamy n miast potaczonych n — 1 drogami tworzacymi drzewo. Twoim
zadaniem, jako organizatora obozu, jest efektywne zakwaterowanie uczestnikow.
Przyjeto dokladnie 2k 0séb z réznych miast vy, ..., vog. Podczas obozu uczestnicy
utworza pary (zespoly dwéch przyjaciél). Parowanie nie zostalo jeszcze ustalone.
Kazda para bedzie potrzebowala zakwaterowania. W kazdym miescie znajduje
sie dokladnie jeden hotel. Uczestnicy z tej samej pary powinni zosta¢ w tym
samym hotelu (moga by¢ w nim takze inne pary). Warunek, ktéry musi zostaé
spelniony, jest nastepujacy: jesli osoby z miast u i w tworza pare, ich hotel musi
znajdowaé sie w miescie na najkrétszej Sciezce taczacej u i w (moze to byé u
lub w). Poniewaz wynajecie wielu hoteli w réznych miastach byloby wyzwaniem
organizacyjnym, potacz w pary uczestnikéw tak, aby zminimalizowaé liczbe
hoteli i spelni¢ powyzszy warunek.

Szkic rozwigzania: W tym zadaniu mamy dane drzewo z 2k specjalnymi
wierzchotkami W = {vy, ..., va; }. Przypiszmy wage kazdemu wierzchotkowi: ¢, = 1,
jesli v € W, oraz 0 w przeciwnym razie. Jesli znajdziemy taki wierzchotek v, ze
w kazdym poddrzewie powstalym przez usuniecie v jest co najwyzej k specjalnych
wierzchotkow, to problem jest rozwiazany. Dlaczego? Poniewaz wowczas mozemy
zachtannie taczy¢ w pary wierzchotki z réznych poddrzew powstatych przez
usuniecie v z najwieksza liczbg specjalnych punktéow, a Sciezki miedzy nimi zawsze
beda przechodzity przez v. Pozostaje pytanie — jak znalez¢ taki wierzchotek v?
Definicja v przypomina definicje centroidu — zamiast obliczaé¢ rozmiar poddrzewa,
bedziemy obliczaé¢ sume wag w poddrzewie. Wéwczas algorytm znajdowania
centroidu znajdzie rowniez nasz wierzchotek v. W zwiazku z tym dochodzimy do
wniosku, ze zawsze wystarczy wynajaé jeden hotel.

Kolejne zadanie, tym razem pozostawione jako ¢wiczenie dla Czytelnika:

Zadanie (na podstawie zadania z drugiego etapu XXX Olimpiady
Informatycznej): Antek i Marysia graja w gre na drzewie. Poczatkowo
wszystkie wierzchotki sg biale, z wyjatkiem jednego wierzchotka x, ktéry jest
czerwony (nalezy do Antka), oraz innego wierzchotka y, ktéry jest niebieski
(nalezy do Marysi). Kazdy z graczy na zmiane wybiera dowolny wierzcholek u
w swoim kolorze i koloruje sasiedni bialy wierzchotek v na swdéj kolor. Gracz,
ktéry nie moze wykonaé ruchu, przegrywa gre. Okresl, kto ma strategie
wygrywajaca w zaleznosci od poczatkowych pozycji x i y Antka i Marysi.

Podsumowanie

Jak moglismy zobaczy¢, istnieje wiele zastosowan algorytmu DF'S i centroidow
w problemach olimpijskich z matematyki. Jednak DFS to znacznie wiecej —
uzywamy algorytméw przeszukiwania grafu niemal nieustannie, nawet nie zdajac
sobie z tego sprawy! Nastepnym razem, gdy bedziesz rozwigzywaé¢ sudoku lub
spieszy¢ sie do szkoly czy pracy, pamietaj, ze w rzeczywistosci rekurencyjnie
podazasz jakas $ciezka w grafie, majac nadzieje, ze znajdziesz te wladciwa.

16



ktualnosci (nie tylko) fizyczne
Na twardo, na miekko... i w sam raz

Naukowcy zajmujacy sie badaniami podstawowymi od czasu do czasu stawiani
sa przed konieczno$cia odpowiadania na pytania o to, jakie zastosowanie beda
mialty wyniki ich badan w tak zwanym ,Zyciu codziennym”. Wiadomo, ze
nie kazde badania przynosza wyniki, ktore mozna natychmiast zastosowaé

O tym, jak niektére odkrycia w réznych w przemysle, gastronomii czy rozrywce.
dziedzinach nauki predzej czy pdzniej
znalazty praktyczne zastosowanie (czgsto  Mozna sie zastanawiaé, czy cel, jaki przyswiecal pewnej grupie badaczy

ga;iﬁe?;zozzév_vlsm)’ pisalimy z Neapolu we Wloszech, byl wlasnie taki, by znalezé zastosowanie metod
modelowania matematycznego i zaawansowanych metod obrazowania w Zzyciu
codziennym, czy moze inspiracja przyszta z zupelnie innej strony. Niezaleznie od
tego, co bylo motywacja, nie ulega watpliwoéci, ze zadanie, jakie postawita sobie
ta grupa, bylo bardzo ambitne. Wydawaé by si¢ moglo, ze temat gotowania jaj
jest juz przez ludzko$é doglebnie i wyczerpujaco zbadany w eksperymentach
powtarzanych miliardy razy i ze niczego nowego nie ma tam juz do odkrycia.
Kazdy zna jaja gotowane na twardo i na miekko. Wiadomo, ze jak maja byé
na twardo, to powinny posiedzie¢ we wrzatku dluzej, a zeby byly na miekko,
to krécej. Ile doktadnie powinno trwaé to ,krécej”, to juz zalezy od osobistych
preferencji, i uzyskanie tej wiedzy wymaga pewnej wprawy, ale dosy¢ latwo jest
wyznaczy¢ optymalny czas gotowania, wykonujac kilka préb.

Okazuje sie, ze czasem lektura artykulu naukowego moze poszerzy¢ nasze
horyzonty kulinarne. W pracy [*] wspomniana grupa z Neapolu poréwnuje nowa,
zaproponowana przez siebie metode gotowania jajek ze znanymi dotychczas
trzema metodami. Jaka jest ta trzecia (oprécz na twardo i na miegkko) metoda?
By¢ moze niektérzy Czytelnicy juz wiedza, ale nikt w redakcji Delty do tej pory
Na twardo jej nie znal. Nosi ona nazwe sous vide albo 6 X°C i polega na gotowaniu jajek
w temperaturze pomiedzy 60°C a 70°C przez co najmniej godzine. Ta stosunkowo
nowa, ale podobno zyskujaca na popularnosci metoda daje bardzo specyficzny
efekt — zaréwno bialko, jak i z6ltko maja te sama kremowsg konsystencje.

’ Taka postaé¢ jajka zapewne ma swoich zwolennikéw, jednak nie wszystkim

podoba sie, ze biatko jajka przygotowanego w ten sposob nie jest do konca
$ciete, poniewaz czes$é bialek (protein) wchodzacych w sklad biatka (bialej
czescl jajka) Scina sie w wyzszych temperaturach niz 70°C. Bialko i z6ttko

Na miekko maja rézny sktad i w konsekwencji wymagaja réznych temperatur do uzyskania
optymalnych postaci. Biatko najlepiej gotowaloby sie w 85°C, a z6ttko w 65°C.

Rozwiazaniem problemu réznych, najbardziej korzystnych temperatur moze
. by¢ rozbicie jajka i przygotowanie bialej i z61tej frakcji oddzielnie. Ale co,
7 jesli bedziemy upiera¢ sie, zeby jednak mie¢ jajko ugotowane w catosci,
q ) w nienaruszonej skorupce? Tutaj pojawia sie propozycja badaczy z Neapolu:
/ trzeba jajko umieszczaé na zmiane we wrzacej (100°C) i zimnej (30°C) wodzie.
\_// Przekladanie powinno nastepowaé co 2 minuty i nalezy wykonaé 8 cykli, czyli
caly proces powinien trwa¢ 32 minuty. Metode te autorzy nazwali gotowaniem
okresowym (albo jak kto woli gotowaniem periodycznym). Czas gotowania
i czestosé przekladania jajek dobrano, wykonujac symulacje numeryczne,
uwzgledniajace przewodnictwo cieplne i energie zuzywana na denaturacje
biatek wchodzacych w sktad biatka i zéttka. Przy tak dobranych parametrach
temperatura w samym $rodku jaja zmienia sie powoli i dazy do optymalnej dla
gotowania z6ltka, ale jej nie przekracza. Natomiast blizej skorupki wahania
temperatury sa wieksze, ale oscyluja wokol wyzszej wartosci, optymalnej dla
gotowania biatka.

Sous vide

Okresowe Przewidywania symulacji numerycznych zostaly poddane testom
do$wiadczalnym, ktére (zdaniem autoréw) catkowicie je potwierdzily. Jajka
ugotowane okresowo maja podobno optymalna konsystencje w calej objetosci.

[¥] Di Lorenzo, E., Romano, F., Ciriaco, ~ Kazdy, kto ma wolne 32 minuty, moze 8 razy przetozy¢ jajko z cieplej do zimnej
Ia'o f,f "‘le ;;i‘ig‘ib‘ii‘};if;?ﬁﬁiizef,géw’ wody i z powrotem, a nastepnie dokonaé¢ degustacji, zeby wyrobié sobie wlasne
(2025). |doi.org/10.1038/ zdanie na temat tego, czy nowoczesne metody naukowe rzeczywiscie znajduja

544172-024-00334-w! zastosowanie w gastronomii. B
Szymon CHARZYNSKI
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7 4 . M Po pierwsze: Smiac sie

Jak dobrze, ze jest taki jeden dzien w roku, kiedy obowigzkowo trzeba
° ® pozartowac¢. Bo choéby na site, Smiaé sie jest zdrowo, a prawda ta dotyczy nie

z y c ' tylko czlowieka.

Wszyscy ludzie na Ziemi, bez wzgledu na pochodzenie i kulture, $mieja sie

w podobny sposéb. Smiech potrafimy bezblednie wyodrebni¢ z calej gamy
zachowan — mimo barier jezykowych i réznic fizycznych. Zaczynamy si¢ $miaé
(wydawaé dZzwiegki nazywane $miechem) w wieku okolo 3 miesiecy, a p6Zniej
Smiejemy sie przez cale zycie, i robimy to znacznie czesciej niz nam sie wydaje.

O pozytywnym dzialaniu $émiechu na zdrowie wiadomo od stuleci, obecnie coraz
wiecej jest informacji o konkretnych zmianach w ciele cztowieka, ktére zachodza,
gdy porzadnie si¢ poSmiejemy.

Gwaltowne wyrzuty powietrza spowodowane przez skurcze miesni poprawiaja
wentylacje pluc, miesnie kurcza sie i rozluzniaja. W mozgu uaktywnia sie
oérodek nagrody, a wydzielane endorfiny dzialaja przeciwbélowo, wydziela sig
hormon wzrostu. Zmniejsza sie¢ poziom hormondéw stresu, kortyzolu i epinefryny,
dzigki czemu chronione przed skutkami stresu sa naczynia krwionoséne i serce.

Gdyby spojrzeé¢ jednak tak zupelnie z zewnatrz, $miech to dziwne zjawisko.
Glosne, wysokie dzwigki, ktére mu towarzysza, sa mato ,ludzkie”. Twarz
znieksztalca sie, szczeka luzno opada, ciato zgina sie i podskakuje. Gwaltowny
wybuch $miechu przejmuje kontrole: nad postawa ciata, mozliwosciami
wykonywania wiekszosci czynnoéci, mowa i oddychaniem. Ze Smiechu mozna

sie zataczac¢, spadaé z krzesta, ptakaé¢, mozna nabawi¢ sie bolu gardta i brzucha.
Mozna sie posikaé¢. Mozna nawet umrze¢. W sumie to zachowanie jest dos¢
niebezpieczne, zostato jednak mocno utrwalone w procesie ewolucji. Skad to

sie wzielo?

Karol Darwin w ksiazce ,Wyraz uczué¢ u czlowieka i zwierzat” z 1872 roku
Smiechowi poswiecil sporo uwagi. Opisywat smiech jako stan, w ktérym

oczy staja sie bright and sparkling (jasne i iskrzace si¢). Darwin odwiedzal
Londynskie ZOO, gdzie obserwowal malpy cztekoksztaltne tachotane przez
opiekunéw. Szympansy, bonobo, goryle i orangutany maja tachotki i reaguja

na nie w sposob uderzajaco podobny do ludzi. Takze swojego rodzaju $émiechem,
ktéry przypomina glosne i gwaltowne sapanie.

Ale nie tylko malpy moga sie $miaé. W latach 90. XX wieku stwierdzono,

ze szczury maja tachotki na grzbiecie i brzuchu. Dalsze badania wykazaly, ze
gilgotane gryzonie wydaja serie krétkich piskéw w zakresie niestyszalnym dla
ludzi (50 KHz). Szczury chetnie poddawaly sie tachotaniu, a badacza, ktéry
przychodzil do laboratorium, witaly swoim $miechowym ¢éwierkaniem.

Opisane dzwieki gryzonie wydaja w czasie zabawy, takze kiedy bawia sie

z ludZzmi. Studiujac dZzwieki i tachotki u szczuréw, badacze nauczyli szczury gry
w chowanego. Zwierzeta i naukowcy wystepowali w obu rolach, tego, ktory sie
chowa i tego, ktérego szukaja. Okazalo sie, ze szczury znakomicie opanowaly
gre i byly chetne do zabawy, mimo ze nagroda bylo tachotanie po brzuchu,

a nie, jak zwykle w pracy ze zwierzetami, smakotyk. Kiedy gryzonie chowaly
sie, zachowywaly si¢ zupelnie cicho, a dopiero po znalezieniu przez cztowieka
wydawaly z siebie radosne piski. Piskéw jednak nie byto, kiedy chowajacy si¢ nie
zachowywal regul gry, np. chowat si¢ ciagle w jednym miejscu.

Naukowcy uwazaja, ze Smiech u ludzi wzial sie wlaénie z zachowania
polaczonego z zabawa, jest modyfikacja glosnego sapania. Wszystkie mlode
ssaki bawig sig, cze$¢ gatunkow zachowuje te umiejetnosé przez cate zycie.
Wokalizacje zwiazane z zabawa obserwuje sie tez u niektérych gatunkéw ptakow.
Smiech (charakterystyczne dzwieki) oraz postawa ciala, wyraz twarzy/pyska
pokazuje innym osobnikom zaproszenie do zabawy i sygnal: to, co si¢ bedzie
dzialo, nie jest na serio, bawmy sie. Zabawa to trening sprawnosci fizycznej
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w bezpiecznych warunkach i sposéb budowania relacji,
dlatego jest szczegdlnie wazna u gatunkéw spolecznych.

Zwierzeta $mieja sie tylko w sytuacji bezposredniego
kontaktu fizycznego, taskotania lub zabawy
(przepychanki, turlanie sie, gryzienie itd.). Smiech

u czlowieka jest w kilku aspektach szczegdlny. Ludzie
wykazuja sie poczuciem humoru i $émieja si¢ nie tyko
w trakcie zabawy, rozémieszaja ich obrazy, sytuacje

i stowa. I jedynie u ludzi $miech jest zarazliwy.

Zapewne kazdy zna to okropne uczucie, kiedy

w najmniej pozadanym momencie, np. w czasie
powaznej ceremonii, ogarnia nas niepohamowana cheé
$miania sie i zupelnie nie mozemy sie powstrzymac
przed kompletnie bezsensownym chichotem. Dotyka
to kazdego, nawet profesjonalistéw, lektoréw radia

i telewizji. Jest wyrazem rozladowania napiecia,
pochodzi z najstarszych rejoné\,zv naszego moézgu

uwielbia bowiem $miech. Badania pokazuja, ze kiedy
styszymy émiech, wchodzimy w rodzaj stanu gotowosci.
I zaczynamy si¢ $miaé, nie wiedzac nawet, dlaczego.

Mimo, iz wydaje nam sig, ze Smiejemy sieg, gdy co$ jest
zabawne, to okazuje sie, ze $miejemy sie 30 razy czesciej
w towarzystwie. Smiech to utrwalone ewolucyjnie
potezne narzedzie ksztattujace relacje spoteczne.
Rozmawiajac z innymi ludZzmi, przez $miech wyrazamy
swoja sympatie, zrozumienie, poczucie przynaleznosci.
Zapraszamy stuchaczy do nawiazania kontaktu, dajemy
sygnal dobrych intencji. Wspdlne $mianie si¢ pozwala
radzi¢ sobie w trudnych sytuacjach, roztadowywaé
napiecie i wzmacniaé¢ wiezi.

Ostatnio $wiat niespecjalnie sktania do $émiechu.

W poczuciu frustracji i niewiadomych jeden dzien
w roku nie wystarczy. Od dzi§ wezmy si¢ za $mianie
na serio.

i bardzo trudno go opanowa¢. Smiech jednej osoby

tatwo rozprzestrzenia si¢ w obrebie grupy, mozg

at Otwarty 2°: 14 =27

Wigcej o liczbach autobiograficznych
mozna przeczyta¢ w tekscie Piotra
Zarzyckiego i Ryszarda Kubiaka

O liczbach autobiograficznych, Aég

Rozpatrywane zagadnienie mozna
rozszerzy¢ o liczby zawierajace cyfre 0

w zapisie dziesietnym — na przyklad
przyjmujac po = 1 (co skutkuje
ignorowaniem kazdego wystapienia tej
cyfry), albo tez rozpatrywaé w innych
systemach pozycyjnych. Konicowe pytanie
o liczbe liczb o rozpatrywanej wlasnosci
jest otwarte tez w tych wariantach.

Osobiscie udato mi si¢ sprawdzié, ze
piatego elementu na pewno nie ma wsréd
liczb co najwyzej 23-cyfrowych. Nie
jestem pod tym wzgledem rekordzistg, na
co wskazujg informacje zawarte

w encyklopedii OFIS — opisywany ciag
wystepuje w niej pod numerem A097227.
Jak sie okazuje, duzo wigkszy zakres
sprawdzil Chai Wah Wu — amerykanski
badacz z IBM.

Marta FIKUS-KRYNSKA

Politechnika Slaska

Barttomiej PAWLIK

Kilka lat temu matematyka rekreacyjna trafila pod zasniezone strzechy dzieki
pewnej zabawnej wtasnosci liczby 2020 — mianowicie pierwsza cyfra tej liczby
okresla liczbe wystapien cyfry 0 w jej zapisie dziesietnym, druga cyfra — liczbe
wystapien cyfry 1, a trzecia i czwarta — liczby wystapien cyfr 2 i 3, odpowiednio.
Liczby o wynikajacej z tego opisu wlasnosci nazywamy autobiograficznymi.
Oczywiscie liczba liczb autobiograficznych jest skonczona — sa to liczby co
najwyzej dziesieciocyfrowe. Istnieje doktadnie siedem liczb autobiograficznych,
a najwigksza z nich to 6210001 000.

Przyjrzymy si¢ liczbom, ktore réwniez w pewnym sensie same sie opisuja, ale
metoda ich autodeskrypcji jest poniekad subtelniejsza. Najpierw przypomnijmy
sobie poczatkowe dziewieé liczb pierwszych:

p1=2,p2=3,p3=5, pa =7, ps =11, ps =13, pr =17, ps =19 oraz pg = 23.

Rozklad liczby 14 na czynniki to 14 = 2 - 7. Zauwazmy, ze 2 jest pierwsza,
a 7 — czwarta liczba pierwsza. Zatem mamy

14=2-7T=p; ps.
Wsréd liczb niezawierajacych cyfry 0 sa znane jeszcze trzy, ktorych kazda

cyfra w zapisie dziesietnym odpowiada pojedynczemu elementowi iloczynu
w rozkladzie na czynniki pierwsze:

154 =2-11-7=p1 - ps5 - p4,

2719174 =3-17-23-2-17-7=ps - p7 - Py * D1 - P7 - Pa-
W przeciwienstwie do klasycznych liczb autobiograficznych, tutaj nie mamy
naturalnego ograniczenia gérnego na rozmiar szukanych liczb — mnozac przez
siebie n liczb pierwszych, mozna otrzymac liczbe n-cyfrowa. Czy zatem istnieje
wiecej liczb o rozpatrywanej wlasnoéci? Czy istnieje ich nieskonczenie wiele, czy
moze jest jeszcze chociaz jedna? Obecnie nie wiadomo — a szkoda, bo bardzo
chciatbym to wiedziec¢.
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https://www.deltami.edu.pl/2020/12/o-liczbach-autobiograficznych/
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Klub 44 F

Termin nadsylania rozwigzan: 30 VI 2025
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Czoltéwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
782 (WT = 1,68), 783 (WT=3,45)
z numeru 9/2024

Konrad Kapcia (Poznari) 3—4443,25
Pawel Perkowski (Ozaréw Maz.) 6 —44+0,70
Jacek Konieczny (Poznan) 40,87
Tomasz Wietecha (Tarnéw) 17-39,17
Jan Zambrzycki (Bialtystok) 4-28,35
Andrzej Nowogrodzki

(Chocianéw)  3-27,49

Zadania z fizyki nr 796, 797
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

796. W obwodzie przedstawionym na rysunku 1 klucz zamknieto do potozenia 1,
a po ustaleniu si¢ pradéw bardzo szybko przetaczono go do pozycji 2.
Przyjmujac, ze cewki L i Lo sa idealne, wyznaczy¢ ilos¢ ciepta, jaka wydzieli
si¢ na oporniku R po przelaczeniu. Sila elektromotoryczna zrédla wynosi &, jego
opor wewnetrzny 7.

797. W srodku dna prostopadlosciennej barki o dlugosci a = 80 m, szerokosci
b =10 m i wysokosci ¢ = 5 m powstal otwér o $rednicy d = 1 cm. Ocenié czas,
po ktérym barka zatonie, jesli nie bedzie odpompowywana z niej woda. Barka
jest otwarta z goéry, nie ma zadnego tadunku, poczatkowa wysoko$¢ burty nad
poziomem wody wynosi h = 3,75 m.

Rozwigzania zadan z numeru 12/2024
Przypominamy tre$¢ zadan:

788. Na gladkim stole lezy uktad klockéw przedstawiony na rysunku 2. Wspélczynnik tarcia miedzy
klockami o masach M i m wynosi pu. Klocki o masach m polaczone sa niewazka, nierozciggliwa nicia.
Prawy dolny klocek ciagniety jest rownolegle do stolu sita F. Znalezé przyspieszenia wszystkich
klockéw.

789. Szesciokatny oléwek popchni¢to wzdtuz plaszczyzny poziomej jak na rysunku 3. Jaki musi by¢
wspoétczynnik tarcia g miedzy oléwkiem a plaszczyzna, aby oléwek §lizgal si¢ po plaszczyznie i nie
obracal?

788. Przyspieszenia klockow o masach m sg takie same, bo taczaca je nié¢ jest
nierozciagliwa. Tarcie miedzy klockami 3 i 4 (rys. 4) jest tarciem statycznym.
Gdyby tak nie bylo i klocek 3 slizgalby sie po klocku 4, to sita tarcia miedzy
nimi 7y = pmg mialaby wartos¢ mniejsza od sity naciagu nici N, a klocek 2
poruszalby sie w lewo, co jest niemozliwe. Zatem przyspieszenia klockéw 2, 3 1 4
sa jednakowe. Oznaczmy je przez aq, a przyspieszenie klocka 1 przez a;. Mozliwe
sq dwa przypadki:

1) Nie ma poslizgu miedzy klockami 1 i 2, uklad porusza si¢ jak jedno cialo:
a1 = ag = F/2(M—|—m)
Roéwnanie ruchu klocka 1: Ma; = F — T} oraz warunek na brak poslizgu

T1 < pmg pozwala znalez¢ warunek, jaki musi spelniaé sita, aby zachodzit
przypadek pierwszy F' < 2umg(M +m)/(M + 2m).

2) Klocek 2 §lizga sie po klocku 1:

Z réwnania ruchu klocka 1: a3 = (F — umg)/M.

Z réwnania ruchu ukladu klockéw 2, 3, 4: ag = pmg/(2m + M).
Przypadek drugi zachodzi, gdy sila spelnia warunek:

F > 2pmg(M +m)/(M + 2m).

789. Zadanie mozemy rozwiazaé¢ w ukladzie zwiazanym z plaszczyzng albo
z oléwkiem.

1) Uklad inercjalny, zwiazany z plaszczyzna: Na poruszajacy sie otéwek
dzialaja ze strony plaszczyzny dwie sily: reakcji NV i tarcia T. Oléwek nie
moze przemieszczaé sie w kierunku pionowym, wiec sita reakcji jest rowna sile
ciezkoéci N = myg, sita tarcia T'= uN = pumg. Rozwazmy przypadek graniczny,
gdy oléwek zaczyna sie obraca¢ wokdl krawedzi A (rys. 5). Sily N i T sa w tym
momencie przytozone do krawedzi A. Jezeli wypadkowa tych sit R przechodzi
ponizej osi oléwka, to jej moment wzgledem osi wywoluje jego obrét. Warunek
na brak obrotu ma postac:

tga = N/T > tg60°, u<1/V3.
2) Uklad nieinercjalny, zwiazany z oléwkiem: W tym ukladzie na oléwek dziata
dodatkowo sila bezwladnosci zwigzana z przyspieszeniem nadanym przez site
tarcia (rys. 6): F, = ma = mpug. Oléwek obraca sie wokét krawedzi A (chwilowa
o$ obrotu), jezeli moment sily F, wzgledem A jest wigkszy niz moment sity
ciezkosci:

Fyav/3/2 > mga/2.

Otrzymujemy stad taki sam jak poprzednio warunek na brak obrotu.
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Klub 44 M

Zadania z matematyki nr 899, 900

Redaguje Marcin E. KUCZMA

1-44

Termin nadsylania rozwigzan: 30 VI 2025

899. Niech g: Z? — R bedzie dowolna funkcja (Z? jest zbiorem
punktéw kratowych, czyli uporzadkowanych par liczb catkowitych).
Okreslamy odlegto$é punktéw P, Q € Z%, P = (z,y), Q = (u,v) wzorem
d(P, Q) = max(|x — u|, |y — v|). Dowie$¢, ze istnieje nieskoriczenie wiele

piecioelementowych zbioréw punktéw kratowych (Py, P1, Pe, Ps, Py) takich, ze (dla

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
885 (WT =1,95) i 886 (WT = 1,42)

z numeru 9/2024 spelniaj@ warunki:

Mikotaj Pater 42,95
Witold Bednarek L6ds 42,00 fi(z)
Tomasz Wietecha Tarnéw 41,98
Krzysztof Zygan Lubin 39,38 fa(z)

Andrzej Daniluk Warszawa 37,89
Andrzej Kurach Ryjewo 36,18
Michal Warmuz Zywiec 33,21
Marcin Kasperski Warszawa 32,31
Jedrzej Biedrzycki 32,29
Krzysztof Kaminski Pabianice 31,90
Grzegorz Wigczkowski 31,79
Marian Lupiezowiec Gliwice 31,29

Korekta omytki redakcyjnej: W rocznym
zestawieniu listy uczestnikéw (Delta
2/2025) przy nazwisku Grzegorz
Wigczkowski powinno byé¢ podane

saldo 29,40.

cos (2"<p> < 0.

Przypominamy tre$c¢ zadan:

1= 1727374): d(P07Pz) = 17 g(PO) < g(Pl)

900. Wielomiany f1, fa, f3, f4 jednej zmiennej, o wspdlczynnikach rzeczywistych,

f2(z) < f3(z) < fa(z) dlaz €0,1],
<

x <
fa(x) < fi(x) < f3(x) dlax € [-1,0].

Wykazac, ze fi = f2 = f3 = fa.
Zadanie 900 zaproponowal pan Michal Adamaszek z Kopenhagi.

Rozwigzania zadan z numeru 12/2024
891. Znalezé wszystkie liczby rzeczywiste ¢ spelniajace dla kazdej liczby catkowitej n > 0 warunek:

892. Dana jest liczba naturalna n > 2. W turnieju badmintona bierze udzial n zawodnikéw; kazdy
z kazdym rozgrywa jeden mecz, nie ma remiséw. Dla kazdej liczby k € {0, ..., n—1} wyznaczy¢

maksymalng warto$¢, jaka moze osiggnac liczba zawodnikéw, ktérzy zakonczyli turniej, majac

doktadnie k wygranych meczéw.

891. Oznaczmy: cos(2"g0) =z, (wiec |z,| < 1).

Ze wzoru na kosinus podwojenia wynika zalezno$c
rekurencyjna ,y; = 222 — 1. Badamy, dla jakich
wartosci poczatkowych xg speliony jest warunek:
wszystkie x,, € [—1,0].

Niech y, = z,, + % Warunek zadania przybiera postaé
[yn| < %, a wzor rekurencyjny — postaé:

(1) Yn+1 = —Yn(2 —2y,) dla n=0,1,2,...

Skoro |yn| < %, wyrazenie w nawiasie ma warto$é > 1;
a gdy y, < 0, ma warto$¢ > 2. Zatem

@) naa| > {|yn| dla kazdego n,
n =

2lyn|  gdy yn <0.

Ze wzoru (1) widaé¢ ponadto, ze w kazdej parze
kolejnych wyrazéw ciggu igrekéow jest liczba niedodatnia.
7 wtasnodci (2) wynika teraz, ze |yni2| = 2|y,| dla
wszystkich n. Stad przez indukcje |yan| = 2"|yol;

a poniewaz |yon| < %, musi by¢ yo = 0. To odpowiada
1

wartoéci wg = —3 (i wtedy wszystkie 2, = —1).

Wymagany warunek jest wiec spetniony wtedy i tylko
wtedy, gdy x, = cosp = —%7 czyli jedynie dla
p=+2r+2mr (m=0,+1,+£2,...).

892. Rozwiazanie Autora (Michal Adamaszek).
Przyjmijmy, ze zawodnik dostaje 1 punkt za wygrang
i 0 za porazke. Ustalmy k; niech S bedzie zbiorem
zawodnikow, ktorzy zakonczyli turniej z k punktami;

S

niech |S| = s. Pomiedzy soba rozegrali oni (2) partii,
wiec wspolnie zdobyli co najmniej tyle wlasnie punktow.

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do korica miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwiazania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesyltaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnosciag do 0,1. Oceng mnozymy przez
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Jednak z definicji S wiemy, ze zdobyli razem doktadnie
ks punktéw. Stad (‘;) < ks, czyli s < 2k + 1.

Przypusémy teraz, ze wszystkie mecze w turnieju
zakoniczyly sie odwrotnymi wynikami (0 +— 1, 1 — 0).
W tym nowym turnieju S jest zbiorem tych zawodnikéw,
ktorzy zdobyli doktadnie n — k — 1 punktéw, wiec to samo
rozumowanie daje wniosek, ze (‘;) < (n—k—1)s, czyli
s < 2n — 2k — 1. Zatem

s < min{2k + 1,2n — 2k — 1}.
Pokazemy, ze to oszacowanie jest osiagalne. W przypadku,
gdy 1 < 2k + 1 < n, niech S bedzie dowolnym zbiorem
zawodnikow o tej wlasnie licznodci. Latwo ustawi¢ mecze
wewnatrz S tak, aby kazdy wygral ich dokladnie & (np.:
kazdy wygrywa z k swoimi nastepnikami w dowolnym
cyklicznym ustawieniu zbioru S). Zawodnikom spoza S
kazemy wygraé¢ wszystkie mecze przeciwko S i dowolnie
miedzy soba. Wtedy kazdy zawodnik z S zdobywa
k punktéw, a kazdy spoza S co najmniej 2k 4+ 1>k + 1
punktéw.

W przypadku, gdy n+1 < 2k +1 < 2n — 1, niech
j=n—1—k Wowczas 1 < 2j+ 1< n—1, wiec na
mocy poprzedniej konstrukeji istnieje turniej, w ktérym
dokladnie 25 + 1 = 2n — 2k — 1 zawodnikéw zdobyto
dokladnie j punktéow. Odwracajac wszystkie wyniki na
przeciwne, otrzymujemy turniej, w ktérym dokladnie

2n — 2k — 1 zawodnikéw zdobylto doktadnie n — 1 —j =k
punktéw.

Stad odpowiedz: szukana maksymalna warto$é |S| wynosi
min{2k + 1,2n — 2k — 1}.

wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania

z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje

on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana

do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.



/Niebo w kwietniu

Kwiecien jest trzecim kolejnym miesigcem roku, w ktérym Storice szybko
wedruje na poélnoc, zwiekszajac wysokosé gérowania o nastepne 10°. Po zmianie
czasu na letni na poczatku kwietnia Storice zachodzi po godzinie 19, a pod jego
koniec juz po 20.

Miesigc zacznie sie mocnym akcentem, ktérym jest zakrycie Plejad przez Ksiezyc
w fazie 16%. 1 kwietnia Srebrny Glob przejdzie przez poludniowo-zachodnig
cze$é gromady, zakrywajac m.in. Electre (17 Tau), Merope (23 Tau), Alcyone
(25 Tau), Atlas (27 Tau) i Pleione (28 Tau) oraz charakterystyczny warkocz
stabszych gwiazd na potudniowy wschod od nich. Polska znajdzie sie na
wschodnim krancu pasa zakrycia, stad na terenie naszego kraju nie da sie
zaobserwowaé zakrycia dwéch ostatnich z wymienionych gwiazd, natomiast
w przypadku Merope i Alcyone w calej Polsce widoczne bedzie ich zakrycie,
odkrycie za$ — tylko w pélnocno-zachodniej czesci kraju. Pierwsza z jasnych
gwiazd Plejad zniknie za ciemnym brzegiem ksiezycowej tarczy okoto

godziny 22:45, niecale 1,5 godziny przed zachodem obu cial niebieskich.

Ksiezyc pozostanie ozdoba nocnego nieba w pierwszej czesci miesigca. 2 kwietnia
jego faza uro$nie do 25% i jednoczesnie zblizy si¢ on do Jowisza na mniej

wiecej 5°. Najwieksza planete Ukladu Stonecznego mozna obserwowaé

tylko w pierwszej czedci nocy. Poczatkowo nawet ponad 30° nad zachodnim
widnokregiem, ale wraz z uptywem miesigca coraz pdzniej zapadajacy zmierzch
sprawi, ze planeta obnizy swoje polozenie do mniej niz 15°. W tym czasie

jej jasnoéé spadnie do —2™, a $rednica tarczy do 34”. 16 kwietnia dojdzie do
ciekawej konfiguracji ksiezycéw galileuszowych planety: wieczorem na jej tarczy
pokaze sie Ganimedes, a Kallisto przejdzie tuz na poludnie od niej.

4 kwietnia naturalny satelita Ziemi pokaze tarcze o$wietlong w potowie, kolejnej
za$ nocy spotka sie z Marsem oraz Kastorem i Polluksem w BliZnietach. Okoto
godziny 21:30 Ksiezyc zajmie pozycje niecate 2° na péinoc od Czerwonej

Planety i jednocze$nie 3° na potudnie od Polluksa. Mars w kwietniu pokona na
niebie 12°, zaczynajac miesigc niecale 0,5° od $wiecacej z jasnoscia obserwowana

+3,5™ gwiazdy k Gem, a do jego konca dotrze na 2° do gromady otwartej
gwiazd M44 w Raku. Planeta szybko oddala si¢ od nas, co spowoduje, ze do
korica kwietnia jasno$¢é Marsa spadnie do +1™, a $rednica tarczy do 6”. Wcigz
duza jest jego faza, ktéra wynosi prawie 90% i jest widoczna przez teleskopy.

6 dnia miesiaca Ksiezyc pokaze faze 68% i zblizy

sie na niecate 0,5° do gwiazdy Asellus Borealis,

czyli péinocno-wschodniego rogu trapezu gwiazd
otaczajacych wspomniana juz M44. Dwie doby

pO6Zniej jego faza zwickszy sie do 85% i znajdzie sie on
w centralnej czedci gwiazdozbioru Lwa, 3° od Regulusa.
W nocy z 12 na 13 kwietnia Srebrny Glob przejdzie
przez pelnie, wschodzac 3° od Spiki, najjasniejszej
gwiazdy Panny. W trakcie nocy dystans miedzy oboma
cialami niebieskimi zmniejszy sie do 1°.

Po pelni naturalny satelita Ziemi odwiedzi najbardziej
na poludnie wysunieta czeS¢ swojej orbity, przechodzac
jednoczesnie gteboko pod ekliptyka. Wskutek tego
zajmie on w tym czasie bardzo niskie potozenie nad
widnokregiem, a w dniach 18 i 19 kwietnia przetnie
poludnik lokalny nawet na wysokosci ponizej 10°, i jego
obserwacje moga utrudnié¢ przeszkody terenowe oraz
znieksztalcenia jego obrazu spowodowane przez nasza
atmosfere.

W nocy z 16 na 17 kwietnia Ksiezyc w fazie 86%
wzejdzie okolo péinocy mniej wigcej 1,5° od Antaresa,
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najjasniejszej gwiazdy Skorpiona. Warto jednak zwrdocié
uwage na znajdujaca sie¢ wtedy 1° na wschod od
ksiezycowej tarczy stabsza o 2™ gwiazde T Scorpii,
poniewaz w trakcie nocy zniknie ona na godzing za
ksiezycowa tarcza. Zjawisko da si¢ dostrzec na maltym
obszarze od Morza Pélnocnego po Morze Czarne,

z granicami na rownolezniku 60° na péinocy do
Adriatyku i pogranicza bulgarsko-greckiego na potudniu.
W Polsce zakrycie potrwa od okoto godziny 3:50

do 4:40, a ciekawszy, bo zachodzacy przy ciemnym
brzegu ksiezycowej tarczy, koniec zjawiska wydarzy

sie juz przy jasniejacym niebie.

21 kwietnia nastapi ostatnia kwadra Ksiezyca, a przez
néw przejdzie on 27 dnia miesiaca. Niestety ze wzgledu
na niekorzystne nachylenie ekliptyki obserwacje
Ksiezyca w tym czasie s bardzo trudne. Zupekie
inaczej jest wieczorem. Juz 28 kwietnia nisko nad
zachodnim horyzontem mozna dostrzec bardzo cienki
sierp Ksiezyca w fazie 2% niecala dobe po nowiu.

29 kwietnia ponownie dojdzie do zakrycia Plejad,
niestety na dziennym niebie, a wieczorem Ksiezyc



pokaze si¢ juz 7° od nich, prezentujac tarcze w fazie 6%.

Na zakoriczenie miesiaca Srebrny Glob w fazie 13%
przejdzie 5° na poéinoc od Jowisza.

Jak zawsze w drugiej polowie miesigca, promieniuja
Lirydy, ktorych maksimum aktywnosci przypada okoto
22 kwietnia. Radiant roju znajduje sie jakie$ 8° na

poludniowy zach6d od Wegi i wznosi sie od zmierzchu,
by do konca nocy astronomicznej osiagnaé¢ wysokosé
prawie 70°. W maksimum mozna spodziewaé si¢

okoto 20 zjawisk na godzine, a Ksiezyc nie przeszkodzi
w obserwacjach.

Ariel MAJCHER

Prosto z nieba: Znowu ta szczelina

Podczas pierwszych trzech kampanii
obserwacyjnych (O1, O2 i O3)
wspélpraca LIGO-Virgo zarejestrowala
w sumie 90 potwierdzonych sygnaléw fal
grawitacyjnych, a od rozpoczecia
kampanii O4 zebrano ich juz ponad 200,
gléwnie ostatnich chwil uktadéw
podwdjnych czarnych dziur. Wynika to
oczywiscie z lepszej czulosci detektorow,
a co za tym idzie, z wigkszej objetosci
Wszechswiata, z ktérej nadchodzg do nas
sygnaly.

Interferometry typu LIGO i Virgo
wykorzystuja triangulacje do okreslenia
pozycji zrédla na niebie. Wymaga to
jednoczesnej detekcji co najmniej dwoch,
a jeszcze lepiej trzech réznych detektoréw,
aby mozna byto poréwnaé réznice
czasowe w przybyciu fali grawitacyjnej
oraz réznice amplitud i faz sygnatu, do
kazdego z detektoréw. Jedli dzialta tylko
jeden detektor, mozna zmierzy¢ jedynie
czas przybycia sygnalu i oszacowaé
amplitude h sygnatu, czyli odlegtosé r do
zdarzenia, poniewaz h o< 1/7.

A. G. Abac i in., "Observation of
Gravitational Waves from the Coalescence
of a 2.5 — 4.5 M Compact Object and

a Neutron Star”, 2024, ApJL 970 L34.

*Centrum Astronomiczne im. Mikolaja
Kopernika PAN, Istituto Nazionale
di Fisica Nucleare (INFN), Sezione
di Ferrara, Wtlochy

Powracamy do kwestii ,,szczeliny masowej”, czyli hipotetycznej przerwy (luki)
w rozktadzie mas gwiazd neutronowych i czarnych dziur, z grubsza pomiedzy 3
a 5 Mg. Ostatnio pisaliémy o niej w AY,, tym razem pojawia si¢ znéw z powodu
publikacji zespotu LIGO-Virgo-KAGRA (LVK). Detekcja interesujacego sygnalu
GW230529 nastapila 29 maja 2023 roku, czyli na poczatku trwajacej wciaz
kampanii obserwacyjnej LVK O4 (wiosna 2023 — jesieni 2025).

Sygnal GW230529 jest szczegblnie interesujacy, poniewaz jego zrédto — uktad
podwojny — skladatl sie z obiektu o masie typowej dla gwiazd neutronowych,
1,4J_r8:g Mg, oraz drugiego, o masie 3,6f?:g Mg, znajdujacego sie w ,,szczelinie
masowej”. Sygnaly z ukladéw podwdjnych, zawierajace skladnik znajdujacy sie
w ,,szczelinie”, byly wczeéniej rejestrowane przez detektory LIGO i Virgo, ale
ten jest pierwszym, dla ktérego to masywniejszy sktadnik sie w niej znajduje.

Z uwagi na fakt, ze w momencie detekeji dziatat tylko detektor LIGO Livingston
(zwany L1), dokladna pozycja sygnalu na niebie nie zostala okreslona. Pechowo,
drugi detektor LIGO (Hanford, H1) byl w trakcie uruchamiania, a detektor
Virgo (V) byl wtedy zupekie wylaczony. W konsekwencji nie udalo sie
zaobserwowaé ewentualnego promieniowania elektromagnetycznego, ktére mogto
towarzyszy¢ ostatnim chwilom GW230529. Modele astrofizyczne przewiduja

w tym przypadku powstanie tzw. kilonowej, czyli eksplozji goracej radioaktywnej
materii po zderzeniu si¢ sktadnikéw, albo plywowego rozerwania gwiazdy
neutronowej przez czarna dziure jeszcze przed ostatecznym kolapsem.

Wykrycie GW230529 jest istotne z wielu powodéw. Po pierwsze dostarcza
kolejnego dowodu na istnienie obiektéw zwartych w ,szczelinie masowej”,
obszarze wcze$niej uwazanym za stabo ,zasiedlony”. Pozostaje oczywiscie
pytanie o nature masywniejszego sktadnika: przypuszczalnie jest to
malomasywna czarna dziura, ale nie jest wykluczone, ze jest nim bardzo
masywna gwiazda neutronowa (bylby to niezwykly prezent dla badaczy bardzo
gestej materii). Z analizy fali, ktéra dotarta do detektora L1, wynika, ze
masywniejszy skladnik mial niezaniedbywalny spin y (bezwymiarowy moment
pedu x = ¢J/(GM?), J to moment pedu) oszacowany na y = 0,44f8:§(7). Nie jest
on jednak tak duzy, jak oczekiwalibysmy w przypadku czarnej dziury powstalej
z wezedniejszego polaczenia sie dwoch mniejszych czarnych dziur. Szacuje sie,
ze polaczenie dwoch mniejszych nierotujacych czarnych dziur prowadzi do
powstania czarnej dziury o spinie x ~ 0,7, ktory bierze sie z transferu orbitalnego
momentu pedu ukladu do spinu koncowego obiektu.

Obserwacja dowodzi, ze wcze$niejsze modele ewolucji gwiazd i proceséw
formowania si¢ czarnych dziur moga wymagaé doprecyzowania, poniewaz juz
wida¢, ze czarne dziury, zwlaszcza te lekkie, moga tworzy¢ sie na wiele sposobow,
m.in. podczas zderzen gwiazd neutronowych, a by¢ moze takze w wyniku
wybuchow specjalnej klasy asymetrycznych supernowych. Wydaje sie wiecej

niz pewne, ze ,szczelina masowa” nie jest rzeczywista luka w rozktadzie mas,
lecz raczej odzwierciedleniem dotychczasowych ograniczert obserwacyjnych. Nie
do korica udana obserwacja GW230529 (nie udalo si¢ zobaczy¢ zjawiska w falach
elektromagnetycznych) ma jednak istotne znaczenie dla ,tradycyjnej” astrofizyki,
skoro zarejestrowaliémy GW230529, to w przysztosci wykryjemy wigcej zdarzen
tego typu, potencjalnie z towarzyszacymi im sygnatami elektromagnetycznymi.
Dostarczg one informacji o wtasciwosciach i zachowaniach obiektéw zwartych

w tym zakresie mas.

Michat BEJGER*
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https://www.deltami.edu.pl/2024/09/prosto-z-nieba-uwaga-na-szczeline/

Rozwigzania zadan ze strony 9

ﬁ Rozwigzanie zadania M 1813.

)
Y .
:>

Niech I bedzie $rodkiem okregu wpisanego w rozwazany
trapez. Wéwczas
1 1

xIAP = 5%:DAB = 5(180O — ¥ABC) = xQPB,
stad PQ | AI. Podobnie DI || QR, wiec tréjkaty ADI
oraz PX(@Q maja odpowiednie boki rownolegle, a wigc
sg jednokladne. Srodek tej jednoktadnosci jest punktem
przecigcia prostych AB, QS i DX.

ﬁ Rozwigzanie zadania M 1814.
Zalézmy przeciwnie, tj.

4
Wtedy
4 1 1 3
1 1
wobec tego — = =k skad a < b. Jednakze wtedy
a
1 3 3
a+a72>5b_b72>5a_a72’

co oznacza, ze > 4a, a wiec a < 1 — sprzecznosc.

a2

ﬁ Rozwigzanie zadania M 1815.
Chcemy pokazaé, ze istnieja dodatnie liczby catkowite a, b,
c takie, ze

n+4a® = (a+b)(a+c),
wiec wystarczy, aby liczba n + a? byla iloczynem dwéch
liczb catkowitych wigkszych od a. Na mocy zalozen
zadania mozemy znalezé taka liczbe pierwsza p oraz liczbe
catkowita m > 0, ze n = p>m. Rozwazmy cztery przypadki:

1) m+ 1> p. Mozemy wtedy wzia¢ a = p, gdyz n + a® =
p? - (m + 1) i zaréwno p?, jak i m + 1 sa wicksze od a.

2) m+1<pim+1 jest liczba zlozona. Niech m + 1 = st
dla pewnych liczb catkowitych s,t > 1. Znéw mozemy
przyjaé¢ a = p, gdyz n + a®> = ps - pt i obie liczby ps i pt
sa wieksze od a.
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3) m+1<pim+1 jest liczba pierwsza. Niech m +1 = ¢
i podzielmy p przez q z reszta: p = lq + r, gdzie r > 0.
Wezmy a = r, wtedy n + a? = q - ((?mq + 20mr + %)

i oba czynniki sg wieksze od r.

4) m + 1 = p. Wtedy oczywiécie n = p> — p? > 20, wiec

mozemy zalozy¢, ze p > 4. Zachodzi

n+6%=(p+3)-(p* —4p+12),

przy czym oba czynniki po prawej stronie sa wieksze
od 6.

W kazdym z przypadkéw dostaliSmy zadany rozklad, wiec
teza zadania zostala udowodniona.

i Rozwigzanie zadania F 1117.

Po gwaltownym obnizeniu ci$nienia woda zacznie

parowaé w calej objetosci. Powstajaca para pobiera

ciepto od cieklej wody, powodujac jej krzepniecie (woda
ma temperature 0°C. Proces parowania jest bardzo

szybki, a wiec proporcje mas lodu i pary zaraz po
obnizeniu cidnienia okreslone sa jedynie przez wartosci
ciepla parowania i ciepta topnienia. Niech m; oznacza mase
wytworzonego lodu. Mamy:

Lf~ml :LU-(mfml).
Otrzymujemy mase lodu:
~ Lym
Ly +Lg’
Liczbowo m; ~ 8,71 g. W stanie rownowagi, ktéry
zostanie osiagniety w wyniku dalszych, powolnych
proceséw sublimacji/resublimacji masa lodu bedzie
zalezata takze od objetosci pod tlokiem dostepnej dla pary
wodnej.

my

ﬁ Rozwigzanie zadania F 1118.

W réwnowadze termodynamicznej érednie energie
kinetyczne atomow helu i neonu sg réwne i proporcjonalne
do temperatury w skali Kelwina. Oznacza to, ze ich
Srednie predkosci sa odwrotnie proporcjonalne do
pierwiastkow ich mas:

UHe _ TMNe _ \/5

UNe TMHe

Gdyby w pojemniku znajdowat sie jeden rodzaj gazu,
to czas oprézniania pojemnika z helu bytby /5 razy
krotszy niz czas oprozniania z neonu. Poniewaz oba gazy
mozna traktowadé jak gazy doskonale, ktorych atomy nie
oddziatluja ze soba, wiec przy takiej samej liczbie moli
w pojemniku, w jednostce czasu liczba atomoéw helu
opuszczajacych pojemnik bedzie v/5 razy wieksza niz liczba
atoméw neonu: i

=2e /5.

N Ne
Wraz z ubywaniem gazu sklad wiazki bedzie ulegat
zmianie, bo helu ubywa szybciej niz neonu.
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Obroty o pewne szczegdlne katy
Barttomiej BZDEGA

W kaciku nr 74 (AZ25) pisatem o symetrii srodkowej, ktéra jest tym samym co obrét

o kat 180° woké!t érodka symetrii. Tym razem bedzie o obrotach o katy 90° i 60°.
Ogélna zasada stosowania obrotéw w rozwiazywaniu zadan jest nastepujaca: obracamy
pewna cze$¢ rysunku w taki sposéb, zeby ja dopasowaé w innym miejscu.

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Dla $cistosci — wszystkie figury podajemy tu z kolejnoscia wierzchotkéw przeciwng do
ruchu wskazdéwek zegara i rowniez w tym kierunku wykonujemy obroty.

Przyklad 1. W kwadracie ABCD punkty P i Q leza, odpowiednio, na bokach BC
i CD, przy czym |XPAQ| = 45° (rys. 1). Udowodnié, ze |BP| + |DQ| = |PQ)|.

Rozwigzanie. Obréémy trojkat ABP wokét punktu A o kat 90° — otrzymamy tréjkat
ADP' przystajacy do ABP. Zachodza réwnosci |xADQ| = |xADP’| = 90°, wiec
|P'Q| = |DP'| + |DQ| = |BP| + |DQ)|. Z drugiej strony |PQ| = |P'Q|, gdyz tréjkaty
APQ i AQP’ sa przystajace (bkb).

Obrét o 60° mozna wykorzysta¢ do weryfikacji, czy dany tréjkat jest rownoboczny.
Trojkat XY Z jest réwnoboczny wtedy i tylko wtedy, gdy ktorys z punktow X, Y,
Z jest obrazem drugiego w obrocie o 60° wzgledem trzeciego. Mozna sformutowaé
analogiczng zasade dla réwnoramiennosci tréjkata prostokatnego, a nawet dowolnego.

P’ D Q c
A
E
P
D
A B B C
Rys. 1 Rys. 2

Jeszcze jedna wskazdéwka ogdlna. Jedli w danej konfiguracji geometrycznej znajduja
sie dwie przystajace figury, to zawsze warto sprawdzié, co nam daje izometria (na
przyklad obrét) przeksztatcajaca jedna z nich w druga.

Przyklad 2. Dany jest pieciokat wypukly ABCDE, w ktérym trojkaty ABC' i CDE
sg réwnoboczne. Punkty M i N sa srodkami przekatnych, odpowiednio, AD i BE
(rys. 2). Wykazaé, ze tréjkat CM N jest réwnoboczny.

Rozwigzanie. Tréjkaty ACD i BCE sa przystajace (bkb), pierwszy z nich jest obrazem
drugiego w obrocie o 60° wokét punktu C. Ten sam obrét przeksztatca punkt N
w punkt M, wiec tréjkat CM N jest réwnoboczny.

Zadania

1. Na bokach tréjkata ABC zbudowano kwadraty BPQC i CRSA. Punkty K i L
sa Srodkami odcinkéw, odpowiednio, BR i AQ. Wykazaé, ze trojkat CKL jest
prostokatny réwnoramienny.

2. Czescia wspdlna kwadratéw ABCD i APQR jest punkt A. Punkt M jest $rodkiem
odcinka DP. Udowodnié, ze AM | BR.

3. W kwadracie A1 A2A3A4 znajduje sie punkt P. Prosta ¢; przechodzi przez punkt A;
i jest prostopadta do A;+1 P dla i =1,2,3,4 (przyjmujemy As = A;). Udowodnié, ze
proste £1, {2, €3, €4 przecinaja sie¢ w jednym punkcie.

4. W tréjkacie ABC dana jest érodkowa CM i wysokosé C'D. Przez dowolny punkt P
poprowadzono proste prostopadte do AC, BC'i MC, ktére przecinaja prosta C'D
w punktach, odpowiednio, X, Y, N. Udowodnié, ze punkt N jest $rodkiem
odcinka XY.

5. Dany jest czworokat wypukly ABCD. Symetralne odcinkéw AB i C'D przecinaja
sie w punkcie P, przy czym |XAPB| = |xCPD| = 120°. Udowodnié, ze $rodki
odcinkéw AB, BC, CD wyznaczaja trojkat rownoboczny.

6. Udowodnié, ze wewnatrz tréjkata réownobocznego ABC wszystkie punkty X
spetniajace réwnosé |AX|? + |BX|?> = |CX|? leza na jednym okregu.
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