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PageRank w tenisie?

* Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski
** Uniwersytet Oksfordzki

F. Radicchi. Who is the best player ever?
A complex network analysis of the
history of professional tennis. PLoS
ONE (2011).

Djokovic

Federer

Sie¢ meczy tenisowych pomiedzy Wielka
Trojka. Waga krawedzi oznacza jej
krotnosé, czyli liczbe meczy wygranych
przez gracza, do ktérego krawedz
prowadzi

Netscape byl wéwczas najpopularniejsza
przegladarka internetows.

Twércy PageRanka w raporcie
technicznym pod $mialym tytulem The
PageRank Citation Ranking: Bringing
Order to the Web, w ktérym prezentuja
swojg metodeg, z duma pisza, ze na
wywotlane haslo ,university” na
pierwszym miejscu pojawia sie
Uniwersytet Stanforda, a nie jakiego$ tam
Oregonu.

John R. Seeley. The net of reciprocal
influence. A problem in treating
sociometric data. Canadian Journal of
Experimental Psychology (1949).

Impact Factor, stosowany do oceny
czasopism, to wlagnie $rednia liczba
cytowan wszystkich prac z danego roku.

Definicja dla graféw nieskierowanych jest
taka, jakby kazda krawedz nieskierowana
zastapi¢ dwiema krawedziami
skierowanymi w obie strony.

Oskar SKIBSKI*, Tomasz WAS**

W 2011 roku w czasopiémie PLoS ONE ukazal si¢ artykul, w ktorego tytule
autor zadal pytanie: Kto jest najlepszym tenisistqg w historii? Aby na to
pytanie odpowiedzie¢, stworzyl i przeanalizowal sie¢ meczy tenisowych,

w ktoérej wierzchotkami sg tenisiéci, a krawedzie reprezentuja ich mecze.
Nastepnie autor uzyl algorytmu PageRank (ktéry za moment objasnimy) do
oceny waznosci poszczegolnych wierzchotkéw, i okazalo sie, ze najlepszym
tenisista w historii jest... (werble) Jimmy Connors! Czy ten wynik jest dobry?
To trudno powiedzie¢. My zastanowimy si¢ jednak nad innym pytaniem —
dlaczego, do licha, uzyl PageRanka? Musimy sie w tym celu cofnaé¢ do lat
dziewieédziesiatych.

Jak PageRank dziata?

Kiedy$ Internet nie wygladal tak jak teraz. Najpierw nie wygladal w ogdle,

bo go nie bylo, a nawet jak juz byl, to na poczatku byt dos¢ brzydki. Zanim
powstala wyszukiwarka Google, ludzie wcale nie uzywali Binga i DuckDuckGo,
bo ich tez jeszcze nie bylo. Byly duze katalogi stron, posegregowane na rézne
sposoby, a wyszukiwarki, ktore istnialy, nie potrafily znalez¢ nic sensownego.
Bylo naprawde nieciekawie.

Na szczeécie wszystko zmienilo sie na przetomie XX i XXI wieku za sprawa
dwéch pomystowych i pracowitych doktorantéw z Uniwersytetu Stanforda:
Larry’ego Page’a i Sergeya Brina. W ramach projektu na studiach opracowali
oni metode oceny waznoéci stron w Internecie, nazwana PageRankiem. Sama
ocena nie byla moze tak istotna — wyszlo im, Ze najwazniejsza w Internecie

jest strona ,Download Netscape Software”. Przelomowy byl jednak pomyst,
aby zbudowaé¢ wyszukiwarke, ktéra bedzie brala te oceny pod uwage przy
wyswietlaniu wynikéw. Page i Brin szybko stali sie niesamowicie bogaci i obecnie
znajduja sie w dziesigtce najbogatszych ludzi swiata. Uniwersytet Stanforda — na
pocieszenie, ze nie ukonczyli oni swoich doktoratéw i nie pracuja juz w nauce —
zostal natomiast wlascicielem patentu, na ktérym zarobil 336 milionéw dolarow.

Sama metoda dzialania PageRanka nie byla zadna rewolucja. W literaturze
naukowej tematem oceny elementow w sieci powiazan zajmowano sie od

lat. Juz w roku 1949 uproszczona wersje PageRanka zaproponowatl John R.
Seeley w czasopis$mie zajmujacym sie eksperymentalng psychologia, starajac
si¢ zmierzy¢, kto jest najpopularniejszym dzieckiem w grupie. Autorzy nie
znali jednak tej pracy (najwyrazniej nie znalezli jej w Google Scholar),
dlatego PageRanka wymyslili na nowo. Opierali sie natomiast na coraz
bardziej popularnym wowczas pomysle, aby istotno$¢ strony powiazac z liczba
prowadzacych do niej linkéw.

Idea ta do$¢ dobrze dzialala przy ocenie prestizu czasopism naukowych na
podstawie liczby cytowan ich artykutéow. Jednak w Internecie ocena strony
poprzez sama liczbe prowadzacych do niej linkéw nie jest dobrym pomystem.
Po pierwsze, w trywialny sposéb mozemy stworzy¢ milion stron, ktére beda do
nas linkowaly. Po drugie, link linkowi nieréwny — jezeli kieruje do nas bardzo
popularna strona, to taki link jest duzo cenniejszy, niz gdy kto§ wspomni o nas
na swoim blogu, ktory czyta tylko jego mama. Dlatego tez w uproszczonej
wersji PageRanka link ze strony A do strony B zwigksza oceng B nie o 1,

ale o oceng A podzielong przez liczbe linkéw na stronie A. Oznacza to, ze
kazda strona ,rozdziela” swoja istotno$¢ po réwno pomiedzy strony, do ktérych
prowadzi (a bardziej precyzyjnie, pomiedzy linki, ktére przekazuja je stronom).
W szczegdlnosei zwielokrotnienie linkéw na jednej stronie (zachowujac proporcje
miedzy nimi) nie zmieni zadnej stronie oceny.

Na Internet mozemy patrze¢ po prostu jak na graf skierowany, czyli pewien
zbior wierzcholkéw V' reprezentujacych strony internetowe i zbiér krawedzi F,
czyli par wierzchotkéw reprezentujacych linki. Wéwcezas uproszezony PageRank
(oznaczany UPR(v) dla v) jest rozwiazaniem nastepujacego uktadu réwnan:

UPR(v) = Y UPR(u)

dla kazdego v € V,
Wl deg-‘r(u) zaeg



‘W oryginalnej pracy wartosci bazowe b
mogly byé rézne dla réznych
wierzchotkéw i odpowiadatly ,zrédiu
istotno$ci”. Autorzy rozwazali na
przyktad ustawienie niezerowych wartoéci
tylko niektérym stronom.

Dowdéd unikalnosci rozwigzania (x):

‘W postaci macierzowej ukltad réwnan
zapisaé¢ mozemy jako

PR=o- AT . PR+1b-17, gdzie 1 jest
wektorem jedynek, a A jest
znormalizowang wierszowo macierzg
sgsiedztwa, czyli A[u,v] to liczba krawedzi
z u do v podzielona przez deg™ (u) lub 0,
jezeli krawedzi z v do v nie ma.
Dostajemy (I —a - ATYPR =1b-17, gdzie
I jest macierzg identycznosciowg. Macierz
(I — - AT) jest odwracalna, bo jest
przekatniowo dominujaca, co daje nam:
PR=b-(I—a-AT)"1.17.

Czeste losowe restarty w komputerze
mocno utrudniaja prace, a w PageRanku
analize. Okazuje sie, ze mozemy jednak
tego latwo uniknaé, wystarczy po prostu
pozwoli¢ internaucie pdjsé spacé.
Rozpatrzmy nastepujacego zasypiajgcego
surfera.

Zasypiajgcy surfer:

Surfer losuje stroneg

startowa, kazda z réwnym
prawdopodobienstwem. Nastepnie
z prawdopodobienstwem o

klika losowy link na

stronie, na ktérej jest,

a z prawdopodobienstwem 1 — «
zamyka komputer i idzie spad.
PageRank dla b = 1/n jest
oczekiwang liczba wizyt na stronie
w tym procesie.

Dowéd pozostawiamy Czytelnikowi jako
nietrudne ¢wiczenie. Ta obserwacja, jak
i wiele innych w tym artykule, pochodzi
z pracy:

T. Was, O. Skibski. Aziomatic
characterization of PageRank. Artificial
Intelligence (2023).

gdzie deg™ (u) to liczba linkéw na stronie u, czyli inaczej krawedzi wychodzacych
z u. Jest to rownanie rekurencyjne, wiec nie jest oczywiste, ile ma rozwigzan.
Jezeli w grafie mozna dojé¢ po krawedziach z kazdego wierzchotka do kazdego
innego, czyli jest silnie spdjny, to to rownanie ma doktadnie jedno dodatnie
rozwigzanie (z dokladnos$cia do przemnozenia przez stala). Jezeli tak nie jest,
sprawa sie komplikuje. Dziwne wydaje sie takze to, ze strony bez zadnych
kierujacych do nich linkéw maja zerowsa istotnosé, wigc linki z nich réowniez sie
nie licza. Dlatego tez wlasciwy PageRank wprowadza jedna drobna modyfikacje
— dodaje kazdej stronie pewna mala bazowsg istotnosé¢ b, ale w zamian lekko
zmniejsza sumaryczny zysk z linkéw prowadzacych do tej strony. Zysk mnozony
jest przez wspdlczynnik ttumienia o € (0, 1), zwykle odrobine mniejszy niz 1
(np. 0,85 lub 0,9). Prowadzi to do nastepujacego ukladu réwnan:

) Z PR (u)

PR(v) =« —
(u,w)EE deg (U)

+b dla kazdegov € V.

Tak uzyskany uktad réwnan, dla ustalonego « i b, ma juz zawsze jedno
unikalne rozwiazanie. Dowdd tego faktu, dla troche bardziej zaawansowanych
Czytelnikéw, znajduje sie na marginesie.

W literaturze pojawiaja sie rézne definicje PageRanka, ale wlasnie powyzszym
rownaniem jest on zdefiniowany w oryginalnej pracy. Jedyna mata réznica jest
to, ze autorzy mnozyli takze wartosé bazowa (b) przez «. Latwo zauwazy¢,

ze mnozenie przez «, jak i w ogéle wartosé¢ b, nie ma zbytniego znaczenia,

a tylko przeskalowuje wartoéci PageRanka: jezeli przykladowo przemnozymy

b przez 2, to wartosci PageRanka tez sie podwoja. Wynika to z tego, ze takie
wartosci spelniaja w sposéb oczywisty réwnanie rekurencyjne (x), a skoro
rozwiazanie réwnania jest jedno, to musi byé wtasnie to. Bedziemy wiec
zasadniczo przyjmowali b = 1, ale inne wartosci tez nam si¢ zaraz przydadza.

Podstawowym sposobem definiowania PageRanka jest uklad rownan, jednak
ma on tez elegancka interpretacje oparta na btadzeniu losowym. Wiecej

na ten temat mozna przeczyta¢ w artykule Google w laricuchach Lukasza
Rajkowskiego, |AlS.

Przyjmijmy, ze graf jest silnie spéjny i niech b = (1 — «)/n, gdzie n jest
liczba wierzchotkéw. Mozemy sobie teraz wyobrazié osobe, ktéra ,,surfuje”
po Internecie (tak sie méwito, kiedy powstawal PageRank. .. ): zaczyna

od losowej strony i potem klika losowe linki. Jednak na kazdej stronie

z malym prawdopodobienstwem, 1 — «, zamiast klika¢ link, zaczyna
surfowaé¢ od poczatku. Wowczas wartos¢ PageRanka danej strony jest réwna
prawdopodobienistwu, ze znajdziemy na niej internaute w bardzo odleglej
przyszlodci (prawdopodobieristwu granicznemu).

A co, jedli graf nie jest silnie spojny i mamy strony, ktére nie maja zadnych
linkéw? Tu jest pewien problem — gdzie ma wtedy po6j$¢ surfer? Sa rézne
koncepcje. Czasem mowi sie na przyklad, ze z automatu zaczyna surfowanie
od poczatku, od losowej strony, ale musimy uwazaé¢ — taka definicja nie da
wecale naszego rownania rekurencyjnego! Mozemy natomiast powiedzieé, ze

z wierzcholtkow bez krawedzi surfer przechodzi do... swoistego ,,czyséca”,
czyli wierzcholka, ktéry ma tylko petle do siebie. Surfer kreci sie wéwczas

w nim, az wylosuje rozpoczecie od poczatku. PageRank bedzie odpowiadalt
prawdopodobieristwom granicznym tego procesu, chociaz nie bedzie sumowat
sie do jedynki, bo dodatkowy wierzcholek troche jej ,zje”.

O ile dla oséb znajacych PageRanka glownie z procesu losowego sumowanie
do 1 moze sie wydawaé wazne, o tyle przy analizie realnych sieci z milionami
wierzchotkéw cecha ta jest nieistotna, a nawet niepozadana.

Jak PageRank nie dziata

Za sprawg, przeolbrzymiego sukcesu wyszukiwarki Google, PageRank stal sie

niezwykle popularny. Jest bardzo wiele powodéw, dla ktérych osoby, analizujac
skomplikowane sieci potaczen, sposrod setek istniejacych metod oceny siggaja po
niego w pierwszej kolejnosci. Po pierwsze, mozna go szybko obliczy¢. Po drugie,
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https://www.deltami.edu.pl/2019/11/google-w-lancuchach/

Skupimy si¢ na (nieuproszczonym)
PageRanku, a dla uproszczonego radzimy
sprawdzi¢, jak dziala dla graféw
nieskierowanych. .. Czy przypadkiem nie
przypomina troche stopnia wierzchotka?

v | 1,7 2,6 3,5 4
PR(v) | 3,36 590 553 542
PageRank dla linii 7 wierzchotkéw
(rysunek obok), przyjmujac a = 0,8
ib=1. W liczenie PageRanka mozna si¢
pobawié¢ na stronie:
https://centrality.mimuw.edu.pl/editor/.

Djokovic

Federer

Powyzszy graf powstal z podwojenia
meczy przegranych przez Djokovica.
PageRank jednak nadal daje najwigksza
warto$é Djokovicowi, gdyz zaréwno Nadal,
jak i Federer przegrali z nim wigcej razy
niz ze soba nawzajem. Czy jednak takiego
wyniku by$my oczekiwali w tej sytuacji?

dobrze dziata dla sieci WWW. Po trzecie, intuicyjnie ma sens. Po czwarte,
jest popularny. Po piate, jest dos¢ skomplikowany, wiec na pewno robi cos
madrego. Niestety, zaden z tych powodéw nie $wiadczy o tym, ze PageRank jest
odpowiednim wyborem dla konkretnej sieci, nieraz kompletnie innej niz Internet.

Popatrzmy na pare przykladdéw. Zacznijmy od czegos prostego — jak myslisz,
Czytelniku, ktéry wierzcholek jest najwazniejszy w ponizszym grafie?

Wedhug PageRanka wierzchotki 2 i 6! Raczej przeczy to intuicji. .. To dlaczego
PageRank tak zadziatal? Wida¢ to z interpretacji z bladzeniem losowym —
wierzcholki te maja sasiada, ktory zawsze odesle surfera z powrotem do nich.

A w ponizszych grafach wazniejszy jest wierzchotek u czy v?

£ 4

Wydaje sig, ze to wierzcholek u jest wazniejszy zaréwno po lewej, jak i po prawej
stronie. Po lewej stronie jest w ,,centrum” grafu, rozdziela graf na trzy czesci.
Tak mowia tez inne miary centralnosci: ma najmniejsza srednia odleglosé do
innych wierzchotkéw, przechodzi przez niego duzo najkrétszych sciezek. Po
prawej stronie wierzchotek u jest w wiekszym komponencie, ma krawedzie

i Sciezki od wigkszej liczby wierzchotkéw. Whrew intuicji PageRank w obu
przypadkach ocenia je jednak tak samo — w kazdej n-wierzchotkowej silnie
spéjnej sktadowej suma PageRankow jest réwna b-n/(1 — ), a jezeli wierzchotki
sa w niej symetryczne lub choéby maja takie same stopnie (wchodzacy

i wychodzace), to PageRank kazdy ocenia na b/(1 — «).

X
W)

Powyzsze przyktady mogty sie wydawaé nieco sztuczne, wroémy zatem do
prawdziwej pracy naukowej i prawdziwej sieci meczy tenisowych. Wierzchotkami
w tej sieci sa tenisiéci, a skierowanymi krawedziami — ich mecze: krawedz

z A do B oznacza jeden mecz rozegrany pomiedzy A i B, wygrany przez B. Czy
PageRank dla tej sieci daje sensowne wyniki? Wydaje sie, Ze niestety nie.

Aby to zobaczyé¢, ograniczmy sie na chwile do meczy rozgrywanych przez
Wielka Tréjke: Federera, Nadala i Djokovica (patrz margines na pierwszej
stronie artykulu). Nie ulega watpliwosci, ze Djokovic wypada tu najlepiej —

ma dodatni bilans meczy zaréwno z Federerem (30:28), jak i Nadalem (27:23).
PageRank tez wskazuje Djokovica jako najlepszego tenisiste — zgadza sie!
Zmodyfikujmy teraz troche sztucznie graf, zastepujac kazdy przegrany mecz
Djokovica dwoma meczami. Teraz ma juz gorszy bilans od Federera i Nadala.
A co na to PageRank? Nic! Jak juz powiedzieliémy wczesniej, powielenie kazdego
z wychodzacych linkow te sama liczbe razy nie zmieni PageRanka zadnego
wierzchotka. Nie tego jednak by$my sie spodziewali od sensownej miary.

A jakiej miary powinniémy uzy¢? Wydaje sie jednak bardziej wlasciwe, aby — jak
w sieci cytowan — bra¢ pod uwage liczbe, a nie sama proporcje wychodzacych
krawedzi. Taka miara jest na przyklad centralnosé¢ Katza, ktora zdefiniowana
jest zasadniczo takim samym réwnaniem rekurencyjnym jak PageRank, ale bez
dzielenia przez deg™ (v). Wiecej o tej, jak i o innych podobnych miarach, mozna,
przeczytaé w artykule Jak Leo uratowal klasowe wybory, AY;.

Wracajac zatem do poczatkowego pytania: czy powinnismy stosowaé PageRanka
w sieci meczéw tenisowych? W sieci WWW dziala on dobrze i stosowany byt

w przerdznych sieciach. Lecz jak nauczyla nas formuta PageRanka, sama liczba
polecen to nie wszystko, wazne jest, skad te polecenia pochodza... My do tenisa
go nie polecamy.
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https://centrality.mimuw.edu.pl/editor/
https://www.deltami.edu.pl/2021/09/jak-leo-uratowal-klasowe-wybory/
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Lekarstwo na prokrastynacje:
kontrakty na zobowigzania

Radost WASZKIEWICZVY, Honorata BOGUSZS

Zdobycze technologiczne

W 2018 roku Google dodal do systemu Android funkcje Digital Wellbeing
(cyfrowy dobrostan), ktéra pozwala ustawiaé limity czasu korzystania z danej
aplikacji na dany dzien. Mozemy na przyklad ustawi¢ 15-minutowy limit na
korzystanie z Instagrama; po uplywie tego czasu ikona aplikacji zmienia kolor

na szary, a sama aplikacja przestaje sie uruchamiaé. Podobne rozwiazanie
wprowadzila réwniez firma Apple w systemie iOS. Dlaczego kto$ mialtby
skorzystaé z takiej funkcjonalnosci? Czym aktywowanie tego trybu rézni sie
od po prostu wytaczenia aplikacji po uptywie wyznaczonego czasu? Cynik
mégltby powiedzieé, ze nie ma w tym nic racjonalnego, a odpowiedzi na to
pytanie powinien szuka¢ psycholog, a nie ekonomista czy matematyk. Jednak
przy pewnych zalozeniach takie zachowanie moze by¢ catkowicie racjonalne. . .

Mierzenie cierpliwosci

Zacznijmy od pytania, dlaczego w neoklasycznej
ekonomii nie ma powodu, aby utrudnia¢ sobie zycie

w przyszlodci. Rozwazmy hipotetyczna sytuacje,

w ktérej mamy do wyboru dwie, ogdlnie rzecz biorac,
satysfakcjonujace mozliwosci. Pierwsza z nich daje
szybki rezultat, na przyklad rozwiazanie jednego
zadania z naszego ulubionego zbioru zadan. (Zeby nie
komplikowaé zbytnio rachunkéw, zatozymy, ze danego
dnia mozemy rozwiazaé¢ tylko jedno zadanie). Druga

z nich wymaga pracy przez dtuzszy czas, powiedzmy

n dni, ale daje nam duza satysfakcje z ukonczenia,

b razy wieksza niz rozwiazanie jednego zadania.

Dla przyktadu niech bedzie to spisanie na czysto

pracy na Konkurs Uczniowskich Prac z Matematyki
(zgloszenia do 30 kwietnia 2025!). Zal6ézmy, ze sam
proces spisywania pracy nie daje nam zadnej satysfakcji
i ze spisywanie pracy i rozwiazywanie zadania to
alternatywa wykluczajaca. Najbardziej naiwny model
opisujacy decyzje, czy spisywac, czy nie, porownuje
nasza satysfakcje U z rozwiazania n zadan, U = n,

z satysfakcja z wyslania pracy na konkurs, U = b, czyli
usiadziemy do spisywania pracy, jesli b > n. Problem
polega na tym, ze lepszy wrébel w garsci niz golgb na
dachu, czyli, innymi slowy, zadanie dzisiaj jest warte
wigcej niz zadanie jutro. Klasyczny model ekonomiczny
proponuje wprowadzenie statej 0 < q¢ < 1, ktéra mierzy
nasza niecierpliwo$é [3]. W tym modelu satysfakcje

z przysztych osiagnie¢ nalezy przemnozy¢ przez q
podniesione do potegi liczby dni oczekiwania. W takim
razie satysfakcja z rozwigzania po jednym zadaniu przez
n dni wynosi U = Z;:Ol q*, a satysfakcja z wyslania
pracy na konkurs wynosi U = ¢"~'b. Zatem zabierzemy
sie do spisywania, jesli ¢" b > E;:Ol ¢'. Sumujac
szereg geometryczny i upraszczajac, otrzymujemy
warunek:

(1) (1-qb+g>

n—1"
Prawa strona nieréwnosci jest rosnaca funkcja n, wiec
jesli kiedykolwiek podejmiemy decyzje, aby zaczaé
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spisywad, to kazdego kolejnego dnia bedziemy coraz
bardziej zmotywowani (bedziemy potrzebowali mniej
czasu na dokonczenie spisywania pracy, co odpowiada
zmniejszaniu n) i bez trudu zrealizujemy nasz plan.

Dyskontowanie niespdjne czasowo

Co by sie stalo, gdyby nasza funkcja uzytecznoéci
wygladata inaczej? Do przystowia o wréblu pasuja
przeciez wszystkie malejace funkcje, nie tylko funkcja
wykltadnicza. Dodajmy kolejny parametr, nazwijmy

go a, ktory dodatkowo przeskalowuje, jak bardzo zalezy
nam na ,,dzisiaj” w poréwnaniu do ,jutra”, a reszte
pozostawmy bez zmian. W takiej sytuacji satysfakcja U
z rozwigzywania zadan przez n dni z rzedu wyniesie
U=a+ Z?;ll q*, a satysfakcja z wyslania pracy

na konkurs wciaz wynosi U = ¢"~'b. Réwnie latwo
mozemy obliczy¢ satysfakcje, ktora osiagniemy w ciaggu
kolejnych n 41 dni zamiast n dni. Bedzie to odpowiednio
U=a+Y ., q' oraz U = ¢"~'b + ¢", gdzie czlon ¢"
odpowiada jednemu dniu rozwiazywania zadan po
wystaniu pracy na konkurs. Jesli a > 1, to okazuje sie,
ze nalezy rozwazy¢ jeszcze trzecia opcje, ktéra moze
maksymalizowaé U: zacza¢ spisywaé dopiero od jutra,
co daje wynik U = a + ¢"b.

Gdy bg" (1 —q) > a — ¢", strategia maksymalizujaca
satysfakcje bedzie zabranie si¢ do pracy dzisiaj.
Natomiast gdy bg" (1 — q) < 1 — ¢", optymalna
strategia bedzie rozwiazywanie zadan i porzucenie
konkursu. Jednak jesli warto$¢ b znajdzie si¢ pomiedzy
tymi dwiema granicami, pojawia sie nowe optimum —
zajmijmy si¢ konkursem, ale dopiero od jutra. Istnieje
jednak pewna pulapka. Swiadomi naszej funkcji
uzytecznosci zaczynamy sie zastanawiaé, jaka decyzje
podejmiemy jutro — czy rzeczywiscie bedziemy trzymac
si¢ planu, czy ulegniemy pokusie szybkiej satysfakeji

z rozwigzania pojedynczego zadania? Niestety mozemy
doj$¢ do smutnej konkluzji: przy odpowiednio duzym n
odroczymy przygotowanie pracy na konkurs o kolejny
dzien (a potem znowu o kolejny i kolejny, az n stanie sie
odpowiednio male).



Zmalezlidmy sie we frustrujacej sytuacji, w ktérej ,,ja
dzisiaj” nie moge doj$¢ do porozumienia z ,,ja jutro”.
Roézne scenariusze dla przykladowych wartosci n i g
mozna poréwnaé na rysunku |1, Z tego potrzasku moze
nas uratowa¢ zewnetrzny deadline — bedziemy odktadaé
prace na kolejny dzien az do ostatniej chwili, gdy utrata
szansy na duzg nagrode stanie sie zbyt kosztowna
(obszar oznaczony jako prokrastynacja). Niestety
czasami nawet to nie wystarczy (obszar oznaczony jako
porazka). Zapalu moze zabraknaé¢ nawet w ostatnim
dniu, gdy

bg" '(1—q) <q—ag+a—q"

12,5

frustracja
(prokrastynacja)

sukces

12,0 1
11,59

11,0 1

frustracja

10,5 1 (porazka)

konkurs / zadanie (b)

10,0 1

9,51
tylko zadania

9.0 T T T T
1,0 1.2 14 16 18
dzisiaj / jutro (a)

Rys. 1. Mapa optymalnych strategii dlan =71q = 0,9

Na pomoc z szuflg

Zawiedzeni swoim stomianym zapatem idziemy po rade
do starszego brata. Ten mowi, ze moze porozmawiac¢
pdézniej, bo najpierw musi odéniezy¢ przed domem.
Wtedy doznajemy ol$nienia — aby rozwiaza¢ nasz
problem, wystarczy wyreczy¢ brata dzisiaj.

Proponujemy mu nastepujacy uklad: my dzisiaj
odsniezymy, a ta niespecjalnie satysfakcjonujaca
czynnosé jest dla nas warta —c. W zamian brat
odsniezy za nas za n dni, ale tylko jesli ztozymy prace
na konkurs. Brat oczywiscie sie zgadza, poniewaz nawet
jesli wierzy, ze prace zlozymy, to jednak niepracowanie
dzisiaj jest warte wiecej niz niepracowanie za n dni.

Tym samym znalezliSmy sie w sytuacji, w ktérej nasza
satysfakcja wyniesie U = a(1 — ¢) 4+ ¢" (b + ¢), jesli

od jutra zaczniemy pracowaé nad spisaniem pracy

na konkurs. Z punktu widzenia ,ja jutro” jedyna
zmiang jest to, ze wielkos¢ nagrody wzrosta o ¢, co
zwigksza nasze szanse na podjecie si¢ pracy jutro. Ta
zmiana o ¢ pozwala nam uniknaé porazki, jesli jesteSmy
odpowiednio blisko granicy porazka/prokrastynacja.
Maly kolorowy czworobok na rysunku |2, odpowiadajacy
tej sytuacji, nie siega do granicy porazka/tylko zadania,
poniewaz tam zysk z wejscia w kontrakt jest zbyt maly
w porownaniu do straty satysfakcji dzisiaj. Innymi
slowy, ¢ jest za duze (mimo ze juz zawiazany kontrakt
byltby skuteczny).

Jeszcze ciekawszy jest obszar nad granica
porazka/prokrastynacja — w przypadku celéw, ktore

nie maja zewnetrznie okreslonego terminu, mozemy taki
termin sami wyznaczy¢ i ,kupi¢” go u brata za c(a — ¢"™)
satysfakcji, wcigz dobrze wychodzac na takiej transakcji.
Zwyczajnie, ¢(a — ¢") moze by¢ male w poréwnaniu do
straconej satysfakcji wynikajacej ze stomianego zapatu.

Podsumowujac, w pewnym zakresie parametréw
mozemy zmusic¢ . ja jutro” do wspélpracy, o ile mamy
dostep do drugiej osoby, na ktérej mozemy polegaé
(nawet jesli ta osoba nie zachowuje sie altruistycznie).

1254
8
204 &: frustracja sukces
1201 = (prokrastynacja) (kontrakt)
=
2 11,51
=
S 11,01
~
E 10,5 1
é ’ frustracja
10,0 (porazka)
9,5 1
tylko zadania
9,0 T T T T
1,0 12 14 16 1.8

dzisiaj / jutro (a)

Rys. 2. Mapa optymalnych strategii dlan =7, ¢=0,31i¢g=0,9

Zapotrzebowanie na zobowigzania

Swiadomosé mozliwego konfliktu ze soba z przysztosci
pozwala wyjasni¢ (albo przynajmniej opowiedzieé

w ramach racjonalistycznej historii) wiele pozornie
nieracjonalnych sytuacji. Dlaczego prace dyplomowa
lepiej pisze sie w kawiarni odlegtej od domu? Dlaczego
zostawienie laptopa w pracy pomaga w odpoczynku? [I]

Zapotrzebowanie na zobowiazania, lub raczej brak
dostepu do narzedzi do jego zrealizowania, jest jednym
z wyjaénien pozornie nieracjonalnych zachowan

o bardziej wazkich konsekwencjach niz kolejna

godzina spedzona na scrollowaniu. Wtasnie za pomoca
dyskontowania niespdjnego czasowo Esther Duflo
(Nagroda Nobla w 2019 r.) wyjasnia zaskakujaco niskie
inwestycje w nawozy w Kenii (ktére maja oszolamiajace
stopy zwrotu, rzedu 50% rocznie). Te publikacje

(z niezwykle ciekawa strategia badawcza) bardzo
polecamy [2], nie tylko jako alternatywe dla spedzania
czasu z telefonem.
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Od razu wyjaéniam, bo nie jest to wiedza dla wiekszosci
7 nas oczywista, ze norma u kangura jest, podobnie jak
u cztowieka, pie¢ palcow. Niezwyktosé opisywanego
przypadku podkresli fakt, ze to drugi w historii
zarejestrowany przypadek polidaktylii u torbaczy.

palcami.

Polidaktylia, czyli nadmiarowa liczba palcow u zwierzat,
nie jest wcale bardzo rzadkim zjawiskiem. Najczesciej
dodatkowe sg palce skrajne — odpowiedniki naszego
kciuka i malego palca. Dotychczasowa wiedza wskazuje,
ze polidaktylie powodujg rézne zmiany genetyczne, stad
opisuje sie wiele jej wariantow. Czesto wystepuje ona
jako jedna z wielu cech zespoléw chorobowych o podlozu
genetycznym.

Wyjatkowy okaz kangura szarego zostal upolowany
przez legalnie dzialajacych mysliwych w Zachodniej
Australii. W trakcie oprawiania zwierzyny przypadek
uznano za interesujacy dla naukowcédw, dlatego odcigte
blisko nadgarstkéw tapy przestano do laboratorium
Medical, Molecular and Forensic Science Uniwersytetu
w Murdoch w Australii. Wyobrazam sobie, ze po otwarciu
przesytki naukowcy musieli zakrzyknaé: ,A gdzie reszta?!!”.
Bo chociaz jeden z dodatkowych palcéw raczej nie byt
funkcjonalny, drugi za to byl w pelni sprawny, mial
oddzielne miesnie i Sciggna. Niestety badacze nie mogli
ustali¢ jednoznacznie, czy duplikacji ulegty dwa rézne palce
lezace obok siebie, czy skrajny palec ulegt dwukrotnemu
powieleniu. Kazda z tych wersji wystepuje niezwykle rzadko
u innych zwierzat. Brak calego ciala kangura uniemozliwit
doktadne przebadanie uktadu miesni, Sciggien i nerwéw —
nie wiadomo, czy stopy zwierzecia mialty nadmierna liczbe
palcéw oraz czy inne szczegdly anatomiczne wskazywalyby
na zespot chorobowy, ktéremu towarzyszy polidaktylia.
Tajemnica zostala pozarta przez nieéwiadomych mysliwych.

Wiecej szczescia mial Ernest Hemingway, ktéry w 1930 roku
dostal podarunek od zaprzyjaznionego marynarza:

bialg kotke z wigksza niz u zwyktych kotéw liczba
palcéw. Fascynacja pisarza zjawiskowym zwierzeciem,
ktéremu nadal imie Sniezka, sprawila, ze do dzi$ koty

z polidaktylia nazywane sa kotami Hemingwaya. Muzeum
— dom z ogrodem pisarza na Key West na Florydzie
zamieszkuje okoto 60 pdtdziko zyjacych kotéw z polidaktylia,
prawdopodobnie potomkéw Sniezki.

Na statkach koty z polidaktylia mialy przynosi¢ szczedcie.
Ich niezwykte lapy dawaty im, wedtug opowiesci, dodatkowa
zrecznoS¢ we wspinaniu sie po linach i elementach
konstrukcyjnych statkow, gdzie wytapywaly uciazliwe
gryzonie. Uwaza sig, ze linia kotoéw szesciopalczastych
wywodzi sie z Bostonu, skad stopniowo rozprzestrzenialty
si¢ po wschodnim wybrzezu USA w miare tego, jak statki
handlowe z Bostonu zawijaty do kolejnych portéw ze swoimi
zwierzecymi pasazerami.

Polys znaczy ,,wiele”

Oktadke pisma ,,The Anatomical Record” z lipca 2021 roku ozdabia cos, co
przypomina cztery niewielkie owlosione jasnym futrem dlonie z czarnymi
zagietymi pazurami. Tematem wyr6znionej w ten sposéb pracy zamieszczonej
w numerze jest dokladna analiza dwéch lap kangura szarego (po angielsku

w tekscie artykulu nazywane ,hands” — rece), obu opatrzonych siedmioma

Polidaktylia wystepuje u zwierzat dzikich, ale takze tych
hodowanych przez ludzi, np. owiec, kréw, $§win, koni, kur,
kaczek, psow, kotow, swinek morskich, myszy i innych.
Niekiedy polidaktylia wpisana jest wrecz w ceche rasy,
np. u niektérych kur oraz pséw. Szpic Norsk Lundehund
uzywany byt do polowania na maskonury. Oprocz posiadania
szesciu palcéw psy te potrafia rozklada¢ przednie tapy na
boki i klaé¢ teb na plecach, wyginajac szyje w tyt o 180 stopni.
To sprawia, ze wspaniale wspinaja sie po skatach

i przeciskaja przez waskie, nawet pionowe szczeliny skalne.

U ludzi polidaktylia obejmuje cale spektrum wariantéw.
Wiecej niz pie¢ palcow moze wystepowac u jednej lub dwéch
dloni, jednej lub dwdbch stép, w niektérych przypadkach
iu stép i u dloni. Najczesciej dodatkowy palec pojawia
sie po zewnetrznej (od malego palca) lub wewnetrznej (od
kciuka) stronie. Rzadziej zdarzaja sie dodatkowe palce
wewnetrzne (miedzy palcami 112,213,314,415). Czasem
palce sg jedynie walcowatym fragmentem miekkich tkanek
zakonczonym paznokciem, bez kosci. Innym wariantem
jest palec z kosémi, ale bez stawéw. Na drugim koncu tego
spektrum znajduja sie w pelni wyksztalcone palce, majace
koéci i stawy, ruchome i sprawne.

Dotad zidentyfikowano 39 zmian genetycznych, ktore
skutkuja polidaktylia, z czego duza czes¢ jest jedna

z klinicznych manifestacji zespoléw chorobowych, np.
trisomii chromosomu 13 czy tez niedokrwistosci Fanconiego.

Czestos¢ wystepowania polidaktylii u ludzi jest wyzsza
niz mozna by sadzi¢, w zaleznosci od wariantu wystepuje
0,37 do 1,2 przypadkéw na 1000 urodzonych dzieci,

przy czym dwukrotnie czesciej u mezczyzn niz u kobiet.
Zmnaczne roznice obserwuje sie takze w grupach etnicznych.
U Afrykanéw bedzie to 10 razy czesciej niz u Europejezykow,
przy czym jest to zwykle duplikacja matego palca u dloni.
U rdzennych mieszkancéw Ameryk oraz Azjatéw dodatkowy
palec czesciej znajduje sie od strony kciuka.

Roéznorodnosé polidaktylii mozna ttumaczy¢ ztozonoscia
procesu ksztaltowania sie konczyn w rozwoju zarodka.
Zalezy on od wielu genéw, przy czym wazne jest nie tylko,
czy sa odczytywane, ale takze to, na jakim poziomie sie to
odbywa. Dodatkowe palce moga uposledza¢ ruch dloni czy
stop, moga by¢ zrédtem bolu i problemdw natury spotecznej
(niskiej samooceny, trudno$ci w nawigzywaniu relacji),
dlatego czesto sg chirurgicznie usuwane w dziecinstwie.
7 punktu widzenia teorii ewolucji polidaktylia moze by¢
jednak uznana nie tyle za chorobe, co réznorodnosé cech
czlowieka, i jest tak zwana ,,innowacja”, bo oto pojawia
sie co$ nowego, czego wiekszos¢ osobnikéw w populacji
nie posiada. W rzadkich przypadkach mozna uznaé, ze
dodatkowe palce daja wieksze mozliwosci.

Doktadne badanie dwéch oséb, matki i syna, obdarzonych
6 palcami opisane zostaly w ,Nature Communications”



w 2019 roku. Autorzy nawiazuja do pomystéw bioinzynierdw,
aby tworzy¢ dodatkowe, sztuczne czesci ciala czlowieka
i integrowaé je z ukladem nerwowym. Praca opisuje
osoby obdarzone wyjatkowym wariantem polidaktylii.
W materiatach filmowych mozemy oglada¢ testy, ktérym
poddani zostali badani. Dodatkowy palec znajduje sie

u nich miedzy kciukiem a palcem wskazujacym. Ma trzy
paliczki, staw zawiasowy laczacy z ko§émi srédrecza (taki
jak pozostale palce 2-5), jednak oprocz zwyklych ma takze
dodatkowy miesien, ktorego uktad i miejsca przyczepu
sa takie jak w kciuku. Z drugiej strony, kciuk badanych
0s6b ma (inny niz zwykle) staw kulisty panewkowy, ktéry
pozwala na wieksza jego ruchomosé.

Doktadne testy wykazaty, ze dodatkowe palce maja
swoje autonomicznie dzialajace Sciegna, mieénie i nerwy.
Okazalo sie, ze w korze moézgowej istnieje oddzielny obszar
bedacy reprezentacja dodatkowych palcow. Sprawnosc

i sita wszystkich palcéw byla wysoka, a w specjalnie
stworzonej grze komputerowej szesciopalczasci byli lepsi niz
pieciopalczasci. Badani byli tez w stanie zawigza¢ sznuréwki
u butéw jedng reka i lepiej radzili sobie z manipulacja
niewielkimi przedmiotami.

Pozostajac pod wrazeniem tych rewelacji, siegam

do kroétkiego filmu BBC, ktory przedstawia rodzing

Da Silva z Brazylii. Z dwudziestu szeSciorga jej cztonkéw
czternasdcioro ma po szes¢ palcéw u dloni. Chlopiec

w rekawicach jest bramkarzem i twierdzi, ze lepiej
chwyta pitke. Mala dziewczynka gra na pianinie i ma
wiegkszy zasigg palcow na klawiaturze. Wujek z piecioma
palcami biegajacymi po gryfie wygrywa gorace rytmy
na gitarze. Jedna z dojrzatych kobiet u manicurzystki
zartuje, ze moze nosi¢ wiecej pierscionkéw, i dodaje,

ze kiedy byla w kolejnych ciazach w trakcie USG
interesowala jg nie pleé¢ dziecka, ale czy bedzie mialo

6 palcow.

Czemu ogladasz co$ takiego? Pyta jedenastoletni Nikodem,
wpatrujac sie z ostupieniem w ekran mojego komputera,
kiedy ogladam siedmiopalczaste tapki kangura uchwycone
na zdjeciu rtg. Coz, zastanawiam sie. Ten kangur

nie uciekt przed mysliwym, ale by¢ moze gdzies jego
potomstwo odziedziczyto dar, a nie przeklenstwo, siedmiu
palcow?

Marta FIKUS-KRYNSKA

Polujac na neutrina, czyli z pamietnika fizyka

Dzien pierwszy

Joanna ZALIPSKA*

Rys. 1. Wnetrze detektora Super-Kamiokande czeSciowo wypelnionego
woda. Na wewnetrznych Sciankach detektora widaé¢ zamontowane
fotopowielacze. Na wodzie znajduje si¢ ptywajacy pomost
umozliwiajacy prace przy fotopowielaczach

Dzwoni budzik. Siédma rano. Budzi sie piegkny dzien
w Alpach Japonskich i zaczynam kolejny dzieri pracy
jako fizyk neutrin. Punktualnie 7:45 laczymy sie

z poprzednig szychta, odprawiamy sie w Kenkyu-to
(po japonsku to oznacza laboratorium) i jedziemy do
kopalni. Przed wjazdem do kopalni sprawdzamy, czy
system utrzymujacy niski poziom radonu naturalnie
wystepujacego w kopalni funkcjonuje poprawnie,

i pozostaje tylko wsias¢ do samochodu i wjechaé¢ do
tunelu. Wjezdzamy do wnetrza gory Ikenoyama. Po
okoto pieciu minutach jazdy ladujemy kilometr pod
ziemia i wchodzimy do naszego laboratorium, gdzie
znajduje sie jedna z najwiekszych na $wiecie putapek
na neutrina.

*Narodowe Centrum Badan Jadrowych, Departament Badan
Podstawowych, Zakltad Fizyki Wielkich Energii

Gigantyczny zbiornik w ksztalcie walca o Srednicy

i wysokosci 40 metréw miesci 50 kiloton ultra-czystej
wody. W tej to wodzie iskrza neutrina. Promieniowanie
Czerenkowa emitowane przez powstate w oddzialywaniu
miony, elektrony i piony rejestrowane jest przez

ponad 11 tysiecy detektoréw swiatla — fotopowielaczy
umieszczonych na $ciankach walca. Ten walec to
detektor zwany Super-Kamiokande (rys. 1). O tym,

jak Super-Kamiokande rejestruje promieniowanie
Czerenkowa, dowiesz sie z rozdzialu na konicu artykutu.

Jestesmy w kopalni, zeby monitorowa¢ dzialanie naszego
detektora. Robimy dzienny obchéd i sprawdzamy,

czy system wodny nie przecieka, czy klimatyzacja

w pomieszczeniach z elektronikg dobrze dziata i czy

w elektronice zbierajacej sygnaly z fotopowielaczy nic sig
nie popsulo w ciagu nocy. Nastepnie pozostaje 8 godzin
dyzuru i monitorowania pracy detektora zbierajacego
dane — czyli tapania neutrin.

Co to sa te neutrina i skad si¢ biora? Neutrino

jest czastka elementarna. Mamy ich trzy: neutrino
elektronowe, neutrino mionowe i neutrino taonowe

(Ve, Yy, V). Neutrino elektronowe jest neutralnym, czyli
o tadunku elektrycznym réwnym zero, towarzyszem
elektronu w grupie czastek zwanych leptonami. Do
leptonéw nalezy rowniez cigzszy brat elektronu —

mion ze swoim neutralnym towarzyszem neutrinem
mionowym, oraz lepton tau z neutrinem taonowym.
Neutrina bardzo licznie wystepuja w otaczajacym nas
Swiecie. Produkuje je na przyktad Storice, i kazda inna
gwiazda, w reakcjach termojadrowych. W wyniku tych
reakcji powstaja neutrina elektronowe. Sa one do$¢ nisko



Primary Cosmic Rays

Rys. 2. Kaskada czastek powstala po
zderzeniu protonu promieniowania
kosmicznego z czgstkami w atmosferze
Ziemi

Rys. 3. Zdjecie Stonca wykonane za
pomoca detektora neutrin
Super-Kamiokande, ktéry je zarejestrowal

Rys. 4. Schemat neutrina emitujacego
promieniowanie Czerenkowa w detektorze
Super-Kamiokande, przypadki dla
elektronu (na goérze) i mionu (na dole).
Detektor ma ksztalt walca, rysunek
przedstawia rzut na plaszczyzne

energetyczne, bo maja energie zaledwie od kilku eV do 18 MeV. Neutrina powstaja
rowniez w procesach zachodzacych w kaskadach utworzonych po zderzeniu
pierwotnego promieniowania kosmicznego, gléwnie protonéw, z atomami tlenu

i azotu w atmosferze ziemskiej (rys. 2). W procesach tych powstaja neutrina
mionowe i elektronowe w stosunku okoto v,:v, = 2:1, a ich energia wynosi od MeV
do TeV. Podsumowujac, neutrina bardzo licznie wypelniaja Wszech§wiat, a naszym
zadaniem jest je badaé¢ w detektorze Super-Kamiokande.

Przypomnijmy, ze siedze na szychcie w kopalni, na glebokosci okolo jednego
kilometra pod gora w Japonii, wiec jak te neutrina dostaja sie¢ tak gteboko? Dla
nich to nie problem. Neutrina podlegaja tylko oddzialywaniom stabym, dlatego
materia jest dla nich praktycznie przezroczysta. Wiekszo$¢ neutrin docierajacych
do nas ze Stonca badz tych wyprodukowanych w atmosferze Ziemi przenika nie
tylko przez kilometr gory nad detektorem, ale potrafi przeniknaé przez cala kule
ziemska.

Skoro neutrina przenikajg przez Ziemie, to oznacza, ze przenikaja réwniez przez nas.
Caly czas jesteSmy bombardowani zaréwno przez neutrina pochodzace ze Stonca, jak
i te powstale w atmosferze ziemskiej (oraz pochodzace z innych Zrédet). Szacunkowo
w czlowieku w ciagu jego zycia bedzie mialo miejsce jedno oddzialywanie neutrina
atmosferycznego. Aby je zatrzymaé, na ich drodze trzeba by postawié¢ blok otowiu
o gruboséci 3 lat $wietlnych, czyli 200 000 razy wigcej niz odleglto$¢ pomiedzy Ziemia
i Storicem. Neutrino nazywa sie czasem czastka duchem, méwi sie tez o nich, ze
sg ulotne. Niemiecki fizyk Wolfgang Pauli zapostulowal istnienie neutrina w 1930
roku. Przewidywal, ze czastka ta nie ma ladunku, ma zerowa mase i w ogdle nie
oddzialuje z materia. W liscie do towarzystwa fizycznego napisal, ze zrobit co$
strasznego, przewidujac istnienie czastki, ktérej nikt nigdy nie bedzie w stanie
zaobserwowac. Na cale szczescie mylil sie w tej kwestii. W roku 1956 amerykanscy
fizycy Frederick Reines i Clyde Cowan zarejestrowali oddzialywanie neutrin, ktére
powstaly w reaktorze jadrowym.

Wré6émy do neutrin w naszej kopalni, gdzie Stonca przez 8 godzin dyzuru nie
zobaczymy. .. czy na pewno? Nie mamy watpliwosci, ze $§wiatto sloneczne
do wnetrza géry nie dociera, ale neutrina przeciez przenikajg przez materie.
I jestedmy je w stanie rejestrowaé¢ w naszej wodnej pulapce. Zdjecie Stonca
wykonane z wnetrza kopalni poprzez rejestracje neutrin przedstawia nam
rysunek 3. A jednak daje si¢ zobaczy¢ Stonice pod ziemia!

Jak detektor Super-Kamiokande rejestruje promieniowanie
Czerenkowa?

Najprostszym procesem oddzialywania neutrina z woda jest oddziatywanie
dwucialowe quasielastyczne. Neutrino mionowe oddzialuje z neutronem (n)

w jadrze tlenu, w wyniku czego powstaja proton (p) oraz mion (u): v,+ n —
p + . Jesli mion porusza sie z predkoscia wigksza niz predkosé $wiatta w danym
o$rodku, u nas: w wodzie, to emituje on promieniowanie Czerenkowa. Minimalny
ped czastki na emisje swiatta Czerenkowa zalezy od masy czastki — dla elektronu
wynosi on 0,57 MeV/c, a dla mionu 118 MeV /c. Charakterystyczne dla $wiatla
Czerenkowa jest to, ze promienie tworza stozek wokél toru poruszajacej sie

w wodzie czastki. Kat rozwarcia stozka Czerenkowa, 6., mozna wyliczy¢, znajac
wspoétezynnik zatamania Swiatta wody, n = 1,34, oraz predkos$é czastki: v = 5 - ¢,
i bedzie to cosf. = 1/npB. Dla czastek relatywistycznych, gdy v jest bliskie
predkosci $wiatta (8 jest bliskie 1), kat rozwarcia stozka 6. wynosi 42°.

Swiatlo od poruszajacego sic w wodzie mionu tworzy na $cianach detektora
pierscien. Tak samo zachowuje si¢ elektron pochodzacy z oddzialywania
neutrina elektronowego. Tworzy pierscien, tyle ze ma on inny brzeg, poniewaz
elektron wywotuje w detektorze kaskade. Widaé¢ to na rysunku 4. Algorytmy
rekonstrukcyjne sa w stanie rozréznic¢ pierscienie pochodzace od mionu

i elektronu. Dzigki temu mozemy stwierdzi¢, czy w detektorze oddzialywalo
neutrino mionowe, czy tez elektronowe. Algorytmy rekonstrukcyjne potrafia
réwniez odréznié kierunek, z jakiego zarejestrowano mion/elektron, a co za tym
idzie — kierunek, z ktérego przyszto neutrino. Mozemy w ten sposéb stwierdzié,
czy neutrino przyszlo do nas z gory, czy z dotu detektora, albo z dowolnego
innego kierunku.
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ktualnosci (nie tylko) fizyczne

Upadte koty

Jak powszechnie wiadomo, koty, niezaleznie od wysokosci, z jakiej spadaja,
podczas lotu potrafia obrocié sie w powietrzu, dzieki czemu zawsze laduja

na tapach.

Dlaczego tak jest? Tym pytaniem na powaznie fizycy
zainteresowali si¢ w pierwszej polowie XIX wieku. Jednym
z wielkich uczonych badajacych ten z pozoru banalny
problem byl — znany ze sformulowania podstawowych
rownan elektrodynamiki — James Clark Maxwell. Maxwell
zauwazyl, ze duzo trudniej kotu obréci¢ sie przy upadku
z malej wysokosci, a jego eksperymenty wykazaty

w istocie, ze graniczna wysoko$¢, ponizej ktorej kot upada
(na 16zko!), nie zdazywszy sie obrécié, wynosi okolo pieciu
centymetréw.

W 1870 roku w liscie do zony Maxwell dementowal rozpowszechnione
na Uniwersytecie w Cambridge stare plotki, ze w celu zgromadzenia
danych doswiadczalnych rzucal kotami z wysokosci pierwszego pigtra.
Nie da si¢ ukry¢, ze istniala studencka gra, polegajaca na
prébach wyrzucenia kota z okna tak, by nie wyladowal na
lapach. Studenci zastanawiali sie, jak mozna wyjasni¢ te
zdolnoé¢ zwierzecia i jak ja opisa¢ réwnaniami. W tamtych
czasach wierzono, ze koty po prostu odpychaja sie od reki
upuszczajacego je czlowieka, dzieki czemu sa w stanie
sie obrécié (fizyk powiedzialby: uzyskuja na poczatku
ruchu niezerowy moment pedu). Chociaz zagadnienie
spadajacego kota nie wydawalo sie wielkim wyzwaniem,
Maxwell zainteresowal si¢ jednak nieco powazniej tym
problemem i w 1857 roku zaprojektowal demonstracyjny
baczek posiadajacy dziewieé $rub na korpusie i ruchoma
»glowke”.

Dopiero pod koniec XIX wieku Etienne-Jules Marey
przygotowal dla spadajacych kotéow eksperyment

z uzyciem chronofotografu, dzieki czemu udowodnil, ze
koty zaczynaja ruch bez obrotu, a wykonuja go dopiero
w potowie spadku (,,Nature”, 1894). Bylo to zadziwiajace
dla fizykow, bo sugerowalo, ze koty rozpoczynaja obrot
w czasie upadku. Nie zgadzaloby sie to jednak z prawami
dynamiki Newtona, ktére orzekaja, ze w uktadzie
izolowanym, za jaki mozna uznaé¢ spadajacego kota, musi
by¢ spelniona zasada zachowania momentu pedu, i kot nie
moze zaczal obracaé sie sam z siebie.

Przez wiele dekad uznawano réwniez, ze ogon (stanowiacy
typowo okoto 3% masy kota, ale mogacy si¢ szybko
poruszad) jest bardzo pomocny lub wrecz niezbedny

w calym procesie obrotu. Teoria ta zostala jednak obalona,
gdy brytyjski fizjolog D. A. McDonald przeprowadzit
eksperymenty na bezogoniastych kotach rasy ,,rumpy”

i udowodnit, ze brak ogona nie uniemozliwia kotom
samoistnego obracania sig.

Problem spadajacego kota wyjasniono dopiero w 1969 roku
(wezesniej, w 1935 roku, Rademaker i Ter Braak

zaproponowali uproszczone rozwiazanie). Odpowiadali
za to pracujacy dla NASA T. R. Kane oraz M. P. Scher.
Problemem zajeli sie w ramach szerszych badan, ktérych
celem miato by¢ przygotowanie astronautéw do poruszania
sie w stanie niewazkosci. Zaproponowali oni model kota
jako pary walcow tworzacych przednia i tylng czesé kota,
polaczonych elastycznym kregostupem. Przyjrzyjmy sie
zatem temu modelowi.

Kregostup kota jest wygiety, jednak pomiedzy réznymi
jego czesciami nie dochodzi do wzajemnego skrecania.
Kregostup przechodzi przez kolejne etapy ruchu: od
wygiecia do przodu do zgiecia bocznego, nastepnie do
wygiecia w tyl, ponownego zgiecia bocznego i ostatecznie
powrotu do poczatkowego wygiecia. Stopien wygiecia
tylnej czesci kregoshupa jest znacznie mniejszy niz wygiecie
przedniej czeséei. Kluczowe etapy ruchu to: 1) Zgiecie

w polowie ciata — dzieki temu przednia potowa ciala
obraca si¢ woko! innej osi niz tylna; 2) Cofniecie przednich
tap — zmniejsza moment bezwladnosci przedniej czesci
ciala, a jednoczesnie wyprostowanie tylnych ltap zwigksza
moment bezwladnosci tylnej czesci ciata. W efekcie kot
moze obrocié przednia czes¢ ciata o okoto 90°, podczas
gdy tylna czesé obraca sie w przeciwnym kierunku jedynie
o okolo 10°; 3) Wyprostowanie przednich lap i cofnigcie
tylnych — umozliwia dalszy obrét tylnej czesci ciala,
przy jednoczesnym niewielkim obrocie przedniej czesci
w przeciwnym kierunku. W zaleznoéci od elastycznosci
kota oraz jego poczatkowego momentu pedu, jesli w ogéle
wystepuje, moze by¢ konieczne kilkukrotne powtoérzenie
krokow 2 i 3, aby w pelni obrécié¢ cialo o 180°.

Nie byto to ostatnie stowo mechaniki kotéw. W 1993 roku
Montgomery zaproponowal bardziej ztozong teorie
opisujaca dynamike tego ruchu, a badania nad zdolnoscia
kotéw do spadania na cztery tapy znalazly zastosowanie
nie tylko w astronautyce, ale tez w teorii sterowania

— kot w locie jest bowiem $wietnym przyktadem tzw.
uktadu nieholonomicznego, czyli uktadu ze zlozonymi
ograniczeniami miedzy réznymi parametrami zaleznymi
od tempa zmian tych parametrow.

Mechanika kota okazuje sie znacznie bardziej zlozona, niz
wskazywalyby na to codzienna statyka lezenia na ludzkich
kolanach i dynamika biegu do miski podczas karmienia.
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Henry J. S. Smith (1826-1883),
matematyk irlandzki, od 1860 roku
zajmowal stanowisko Savilian Professor
of Geometry w Oksfordzie

Georg F. L. P. Cantor (1845-1918),
matematyk niemiecki, profesor
Uniwersytetu w Halle, twérca teorii
mnogosci

Zbiory, ktore przedstawimy w niniejszym artykule, sg jednymi z najbardziej
niezwyktych. Pojawiaja si¢ w wielu fragmentach wspdlczesnej matematyki.
Dzigki nim lepiej rozumiemy skomplikowang strukture zbioru liczb rzeczywistych
oraz plaszczyzny euklidesowej. Nie mozna wykluczyé, ze zbiory te wciaz
skrywaja wlasnoéci, ktore czekaja na swoich odkrywcéw.

W 1875 roku irlandzki matematyk Henry Smith w pracy [1] wykazal, ze
ograniczona funkcja rzeczywista bedzie calkowalna w sensie Riemanna ,[nawet,
gdy jej punkty nieciaglosci] beda istnie¢ w nieskoriczonej liczbie w skoniczonym
przedziale bez wypelnienia jakiejkolwiek czesci tego przedziatu”. Ten opis moze
nam si¢ wydaé¢ odrobine dziwny, ale prosze zauwazy¢, ze powstal on w czasach,
gdy nie istniata ani teoria mnogosci, ani topologia, ani teoria miary, jakie znamy
dzisiaj. Mimo to jest on zadziwiajaco zgodny z dzisiejszym stanem wiedzy, ktéry
podsumowuje ponizszy wynik.

Twierdzenie 1. Funkcja ograniczona w przedziale domknietym f: A - R, A CR,
jest catkowalna w sensie Riemanna w tym przedziale wtedy i tylko witedy, gdy
zbior jej punktow niecigglosci ma miare Lebesgue’a réowng zero.

Trafnos¢ sformutowania Smitha jeszcze lepiej wida¢, gdy spojrzymy na podane
przez niego przyktady zbioru punktéw, ktére ,moga istnie¢ w nieskonczonej
liczbie w skonczonym przedziale bez wypelnienia jakiejkolwiek czesci tego
przedziatu”.

Przyktad 1 (Smith, 1875). Niech m bedzie dowolna liczba calkowita wigksza
od 2. Podzielmy przedzial [0, 1] na m réwnych przedzialéw i usuiimy ostatni
segment (,segment” to taki przedzial, ze to, co zostaje po jego usunieciu, jest
zbiorem domknietym). Kazdy z pozostalych m — 1 przedzialéw podzielmy na
m réwnych przedzialéw i usuriimy ostatni segment z kazdego z nich (rys. 1).

So

S1 + l

Sa + ‘ ‘ +

S ———{——— e

Sy o o o oo
Rys. 1. Pierwsze etapy konstrukcji Smitha dla m = 3

Jezeli ta operacja bedzie kontynuowana w nieskoniczono$é, to otrzymamy
domknigty zbiér S o nieskonczonej liczbie punktow, ktéry nie wypelnia
jakiejkolwiek czesci przedziatu [0, 1]. Laczna dlugosé przedziatéw, jakie pozostaja
po k-tym kroku konstrukcji, jest réwna (mT_l)k i dazy do 0, gdy k — oo.
Jednoczes$nie po k krokach konstrukeji dlugosé usunietych przedzialow jest

m—1

rowna 1 — (T)k idazy do 1, gdy k — oco. Zbiér S nazywamy zbiorem Smitha.

Opisana konstrukcja Smitha to jeden z najwczesniejszych opublikowanych
przyktadéw zbioru fraktalnego (samopodobnego) utworzonego rekurencyjnie!

Przejdzmy do oméwienia tytutowego zbioru Cantora. W latach 1879-1884
matematyk niemiecki Georg Cantor badal topologiczne wlasnosci podzbioréw
zbioru liczb rzeczywistych. W pracy [2], bez wskazania motywacji, podat
przyktad zbioru doskonalego i nigdziegestego (to dla purystéw, bo dalszy tekst
nie wymaga znajomosci tych pojed).

Przykltad 2 (Cantor, 1883). Zbiér liczb postaci

oo

C = {xeR:x:Z;, gdzie ¢; € {0,2}},
i=1

nazywamy zbiorem Cantora.

Zbiér Cantora tworza zatem te liczby z przedziatu [0, 1], ktére mozna zapisaé
w systemie tréjkowym w postaci nieskonczonego rozwiniecia przy uzyciu tylko
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Myslimy tutaj o przypisaniu do liczby
(0,c1¢2¢3 . .. )3 granicy ciaggu punktéw
przypisanych do liczb (0,¢1)3, (0,c1¢2)3,
(0,c1c2ce3)3 itd., gdzie ¢; € {0,2}. W ten
sposéb wykorzystujemy fakt, ze zbiér C
jest domknigty (jako zbiér doskonaly).

Warto tutaj zaznaczyé, ze nieznacznie
modyfikujac te konstrukcje, mozemy
otrzymadé zbiér o ,dtugosci” dodatniej:
mogliby$my na przyklad w n-tym etapie
konstrukcji zabieraé ze srodka kazdego

z aktualnych odcinkéw 1/4™ jego diugosci.

Otrzymany w ten sposéb tzw. tlusty
zbior Cantora réwniez ,nie wypelnia
jakiejkolwiek czesci przedziatu”, nie
spelnia jednak warunkéw Twierdzenia 1.

Podobnie do zbioru Cantora nalezy
oo

T = Z %, gdzie cyfra 2 wystepuje na
i=1
miejscach ¢! po przecinku.

cyfr 0 lub 2. Nalezy przy tym pamietac¢, ze np. % e€C, bo % = (0,0222...)3, a nie
tylko § = (0,1)s.

Zauwazmy teraz, ze w rozwinieciu = (0,c1c2¢3 ... )3,
jezeli ¢y =0, to x € [0, %],

jezelic; =2,tox € [%, 1],

jezelicp =01 ¢ =0, to x € [0, §],
jezelic; =0ico =2, tox € [2,1],
jezelicy =21ie =0, toz € [2, 1],
jezeli ¢cp =21 ¢ =2, to x € [§,1] itd.

Poniewaz prawdziwe sa réwniez implikacje odwrotne, wiec zbiér Cantora
mozemy opisaé geometrycznie: podzielmy przedzial [0, 1] na trzy réwne
przedzialy i usunmy otwarty przedzial srodkowy. Kazdy z pozostatych
przedzialéw podzielmy na trzy réwne przedzialy i z kazdego takiego podziatu
usunmy otwarty przedzial sSrodkowy. Jezeli ta operacja bedzie kontynuowana
w nieskoniczonosé, to otrzymamy w przedziale [0, 1] domkniety zbiér C (rys. 2).

Co

C1

Ca

c JR— JR— JR— JR— JR— J——

3 Lanamen | Lanamen | Lanamen | Lanamen | Lanamen | Lunaman |

C ol - - - - - bl bl ot
4 ™1 =1 =1 =1 =1 =1 ™ &1 ™

Rys. 2. Pierwsze etapy geometrycznej konstrukcji zbioru Cantora

Podobnie jak w przykladzie 1, ,dlugosé” (w dzisiejszym jezyku:
Cantora jest réwna 0.

miara) zbioru

Poréwnujac geometryczne konstrukcje zbioru Smitha (dla m = 3) i zbioru Cantora,

stwierdzamy, ze
o0

— . J— Sl
s={eeria-} 3
i=1
Przy prébie rysowania przyblizen zbioru Cantora widzimy jedynie wymierne
konce wybranych przedziatow, ktérych jest przeliczalnie wiele. Czy w zbiorze
Cantora sa inne liczby? Pokazemy (dwoma sposobami), ze i € C, cho¢ nie jest
konicem jakiegokolwiek przedzialu z konstrukeji zbioru Cantora.

gdzie siE{O,l}} i2-8§=C¢C.

Sposéb 1. Punkty xq = %, Ty = % — %, T3 = % — % + % itd. sa koncami

przedzialéw w konstrukeji zbioru Cantora, wiec naleza do zbioru C. Jednoczesnie

(%) - (%)2 + (%)3 — = i, wiec i € C, bo zbidér C jest domkniety.
Sposéb 2. Z definicji zbioru Cantora = = (0,020202...)s € C. Poniewaz
x_3+3+3+ —i2+ 3-1-3-1- —1(2—1-;10)
32 3 36 R 323 )9 ’

Twérca teorii mnogosci wiedzial, ze zbiér M wszystkich nieskonczonych ciagow
utworzonych z 0 lub 1 jest nieprzeliczalny, to znaczy nie da sie utworzy¢ ciagu
zlozonego z wszystkich jego elementdw.

Uzasadnienie jest latwe. Zalézmy, ze wszystkie elementy zbioru M (bedace
ciagami) zostaly ponumerowane liczbami naturalnymi (zostaly ustawione

w ciag): My = {m}}2,, My = {m?}2,, ... Tworzymy nowy ciag T = {t;}°,
ktéry na i-tym miejscu rézni sie od ciagu M;, przyjmujac, ze jesli m! = 0, to

ti =1, ajedli mi =1, to t; = 0. Wtedy ciag T nalezy do M (bo zbudowany jest
z01lub 1) i T # M; dla kazdego i = 1,2,... Jest to sprzeczne z zalozeniem, ze
wszystkie elementy zbioru M zostaly ponumerowane liczbami naturalnymi, wiec
M jest zbiorem nieprzeliczalnym.

7 poczynionych obserwacji wynikaja nastepujace stwierdzenia.
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Twierdzenie 2:

(1) Zbior Smitha ma tyle samo elementéw co zbior
Cantora (réwnoliczno$é ustala funkeja mnozenia

przez 2, czyli

S> (0,515283 Ce )3 — (0,610263 Ce )3 < C,
gdzie s; € {0,1} i ¢; = 2s; dla kazdego i = 1,2,...);
(2) Zbiér Smitha (zbidr Cantora) jest nieprzeliczalny.

Stwierdzenie (2) mozemy wzmocnié, wykazujac, ze

przeksztalcenie e
(&5
F((O0ereacs .. )s) = 5 ; =3

odwzorowuje w sposob ciggly zbiér Cantora C na przedzial
[0,1]. Wynika sted, ze zbidr C ma nie mniej elementdw
niz jego obraz f(C) = [0,1]. Poniewaz C C [0,1], wiec

gdzie ¢; € {0,2},

w calym przedziale [0, 1], i na dodatek wszystkie one
mieszczg sie na ,odcinku” zerowej dhugoéci! Doprawdy
niewiarygodne, jak matematyka potrafi zaskoczy¢ nasza
intuicje i poruszy¢ wyobraznie.

Jakby tego bylo malo, okazuje sie, ze ten ,maly” zbiér
moze tworzy¢ zaskakujaco duze zbiory, na przyktad

C+C={z+y:z,yeC}=10,2].

Uzasadnienie jest nastepujace. Poniewaz C C [0, 1],
wiec oczywiscie C + C C [0,2]. Aby wykazaé zawieranie
przeciwne, ustalmy liczbe t € [0, 2]. Musimy wskazaé
dwie liczby b,d € C takie, ze b+ d = t. Zauwazmy, ze jesli
Cr=1[0,4]U[2,1], to {z+y:z,y € C1} = [0,2]. Powody
wyjasnia rysunek 3 (to jedna z mozliwych realizacji).

zbior Cantora ma tyle samo elementéw co przedzial [0, 1]. ‘ L E+a 1+ A 24+B 1+ B
. L . . ! ! ! ’ : !
Zatem wigkszosci liczb ze zbioru Cantora (zbioru 0 A i 2 B 1 5 3 2

Smitha) nie widzimy (!), choé¢ jest ich tak duzo jak

W przestrzeni euklidesowej R zbiér A jest
zwarty, gdy z kazdego ciagu punktéw
zbioru A mozna wybraé¢ podciag zbiezny
do elementu zbioru A (lub réwnowaznie,
gdy zbiér A jest domkniety

i ograniczony).

Wymiar fraktalny Hausdorffa zbioru
Cantora jest réwny

dimy (C) = }%; ~ 0,63 <1,

a dimg ([0,1]) = 1. Czym sg wigc zbiory
o wymiarze dodatnim, ale mniejszym od
jednoéci? Czy zbiér Cantora (Smitha) to
jeszcze linia?

Rys. 3. Pierwsze etapy geometrycznej konstrukcji zbioru Cantora

Zatem istnieja liczby by, d; € C1 takie, ze by + di = t. Analogicznie, jesli
Co=1[0,5]U[2,3]U[2,T]1U[3,1], to {z +y:x,y € Co} = [0,2]. Istnieja wiec
liczby by, ds € C5 takie, ze by + dy = t. Kontynuujac to postepowanie, mozemy
dla kazdego i znalez¢ liczby b;,d; € C; takie, ze b; + d; = t. Oczywiscie ciagi
{b:}32,,{d;}$2, zawieraja sie w C, wiec korzystajac ze zwartosci zbioru C,
mozemy uzasadnié istnienie podciagéw {b;, }22,, {di, } 7> ,, ktére sa zbiezne do
liczb b,d € C, odpowiednio. Poniewaz przechodzenie do granicy zachowuje operacje
dodawania, wiec przechodzac z k — oo w réwnaniu b;, + d;, = t, otrzymujemy
b+ d=t. Zatem [0,2] C C + C, co koniczy uzasadnienie. Podobnie mogliby$my
réwniez pokazaé, ze C — C = [—1, 1].

Obserwacje te moga stanowié¢ naturalny punkt wyjscia do rozwazan nad

miara, kategorig i wymiarem zbioréw, i de facto staly sie impulsem do rozwoju
tych teorii na przetomie XIX i XX wieku. Problematyka ta jest jeszcze lepiej
widoczna na tle uwagi Smitha z pracy [1]: ,rozwazajac dla uproszczenia
przypadek dwdch wymiaréw, zauwazmy, ze [skoficzony przedzial (czyli
prostokat) calkowania] moze nie tylko zawiera¢ punkty nieciagtosci o skorniczonej
lub nieskoniczonej liczbie, ale moze by¢ takze przeciety krzywymi nieciaglosci
(...), nawet gdy catkowita dlugosé krzywych nieciaglosci jest nieskoriczona, [bez
wypelnienia jakiejkolwiek czesci przedzialu calkowania]”.

Mozemy spekulowacé, ze Smith, zanim wyrazil te mysl, wyobrazil sobie
dwuwymiarows wersje konstrukeji z przyktadu 1 (dla m = 3). Kwadrat
jednostkowy [0,1]? dzielimy na 9 przystajacych kwadratéw i usuwamy kwadrat
(segment) w prawym dolnym rogu. Kazdy z 8 pozostalych kwadratéw dzielimy
na 9 przystajacych kwadratéow i w kazdym z nich usuwamy kwadrat (segment)
w prawym dolnym rogu. Dla pozostatych 64 kwadratéw operacje powtarzamy.
Kontynuujac te operacje w nieskonczonosé, otrzymamy zbiér, ktéry ,nie
wypelnia jakiejkolwiek czeéci kwadratu [0, 1]2”. Pole pozostale w k-tym kroku
konstrukcji jest réwne (%)k i dazy do 0, gdy k — oo (rys. 4).

'R R
. .. .

g

'R R

EHaatet
T .

Rys. 4. Pierwsza, druga i czwarta iteracja konstrukcji plaskiego zbioru Smitha dla (m = 3)
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Wymiar fraktalny Hausdorffa zbioru
Smitha S3 jest réwny

dimp (Ss) = }g—;‘ ~ 1,89 < 2,

a dimg ([0, 1]%) = 2. Czym sa wigc zbiory
o wymiarze wigkszym od jednosci, ale
mniejszym od dwéch? Czy to, co
otrzymali$my, to jeszcze powierzchnia?

Wymiar fraktalny Hausdorffa tréjkata
Sierpinskiego T jest réwny

dimy (T) = {£5 ~ 1,58 < 2.

i Zadania

Rozwigzania na str. |24

Dodatkowo prawa dolna granica powstatego zbioru jest wersja krzywej ptatka
$niegu (o nieskoniczonej dlugosci) opublikowanej przez Helge von Kocha
w 1904 roku.

Patrzac na opisane w artykule konstrukcje, nabieramy szacunku do pozornie
prostych pytan: co to jest linia? co to jest powierzchnia? OdpowiedZ na kazde
z nich. .. wcale nie jest latwa!

I na koniec ciekawostka. Jesli wyzej opisana ptaska konstrukcje Smitha
wykonamy dla m = 2, to otrzymamy. .. wersje tréjkata Sierpinskiego (1), ktory

zostal opublikowany w 1915 roku (rys. 5).
TR

Rys. 5. Druga, czwarta i szésta iteracja konstrukeji ptaskiego zbioru Smitha dla (m = 2)

Ale w 1875 roku Wactawa Sierpiniskiego nie bylo jeszcze na $wiecie! Ach, co by
to byto, gdyby Smith mial komputer. ..

Literatura

[1] H.J.S. Smith, ,,On the integration of discontinuous functions”, Proc. London Math. Soc. (1)
6 (1875), 140-153.

[2] G. Cantor, ,Uber unendliche lineare Punktmannichfaltigkeiten”, V, Math. Ann. 21 (1883),
545-591.

Przygotowat Dominik BUREK

M 1810. Na szachownicy o wymiarach 8 x 8 ustawiono osiem wiez tak, aby
zadne dwie wieze nie atakowaly sie wzajemnie. Pola szachownicy sa rozdzielone
pomiedzy wieze w nastepujacy sposob: kazde pole nalezy do najblizszej
atakujacej je wiezy (przyjmujemy przy tym, ze wieza atakuje tez pole, na
ktérym sie znajduje). W przypadku gdy dwie atakujace dane pole wieze sa

w réwnej odleglosci od niego, kazda z nich posiada polowe pola. Udowodnié,

ze dla kazdej wiezy calkowita powierzchnia posiadanych przez nig pél jest taka
sama.

M 1811. W czworokacie wypukltym ABCD boki AB i CD sg réwnej dhugoéci,
a punkty M i N sa srodkami AD i BC. Symetralna odcinka M N przecina boki
AB i CD, odpowiednio, w punktach P i Q. Udowodnié¢, ze AP = CQ.

M 1812. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f: R — R takie, ze dla dowolnych liczb
rzeczywistych x, y spelniona jest rownosé

(+1)f(yf(2) = yf(z(y +1)).
Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1115. Dwie jednakowe, wykonane z dielektryka kulki, o promieniu r kazda,
umieszczono w odleglosci R od siebie, przy czym R > r. Na jedna z nich
wprowadzono tadunek ¢. Nastepnie odleglo$¢ miedzy kulkami zwigkszono k razy.
Jaki tadunek, @, nalezy wprowadzi¢ na jedna z nich po rozsunieciu, aby sita,

z jaka na siebie oddzialuja, byla w obu przypadkach taka sama?

F 1116. Ponizej jakiej dlugosci fale dzwickowe w gazie podlegaja silnemu
ttumieniu?
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* Dyrektor oddzialu Matematyka
Olimpijska w Salam Schools Complex,
Teheran, Iran
Instytut Matematyki i Informatyki,
Butlgarska Akademia Nauk, Sofia

Przez nwd(z, y) oznaczamy oczywiscie
najwiekszy wspolny dzielnik
liczb x oraz y.

Istnieje nieskonczenie wiele liczb
pierwszych dajacych reszte 2 z dzielenia
przez 3, co nietrudno wywnioskowaé

z faktu, ze kazda liczba dajaca reszte 2
z dzielenia przez 3 musi mieé¢ dzielnik
pierwszy o tej wlasnosci.

‘W ogéblnej sytuacji kwestie tego typu
rozstrzyga twierdzenie Dirichleta: dla
wzglednie pierwszych r i d istnieje
nieskoniczenie wiele liczb pierwszych
dajacych reszte r z dzielenia przez d.

Polecamy Czytelnikowi zastanowienie si¢
nad tym, dlaczego w tym rozwigzaniu nie
mogliby$my rozwazy¢ liczby 2K

zamiast 3%,

Konstrukcje w zadaniach z teorii liczb
Navid SAFAET*

Jak to? Przeciez zadania konstrukcyjne dotycza geometrii! To prawda, ale

nie o zastosowaniu cyrkla i linijki bedzie tu mowa. Naszym zadaniem bedzie
konstruowanie przyktadéw, a czesto nawet nieskonczonego zbioru przyktadow,
dla pytan natury teorioliczbowej. Inspiracja do napisania tego tekstu bylo drugie
zadanie z ubieglorocznej Miedzynarodowej Olimpiady Matematycznej (IMO).

Zadanie 1 (IMO 2024, Problem 2). Wyznaczy¢ wszystkie pary (a,b) liczb
calkowitych dodatnich, dla ktorych istnieja takie liczby catkowite dodatnie g
iN, ze

nwd(a” +b,0" +a) =g
dla wszystkich n > N.

Nietrudno przekonac sie, ze a = b = 1 spelniaja powyzszy warunek. Czy istnieja
jednak inne przyklady? Okazuje sie, ze nie, co mozna uzasadni¢, powolujac sie
na to, ze pewien powigzany problem ma nieskoriczenie wiele rozwigzan. I wlasnie
tego typu zagadnieniom przyjrzymy sie ponizej (przy okazji rozwiazujac
powyzsze zadanie z IMO). Do dziela!

Zadanie 2. Niech N bedzie dana liczba catkowita dodatnia. Udowodnij, ze
istnieja parami wzglednie pierwsze liczby catkowite dodatnie a,b,c > N, takie ze
liczby a 4 b+ ¢ oraz ab + bc + ac maja te same dzielniki pierwsze.

Rozwigzanie. Pokazemy, jak skonstruowaé¢ dowolnie duze liczby a, b, ¢ takie, ze

ab+ac+bc

at+bt+c

dla pewnej liczby catkowitej dodatniej K, oraz a + b + ¢ jest podzielne przez 3.
Liczby te beda oczywiscie spelniaty warunki zadania.

3K

Zachodzi réwnoscé:

ab+ ac+ be n a® +ab+ b2
Tt _ o rerTe
a+b+c a+b+c
Bedziemy wybierali ¢ takie, ze % =1,czylic=a?+b>+ab—a—b.

Wystarczy dalej szukaé¢ wzglednie pierwszych liczb a, b takich, ze a +b — 1 = 35X
(oraz 3| a+b+c).

Niech a > N bedzie liczba pierwsza spelniajaca a = 2 (mod 3). Niech liczba K
spelnia nieréwnosé 3% + 1 > 2a. Wéwcezas liczba b = 35 + 1 — a jest wieksza od a
(wiec réwniez od N) oraz daje reszte 2 z dzielenia przez 3. Mozemy ponadto
zatozyé, ze liczba 3% + 1 nie jest podzielna przez a, gdyz w przeciwnym wypadku
3K+1 41 =3(3% 4+ 1) — 2 nie jest podzielne przez a i mogliby$my pod K
podstawi¢ K + 1. Przy takim zalozeniu liczba b nie moze by¢ podzielna przez a,
zatem jest z nig wzglednie pierwsza.

Przypusémy, ze liczby b i ¢ maja wspdlny dzielnik pierwszy p. Zgodnie

z definicja c liczba p musiataby wtedy dzieli¢ > — a = a(a — 1). Poniewaz a i b sa
wzglednie pierwsze, to musialoby zachodzié¢ p | (a — 1), a skoro (a — 1) + b = 3K,
otrzymalibyémy p | 3% czyli p = 3. Jest to jednak sprzecznosé, gdyz b = 2

(mod 3). Analogicznie dowodzimy, ze nwd(a,c) = 1.

Pozostaje zauwazyé, ze jedli a = b =2 (mod 3), to liczba a + b + ¢ = a® + ab + b?
jest podzielna przez 3. O

Zadanie 3. Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n istnieje 2n
takich parami réznych liczb catkowitych dodatnich aq, ..., as,, ze dla dowolnych
1,j spelniajacych 1 <7 < j < 2n zachodzi

(a¥ —|—a§) | (ak*? +a§+1) dlak=1,2,...,n.
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Eleganckie uzasadnienie matego
twierdzenia Fermata mozna znalezé
w krétkim tekscie Tomasza Kazany
w A‘f7.

Rozwigzanie. Niech x1, ..., z9, beda réoznymi liczbami catkowitymi dodatnimi,

okreslmy ponadto:
D= H H (xf + xf)

1<i<j<2n 1<k<n

oraz a; = Dx; dla i = 1,...,n. Oczywiscie xf + 2% | D, zatem D* (2} + %) | D1,
wiec tym bardziej DF(x¥ + acé“) | DR (2 4 x?“). Lewa strona tej podzielnosci
L af“

to af + a?, za$ prawa to a; , co konczy uzasadnienie. O

W kolejnych zadaniach bedziemy stosowaé¢ mate twierdzenie Fermata, zgodnie
z ktérym jedli p jest liczba pierwsza oraz pta, to a?~! =1 (mod p). W prosty
sposéb wynika stad, ze jesli x =y (mod p — 1), to a® = a¥ (mod p).

Zadanie 4. Niech a,b beda liczbami caltkowitymi dodatnimi, przy czym a > 1.
Udowodnij, ze istnieje nieskonczenie wiele takich liczb catkowitych dodatnich n,
ze n® 4 1 nie dzieli a™ + 1.

Rozwigzanie. Niech p bedzie liczba pierwsza dzielaca (2a)® + 1, wtedy oczywiscie
nwd(p, 2a) = 1. Ustalmy dowolnie ¢ > 2?“ i przyjmijmy n = (p — 1)(¢p — 2a).
Wtedy n = 2a (mod p), a zatem

n’+1=(2a)"+1=0 (mod p).

Jednoczesnie (p — 1) | n, wiec na mocy malego twierdzenia Fermata mamy
a" +1 =2 (mod p), co wyklucza podzielnoéé a™ + 1 przez n® + 1 i konczy
rozwigzanie. O

Kolejny problem jest mocno zwiazany z problemem z IMO 2024, od ktérego
zaczeliSmy ten artykul.

Zadanie 5. Niech a, b, c bedg liczbami naturalnymi. Udowodnij, ze istnieje
nieskonczenie wiele liczb catkowitych dodatnich k takich, ze

nwd(a® + be, * +ab, b* +ac) > 1.

Rozwigzanie. Niech p bedzie liczba pierwsza dzielaca 1 + abc. Wowcezas p nie dzieli
zadnej z liczb a, b, c. Wybierzmy k = ¢(p — 1) — 1 dla pewnej liczby catkowitej
dodatniej £. Wtedy zgodnie z malym twierdzeniem Fermata

a(a® +bc) =a* f+abc=14abc=0 (mod p).

Poniewaz p { a, wiec p | (a* + be). To samo dotyczy c* + ab oraz b* + ac, stad
p dzieli nwd(a* + be, ¢ + ab, b* + ac). O

Powyzsze rozwazania moga nas naprowadzi¢ na rozwiazanie Zadania 1.
Wstawiajac ¢ = 1 w rozumowaniu wyzej, a nastepnie przyjmujac za p dowolny
dzielnik pierwszy liczby 1 4 ab, otrzymujemy, ze p dzieli a* 4+ b i b¥ + a dla
nieskonczenie wielu wyktadnikéw k.

Zalézmy, ze (a,b) # (1,1), i przypusémy, ze istnieja N i g takie, ze dla dowolnego
n > N zachodzi nwd(a™ + b, 0" + a) = g. W polaczeniu z poprzednia obserwacja
oznaczaloby to, ze p dzieli g. Zwréémy uwage, ze reszty z dzielenia pary

(a™,b™) przez p powtarzaja sie cyklicznie z okresem p — 1. Skoro wiec p dzieli
nwd(a”™ + b, b"™ + a) dla wszystkich n > N, to jest to prawda dla dowolnego n > 0.

Podstawiajac n =01 n =1, otrzymujemy, ze a + 1,b+ 1,a + b sa podzielne przez p.
Zatem p dzieli réwniez 2b = (a +b) — (a + 1) + (b + 1). Skoro p jest wzglednie
pierwsze z b, to p = 2, a wiec ab + 1 = 2¢ dla pewnej liczby calkowitej dodatniej ¢,
a skoro (a,b) # (1,1), musi by¢ t > 2, czyli 4 | ab+ 1. Analiza reszt z dzielenia
przez 4 liczb a i b prowadzi do wniosku, ze a i b to liczby nieparzyste spelniajace
b= —a (mod 4). Przeczy to zalozeniom zadania, poniewaz nwd(a™ + b, b" + a)
dla n nieparzystego jest podzielne przez 4, a dla n parzystego nie jest. O
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Czytelnicy znajacy chinskie twierdzenie
o resztach z pewnoscig zauwaza, ze nasz

lemat jest jego szczegdlnym przypadkiem.

Tym, ktérzy nie znaja tego twierdzenia
i chcieliby zmienié ten stan rzeczy,
polecamy krétki artykul Resztki z A‘llg.

W rozwiazaniu zadania 4 potrafiliémy wskazaé¢ dowolnie duze liczby n, ktore sa
podzielne przez p — 1 i dawaly zadana reszte 2a z dzielenia przez p. Obserwacje te
uogdblnia nastepujacy

Lemat. Niech a,z,y beda dowolnymi liczbami naturalnymi, przy czym

a > 1. Wowczas istnieje nieskoniczenie wiele liczb naturalnych n, dla ktérych

n =z (mod a) oraz n =y (mod a — 1).

Dowdd. Nietrudno sprawdzi¢, ze dla dowolnej liczby catkowitej ¢ liczba
n=x+ (y—2z)a+Llala—1)

daje reszte x z dzielenia przez a oraz reszte y z dzielenia przez a — 1. Aby
zachodzilo n > 0, wystarczy wzia¢ dowolne ¢ > x. O

Powyzszy lemat wykorzystamy w rozwiazaniu kolejnych dwoch zadan.

Zadanie 6. Niech a,b beda dodatnimi liczbami catkowitymi. Udowodnij, ze
istnieje nieskonczenie wiele liczb catkowitych dodatnich n takich, ze

nwd(a™ +n’, b* +n%) > 1.

Rozwigzanie. Jesli nwd(a,b) = D > 1, to dla n = Dk, gdzie k jest dowolna liczba
calkowita dodatnia, obie liczby a™ + n® oraz b™ + n® sa podzielne przez D.
Zalézmy teraz, ze nwd(a,b) = 1 oraz a > b. Niech p bedzie liczba pierwsza
dzielaca a® + b°. Zgodnie z lematem istnieje nieskoriczenie wiele liczb calkowitych
dodatnich n > 0 spelniajacych

n=ab (modp) oraz n=a+b (modp—1).
Wtedy, znéw powolujac sie na matle twierdzenie Fermata,
a” +n’=a"" 4 (ab)’ = a’(a® + W) =a+ " =0  (mod p),
skad dostajemy p | a™ + n’. Analogicznie dowodzimy p | b™ + n?. O

Zadanie 7. Niech a > 1 oraz b > 2 beda danymi liczbami catkowitymi
dodatnimi. Udowodnij, Ze nie istnieje zaden taki niezerowy wielomian f(z)
o wspolezynnikach catkowitych, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n
mamy nwd(f(n®), f(0")) = 1.

Rozwigzanie. Zalézmy przeciwnie: istnieje wielomian f(z) o wspélezynnikach
catkowitych o takiej wlasnoéci, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n mamy
nwd(f(n?), f(b")) = 1. Wynika z tego, ze nwd(f(b), (b)) = 1. Stad b jest
wzglednie pierwsze z wyrazem wolnym wielomianu f, czyli nwd(b, f(0)) = 1.
Ustalmy m, a nastepnie wybierzmy dzielnik pierwszy p liczby f(b™). Zachodzi
woéwcezas nwd(p, b) = 1. Na mocy lematu istnieje taka dodatnia liczba calkowita n,
zen=0" (mod p) in=am (mod p—1). Wéwczas

fn") = fO™) =0 (mod p).
Z drugiej strony, f(b™*) = f(b") (mod p), stad p | nwd(f(n®), f(b")). Uzyskana
sprzeczno$¢ konczy dowdd. O

Nasz przeglad zadan konstrukcyjnych zakoniczymy nastepujacym zadaniem.

Zadanie 8. Czy istnieje nieskoniczenie wiele liczb catkowitych a, b takich, ze a + b
dzieli a® + b*?

Rozwigzanie. Céz, najkrotsze rozwiazanie tego problemu wymaga znacznie

mniej technicznych umiejetnosci niz rozwiazania poprzednich zadan — wystarczy
bowiem ,wpa$é¢” na odpowiedni przyklad. A jest nim a =2n — 1 oraz b = 2n + 1
dla dowolnej nieparzystej liczby naturalnej n! Aby udowodni¢ podzielnosé¢ a® + b®
przez a + b = 4n, wystarczy osobno wykazaé podzielnosé przez 4 oraz przez n, co
pozostawiamy Czytelnikowi jako nietrudne ¢wiczenie. O

W tym artykule przedstawiliSmy kilka probleméw wymagajacych
teorioliczbowych konstrukcji. Jak mozna bylo zobaczy¢, odrobina kreatywnosci
w polaczeniu z dobrze znanymi faktami z elementarnej teorii liczb doprowadzilta
nas az na poziom olimpijski.
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at Otwarty 1°: Gratka dla 45-latka

Uwaga! Przyktadajac definicje
geometryczne katéw ostrego, prostego
i rozwartego do zaprezentowanych
powyzej tredci, mozna dojs¢ do
absurdalnych wnioskéw — wigc czytanie
literalne prosz¢ w powyzszym tekscie
stosowaé wyltacznie na wlasng
odpowiedzialnosé!

Tlumaczenie zagadki 34. wlasne,
natomiast ksigzka — po raz pierwszy
wydana w 1967 roku, czyli prawie
czterdziesci lat po $mierci Dudeneya —
byla redagowana przez Martina
Gardnera.

Ba,’f'tfomlej PA WL[K Politechnika Slaska

Kqgt Otwarty definiujemy jako serie matematycznych artykutéw obserwowalnych

w przestrzeni Delty nie wczesniej niz w marcu 2025 roku. Zgodnie z definicja zbiér
dotychczas zaobserwowanych tekstéw jest pusty, wiec nie sposéb empirycznie okresli¢
zadnych wtasnosci Kqta Otwartego. Mimo to istnieja pewne hipotezy i przypuszczenia
dotyczace tego obiektu:

— Kat Otwarty jest ostry. Teksty sa krétkie i konkretne.

— Kaqt Otwarty jest prosty (nie mylié¢ z trywialnym). Artykuly sa przystepne
i zawieraja zagadnienia latwe w opisie.

— Kat Otwarty jest rozwarty! Miesci w sobie bardzo szerokie spektrum zagadnien
matematycznych — nie ogranicza si¢ do jednego dziatu matematyki czy rodzaju
zagadnienia i stara si¢ nie faworyzowaé zadnej liczby.

Opisujac kazda zawarta w tym kaciku idee, staram sig, aby eksperyment (najczesciej
my$lowy) dawal twierdzacg odpowiedz na nastepujace pytanie: Czy informacje zawarte
w danym artykule bylbym w stanie przedstawié i wyjasnié nie-matematykowi przy
jednym kuflu herbaty? Niektore stopnie Kata Otwartego traktowaé beda o ciekawych
zadaniach, nietypowych obiektach, zabawnych ciekawostkach czy historiach, a inne
beda poswiecone problemom otwartym w matematyce. Mam nadzieje, ze zamieszczone
tu teksty beda czasami uczyly, czasami bawily, czasami intrygowaly, ale przede
wszystkim, ze beda czesto inspirowaly.

Wydaje sie, ze zasadnym pytaniem jest réwniez: Ile Kqt Otwarty bedzie mial stopni?
3, 14, 90, 1807 Nie wiadomo. Obecnie wiemy tyle, ze Kqt Otwarty zostal po raz
pierwszy zaobserwowany w roku 2025 — i dlatego wtadnie jego pierwszy stopien zawiera
ciekawostke zwiazana z ta data.

Angielski matematyk Augustus de Morgan rzekomo lubil raczyé¢ swoich
rozméweow nastepujaca informacja:

W roku x* mialem z lat.

Zauwazmy, ze de Morgan musial osiagnaé¢ odpowiedni wiek, aby moc
wypowiadaé te stowa.

Stowa de Morgana czesto przedstawia sie w postaci zagadki polegajacej na
okresleniu roku urodzenia uczonego. Jednak nie da sie tego jednoznacznie rozwigzac
bez doprecyzowania, ze de Morgan urodzil sie i zmart w XIX wieku. Ten brak
jednoznacznosci powoduje réwniez, ze jeszcze bardzo dlugo beda pojawiaé sie
nowe pokolenia powiernikow wspomnianej zagadki. Od czaséw bohatera artykulu
pojawily sie dwa takie pokolenia — aktualni nastepcy de Morgana juz w tym roku
moga poshugiwaé sie duzo tatwiejszym wariantem zagadki:

Obecny rok jest kwadratem liczby przezytych przeze mnie lat. W ktorym roku sie
urodzitem?

Natomiast juz od przysztego roku beda oni mogli dokladnie powtarzaé stowa
stynnego matematyka. Kolejne pokolenie urodzi sig, co oczywiste, za tyle lat, ile
aktualnie maja obecni nastepcy de Morgana.

Czytelnik Wybredny moze czué obliczeniowy niedosyt. Wychodzac mu
naprzeciw, tekst zakoriczymy zagadka nr 34 z ksiazki 536 Puzzles € Curious
Problems Henry’ego Ernesta Dudeneya.

34. De Morgan i jeszcze jeden

Augustus de Morgan, matematyk, ktory zmart w 1871 roku, zwyk! przechwalaé¢
sie, ze mial o lat w roku 2. Chcac przebié¢ ten wynik, Jasper Jenkins powiedziat
mi w 1925 roku, ze mial a® + b2 lat w roku a* + b*, ze mial 2m lat w roku 2m?
oraz ze mial 3n lat w roku 3n*. Czy mozesz podaé lata, w ktérych urodzili sie,
odpowiednio, de Morgan i Jenkins?
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Wycinanki i ukladanki
* Student, Uniwersytet Warszawski M/[/ZOSZ JCLTL KW[A TKO WSK[*

Mysle, ze wszyscy dobrze znaja jedno z najpopularniejszych twierdzen

na $wiecie — twierdzenie Pitagorasa. Jest wiele jego dowoddéw, a jeden z bardziej
znanych polega na charakterystycznym pocieciu kwadratéw zbudowanych

na przyprostokatnych i ztozeniu z tak otrzymanych kawatkéw kwadratu
zbudowanego na przeciwprostokatne;j.

Mozna tez spojrzeé¢ na ten dowdd z nieco innej perspektywy. Majac dwa
kwadraty, umiemy je pociaé i ztozy¢ z nich inny, ktérego pole jest suma
pol kwadratéw poczatkowych. Narzucaja sie wige pytania: Czy inne figury

>< maja te sama ceche? Czy z dwoch tréjkatéw réwnobocznych mozna zlozy¢

tréjkat réwnoboczny? A moze da sie kwadrat rozciaé i posktadaé w tréjkat
rownoboczny? Jak sie okazuje, odpowiedz na wszystkie te pytania jest
twierdzaca. Nie ma wiec znaczenia ksztalt wielokata, a jedynie jego pole.
Okazuje sie, ze mamy nastepujace twierdzenie:

Rys. 1

Twierdzenie Bolyaia—Gerwiena
Wielokgt A mozna pocigé prostymi i tak powstale elementy zloZyé w wielokgt B
wtedy 1 tylko wtedy, gdy A © B majg réwne pola.

Poruszony urokiem tego twierdzenia bezzwlocznie chwycitem za dlugopis

i kartke w celu znalezienia dowodu. Ogdlnos¢ tego zagadnienia nie pozwala na
natychmiastowe rozpoczecie rozwigzywania, wiec zaczatem od opracowania planu
dzialania.

Pomyst polega na znalezieniu pewnej recepty takiej, ze postepujac wedlug

niej, uda nam sie wykona¢ taki ciag cie¢ i sklejen, aby z wielokata A zlozy¢
wielokat B. Taka procedura moze wygladaé¢ nastepujaco:

Rys. 2

v 1. Redukujemy problem do tréjkatow — poprzez rozciecie wielokata na trojkaty.
W przypadku wypuklym wystarczy 2. W nastepnym kroku rozcinamy tréjkat i sktadamy z jego kawatkéw kwadrat.
rozeigé wzdiuz A1 As, A1Ag, ..., 3. Ostatecznie kwadraty krok po kroku taczymy w jeden.

A1A,_1, gdzie A1 ... A, jest

rozpatrywanym wielokatem . , . . . . 1s . .
pattywany 2 To bedzie oznaczaé¢ koniec dowodu, bo B takze bedziemy umieli ztozy¢

w kwadrat. Z zalozenia o réwnosci pél kwadraty te musza byé przystajace. Jesli

linie ciecia narysujemy na jednym kwadracie, dostaniemy podzial, z ktérego

mozna zlozyé zaréwno wielokat A, jak i B — czyli A mozna pocia¢ na kawalki,

z ktérych zltozymy B. Dowdd w druga strone jest prosty, wiec nie traé¢my na

niego czasu.

Dowdéd

Dowolny wielokat mozna pocia¢ na trojkaty. Jasne jest, ze nie bedzie problemu

z pocieciem wielokata wypuklego (rys. 2). Z wielokatem wklestym musimy by¢
Rys. 3

nieco ostrozniejsi. Pomyst jest taki: potnijmy go na plasterki. Wybierzmy taka
prosta, zeby nie byla réwnolegta do zadnego boku, a nastepnie przez kazdy
wierzchotek prowadzmy prosta rownolegla do wybranej. Taka metoda podzieli
nam wielokat na tréjkaty i trapezy (dlaczego?), a trapez mozna rozciaé¢ na dwa
tréjkaty po dowolnej z jego przekatnych.

Wykazemy, ze tréjkat mozna pociacé i z otrzymanych elementow ztozy¢ kwadrat.
WeZmy dowolny tréjkat i przetnijmy go wzdtuz prostej taczacej $rodki dwoch

bokdéw, miedzy ktorymi jest najwiekszy kat. Tak odciety trojkat obréémy

o 180° i przylézmy do drugiej czesci tak, aby powstal réwnoleglobok. Nastepnie
rozetnijmy tak powstaly réwnolegtobok wzdluz krotszej z jego wysokosci

i przesunmy odciety tréojkat o wektor réwny co do dtugosci i réwnolegly do
dluzszego boku réwnolegloboku (rys. 4 i 5). Tak powstanie prostokat. (Pytanie
do Czytelnika: Czemu na samym poczatku konstrukeji wybraliSmy najwiekszy
kat w tréjkacie?).

Rys. 4

Rys. 5 Pozostaje pytanie, jak zlozy¢ kwadrat z kawalkoéw prostokata.
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D C
Y
A B . ¢
Y/
Rys. 6

Dla a, b > 0 zachodzi ab < 2ab < a® + b>.

Aby uzasadnié¢ drugg nieréwnosé,
wystarczy zapisa¢ ja w réwnowaznej
postaci (a — b)% > 0.

Oczywiscie byloby duzo prosciej,
gdybyémy mogli wycina¢ ujemne pole,

ale to juz bytoby in

ne twierdzenie.

N’ c’
N
DI > °C
A M B
Rys. 7

Polecamy réwniez z

apoznaé sig

z artykulem Wiktora Bartola z Agg,

w ktérym przedstawiony jest nieznacznie

inny sposéb cigcia.

Wezmy prostokat ABCD o bokach AD = a i AB = b i bez straty ogdlnosci
przyjmijmy a < b (rys. 6). Wybierzmy punkt X na boku AB oraz przez Y
oznaczmy rzut punktu C' na prostg DX. Przyjmijmy tymczasowo, ze Y lezy na
odcinku DX. Dodatkowo oznaczmy przez x i y odpowiednio dhugosci odcinkéw
DX i CY. Jedli teraz przesuniemy tréjkat AX D o wektor E i trojkat CDY
o wektor DX, otrzymamy prostokat o bokach z i y, bo przesuniecia zachowuja
katy miedzy prostymi. Wystarczy tak dobraé z, zeby zachodzita réwnosé

x = y. Pole prostokata przed i po tych przesunigciach jest takie samo, tj.

ab = zy. Zatem potrzeba i wystarczy, aby = = Vab. Zastanéwmy sie teraz,
kiedy opisana konstrukcja jest mozliwa. Istnienie punktu X na odcinku AB
spelniajacego DX = vab jest réwnowazne nieréwnoéci DA < DX < DB, czyli
a? < ab < a? + b2, co jest zawsze prawda dla a < b (patrz uzasadnienie na
marginesie). Natomiast punkt Y lezy na odcinku DX dokladnie wtedy, gdy

DY < DX,
czyli jesli
B2 — 42 < 22,
a to po wstawieniu x = y = V/ab jest réwnowazne
b < 2a.

Tak wiec prostokat damy rade pociaé i ztozyé w kwadrat, o ile zachodzi
a <b<2a.

Oczywiscie nie kazdy prostokat ma boki o dlugosciach spelniajacych taka
nieréwnoé¢. Dla pozostalych prostokatow zastosujemy konstrukcje pomocnicza.
Oznaczmy przez M i N srodki bokéw AB i C'D prostokata ABCD. Wowczas,
wykonujac przesuniecie prostokata M BC'N o wektor ]\ﬁ, otrzymamy prostokat
o bokach dtugosci 2a i %. Zwr6émy uwage na to, ze takie ciecie mozemy
wykonywaé¢ dowolnie duzo razy.

7Z prostokata o bokach a i b zlozymy w ten sposéb prostokat o bokach a’ i v/
spelniajacych zadang nierownoé¢. Oznaczmy przez k najwigksza liczbe catkowita
nieujemng, spetiajgca nieréwnoéé 2%%a < b. Jedli b < 2%#*1a, to wykonujac

k cieé¢, otrzymamy prostokat o bokach ' = 2Fa i b = %, ktorego boki spelniaja
pozadana nieréwnoéé. Jesli natomiast b > 22¢+1a, to zauwazmy, ze z definicji k

zachodzi takze 22+2¢ > b. Tak wiec mozemy napisaé:

X b
> 9k tly >

<:>2~2k+1/ Z 5E1

52571 2 0 Z S7rp2

Oznacza to, ze wykonujac k + 1 cie¢, otrzymamy prostokat o bokach a’ = 28+1q
it = Tbﬂ, tak Ze spelniona jest nieréwnosé b’ < a’ < 2V'.

Podsumujmy teraz dowdéd. WykazaliSmy, ze kazdy tréjkat umiemy zlozyé

w prostokat. Jesli boki prostokata spelniaja odpowiednie warunki, to umiemy
go ztozy¢ w kwadrat. Natomiast jesli tych warunkow nie spelniaja, to mozemy
wymusi¢ je, przeksztalcajac prostokat w inny. Jako ze umiemy zlozy¢ dwa
kwadraty w jeden, to indukcyjnie po pocieciu wielokata na trojkaty, trojkatéw
w prostokaty, a prostokatéw w kwadraty — damy rade potaczyé¢ te kwadraty

w jeden. ZlozyliSmy wiec z dowolnego wielokata kwadrat, tym samym

z kwadratu kazdy wielokat. Oczywiscie to spostrzezenie konczy dowdd. O

Jesliby prébowaé uogélnié¢ to twierdzenie do na przyktad 3 wymiarow,

to otrzymamy twierdzenie falszywe. Okazuje si¢, ze nie da si¢ pocia¢ np.
czworoscianu foremnego plaszczyznami, a nastepnie zlozy¢ szeScianu o tej samej
objetosci. Jeszcze w 1900 roku nie bylo to wiadome, a pytanie o to uogdlnienie
znalazto si¢ na stworzonej przez Davida Hilberta licie 23 probleméw istotnych
dla rozwoju matematyki. Czytelnika zainteresowanego tym zagadnieniem
odsylam do artykulu Marka Kordosa z |ASg.

Zwréémy uwage na to, ze podczas dowodzenia nie szczedziliSmy nozyczek.
Mozna na to zagadnienie spojrze¢ wlasnie przez pryzmat szukania minimalnej
liczby cieé. Niemal 50 lat temu w Delcie A%s pojawil sie na ten temat artykul
autorstwa Alfreda Tarskiego. Jest to bardzo ciekawy tekst, ktory polecam
wszystkim lubiacym wycinanki Czytelnikom.
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Klub 44 M

1-44

Termin nadsylania rozwiagzan: 31 V 2025

Zadania z matematyki nr 897, 898
Redaguje Marcin E. KUCZMA

897. Czworokat wypukly ABCD ma obwdd dlugosci p oraz przekatne
dhugoséci m i n. Punkt F jest czwartym wierzchotkiem réwnolegtoboku ABCE.
Udowodnié¢, ze DE < p—m —n.

898. Wyznaczy¢ wszystkie pary liczb naturalnych m,n > 1, dla ktorych
wielomian W (z) = 2™ + 2™ + 1 jest podzielny przez tréjmian T'(x) = 22 + x + 1.

Zadanie 898 zaproponowal pan Witold Bednarek z fodzi.

Rozwigzania zadan z numeru 11/2024

Przypominamy tre$¢ zadan:

889. Ciag (a1,...,an), dlugosci N, ma wyrazy a, € {2,3,5}, z suma a1 + ...+ any = A. Niech

by = apap41ak+2ak+3 (gdzie, cyklicznie, any; = a;). Zakladamy, ze kazda z liczb by, ..., by dzieli
sie przez 30. Przyjmujac jako znane wartosci N, A (dla ktérych istnieje co najmniej jeden ciag (ag)
o podanych wlasnosciach) wyznaczyé wszystkie mozliwe wartosci sumy B = by + ...+ bn.

890. W czworokacie wypuklym ABCD przekatne przecinaja si¢ w punkcie P; boki BC' i DA nie

sa réwnolegtle, a ich symetralne przecinajg sie w punkcie Q (réznym od P), lezacym wewnatrz
czworokata. Trojkaty BQC i DQA sa podobne. Udowodnié, ze prosta PQ zawiera dwusieczne katow
APB i CPD.

889. Podzielnosé 30|by oznacza, ze w kazdej czwoérce kolejnych wyrazdéw

Ak, Of41, Ak+2, Ak+3 S3 obecne liczby 2, 3,5 oraz — powtdrnie — jeszcze jedna z nich;
nazwijmy ja cx. Wowcezas by, = 30ck, zas ar + ax41 + Gpt2 + ak+s = 10+ ¢y.
Stad

N N N

B=Y by =30 ¢ =30 (ar+ ars1 + arp2 + arps — 10) = 30(44 — 10N).
k=1 k=1 k=1

Jest to jedyna mozliwa warto$¢ sumy B.

890. Z okreslenia @ wynika, ze trojkaty podobne BQC i DQA sa
rownoramienne: @B = QC, QD = QA. Oznaczmy ¥QBC = xQCB = xQAD =
XQDA = «. Niech R bedzie drugim (poza @) punktem przeciecia okregdw
opisanych na tych tréjkatach. Przyjmijmy (b.s.o.), ze proste BC i DA przecinaja
si¢ w punkcie lezgcym na pdéiprostych BC™ i AD™; wéwcezas punkt R lezy

w obszarze kata wypuklego CQD (nie jest mozliwe, by punkt C lub D lezal

na ,krétkim” tuku QR jednego z rozwazanych okregéw, bo to by sie kldcito

z wypuklodcia czworokata ABCD). Mamy wiec konfiguracje, jak na rysunku.

W okregach BQC i DQA widzimy katy wpisane:
XBRQ = xBCQ =a, xCRQ=7m—-xCBQ =7m—aq,
XARQ = xADQ =a, ¥xDRQ=7m—<DAQ =7 — .
7 pierwszej 1 czwartej réwnosci wynika, ze punkt R lezy na odcinku BD; za$
z drugiej i trzeciej — ze R lezy na odcinku AC. To znaczy, ze R jest punktem P
z tresci zadania. Réwnosci pierwsza z trzecig pokazuja, ze prosta QR polowi

kat ARB; za$ druga z czwarta — ze ta prosta polowi kat CRD. Zwazywszy, ze
R = P, mamy to, co nalezalo udowodni¢.

Inna metoda (szkic): stosujemy inwersje o srodku @ (i dowolnie ustalonym
promieniu dodatnim). Pélproste QA™, QB~, QC~, QD~, QP przechodza
kazda na siebie. Obrazami punktéw A, B, C, D, P sa punkty, ktore oznaczymy
A* B*,C*, D*, P*, lezace odpowiednio na tych pélprostych. W mocy pozostaja
rownosci QB* = QC*, QD* = QA*. Obrazem prostej AC' jest okrag QA*C*, zas
prostej BD — okrag QB*D* (kazdy z nich z usunietym punktem Q). Punkt P*
lezy na obu okregach.

Mamy udowodnié, ze prosta QP tworzy rowne katy z prostymi AC

i BD. Inwersja zachowuje réwnosé katow, wiec wystarczy wykazac, ze

prosta QP* tworzy réwne katy z okregami QA*C* i QD* B*. Poniewaz
XB*QC* = xD*QA* =: ¢, obrét o kat ¢ wokdt @ przenosi tréjkat QA*C*

na tréjkat QD* B*. Zatem te trojkaty sa przystajace — okregi na nich opisane
tez sg przystajace — sa wiec symetryczne wzgledem wspdlnej cieciwy QP*. Stad
wymagana rownosé katow i teza zadania.
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Klub 44 F Zadania z fizyki nr 794, 795

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

794. Z soczewki skupiajacej o ogniskowej f = 50 cm i érednicy D =5 cm wycieto
srodkowy pasek o szerokosci 5 mm, a pozostale czesci zlozono ze soba (rys. 1).
W odlegtosci x = 75 cm od soczewki umieszczono punktowe Zrodlo swiatta
Termin nadsylania rozwiagzan: 31 V 2025  monochromatycznego S. Korzystajac z przyblizenia matych katow, znalezé
maksymalna liczbe prazkow obrazu interferencyjnego, jaka moze powstaé na
ekranie za soczewka. Dtugoéé fali $wietlnej A = 5- 107 m.

795. Izolowana metalowa poczatkowo nienaladowang plytke oswietlano

w czasie T $wiatlem nadfioletowym. W wyniku tego z plytki wyleciata chmura
Dl+—fla 51 D-a elektronéw, ktérych predkosé poczatkowa byta prostopadta do ptytki i miata
wartos¢ vg. Calkowita liczba elektronéw, ktére wylecialy z jednostki powierzchni,
wynosi n, elektron ma tadunek e i mase m. Znalezé grubosé chmury h po
Rys. 1 czasie t od zakoriczenia naswietlania (rys. 2).

Rozwigzania zadan z numeru 11/2024
Przypominamy tre$é¢ zadan:

786. Koralik o masie M moze §lizga¢ si¢ bez tarcia po prostym poziomym precie. Do koralika
przywiazana jest lekka nierozciagliwa nitka o diugosci I. Nitke ciagniemy za swobodny koniec
tak, ze jego predkosé przez caly czas skierowana jest wzdluz nitki i ma warto$é vg (rys. 3). Jaka
Rys. 2 sila ciggniemy w chwili, gdy nitka tworzy z pretem kat a? Podczas ruchu nitka znajduje sie

w plaszczyznie poziomej.

787. Nieprzewodzace ciepla naczynie polaczone jest za pomoca dwéch malych jednakowych

o otworkéw z dwoma pojemnikami zawierajacymi hel w stanie gazowym (rys. 4). W obu pojemnikach
podtrzymywane jest jednakowe ci$nienie p, w jednym z nich podtrzymywana jest temperatura 7',
w drugim 27'. Znalezé cidnienie i temperature w srodkowym naczyniu w stanie réwnowagi.

786. Ni¢ jest nierozciaggliwa, zatem predkosci wszystkich jej punktow w danej

Rys. 3 0 chwili sa jednakowe. Gdy kat miedzy nitka a pretem wynosi «, predkosé koralika
jest réwna u = vg/cos a. Jego przyspieszenie:
(1) a = du/dt = utga(da/dt).
” W malym przedziale czasowym At koralik przebywa droge uAt, koniec
nici przemieszcza sig o voAt (rys. 5). Zgodnie z twierdzeniem sinuséw
p, T 7 p, 2T ult/sin(Aa) = I/sin a. Uwzgledniajac, ze kat Aa jest maly, otrzymujemy
do/dt = usin /1 i zgodnie z a = (vosin)®/(l cos® o). Szukana sila, jaka
” ciagniemy koralik, dana jest wzorem:
Rys. 4 F = Ma/cos o = M(vgsina)?/(l cos* a).
787. W stanie réownowagi liczba czasteczek w srodkowym naczyniu nie zmienia
sie, czyli liczby czasteczek wpadajacych do tego naczynia w jednostce czasu
u ut-Au z lewej i prawej strony oraz opuszczajacych je sa sobie rowne:
S bt e (2) Ni + N, = N.
! l N; jest proporcjonalne do liczby czasteczek w jednostce objetodci n; w lewym
vo AL naczyniu oraz do éredniej predkosci ich ruchu cieplnego vy, ktéra z kolei jest
Rys. 5 proporcjonalna do v/T. Z réwnania Clapeyrona n ~ p/T, zatem Ny = ap/\/T,
« to wspdlezynnik proporcjonalnosci. Analogicznie No = ap/ V2T,
N = 2ap, /T, gdzie p, jest szukanym ci$nieniem, energia przypadajaca na czasteczke jest proporcjonalna

a T, temperatura w srodkowym naczyniu. Podstawiajac ~ do temperatury, zatem N1T + No2T = 2NT,,
otrzymane wyrazenia do (2), otrzymujemy réwnanie:
ymane wy ymujemy (4) VT + V2T = 2p,/T,.

(3) p/ﬁ+p/V2T:2pz/\/Tzr~ . . , , .
W stanie rownowagi nie zmienia si¢ réwniez catkowita Rozwigzujge uklad réwnat (), (@), otrzymujemy:

energia czasteczek w srodkowym pojemniku. Srednia T, =TV?2, Dy = p(\/§ + 1) /2 V2.

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

w numerze n + 4. Mozna nadsyta¢ rozwiazania czterech, trzech, oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania

dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach, czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana

Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania Szczegbélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.
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@Pros’[o z nieba: Terraformacja Marsa... brokatem

90N

Terraformacja Marsa to nie tylko tytul popularnej gry planszowej, ale tez
zagadnienie naukowe, nad ktérym na serio glowi sie wielu naukowcow. Pomystéw
na to, jak globalnie wpltynaé¢ na warunki panujace na Czerwonej Planecie

i zmieni¢ je na bardziej sprzyjajace dla ludzi, jest wiele. Niektore sa przerazajace
— jak zbombardowanie lodowych czap Marsa glowicami nuklearnymi (metoda,
ktéra zreszta prawdopodobnie databy odwrotny efekt do zalozonego). Inne

sa troche mniej wybuchowe, np. wprowadzenie do atmosfery Marsa duzych
ilosci amoniaku lub metanu, ktére mialyby wywotaé ,efekt cieplarniany” na
planecie. Jeszcze inne zaktadajg instalacje luster na orbicie Marsa, ktére
odbijalyby promienie sloneczne i kierowaly je w strone Marsa, ocieplajac

w ten sposéb planete. Jest jednak jeden zasadniczy problem z wszystkimi tymi
metodami — wymagaja dostarczania ogromnej ilosci surowcéw z Ziemi na Marsa,
co oczywiscie byloby niewyobrazalnie kosztowne. Idealna metoda terraformacji
Marsa powinna wigc wykorzystywac surowce dostepne na Czerwonej Planecie.

Problemem, jakim trzeba si¢ zaja¢ w pierwszej kolejnosci, jest ogrzanie
planety. Srednia temperatura przy powierzchni Marsa to —65°C. Ale
temperatury na Marsie nie zawsze sa tak niskie. Marsjanski tazik Perseverance
zarejestrowal temperatury powietrza przy powierzchni w przedziale od catkiem
znosénych —13°C do zabdjczych —83°C. Takie temperatury nie sa spowodowane
tylko wigeksza odleglos$cia Marsa niz Ziemi od Storica. Wigkszo$¢ ciepta, jakie
dociera do Marsa, ,,ucieka” z planety w przestrzen kosmiczna, poniewaz jego
atmosfera jest zbyt cienka, aby to cieplo zatrzymadé, tak jak ma to miejsce

na Ziemi. Ocieplenie Marsa tylko o okoto 28°C
mogloby rozpoczaé roztapianie znajdujacego sie

na planecie lodu i umozliwienie rozkwitu zycia
mikrobiologicznego.

Musimy wiec zrobi¢ dokladnie to, z czym w tym
momencie walczymy na Ziemi. Wprowadzié¢ do
atmosfery Marsa substancje, ktére rozpoczna

na nim efekt cieplarniany na ogromna skale.

Taka wlasnie metode zaproponowali naukowcy

z University of Chicago, Northwestern University

w Illinois i University of Central Florida. Udowodnili

203 213 23 23 243 253 203 273 283 293 oni, ze ,zanieczyszczenie” atmosfery Marsa
Spodziewane temperatury w cieptych porach roku (w skali Kelvina, pylem skladajacym si¢ z zelaza lub aluminium
kolorowe cieniowanie) na Marsie po dodaniu 160 mg/m2 nanoczastek WydObytyCh ze skal na Marsie mogloby OgI‘Z&é planetg
(brokatu) aluminium do atmosfery. Kolory skali reprezentuja ° . .
temperatury z przedziatu —70°C do ~ 20°C. o okoto 30°C (patrz rysunek) w czasie od kilku

Zrédlo: Samaneh Ansari et al. 2024, Science Advances, Vol. 10, Issue 32 miesiecy do nawet ponad dekady, w zalezno$ci od tego,

Na podstawie artykulu: Samaneh Ansari,
Edwin S. Kite, Ramses Ramirez et al.,
2024, ,Feasibility of keeping Mars warm
with nanoparticles”, Science Advances,
Vol. 10, Issue 32.

jak szybko czastki metali bytyby uwalniane.

Taki pyt zelaza i aluminium musiatby sie sktadaé z czastek o rozmiarach okoto
9 mikrometréw dlugosci i 160 nanometréw Srednicy. Czyli bytyby one niewiele
mniejsze od... brokatu. ,Brokat” ten bylby rozpylany na powierzchni Marsa

i przenoszony przez wiatr do gérnej czesci atmosfery Czerwonej Planety. Po
uniesieniu do atmosfery ,,brokat” marsjanski osiadalby znacznie wolniej niz
standardowy py! marsjanski, co oznaczaltoby, ze pozostalby w atmosferze Marsa
przez dlugi czas. Wedtug badan okoto dekady, zatrzymujac cieplo z powierzchni
i przepuszczajac Swiatlo stoneczne. Oczywiscie nadal potrzebne bytyby miliony
ton brokatu, ktéry trzeba by wyprodukowaé na Marsie z dostepnych tam
surowcow, ale wedlug szacunkéw naukowcéw metoda ta byltaby okoto 5000 razy
bardziej efektywna (pod wzgledem ocieplenia na jednostke masy koniecznego
materiatlu) niz pozostale metody. A to znacznie zwigksza wykonalnos$é projektu.

Oczywiscie po takim zabiegu na Marsie wciaz nie bedzie wystarczajaco duzo
tlenu, by ludzie mogli na nim przezy¢ bez wspomagania. Ale za to bedzie
ciepto. .. i btyszczaco.

Anna DURKALEC

Zaklad Astrofizyki, Departament Badan Podstawowych, Narodowe Centrum Badan Jadrowych
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W trzecim miesigcu roku Stonice kontynuuje szybka wspinaczke na péinoc,

i ostatniego dnia miesiaca w Srodkowej Polsce przecina potudnik lokalny juz

na wysokosci 42°. Po drodze 20 marca Storice przeniesie si¢ na pélnocna czeéé
nieba i tym samym na naszej pétkuli zacznie si¢ astronomiczna wiosna. W nocy
z 29 na 30 marca nastapi zmiana czasu na letni.

Na poczatku miesigca warto zwréci¢ uwage na pierwsze dwie planety Ukladu
Slonecznego oraz wysoko wspinajacy sie Ksiezyc w fazie rosnacej najpierw do

I kwadry, a nastepnie do pelni. Merkury 8 dnia miesigca osiagnie maksymalna
elongacje wschodnia. Niestety oddali sie wtedy od Slorica na jedynie 18°. Mimo
to przy przejrzystym niebie da sie go catkiem tatwo dostrzec o zmierzchu

nisko nad zachodnim horyzontem. Godzine po zachodzie Stonca planeta

zajmie pozycje na wysokosci okolo 6°. Niestety Merkury szybko zginie w zorzy
wieczornej i juz w drugiej polowie miesiaca stanie sie niewidoczny. W tym czasie
jego tarcza zwigkszy $rednice katowa z 6”7 do 9”7, zmniejszajac przy tym jasnosé

z —1™ do +1,5™ i faze z 73% do 16%.

Odnalezienie Merkurego utatwi Wenus, ktéra 23 marca
przejdzie przez koniunkcje dolna ze Stoncem. Na
poczatku miesiaca Wenus nadal jest widoczna bardzo
dobrze, wznoszac sie okoto godziny 18:30 na wysokosé
20° nad zachodnia czescia niebosklonu, jednak

szybko wraz z Merkurym przeniesie si¢ na niebo
poranne. Niestety rano wiosng ekliptyka jest nachylona
niekorzystnie, i trzeba czekaé az do czerwca na poprawe
warunkéw obserwacyjnych tej planety. W pierwszej
potowie marca Wenus szybko zwiekszy $rednice swojej
tarczy z 49" do 58", zmniejszy jednak blask z —4,6™ do
—4,2™ i faze z 16% do 3%. Jest zatem bardzo dobrym
celem dla posiadaczy nawet nieduzych lornetek, ktére
pokaza jej wyrazny cienki sierp. 1 marca Merkurego
nalezy szukaé¢ 15° od Wenus, prawie doktadnie w dét
od niej. Jednoczesénie 5° blizej i troche bardziej

w lewo pokaze sie Ksiezyc w fazie 4%. W kolejnych
dniach Merkury zblizy sie do Wenus, docierajac don

12 dnia miesiaca na odleglosé 5,5°. 2 marca Ksiezyc
zwigkszy faze do 9%, przenoszac si¢ na odleglo$é 10° na
godzinie 10 wzgledem Wenus.

Srebrny Glob powedruje dalej, i 5 marca zakryje
Plejady, znana gromade otwarta gwiazd w Byku.
Niestety w Europie do zakrycia dojdzie w dzien. U nas
wieczorem oba ciala niebieskie oddziela na niebie 2°.
Ksiezyc pokaze tarcze o$wietlong w 40%, by nastepnej
doby przejs¢ przez I kwadre. Jednoczednie zajmie
pozycje w odleglosci 6° od Jowisza. Najwieksza planeta
Ukladu Stonecznego zachodzi po godzinie 1 i na
poczatku nocy jest widoczna bardzo dobrze. W tym
miesigcu jasno$é¢ planety spadnie do —2,1", a jej tarcza
skurczy sie do 36”.

14 dnia miesiaca rano naszego czasu Ksiezyc przejdzie
przez pelnie, wedrujac na pograniczu gwiazdozbiorow
Lwa i Panny. Do tego czasu 8 i 9 marca odwiedzi on
Marsa oraz Kastora i Polluksa. Czerwona Planeta
szybko oddala sie od nas i do konca miesiaca jej
jasno$é spadnie do 4+0,4™, a érednica tarczy do 8”.

W teleskopach wyraznie widoczna jest faza tarczy,
wynoszaca 90%. 9 marca okoto godziny 3 Ksiezyc zblizy
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si¢ do Marsa na mniej niz 1°, 6° nad nim zas$ znajda sie
Kastor z Polluksem.

Marcowa pelnia jest szczegdlna, poniewaz dojdzie wtedy
do catkowitego za¢mienia Ksiezyca. I jest to catkiem
dltugie zjawisko, gdyz trzy dni p6zniej Srebrny Glob
przejdzie przez apogeum swojej orbity i faza catkowita
potrwa ponad 218 minut. Niestety Europa ponownie
ma pecha. Cale zjawisko da si¢ zaobserwowaé z obu
Ameryk i oblewajacych je oceanéw. W Polsce za¢mienie
czesSciowe zacznie sig w okolicach zachodu Ksigzyca.

W kolejnych nocach naturalny satelita Ziemi powedruje
ku ostatniej kwadrze, przez ktéra przejdzie 22 marca,
zblizajac sie jednoczes$nie coraz bardziej do horyzontu.
Warto w tym okresie wspomnie¢ o spotkaniu Ksiezyca
w fazie 93% ze Spika, najjasniejsza gwiazda Panny,

17 marca i spotkaniu z Antaresem 20 i 21 dnia
miesigca. Za kazdym razem Ksiezycowi zabraknie do
najjaéniejszej gwiazdy Skorpiona po okolo 5°, a jego
faza przekroczy najpierw 70%, a potem 60%. 20 marca
nad ranem Ksiezyc zakryje gwiazde 3. wielkosci 7 Sco.
Gwiazda zniknie za ksiezycowsg tarcza okolo godziny
1:50 i pokaze si¢ przy ciemnym brzegu okoto godzine
pdzniej.

Jak juz wspomniatem, rano droga Storica po niebie

jest nachylona niekorzystnie, a do tego Ksiezyc
znajduje sie glteboko pod ekliptyka, stad przed nowiem
wschodzi on niewiele przed Stonicem i nie wznosi sie
wyzej niz kilkanadcie stopni ponad widnokrag. Nawet
w dzien trudno go dostrzec przez grube warstwy

naszej atmosfery. Tym razem warto jednak czekaé

na néw Ksiezyca 29 marca, gdyz tego dnia dojdzie do
czesSciowego zalmienia Stonca. Maksymalna, wynoszaca
94% faze zjawiska da sie zaobserwowaé o $wicie gdzies
z labradorskiego wybrzeza Zatoki Hudsona w Kanadzie.
W Polsce zjawisko potrwa od mniej wiecej 11:45 do
13:00 (jeszcze czasu zimowego), a faza maksymalna
wyniesie od 9% w Bieszczadach do 26% w Swinoujsciu.
Ksiezyc zakryje polnocna cze$é tarczy stonecznej.

Ariel MAJCHER



Rozwigzania zadan ze strony 13

ﬁ Rozwigzanie zadania M 1810.

Zauwazmy, ze kazda wieza atakuje tacznie 15 pol: 7 pdl

w kolumnie i 7 pél w rzedzie, w ktérym stoi, plus pole,

na ktérym stoi. Wybierzmy dowolnie wieze A stojaca

na polu a. Atakowane przez A pola (poza a) polaczymy

w pary w nastepujacy sposéb: dla kazdej wiezy B stojacej
na polu b # a parujemy pola (¢, d) atakowane jednoczes$nie
przez A i B. Zauwazmy, ze w ramach kazdej takiej pary:
albo oba pola ¢ i d naleza polowicznie do A (jeli a, b, ¢

i d tworza kwadrat), albo dokladnie jedno z nich nalezy

w catosci do A, a drugie do B (w przeciwnym przypadku).
W rezultacie kazda wieza posiada w sumie 8 pdl: pole, na
ktoérym stoi, i potowe z pozostalych 14 pdl.

& Rozwigzanie zadania M 1811.

c

A T Pl B

Niech K i L beda srodkami, odpowiednio, przekatnych
AC i BD. Wtedy KN i LM sa odpowiednio liniami
srodkowymi tréjkatéw ABC 1 ABD. Zatem czworokat
MKNL jest réwnolegtobokiem.

Ponadto z réwnoséci AB = CD wynika, ze NK = NL,
czyli MK NL jest rombem. W szczegdlnosci punkty K i L
leza na symetralnej odcinka M N, czyli na prostej PQ.
Dodatkowo xAPQ = xNKL = xNLK = xDQP.

Poprowadzmy prosta réwnolegta do PQ przechodzaca
przez punkt D. Niech T bedzie punktem przecigcia tej
prostej z prosta AB. Z twierdzenia Talesa tatwo dostajemy,
ze BP = PT. Ponadto TPQD jest trapezem o réwnych
katach przy wierzchotkach P i @, czyli jest trapezem
rownoramiennym. W szczegdlnosci QD = PT = BP, skad
AP =CQ.

& Rozwigzanie zadania M 1812.

Odpowiedz: f(x) =0, f(x) ==«

Kladac y = 0, dostajemy, ze f(0) =0. Jesli f(z9) =0

dla pewnego zg # 0, to kladac x = x¢, dostaniemy, ze
yf(xzo(y+ 1)) = 0 dla dowolnego = € R, wiec f =0 — i jest
to pierwsze rozwigzanie réwnania.

Zalézmy teraz, ze f(x) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy = = 0.
Przypusémy, ze dla pewnej liczby rzeczywistej a # 0 mamy
fla) #a. Polézmy x =aiy= f(%)_a, wtedy

o et (f(f)(i)> W OETH (f(f)(—))
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Zauwazmy jednak, ze f <f‘?£§‘i)a) #0, gdyz fa(igi)a £ 0,
zatem dzielac obie strony powyzszej rownosci przez

f ( fa(i §‘i)a) , dostajemy réwnoéé
f@
fla)—a  f(a)—a’

z ktérej oczywiscie wynika, ze f(a) = a — sprzecznoéé
z zalozeniem. Wobec tego f jest identycznodcia.

Eﬁ Rozwigzanie zadania F 1115.
Pod wplywem pola elektrycznego E (ﬁ) tadunku ¢
nastepuje polaryzacja tadunkow kulki nienaladowane;j
i indukuje si¢ w niej dipolowy moment elektryczny d
(wektor d ma zwrot od ujemnego do dodatniego tadunku
dipola) wartosci proporcjonalnej do pola dx E (ﬁ)
Energia potencjalna U dipola umieszczonego w polu
elektrycznym wynosi: U = —d- E a sila F dziatajaca
na dipol rowna jest minus gradient energii potencjalnej
U: F = —VU. Wektor R, pole E(R) oraz wektor d sa
rownolegle i zwrdocone od dodatniego tadunku ¢ — w takim
przypadku problem staje sie jednowymiarowy i gradient
mozna zastapi¢ zwyklym rézniczkowaniem wzgledem R.
Mamy wigc:
3 e

) qR :a_'; U:—aEro—ﬁ,

a wiec

e 4 (2 'S
X —=| = | x —==.
dR \ R* R5
Po k-krotnym zwigkszeniu odlegtosci miedzy kulkami
sita ich oddziatywania nie zmieni sie, jedli Q2 = qk5, czyli:

Q =k = k*Vk.
Niezaleznie od znaku tadunku ¢ (Q) kulki sie przyciagaja.

‘ﬁ Rozwigzanie zadania F 1116.
Rozchodzenie sie dzwieku w gazie polega na propagacji
zgeszczen 1 rozrzedzen gazu. Taka propagacja jest mozliwa,
gdy dtugosé fali A\ jest wieksza od sredniej odlegltosci
pokonywanej przez czasteczki gazu miedzy kolejnymi
zderzeniami w ich ruchu termicznym. Oznacza to, ze
fale o dlugoéciach mniejszych od éredniej drogi swobdnej
| czasteczek sa silnie tlumione. Oszacujmy warto$é
$redniej drogi swobodnej w gazie o gestosci n (liczba
czasteczek w 1 m® gazu), gdy érednica czasteczki wynosi d
(przyjmujemy, ze czasteczki sa w przyblizeniu kuliste):

1
wd?n
— zderzenie nastepuje, gdy Srodki czasteczek znajda sie
w odlegloéci mniejszej niz d. W powietrzu, w warunkach
normalnych [ ~ 71078 m, co odpowiada czestosci dzwieku
f~5-10° Hz.

~



Zadanie. Dwaj rowerzysci znajduja sie na tej samej

drodze w odlegtoéci 20 km i zmierzaja w swoim kierunku,
kazdy z predkoscia 10 km/h. Mucha startujaca od jednego
rowerzysty leci w kierunku drugiego z predkoscia 15 km/h.
Po dotarciu do niego mucha zawraca i kontynuuje lot

w kierunku pierwszego, i tak dalej. Ile kilometréw przebedzie
mucha, zanim rowerzy$ci sie spotkaja?

W obu rozwiazaniach przyjmiemy, jak to sie zwykle czyni,
ze mucha i rowerzyéci sa punktami materialnymi, cho¢ dla
tych drugich jest to nieco trudniejsze. Bedziemy réowniez
wyrazaé droge, czas i szybkosé zawsze w — odpowiednio —
kilometrach, godzinach i kilometrach na godzine.

Pierwszy sposéb jest bardzo naturalny — bedziemy sumowali
dlugosci a1, az,as, ... kolejnych odcinkéw, ktére przebywa
mucha pomiedzy ,odbiciami” od rowerzystéw. Przez A, B, M
oznaczymy (zmieniajace si¢) polozenia rowerzystéw oraz
muchy. Zalézmy, ze w pewnej chwili mucha wyrusza na n-ty
odcinek swej drogi, ruszajac od rowerzysty A, i przyjmijmy
s:=|MB| = |AB|. Suma predkoséci M i B wynosi 25,
spotkanie M i B nastapi zatem po czasie s/25. Wtedy M
przebedzie droge a, = 15 - 5/25 = 3s/5 (dla pewnego n),

a odleglo$é |AB| spadnie do s’ = s/5. Analogicznie obliczajac,
otrzymamy a,+1 = 3s'/5 = a, /5, mamy wigc do czynienia

z ciagiem geometrycznym o ilorazie ¢ = 1/5. Poniewaz

a1 = 3-20/5 = 12, wystarczy skorzystaé¢ ze wzoru na

sume zbieznego ciggu geometrycznego, by otrzymad

S =5 =15

Drugi sposéb polega na wykorzystaniu sztuczki. Mucha leci
ze stala szybkoscig 15 km/h az do spotkania rowerzystéw,
ktére nastapi po godzinie. Wynika z tego, ze mucha
przebedzie 15 kilometréow.

Wedlug autora biografii John von Neumann po uslyszeniu
tego zadania natychmiast udzielil prawidtowej odpowiedzi.
To bardzo rozczarowato rozméwce, ktéry burknat pod
nosem, ze von Neumann znal sztuczke juz wczesniej

i dlatego rozwiazal zadanie tak szybko. Ten za$
odpowiedziatl, ze nie uzyl zadnej sztuczki, tylko zsumowat
wyrazy ciagu geometrycznego. .. Nie mozna wykluczy¢, ze
byta to prawda, biorac pod uwage to, jakim blyskotliwym
rachmistrzem byl John von Neumann. Wiemy jednak, ze
charakteryzowata go rowniez wesoloéé i poczucie humoru,
wiec rownie dobrze moégl by¢é to niezwykle zreczny zart.

Tu musze wtraci¢ z gorliwoécig telemarketera: uwaga

na tanie podrébki! Rézne wersje tej anegdoty kraza po
Internecie. Trolle nie $§pia! W mojej ulubionej (na pewnym
portalu matematycznym, ktérego nazwe poming) zamiast
Johna von Neumanna wystepuje Leonhard Euler, a zamiast
rowerow sa pociagi; tylko mucha sie zgadza — i lata, az
zostanie zmiazdzona w impecie zderzajacych si¢ lokomotyw.
A teraz uwaga: pociagi sa odlegle od siebie o 60 km
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Jubileuszowy kacik zobowiazuje do czegos wyjatkowego.

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

W biografii Johna von Neumanna [+] mozna znalez¢ anegdote zwiazang z nastepujacym
zadaniem i jego dwoma rozwigzaniami.

i poruszaja sie z szybkoscia 60 km/h, a mucha — 20 km/h.
Gdy Euler zyl, pociagi poruszaly sie raczej z chyzoscia
dryfu kontynentalnego (niektére polaczenia w Polsce do dzi$
trzymaja sie tej tradycji). Musca domestica osiaga 8 km/h,
wiec mucha z zadania byta pewnie nieco poddenerwowana
perspektywa catej tej zabawy, skoro wycisneta 250% normy.
Ktéz by nie byl? Jednak tylko ona wyjdzie z tego calo!
Zwréémy uwage, ze mucha porusza sie wolniej niz pociag,
wiec nie zdazy dolecie¢ na czas do miejsca zderzenia. A co
do przedstawionych wyzej rozwiazan — pierwszy sposéb
bedzie nieskuteczny, gdyz mucha nie odbije sie od drugiego
pociagu; drugi sposob da nam odpowiedz, ze do momentu
zderzenia pociagéw mucha przebedzie 10 km.

Matematycy kochaja obliczanie réznych rzeczy na dwa
sposoby — czesto przynosi to jakie$ korzysci. Tu mamy

dwa istotnie rézne rozwiazania tego samego zadania.
Przypuéémy, ze rowerzysci A i B znajduja sie w odlegtoéci s
i kazdy z nich porusza sie w strone drugiego z szybkoscig v —
5-- Mucha zaczyna podréz
z ramienia rowerzysty A i porusza sie w kierunku czota

spotkaja sie¢ woéwczas po czasie

rowerzysty B z szybkoscig V' > wv.

Wedtug drugiego sposobu mucha do momentu spotkania

rowerzystéw przebedzie dystans S = %

W pierwszym sposobie otrzymamy a; = oraz q = L=U

sV

Vo Vo
Poréwnajmy te wyniki: 4 = VQLJ =1 — g, wobec czego
S = 1. Wyglada znajomo? Oczywiscie! Otrzymalismy

przeciez réwnosé

(G) a1+a1q+a1q2—|—...:S:

ai

1—¢q’

czyli wlagnie wyprowadziliSmy w prostolinijny (a moze
prostoliniowy) sposéb wzér na sume nieskoriczonego,
zbieznego szeregu geometrycznego o ilorazie g € (0,1).

Wzér (G) tradycyjnie wyprowadza sie za pomoca obliczenia
odpowiedniej granicy:

n—1
E — E k _
ar = a1 q =aig-
k=0

k=1

1—q"
1—g¢q

n—oo A1

1—gq’

czyli w istocie wykorzystujemy fakt, ze ¢" — 0, gdy |q| < 1.
W metodzie ,fizycznej” obywamy sie bez tego! Jest tylko
jedna granica, ukryta w definicji

oo n

> = Jim (3 ).

k=1 k=1
Tej nie da sie pominaé.

I tylko nikomu nie zal biednej muchy, ktérej po tych
karkotomnych eksperymentach poteznie zakreci sie

w glowie. ..

[*¥] Norman Macrae, John von Neumann: The Scientific Genius

who Pioneered the Modern Computer, Game Theory, Nuclear
Deterrence, and Much More, 1992
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