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Jak przestaé bezpiecznie pierscionek zareczynowy?

*Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Piotr CHRZASTOWSKI-WACHTEL*

Czemu przesylac¢? Nie mozna da¢ osobiscie? Ot6z czasami nie mozna.
Wyobrazmy sobie sytuacje, w ktérej wiezien Artur (zaldézmy, ze niestusznie
oskarzony) chce sie oswiadczy¢ swojej ukochanej Biance. Wykonal juz
pierscionek zareczynowy, ale nie moze sie z nia spotkaé¢. Na szczescie znalazt
kuriera, ktory zobowigzal sie dostarczy¢ przesylke, ale nie jest to osoba godna
zaufania. Nasz bohater boi sie, ze pierscionek moze zostaé skradziony, cho¢
sam kurier funkcjonuje na razie dobrze, skutecznie przekazujac listy miedzy

zakochanymi.

Artur wykonal réwniez gustowna szkatulke zamykang na klédki. Na szczedcie
ma ich kilka i na wszelki wypadek szkatutka zostata przygotowana tak, zeby
mozna bylo zapiaé ja na kilka ktédek. Moglby wiec wlozy¢ pierécionek do
szkatulki, zamknaé¢ ja na ktédke i wystaé¢ kurierem, a nastepnie przestaé
ukochanej kluczyk, ktérym bedzie mogta otworzyé skrzynke. Zatézmy jednak,
ze w kwestiach bezpieczenstwa Artur jest bardzo pryncypialny i z zasady nigdy
nie powierza nikomu swoich kluczy. Czy przy takim ograniczeniu jest w stanie

bezpiecznie wystaé¢ Biance pierécionek?

Artur ma nastepujacy plan. Wysyla najpierw Biance instrukcje obstugi —

w instrukcji jest napisane, zeby Bianka kupita kt6dke. Nastepnie wktada
pierscionek do szkatulki i zamyka ja na swoja klédke. Wysyla kurierem
zamknieta szkatutke bez kluczyka, a Bianka, zgodnie z instrukcja, zamyka
szkatutke na drugg klédke i odsyla bez swojego kluczyka cato$é do Artura.
Teraz Artur otrzymuje szkatutke zamkniety na dwie klédki z pierscionkiem
w $rodku. Otwiera swoim kluczykiem swoja ktédke i odsyla szkatutke Biance,
a ta moze juz bezpiecznie otworzy¢ wlasng ktédke. Kurier nigdy nie moze
otworzy¢ szkatutki, bo klucz nie wedruje miedzy stronami.

Wyglada na to, ze ten algorytm mogltby byé¢ uzywany w kryptografii. Jesli
chcemy zakodowaé jaka$ informacje, mozemy uzy¢ klucza szyfrujacego tak, aby
potencjalny podgladacz, powiedzmy wtasciciel posredniczacego w transmisji
danych serwera, nie mégl odczytaé oryginalu. Problem polega na tym, ze
zazwyczaj, aby rozszyfrowaé¢ zakodowany tekst, powinnisémy zna¢ klucz.
Przestanie klucza moze byé réwnie niebezpieczne, jak oryginalnej wiadomosci —
tez moze zosta¢ podgladniety w czasie transmisji danych. Z kolei przekazanie
klucza zawczasu moze by¢ klopotliwe albo wrecz niemozliwe. Ponadto, jesli
mamy do przekazania duze dane, to w niektorych protokotach szyfrujacych moze
si¢ okazaé, ze klucz jest zbyt krétki i zastosowanie go naraza naszg wiadomosé
na przyktad na atak statystyczny.

Zanim przejdziemy dalej, dwa stowa o uwielbianej przez
informatykéw funkcji xor. Jest to funkcja, ktéra dla
dwoch bitéw daje jedynke, jesli sg rézne, a zero, jesli

sa takie same. W logice nazywana jest alternatywa
wylaczajaca (eXclusive OR), a w podrecznikach
oznaczana jest zwykle symbolem @. Zauwazmy, ze

jest to funkcja przemienna: a &b =b @ a i taczna:
(a®b)®c=ad (bd c). Kolejnosé podania argumentdéw
nie ma znaczenia, a tacznos¢ wynika z zauwazenia, ze gdy
ksorujemy wiecej bitéw, to wynik bedzie réwny jeden, gdy
liczba jedynek w tym ciagu bitow jest nieparzysta, a zero
w przeciwnym razie. Grupowanie ich, w ten czy inny
sposéb, nie zmieni wyniku. Czyli wynikiem (by @ ... ® by,)
bedzie 1 wtedy i tylko wtedy, gdy bedzie nieparzyscie
wiele takich indekséw k, ze by = 1.

Odnotujmy kilka podstawowych wlasnosci funkcji xor.
Po pierwsze a @ a = 0. Po drugie 0 @ a = a. Po trzecie
a @& b®a=>b. Ta ostatnia réwnosé¢ wynika z dwéch
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pierwszych, z tacznosci i z przemiennosci. Po prostu

a®bPa=0Da)Pa=bP(a®a)=bH0=0.

To, co robimy na bitach, mozemy tez zrobié¢ na ciagach
bitéw: dla dwéch jednakowej dlugosci ciagdéw bitéw
mozemy wykonaé xor na kazdej pozycji oddzielnie.
Oznacza to, ze xor jest calkiem interesujaca operacja
arytmetyczna: jedli bedziemy reprezentowacé liczby

z przedziatu [0, . .., 255] za pomoca jednego bajtu (czyli
ciagu oémiu bitéw), to na przykltad 9@ 5 = 12,

gdyz 9 ma reprezentacje dwdjkowa 00001001, 5 ma
reprezentacje 00000101, a 12 ma reprezentacje 00001100
i te jedynki w reprezentacji dwéjkowej 12 s tam,

gdzie reprezentacje 9 i 5 sie réznia. Oczywiscie skoro
9@5=12,t01205=9i1209 =5.

Wykorzystujac te wlasnosci, moglibysmy zaszyfrowaé
dowolny tekst, ksorujac go z danym kluczem,

a odszyfrowanie go polegaloby na ponownym
sksorowaniu z tym samym kluczem. Jesli zatem



Tak naprawde nie istnieje tekst

o odczycie [8][12][24][3][14] w kodzie
ASCII, gdyz kody odpowiadajace
w,drukowalnym” znakom znajduja sie

w przedziale od 32 do 126. Nic jednak nie
stoi na przeszkodzie, by w komunikacji
wykorzystywaé po prostu ciagi liczb.

odbiorca wiadomosci, ktora chcemy zaszyfrowaé, znalby nasz klucz, to tekst,
ktory chcemy nadaé, sksorowalibysmy z kluczem litera po literze. Kiedy odbiorca
drugi raz sksoruje zaszyfrowany tekst z tym kluczem, to odczyta oryginal.

Powiedzmy, ze umawiamy sie¢, ze naszym kluczem beda stowa inwokacji

z ,Pana Tadeusza” Litwo, Ojczyzno moja! ty jeste$ jak zdrowie. Tekst ten ma
43 znaki. Zakodowany w kodzie ASCII bedzie mial 342 bity, ktére moga by¢
uzyte do ksorowania z kolejnymi znakami szyfrowanego tekstu. Wynik, jaki
dostaniemy, raczej nie bedzie przypominal oryginatu. Na przyktad stowo Delta,
majace w kodzie ASCII wartosci kolejnych liter réwne [68][101][108][116][97]
sksorowane z pierwszymi 5 znakami klucza, czyli stowem Litwo o kodzie
ASCII [76][105][116][119][111], datoby tekst, ktéry w kodzie ASCII mialby
reprezentacje [8][12][24][3][14], bo 68 & 76 =8, 101 & 105 = 12, 108 ¢ 116 =
24,116 @ 119 = 3, 97 @ 111 = 14. Rzecz jasna, ciag [8][12][24][3][14] sksorowany
z ciagiem [76][105][116][119][111], czyli stowem Litwo, da nam z powrotem ciag
[68][101][108][116][97], czyli stowo Delta. Sa jednak wady tego pomystu.

Pierwsza — przekazanie i przechowywanie klucza: kazda metoda jest wrazliwa
na ataki. Druga: moze si¢ okazaé, ze komunikat, ktéry nadajemy, jest dtuzszy
niz klucz. Wtedy oczywiscie mozna po tylu pierwszych znakach, ile jest

w kluczu (czyli 43 w naszym przykladzie), ponownie zaczaé¢ od poczatku
uzywaé klucza, ale jest w tym pewien problem. Okazuje sig, ze jesli nasz
zaszyfrowany tekst jest bardzo dlugi, to w tym momencie niektére litery

klucza zaczynaja istotnie czesciej by¢ uzywane do kodowania, a inne rzadziej.
Na przyklad w naszym kluczu sg az 4 litery o i nie ma zadnej litery w. Jesli
tekst, ktéry chcemy zakodowad, jest napisany w jezyku polskim, dla ktérego
czestosci wystepowania liter sa nam znane, to najczesciej wystepujaca w naszym
jezyku litere a bedziemy czesciej kodowali za pomoca o niz jakakolwiek inng
litere zakodowana jakimkolwiek innym znakiem. Badajac zaszyfrowany tekst,
mogliby$my znalez¢ najczesciej wystepujaca zaszyfrowana litere i przyjac, ze jest
to szyfr litery a. W ten sposéb moglibyémy odtworzy¢ najczesciej wystepujaca
litere klucza i tak po nitce do kiebka ztamac caly klucz. Dlatego dobrze byloby,
gdyby klucz mial dlugosé réwna diugosci zaszyfrowanego tekstu, a najlepiej,
zeby dodatkowo byl jakim$ zupelnie losowym ciggiem znakéw, niemajacym
odpowiednika w jezyku naturalnym.

Mozemy teraz przesylaé zaszyfrowane wiadomosci, podobnie jak Artur przesylal
pierscionek swojej ukochanej. Wystarczy bowiem kolejno:

e wygenerowal losowy ciag znakéw o dlugosci réwnej dlugosci tekstu,

o sksorowaé go z tekstem, ktéry chcemy zaszyfrowaé,

o wystaé odbiorcy tekst zakodowany kluczem, ktérego on nie zna,

e poprosi¢ go o wygenerowanie swojego klucza, ktérego z kolei my nie musimy
znac,

e poprosi¢ o powtdrne zakodowanie zaszyfrowanego tekstu swoim losowo
wygenerowanym kluczem i przestanie nam podwdjnie zakodowanego tekstu,

e otrzymany podwdjnie zakodowany tekst sksorowaé z naszym kluczem,
zdejmujac jedno zakodowanie, ale pozostawiajac tekst zakodowany kluczem
odbiorcy,

e przestaé¢ odbiorcy wynik,

e poprosi¢ go o sksorowanie ze swoim kluczem.

Druga ktédka zdjeta! Nadany tekst zostal odczytany. Nikt po drodze nie widziat
ani oryginalnego tekstu, ani klucza. Oba klucze mozemy wyrzuci¢. No po prostu
super!

Niestety mozemy wyrzuci¢ do kosza tez caly pomyst takiego szyfrowania.
Zawiera on bowiem pewien trudno usuwalny blad. Nie tak latwo go dostrzec

na pierwszy rzut oka. Problem w tym, ze oprécz zaszyfrowania wiadomosci
zadamy tego, aby nikt, kto bedzie podgladal transfer zaszyfrowanych tekstow,
nie byl w stanie odtworzy¢ oryginatu. Sprawdzmy, co by bylo, gdyby potencjalny
podgladacz przechwycil trzy zaszyfrowane teksty: pierwszy zaszyfrowany
kluczem a przez Artura, drugi doszyfrowany kluczem b przez Bianke i trzeci
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Klasycznym rozwigzaniem naszego
problemu w kryptografii jest protokdl
Diffiego—Hellmana pozwalajacy ustali¢
stronom komunikacji wspdlny klucz
szyfrowania w bezpieczny sposéb.

odszyfrowany kluczem a przez Artura. Wtedy te trzy przesylane teksty to
kolejnot®a,tPaPboraztDa®bda=tDb.

Sksorowanie tych trzech zaszyfrowanych wiadomosci to (t ® a) ® (t B a B b)
@ (t ®b), co z uwagi na lacznos$é i przemiennoéé¢ funkeji xor daje nam
tet)®(a@a)®(bdb)@dt=0000 0@t =1t. Bez zadnego wysitku z tych
trzech tekstéw odtworzymy zaszyfrowang wiadomosé t.

Zauwazmy, jak wazne w kryptografii jest wyspecyfikowanie celu — tu jest nim
niemozliwo$¢ lub wystarczajaca trudno$é¢ odtworzenia zaszyfrowanego tekstu
przez podgladacza bez znajomosdci kluczy szyfrujacych. Tej istotnej wlasnosci
niestety naszej metodzie brakuje.

A najciekawsze jest to, ze algorytm Artura z fizycznymi klédkami dziala i jest
nie do zlamania, nawet jedli kurier przez jaki$ czas ma dostep do zamknietych

szkatulek.

C,.l(“fc%?

Do powierzchni obrotowych i jeszcze dalej

* Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Oficjalne logo Operation Warp Speed,
partnerstwa publiczno-prywatnego
majacego na celu szybki rozwdj

i dystrybucje¢ szczepionek przeciwko
covid-19 (maj 2020 — luty 2021).

Rys. 1. Walec (f = const.) i hiperboloida
jednopowlokowa (f(z) = V1 + z2) jako
powierzchnie obrotowe. Katenoida

(f(z) = cosh(z) = “Fx—) wyglada
podobnie do hiperboloidy

[M] Mathologer, Why don’t they teach
simple visual logarithms (and hyperbolic
trig)?, film na platformie YouTube:
youtu.be/GO0Fa5Z1-Z3cl

Michat MISKIEWICZ*

Full ahead, mr. Sulu, maximum warp.

James T. Kirk,
Star Trek: The Original Series, SOLE08

Bohaterem tego artykutu jest produkt skrecony, po angielsku: warped product.
Stowo warp (wykrzywié, odksztalci¢) zrobilo kariere za sprawa warp drive,
hipotetycznego napedu pozwalajacego rozwija¢ predkosci nad$wietlne. Zostat
on spopularyzowany w serii science fiction Star Trek i doczekal sie caltkiem
powaznego traktowania, o czym wiecej mozna przeczyta¢ w OpowieSciach

o0 podrézach w kosmos z A3, lub tez wyszukujac hasto Alcubierre drive. Wplyw
tej idei na zbiorowa wyobraznie jest na tyle duzy, ze w 2020 roku amerykanska
inicjatywa rozwoju i dystrybucji szczepionek przeciwko covid-19 przyjela nazwe
Operation Warp Speed.

Nazwa nie jest jedyna cecha taczaca produkt skrecony z napedem warp.

Po pierwsze, naped ten opiera sie na pomyé$le odksztalcania przestrzeni,

co rodzi pojeciowa trudnosé: wszak umiemy gia¢ dwuwymiarows kartke

w tréjwymiarowej przestrzeni, ale jak mielibySmy wygina¢ sama przestrzen?
Odpowiedzia na te¢ trudnosé jest geometria wewnetrzna, czyli jezyk pozwalajacy
opisywaé geometrie i deformacje obiektu samego w sobie, bez odwolan do
otaczajacej go przestrzeni. Produkt skrecony jest wlasnie jednym z narzedzi
takiego opisu.

Po drugie, przekroczenie predkosci swiatta konwencjonalnymi metodami nie jest
mozliwe. Furtke do obejscia tego zakazu proponuje naped warp. Ograniczenie
»bredkoéci” podobnej natury zobaczymy nizej, badajac blizej powierzchnie
obrotowe. Przekonamy sie, ze produkt skrecony umozliwia pokonanie tej granicy.
Zachecam wiec Czytelnika do lektury, by odkrywaé dziwne nowe swiaty oraz
smiato pdjsé tam, gdzie zZaden czlowiek wczesniej nie dotart.

Powierzchnie obrotowe. Przepis na taka powierzchnie jest prosty. Bierzemy
ciagla dodatnia funkcje f: R — (0,00) i jej wykres y = f(z) obracamy wokél
osi z. Otrzymang powierzchni¢ mozna opisa¢ réwnaniem r = f(z), jesli przez

r = \/y? + 22 oznaczymy odleglosé¢ od osi z.

Przyklady mozna mnozyé. Przyjecie za f funkcji stalej prowadzi do konstrukcji
walca. Obrét hiperboli, czyli wykresu funkeji f(z) = v/1 + 22, prowadzi do
hiperboloidy jednopowlokowej. Powierzchnie te zobaczymy tez, obserwujac
szybko obracajaca sie kostke (jak na poczatku filmu [M]). Z kolei funkcja
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Rys. 2. Stozek, sfera i paraboloida
eliptyczna. W kazdym z tych przypadkéw
mamy f(0) = 0, co oznacza, ze
powierzchnia si¢ ,,zamyka” — jak widac,
da si¢ to nawet zrobié gtadko

Ccos & x

Rys. 3. Jesdli odleglos¢ od punktu

O = (1,0,0) liczymy wzdluz samej sfery,
to punkty odlegle o o tworza okrag

o promieniu sin «

Gdy rozwazana powierzchnia obrotowa
nie dotyka osi z, nalezy wybradé jakis
przekrdj @ = x¢ i odleglos$é s liczyé

od niego — z plusem w jedng strong

i z minusem w drugag.

Zaawansowanych Czytelnikéw moze
zainteresowad, ze w literaturze produkt
skrecony definiuje sig¢ Scisle przy uzyciu
pojecia metryki Riemanna. W przypadku
sfery bylaby to metryka

g(s,0) = ds> + (sins)® do®

—_
m. na odcinku m. na okregu

dla s € [-1,1] i € na okregu, przy czym
symbole ds? i d6? odnosza si¢ do
standardowej metryki Riemanna na
odcinku i okregu jednostkowym.

W pozostalych przypadkach jest
podobnie, tylko funkcje sinus nalezy
zastapi¢ przez odpowiednia funkcje h,
a odcinek ewentualnie podmienié¢ na
polprosta — w ten sposéb opisujemy
wszystkie powierzchnie posiadajace
symetri¢ obrotowsa.

x —x . . . . . .
flz)=¢ Jr; , zZwana cosinusem hiperbolicznym, daje nam powierzchnie¢ znana
jako katenoida, ktéra wyrdéznia si¢ swoja minimalnoscig (wigcej w ASY).

Oczywiscie funkcja f moze mie¢ mniejsza dziedzine, woéwczas otrzymana
powierzchnia ma brzeg w ksztalcie jednego lub wiecej okregéw. Mozna tez
dopuséci¢, by f przyjmowata w jakims punkcie warto$é 0, co w efekcie ,,zamyka”
powierzchnie. Najprostszym przykladem bedzie tu stozek, czyli ksztalt czapeczki
urodzinowej. Otrzymujemy ja, wycinajac z (nieskoriczonej) kartki papieru kat

o rozwartosci « € (0,27) i odpowiednio zginajac. Efektem jest powierzchnia
opisana przez f(z) = cx dla x > 0, o ile odpowiednio dobierzemy ¢; musi ono
spetnia¢ o~ = ﬁ

Stozek posiada charakterystyczny punkt, wierzchotek, w ktorym jest niegtadki.
Mozna tego unikna¢ — wystarczy zazadac, by w punkcie ,,zamkniecia”
pochodna f byla nieskoriczona. Przyklad? Sfera jednostkowa jest zadana
réwnaniem z2 + y% + 22 = 1, co mozemy przepisaé jako 2 = 1 — 22, a wiec
powierzchnia ta powstaje z obrotu wykresu f(z) = v1 — 22 (z € [-1,1]). Innym
przykladem jest paraboloida eliptyczna, zadana réwnaniem x = y2 + 22, a wiec
pochodzaca od funkcji f(z) = v/ (z > 0).

Opis wewnetrzny. Dotychczasowy opis mozna podsumowaé tak: mierzymy
odlegtosé¢ wzdtuz osi x, a dla wybranej wartosci zg funkcja f méwi nam, jak
duzy jest okrag ,,w odlegltosci xy”; bardziej écisle, okrag stanowiacy przekrdj
plaszezyzna © = xy ma promien f(zg). Zamiast wzdluz osi  mogliby$my
jednak mierzy¢ odleglosci wzdtuz samej powierzchni, czyli wzdtuz krzywych
powstalych przez obrot wykresu f — jest to sposdb bardziej wewnetrzny, majacy
wiecej wspélnego z geometrig samej powierzchni. Najlatwiej jest to wyrazié

dla powierzchni obrotowej posiadajacej punkt O = (x,0,0) na osi z, czyli dla
funkcji f zerujacej sie w z¢. Przyjmiemy mianowicie, ze h(s) jest promieniem
okregu ztozonego z punktow odlegltych od O o s.

Dla pelnej jasnosci wréémy do przykltadu sfery, w ktorym jako punkt O mozemy
przyjaé (1,0,0). Punkty odlegle od O o a leza w przekroju = = cos « i tworza
okrag o promieniu sin «, a wiec h(a) = sin a. Warto zaznaczy¢, ze odleglosé
liczymy tutaj po najkrétszej krzywej lezacej na sferze, a wiec po tuku kota
wielkiego, a nie po odcinku — inaczej odlegtos¢ ta wynositaby 2sin §. Dla
poréwnania dwéch podanych tu sposobow opisu umiesémy dotychczasowe
przyklady w jednej tabelce.

Powierzchnia Funkcja f(x) Funkcja h(s)
Walec o promieniu R R R
Katenoida (e +e7%)/2 1+ s2

. o e et
Stozek zadany katem « cr (5= = \/ﬁ) 7.5
Ptaszczyzna — S
Sfera o promieniu R R? — 22 R- sin%
Warunek , gladkiego zamkniecia”:  f(xq) = foo R (sg) = £1

W ten sposéb poznaliSmy wlasnie, czym jest produkt skrecony pétprostej (lub
odcinka) z okregiem. Zeby ten sposéb opisu calkowicie oderwaé od otaczajacej
przestrzeni tréjwymiarowej, odnotujmy pewien prosty fakt. Otéz zamiast méwié,
ze punkty w odlegtodci s od O tworza w przestrzeni tréjwymiarowej okrag

o promieniu h(s), mozemy powiedzieé, ze tworza one krzywa (konkretnie okrag)
o dtugosci 2mh(s). W tym sformulowaniu przestaje mieé¢ znaczenie, jak nasza
powierzchnia si¢ uktada w przestrzeni — dla przyktadu, gdybyémy czapeczke
urodzinowa z powrotem rozlozyli na ptasko, to dalej mozemy zmierzy¢ dtugosé
krzywej tworzonej przez punkty odlegle od wierzcholka o s (tym razem bedzie to
luk okregu, ale nadal o dlugoéci as). O pozytku ptynacym z pojecia skreconego
produktu niech $wiadczy fakt, ze mozna przy jego uzyciu opisa¢ metryke
Schwarzschilda, ktéra w ogdlnej teorii wzglednosci zadaje pole grawitacyjne

na zewnatrz sferycznej masy.
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[f(z1) — f(z2)]
= |h(s1) — h(s2)|

Rys. 4. Odlegltos¢ dwéch punktéw, P, Ps,
liczona wzdluz wykresu |s; — s2| jest co
najmniej taka, jak ich odleglo$é¢ w pionie
[h(s1) — h(s2)]

Przyklady powierzchni o stalej

krzywiznie:

¢ 0: h(s)=s, plaszczyzna,

« R™2: h(s) = Rsin(s/R), sfera
o promieniu R,

« —R72: h(s) = Rsinh(s/R),
przeskalowana ptaszczyzna
hiperboliczna.

Powyzsze funkcje h laczy to, ze spelniaja

réwnanie rézniczkowe ' +k-h =0

z warunkami poczatkowymi h(0) = 0,

h'(0) = 1 (choé dla réznych wartosci k).

Kazda inng powierzchnie o statej

krzywiznie da si¢ ,zbudowad” z jednej

7z powyzszych.

Uwaga, ograniczenie! Po blizszym przyjrzeniu sie tabelce widzimy, ze

o ile za f mozna przyja¢ dowolna dodatnig funkcje, to juz za h niekoniecznie.
Kazda z podanych wyzej funkcji h ma pochodng ograniczona w module przez 1
lub innymi stowy: spelnia warunek Lipschitza |h(s1) — h(s2)| < |s1 — s2| dla
dowolnych si, s9. Dowdd, ze tak byé musi, nie jest trudny. Przyjmijmy, ze na
wykresie funkcji f dany jest punkt P = (x1, f(x1)) odlegly od O o s; oraz
podobnie opisany punkt P, (rys. 4). Ich odleglo$é wzdluz wykresu wynosi

|s1 — s2|, jednoczes$nie mozna ja ograniczy¢ z dotu przez odleglosé wzdiuz

osi pionowej, czyli |f(x1) — f(x2)]. Ta ostatnia wielko$é to nic innego jak

|h(s1) — h(s2)|, uzasadniliémy wiec warunek Lipschitza.

Czy zatem jestesmy skazani na rozwazanie wylacznie wolno rosnacych funkcji h?
Oczywiscie, ze nie! Dzieki temu, ze produkt skrecony posiada interpretacje
niezalezng od otaczajacej przestrzeni, mozemy nadaé geometryczny sens rowniez
powierzchniom zadanym abstrakcyjnie przez szybko rosnace funkcje. Narzuca
si¢ na przyktad rozwazenie uogélnienia stozka: funkcja h(s) = 5=s dla o > 27.
Przypadek o = 27 jest graniczny, odpowiada po prostu plaszczyznie. Dla

«a > 27 warto samodzielnie wykona¢ nastepujacy eksperyment: rozcinamy kartke
papieru wzdluz pélprostej, doklejamy brakujacy fragment, by otrzymacé kat

o rozwartodci «, a nastepnie odpowiednio zginamy. Jak tatwo sie przekonac,

w przestrzeni ,brakuje miejsca”, by powstal stozek o symetrii obrotowej. Nie
zmienia to faktu, ze powierzchnia ta posiada symetrie obrotowa w bardziej
abstrakcyjnym, wewnetrznym sensie. Pewien niedosyt moze oczywiscie
powodowaé osobliwo$é wierzchotka takiego ,stozka”, dlatego na koniec
rozwazymy inny, bardzo klasyczny przyktad.

Strange new worlds. Za funkcje h przyjmijmy teraz sinus hiperboliczny, czyli
funkcje sinh(s) := es’;_s. Jej pochodng jest wspomniany wezeéniej cosinus
hiperboliczny %, ktéry poza s = 0 przyjmuje wartosci wigksze od jedynki,
co wynika z nieréwnosci migdzy $rednia arytmetyczna a geometryczna. Mamy
wiec do czynienia z egzotyczna powierzchnia zwana plaszczyzng hiperboliczng,
ktéra podobnie jak stozek nie daje sie zrealizowaé jako powierzchnia obrotowa.
Zachecam do podjecia sie sklejenia lub wydziergania plaszczyzny hiperbolicznej
— konieczne instrukcje znajdzie Czytelnik w artykutach Eryka Kopczynskiego

i Doroty Celinskiej-Kopczytiskiej, opublikowanych w|A3,. Jako ze funkcja

sinh ma wzrost wykladniczy, efekt takiego przedsiewziecia jest jeszcze bardziej
spektakularny niz dla niby-stozka (zob. ilustracje ponizej).

Portret

Haesje Jacobsdr
van Cleyburg,
zony pewnego
rotterdamskiego
piwowara.
Rembrandt van
Rijn, 1634 (zbiory
Rijksmuseum

w Amsterdamie)

Salata — proces jej wzrostu przypomina
efekt szydetkowania opisany w Ago

Plaszczyzne hiperboliczna odkryli niezaleznie Janos Bolyai (1802-1860)

i Nikolaj Iwanowicz Lobaczewski (1792-1856) (wiecej w |Afg). Choé nie wynika
to bezposrednio z dotychczasowych obserwacji, ptaszczyzna hiperboliczna
posiada duzo wiecej symetrii niz tylko obrot wokot wyréznionego punktu,

stad tez jej nazwa sugerujaca identyczng geometrie wokél kazdego punktu.

W istocie powierzchnia ta ma w kazdym punkcie krzywizne rowng —1 i jest

to — w odpowiednim sensie — jedyna taka powierzchnia. Jej zobaczenie utrudnia
wykazane przez Davida Hilberta (1862-1943) twierdzenie méwiace, ze nie tylko
nie mozna jej przedstawi¢ jako powierzchni obrotowej, ale w ogéle nie da sie
jej izometrycznie zanurzyé (czyli zrealizowaé bez deformacji) w przestrzeni
tréjwymiarowej. Dlatego tez sieganie po opis wewnetrzny jest przy zwiedzaniu
dziwnych nowych $wiatow nie tylko ciekawe, ale i konieczne.
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Obliczenia pdl i objetosci — trzy metody geometryczne

*Wydzial Budownictwa i Inzynierii
Srodowiska, Szkota Gléwna
Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie

**Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Archimedes z Syrakuz (ok. 287-212 p.n.e.)
— jeden z najwybitniejszych umystéow
matematycznych w historii. Urodzil sie

i zmart w Syrakuzach. Poza matematyka
zajmowal sie¢ rowniez fizyka i inzynieria.
W swoich czasach wstawil sie dzigki
wynalazkom mechanicznym — tzw. srubie
Archimedesa do pompowania wody,
dzwigni, planetarium (bardzo dokladnie
odtwarzajacym ruchy cial niebieskich)
oraz maszynom wojennym, ktére
przerazaly rzymskich Zolnierzy podczas
oblezenia Syrakuz (oblezenie to
przyniosto $mieré Archimedesowi).
Niestety tylko niektére dzieta
Archimedesa przetrwaly do naszych
czaséw. Nalezy do nich wazny traktat
zatytulowany ,Metoda”, ktéry zostal
ponownie odkryty dopiero w 1906 roku,
w Konstantynopolu, praktycznie przez
przypadek — w palimpsescie powstatym
w roku 1229. W tym traktacie
Archimedes szczegétowo opisal swoja
metode dZwigni. Historia wspomnianego
palimpsestu (zawierajacego takze inne
traktaty Archimedesa) i metody uzyte do
jego prawidlowego odczytania sa
przedstawione w bardzo ciekawej ksiazce
Reviela Netza i Williama Noela [4].

Vazgen BAGDASARYAN*, Grzegorz LUKASZEWICZ**

Najwieksze pomysty cechuje prostota
William Golding

Obliczanie pdl figur plaskich i objetosci bryl, nawet w prostych przypadkach,
bywa czasem dosé klopotliwe, np. wtedy, gdy tatwo jest napisa¢ calke
wyrazajacg pole figury, ale samo obliczenie tej calki jest niebanalne.
Zagadnieniem metod obliczania pol i objetosci zajmowato sie wielu wybitnych
matematykow, poczawszy od czasow starozytnych az po nam wspodltczesne.

W tym artykule przedstawiamy trzy geometryczne podejécia do wyznaczania pol
i objetosci opracowane w réznych epokach: podejécie Archimedesa (III w. p.n.e.),
Cavalieriego (XVII w.) oraz Mamikona Mnatsakaniana (XX w.).

Metoda I — podejscie Archimedesa. Archimedes uwazany jest za jednego
z twércow statyki i hydrostatyki. Obliczyl on érodki cigzkosci wielu waznych
figur geometrycznych i bryl, miedzy innymi tréjkata, trapezu, dowolnego
wycinka paraboli i segmentu paraboloidy obrotowej. Swoje wyniki dotyczace
statyki zawarl w dzielach O réwnowadze plaszczyzn i Kwadratura paraboli.

Prawo dZwigni, sformutowane przez Archimedesa, jest jednym z praw réwnowagi,
nalezy do statyki i mowi, ze:

Wielkosci sqg w réwnowadze w odleglosciach odwrotnie proporcjonalnych do ich
wag.

Jezeli po obu stronach dzwigni umiescimy masy, odpowiednio, m i m/,

a odleglosci ich érodkéw ciezkosci od punktu podparcia dzwigni, odpowiednio,
dg i dg, sa do siebie w stosunku odwrotnie proporcjonalnym do stosunkéw tych
mas:

(1)

to dzwignia pozostaje w rownowadze statyczne;j.

ds m’

ds/ o m’

Jedli przyjmiemy, ze obie masy maja te sama stala gestosé, to m’/m =V'/V,
gdzie V' i V sg objeto$ciami mas, odpowiednio, m’ i m. Zatem
ds V'
(2) ==
dg: 1%

Gdy rozwazamy wyidealizowany problem dwuwymiarowy, objetosci V' i V
zamieniamy na pola A’ i A dwéch figur plaskich.

Powyzsza zasade mozna wykorzysta¢ w celu wyznaczania pol i objetosci

w nastepujacy sposéb (por. [2]). Przypusémy, ze R i S to dwa obszary lezace
wzdluz tego samego odcinka osi poziomej (rys. 1). Majac dane pole A(S) oraz
srodek ciezkosci cg obszaru S, pytamy o pole A(R) obszaru R.

Obszary R i S sg wypelnione liniami pionowymi, odpowiednio, [ i I’

PR N tak, ze kazda linia [ (odp. I’) jest zawarta w obszarze R (odp. 5),

a kazdy punkt obszaru R (odp. S) nalezy do dokladnie jednej linii

| N /n///’/

| | ‘ (odp. I').

! o T ! Przypusémy, ze istnieje taka stata k, ze dla kazdej pionowej linii

g ‘ l fs w odleglosci  od punktu O, przecinajacej obszary R i S w odcinkach
Tl o diugosciach [ i I', odpowiednio, spelniona jest relacj
s v " gosciach [ i I’, odpowiednio, spelniona jest relacja
By

Rys. 1

Wéwcezas z prawa dzwigni wynika, ze odcinek [ umieszczony
w punkcie P, w odlegtosci k od punktu podparcia O, réwnowazy
odcinek I’ w miejscu, w ktérym sie znajduje.
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Bonaventura Francesco Cavalieri
(1598-1647). Wioski matematyk
i astronom. Studiowal na uniwersytetach
w Pizie i w Bolonii. Byl uczniem
Galileusza. Zajmowal si¢ gtéwnie
geometrig. Jako pierwszy zaczal stosowad
metody nieskoniczenie matych elementéw
do obliczania pdl powierzchni i objetosci

Zatem jesli obszar R zostanie umieszczony tak, aby jego $rodek cigzkosci znalazt
sie w punkcie P, to zréwnowazy on obszar S w miejscu, w ktorym si¢ znajduje,
co prowadzi do réwnania

ko A(S)

w5 A(R)
gdzie zg to odleglosé srodka ciezkosci cg obszaru S od punktu O. Znajac A(S),
xg oraz k, z powyzszego réwnania obliczamy szukana wielko$é A(R).

Przyktad 1. Obliczenie pola pod parabolg. Wezmy za R obszar ograniczony
przez parabole y = 22, 0§ OX oraz prostg x = 1. Niech S bedzie tréjkatem
o wierzchotkach w punktach (0,0), (1,0), (1,1), ktérego pole powierzchni wynosi
A(S) = %, a srodek ciezko$ci ma pierwsza wspolrzedng zg = %
Mamy [ = 22, a I’ = z, zatem mozemy przyjaé¢ k = 1 i otrzymujemy 1- 22 =z - 2.
Oznacza to (przy zalozeniu, ze 0§ OX jest dZwignia podparta w punkcie (0, 0)),
ze gdybysmy przesuneli obszar R pod parabola tak, aby jego srodek ciezkosSci
znalazt sie w punkcie P o wspdlrzednych (—1,0), to zréwnowazylby on tréjkat
w miejscu, w ktorym sie znajduje. Otrzymujemy zatem:
1 2 1

A(R) = A(S) - x5 = 53~ 3
W celu wykorzystania tej metody do wyznaczenia objetosci bryl nalezy zastapic
dlugoéci odcinkéw polami powierzchni przekrojéw poprzecznych. Jako ilustracje
przytoczymy jeden z najwazniejszych wynikéw otrzymanych przez Archimedesa.

Przyklad 2. [2] Obliczenie objetosci kuli. Konstrukcje rozpoczynamy od
narysowania okregu z2 + y? = 72 przecinajacego o§ OX w punkcie P = (r,0).
Nastepnie rysujemy prostokat K LM N, ktérego srodek ciezkosci umiejscowiony
jest w srodku uktadu wspoélrzednych. Jego podstawa ma dlugosé d = 2r,

a jego wysokos¢ jest réwna h = 2d. Rysujemy réwniez tréjkat K NP. Przez
obrét tych figur wokot osi OX otrzymujemy bryty: kule S, stozek C oraz

walec Z. Zauwazmy, ze otrzymane bryly zbudowane sg z dyskéw prostopadlych
do osi OX. Dla przyktadu, przekroj ptaszczyzna prostopadla do osi OX,
przechodzaca przez punkt A = (z,0) przecina kule — tworzac koto S, o promieniu
AC =y = V1r? — 22, stozek — tworzac koo C, o promieniu AB = r — x oraz
walec — tworzac kolo Z, o promieniu AD = d = 2r. PrzeprowadZmy rachunki:

d-[A(S2) + A(Cy)] = 7d - [y? + (r — z)?]
=nd-[(r® = 2®) + (r = 2rz + 2?)]

Mamy zatem

co oznacza, ze jesli przyjmiemy, ze 0§ OX jest dzwignia z podparciem

w punkcie P, oraz umie$cimy kola S, i C,, w punkcie @ = (3r,0), to razem
zrownowaza koto Z, w miejscu, w ktorym sie znajduje. To prowadzi do wniosku,
ze jedli kule S oraz stozek C umiescimy tak, aby ich srodki cigzkosci znalazty
sie w punkcie @, to razem zréwnowaza one walec Z w miejscu, w ktérym sie
znajduje. Zatem zasada dzwigni implikuje relacje:

o - [V(S) + V(C)] =1 V(2).

Podstawiajac znane objetosci V(C) = 17d? oraz V(Z) = nd®, obliczamy objetosé

3
kuli o promieniu 7:
1 4
V(S) = —md® = —mr3.
Metoda IT — podejscie Cavalieriego. Bonaventura Cavalieri spopularyzowal
swoja metode w dwéch pracach, Geometria indivisibilibus z 1635 roku oraz
Ezercitationes geometricae sex z 1647 roku. Opiera sie ona na zasadzie znanej

jako twierdzenie Cavalieriego.
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Wiecej przykladéw zastosowania zasady
Cavalieriego mozna znalezé w artykule
Jarostawa Gérnickiego z Ab.

Mamikon Mnatsakanian (po lewej),
Tom M. Apostol (po prawej)

Mamikon Mnatsakanian (1942-2021).
Ormianski fizyk, ktéry na metode
»caltkowania wizualnego” wpadl w trakcie
studiéw. Pomyst ten jednak przez wiele
lat nie zostal zauwazony i doceniony.
Dopiero w trakcie pobytu Mamikona

w USA prof. Tom M. Apostol dostrzegt
w jego metodzie potencjal i wspdlnie
zaczeli si¢ nig zajmowac i rozwijac.
»Jako nauczyciel rachunku
rézniczkowego z ponad 50-letnim stazem
i autor kilku podrecznikéw na ten temat
bylem zdumiony, gdy dowiedzialem sie,
ze wiele standardowych problemdéw

w rachunku rézniczkowym mozna tatwo
rozwiqgzad za pomocq innowacyjnego
podejscia wizualnego, ktére nie korzysta
ze wzoréw”. — Tom M. Apostol

Twierdzenie Cavalieriego. [2] Jesli dwie bryly majq te wilasnosé, ze ich
przekroje wszystkimi plaszczyznami rownoleglymi do jednej, z gory ustalonej
plaszczyzny majg te same pola, to te bryly majg rowne objetosci. Jesli przekroje
na rownych wysokosciach sq w stalym stosunku, to objetosci tych bryl rowniez sq
w tym stosunku.

Przyktad 3. Obliczenie objetosci stozka. Zauwazmy najpierw, ze mozemy latwo
wyznaczy¢ pola powierzchni przekrojow stozka oraz ostrostupa na dowolnej
wysokosci. Mamy (patrz rys. 4)

nrlz? z?
A(Cy) = 2 oraz  A(Py) = e
Poniewaz stosunek tych pol na dowolnej wysokosci jest staly i nie zalezy od =,
A
C)_ 2
A(P,)

wiec, na podstawie twierdzenia Cavalieriego, stosunek objetoéci bryt jest taki
sam. Znajac objeto$¢ ostrostupa (V(P) = % -1+ h), latwo teraz wyznaczamy
objetos¢ stozka:

KEICD; =7mr? = V(C) = nr*V(P) = gw%.
Metoda TIT — podejscie Mamikona. Przytoczymy tu tylko jeden
z calej bogatej kolekcji pomystéw Mamikona Mnatsakaniana, odsylajac
zainteresowanego Czytelnika do dalszej lektury [1]. Przedstawiony tu pomyst
ma zrédlo w prostej obserwacji. Zastanéwmy sie, ile wynosi pole powierzchni
pierécienia zawartego pomiedzy dwoma okregami o wspdélnym srodku, w ktérym
dlugosé cieciwy wiekszego okregu, stycznej zewnetrznie do mniejszego okregu,
wynosi a?

Rys. 5 i | Rys. 6

Standardowy rachunek jest prosty, odpowiedz to (przy oznaczeniach z rys. 5):
2
a
TR? — 7r? = m(R? — r?) = 7r(2> ,

gdzie w ostatniej rownosci skorzystaliSmy z twierdzenia Pitagorasa. Pole to nie
zalezy zatem od promieni okregéw, a jedynie od dlugodci cieciwy stycznej do
wewnetrznego okregu. Obserwacja ta stala sie przyczynkiem do rozwazan na
temat wyznaczenia tego pola w inny sposob.

1

Wyobrazmy sobie, ze polowa wspomnianej cieciwy jest wektorem Lo dtugosci
L = 3, ktéry obracamy woké6! mniejszego okregu tak, ze w kazdym miejscu

jest on styczny do tego okregu. Wykonujac pelny obroét, zakreslimy caly
interesujacy nas obszar. Mamikon spostrzegl, ze po zaczepieniu wszystkich tych
wektoréw w jednym punkcie otrzymamy koto o promieniu réwnym dtugodci
obracanego wektora i polu réwnym 7L? (rys. 6). Pole to jest oczywiscie réwne
polu rozwazanego pierécienia (zauwazmy, ze to rozumowanie nie wymaga uzycia
twierdzenia Pitagorasa).

Powyzsza sytuacje mozemy zinterpretowaé¢ w ramach mechaniki Newtona jako
szczegblny przypadek ogdlniejszego twierdzenia méwiacego o tym, ze hodograf
predkosci ruchu po elipsie w polu Newtonowskim z centrum w jednym z jej
ognisk jest okregiem o promieniu r = Y214 gdzie vp i v4 sa predko$ciami,
odpowiednio, w peryhelium i aphelium ehpsy (por. artykul William Rowan
Hamilton i hodograf z AY,).

Mamikon uogélnit swoje spostrzezenie, formulujac nastepujace twierdzenie,
dotyczace krzywych niekoniecznie zamknietych, do ktérych wektory styczne
nie muszg mie¢ tej samej dlugoéci w kazdym punkcie krzywe;j.
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Twierdzenie Mamikona pozostaje
prawdziwe réwniez dla krzywych
w przestrzeni trojwymiarowej.

Rys. 7

S
T
0 xz/2 z
(b)
x/2 T

Rys. 9

Metode Mamikona mozna réwniez
odnalezé w artykule W ktorg strone
jechal rower? z Agz
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Twierdzenie Mamikona (postaé¢ ogélna). Pole zakreslenia stycznego dla
dowolnej gladkiej krzywej jest rowne polu jego peku stycznego.

Przez ,zakredlenie styczne” rozumiemy obszar ztozony z roztacznych odcinkéw
stycznych do krzywej, a przez ,,pek styczny” — zbiér powstaly przez takie
przesuniecie owych odcinkéw, by pozostaly one roztaczne i pokryly sie punkty
ich stycznoéci do krzywej. Na rysunku 6 widzimy przyklad zakreslenia stycznego
do wewnetrznego okregu po lewej stronie i jego pek styczny po prawej stronie
rysunku. Wspomniany wyzej hodograf predkosci dla ruchu po elipsie w polu
Newtonowskim jest nastepnym przykladem peku stycznego, takze bedacego
okregiem (rys. 7). Tym razem zakreslenie styczne sklada sie z wektoréw o réznej
dtugosci.

W celu zilustrowania powyzszego twierdzenia pokazemy dwa przyklady
dotyczace krzywych na plaszczyznie.

Przyktad 4. Wyznaczenie pola powierzchni pomiedzy wykresem funkcji
eksponencjalnej a osig odcietych w granicach od minus nieskonczonosci do
ustalonego x. W celu zrozumienia rozwigzania wazne jest zauwazenie, ze dla
funkcji y = e? odcinek laczacy dowolny punkt (x,0) na osi odcietych z miejscem
przeciecia tej osi ze styczng do wykresu funkcji w punkcie (z,e? ) ma stala
dlugosé réwna b (patrz rys. 8).

Zauwazmy, ze przenoszac wszystkie odcinki styczne do miejsca przecigcia
stycznej do krzywej w punkcie (z,e?) z osia OX, zapeliamy tréjkat prostokatny
o przyprostokatnych dltugosci b i e?. Trojkat ten wypelnia zatem polowe pola
powierzchni pod wykresem, ktére wobec tego musi byé¢ réwne 2 - %be% = bet.

Przyklad 5. Wyznaczenie pola powierzchni pomiedzy wykresem funkcji ™
a osig odcietych w granicach od zera do ustalonego x. Dla ustalenia uwagi
przyjmiemy n = 2 (dla innych poteg rozumowanie jest analogiczne).

Zauwazmy, ze figura, ktérej pola szukamy, zawarta jest w prostokacie o bokach
réwnych z i 22, zatem na pewno jest to czesé pola powierzchni tego prostokata
réwnego P = x3. Archimedes jako pierwszy obliczyl, przy pomocy metody
dzwigni, ze pole to wynosi %P (patrz przyklad 1). Ponizej pokazemy, jak mozna
uzyskac¢ ten wynik w do$é prosty sposoéb, oparty na elementarnym podejsciu
geometrycznym. To, co bedzie nam potrzebne, to fakt, ze styczna do paraboli

w punkcie o odcigtej o przecina o OX w punkcie o odcietej 3 (= z — %)
Styczna ta dzieli nasza figure na dwie czesci, na rysunku oznaczone przez S
oraz T. Figura S powstaje przez narysowanie wszystkich odcinkéw stycznych do

paraboli i konczacych sie na osi OX.

Przedluzmy teraz odcinki tworzace obszar S do przecigcia z osia OY (rys. 9b).
7 wczesniejszej obserwacji dotyczacej ich punktu przeciecia z osig OX wynika,
ze W ten sposéb kazdy z nich zostal przeskalowany przez t = 2. Z twierdzenia
Mamikona i twierdzenia o jednoktadnosci wynika, ze zakreskowany obszar

ma pole powierzchni réwne t2A(S) = 4A(S). Dlatego obszar pod osia OX

ma powierzchnie réwna 3A(S). Jednoczesnie obszar ten jest przystajacy

do obszaru T'. Zatem A(T) = 3A(S) oraz 4A(T') = P, skad otrzymujemy
A(TUS) = 1P =1a5

Wszystkie powyzsze obliczenia mozna tatwo otrzymad, korzystajac z rachunku
catkowego w ujednolicony sposéb, do$¢ mechanicznie i prawie bez zadnego
naktadu myslowego. Pokazuje to site rachunku catkowego, w ktérym
rozumowanie jest ukryte w ,,czarnej skrzynce”, a do nas nalezy wlozenie danych,
»pokrecenie korbka” i wyjecie gotowego wyniku. Jednak ten brak naocznosci
Leibnizowskiej wersji rachunku rézniczkowego i catkowego byt jedna z przyczyn,
dla ktérych Isaac Newton napisal Principia w jezyku geometrii starozytnych

i geometrycznej wersji tegoz rachunku. Dzisiaj, w Swiecie mechanizacji
my$lenia, w ktérym palec (od naciskania klawiszy lub ekranu) boli nas czesto
bardziej niz glowa, przypomnienie wartosci piekna, prostoty i gltebi rozumowan
geometrycznych staje sie coraz cenniejsze, nie tylko w dydaktyce matematyki

i fizyki.
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Inteligentna metoda na cukier

Bohaterami tej historii sa: dociekliwy chirurg i student, profesor bedacy z nimi
w konflikcie, dziesiatki pséw, awantura o Nobla, miliony $win i kréw, bakterie
produkujace ludzkie biatko, az wreszcie inteligentne biatko NNC2215, ktére daje
nadzieje na dobre zycie osobom dotknietym $miertelnie niebezpieczna choroba,
cukrzyca.

Myséle o tym, wpatrujac si¢ w karnawalowy rodzinny przysmak: kulke z orzechéw
zmieszanych z koglem-moglem oblang kruchym, potyskliwym karmelem.
I wyobrazam sobie, co sie stanie, kiedy pokusa zwyciezy rozum.

Strawiona stodycz doprowadzi do gwaltownego wzrostu stezenia glukozy we
krwi. W trzustce, a dokladniej w komérkach beta, tworzacych tzw. wyspy,
wzrost glukozy we krwi wywota kaskade reakcji iloéciowo zalezna od stezenia
cukru. Malenkie pecherzyki znajdujace sie tuz pod blona komérkowa uwolnia na
zewnatrz hormon: insuline. Im wigcej cukru, tym wiecej insuliny trafi do krwi.
Rozprowadzana po calym ciele, zwiaze sie z czasteczkami glukozy i ,,zadokuje”
do receptoréw na powierzchni komoérek, szczegdlnie komérek miesni, ttuszczu

i watroby. Polaczone z insulina receptory zmienia swoj ksztalt, dzigki czemu

w kaskadzie reakcji w blonie pojawia sie kanaty wpuszczajace glukoze do srodka
i jej poziom we krwi obnizy sie.

Ten system $cistej regulacji stezenia cukru we krwi jest wazniejszy, niz by

sie¢ zdawalo. Glukoza jest ,pokarmem” dla komérek — dzigki niej powstaja
czasteczki ATP biorace udzial we wszystkich reakcjach chemicznych
wymagajacych wkladu energii. Z drugiej strony pozostajaca we krwi glukoza

w wysokim stezeniu jest Smiertelnie niebezpieczna. W bardzo wysokim stezeniu
w krétkim czasie moze doprowadzi¢ do $piaczki, a nawet Smierci. W przebiegu
przewleklym jest przyczyna stanéw zapalnych, prowadzi do uszkodzenia
niewielkich naczyn krwionosnych odzywiajacych wszystkie wazne organy naszego
ciala, szczegdlnie serce, uktad nerwowy i mézg. Tracimy czucie, mamy ostabiony
uktad odpornosciowy, wysiadaja nam probujace usungé¢ nadmiar cukru nerki, zle
goja sie rany, grozi martwica tkanek.

Tak dziatoby si¢, gdyby moja trzustka nie wytwarzata insuliny. Gdybym byla
chora na cukrzyce.

Pierwsze wzmianki o tej chorobie prawdopodobnie pojawiaja sie w papirusach
egipskich z XV wieku p.n.e. Mowa o ludziach wydalajacych wiecej moczu, niz sa
w stanie wypi¢ plynéw. To efekt wytezonej pracy nerek, ktére prébujac usunaé
nadmiar cukru z krwi, produkuja duzo moczu. Przez wieki chorzy cierpieli
meki: byli odwodnieni, stale niedozywieni i stabi. Jedyna metoda, aby zy¢, bylo
glodzenie sie. Liczne komplikacje prowadzily do pogarszania sie stanu zdrowia,
$piaczki, a po jakims czasie do $mierci.

Cukrzyca byla uwazana za dysfunkcje zotadka lub jelit az do 1889 roku, kiedy
odkryto, ze psy, ktorym usunie sie trzustke, staja si¢ od razu diabetykami.
Wtedy to rozpoczal sie wyscig: kto pierwszy wyizoluje czynnik odpowiedzialny
za metabolizm cukru we krwi. Przez ponad 30 lat poszukiwania byly
nieskuteczne. Dalsza historia to troche szczescia, masa prob i bltedéw, ale

i solidnej pracy naukowej. Jesienia 1920 roku mtody kanadyjski chirurg Frederick
Banting, przygotowujac si¢ do wykladu dla studentéw, zapisal: ,,Podwiazaé
przewody trzustkowe psa. Utrzymaé psy przy zyciu, az pecherzyki (produkujace
enzymy trawienne) ulegna degeneracji, pozostawiajac wysepki. Sprébowaé
wyizolowaé ich wewnetrzng wydzieline, sprawdzi¢, czy zmniejsza glikozurie”.

7 propozycja zawilej procedury podwiazywania przewoddéw trzustki psom

i uzyskiwania z dysfunkcyjnej trawiennie trzustki ekstraktéw do leczenia chorych
Banting zwrécil sie do speca od metabolizmu weglowodanéw, profesora Johna
Macleoda. Profesor byl sceptyczny wobec tej idei, powatpiewajac szczegdlnie

w jakos¢ pracy eksperymentalnej zupelnie niedoswiadczonego w tej kwestii
lekarza. Uznal jednak, ze udostepni mu przestrzen laboratoryjna, psy do
eksperymentow oraz chetnego do pomocy studenta.
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Po kilku miesiacach skomplikowanych procedur poczatkujacy naukowcy
uzyskali bardzo niepewne wyniki, a pierwotna idea izolacji poszukiwanego

zwiazku z uszkodzonych trzustek pséw zostala porzucona. Lepszym zroditem
ekstraktu do badan okazaly sie mrozone trzustki kréw i §win, a pierwsze testy
na umierajacym z powodu cukrzycy dziecku daly spektakularny efekt: objawy
po podaniu ekstraktu ustapily, cho¢ natychmiast nastapila reakcja alergiczna.

Konieczne bylo bardzo staranne oczyszczenie preparatéw, co wykonal znakomity
chemik, James Collip. W 1921 roku czysty preparat zawieral substancje, ktora

nazwano insulina, od lacifiskiego insula (wyspa). Po dwéch latach preparaty
insuliny byty juz produkowane na masows skale, a Bantingowi i Macleodowi
przyznano za to odkrycie Nagrode Nobla. Pominieto przy tym nie tylko Charlesa
Benta, studenta, z ktéorym Banting robit wszystkie swoje do$wiadczenia, ale
takze Jamesa Collipa. Sprawa ta obrocita laureatéw nagrody — a z nimi rzesze
ich poplecznikéow — przeciwko sobie. Banting uwazal, ze Nobel nalezal si¢
Bentowi, a Macleod — ze Collipowi. Na szczegscie skandal naukowy nie wstrzymat

dalszych badan.

Sekwencje insuliny ludzkiej opisano w 1953 roku
(kolejna Nagroda Nobla), w 1963 roku zsyntetyzowano
chemicznie, a w 1969 okreslono strukture przestrzenna
czasteczki. Okazala sie peptydem — czyli niewielkim
biatkiem. Sktada si¢ z 21-aminokwasowego tancucha A
i 30-aminokwasowego lancucha B, polaczonych ze

soba dwoma wiazaniami. Badania nad mechanizmem
dziatania insuliny — receptorami, z ktorym sie wiaze na
powierzchni komoérek, sposobem syntezy (wieloetapowej,
mimo prostoty samej czasteczki), kaskadami reakcji,
ktore uruchamiaja system regulacji stezenia glukozy
we krwi, stworzyty rosnace pole do popisu dla nowych
pomystow, jak pomdc chorym na cukrzyce.

Jednym z wigkszych wyzwan byta skala
zapotrzebowania na lek. Pod koniec lat 70. XX w.
fabryka firmy Eli Lilly produkowata insuline

ze $winskich i bydlecych trzustek. Aby pokryé
zapotrzebowanie w USA, potrzeba bylo trzustek

z 56 milionow zwierzat rocznie. Koniecznosé odkrycia
alternatywnej metody stala si¢ priorytetem, szczegélnie
ze odzwierzecy lek powodowal efekty uboczne.

Byla to era gwaltownego rozwoju inzynierii genetyczne;j.

W roku 1978 udalo sie stworzy¢ modyfikowane
genetycznie bakterie syntetyzujace ludzka insuline.
Kazdy z tancuchéw peptydu byl wytwarzany oddzielnie,
izolowane z bakterii taricuchy bytly laczone w catosé

w laboratorium. T¢ rekombinowana insuling podano
pierwszym zdrowym ochotnikom w 1980 roku, a rok
pézniej pierwszym chorym na cukrzyce.

Pomimo tych sukceséw pacjenci do dzi$§ borykaja

sie z wieloma problemami. Konieczne jest state
monitorowanie poziomu cukru i dozowanie insuliny.
Mimo zaawansowanej automatyzacji system regulacji
poziomu cukru jest znacznie mniej precyzyjny niz
naturalny. Na przyklad insulina podawana przez skoére
dociera do krwi z opdznieniem. Po positku stezenie
glukozy jest czasowo za wysokie. Z drugiej strony
insulina stosunkowo dlugo si¢ rozklada, wiec nie
mozna podawaé jej za duzo, bo zbyt duza ilos¢ glukozy
usuwana jest z krwi, pozostawiajac chorego w stanie
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tzw. hipoglikemii, za malego stezenia cukru. Zatem
chory stale jest narazony na skoki poziomu cukru. To
nie tylko szkodliwe dla organizmu, ale daje tez szereg
objawow utrudniajacych zycie.

Dlatego juz od 45 lat naukowcy prébuja stworzy¢
yinsuline wrazliwa na glukoze” (glucose responsive
insulin, GRI), ktéra bylaby aktywna tylko wtedy,
kiedy stezenie glukozy jest zbyt wysokie. Okazalo
sie to trudne. Dopiero w pazdzierniku zesztego roku
w ,Nature” zespdél badaczy z Danii opisal czasteczke
NNC2215, ktora daje nadzieje, ze cel jest blisko.

Do tancucha B ludzkiej insuliny dodano dwa elementy.
7 jednego konca czasteczke, ktéra przypomina glukoze
(glukozyd), a na drugim — zwiazek makrocykliczny,
czyli pierscien, do ktorego ,,pasuje” znajdujacy sie

na drugim koncu NNC2215 glukozyd i glukoza.

Kiedy stezenie glukozy jest niewielkie, glukozyd
przytacza sie do pierécienia, zaginajac czasteczke

tak, ze nie pasuje do receptora insuliny, nie moze
zatem pelni¢ swojej funkcji. Kiedy glukozy jest wiecej,
wypiera glukozyd z pierScienia, przez co NNC2215 sie
prostuje, co umozliwia jej potaczenie sie z receptorem,
a w konsekwencji otwarcie kanatéw glukozy do wnetrza
komorki. Stezenie cukru we krwi maleje, a ,,inteligentna’
insulina zwija si¢ w nieaktywna forme. Na razie
NNC2215 przeszta testy na zwierzetach, w tym na
Swiniach, u ktérych cukrzyca i mechanizm dziatania
insuliny podobne sa do ludzkich. Czekamy na ciag
dalszy.

)

Nawet krotki wglad w aktualng wiedze na temat
cukrzycy jest jednoznaczny takze dla zdrowych.
Nadmiar cukru we krwi jest szkodliwy. Silna reakcja
ukladu immunologicznego powoduje chroniczne stany
zapalne, a po tym lawing skutkow koniczacych sig
dysfunkcja wielu narzadéw, w tym tych najwazniejszych:
serca, watroby i moézgu. Wszyscy szczesliwey, ktorych
nie dotknela cukrzyca, nie musza polegaé¢ na inteligencji
peptyddw. Moga uzy¢ wilasnej. .. i nie jes¢ cukrow.
Nawet w karnawale.

Marta FIKUS-KRYNSKA
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W dniu bitwy twierdza Kokenhausen byta
wcigz utrzymywana przez polska zaltoge.
Byta to wiec polska twierdza, oblegana
przez szwedzka zaloge miasta, oblegang
przez polska armig, atakowang przez
szwedzkg armie!

Henryk Wisner, Kircholm 1605,
Wydawnictwo Ministerstwa Obrony
Narodowej (1987).

Owczesna piechota postugiwala si¢ bardzo
podobna taktyka, zwana kontrmarszem.

Obserwacja

Rozkaz

Zachowanie

Akcja

Obserwacja

Wigcej informacji (w tym na temat
mechaniki ucieczki) znalezé mozna

w pracy: Marcin Waniek, Petro:

a multi-agent model of historical
warfare, ,Intelligent Agent Technologies”
(2014).

Symulowanie XVII-wiecznego pola walki
Marcin WANIEK*

Na poczatku XVII wieku Rzeczpospolita Obojga Narodéw oraz Krolestwo
Szwecji toczyly zaciekla wojne o Inflanty. W maju Anno Domini 1601 wojska
polskie pod dowdédztwem hetmana wielkiego litewskiego Krzysztofa ,,Pioruna”
Radziwilla rozpoczely oblezenie miasta Kokenhausen (dzisiejsze Koknese

na Lotwie) okupowanego przez Szwedéw. 23 czerwca armia szwedzka pod
dowodztwem Carla Carlssona Gyllenhielma, nieslubnego syna krola Szwecji,
zblizyla sie do Kokenhausen. Polski dow6dca postanowil przyjaé bitwe w polu.
Naprzeciw okolo pieciu tysiecy Szwedow stanely nieco ponad trzy tysiace
wojsk polsko-litewskich. Pomimo tej dysproporcji sil, bitwa zakonczyla sie
spektakularnym zwyciestwem sit Rzeczpospolitej, ktére stracily niecale dwie
setki zolierzy, podczas gdy Szwedow polegto okoto dwbch tysiecy.

Jedna z wymienianych przez historykow przyczyn tak dotkliwej porazki wojsk
szwedzkich jest to, ze skladaly sie one gltdéwnie z rajtaréw. Byli to jezdzcy,
ktérych gtéwna bronig byta para pistoletéow, a taktyka byt karakol. Taktyka

ta polegata na tym, ze oddziat rajtarii podjezdzat do przeciwnika w szyku
sktadajacym sie z kilku szeregéw. Pierwszy szereg oddawal strzal w kierunku
wroga z obu pistoletow, a nastepnie przemieszczal si¢ na tyly formacji,
przeladowujac bron. Jego miejsce zajmowal kolejny szereg, z gotowa do uzycia
bronia. Taktyka ta zostata zaprojektowana do zwalczania piechoty, jednoczes$nie
jednak zupelnie nie sprawdzata sie w starciach z jazda walczaca przy uzyciu
broni bialej, a to gléwnie z takich wojsk sktadaly sie sity polsko-litewskie.

Zanim zaklopotani zerkniecie na okladke, zeby upewnié sie, ze to faktycznie
Delta — uspokajam, juz docieramy do nauk Scistych. Czy jestedmy w stanie

w jaki$ sposob zastosowaé¢ metody informatyczne, aby przetestowaé hipoteze
historykow, ze stosowanie karakolu w istotny sposéb wpltynelo na wynik bitwy?
Sprobujemy postuzy¢ sie symulacja wieloagentowa, czyli procesem, w ktérym
duza liczba inteligentnych agentéw wchodzi ze sobg w interakcje. Obdarzmy kazdy
oddzial taktykq — algorytmem koordynujacym dziatania calego regimentu, ktéry na
podstawie obserwacji $rodowiska wybiera rozkaz dla zolnierzy. Kazdego zolnierza
za$ obdarzmy zachowaniem — algorytmem kierujacym jego poczynaniami na polu
bitwy, ktéry na podstawie obserwacji $rodowiska i rozkazu otrzymanego od taktyki
wybiera akcje wykonywana przez wojaka.

Zastanoéwmy sie teraz, jak w ramach tego schematu odtworzy¢ sposob dziatania
rajtarow. Duzy ciezar bedzie tu spoczywal na taktyce. Przydziela ona kazdemu
zolnierzowi miejsce w formacji i nakazuje przesuniecie sie catej formacji

w kierunku najblizszego oddziatu wroga. Po znalezieniu si¢ w zasiegu ataku,
daje ona rozkaz strzalu, a nastepnie modyfikuje formacje, przesuwajac pierwszy
szereg na koniec i dajac rozkaz zajecia nowych pozycji, caly czas starajac sie
zachowad stala odleglo$¢ od przeciwnika. Zachowanie rajtara jest z kolei bardzo
proste i polega na bezposrednim wykonywaniu polecen otrzymanych od taktyki.
Zolierz oddaje strzal tylko, gdy otrzyma taki rozkaz i znajduje sie w pierwszym
szeregu formacji, za$ przetadowuje bron, kiedy to tylko mozliwe.

Opracowawszy sposéb walki rajtaréw, mozemy zaczaé¢ budowaé symulacje

(dla uproszczenia nie opisujemy tu konstrukeji algorytméw pozostatych
rodzajéw wojsk, np. polskiej jazdy). Szczesliwie w literaturze znajdziemy dosy¢
doktadny opis liczby i rozmieszczenia zolnierzy obu sit na poczatku bitwy.
Rozstawiamy zatem naszych symulowanych wojakéw. Czy to juz wszystko? Nie,
teraz czeka nas proces kalibracji, czyli dopasowania liczbowych parametrow
symulacji (a wiec np. predkosci poruszania sie wszystkich oddzialéw, szybkosci
przeladowania broni itp.) tak, aby faktycznie odtwarzala ona historyczny
rezultat bitwy. Ponownie, pominiemy tu szczegoéty techniczne tego procesu.

Po jego zakoniczeniu otrzymujemy gotowy model, ktéry mozemy wykorzystaé
w naszych historycznych eksperymentach. Rezultaty symulacji znalez¢é mozecie
w tabeli na gorze nastepnej strony.
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Rzeczpospolita  Szwecja

Liczebnosé przed bitwa 3324 5070
Liczebnosé po bitwie 3100 0
Ucieklo z pola bitwy 130 2518
Zgineto w czasie bitwy 94 2552
Straty szacowane przez historykéw  ok. 100-200 ok. 2000

W jaki sposéb mozemy uzy¢ tego modelu do przetestowania hipotezy, ze
stosowanie karakolu istotnie przyczynilo sie do szwedzkiej porazki? Mozemy
na przyktad podmieni¢ te taktyke na bardziej dopasowana do starcia z polska
jazda. Przyktadem moze by¢ sposéb walki jezdZcow tatarskich. Postugiwali
si¢ oni przede wszystkim tukami refleksyjnymi. W miare mozliwosci unikali
walki wrecz, chetnie stosujac taktyke szybkiego ataku i pozorowanej ucieczki.
W czasie odwrotu kontynuowali ostrzal przeciwnika, poruszajac sie¢ w szyku
przypominajacym poétksiezyc.

Jak mozemy odtworzy¢ sposéb walki Tataréw w ramach naszego systemu? Tym
razem taktyka bedzie bardzo prosta, wydaje ona po prostu rozkaz ataku na
najblizszy oddzial przeciwnika. Najwazniejsze decyzje podejmowane sg na
poziomie zachowania pojedynczego zolnierza. Kazdy zolnierz ma okreslona
odleglos¢ d, uwazana przez niego za bezpieczna. Otrzymawszy rozkaz ataku,
jezdziec reaguje w sposéb uzalezniony od obserwacji najblizszego otoczenia.
Jezeli w odleglosci d od niego znajduja sie zolnierze wroga, jezdziec ucieka

od nich z maksymalna predkoscia. Jezeli w zasiggu ataku nie ma zadnego
wrogiego zolnierza, porusza sie w strone najblizszego wroga nalezacego do
oddzialu wskazanego jako cel w otrzymanym rozkazie. Niezaleznie od ruchu
zolnierz oddaje strzal w kierunku najblizszego wroga znajdujacego sie w zasiegu.
Tlustracje na marginesie przedstawiaja przykladowe starcie miedzy Tatarami
(zielone tréjkaty) a jazda walczaca wrecz (czerwone tréjkaty).

Odtworzywszy taktyke jezdzcow tatarskich, mozemy jej teraz uzyc¢, aby
przetestowa¢ kontrfaktyczny scenariusz bitwy. W tym celu taktyke i zachowanie
oddzialéw rajtarii bioracych udzial w bitwie podmieniamy na taktyke

i zachowanie jezdzcow tatarskich. Wszystkie inne parametry symulacji zostaja
zachowane. W szczegdlnosci niezmienione pozostaja poczatkowe rozstawienie
obu armii oraz statystyki liczbowe zolnierzy rajtarii (takie jak np. ich predkosé).
Nastepnie uruchamiamy symulacje. .. i co ukazuje sie naszym oczom? Ponidstszy
ciezkie straty, armia polska zostaje zmuszona do wycofania si¢, przerywajac
jednoczesnie oblezenie Kokenhausen. Wojska szwedzkie réwniez odnosza duze
straty, jednak w skali strategicznej bylyby one dla nich o wiele mniej dotkliwe
niz dla wiecznie cierpiacej na niedobér zolnierzy Rzeczypospolitej. Rezultaty
symulacji alternatywnego scenariusza znalez¢é mozecie w tabeli ponize;j.

Rzeczpospolita  Szwecja

Liczebnosé¢ przed bitwa 3324 5070
Liczebnosé¢ po bitwie 0 2250
Ucieklo z pola bitwy 2007 1647
Zgineto w czasie bitwy 1317 1173

Czy mozemy zupelnie bezposrednio interpretowaé¢ wyniki tego eksperymentu

i z calg stanowczoscig stwierdzi¢, ze rajtarzy wojujacy ,,po tatarsku” rozbiliby
polska armie? Oczywiscie nie, do rezultatéw wszelkiego rodzaju symulacji nalezy
podchodzié¢ z odpowiednia doza sceptycyzmu. Przeladowywanie XVII-wiecznych
pistoletéw podczas chaotycznej pozorowanej ucieczki wymagatoby nielichej dozy
ekwilibrystyki. Mozemy jedynie uznac, ze wynik naszego eksperymentu stanowia
jedna z wielu wskazdéwek, ze przypuszczenia historykéw moga byé prawdziwe,

i stosowana przez rajtaréw taktyka karakolu przyczynita sie do szwedzkiej
porazki.
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O przedwiecznej inflacji
Komuz z nas nie zdarzyto sie¢ w godzinie zadumy
zapatrze¢ w rozgwiezdzone nocne niebo i zanurzy¢

w rozmy$laniach nad naszym miejscem w wielkim
Wszechéwiecie? Jego bogactwo od wiekdéw bylo
natchnieniem dla poetéw i filozoféw. Nie bez powodu
starozytni Grecy ujrzeli na niebie zmagania swoich
bogéw, a w doskonaltej harmonii niebieskich sfer
odnalezli dowdd na fundamentalny tad otaczajacego
ich kosmosu.

Co jednak mozemy dostrzec na niebie? Zza
wielobarwnego teatru mgtawic, gwiazd skupiajacych

sie w galaktyki i umierajacych, by pozostawi¢ biate
karty, gwiazdy neutronowe i czarne dziury, czy galaktyk
gromadzacych sie w gromady galaktyk — dobiega do nas
sygnal szczegdlny, echo Wszechswiata z czaséow, gdy byl
jeszcze mlody. Jest to mikrofalowe promieniowanie tla
(z angielskiego cosmic microwave background, CMB),
sygnal wyemitowany, gdy Wszech$wiat miat okoto
trzystu osiemdziesieciu tysiecy lat i wypelniajaca go
plazma zrzedniala i schlodzila sie na tyle, by pozwolié
$wiattu spokojnie si¢ rozprzestrzeniaé¢ — co dzieje sie

do dzi$, gdy za pomoca radioteleskopéw badamy jego
rozklad na niebie.

O CMB pisatl Krzysztof Turzytiski w[Az}

CMB to dobiegajace zewszad tto o prawie jednorodnej
temperaturze okoto 2,73 kelwinéw — co odpowiada
maksimum dtugosci fali w promieniowaniu
mikrofalowym, stad jego nazwa. Odkryli je w 1964 roku
Penzias i Wilson, gdy pomimo wielu préb, witacznie

z usunieciem gniazda golebi z czaszy radioteleskopu,
nie mogli pozby¢ sie dobiegajacego zewszad szumu. Po
14 latach ich odkrycie zostalo uhonorowane Nagroda
Nobla, a kilkadziesiat lat pézniej kolejne sondy
kosmiczne — zazwyczaj o wdziecznej, skrétowej nazwie,
jak COBE czy WMAP lub najnowszy Planck — mierza
je z coraz wieksza doktadnoscia, by zbadaé strukture
wczesnego Wszech$wiata.

Najbardziej uderzajaca wtasnoscia CMB jest jego
prawie doktadna jednorodno$é — w ktora strone

nie spojrzymy, Wszech$wiat wypelnia niemal
identyczny, termiczny szum. Dla fizykéw budujacych
modele kosmologiczne na bazie ogdlnej teorii
wzglednosci jest to obserwacja pozadana. Wspolczesne
modele kosmologiczne opisuja tzw. czasoprzestrzen
Friedmanna—Lemaitre’a—Robertsona—Walkera (ktorej
wielocztonowa nazwa jest zwigzana z jej wielokrotnymi,
niezaleznymi odkryciami).

O modelach FLH}\\' i przyjmowanych w nich zalozeniach pisal Szymon
Charzynski w [A5.|

Podstawa, od ktérej zaczyna sie budowe tych modeli,
jest przyjecie zalozenia zwanego zasada kopernikanska:
Wszechs$wiat jest jednorodny i izotropowy, czyli
doktadnie taki sam, niezaleznie od tego, w ktorym

jego miejscu sie znajdujemy i w ktora strone patrzymy.
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Mateusz KULEJEWSKI

Doktorant na Wydziale Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego

Oczywiscie nie jest to zalozenie spelnione na Ziemi — na
szczedcie znaczaco sie réznimy od naszego otoczenial

— lecz okazuje sie, ze wczesny Wszechswiat byl duzo
bardziej jednorodny, niz jest dzisiaj.

Jednoczeénie jednorodno$é promieniowania jest
zrodtem innych problemoéw. Fizycy, jak na proste istoty
przystato, pragna poszukiwaé¢ najprostszych wyjasnien
obserwowanych zjawisk. Wyjasnieniem jednorodnodci
CMB bytoby to, ze odmienne czeéci nieba, z ktorych ten
sygnal do nas dociera, byly tak naprawde w przesztosci
w stanie rownowagi termodynamicznej — to jednak
musialoby oznaczaé, ze byly ze soba w kontakcie
przyczynowo-skutkowym, czyli w swoich stozkach
swietlnych. Podstawowe modele kosmologiczne
zaktadaja, ze Wszech$wiat ewoluuje podobnie od
momentu zero — Wielkiego Wybuchu — az do dzis,
wypelniony taka iloécia materii, promieniowania

i ciemnej energii, zeby zgadzala sie z wartoSciami
mierzonymi dzisiaj. Jesli jednak obliczymy w nich
odleglosci, na ktorych mogla zajéé wymiana informacji
— i rownowaga termodynamiczna — wyjdzie nam, ze
obszary jednorodnosci powinny mie¢ wielkos¢ zaledwie
okoto jednego stopnia na niebie.

Jak pogodzi¢ maly rozmiar jednorodnosci, ktory
wychodzi nam z obliczen w ramach modeli
kosmologicznych, z calym niebem, na ktérym te
jednorodnos¢ obserwujemy? Stanowi to tzw. problem
horyzontu. Jedna z mozliwych odpowiedzi jest
oczywiscie ta, ze to, jak wyglada Wszechswiat,

nie wzielo sie z zadnego ustalenia réwnowagi
termodynamicznej w jego przesztosci, lecz ze po prostu
tak ,ma” od samego poczatku. Taka interpretacja

nie zgadza si¢ jednak z przyjmowana obecnie filozofig
fizyki, z ktérej prébujemy usunaé éw ,,Boski palec”,
stwarzajacy Wszech$wiat jako miejsce dla nas do zycia,
lecz prébuje wyjaénié jego obecny ksztalt na podstawie
jak najbardziej niezaleznych teorii. Stanowi to problem
tzw. dopasowania warunkéw poczatkowych (z ang.
fine-tuning), ktére w kosmologii sa réwnie wazne jak
prawa fizyki opisujace ich pdzniejsza ewolucje.

Dlatego fizycy zaproponowali inne rozwiazanie. Na
poczatku lat 80. Alan Guth zaobserwowal, ze dodanie
we wezesnym etapie ewolucji (ok. 10739 sekundy

po Wielkim Wybuchu — naprawde wczesnym!)
Wszechéwiata okresu jego wykladniczego wzrostu

— czyli inflacji — rozwiaze tzw. problem monopoli
magnetycznych. Problem ten polega na tym, ze

pewne postulowane teorie fizyki wielkich energii
przewiduja istnienie monopoli magnetycznych, a mimo
wielu préb jak dotad nie udato si¢ ich zaobserwowac.
Argumentacja Gutha polegata na tym, ze jesli monopole
wczesniej rzeczywiscie istnialy, to okres inflacyjny
rozrzedzilby ich wystepowanie na tyle, ze dzisiaj

sg nieobserwowalne. Dosy¢ szybko okazalo sig, ze
inflacja moze by¢ uzyteczna réwniez w rozwiazywaniu
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innych probleméw. Na przetomie kilku nastepnych

lat inni fizycy, wérdéd nich przede wszystkim Alexei
Starobinsky i Andrei Linde, zauwazyli, ze dodanie
okresu inflacyjnego rozwiaze réwniez omdéwiony
wczesniej problem horyzontu. Dzieje sie tak dlatego,
ze inflacja jest w stanie ,rozdmuchaé” obszary
Wszech$wiata, w ktérych ustalita sie¢ réwnowaga
termodynamiczna do duzo wiekszych rozmiaréw — tak
zeby dzisiaj wydawaly sie ze soba niezwiazane, cho¢
mialy kontakt przyczynowy w przesztosci.

Jeszcze jedna pieczenia, ktora udato sie upiec na
wspOlnym inflacyjnym ruszcie, byt tzw. problem
ptaskosci. W modelach kosmologicznych zakladajacych
jednorodnos¢ i izotropowos¢ mamy trzy mozliwe typy
wielkoskalowej geometrii Wszechswiata. W kazdej
ustalonej chwili przestrzen moze by¢ opisywana przez
jedna z trzech geometrii o statej krzywiznie: przestrzen
moze byé euklidesowa (krzywizna réwna zero, czyli
jak zwykli méwié fizycy — ,,plaska”), przestrzen moze
by¢ sfera tréjwymiarowa (krzywizna dodatnia, ten typ
fizycy nazywaja ,zamknieta”), lub najtrudniejsza do
wyobrazenia sobie przestrzenia hiperboliczna (o ujemnej
krzywiznie).

O mozliwych ksztaltach Wszechéwiata pisal Marek Biesiada w Aéf
Zainteresowanym geometrig hiperboliczng polecamy pare artykuléw
autorstwa panstwa Kopczynskich w A:_jw jak réwniez artykul Michata
Miskiewicza ze str. 3 niniejszego wydania Delty.

Najprosciej bedzie wyobrazié¢ sobie problem ptaskosci
na podstawie przestrzeni zamknietej (o dodatniej
krzywiznie) — wyobrazmy sobie, ze Wszech$wiat jest
ogromna (naprawde ogromng) sfera tréjwymiarowa
(brzegiem czterowymiarowej kuli). JesteSmy w stanie
obserwowa¢ z calego Wszechswiata wycinek o érednicy
okoto 93 miliardéw lat $wietlnych. Na podstawie

tego wycinka mierzymy, ze jego krzywizna na tej
odleglosci jest nierozréznialna od zera, czyli plaskiej
przestrzeni. Jednakze ,zwykla”, nieinflacyjna ewolucja
Wszech$wiata, jakiej podlegal przez wigkszos¢é swojego
istnienia, przewiduje, ze ta mierzona krzywizna,
pomimo rozszerzania sie Wszechswiata, staje sie coraz
wieksza. Skoro dzisiaj jest nieodréznialna od zera,

to w przeszltosci musiata by¢ jeszcze mniejsza. To

za$ mogto sie sta¢, znowu, albo dzieki szczegdlnemu
dopasowaniu warunkéw poczatkowych (co dla

czesci fizykéw byloby rozczarowujace), albo dzigki
okresowi inflacyjnemu, ktéry tak ,rozdmuchal” nasz
Wszechéwiat, ze jego krzywizna stala sie bardzo mala
(fizycy sa... zadowoleni?).

Skoro do kompletnosci naszego modelu kosmologicznego
potrzebujemy okresu inflacyjnego, pozostaje pytanie —
czym zostal spowodowany i jak go modelujemy? Rozwdj
jednorodnego Wszech$wiata zadany jest przez réwnania
Friedmanna:

> 8rGp a  —4nG(p+ 3p)

a2 3 a 3 ’
ktore wiaza ewolucje odlegtosci, opisywana, przez
tzw. czynnik skali a, z gestoscia energii ptynu
wypelniajacego Wszechswiat p oraz jego ciSnieniem p
(dla uproszczenia jest to wersja réwnan Friedmanna
bez stalej kosmologicznej A oraz stalej odpowiadajacej
za krzywizne k 1 przy predkosci $wiatla ¢ = 1).
W typowym przypadku ich rozwiazaniem jest prawo
potegowe a = apt®, gdzie a jest parametrem zwigzanym
z zaleznodcia miedzy ci$nieniem a gestoscia energii.
W szczegdlnym przypadku, gdy p = —p, otrzymujemy
wykladniczy wzrost Wszech$wiata, a = et — czyli ten,
ktérego potrzebujemy podczas inflacji.

To oznacza, ze zeby otrzymaé wykladniczy wzrost, potrzebujemy, zeby plyn
wypelniajacy Wszechswiat mial ujemne cisnienie. Najprostsza realizacja

tego zdawaloby sie niefizycznego postulatu jest mozliwa, jedli zalozymy, ze
Wszechéwiat wypelnia jednorodne pole skalarne ¢(t), zwane inflatonem. Wtedy
teoria pola podpowiada nam, Ze cidnienie i gestosé¢ takiego pola sa dane przez:

1. .
po= 5P HVO), po= 58 ~V(9)

V($) gdzie V(¢) oznacza potencjal pola skalarnego — innymi stowy, gestosé energii
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Rys. 1

jest dana przez sume energii kinetycznej i potencjalnej, a wywierane cinienie
przez ich réznice. Do spelnienia warunku p = —p potrzebujemy teraz tylko
tego, zeby energia potencjalna byta duzo wieksza niz energia kinetyczna,

V > ¢2. Jak to osiagna¢? Powstaly dwa pomysly. Paradygmat starej inflacji
zakladal, ze potencjal pola ma dwa minima, z ktérych jedno, tzw. falszywa
préznia, jest wyzej. W tym stanie inflaton bylby podczas inflacji, a poprzez
tunelowanie kwantowe pole spadaloby do stanu prawdziwej prézni, konczac
inflacje (zob. rys. 1). W takim modelu okazalo sie jednak, ze zakonczenie inflacji
¢ jest problematyczne, stanowi tzw. graceful exit problem. Symulacje komputerowe

pokazaly, ze Wszech§wiat wypelniony falszywa préznig inflatonu miatby obszary,
w ktoérych inflacja nie zakonczylaby sie nigdy — rozszerzanie si¢ ich byloby zbyt
szybkie, zeby pozwoli¢ inflatonowi przetunelowa¢ w pelni do prawdziwej prozni.

Rozwiazaniem tego problemu byto przejécie do paradygmatu inflacji slow-roll.
Zakladamy w niej, ze potencjal inflatonu ma jedno minimum, do ktérego dazy,
powoli staczajac sie z ,plaskowyzu” potencjalu — stad nazwa (zob. rys. 2).
W takim modelu nie ma problemu z zakonczeniem inflacji, ktére wystepuje
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naturalnie, gdy inflaton zaczyna ttumione oscylacje wokot
minimum potencjalu w procesie zwanym reheatingiem (lub
po polsku — odgrzaniem, jest to jednak nazewnictwo, za
ktérym wiekszos$é polskojezycznych fizykéw nie przepada)
i przekazuje energie, ktéra zgromadzil, pierwotnej plazmie
wypelniajacej Wszechswiat. Dodatkowo podczas inflacji
slow-roll przewidywana jest produkcja fal grawitacyjnych,
ktora bedzie mogla by¢ zmierzona przez projektowany
detektor LISA. Reheating moze by¢ tez waznym etapem

, ] produkcji niejednorodnosci we Wszechswiecie — z ktorych

Blu]
Rys. 2

Zache¢camy do zapoznania si¢ z dwoma
réznymi spojrzeniami na kosmologiczna
inflacje w artykulach Andrzeja
Krasinskiego i Krzysztofa Turzynskiego
w A

Rozwigzania na str. [24

8 10 potem wyewoluowaly wszystkie struktry, z nami wlacznie —
i pozostaje ciaglym tematem badan.

W czterdziesci lat po pierwszym zapostulowaniu paradygmatu inflacyjnego
hipoteza inflacyjna nadal budzi kontrowersje wsréd fizykéw. Jej oponenci
zarzucaja jej przede wszystkim niefalsyfikowalno$é — jesteSmy w stanie dobraé
parametry modelu inflacji do praktycznie kazdych wynikéw obserwacji
kosmologicznych. Jej zwolennicy ripostuja, ze w prosty sposéb wyjasnia
problemy pojawiajace si¢ w modelach kosmologicznych i zapewnia jeden
mechanizm, ktory laczy ich rozwigzanie z powstawaniem struktur we
Wszechswiecie. OczywiScie wielka gesto$é¢ energii bardzo mtodego Wszechswiata
jest daleko poza zasiegiem jakichkolwiek akceleratoréow i poszukujac odpowiedzi
na pytania o to, co sie dziato wtedy, musimy uciekaé si¢ do hipotez — a hipoteza
inflacyjna daje nam zwarta odpowiedz na wiele pytan.

m%%‘? *%%fﬁ%

Przygotowal Dominik BUREK

M 1807. Dane sa dwa ciagi arytmetyczne, a1, as, ... 1 b1, ba, ..., sktadajace
sie z liczb calkowitych dodatnich. Wiadomo, ze a; = by oraz dla kazdej liczby
catkowitej n > 1 liczby a,, i b, daja rowne reszty z dzielenia przez n. Udowodnié,
ze te ciagi sa identyczne.

M 1808. Dane sa dwa ciagi liczb catkowitych dodatnich x4, zs, ..., z,, oraz y,
Y2,y - -y Yn, KtOTych sumy 21 +zo+ ...+ 2 i y1 +y2 + ... + yn sa réwne s < nm.
Udowodnié, ze w réwnosci

T+ Lo+ ...+ Tm =Yy1 +Y2+ ... +Un
mozna wykresli¢ czesé skltadnikéw, zachowujac jej prawdziwosé.

M 1809. W czworoscianie ABCD na $cianach BC'D i ACD znajduja sie,
odpowiednio, punkty A’ oraz B’ takie, ze

XAB'C = ¥xAB'D = ¥xBA'C = xBA'D = 120°.
Wiadomo, ze proste AA’ i BB’ przecinaja si¢. Udowodnié, ze odleglosci punktow
A’ oraz B’ od prostej C'D sa réwne.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1113. Planeta o masie m obiega Stonice po orbicie eliptycznej. W aphelium jej
odleglo$é od Stonca wynosi A, a w perihelium a. Ile wynosi moment pedu, L, tej
planety? Masa Storica réwna jest M, a stata grawitacji G.

F 1114. W opisanym dalej ukladzie stojaca fala dzwickowa moze spelniac¢
role siatki dyfrakcyjnej dla $wiatta. Kuweta o przezroczystych, plaskich,
réwnoleglych $ciankach jest wypelniona ciecza. Réwnolegle do Scianek kuwety
w cieczy wzbudzona jest stojaca fala ultradzwiekowa o dlugosci A. Wiazka
Swiatla laserowego o dlugosci fali A pada prostopadle do $cianek kuwety i do
wektora falowego ultradzwieku. Jaki warunek spelniaja powstajace za kuwetg,
prazki interferencyjne swiatta?
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L rr .

Rys. 1

Rys. 2

Rys. 3

Rys. 4

Zadania z fizyki nr 792, 793
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

792. N = 100 jednakowych kulek o $rednicy d = 0,1 mm znajduje sie

w ustawionym pionowo cylindrycznym naczyniu o podstawie S = 1 m? pod
nieruchomym ttokiem, ktéry znajduje si¢ na wysokosci o = 1 m. Kulki poruszaja
sie chaotycznie ze $rednia predkoscia kwadratowa vy = 100 m/s. Tlok zaczeto
podnosié¢ z predkoscia u = 1 m/s i zostal on zatrzymany na wysokosci 2h. Jaka
$rednia predkos¢ kulek ustalila sie po dlugim czasie? Nie ma strat energii
mechanicznej podczas zderzen, nie uwzgledniamy sity grawitacji.

793. Do zrédtla o sile elektromotorycznej U = 1,5 V i zaniedbywalnym oporze
wewnetrznym dolaczono dlugi tancuch jednakowych amperomierzy i taka sama
liczbe jednakowych woltomierzy (rys. 1). Opér wewnetrzny amperomierza
wynosi r = 1 €2, woltomierza 10 k). Jakie sa wskazania pierwszego i drugiego
amperomierza? Ile wynosi suma wskazan wszystkich amperomierzy oraz suma
wskazan wszystkich woltomierzy w lancuchu?

Rozwiazania zadan z numeru 10/2024

Przypominamy tre$¢ zadan:

784. Szklany pryzmat o malym kacie tamigcym ¢ umieszczono w pewnej odleglosci od cienkiej
soczewki skupiajacej o ogniskowej f tak, ze jedna z powierzchni pryzmatu jest prostopadia do osi
optycznej soczewki. Po drugiej stronie soczewki, w jej ognisku znajduje sie punktowe zrédlo swiattla.
Promienie odbite od pryzmatu po zalamaniu w soczewce daja dwa obrazy zrédla swiatlta oddalone
od siebie o d. Znalezé wspoélezynnik zalamania szkta, z ktérego wykonano pryzmat.

785. Kondensator ptaski, ktérego powierzchnia okladek jest duzo wieksza od odlegltosci miedzy
nimi, podlaczony jest do Zrédla o sile elektromotorycznej £ i umieszczony w jednorodnym polu
elektrycznym o natezeniu E. Linie pola sg prostopadle do powierzchni oktadek kondensatora

(rys. 2). Jaka prace trzeba wykonaé, aby obrécié¢ ten kondensator o kat m wokél osi prostopadtlej

do wektora E?
784. Musimy rozwazy¢ dwa przypadki:

1) Scianka pryzmatu blizsza soczewki jest prostopadla do jej osi optycznej
(rys. 3).

Rownolegla wigzka promieni odbita od blizszej $cianki skupia sie w ognisku
soczewki, w ktorym znajduje sie Zzrodlo. Promienie odbite od dalszej Scianki
tworza po wyjsciu z pryzmatu wiazke nachylona pod katem a do osi optycznej
i skupiaja sie w plaszczyznie ogniskowej, w odlegltoéci d = f tg o od ogniska.

Z prawa zalamania sin o/sin (2¢) = n.

W przyblizeniu matych katéw d = fa = 2pnf.

2) Scianka pryzmatu dalsza od soczewki jest prostopadla do jej osi optycznej
(rys. 4).

Promienie odbite od blizszej $cianki sg nachylone do osi
optycznej pod katem 2¢ i po przejsciu przez soczewke
tworza obraz w plaszczyznie ogniskowej, oddalonej

od ogniska o d; = ftg (2¢). Promienie odbite od
dalszej Scianki po wyjsciu z pryzmatu tworza wiazke
odchylong w druga strong o kat 8 = a — ¢ i po przejsciu
przez soczewke skupiaja sie w plaszczyznie ogniskowej
w odlegloéci do = ftg 0 od ogniska. Spelnione sa prawa
zalamania: sin ¢/sin f = n oraz sin a//sin (2¢ — 8) = n.
Odleglosé miedzy obrazami d = d; + da.

W przyblizeniu malych katéw odleglosé miedzy
obrazami w obu przypadkach jest taka sama, a szukany
wspotcezynnik zalamania

n=d/(2¢f).

785. Wypadkowe pole elektryczne wewnatrz
kondensatora przed i po obrocie ma wartos¢ £/d, zatem
energia pola w tym obszarze nie zmienia sie. Zasada
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zachowania energii w rozwazanym procesie ma postac
Wi+ Wy =0,

gdzie W7 jest szukang pracg sit zewnetrznych, a Wy
pracg zrodla. Oznaczajac przez E; i Fo wartosci
pola elektrycznego wytworzonego przez tadunki na
kondensatorze odpowiednio przed i po obrocie, a przez
d odleglo$¢ miedzy okladkami, mozemy napisacé:

& —Fiyd+ Ed =0, & — FEyd— Ed =0,
St@d E1 = 5/d+ E, E2 = 5/d7 E.

Fadunki na oktadkach o powierzchni S potaczonych
z dodatnim biegunem Zrédla przed i po obrocie
wynosza odpowiednio:

QlZEQS(g/d+E), QQZEQS(g/d—E).
Podczas obrotu z oktadki dodatniej odplywa tadunek
AQ = Q1 — Q2 = 26(pSE, a praca zrddla jest ujemna:
Wy = —2¢9EE. Szukana praca sil zewnetrznych wynosi

W1 = 2805E5.



Czoléwka ligi zadaniowej
Klubu 44 F
po zakoriczeniu
roku szkolnego 2023/24
i po sprawdzeniu zadan
780 (WT = 3,01), 781 (WT = 3,31)

Pawel Perkowski Ozaréw Maz. 5—43,19

Konrad Kapcia Poznan 2—-42,29
Jacek Konieczny Poznan 40,87
Tomasz Wietecha Tarnéw 17-34,38
Andrzej

Nowogrodzki Chocianéw  3-27,49
Jan Zambrzycki Bialystok 4-26,81
Pawel Kubit Krakéw 17,21
Krzysztof Magiera FLosiéow 4-13,42
Piotr Adamczyk Bydgoszcz ~ 2-9,03
Ryszard Baniewicz Wtloctawek 2-7,91
Michatl Kozlik Gliwice 5—-6,54
Piotr Laba Bitgoraj 6,36
Stawomir Bué Mystkow 1-5,51
Marian Lupiezowiec Gliwice 34,25
Leon Charkiewicz Koszalin 3,85
Tomasz Rudny Poznan 1-3,34

Hubert Pochlopiei Torun 1,1
Wiktor Garczynski 0,66

Lista obejmuje uczestnikéw ligi, ktérzy
przystali rozwiazanie co najmniej jednego
zadania z rocznika 2022, 2023 lub 2024.

Podsumowanie ligi zadaniowej Klubu 44 F w roku szkolnym 2023/2024

Dziewieé¢ zadan z omawianego okresu uzyskalo wspoétczynnik trudnosci wiekszy
od trzech, a pie¢ mniejszy od dwoch.

Nikt nie rozwiazal poprawnie zadania 774 (WT = 3,88), gdzie nalezalo znalezé
gestosé klocka w stanie réwnowagi trwalej, zanurzonego w wodzie tak, ze

jego powierzchnia boczna jest réwnolegta do powierzchni cieczy. Zadanie byto
dosy¢ pracochlonne i czeéé¢ uczestnikéw nadestalo rozwiazania jedynie drugiego
zadania z tej serii, co wplynelo na jego wspétczynnik trudnosci. Nikt nie
podjal proby rozwiazania sposobem ,firmowym”, polegajacym na zbadaniu
momentow sit dziatajacych na klocek przy malym odchyleniu z polozenia
rownowagi. Zaproponowane zostalo poréwnanie polozenia $rodkéw ciezkosci
klocka w réznych stanach rownowagi, ale nie uwzgledniono faktu, ze podczas
zanurzenia klocka przemieszczamy na powierzchnie wode, ktorej miejsce zajmuje
zanurzona czes¢ klocka.

Maksymalnej mozliwej oceny nie uzyskalo zadne z rozwiazan zadania 776
(WT = 3,56). Koralik przymocowany do ustawionej pionowo obreczy za pomoca
dwdéch jednakowych poziomych sprezyn odchylono od polozenia rownowagi
wzdtuz érednicy i puszczono. Zakladajac brak poslizgu, nalezalo znalezé
przyspieszenie obreczy w chwili poczatkowej. Jeden z uczestnikéw podat dwa
rozwiazania tego zadania. Jedno, w ktorym zastosowal réwnania Lagrange’a,
byto poprawne. W drugim wykorzystal prawa ruchu obrotowego, zakladajac,
ze obrecz i kulka tworza jedna bryle sztywna. Dodatkowy blad spowodowal,
ze wyniki obu rozwiazan byly zgodne. Blad polegajacy na zalozeniu, ze
obrecz i kulka maja jednakowe przyspieszenia, pojawit sie tez w kilku innych
rozwiazaniach.

W zadaniu 781 (WT = 3,31) poczatkowo nieruchoma, naladowana czastka
poruszala sie w polu nieruchomej czastki naladowanej przeciwnie oraz

w jednorodnym polu magnetycznym prostopadtym do linii taczacej czastki

w chwili poczatkowej. Znajac minimalng odlegtosé miedzy czastkami, nalezato
znalez¢ warto$é wektora indukeji pola magnetycznego. Najwyzej ocenione
zostalto rozwigzanie Konrada Kapci, chociaz nie byla to ocena maksymalna.
Wypisal on réwnania ruchu czastki we wspélrzednych kartezjanskich, rozwazyt

przypadki o innych warunkach poczatkowych i wykorzystujac analize
numeryczng, zgadl poprawne rozwiazanie.

Zgodnie z tradycja trudnosci sprawialy zadania

z termodynamiki. Nikt nie rozwiazal w pelni poprawnie
zadania 779 (WT = 3,15), gdzie w izolowanym cieplnie
naczyniu ttok byl bardzo szybko podnoszony, a po
ustaleniu sie rownowagi swobodnie opadat. Oba procesy
nie byty kwazistatyczne i nalezalo korzystaé z zasady
zachowania energii, podczas gdy uczestnicy albo

w jednym, albo w drugim procesie korzystali z réwnania
pVer/e = const. Podobnie bylo z zadaniem 770

(WT = 3,5), w ktérym oproéznione i izolowane cieplnie
naczynie zapelniane bylo szybko przez gaz z otoczenia.
Jako jedyny poprawnie rozwigzal to zadanie Tomasz
Wietecha.

T. Wietecha byt tez jedynym autorem ocenionego na

jedynke rozwiazania zadania 765 (WT = 3,4). Nalezalo
w nim znalezé okres matych drgan obreczy nalozonej na
poziomy nieruchomy walec, przy braku poslizgu miedzy
walcem i obrecza.

Zadanie 762 (WT = 3,01) bezblednie rozwiazal
Ryszard Baniewicz. Pytanie bylo o minimalng
energie fotonu potrzebna do utworzenia pary
elektron-pozyton w poblizu spoczywajacego elektronu.

18

Zadanie 766 (WT = 3,06) dotyczylo oddzialywania
potéwek réwnomiernie natadowanej, nieprzewodzacej
kuli. Jedynki otrzymali Pawel Perkowski i Tomasz
Wietecha. W zadaniu 780 (WT = 3,01) rozwazane
byto niesprezyste zderzenie kulek zawieszonych na
jednakowych niciach. Bezbtedne rozwiazania przystali
Marian Lupiezowiec i Tomasz Wietecha.

Za rozwiazania tegorocznych zadan najwiecej jedynek
zdobyl Tomasz Wietecha (11), drugie miejsce zajal
Ryszard Baniewicz, trzecie Pawel Perkowski.
Tomasz Rudny zostal w tym roku cztonkiem klubu
44 F, przekraczajac granice 44 punktéw, Ryszard
Baniewicz przekroczyt ja po raz drugi, Marian
Lupiezowiec po raz trzeci, a Tomasz Wietecha
siedemnasty!

Ciekawostks jest, ze o rozwiazanie zadania 763

(WT = 2,46) z mechaniki punktu materialnego, za
ktére maksymalne oceny otrzymaly trzy osoby, jeden
z uczestnikéw poprosil sztuczna inteligencje, ktérej
wysilek zakonczyl sie niepowodzeniem. Zdecydowanie
odradzam dalsze takie eksperymenty, bo nie o to w tej
zabawie chodzi.



Klub 44 M

1-44

Termin nadsylania rozwigzan: 30 IV 2025

Lista uczestnikéw ligi zadaniowej
Klub 44 M
po zakonczeniu sezonu
(roku szkolnego) 2023/24

Szymon Kitowski 41,11
Witold Bednarek 9-40,58
Mikotaj Pater 3-39,58
Krzysztof Zygan 1-39,38
Tomasz Wietecha 14-38,61
Andrzej Daniluk 2-37,89
Szymon Tur 35,35
Andrzej Kurach 3-33,24
Jedrzej Biedrzycki 32,29
Krzysztof Kaminski 3-30,48
Marian Lupiezowiec 1-29,87
Michal Warmuz 29,84
Marcin Kasperski 5-28,94
Marcin Matogrosz 4-27,82
Roksana Stowik 2-27,60
Janusz Olszewski 24-26,40
Janusz Wojtal 26,30
Grzegorz Wigczkowski 26,13
Btazej Zmija 2-25,48
Maciej Mostowski 1-22,90
Krzysztof Maziarz 1-22,58
Stanistaw Bednarek 3-22,47
Marek Spychata 5-22,32
Piotr Wisniewski 1-20,59
Barbara Mroczek 18,58
Grzegorz Karpowicz 2-17,76
Jerzy Cisto 17-17,54
Patryk Jasniewski 1-16,62
Piotr Laba 14,50
Zbigniew Skalik 4-12,48
Pawet Labedzki 1-12,47

Legenda (przyktadowo):

stan konta 9-40,58 oznacza, ze uczestnik
juz dziewigciokrotnie zdobyt 44 punkty,
a w kolejnej (dziesigtej) rundzie ma
40,58 punktow.

Zestawienie obejmuje wszystkich
uczestnikéw ligi, ktérzy spelniaja
nastepujace dwa warunki:

— stan ich konta (w aktualnie
wykonywanej rundzie) wynosi co najmniej
12 punktéw;

— przystali rozwigzanie co najmniej
jednego zadania z rocznika 2022, 2023
lub 2024.

Nie drukujemy wigc nazwisk tych
uczestnikéw, ktérzy rozstali si¢ z liga trzy
lata temu (lub dawniej); oczywiscie jesli
ktokolwiek z nich zdecyduje si¢ wréci¢ do
naszych matematycznych tamigtéwek,
jego nazwisko automatycznie wréci na
liste. Serdecznie zapraszamy!

Zadania z matematyki nr 895, 896
Redaguje Marcin E. KUCZMA

895. Na okregu zaznaczono n punktéw; n > 3 jest ustalona liczba nieparzysta.
Kazdemu punktowi zostata przyporzadkowana warto$¢ 0 lub 1. Dozwolone sa
ruchy polegajace na wybraniu trzech kolejnych punktéw o wartosciach (kolejno)
a, b, c takich, ze a = ¢, i zamianie b na 1—b. Udowodnié, ze startujac z dowolnej
konfiguracji i wykonujac dozwolone ruchy, mozna uzyskaé¢ jednakowa wartosé dla
wszystkich n punktow.

896. Udowodnié, ze ciag (A1, Aa, As,...) o wyrazach
gn

1 1
=2 %
k=1
jest malejacy.
Zadanie 896 zaproponowal pan Jerzy Cisto z Wroclawia
Rozwigzania zadan z numeru 10/2024

Przypominamy tres¢ zadan:
887. Znalezé najmniejsza liczbe rzeczywista A, dla ktoérej istnieja liczby zespolone u, v, w oraz liczba
rzeczywista B takie, ze |u| = |v| = |w| =1 = uwvw, za§ u+ v+ w = A + Bi.
888. Znalezé wszystkie trojki liczb catkowitych x,y, z > 0 spelniajace réwnanie 7% +2%7Y = 22.
887. Prosciej: chodzi o wyznaczenie minimalnej wartosci Re(u + v + w) dla liczb
u, v, w o podanych wlasnoséciach. Sa to liczby o module 1, zatem istnieja liczby
rzeczywiste x,y, z takie, ze u = €', v = e, w = e**. Warunek uvw = 1 oznacza,
ze x+y+z=2kr (k€Z). Przy tym

Re(u + v + w) = Re(u) + Re(v) + Re(w) = cosx + cosy + cos z.
Nalezy znalezé minimum tej sumy przy powyzszym warunku.

Niech ¢ = cos “"zﬂ; wiec cosx + cosy = 2 cos IT“’ cos *5¥

z = 2km — (z +y), zatem cosz = cos(2- %) =2¢? — 1. W konsekwencji

> —2|c|; a skoro

cosx + cosy + cosz = 2¢? — 2|c| — 1 =2(|c| - %)2 -3>-32
W tych szacowaniach zachodzi réwnosé, gdy x =y =z = ﬂ:%?‘(‘ (co odpowiada
liczbom u = v = w = cos(2m) £ i sin(27) ). Szukane minimum wynosi wiec —3.
888. Niech liczby x,y > 0, z > 0 spelniaja zadane rownanie. Gdy x = 0, wtedy
2Y = (2 —1)(2+ 1), wiec z = 1 to potegi dwdjki, skad z = 3 i y = 3. Trdjka
(0,3,3) jest jednym z rozwiazan.

Gdy = = 1, réwnanie ma postaé¢ 7+ 2Y1! = 22, wiec z jest liczba nieparzysta.

Dostajemy 2Y*1 =2 (mod 4), czyli y = 0; wtedy z = 3. Tréjka (1,0, 3) jest
jednym z rozwiazan.

Dalej rozwazamy x > 2. Dane réwnanie pokazuje, ze 3% = 22 (mod 4), co jest

mozliwe tylko dla parzystego x. Niech wiec x = 2t (¢t > 1); zapiszmy réwnanie

tak: (z+7%)(z — 7t) = 22+Y. Pierwszy czynnik po lewej stronie jest liczba

dodatnia, wiec drugi tez; stad z > 8. Oba czynniki musza by¢ potegami dwojki:
247t =28 -1t =2 (k>1>0, k+1=2t+y).

Po odjeciu stronami: 2 -7t = 2{(28=1 — 1) skad | =1, 7t = 2k=1 — 1.

Gdy k =4, dostajemy t =1 (czyliz =2), y =k +1—2t =3, 22 = 7% + 25,

czyli z = 9. Tréjka (2,3,9) jest jednym z rozwiazan. Gdy k > 5, dostajemy

7t =2F-1 — 1 = —1 (mod 16). Sprzecznoéé, bo potegi sibdemki (mod 16) to tylko 1

lub 7. Zadane réwnanie ma wiec trzy rozwiazania: (0,3, 3), (1,0,3), (2,3,9).

Podsumowanie ligi zadaniowej Klubu 44 M w roku szkolnym 2023/2024

Teraz coroczne omowienie wybranych zadan — czyli pojawity sie intrygujace pomysty rozwiazan oraz
(jak zwykle) tych, ktére okazaly sie trudniejsze: wysoki komentarze uczestnikow. Znaczne ich fragmenty
wspdtczynnik trudnosci (WT) i/lub niewielka liczba umieszczamy w e-wydaniu (w zaktadce ,,Zalacznik
poprawnych rozwigzan (LPR); oraz tych, w ktérych do elektronicznego oméwienia ligi matematycznej”).
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Weterani Klubu 44 M
(w kolejnosci uzyskiwania
statusu weterana):

J. Janowicz (8), P. Kaminski (5),

M. Galecki (5), J. Uryga (4),

A. Pawlowski (4), D. Sowizdrzal,

T. Rawlik (6), M. Mazur, A. Bonk,

K. Serbin, J. Ciach (5), M. Prauza (4),

P. Kumor (16), P. Gadzinski (7),

K. Jedziniak, J. Olszewski (24),

L. Skrzypek (4), H. Kornacki,

T. Wietecha (14), T. Jézefczyk,

J. Witkowski (5), W. Bednorz,

B. Dyda (5), M. Peczarski,

M. Adamaszek (9), P. Kubit (8),

J. Cisto (17), W. Bednarek (9),

D. Kurpiel, P. Najman (9), M. Kieza (4),
M. Kasperski (5), K. Dorobisz,

A. Woryna (4), T. Tkocz, Z. Skalik (4),
A. Dzedzej, M. Miodek, M. Malogrosz (4),
K. Kaminski, J. Fiett (4),

M. Spychata (5), A. Kurach, S. Bednarek,
M. Pater, L. Merta

(jesli uczestnik przekroczyl barierg

44 punktéw wiecej niz trzy razy,
sygnalizuje to liczba w nawiasie).

Pozostali cztonkowie Klubu 44 M
(alfabetycznie):

»dwukrotni”: Z. Bartold, A. Czornik,

A. Daniluk, Z. Galias, L. Garncarek,

J. Garnek, A. Idzik, P. Jedrzejewicz,

G. Karpowicz, H. Kasprzak,

T. Komorowski, Z. Koza, J. Lazuka,

J. Malopolski, J. Mikuta, E. Orzechowski,
R. Pagacz, K. Patkowski, K. Piéro,

F. S. Sikorski, J. Siwy, R. Stowik,

S. Solecki, T. Warszawski, G. Zakrzewski,
B. Zmija;

»jednokrotni”: R. M. Ayoush,

T. Bieganski, W. Boratynski, P. Burdzy,
T. Choczewski, M. Czerniakowska,

P. Duch, P. Figurny, M. Fiszer,

L. Gasinski, A. Gluza, T. Grzesiak,

K. Hryniewiecki, K. Jachacy,

M. Jastrzebski, P. Jasniewski, A. J6zwik,
J. Klisowski, J. Kraszewski,

A. Krzysztofowicz, R. Kujawa, T. Kulpa,
A. Langer, R. Latala, P. Lipinski,

P. Lizak, P. Labedzki, M. Lupiezowiec,
W. Maciak, J. Mandziuk, B. Marczak,

M. Marczak, M. Matlega,

K. Matuszewski, K. Maziarz, R. Mazurek,
H. Mikotajczak, M. Mikucki, J. Milczarek,
R. Mitraszewski, K. Morawski,

M. Mostowski, W. Nadara, W. Olszewski,
R. Pikuta, B. Piotrowska, W. Pompe,

N. Porwol, M. Roman, M. Rotkiewicz,

A. Ruszel, Z. Sewartowski, A. Smolczyk,
P. Sobczak, Z. Surduka, T. Szymeczyk,
W. Szymczyk, W. Tobis, K. Trautman,

P. Wach, J. Wegrecki, P. Wisniewski,

K. Witek, A. Wyrwa, M. Zajac, Z. Zaus,
K. Zawistawski, K. Zygan, P. Zmijewski.

Zadanie 875. [Dana liczba nieparzysta N oraz
Lan), ¢ €{0,1};dla k€ {1,...,N}:
=D ion(1=23), cx = ap + by;

clag (v1,..
ap: =) icpTi, by:
Az: {k: z=ci}| =1 (mod 2);

LPR = 7 (87?)). Dobre rozwiazania (w wiekszosci
podobne do firmowego): M. Adamaszek, R. Kujawa,
J. Olszewski, M. Warmuz, M.
P. Labedzki, M. Spychata; ponadto jedna praca
z pomyltka (ktérej usuniecie nie jest trudne, jednak
wymaga malej zmiany rozumowania).

* * *

Zadanie 866. [Dane p,q € P (zbiér liczb pierwszych), p # ¢; 2P—1,27—1 € P
pq|2P—1, pq|29—1; d €N, d|2P1—1 = pq|d—1] (WT = 2,68; LPR = 9).
Wszystkie dobre rozwiazania podobne (zasadniczo jak firmowe):

M. Adamaszek, W. Bednarek, S. Kitowski, K. Maziarz, J. Olszewski,
M. Pater, M. Warmuz, T. Wietecha, P. Wisniewski.

Zadanie 869. [Dla x,y € Ry: g(z,y) = min(:ﬁ7 12ty sup g(z,y) =7]

(WT = 1,34; LPR = 25). Jak widaé, bylo latwe. Przywolujemy je tu po to, by
wspomnie¢ o kilku rozwiazaniach niepoprawnych, korzystajacych z ,twierdzenia”
(falszywego): Jedli funkcja ciagla na pewnym zbiorze A C R™ jest w jego wnetrzu
rézniczkowalna, ale bez punktéw, w ktérych rézniczka jest zerowa, woéwczas
warto$¢ minimalna jest przyjmowana w pewnym punkcie brzegu zbioru A. No
cbz, tak jest, gdy zbiér A jest domkniety i ograniczony. Ale gdy (na przyklad)
A jest ¢wiartka plaszezyzny (x> 0, y > 0), wystarczy spojrzeé¢ na funkcje e™*Y,
by zrozumieé¢ btad.

Zadanie 870. [AABC réwnoboczny = (a) VP € pt(ABC):

AP + BP > CP (&cykl); (b) to samo V P w przestrzeni] (WT = 2,50;

LPR = 13). Redaktor Ligi ze skrucha przyznaje, ze nie rozpoznal tu
szczegdlnego przypadku nieréwnosci Ptolemeusza (PA - BC + PB - AC > PC - AB,
stusznej dla dowolnej czworki punktéw w przestrzeni dowolnego wymiaru

— rozwiazanie w jednej linijce, dostrzezone przez osSmioro uczestnikow:

M. Adamaszek, B. Knapik, P. Kubit, P. Kumor, K. Maziarz,

B. Mroczek, T. Wietecha, P. Wisniewski.

Piekne rozwigzanie czysto geometryczne, dwoma sposobami w czesci (a)

i dwoma w czedci (b), przedstawil Janusz Olszewski. Oto jeden z tych
sposob6w (b): niech (b.s.o.) P # A, AB=BC =CA=a; B',C’, P’ — obrazy
B, C, P w inwersji wzgledem sfery o srodku A, promieniu 1; nietrudno wykazaé
podobieristwa AABP ~ NAP'B', NACP ~ NAP'C', NAABC ~ NAC'B’;

a stad, piszac odpowiednie proporcje, wywnioskowaé, ze AB'P'C’ jest podobny
do tréjkata o bokach BP; CP, AP (!) (calo$¢ pracy w e-wydaniu).

Zadanie 871. [Dana liczba parzysta n > 0;

(a) P: =[n+1,2n+1]NN=3IM CPYmeM: ), k#0 (modm);

(b) czy zawsze istnieja dwa rézne takie zbiory M?] (WT = 1,99; LPR = 16).
Niech S = Zi’:ﬁrl k= cd, gdzie c=n+1, d = $n+ 1. Janusz Olszewski
traktuje liczby n+1,...,2n+1 jako wierzchotki grafu skierowanego, w ktérym
(x = y) & (y|S—x). Zaldézmy odpowiedZ nie na pytanie (b); wtedy musi istnieé
n wierzchotkéw, z ktorych wychodza krawedzie do innych wierzchotkéw; wiec
istnieje > n krawedzi x — y, gdzie x # y. Latwo sprawdzié, ze ¢ = ¢, d — d,
zatem istnieje > n + 2 krawedzi wchodzacych do n 4 1 wierzchotkéw; pewne
dwie musza wchodzi¢ do tego samego: k — m, l — m (k #[). To oznacza,

ze m|S—k, m|S—I, skad m|k—I; to juz sprzecznosé, bo |k — 1| < n < m. Stad
odpowiedZ tak na pytanie (b) (wiec i dowéd tezy (a)).

Kilka prac zawiera zasadniczo takie samo rozumowanie, jednak bez terminologii
»erafy, krawedzie”, ktéra tu wydaje sie idealnie dopasowana.

W dwéch innych pracach (M. Kasperski, B. Knapik) widzimy ciekawe
symulacje komputerowe (— e-wydanie) sugerujace, ze zbioréw o badanej
wlasnosci jest znacznie wiecej niz dwa.

Zadanie 878. [Znalezé¢ r € N, r > 2: 3 nieskoniczenie
wiele zbioréw {p1,...,p-}, pi €EP:Vie {1,...,r}:
p1...pr2Pi7t — 1 (im wigksze r, tym lepiej)]

(WT = 3,29; LPR = 3+autor). Zaczniemy

od r = 3. Ladne rozwiagzanie pokazal Janusz
Olszewski (przejrzysta redakcja — zachecamy

do lektury w e-wydaniu!). Inna droga poszedl

Piotr Wisniewski, odwolujac sie do pracy

A. Rotkiewicza z roku 1967 (w ktérej jedno z twierdzen
nakrywa nasza teze dla r = 3); nie podal pelnego

=7] (WT = 2,62;

Kasperski,
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odsytacza. Dla zainteresowanych Czytelnikéw:
(przyp. red.: praca, zatytulowana On the prime
factors of the number 2P~1 —1, ukazala sie w Glasgow
Math.J. 9 (1968), 82-86; natomiast w Cambridge
Univ. Press — jej przedruk, ktéry latwo wyszukaé

— wystarczy wstukaé np. on the prime factors
rotkiewicz; podany tam dowdd nie jest elementarny,
przy tym odsyla do jeszcze innych prac).

Przypadek r = 2 byt rozpatrzony w zadaniu z obozu
OM 2010 (om.sem.edu.pl; ten odsytacz postuzyl

jako wskazdéwka do omawianego zadania 878). Piotr
Kumor (autor 878) zauwazyl, ze przez dosé¢ naturalng
modyfikacje daje sie uzyskaé teze dla r = 4. Uzyskana
przez autora konstrukcja zostala uzyta jako rozwiazanie
firmowe. Dokladnie t¢ sama konstrukcje znalazt Michat
Adamaszek. Co ciekawe, obaj Panowie opatrzyli swoje
prace komentarzami, w znacznej mierze identycznymi.
Zamieszczamy je w e-wydaniu; kto ciekawy, co to
Super-Poulet numbers, niech tam zajrzy. Warto!

Autor zadania liczyl, ze od rozwiazujacych dowie
sie czegos na temat mozliwosci r > 4; niestety, r = 4
pozostaje (na razie?) osiagnieciem max.

Zadanie 880. [Czy istnieja A, B C Q4 takie, ze:
ANB=0, AUB=Q oraz (dla z,y € Q):

(zy =1 = =,y sa w tym samym zbiorze (A lub B));
(Jz—y| =1 = z,y sa w réznych zbiorach)?]

(WT = 1,63; LPR = 16). Michal Adamaszek

dal rozwiazanie — wzorzec zwiezloéci: kazda liczba

z € Q4 ma jednoznaczne rozwiniecie w skonczony
ulamek lancuchowy x = [ag; a1, ..., a,] (notacja: np.
[ao; a1, az,az] = ag + ap =20, a; =21

a

pre———
3
dlai > 1; a, > 2 jesli n > 1. Przypisujemy z do
zbioru A (odp. B), gdy suma Y., a; jest parzysta
(odp. nieparzysta). Tak okreslone zbiory A, B
spelniaja wymagane warunki, co wynika z réwnosci
% = [0; ag,a1,...,a,), x —1=[ap—1; ai,...,a,] (dla
x> 1).

To samo rozumowanie podali: Andrzej Daniluk

i Piotr Kumor. W pozostalych pracach nie ma mowy
o utamkach lanicuchowych, cho¢ de facto sg one ,w tle”
obecne (czymze innym jest ,,uogblniony algorytm
Euklidesa”?) — brak tych kluczowych stéw sprawia, ze
zapis staje sie ciezszy (vide: firméwka). Odnotujmy
ponadto jedno rozwiazanie wyraznie odmienne (bardziej
kombinatoryczne): Janusz Olszewski (— e-wydanie).

Zadanie 881. [ag = 3, a1 = a2 — 2;

limy, 0@y ...an—1/an) =7 (WT = 1,50; LPR = 18).
Nie sprawilo ktopotu uczestnikom; wielu z nich
znalazto nie tylko wynik 1//5, ale réwniez wartosé

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsyta¢ rozwiazania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Oceng mnozymy przez
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badanej granicy 1/4/a2 — 4 przy innych wartosciach
poczatkowych |ag| > 2. Znacznie ciekawsze jest
rozwazanie przypadku |ag| < 2 (co nie bylo
przedmiotem zadania; a szkoda); granica wéwczas nie
istnieje, co wnikliwie uzasadnit Janusz Olszewski
(— e-wydanie).

Zadanie 882. [ABCD — réwnoleglobok;

K, L, M, N — punkty wewnatrz bokéw AB,

BC, CD, DA = (a) ortocentra tréjkatéw
ANK,BKL,CLM,DMN tworzg réwnolegtobok;

(b) to samo dla ich srodkéw ciezkosei; (c) to samo dla
srodkéw okregéw opisanych] (WT = 2,27; LPR = 12).
Efektowne ,,dynamiczne” rozumowanie przeprowadzit
Janusz Fiett. Wlasnosci (a), (b), (c) sa oczywiste,
gdy K, L, M, N sa $rodkami odpowiednich bokéw (cata
konfiguracja jest wéwczas Srodkowo symetryczna).

A dalej — jeden wspdlny pomyst daje uzasadnienie

tych trzech tez; dla przykladu wezmy wlasnosé (c):
zalézmy, ze dla pewnego wyboru punktéw K, L, M, N
czworokat A’B'C’D’ (o wierzchotkach w $rodkach
okregéw opisanych na wymienionych tréjkatach)

jest réwnoleglobokiem. Wybieramy jeden z tych
punktéw — powiedzmy M — i przesuwamy go do
innego potozenia na boku C'D, nie ruszajac przy tym
punktéw N, K, L; punkty A’, B’ nie ruszaja sie; proste
symetralne odcinkéw C'L i DN réwniez nie zmieniaja
polozenia; zas proste symetralne odcinkéw CM i DM
przesuwaja sie réwnolegle, przy czym odlegto$é miedzy
nimi pozostaje stala (réwna £CD). Odcinek C’D’
(wyznaczony przez odpowiednie punkty przeciecia
jednej pary symetralnych z druga para) wykonuje
przesuniecie réwnolegle (1), wobec czego czworokat
A'B'C'D’ (przy nowym polozeniu punktéw C’, D’)
nadal jest réwnolegtobokiem. Wystarczy teraz wykonaé
analogiczne przemieszczenia punktéw N € DA,

K € AB, L € BC do dowolnie wybranych pozycji;
A'B'C' D’ pozostanie réwnoleglobokiem.

W przypadku kazdej z wlasnosci (a), badz (b),
przesuniecie punktu M € CD (bez ruszania N, K, L)
daje podobny efekt: mozna wskazaé dwie pary

prostych réwnolegltych, ktérych odpowiednie

przeciecia wyznaczaja punkty C’, D', okreslone teraz
jako ortocentra badz srodki ciezkosci tréjkatow

CLM, DM N; przy tym jedna para pozostaje
nieruchoma, a druga przesuwa si¢ rownolegle, nie
zmieniajac odleglodci, dzieki czemu odcinek C'D’ znéw
sie przesuwa réwnolegle; konkluzja jak w przypadku (c).
Wskazanie owych par prostych zostawiamy Czytelnikowi
jako nietrudne ¢wiczenie; a kto woli przyj$¢ na gotowe —
moze zajrze¢ do e-wydania, gdzie znajdzie omawiane
rozwiagzanie bez skrotéw.

wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania

z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje

on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana

do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdltowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
znajduje sie na stronie deltami.edu.pl.



Prosto z nieba: Malin 1 — co nowego u spiralnej galaktyki gigantki?

Malin 1 znajduje si¢ w odlegtosci 366
Mpc (czyli 1,2 miliarda lat $wietlnych) od
Ziemi. Dla poréwnania, odleglosé¢ do
galaktyki Andromedy wynosi tylko 2,5
miliona lat $wietlnych. Srednica Malin 1
to okolo 200 kpc, czyli prawie 660 000 lat
$wietlnych. Dla poréwnania, szacowana
$rednica Drogi Mlecznej to tylko 100 000
lat $wietlnych. Srednica naszej Galaktyki
jest wiec prawie siedem razy mniejsza niz
$rednica Malin 1.

Jak pewnie stali Czytelnicy Delty
pamietaja, metaliczno$é w astronomii to
pojecie rézne od metalicznosci, do jakiej
jesteSmy przyzwyczajeni. W astronomii
pojecie metali odnosi sig do wszystkich
pierwiastkéw w ukladzie okresowym,
ktére nie sa wodorem lub helem.

Rys. 1. Pierwsze zdjecie Malin 1

z opisujacego jej przypadkowe odkrycie
artykulu Bothun, Impey, Malin i Mould,
The Astrophysical Journal, 1987

Rys. 2. Detekcja emisji ciggtlej i linii

200(1 — 0) za pomoca teleskopu ALMA.

Lewy panel przedstawia kolorowy obraz
optyczny z pracy Boissier i inni (2016).
Panele po prawej stronie pokazuja
powigkszone obrazy centrum Malin 1

z natozona detekcja linii 12CO(1 — 0)
(panel gérny) oraz kontinuum (panel
dolny). Czerwona elipsa w lewym dolnym
rogu kazdego panelu reprezentuje rozmiar
wigzki ALMA. Z artykulu Galaz i inni
(2024)

Najwieksza znana do tej pory galaktyka spiralna zostala odkryta przez astronoma
Davida Malina w 1986 roku. Na cze$é odkrywcy nazwano ja Malin 1. Jest to
galaktyka o niskiej jasnoéci powierzchniowej. Jej jasno$é — ogladana z Ziemi —

jest mniejsza od jasnoéci otaczajacego ja nieba (tzn. w Swietle widzialnym jest
prawie przezroczysta). Ramiona spiralne Malin 1 sa bardzo rozproszone i z jakiegos
powodu galaktyka ta produkuje bardzo malto gwiazd.

Przez prawie 30 lat od odkrycia Malin 1 naukowcy starali si¢ rozwikla¢ szereg
zagadek zwigzanych z tym monstrualnym, a réwnoczesnie prawie przezroczystym,
obiektem. Probowano odpowiedzie¢ na pytania o to, jakie byly poczatkowe warunki
jej powstania oraz jaka byla historia galaktyki. Jak to sie¢ stalo, ze jest ona tak
ogromna? Czy tworza si¢ w niej nowe gwiazdy? Czy zawiera pyl miedzygalaktyczny?
Jaka jest jej metalicznos¢? Dopiero najnowsze obserwacje, uzyskane dzigki wysokiej
czutodci teleskopu ALMA (o ktérym pisaliémy juz wielokrotnie na tamach Delty, np.
w|AL), pozwolity na odkrycie czedci tajemnic skrywanych przez Malin 1.

Malin 1 jest tak wielka galaktyka, ze obserwacje instrumentem MUSE na teleskopie
VLT (Very Large Telescope), ktére odbyly sie w 2021 roku i trwaly prawie

1,5 godziny, pozwolily na zbadanie jedynie 1/4 jej obszaru, w tym centralnej czesci
galaktyki. Na ich podstawie dr Junais, pracujacy wtedy w Zakladzie Astrofizyki

w Narodowym Centrum Badan Jadrowych, opublikowat badania sugerujace, ze
Malin 1 posiada silnie rozszerzony dysk gwiazdotwérezy, w ktérym promieniowanie
pochodzace z mtodych obszaréw gwiazdotwérczych jest thumione przez pyt
miedzygwiazdowy. Bylo to przelomowe odkrycie, gdyz do tej pory analizowano dane
pochodzace z galaktyk o niskiej jasnosci powierzchniowej, przy zalozeniu, ze ilos¢
znajdujacego sie w nich pytu jest zbyt matla, by mie¢ znaczenie. Takze mierzona
metaliczno$é Malin 1 okazala sie zaskakujaca. W centrum galaktyki jest wyzsza
od metalicznodci Slorica (), a nastepnie opada i utrzymuje w miare stala wartosé
w zewnetrznym dysku.

Kilka miesiecy péZniej, wykorzystujac w obserwacjach teleskop ALMA, ten

sam zespél naukowy, tym razem pod przewodnictwem dr. Gaspara Galaza

z Instituto de Astrofisica, Pontificia Universidad Catélica w Santiago w Chile,
zaobserwowal emisje czasteczek tlenku wegla w centrum Malin 1 (patrz rys. 2),

a takze potencjalne emisje w trzech innych regionach dysku. Odkrycie to pozwolilo
na oszacowanie masy wodoru molekularnego (ktéry jest gazem umozliwiajacym
tworzenie sie nowych gwiazd w galaktykach) oraz §rednia gesto$é powierzchniowa
gazu molekularnego.

Wyniki otrzymane przez zespél (oba artykuly zostaly opracowane w tym samym
zespole naukowym) pokazuja nie tylko, ze Malin 1 bardzo powoli tworzy nowe
gwiazdy i ma ekstremalnie niska ogdlng gestoé¢ powierzchniows gazu molekularnego,
ale takze, ze gwiazdy tworza sie tylko w niektorych miejscach dysku galaktyki.
Wyniki analizy sugeruja, ze galaktyki tak duze i rozproszone jak Malin 1 tworza
gwiazdy w wielu miejscach wzdluz swoich ogromnych ramion spiralnych.
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https://www.deltami.edu.pl/2021/07/astronomia-milimetrowa-obserwatorium-alma/

Tekst opracowany na podstawie
artykuléw: Junais i inni ,MUSE
observations of the giant low surface
brightness galaxy Malin 1: Numerous HII
regions, star formation rate, metallicity,
and dust attenuation” — opublikowany

w czasopis§mie Astronomy € Astrophysics
w styczniu 2024 r. oraz Gaspar Galaz

i inni ,First Detection of Molecular Gas
in the Giant Low Surface Brightness
Galaxy Malin 1”7 — opublikowany

w czasopiémie The Astrophysical Journal
Letters w listopadzie 2024 r.

Cierpliwosé w przypadku Malin 1 byta niezbedna, gdyz dopiero po 30 latach od
jej odkrycia dysponujemy teleskopami pozwalajacymi nie tylko na obrazowanie tak
stabo $wiecacej 1 ogromnej galaktyki, ale takze na analize jej wlasnosci fizycznych
przy pomocy obserwacji poszczegdlnych linii emisyjnych. Przygoda z Malin 1
pewnie dopiero si¢ zaczyna, czekamy na dalsze obserwacje i analizy, gdyz nadal
nie wiemy, w jaki sposéb zostata uformowana tak wielka galaktyka.

Katarzyna MALEK

Departament Badan Podstawowych (BP4), Zaktad Astrofizyki, Narodowe Centrum Badan Jadrowych

/Niebo w lutym

Luty jest pierwszym z czterech kolejnych miesiecy roku,
gdy Stonce szybko wspina sie na pdinoc, przebywajac
kazdego kolejnego tygodnia wyraznie dluzej nad
widnokregiem. Do konca miesiaca zwigkszy ono wysokosé
gérowania o ponad 8°, a dzien wydluzy sie prawie

do 11 godzin.

Ekliptyka o zmierzchu tworzy jeszcze wiekszy kat

z horyzontem niz w styczniu, dzigki czemu na poczatku
lutego bardzo dobrze widoczny jest Ksiezyc tuz po nowiu
oraz znajdujace si¢ na wschéd od Stonca i niezbyt daleko
od niego planety Ukladu Stonecznego. Srebrny Glob
zacznie miesigec w fazie 12% miedzy planetami Saturn

i Wenus, okolo 4° od drugiej z nich. Saturn zbliza sie

do marcowej koniunkcji ze Storicem, dlatego mozna go
dostrzec tylko w pierwszej czedci miesiaca. Potem zaginie
w zorzy wieczornej. A szkoda, gdyz réwnonoc na Saturnie
i przejscie Ziemi przez plaszczyzne jego pierscieni sa
coraz blizej. 8 lutego od zmierzchu do zachodu planety
mozna jeszcze sprobowacé zaobserwowaé przejscie cienia
Tytana po jej tarczy. Saturn $wieci z jasnoscia +1,1™,
przy $rednicy tarczy 16”.

Wenus réwniez zmniejsza odlegloéé katowa do Storica po
styczniowej maksymalnej elongacji, pozostanie jednak
ozdoba wieczornego nieba do konca zimy. W lutym druga
planeta od Stonca jest widoczna bardzo dobrze, zajmujac
o zmierzchu pozycje na wysokosci przekraczajacej 20°.
Poczatkowo Wenus wedruje wzdluz ekliptyki, ale pod
koniec lutego zacznie wyraznie odbija¢ na poinoc,
szykujac si¢ do marcowej koniunkcji dolnej ze Stoncem.
Planeta szybko zbliza si¢ do nas, w zwiazku z czym jej
tarcza roénie, zmniejszajac jednoczeénie swoja faze. Na
poczatku miesiaca jej tarcza ma Srednice 32" i faze 38%,
by do korica lutego jej érednica zwigkszyla si¢ do 49”7,
faza za$ zmniejszy sie do 14%. Swieci przy tym bardzo
jasno, przekraczajac blask —4,5™. To oznacza, ze jest ona
atrakcyjnym celem nawet dla wlascicieli lornetek.

Srebrny Glob dotrzyma towarzystwa Wenus jeszcze

2 lutego, pokazujac si¢ w fazie 21% jakie$ 10° na wschod
od niej, a nastepnie powedruje w kierunku Plejad, ktore
minie w nocy z 5 na 6 lutego. Do tego czasu jego faza
zwigkszy sie do I kwadry. Tym razem Europa ma pecha,
gdyz Ksiezyc zakryje niektére gwiazdy gromady Plejad,
bedac juz pod horyzontem. W Polsce 5 lutego Ksiezyc
zdazy zblizy¢ sie do Plejad na 5°, a nastepnej doby

o zmierzchu pokaze sie réwniez 5°, ale na wschod od
nich. Tej nocy naturalny satelita Ziemi zblizy sie takze do
Jowisza. Tuz przed zachodem obu cial niebieskich dystans
miedzy nimi zmniejszy sie takze do 5°. Najwigksza
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planeta Ukladu Stonecznego w lutym jest widoczna wciaz
catkiem dobrze, przecinajac potudnik lokalny na poczatku
miesiaca na caltkiem ciemnym niebie. Jowisz wedruje
niecale 5° na pélnoc od Aldebarana, najjasniejszej
gwiazdy Byka, a w trakcie miesigca jego jasnos¢ spadnie
do —2,3™, érednica tarczy natomiast do 40”.

W nocy z 7 na 8 lutego Ksiezyc minie gwiazde El Nath,
druga co do jasnosci gwiazde Byka, zwiekszajac przy
tym faze do 78%. U nas minimalna odlegto$é miedzy
tymi cialami niebieskimi zmniejszy sie do okolo 45'.
Dwie noce pézniej zas Srebrny Glob przeniesie si¢ do
wschodniej czesci Blizniat, gdzie odwiedzi najpierw
planete Mars, a nastepnie Kastora i Polluksa. Wieczorem
Ksiezyc zblizy sie do Marsa na mniej niz 0,5°, a nad
ranem zmniejszy dystans do Polluksa do 3°. Sam Mars
szybko oddala sie od Ziemi i jego tarcza wyraZnie traci
na $rednicy i jasnosci. Planeta prawie do konca miesiaca
porusza sie ruchem wstecznym, oddalajac sie od Polluksa
na ponad 7°. W lutym jasno$¢ Marsa spadnie z —1™

do —0,3™, a $rednica jego tarczy — z 14" do 11”. Podczas
goérowania Mars wznosi sie na ponad 65°.

12 lutego nastapi pelnia Ksiezyca i jednoczesnie zblizy
sie¢ on na 1,5° do Regulusa, najjasniejszej gwiazdy Lwa.

5 nocy po6zniej faza Srebrnego Globu spadnie do 82%

i dotrze on do érodkowej czesci Panny, wedrujac jakie$ 5°
od Spiki, najjaéniejszej gwiazdy tej konstelacji. 20 lutego
Ksiezyc osiggnie ostatnia kwadre, a dobe pdzniej wzejdzie
w gwiazdozbiorze Skorpiona, niecale 3° od Antaresa,

jego najjasniejszej gwiazdy. Potem Ksiezyc podazy ku
nowiu, przez ktéry przejdzie 28 lutego, ale ze wzgledu na
niekorzystne nachylenie ekliptyki i dodatkowo przebywanie
na potudnie od niej zniknie on w zorzy porannej juz kilka
dni wczesniej.

Przez caly miesiac bardzo dobrze widoczna jest gwiazda
R Leonis, ktorej maksimum aktywnosci przewiduje

sie na 4 lutego. Jest to miryda, czyli dtugookresowa
gwiazda zmienna, ktérej jasno$¢ waha si¢ od +4,4™

do +11™ w okresie 312 dni. Za kazdym razem zaréwno

w maksimum, jak i w minimum blasku jej jasno$é¢ moze
by¢ rézna, ale jesli zblizy sie ona do swojej najwickszej
obserwowanej jasnosci, to na ciemnym niebie da sie ja
tatwo dostrzec gotym okiem. R Leo znajduje sie jakie$

5° na zachdd od Regulusa, niedaleko gwiazd 6. wielkosci
18 i 19 Leonis, z ktérymi mozna poréwnywacé jej blask. Ma
tez wyraznie widoczng wisniowa barwe. Latwo ja zatem
zidentyfikowaé przez lornetke. W lutym gwiazda géruje
przed poéinoca na wysokosci 50°.

Ariel MAJCHER
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i Rozwigzanie zadania M 1807.

Skoro pierwsze wyrazy danych ciagéw sa takie same,
wystarczy udowodnié¢ réwnosé ich réznic a i b. Z warunkéw
zadania wynika, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej
n liczba

bn —an = (b1 + (n—1)b) — (a1 + (n — 1)a)
—(n-1)(b—a)
jest podzielna przez n, co oznacza, ze liczba b — a jest
podzielna przez n. StwierdziliSmy wiec, ze liczba catkowita

b — a jest podzielna przez dowolng liczbe catkowita dodatnia,
a to jest mozliwe tylko wtedy, gdy b —a = 0.

& Rozwigzanie zadania M 1808.

Rozwazmy okrag o dlugosci s i podzielmy go na réwne

tuki o dtugoéci 1. Zaznaczmy na czerwono m punktéw
podziatu okregu na tuki o dtugoéciach x1, x2, ..., Tm

i kolorem niebieskim n punktéw podziatu okregu na tuki

o dlugosciach y1, y2, ..., ym. Na podstawie zadania M 1806
z poprzedniego numeru pewne dwa tuki, A;, A;, i Bj, Bj,,
sg réwnej dtugosci. Usuwajac te dlugosci z réwnosci,
zachowujemy jej prawdziwosé.

& Rozwigzanie zadania M 1809.
7 warunkéw zadania wynika, ze punkty A, A, B, B’ leza
w tej samej plaszczyznie, zatem proste BA’ i AB’ przecinaja
krawedz C'D w jednym punkcie X. Z réwnosci katéw
wynika, ze proste te sa dwusiecznymi katéw, odpowiednio,
CA'D, CB'D. Zatem z twierdzenia o dwusiecznej dostajemy
cA  CX CB
A'D ~ XD  B'D’
a poniewaz XCA'D = xCB’'D = 120°, tréjkaty CA’'D
i CB’'D s podobne. Poniewaz CD jest wspélnym bokiem
tych tréjkatow, sa one przystajace. Oczywiscie w tych
przystajacych tréjkatach odpowiadajace im wysokosci
z wierzchotkéw A’ i B’ sa réwne.

D

>
S
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i Rozwigzanie zadania F 1113.
Skorzystamy z praw: zachowania energii i momentu
pedu. W perihelium i w aphelium predkosé planety
jest prostopadta do odcinka tgczacego srodek planety
ze Srodkiem Storica. Oznaczmy predkosci w aphelium
i w perihelium, odpowiednio, jako v4 i v,. Mamy:
L =mAva = mav,,
czyli: va = L/(mA) i v, = L/(ma), oraz
GMm  mv? GMm = muv?
_ + A _ 4 e
A 2 a 2
Po skorzystaniu ze zwigzkéw predkosci z momentem pedu
otrzymujemy réwnanie:
GMm L  GMm L?
A 2mA2 a 2ma?’
Po prostych przeksztalceniach otrzymujemy odpowiedz:

2G M Aa
L=my| ———.
A+a

i Rozwigzanie zadania F 1114.

Zmianom ci$nienia towarzysza zmiany predkosci

Swiatla w cieczy. W zwiazku z tym kolejne zgeszczenia

i rozrzedzenia cieczy wywotane falg akustyczng beda
dzialaly jak szczeliny siatki dyfrakcyjnej. Przyjmijmy, ze
stojaca fala ultradzwiekowa wzbudzana jest w kierunku .
Przesunigcia czastek cieczy w kierunku x (dzwigk to fala
podluzna) opisywane sa wéwczas wzorem (suma dwéch fal
biegnacych o przeciwnych zwrotach wektoréw falowych):

u(z, t) = uo(sin(wt — kz) — sin(wt + kx))

= 2uyp cos(wt) sin(kx).

W powyzszych wzorach k = 27 /A oznacza dlugo$é wektora
falowego, a w kotows, czestos¢ fali. Zbadajmy rozklad
predkoséci:

v(z,t) = —2uow sin(wt) sin(kx).
Wezly fali (v(z,t) = 0) pojawiaja sie w punktach, dla ktérych
kx = nw dla catkowitych n. Nie wszystkie te wezlty sg
réwnowazne, bo jesli przyjmiemy, ze —2uow sin(wt) > 0, to
w wezlach odpowiadajacych nieparzystym n czastki z obu
stron poruszaja si¢ w kierunku wezla (zmiana znaku v
z dodatniego na ujemny), a w weztach o parzystym n
oddalaja sie. Odlegltosé kolejnych rozrzedzen cieczy
(,,szczelin” siatki) wynosi wiec A i jest taka sama jak
w przypadku rozpraszania na fali biegnacej. Kolejne prazki
interferencyjne pojawiaja si¢ wiec pod katami a do wiazki
padajacej spelniajacymi warunek:

Asin(a) = mA

z calkowitymi warto$ciami m.

Uwaga: Czestosci ultradzwigkéow, rzedu MHz, sa tak
male w poréwnaniu z czestosciami fal Swietlnych, ze
Swiatlo rozprasza sie na fali ultradzwiekowej jak na
nieruchomej siatce dyfrakcyjnej.
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Na razie pozostajemy na ptaszczyznie — o symetrii Srodkowej w trzech
wymiarach napisze w innym odcinku.

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Symetria srodkowa na plaszczyznie I, wzgledem pewnego punktu K, jest
przeksztalceniem geometrycznym Sk : II — IT o nastepujacej wlasnodci: jesli

-y
Y =Sk (X), to KY = XK. Inaczej méwiac, punkt K jest rodkiem odcinka XY

(r6wniez tego zdegenerowanego do punktu).

Dwukrotne ztozenie tej samej symetrii sSrodkowej
jest identycznoscia na calej plaszczyznie, wiec

przeksztalcenie to jest inwolucjg. W szczegdlnosci
wynika z tego, ze symetria srodkowa jest bijekcja.

Moéwimy, ze figura F ma $rodek symetrii K (lub ze
jest $rodkowosymetryczna), jesli spelnia nastepujacy
warunek: jezeli X € F, to Sg(X) € F. Inaczej —
punkty figury F mozna podzieli¢ na roztaczne kazda

z kazda pary (X,Y), o tej wlasnosci, ze punkt K jest
zawsze $rodkiem odcinka XY. Przykladami figur
srodkowosymetrycznych sa: odcinek, prosta, pas (czes¢
plaszczyzny pomiedzy para prostych réwnoleglych),
okrag i parzystokat foremny.

Twierdzenie. Niech F; i F2 beda figurami ze srodkami
symetrii, odpowiednio, K7 i Ky (jesli $rodkéw symetrii
jest wiecej, to ustalamy dowolnie jeden z nich). Jesli
zachodzi co najmniej jeden z warunkow:

(].) K1 = K2 lub

(2) F2 jest obrazem F; w przesunieciu o Kj Ko,

to figury JFq1 U Fa oraz F1 N Fo (o ile jest niepusta) maja
$rodek symetrii, ktory jest érodkiem odcinka KiK.
Dowdd (1). Niech K1 = K3 = K. Niech X € F; UF, oraz
Y = Sk (X). Z definicji figury srodkowosymetrycznej
mamy Y € Fy lub Y € Fy, wiec Y € F; U Fo.
Przypadek ,,N” jest analogiczny.

Dowdéd (2). Przeprowadzimy dowdd dla czesci wspélnej;
w przypadku sumy jest podobnie. Niech X € F; N Fy
oraz Y = Sk (X), przy czym K jest srodkiem

odcinka K K5. Polézmy Y, = Sk, (X) oraz Yy = Sk, (X).

Zadania
‘eruepez z (ukysoxd rwhe)sozod z

Odcinek K K5 jest linig $srodkowa w trdojkacie XYY,
wiec YYy = 2K Ky = K1 K. Wiemy, ze Yo € Fo, a wiec
z poprzedniej rownosci wynika, ze Y € Fy, bo F3 jest
translacja F; o K1 Ks. Analogicznie dowodzimy, ze

Y € Fo.

Za pomoca tego twierdzenia mozna uzasadnié, ze érodek
symetrii maja: réwnoleglobok (cze$é¢ wspdlna dwéch
paséw o wspélnym srodku), czesé wspdlna lub suma
dwoch két o jednakowym promieniu, dowolna para
prostych. . .

Jako przyklad rozwiazemy zadanie pochodzace
z biezacej Olimpiady Matematyczne;j.

Zadanie. Okregi 01, 02 0 réwnych promieniach
przecinajg sie¢ w punktach A, B. Punkty C, D,

E, F leza w tej kolejnosci na jednej prostej, przy

czym C' i F leza na o1, a D i F' — na 0. Symetralne
odcinkéw CD i EF przecinajg prosta AB, odpowiednio,
w punktach X i Y. Dowies¢, ze |[AX| = |BY|.

Rozwigzanie. Oznaczmy $rodek odcinka AB

przez K. Niech ¢; bedzie prosta C'D, a {5 prosta
srodkowosymetryczng do £ wzgledem punktu K.

7 twierdzenia wynika, ze punkt K jest srodkiem
symetrii figury ¢; Uy U oy Uog. Punkty C’, D', E', F’,
w ktérych prosta ¢ przecina dane okregi, s obrazami
punktéw, odpowiednio, C', D, E, F' w symetrii Sk.
Czworokat EFC'D’ jest trapezem réwnoramiennym
(dlaczego?), wiec symetralna odcinka C'D’ i symetralna
odcinka F'F to ta sama prosta. Jej obrazem w S jest
symetralna odcinka CD, z czego wynika teza.

1. Dany jest réwnoleglobok ABC D oraz punkt M rézny od jego wierzcholkow.
MO0 ~Gr P MOAOFOTOumOT Przez punkty A, B, C, D poprowadzono proste rownolegte do, odpowiednio,
WonpOIS oIZpdq 3] YOOIN T CM, DM, AM, BM. Udowodnié, ze te cztery proste przecinaja sie w jednym
€ 1 punkcie.
e P’Z erugazooupal Azop 7 wepsiszm ¢ ob | 9 - Pewien okrag przecina boki BC, CA, AB tréjkata ABC w punktach,
uzoA1yowds jjyund oz ‘Qrupomop) ¢
odpowiednio, Ay i Ag, By i By, C1 i Cy. Zalézmy, ze istnieje punkt Py,
ktérego rzutami prostokatnymi na proste BC, CA, AB sa Ay, By, Cy.
Wykazaé, ze istnieje analogiczny punkt P dla Ay, Bs, Cs.
3. Okregi wy i wa, 0 réwnych promieniach, sg styczne w punkcie A. Okrag ws,
o Srodku O € wy, jest styczny wewnetrznie do okregu wy w punkcie B.
Udowodnié, ze prosta AB przechodzi przez jeden z punktéw przeciecia
okregdéw ws 1 ws.
Czworokat ABCD wpisany jest w okrag. Punkty P, @, R, S sa srodkami
odcinkéw, odpowiednio, AB, BC, CD, DA. Prosta p przechodzi przez
punkt P i jest prostopadla do C'D; analogicznie definiujemy proste g, r, s.
Udowodni¢, ze te cztery proste przecinaja si¢ w jednym punkcie.
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