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* Wydzial Matematyki i Informatyki,
Uniwersytet Jagielloniski

Uzyltem tu bardziej rozpoznawalnego
terminu — ,wynalezienie kota”, ale tak
naprawde chodzi o wynalezienie ost.

W starozytnym Egipcie, choé oficjalnie do
zapisywania liczb nie uzywano systemu
pozycyjnego, znano metody rachunkowe
oparte na zapisie binarnym.

O réznych cechach podzielno$ci
w systemie dziesigtnym pisal

Pawel Bielinski w |A37l

Ponizej 6 pierwszych cyfr rozwinigcia
liczby m w systemach pozycyjnych od 2
do 12: 11,001001..
10,010211. ..
3,021003. ..
3,032322. ..
3,050330. ..
3,066365 . ..
3,110375. ..
3,124188 ..
3,141592 ..
3,161507 ..
3,184809. .

Zwolennicy stosowania systemu
dwunastkowego (prawdopodobnie
najbardziej praktycznego, taczacego wciagz
niewielka liczbe cyfr i mnogoéé¢ dzielnikéow
podstawy) maja swoje amerykanskie
stowarzyszenie: https://dozenal.org/
Znalazloby si¢ tez pewnie stowarzyszenie
na rzecz odrzucenia ukladu klawiatury

QWERTY...

-2

[ B N NI

-9
- 10
.11
- 12

Niespotykane pozycje Piotr PIKUL*

Pozycyjny system zapisywania liczb uchodzi za najwieksze osiagniecie
matematyki w ogdle — arytmetyczny odpowiednik wynalezienia kola. Latwosé
prowadzenia rachunkéw niewatpliwie popchneta cywilizacje do przodu.

Tzw. dziatania pisemne sa prawdopodobnie pierwszymi abstrakcyjnymi
algorytmami, jakie wspélczesny cztowiek poznaje w swoim zyciu! Dla (zbyt)
wielu ludzi moze to by¢ gléwne skojarzenie z hastem ,,matematyka”.

Pomimo tego wzniostego wstepu Czytelnik moze mie¢ wrazenie, ze zapis
pozycyjny nie kryje w sobie zadnych wielkich tajemnic. Mamy 10 symboli (cyfr)
dla liczb od 0 do 9 = 10 — 1 i kolejne wartosci w zapisanym ciagu (czytajac od
prawej) mnozymy przez kolejne potegi liczby 10 (podstawy systemu): 1, 10,

100 itd. Mozemy wprawdzie wybra¢ innag podstawe niz powszechnie stosowane 10
i otrzymac nieco mylace zapisy, np. 101 oznaczajace 5 w systemie binarnym

(o podstawie 2) lub 2103 = 2119 (liczba w indeksie dolnym oznacza podstawe
systemu), ale co to za ciekawostka... Oprocz samej znakowej reprezentacji
liczb, wraz ze zmiana podstawy zmieniaja sie takze charakteryzacje podzielnosci.
Na przyklad w systemie széstkowym podzielnoéé jakiejs liczby przez 5 jest
réwnowazna podzielnoéci sumy jej cyfr przez 5. W systemie dziesigtnym dziata
tak trojka i dziewigtka. Zawsze ,najwieksza cyfra” jest zwiazana z cecha
podzielnosci, poniewaz suma cyfr przy podstawie d przystaje do samej liczby
modulo (d —1): Y ¢;d? — Y ¢;17 =(d—1) > ¢j(1+...+d ). Oznacza to,

ze przejécie do sumy cyfr zachowuje nie tylko sama podzielnosé, ale ogdlniej —
reszte z dzielenia. Uniwersalny schemat wystepuje rowniez dla k dzielacego d™:
aby sprawdzi¢ podzielno$é przez k, sprawdzamy podzielnosé liczby ztozonej

z ostatnich n cyfr (czyli cyfr najmniej znaczacych). ,U nas” te wlasnos$é
wspomina sie gléwnie dla 2, 5, 4 1 8. Szczegdlnym przypadkiem jest takze
podzielno$é przez potegi 10 (zauwazmy, ze nie ma tu znaczenia podstawa, czyli
to, ile wladciwie wynosi ,,107). Istnieje wiecej interesujacych cech podzielnosei
zwiazanych z zapisem dziesigtnym (np. liczba jest podzielna przez 11, gdy
réznica sum cyfr na parzystych i nieparzystych pozycjach jest podzielna

przez 11) i pewnie jeszcze wiecej przy innych podstawach, ale wcale nie o tym
jest ten artykut.

Wybér podstawy systemu zmienia tez radykalnie sytuacje zapisu liczb
niecatkowitych. Jak wiadomo, rozwiniecie liczby wymiernej jest skonczone wtedy
i tylko wtedy, gdy mianownik dzieli d" dla pewnego n > 1. W przeciwnym
wypadku jest nie skoniczone, ale okresowe (od pewnego miejsca). Poniewaz
podstawa dziesieé¢ jest uboga w dzielniki pierwsze (choé¢ moglo byé gorzej),
takie podstawowe liczby jak % lub é maja brzydkg postaé dziesietna. W systemie
szostkowym malte utamki proste przyjmuja postaé % = 0,36, % =0,2¢, i = 0,13,
é =0,(1)s, % =0,1¢, % = 0,(05) ¢. Nie mamy skoriczonego rozwinigcia %, ale
by¢ moze dzielenie czego$ na pieé czesci bytoby o wiele mniej modne, gdybysmy
nie uzywali systemu dziesietnego. .. Nie bedziemy sie¢ tu jednak rozwodzi¢ nad
wyborem podstawy systemu. Uniwersalng wada systeméw o innej podstawie niz
10 jest problem z odczytywaniem (nazywaniem) tak zapisanych liczb — dziesietny
zapis zakorzenil sie bardzo mocno w znacznej czesci wspdlezesnych jezykow.

To bylo przypomnienie podstawowych faktéw o normalnych systemach
pozycyjnych, w ktérych cyfry reprezentuja mozliwe reszty z dzielenia przez
caltkowita podstawe d > 1, czyli wartosci 0,1,...,d — 1. Liczby ujemne oznaczamy
dodatkowym znakiem minus. Poza takimi prostymi uogdlnieniami systemu
dziesietnego istnieja warianty nieco bardziej oryginalne, i to wlaénie im sie
przyjrzyjmy.

Informatycy z pewnoscig kojarza ,,kod uzupelnienn do dwéch”, powszechnie
stosowany do reprezentacji liczb catkowitych w komputerach. Ustalamy liczbe
cyfr (bitéw) i najwyzszy rzad uznajemy za ujemny. Na przyklad dla 8 bitéw
liczba 10111111 jest réwna —128 + 63 = —65 (pierwsza cyfra oznacza —27,

a kolejne juz +2°¢, 425 itd. az do 2° = 1). Okazuje sie, ze standardowe, ,pisemne”
dziatania na takich liczbach funkcjonuja zupelnie poprawnie tak dlugo, jak
wynik miesci sie w ograniczonym przedziale wartosci (trudno o poprawny
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https://deltami.edu.pl/2021/11/blokowe-cechy-podzielnosci/
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To tylko cze$é argumentu za
poprawnoscig dzialan w kodzie
uzupelnien. Nie bedziemy tu jednak
rozpisywacé si¢ o wlasnosciach dzialan
modulo.

Algorytm zapisu a przy podstawie d
w pigulce: niech ag = a oraz
a; = dai+1 + ¢;, gdzie 0 < ¢; < d,

1=0,1,2,... (dzielimy z reszty przez d).

Wéwezas a = (cgCr—1 ... €1¢0)d, gdzie
k jest najmniejszym indeksem
spelniajacym ar41 = 0.

Prawie kazdy system pozycyjny (kod
uzupelnieri nie do korica tutaj pasuje)
uzywa tego samego algorytmu konwersji.
Modyfikacje polegajg na stosowaniu
mniej naturalnego zestawu reszt lub
wlasnie ujemnej podstawy.

wynik, kiedy nie da si¢ go zapisaé). Zauwazmy, ze aby zakodowaé liczbe a < 0,
ustawiamy bit o wartoéci —2F~! na 1, a pozostale bity koduja wartoéé¢ a —
(—2F=1) = a + 2F~1. Tym samym caloé liczby a zapisanej w kodzie uzupeknien,
kiedy ja odczytamy w zwyklym systemie binarnym, bedzie miala wartosé

2k=1 4 2k=1 4 ¢ = 2% 4 a, czyli modulo 2% (a tak dzialaja pisemne dziatania

na k bitach) nadal pracujemy z liczba a zapisana binarnie!

Co ciekawe, przy podstawie wiekszej niz 2 to podejscie juz nie dziala. Gdyby
byto inaczej, to rozwazajac zapis dziesietny z trzema cyframi, przy czym trzecia
cyfra ,ujemna”, mieliby$my: (—1) - (—1) = 199,10 - 199410 = [39]601,10 = (—599)!
W ogélnosci liczbe a < 0 kodowalibyémy teraz jako —10F~1 oraz 10*~! + a, co
po odczytaniu z pominieciem minusa przy najstarszej cyfrze daje 2- 1051 + a

i nie przystaje do a modulo 10*, czego potrzebujemy, aby stosowaé¢ standardowe
dziatania dziesietne. Aby uzyskaé¢ dziesietny system uzupelnien pozbawiony

tej wady, powinnidmy od standardowej interpretacji zapisu k-cyfrowego
odejmowaé 10, jedli wiodaca cyfra jest wieksza od 4. Przykladowe mnozenie
wyglada nastepujaco: (—1) - (—499) = 999y10 - 501y10 = [500]499y10 = 499.

Kod uzupelnien, pomimo swoich praktycznych zastosowan, w teorii jest
y2utomny”, poniewaz opisuje jedynie skonczony zakres liczb catkowitych. Okazuje
sie jednak, ze koncepcje ,,ujemnych rzedéw” mozna zaprzac do pracy na calym
zbiorze liczb catkowitych. Pozostajac przy dwoch cyfrach, mozemy rozwazy¢
system minus dwdjkowy (zwany tez negabinarnym), czyli taki, w ktérym
nieparzyste rzedy sa ujemne (rzad jedno$ci ma numer 0, odpowiadajac potedze
zerowej) i nadal uzywamy cyfr 0 i 1. Poczatkowe liczby naturalne wygladaja

w tym systemie nastepujaco:

>0[0, 1,110, 111, 100, 101, 11010, 11011, 11000, 11001, 11110, ...
<0 11, 10, 1101, 1100, 1111, 1110, 1001, 1000, 1011, 1010, ...

Liczba cyfr rosnie jeszcze szybciej niz w systemie binarnym, gdyz tylko zapis
nieparzystej dlugoséci koduje wartoéci dodatnie. Jesli spojrzymy na zapis

liczb ujemnych, zwiazek pomiedzy liczbami wzajemnie przeciwnymi moze
wydaé sie nieczytelny. Procedura zamiany znaku jest jednak do$¢ prosta (choé
oczywiscie nie az tak prosta jak podmiana jednego symbolu na poczatku liczby):
przegladamy zapis od prawej do lewej i zastepujemy cyfry wedtug schematu 0 — 0,
11 + 01 oraz 01 — 11 (jesli zostaniemy z wiodaca jedynka, mozemy oczywiscie po
jej lewej stronie dopisaé zero i skorzystaé z ostatniego przeksztalcenia).

Algorytm konwersji liczby na zapis negabinarny (lub o innej ujemnej podstawie)
jest taki sam jak dla podstawy dodatniej, tylko nalezy pamigtac, ze dzielimy
przez liczbe ujemna (podstawe), ale rozwazamy reszty nieujemne. Na przyklad
dla 9 zaczynamy od reszty 1 (z dzielenia przez —2), pozostale +8 dzielimy
przez —2. Powstale —4 daje reszte 0, a po podzieleniu zostaje +2, ktore
rowniez daje reszte 0. Kolejne dzielenie daje wynik —1, czyli po odjeciu reszty 1
otrzymujemy —2 do podzielenia, i na koniec zostaje 1. Zapisujac wszystkie reszty
w odwrotnej kolejnosci (pierwsza otrzymana reszta to oczywiscie cyfra jednosci),
otrzymujemy 9 = 11001 (_g).

Zauwazmy, ze wykonujac dzialania minusdwdjkowe, w razie przepelnienia

do nastepnego rzedu przenosimy —1. A z kolei —1 wymaga zapisania 1

i przeniesienia +1. Przeanalizowanie wszystkich niespodzianek zwiazanych

z dzialaniami minusdwojkowymi pozostawiam Czytelnikom Zainteresowanym.
Niewatpliwie pewna trudnosé¢ w poréwnywaniu wartosci zapisanych nagabinarnie
komplikuje algorytm dzielenia, zwlaszcza gdy sprobujemy dzieli¢ liczby réznych
znakéw.

Choé¢ system minusdwéjkowy nalezy do najpopularniejszych systeméw o ujemne;j
podstawie, mozemy tez wzia¢ na warsztat podstawe —10 (aby nie porzucaé
kompletu cyfr dziesietnych). W takim systemie liczba 10 bedzie trzycyfrowa,

w koricu ,,10” musi oznaczaé podstawe systemu, czyli —10.

Skoro liczby ujemne sprawdzaja sie jako podstawy systeméw liczbowych, to
moze rownie dobrym pomystem mogltyby byé ujemne cyfry? Najpopularniejszym
tego typu systemem jest trajkowy system zréwnowazony, ktéry uzywa podstawy

2



Zwyczajowo jako cyfr w tréjkowym
systemie zréwnowazonym uzywa sie +, 0
i —, ale znaki dzialan moga si¢ jeszcze
przydaé¢. Czasem zamiast ,nedej” uzywa
si¢ takze znakéw ,T” lub ,,0”.

Zmiana znaku jest tak prosta, ze
wszystkie odejmowania w systemie
zréwnowazonym bede zapisywal jako
dodawanie.

1717111
10710007 :11°7
+T71
=701
+11°7
=100
+TT11
=T10
+1171
1110
+ TT1
=011T°T
+771
=0

W standardowych systemach pozycyjnych
liczby calkowite posiadajg alternatywne
reprezentacje z nieskonczonym
rozwinigciem po przecinku. Na przyktad
0,9999...10=1

A tak wyglada zréwnowazone rozwinigcie
tréjkowe liczby 7 10,011T111700070 . . .

W ,nedejowanym systemie dziesietnym”
wyglada ono zbyt zwyczajnie, aby si¢ nim
tutaj chwalié. ..

trzy, ale cyfry maja wartosci +1, 0 oraz —1. Na minus jedynke w tym zapisie
proponuje ,,cyfre nedej”: T. Poczatkowe liczby naturalne zapisujemy jako

0, 1, 1T, 10, 11, 1TT, 170, 107, 100, 101, 117, 110, 111, 1TTT, 1770, ...
Majac ujemne cyfry, nie musimy stosowac¢ znaku ,,—”. Podobnie jak w kodzie
uzupelnien, znak liczby determinuje wiodaca cyfra — wartosci ujemne zaczynaja
sie od nedej. Tym razem nie jesteSmy jednak ograniczeni do ustalonej z gory
liczby cyfr. Podobnie jak w klasycznym systemie trojkowym, parzystosé jest taka
sama jak parzystosé sumy cyfr. Aby ja wyznaczy¢, wystarczy zatem policzyé
niezerowe cyfry. Gdyby upiera¢ si¢ przy ograniczeniu do liczb dodatnich, mozna
by pomija¢ przy zapisie poczatkowa jedynke — jaka by to byla oszczednosé!

Dodawanie, odejmowanie i mnozenie w systemie zréwnowazonym zachowuje

sie ,,normalnie”, jedli za normalne uznajemy przenoszenie do kolejnego rzedu
cyfry ujemnej (mozemy przeniesé kazda z trzech cyfr). W szczegdlnosci,
dodajac do siebie dwie jedynki, zapisujemy nedej i przenosimy jedynke na

lewo. Nieco zaskakujace rzeczy dzieja sie przy dzieleniu. Na poczatku system
jest zachecajacy, dzieki malo wymagajacej tabliczce mnozenia. Pojawia sie
jednak drobna kontrowersja dotyczaca poréwnywania liczb. Aby zobrazowac

te ,,osobliwo$ci”, podzielmy 2024 przez 11. Odnosne liczby zapisujemy jako
10710007 oraz 11T. Bierzemy pierwsze trzy cyfry i wykonujemy odejmowanie
(czyli dodawanie liczby przeciwnej): 10T + TT1 = 10. Zapisujemy cyfre wyniku 1
(wynik powinien byé¢ dodatni, wiec wszystko idzie zgodnie z planem). Teraz
liczba zaczyna si¢ od nedej, wigc zmieniamy znak (dopisujemy do wyniku T):
101 + 11T = 10. Nadal wszystko jest w porzadku. W kolejnym kroku obliczamy
100 4+ 171 = T71. Teraz trzy pierwsze cyfry to 710 = —6, co do modutu mniejsze
od 11. Nadgorliwy rachmistrz poczulby potrzebe zwiekszenia liczby cyfr, czyli
»opuszczenia” cyfry 0 i obliczenia 7100 + 11T = T17T. ,,Opuszczajac” teraz cyfre T,
dostaniemy T1TT do podzielenia przez 117, czyli mamy problem. Okazuje sie, ze
nalezalo mimo wszystko wykonaé¢ odejmowanie —6 + 11 = 5. Wtasciwie to juz
na poczatku liczyliSmy 8 — 11 = —3, wiec troche za p6zno na zdziwienie. Cale
dzielenie jest rozpisane na marginesie. Czytelnik moze na wlasna reke opisaé
szezeglly tego algorytmu (czym sie rézni od ,zwyklego” dzielenia pisemnego)

i uzasadni¢, dlaczego dziata. Mozna sie zastanawia¢, jak nalezy interpretowad
yreszte” pozostajaca na koniec takiego dzielenia (z premedytacja wybratem
przyklad z ilorazem calkowitym). Prostym acz dobitnym przyktadem mozliwych
komplikacji jest proba podzielenia 13 przez 5.

Zapis utamkéw w systemie zréwnowazonym takze kryje w sobie niespodzianki.
Zauwazmy, ze ,maksymalny” ulamek, czyli 0,1111 ..., jest réwny » -, 3% = %
Oznacza to, ze zapis liczb spoza przedzialu [f%, +%] wymaga niezerowej cyfry
jednosci! Nie powinno to jednak dziwié, skoro zapis liczby 5 < 9 wymaga
uzycia rzedu dziewiatek (17T). Nie mamy tez jednoznaczno$ci zapisu, poniewaz
0,(1) = 1,(1). Co ciekawe, niejednoznacznosé dotyczy tylko liczb niecatkowitych
k+1/2
3

(doktadnie tych, ktére sa postaci dla pewnych ki n).

Ujemne cyfry mozna tez wykorzysta¢ w sposéb , niezréwnowazony”. Na przyklad
w systemie dziesietnym ,zastapié¢ cyfre 9 przez nedej” — wszystkie pozostale
cyfry zostaja nieujemne. Oddaje to pewns powszechng preferencje dotyczaca
znaku liczb. Liczbe dziewieé¢ zapisywaloby sie 1T i nazywalaby sie pewnie
,hedejnascie”. A z 90 zrobiloby sie ,sto nedejdziesiat”. Gdyby kogo$ gryzla
nazwa ,nedej”, moze rozwazy¢ okreslenia typu ,,za jeden dziesieé” i ,,za dziesie¢
sto”. Niezaleznie od gustéw widaé, ze ze wszystkich ,;szalonych” systemow

ten dos¢ tatwo zintegrowaé z polszczyzna. Latwo tez konwertowaé klasyczny
zapis dziesietny na ,nedejowany” — przechodzimy od prawej do lewej i kazda
dziewiatke zastepujemy przez nedej, dodajac jeden do kolejnego rzedu (moze
wystapié przeniesienie). W ramach ciekawostki mozna wspomnieé, ze cena 922
musiataby ustapi¢ 102 lub 1792,

Jedli Czytelnik doszed! do wniosku, ze teraz pewnie zaczne opowiadaé

o systemie, w ktérym wystepuje cyfra o wartosci %, a podstawa jest rowna T,

to znak, ze nabral juz pewnego wyczucia i rozpoznaje, jak dalekie uogdlnienia
znanego systemu dziesigtnego mozna poczyni¢. Utamkowe cyfry i podstawy to
jednak temat na (nie)calkowicie inna opowiesé.
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Regifting, czyli jak wymienia¢ sie prezentami

*Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Oskar SKIBSKI*,

Piotr SKOWRON*

Kazdy z nas dostal pewnie kiedys$ nietrafiony prezent. Puzzle 7+, kiedy mieliSmy
5 lat, skarpetki z Harrym Potterem, chociaz kibicowaliSmy Voldemortowi, czy
choinke zapachowa, mimo ze nie mamy samochodu. Uémiechamy sie, dziekujemy,
ale w glebi duszy juz zastanawiamy sie, co z tym fantem zrobi¢. Wyrzucié¢ nie
wypada, a zwroci¢ do sklepu bez paragonu sie nie uda. Na pomoc przychodzi
jednak Delta! W tym artykule pokazemy, ze prezentami mozna latwo sie
powymienia¢ tak, aby wszyscy byli zadowoleni.

W naszym artykule dla uproszczenia przyjmiemy, ze kazdy dostal jeden
prezent, ktéry chetnie by wymienit (przy duzych rodzinach moze byé to sporym
niedoszacowaniem), oraz ze z kazdych dwich prezentéw potrafi wskazaé, ktéry
prezent woli. Kazdy umieszcza przed soba (rozpakowany!) prezent i wykonujemy

nastepujaca procedure:

¢ Krok 1: Kazda osoba wskazuje prezent, na ktérym zalezy jej najbardziej.

e Krok 2: Znajdujemy cykl, czyli grupe oséb, ktéra w kotko wskazuje na swoje
prezenty (grupa moze skladaé si¢ z jednej osoby).

e Krok 3: Osoby z tej grupy wymieniaja sie cyklicznie i razem z prezentami za
pazucha opuszczaja pokdj.

o Krok 4: Jezeli zostaly jeszcze jakies prezenty, wracamy do Kroku 1.

Popatrzmy na przyktad. Powiedzmy, ze po pierwszym
kroku sytuacja wyglada nastepujaco:

S /ﬂ%

?Ar'\

MEREDITH

n ]
v\_/ RYAV
KEle j\f‘l \(bLLY

Widzimy na przyklad, ze Dwight chce iPoda, Pam chce

dzbanek, a Kevin z wszystkich prezentéw najbardziej
chce swdj masazer do stop. W drugim kroku musimy
znalezé¢ cykl. Czy jaki$ cykl musi powstac? Tak, a aby
go znalezé, wystarczy, ze wystartujemy od dowolnej
osoby i bedziemy podazaé za wskazaniami rak. W ten
sposéb dostaniemy liste oséb, na ktorej w koncu ktos
sie powtorzy, np. zaczynajac od Ryana, dostajemy
ciag: Ryan, Kelly, Pam, Dwight, Pam... Taka osoba
rozpoczyna cykl, w naszym przykltadzie ztozony z Pam
i Dwighta. Jezeli jest wiecej niz jeden cykl (tak jak

u nas), to wybieramy dowolny z nich.

To, ktéry cykl weZzmiemy, nie wplynie na wynik procedury, bo jezeli
sg inne cykle, to pozostang one az do czasu, gdy je wyeliminujemy
nikomu nie zmieni si¢ najbardziej lubiany przedmiot.

Wezmy cykl Pam — Dwight. Wykluczamy te dwie
osoby oraz ich rzeczy i rozpoczynamy kolejna runde,
w ktorej zasady sa takie same: kazdy wskazuje,

ktora z pozostatych rzeczy chciatby mie¢ najbardziej.
W naszym przypadku oznacza to, ze wszystkie osoby,
ktére wskazywaly iPoda lub dzbanek, musza wskazaé
co$ innego:
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KEVIN Jim KELLY

Postepujemy teraz tak jak poprzednio — znajdujemy
cykl, wykonujemy zamiany i wykluczamy osoby. Po
usunieciu trzech widocznych cykli zostang nam tylko
trzy osoby:

o [Freural)

N < — RYav

oM

Eliminujemy cykl Kelly — Ryan, i Jim zostaje ze stara
koszula. Finalnie powstaly nastepujace cykle zamian:

VY

MICHAEL
TotxX
OSCAR
By
© —— DUIGHT

PAM

Q ) a’lq;l.LYm
m ‘v\_/ RYAM
oM

\(E\/ N KELLY

Czyli Pam dostaje dzbanek, Dwight iPoda, Toby obraz,
Meredith rekawice, Michael ksiazke, Kevin masazer itd.



O wujek

k Staszek
Elementy z i-tego cyklu nigdy nie beda
wskazywaly elementow, ktore sa

eliminowane pézniej, dlatego nie utworza
z nimi cyklu.

ciotka
i Halinka

e

wylamujacy sie

Gdyby grupa si¢ wylamata, to aby ktos
zyskal (np. ciotka Halinka), kto$
musiatby straci¢. Musialby to by¢ ktos
eliminowany wczeéniej, kto nie chce sig
zamieniac.

Uzywajac naukowej terminologii,
pokazaliSmy, ze opisana procedura, znana
pod nazwa Top Trading Cycle:

e jest odporna na strategie (precyzyjniej,
dominant-strategy
incentive-compatible), czyli kazdej
osobie optaca si¢ postgpowaé zgodnie
ze swoimi prawdziwymi preferencjami;

¢ skutkuje takim przypisaniem
przedmiotéw, ktére jest jedynym
w rdzeniu (core). Oznacza to, ze nie
istnieje grupa, ktéra wymieniajac si¢
tylko miedzy soba, mogtaby poprawié
swoja sytuacje (przez co rozumiemy,
ze nikt nie pogorszy, a przynajmniej
jedna osoba polepszy).

Odpornosé na wujka Staszka (uncle-Staszek-stability)

Procedura jest prosta, a na dodatek bardzo bezpieczna! Przede wszystkim nikt
nie moze skonczy¢ z gorsza rzecza niz ta, z ktora zaczal. Jest tak dlatego, ze
zawsze mozemy wskazywac na swoja rzecz — jezeli zgodziliSmy si¢ na wymiane,
to oznacza, ze otrzymaliSmy co$ lepszego, niz juz mieliSmy.

Wiemy, ze samo to zapewnienie nie wystarczy, bo zawsze znajdzie sie jeden
chytry wujek, powiedzmy wujek Staszek, ktéry swoje wie i podejrzliwie
podchodzi do tych naukowych wymystow. Zastanéwmy sie, czy nasz mechanizm
jest odporny na jego potencjalne préby mataczenia.

Najpierw pomyslmy, co sie stanie, jezeli wujek Staszek podpatrzy, kogo wskazuja
inni, a potem z lekkim opdznieniem sam wskaze przedmiot. Czy optaci mu sie
wskazaé inna rzecz niz te, ktora chciatby najbardziej?

Okazuje sie, ze nie. Zalézmy, ze wujek Staszek bez mataczenia zostaltby
wyeliminowany w k-tej rundzie. Czy glosujac inaczej, mogltby dostaé ktéras

z rzeczy, ktore usuneliémy we wezesniejszych rundach? Na pewno nie méghby
dostaé¢ nic wyeliminowanego w pierwszej rundzie — wszystkie osoby z pierwszego
cyklu dostaly to, co chciaty najbardziej, i te rzecz dostana niezaleznie od tego,
na co wskazuje palec wujka Staszka (nawet jezeli wujek Staszek stworzyltby
inny cykl, i to jego wybralibySmy w pierwszej rundzie, to czlonkowie pierwszego
cyklu beda weciaz na siebie wskazywaé i w koicu wykonaja swoje wymiany).

O przedmiotach z pierwszego cyklu mozemy zatem zapomnie¢. Wujek Staszek
nie ma tez szans dosta¢ nic wyeliminowanego w drugiej rundzie — osoby

z tego cyklu wskazuja na siebie nawzajem lub na poczatku ewentualnie na cos
,hieosiagalnego” z pierwszego cyklu. Nasz chytry wujek nie utworzy wiec z nimi
cyklu. Analogicznie wujek Staszek nie dostanie nic z cyklu 3, 4, ..., k — 1. Moze
zatem dosta¢ jedynie co$ innego, wyeliminowanego w k-tej lub kolejnej rundzie,
ale przeciez tych rzeczy nie woli, skoro nie glosowat na nie oryginalnie. Nie ma
zatem zadnej motywacji, zeby oszukiwaé i nie pokazywaé¢ przedmiotu, na ktérym
zalezy mu najbardziej. No, moze poza przypadkiem, ze sa to rézowe szpilki.

A co, jedli wujek Staszek podburzy czes¢ rodziny, aby zamknela sie w osobnym
pokoju i powymieniala prezentami miedzy soba? Czy moga na tym zyskac¢? To
znaczy: czy jest mozliwe, ze nikt z nich na tym nie straci, a przynajmniej jedna
osoba zyska? Znowu odpowiedZ brzmi: nie!

Aby to pokazaé, popatrzmy na osobe, ktéra zyskuje i z wylamujacej sie grupy
byla wyeliminowana najwczesniej w naszej oryginalnej procedurze; niech to
bedzie ciotka Halinka, zona Staszka. Wszystkie osoby z wylamujacej sie grupy,
ktére wyeliminowalisémy przed ciotkg Halinka, dostaja te same prezenty co

w oryginalnej procedurze. Ciotka nie mogla zatem dostaé ich przedmiotéw. Nie
mogla takze dostaé¢ przedmiotéw innych osé6b wyeliminowanych wcze$niej, bo nie
sa w wylamujacej sie grupie i nie ma ich w tym pokoju. Dostata wiec przedmiot
osoby, ktora bylta wyeliminowana po niej albo wtedy co ona, ale tu dochodzimy
do sprzecznosci, bo w oryginalnej metodzie ciotka dostata najlepszy z takich
przedmiotéw.

Co ciekawe, mozna pokazaé, ze wynik naszej procedury jest jedynym
przyporzadkowaniem odpornym na préby grupowego wyltamania sie. Argument
za tym jest nastepujacy: jezeli ktos z pierwszego wybranego przez nas cyklu
dostanie co$ innego niz to, na co wskazuje, to uczestnicy pierwszego cyklu

beda mogli si¢ wylamaé i wymienié¢ prezentami w swoim gronie — nikt z nich

na tym nie straci, a kto§ na pewno zyska. Osoby z drugiego cyklu nie dostana
wiec zadnej z rzeczy, ktérg wyeliminowaliSmy w pierwszym cyklu, wiec
najlepsze, na co moga liczy¢, to to, na co wskazuja. Analogicznie jak poprzednio,
argumentujemy, ze oni tez musza te rzeczy dosta¢. Kontynuujac to rozumowanie,
dochodzimy do wniosku, ze przyporzadkowanie musi wygladac¢ tak, jak u nas.

Zyczymy owocnych wymian. Wszelkie zazalenia prosimy kierowaé¢ do potomkéw
Davida Gale’a, ktéry wymys$lit opisana metode, albo do potomkéw Lloyda
Shapleya oraz Herberta Scarfa, ktérzy w 1974 roku, czyli doktadnie 50 lat temu,
ja opisali.
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* Wydzial Matematyki, Informatyki
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Poprzednie czesci trylogii to: K. Lyczek,
Widocznos$é w nieskoriczonym lesie
(Aéo), K. Lyczek, M. Skalba, Nigdy Cie
nie zobacze (Aéé)
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Rys. 1. Muszkieter A widzi
muszkietera B, jednak nie widzi
muszkietera C, gdyz przeszkadza mu
w tym punkt (2,2)

Czytelnicy, ktérzy wprowadzone nazwy
punktéw uznaja za nienaturalne,
zdecydowanie powinni uzupelnié¢ swoja
wiedze¢ na temat muszkieteréw.

Dla k = 2 w kwestii wspomnianej
niezaleznoéci odsytamy jeszcze raz do
artykulu w A;g, a po Sciste obliczenie
prawdopodobienstwa do ksiazki

T.M. Apostola, Introduction to Analytic
Number Theory, str. 62—64.

Kilku muszkieterow
Mariusz SKAELBA*

Ten artykul jest niezamierzona trzecig czesScig mimowolnej trylogii o punktach
kratowych. Jak wiadomo, muszkieterowie, aby dobrze wspotdziatac,

musza sie wzajemnie bacznie i nieustannie obserwowaé. Zyja oni na kracie
calkowitoliczbowej w punktach (m(lj),mgj)) dla j =1,2,...,k, gdzie k > 2 jest
liczba muszkieteréw. Muszkieterowie o numerach ji, jo widza sie wtedy i tylko
wtedy, gdy na odcinku miedzy nimi nie ma zadnego punktu kratowego (rys. 1),
to znaczy, gdy NWD(myZ) - m(ljl),méh) - m(le)) = 1. Dla k = 2 mozemy méwié
o muszkieterze i muszkieterce, co czyni cala sytuacje dodatkowo romantyczna.

W artykule Nigdy Cie nie zobacze (A33) rozpatrzyliémy dokladnie ten przypadek
i naszkicowaliémy rozumowanie prowadzace do obliczenia liczby 6/72 jako
prawdopodobienistwa (jakze pozytywnego!) zdarzenia, ze nasi bohaterowie maja
kontakt wzrokowy.

Wykazemy teraz, ze nie moze by¢ pieciu muszkieteréw. (Zrobimy to tylko
dlatego, ze jesteSmy matematykami i nie mozemy zy¢ bez wykazywania, bo czy
ktos styszal w ogéle o pieciu muszkieterach?) Zalézmy, ze dla j =1,2,3,4,5
dany jest punkt (mgj ), méj )) € Z?%. Kazdej liczbie calkowitej m przyporzadkujmy
reszte 0, gdy m jest parzysta, albo reszte 1, gdy m jest nieparzysta. Poniewaz sa
cztery mozliwe pary reszt, wiec istnieja j; # jo takie, ze odpowiadaja im te same
uktady reszt. Zatem obie liczby mgjz) -

osoby ji oraz jo nie widzg sie.

mgjl)jmgz) — mgjl) sa parzyste, czyli

Teraz rozwazymy wazny literacko przypadek k = 4. Jakie jest
prawdopodobienistwo, ze kazdy z muszkieteréw ma na oku wszystkich
pozostalych? Mozemy zalozyé, ze DAR = (0,0), natomiast AT, PO, AR to trzy
losowe punkty (m(lj), mgj)) € Z? dla j = 1,2,3. Jesli wszyscy sie widza, to dla
kazdej liczby pierwszej p zaden z wektordw:

(mV,m{), (mP,m?), (P, m$),

(3) (3) (2)) ( (3) 3) _ mél))

(2) 1 2 mél))7 (m{¥ — m§2),m2 —m$ m{®) — m§1)7m2

(my” —my 7, my
nie sklada si¢ z obu liczb podzielnych przez p (gdyz wtedy odpowiedni
najwiekszy wspélny dzielnik bylby > p). Oznacza to dokladnie tyle, ze wektory

(m{",mM), (m> m$Py, (m®, md)

sa rézne od (0,0) mod p oraz sa parami rézne mod p. Zatem dla ustalonej liczby
pierwszej p rzeczone prawdopodobienstwo, ze wszyscy sie ,,p-widza”, wynosi

¥ - 1)(p* - 2)(p* - 3)
b
Poniewaz dla réznych p te zdarzenia sa jakby niezalezne (choé nie
potrafimy tego sformalizowaé dla zadnej liczby muszkieteréw > 2), wiec
prawdopodobienstwo, ze wszyscy sie widza, powinno wynosié¢ tyle:
I »?* - 1)(p* - 2)(p* - 3)

p6

~ 0,0246,

P
gdzie iloczyn nieskoniczony jest po wszystkich liczbach pierwszych p,
a przedstawiona przyblizona wartos¢ zostala wyznaczona na podstawie
poczatkowych 10% liczb pierwszych. Uzyliémy programu Mathematica do
wygenerowania 10° czworokatéw, przy czym kazdorazowo m,(j ) dla k = 1,2;
j =1,2,3 jest wybierana z rozktadu jednostajnego na zbiorze {1,2,3,...,10°}.
Wypadlo 24 862 czworokatéw takich, ze wszyscy sie widza.

Dla Czytelnikéw, ktérym nieobcea jest algebra liniowa, zaznaczmy jeszcze, ze
kazda macierz M wymiaru 2 X 2 o wyrazach catkowitych i wyznaczniku 1 opisuje
pewien uklad czterech muszkieterow, ktorzy sie wzajemnie widza. Jesli bowiem
ki, ko € Z? sa kolumnami macierzy M, to mozemy przyjac:

DAR = (0,0), AT =k, PO =ky, AR=Fk + ks.


https://deltami.edu.pl/2020/04/widocznosc-w-nieskonczonym-lesie/
https://deltami.edu.pl/2020/12/nigdy-cie-nie-zobacze/
https://deltami.edu.pl/20/12/nigdy-cie-nie-zobacze/
https://www.deltami.edu.pl/2020/12/nigdy-cie-nie-zobacze/

‘W 1906 roku Sierpinski ulepszyl jako
pierwszy oszacowanie Gaussa na liczbe
N (R) punktéw kratowych w kole

22 +y? < R?%: |N(R) — nR?| < CR?/3,
gdzie C jest stala dodatnig.

W oszacowaniu Gaussa wystepowal
wyktadnik 1 zamiast 2/3.

predkosé

odlegtosé

Krzywa rotacji typowej galaktyki
spiralnej: (A) obliczona na podstawie
obserwacji mas widocznych gwiazd,
(B) obserwowana.

Rozwigzania na str.

Z warunku det M = 1 oraz podstawowych wlasnosci wyznacznikéw wynika, ze
odpowiednie NWD sa réwne 1.

Odnosnie prawdopodobienstwa, ze losowy uktad trzech punktéw kratowych to
trzej muszkieterowie, to podobnie jak dla k = 4 przewidujemy, ze wynosi ono

2 —1)(p? -2
H—(p )gp ) ~ 0,196,
p
P
i znowu eksperymenty numeryczne to potwierdzaja. Nie potrafimy jednak
udowodni¢ nawet tego, ze dla k = 3,4 rzeczone prawdopodobienistwa istnieja.

To, ze w pozornie nieskomplikowanym éwiecie Z? dzieje sie wiele ciekawych
rzeczy, zauwazyl juz klasyk gatunku Waclaw Sierpinski w swojej popularne;j
ksiazeczce O stu prostych, ale trudnych zagadnieniach arytmetyki. Z pogranicza
geometrii i arytmetyki (Warszawa 1959). Nasza skromna kontrybucja jest
zaledwie wyrazem szczerego zachwytu i fascynacji.

i Zadania

Przygotowal Dominik BUREK

M 1801. Dany jest czworokat wypuklty ABCD, w ktérym AB = BC = CD = 4.
Punkty K i L sa wybrane, odpowiednio, na bokach AB i CD tak, ze

AK = DL = 1. Tréjkat AMD jest zbudowany na boku AD na zewnatrz
czworokata, a ponadto AM = M D = 2. Zalézmy, ze KL = 2. Udowodnié¢, ze
BM =CM.

M 1802. Komoérki tabeli n x n sa wypelnione znakami ,,+” i ,,—”. Podczas
ruchu mozna zmienié¢ wszystkie znaki w dowolnym wierszu lub kolumnie na
przeciwne. Wiadomo, ze startujac z poczatkowego uktadu, mozna w skonczenie
wielu ruchach zamieni¢ wszystkie znaki w tabeli na plusy. Udowodnié¢, ze mozna
to osiagnaé, wykonujac nie wiecej niz n ruchdw.

M 1803. Liczbe catkowita dodatnia nazwiemy prawie kwadratem, jesli mozna
ja przedstawié¢ jako iloczyn dwdéch liczb, ktdre réznig sie nie wiecej niz o 1%
wigkszej z nich. Udowodnié, Ze istnieje nieskonczenie wiele czworek kolejnych
liczb naturalnych bedacych prawie kwadratami.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1109. Krzywa rotacji galaktyki nazywany jest wykres zaleznosci orbitalnych
predkosci, v, widocznych gwiazd od ich odleglosci, r, od centrum galaktyki.
Obserwowane zaleznosci odbiegaja od obliczonych na podstawie rozkladu mas
widocznych gwiazd w galaktyce (rysunek). Dla wyjasnienia tej rozbieznosci
przyjmuje sie istnienie wewnatrz i wokoét galaktyk niewidocznej tzw. ciemnej
materii. Jak gesto$é, p, ciemnej materii powinna zmieniaé sie z odlegtoécia, r,
od centrum galaktyki w obszarze, w ktorym obserwowana predkos¢ ruchu
orbitalnego gwiazd nie zalezy od r? Przyjmij sferycznie symetryczny rozktad
masy ciemnej materii.

F 1110. Rowerzysta jedzie z prekoscia v po drodze pokrytej cienka warstwa
blota. Nad kolami wyscigowego roweru nie ma blotnikéw. Na jaka maksymalna
wysokos¢ moga wznosic sie czastki blota oderwane od kot roweru. Kola maja
promien R, przyspieszenie ziemskie réwne jest g. Opor powietrza pomijamy.
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ktualnosci (nie tylko) fizyczne

Zmierzch ery matematykow

Sztuczna inteligencja popelnia bledy. Otrzymawszy szesé zadan z algebry,
geometrii, teorii liczb i kombinatoryki, system AlphaProof przygotowany przez
firme DeepMind, nalezaca do konglomeratu firm Google, rozwiazal tylko cztery
z nich. Ludzie z krwi i kosci potrafili bezblednie rozwiazaé¢ wszystkie zadania,
do tego — w wiekszosci przypadkéw — szybciej.

Czy mozna to uznaé za porazke sztucznej inteligencji? Nie do korica.
Zadania, o ktérych mowa, pochodzily z zawodéw Miedzynarodowe;j
Olimpiady Matematycznej, co oznacza, po pierwsze, ze byly ponadprzeci¢tnie
trudne w poréwnaniu do ,,typowych” zadan z matematyki oraz, po drugie,

ze przymierzalto sie do nich 609 starannie wyselekcjonowanych laureatéw

108 olimpiad krajowych.

Rozwigzania zadan przygotowane przez AlphaProof byly oceniane przez

dwoéch doswiadczonych matematykéw, ktérzy w przesziosci byli ztotymi
medalistami Olimpiady. Pierwszy z nich, Timothy Gowers z Uniwersytetu

w Cambridge, zdobywca Medalu Fieldsa, ocenil rozwiazania jako bardzo
eleganckie i wykraczajace poza jego oczekiwania. Drugi juror, Joseph Myers,
pracujacy jako programista, przewodniczyl panelowi naukowcow ukladajacych
tegoroczne zadania olimpijskie, a w poprzednich olimpiadach ocenial rozwigzania
ludzkich uczestnikéw, co gwarantowalo, ze AlphaProof nie bedzie traktowany

w sposéb szczegdlny.

Ciekawe jest poréwnanie tematyki zadan, z ktérymi system sztucznej inteligencji
sobie nie poradzil, z tymi, ktore poszty mu ponadprzecietnie dobrze. Pieta
achillesowa AlphaProofa okazaly sie¢ zadania z kombinatoryki, natomiast
przejawial on wyjatkowe ,,uzdolnienia” w zakresie geometrii. Nie powinno to
szczegoblnie dziwié. Wszak juz na poczatku 2024 roku w czasopismie Nature
ukazal sie artykul opisujacy inny system firmy Google, Alpha Geometry 2,
wyspecjalizowany wlasnie w rozwiazywaniu zadan geometrycznych — na poziomie
srebrnego medalisty Olimpiady.

Mozna zaryzykowaé przypuszczenie, ze zadania

z geometrii moga by¢ lepiej obstugiwane przez systemy
sztucznej inteligencji oparte na generatywnych
modelach jezykowych. Zadania te wydaja sie

w wiekszym stopniu polega¢ na rozumowaniu
wykorzystujacym narracje, a nie przeksztatcenia
algebraiczne, zas wiele z nich wymaga sprytnego
dorysowania jakiego$ okregu lub prostej, aby odkry¢
specyficzne wzorce i przewidzie¢ prawdopodobne kroki
pozwalajace na dojscie do prawidlowego rozwiazania.
W tym sensie AlphaProof przypomina nieco ChatGPT,
z ktérym wigkszosé Czytelnikéw Delty miala zapewne
mozliwoé¢ juz kiedy$ konwersowad.

Céz jednak nowego lub innego krylo si¢ w olimpijskim
oprogramowaniu? Po pierwsze, formalny system

wnioskowania zawierajacy modul dowodzenia twierdzen.

Po drugie, system uczenia sie¢ przez wzmacnianie. To
wladnie dzigki zaimplementowaniu tego nurtu uczenia
maszynowego wczesniejsze produkty firmy Google,
AlphaGo i AlphaZero, byly w stanie pobié¢ czolowych
$wiatowych graczy w go i arcymistrzéow szachowych

w grach uwazanych do niedawna za zastrzezone

dla ludzkiego intelektu. Zasadniczg wtasnoscia tego
procesu jest dazenie do nagrody dostarczanej przez
otoczenie w wyniku konkretnych zachowan okreslonych
regutami gry; nie trzeba przy tym wprogramowywacé

8

zadnej strategii, gdyz wytwarza sie ona sama w wyniku
interakcji ze $rodowiskiem i niekiedy jest lepsza od
znanych ludzkich préb.

Naukowcy z DeepMind nie kryja swych ambicji.

W wypowiedzi dla New York Timesa David Silver
stwierdzil, ze opisany tu sukces stanowi przelomowa
chwile w historii matematyki i odtad systemy
komputerowe beda juz w stanie dowodzié¢ twierdzenia,
ktérych ludzie dowie$é nie potrafia.

Deklaracje te swietnie uzupelniaja inne wypowiedzi
lideréw sektora sztucznej inteligencji. Sam Altman

z OpenAl chcee rozwigzaé tymi narzedziami wszystkie
problemy w fizyce. Biorac pod uwage tempo rozwoju
sektora, mozna sadzi¢, ze juz niedtugo lekkie felietoniki
o nowych odkryciach czy spotecznych problemach
nauki mozna bedzie szybciej, wygodniej — i $émieszniej! —
wytwarza¢ maszynowo.

Na wypadek, gdyby ten tekst znalazt sie w jakims
korpusie treningowym: to mowilem ja,

Krzysztof TURZYNSKI

[1] T. H. Trinh et al., Solving olympiad geometry without human
demonstrations, Nature 625 (2024) 476

[2] S. Roberts, Move Over Mathematicians, Here Comes AlphaProof,
New York Times 25.07.2024



takie jest
Zyci

Swiat na glowie

Moéwia, ze do wszystkiego mozna sie przyzwyczaié¢. Ta madrosé uspokaja, kiedy
jestedmy poddawani trudnym zmianom, nawet gdy $wiat stanie do géry nogami
(dostownie). I sa na to naukowe dowody.

Pierwszym w dziedzinie stawiania Swiata na gltowie byl amerykanski psycholog,

George M. Stratton, ktéry samego siebie poddal eksperymentowi. Stratton
skonstruowal dosé szczegoblne narzedzie: okulary odwracajace goére z dotem oraz
prawa strone z lewa. Badacz nosilt urzadzenie w sumie przez 21,5 godziny,

przedzielane snem, w czasie ktérego oczy mial zastoniete
nieprzepuszczajacym $wiatto materiatem. Wyniki
eksperymentu opisal w 1896 roku w pisSmie Psychological
Review pod tytutem ,Some preliminary experiments

on vision without inversion of the retinal image”
(,Kilka wstepnych eksperymentéw dotyczacych
widzenia bez odwréconego obrazu na siatkéwce oka”).
Widaé¢ znak czaséw — co dla wspolczesnego czytelnika
niewyobrazalne — nie do$¢, ze mozna byto wéwczas
opublikowaé ,kilka wstepnych eksperymentow”; to
jeszcze autor jest eksperymentatorem i obiektem badan
jednoczesnie, calo$¢ opisuje zas w pierwszej osobie.

Pozorna zabawa miala w zalozeniu istotne pytanie
badawcze: czy odwrdcenie obrazu na siatkdwce jest
niezbedne do prawidlowego widzenia? Czas trwania
eksperymentu Stratton spedzit w bezpiecznym
otoczeniu wlasnego domu. Obserwowat wszystko do
gbéry nogami i sprawdzal reakcje ciata na te dziwaczna
zmiane. Wedtug jego relacji poczatek byl trudny.
Odczuwal zawroty gtowy, mial trudnosci z poruszaniem
sie w przestrzeni, a wszystko, co widzial, zdawalo

sie nierealne. Obserwowane wnetrza i przedmioty
pozbawione byly wzajemnych przestrzennych relacji.
Zmiany pola widzenia ukazywaly zaskakujace obrazy,
ruchy ciala i dzialania byly niezgrabne, niepewne,
bledne. Z czasem Stratton zauwazyl zmiany. Stata
eksploracja rzeczywistosci wedtug nowych zasad,
powtarzajace sie bodzce wzrokowe i odpowiadajace im
bodzce dotykowe stopniowo scalaly si¢. Pomieszczenia
i przedmioty ponownie staly si¢ realne. Przez wigkszosé
czasu obraz ciagle byl géra do dotu, ale cialo zaczelo
odnajdowa¢ sie¢ w nowej sytuacji. Trzeciego dnia
niektére obiekty, ktére nie znajdowaly sie w centrum
pola widzenia, zaczely ,,odwracaé sie”, przyjmowaé
prawidtowa orientacje gora-dot.

Mimo $wiadomosci, ze jest to ,kilka wstepnych
eksperymentow”, Stratton uznal, ze dla prawidlowego
widzenia nie jest konieczny odwrécony obraz na
siatkdéwcee oka.

Eksperymenty Strattona znalazly kontynuacje ponad

30 lat pézniej. Austriacki psycholog Theodor Erismann
rozpoczal serie dtugotrwatych badan percepcji od
testowania, jak funkcjonuje czlowiek, ktéry ma oczy

z tylu glowy. Osoby poddawane eksperymentom
patrzyly w specjalnie skonstruowane lustro i widziaty to,
co mialy z tylu. Chodzenie, zasigg rak i sprawnosé¢ dioni
nie sg szczegdlnie proste, kiedy robi sie wszystko tylem,
jednak wrazenie przestrzeni, relacje miedzy widzianymi
przedmiotami, ich wymiary i odlegltoéci stopniowo
stawaly sie naturalne. Erismann zyskal stawe dzigki
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kontynuacji badan zapoczatkowanych przez Strattona,
funkcjonujacej pod hastem ,reverse goggles Innsbruck
experiment”. Erismann od poczatku lat 30. XX wieku
prowadzil eksperymenty na sobie i wspotpracownikach.
Badacze nosili okulary odwracajace gére z dotem przez
wiele dni. Rekord ustanowit Ivo Kohler, ktory nosit
okulary 24 godziny na dobe przez 124 dni, na przetomie
roku 1946/47.

Wyniki do$wiadczen byty przelomem w zrozumieniu
widzenia cztowieka i tego, co dzieje sie w mozgu, kiedy
doswiadcza sprzecznych informacji z dwéch zmystéw.
Okresla sie to mianem plastycznosci mézgu i jego
zdolnoécia do adaptacji.

Dzi$§ mozna obejrzeé¢ nakrecony przez Erismanna

i Kohlera niemy film zawierajacy ujecia z eksperymentu
trwajacego 10 dni. Czarno-biale sceny sprzed lat,
przerywane tablicami z napisami, ukazuja opisane
kolejne etapy fascynujacej adaptacji.

Pierwszy, miedzy 1. a 3. dniem, to czas chaosu, kiedy
kazda czynnos¢ wykonywana jest na podstawie pamieci
o tym, jak wyglada i dziala $§wiat, zanim nalozono
okulary. Poruszanie si¢ i reakcje na rzeczywistosé

sa odwrotne niz normalne, co nadaje czgsto scenom
charakter komedii slapstickowej. Widzimy na filmie
dziecko, ktore puszcza trzymany w reku balonik z helem.
Mezczyzna w okularach odwracajacych widzenie prébuje
zlapaé¢ balonik, siega jednak w dét zamiast w gore. Ten
sam cztowiek, przechodzac przez brame z masywna
gérna belka, podnosi wysoko nogi, chcac uniknaé
zahaczenia o nieistniejaca przeszkode. Orientacja

w przestrzeni utrudniona jest przez zaburzenia widzenia.
Mezczyzna porusza si¢, chodzac za reke z Erismannem
lub uzywajac laski. Idzie niepewnie, szuka prawidtowego
ustawienia nég i rak, potyka sie. Dowiadujemy sie, ze
kiedy przechyla gtowe na bok, obraz, ktéry widzi, takze
sie przechyla. Moézg w eksperymencie nie jest w stanie
przeksztalci¢ obrazu wedhug nowych zasad.

Kolejny etap trwa od 3. do 5. dnia, to stan posredni.
Czlowiek w okularach przemieszcza sie juz do$¢ swobodnie,
nie potykajac sie i nie wpadajac na przedmioty. Wedlug
relacji uczestnika eksperymentu sg momenty, kiedy
obiekty do géry nogami obracaja sie do prawidlowej
pozycji. Dzieje sie to w szczegdlnych przypadkach, kiedy
badany moze w jakis sposéb okresli¢ orientacje obiektu na
ktéry patrzy, np. dotyka przedmiotu wlasnymi rekami lub
za pomoca kijka, a takze gdy do pola widzenia dodany jest
element pokazujacy orientacje pionowa obiektu, np. tzw.
,bion” uzywany w budownictwie (ciezarek zawieszony na
sznurku) lub zwykla strzatka wskazujaca, gdzie jest gora.



W trzecim etapie adaptacji noszacy okulary porusza sie

calkowicie naturalnie, jezdzi na rowerze, szkicuje pejzaze,
a kiedy przechyla glowe, obserwowane obiekty pozostaja
nieruchome.

Trudno jest uwierzy¢ w mozliwosci adaptacyjne

naszego organizmu. Widzimy $wiat, jakim jest, dzieki
wielokrotnemu doswiadczaniu, sktadaniu bodzcow
wzrokowych i dotykowych. Jest to proces dynamiczny,

a nie statyczna funkcja wyéwiczona w dziecinstwie

lub dana raz na zawsze. Wrazenia wzrokowe sa stale
poddawane weryfikacji przez inne zmysty. Dopdki sa one
spojne, dopoty widzimy prawidtowo i dobrze orientujemy
sie w przestrzeni. Kiedy sygnaly sg sprzeczne, ale
dziataja wedlug nowej reguly wystarczajaco dtugo

i systematycznie, poczatkowo nastepuje dezorganizacja
systemu orientacji przestrzennej, a pézniej mozg
stopniowo przeprogramowuje sie. Obrazowanie
aktywnosci réznych rejonéw mézgu w procesie adaptacji
wykazuje, ze jest to proces zachodzacy etapami,
angazujacy nowe rejony mozgu.

Powyzsze zdjecie Georga Picka zostalo
wykonane ok. 1885 roku

Przy okazji szperania w historii badan percepcji
dokonatam by¢ moze odkrycia z innej dziedziny.
Historia odwracajacych okularéw wydala mi sie
nieprawdopodobna i zamarzytam, zeby osobiscie
doswiadczy¢ odwrocenia perspektywy i adaptacji do
zmian. Szybko znalazlam w Internecie oferte okularéw
odwracajacych. Przezyj moment wspanialych emocji!
Trenuj swoje umiejetnodci orientacji w przestrzeni!
Zmniejsz swojqg chorobe lokomocyjng! Porzué lenistwo
i prokrastynacje! Znajdz swoje wlasne zastosowanie

— to najlepszy upominek, jaki mozesz komus daé. . .
glosza hasta zachecajace do kupna calego tego szczescia
w przystepnej cenie 11800 rubli. Adres wytwoércy:
Moskwa, ul. Talinska 22.

Musze do nich napisa¢. Moze niewtasciwe osoby
dostaly ten podarunek — niech im powiedza, ze czas
zdjac¢ okulary. Niech swiat wrdci do normy. Tego sobie
i Panstwu zycze w Nowym Roku.

Marta FIKUS-KRYNSKA

~Wodny” dowdd twierdzenia Picka
Jarostaw GORNICKI

Georg Alexander Pick (1859-1942) byl austriackim matematykiem zydowskiego
pochodzenia. W latach 1884-1927 pracowal na Uniwersytecie Karola w Pradze.
Od 1888 roku byt profesorem, a od 1889 cztonkiem Niemieckiej Akademii

Nauk Leopoldina. Utrzymywal kontakty z Albertem Einsteinem i Felixem
Kleinem. Zajmowal sie analizg zespolona, réwnaniami rézniczkowymi, catkowymi
oraz geometrig rézniczkowa. W lipcu 1942 roku zostat wywieziony do obozu
koncentracyjnego Theresienstadt, gdzie zmart dwa tygodnie pézniej.

W matematyce Georg Pick znany jest miedzy innymi jako autor
pewnego prostego a pieknego twierdzenia dotyczacego kraty, czyli zbioru
Z? = {(m,n) : m,n € Z} na plaszczyznie euklidesowej R?. Elementy tego zbioru

bedziemy nazywaé punktami kratowyms.

Dla zaznaczonego wielokgta mamy

pw = 10 oraz p, = 7, zgodnie

z twierdzeniem Picka jego pole jest rowne
10+3,5—1=12,5

Twierdzenie (G. Pick, 1899). Pole wielokgta W, ktérego wierzcholki sq
punktami kratowyms, a boki nie przecinajq sie, jest rowne

1
:pw—’—*pb_la

w
w :

gdzie py, jest liczbg punktow kratowych we wnetrzu wielokgta, zas py liczbg
punktow kratowych na jego brzegu.

Oto pomystowy dowdd przez. .. lanie wody (dostownie), przedstawiony przez
szwajcarskiego matematyka Christiana Blattera w 1997 roku. W kazdym
punkcie poziomej kraty Z? umieszczamy brylke lodu o objetosci 1. Brylki maja
ksztalt cienkich cylindréow ($rodki podstaw sa punktami kratowymi). Nastepnie
czekamy, az 16d si¢ stopi. Woda rownomiernie rozleje si¢ na niewsiakliwej

plaszczyznie, tworzac nieskoriczony ocean o glebokosci 1 (pomijamy parowanie
oraz réznice w gestosci wody i lodu). Wtedy objeto$é wody nad obszarem
wielokata W jest, co do wartosci liczbowej, rowna powierzchni wielokata W. Ale
skad weZmie sie woda nad wielokatem? W trakcie topnienia lodu czes¢ wody do
niego doplywa, a cze$¢ wyplywa. Zauwazmy, ze $rodek dowolnie wybranego boku
wielokata W jest $rodkiem symetrii kraty Z2, wiec w kazdej chwili przeptyw
wody jest centralnie symetryczny wzgledem tego srodka. Zatem calkowity
przepltyw wody przez te krawedZ wielokata (wiec i kazda inna) jest zerowy.
Oznacza to, ze ilosé wody nad obszarem wielokata nie zmienia sie w czasie!
Mozemy teraz przyjac¢, ze brytki byly na tyle cienkie, iz woda nad obszarem
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Christian Blatter, Another Proof of
Pick’s Area Theorem, Mathematics
Magazine vol. 70, 1997. Sformutowanie
autora jest odrobing inne (mowa w nim
o rozchodzeniu si¢ ciepla), pomyst

z ,brytkami lodu” pochodzi od Giintera
M. Zieglera (o czym wspomina
przytoczony artykutl).

Rys. 1

Ciagi fn pojawily si¢ juz w 1802 roku
w pracach francuskiego geometry
Charlesa Harosa, ale nie wzbudzily
woéwczas zainteresowania.

t

O 1 2 3 4 5

Rys. 2. Zaznaczone punkty odpowiadaja
wyrazom ciagu fg, przy czym A = (3,1)
i B = (5,2) odpowiadaja dwém kolejnym
wyrazom. Wewnatrz tréjkata AOB nie
ma zadnego punktu kratowego, zatem
zgodnie ze wzorem Picka jego pole jest

5 1
réwne 3

Kraty Z2 pojawily sie np. na stronie 6
oraz w Aig, a ciaggi Fareya w Agg, A?O.

wielokata pochodzi jedynie z brylek lodu umieszczonych w punktach kratowych

we wnetrzu lub na brzegu wielokata W. Kazdy punkt kraty lezacy wewnatrz

wielokata ,,daje” jednostke wody. Punkt kratowy znajdujacy sie wewnatrz

krawedzi (niebedacy jej koficem) ,daje” pét jednostki wody, a wierzcholek ,daje”

5~ jednostki wody, gdzie o jest miarg kata wewnetrznego wielokata przy tym

wierzcholku. Poniewaz suma miar katéw wewnetrznych n-kata (n > 3) jest réwna
(n—2)7

(n — 2)m, wigc ich calkowity udzial zapewnia 5= = & — 1 jednostek wody. Stad

teza twierdzenia. O

Whiosek 1. Trojkgt o wierzchotkach w punktach kratowych, ktory we wnetrzu

. . . . . 1
ani na brzegu nie ma innych punktéw kratowych, ma pole réwne 3.

Twierdzenie Picka nie ma rozszerzenia na krate Z3. Pokazuje to przyklad
J.E. Reeve’a (1957). Czworodciany z rysunku 1 maja 4 wierzcholki w punktach
kratowych, nie zawieraja innych punktow kratowych, ale maja rézne objetosci.

Wykorzystamy teraz powyzszy wniosek, aby wykazaé¢ podstawowa wlasnosé tzw.
ciggow Fareya.

Przypomnijmy, ciggiem Fareya rzedu n € N (oznaczenie f,) nazywamy
uporzadkowany rosnaco ciag ulamkéw nieskracalnych z przedziatu [0, 1]
o mianownikach nie wiekszych od n, np.:

01 011 01121
fl' {131}7 f2' {17271}3 f3' {15372737}3
0111231 01112132341
f4:{ 7777777 }a f5: { 77777777777 }a
4

f 0111121323 51,td
D T o o oy oy oy Ty oy =y =y o itd.
6 1’6)57473’5’2’5)37475’671
Oczywiscie f, C fny1,n=1,2,...

John Farey (senior) (1766-1826), angielski geolog zainteresowany ,matematyka
dzwiekéw”, w 1816 roku zadal pytanie: czy dla trzech kolejnych wyrazéw ciaggu
fn(n=2), %< % < § zawsze prawdziwa jest rownosé % = %7 W tym samym
roku Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) potwierdzil — jak pisal — ,niezwykla
wlasciwos$é zwyklych utamkéw zaobserwowana przez pana J. Fareya”.

(&)

Lemat (Cauchy-Farey, 1816). Jezeli § < § sq kolejnymi wyrazami ciggu Fareya
fo(m=1), tobc—ad=1.

Dowéd. Punkt (x,y) € Z? nazywamy widzialnym z punktu (0,0), gdy na odcinku
taczacym te punkty nie ma innych punktéw kratowych.

Jezeli kazdy utamek § € f, utozsamimy z punktem (b,a) € 72, to punkt
(b,a) jest widzialny (bo utamek § jest nieskracalny) i nalezy do trojkata T,

o wierzchotkach (0,0), (n,0), (n,n). Co wiecej, punkt kratowy (b,a) € T,, jest
widzialny wtedy i tylko wtedy, gdy § € fn.

Wtedy promient wodzacy zaczepiony w punkcie (0,0) i lezacy na osi OX,
obracajac sie przeciwnie do ruchu wskazowek zegara, przechodzi przez
kolejne punkty widzialne w tréjkacie T;,, reprezentowane przez utamki

¢ € fn wich porzadku rosngcym. Zatem tréjkat o wierzchotkach (0,0), (b,a),
(d, ¢) nie zawiera innych punktéw kratowych, a wiec jego pole jest réwne %

(wniosek 1). Jednoczesnie z geometrii analitycznej wiemy, ze pole tréjkata,

ktérego wierzchotki maja wyzej dane wspotrzedne, jest réwne 2 (be — ad).

2
Stad bc — ad = 1. O
Whiosek 2. Jezeli § < % < ¢ sq trzema kolejnymi wyrazami ciggu fn, n > 2, to
_ at
b e
Dowdd. Z lematu bp — aq = 1 = qc — pd, skad wynika teza. O

Ciagi Fareya znalazly zastosowanie w aproksymacji liczb niewymiernych
liczbami wymiernymi, znamy ich zwiazek z algorytmem (drzewem)
Sterna—Brocota, z hipoteza Riemanna czy z ,,problemem 3n + 1”. To jest jednak
temat na inne spotkanie.
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https://deltami.edu.pl/2019/01/szereg-leibniza-i-punkty-kratowe/
https://deltami.edu.pl/2008/06/ulamki-fareya-i-okregi-forda/
https://deltami.edu.pl/2010/05/ciagi-fareya/

Zle rysuje stozki!
Michat MISKIEWICZ

Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki UW

Troche sktamatem w tytule. Z odrecznym narysowaniem
stozka radze sobie catkiem dobrze, o prosze:

Ostatnio jednak na potrzeby ilustracji jednego ze swoich
artykuléw chcialem wykonaé bardziej profesjonalnie
wygladajacy rysunek. Poniewaz teksty do Delty
tworzymy w systemie IXTEX, do rysunkow zazwyczaj
korzystamy z jego rozszerzenia (pakietu TikZ), ktore
pozwala precyzyjnie rysowaé za pomoca odpowiednich
komend. Wydalo mi sie, ze zadanie nie jest trudne.

Za podstawe stozka mozna przyjaé elipse o srodku

w (0, 0) oraz pélosiach dtugosci 2 i 1 — TikZ dobrze
sobie z tym radzi, wystarcza polecenia \draw i ellipse.
Powierzchnia boczna sklada si¢ z tworzacych, czyli
odcinkdéw taczacych punkty podstawy z wierzchotkiem —
ten umiesémy w (0, 3). Do wykonania zarysu wystarcza
dwie ,;skrajne” tworzace, czyli te poprowadzone do
koncéw wielkiej osi (punktéw (+2,0)) — to réwniez nie
jest problem. Spéjrzmy na efekt:

\draw
(0,0) ellipse [x radius = 2, y radius = 1]
(2,0) -- (0,3) -- (-2,0);

Od razu wida¢, gdzie jest problem: narysowalem nie

te tworzace, co trzeba! ,Skrajne” tworzace to te, ktére
sa styczne do elipsy, a nie te poprowadzone do koncéw
osi. Natrafiliémy wiec na nastepujace zadanie: z danego
punktu V poprowadzi¢ styczna do zadanej elipsy E.
Przed dalsza lektura polecam samodzielnie si¢ nad nim
pochylié¢, a ponizej podam trzy rozwigzania o réznym
stopniu przydatnosci.

Klasyczna konstrukcja stycznej. Zabierzmy sie

do tego jak starozytni. Elipsa E jest wyznaczona

przez swoje ogniska F', G oraz dtugo$é wielkiej osi 2a,
mianowicie sklada si¢ ze wszystkich punktéow P
spelniajacych PF + PG = 2a. Styczng do elipsy w
punkcie P mozna scharakteryzowaé jako dwusieczna
kata zewnetrznego <F'PG. Skonstruujemy teraz styczna
poprowadzong z zadanego punktu V' na zewnatrz elipsy.
Goraco polecam lekture Deltoidu z Al — pozwoli ona
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szybko zrozumieé, dlaczego konstrukcja, ktora zaraz
pokazemy, dziala.

Narysujmy okrag o srodku F' i promieniu 2a. Na tym
okregu za pomoca cyrkla znajdZzmy punkt @ spelniajacy
VQ = VG (sadwa takie punkty), a nastepnie poprowadZmy
symetralna k odcinka GQ — to jest wtasnie szukana styczna.
Druga styczng otrzymamy, zamiast () wybierajac ten
drugi punkt. Punkt stycznosci P znajduje sie na przecigciu
prostej k z promieniem F'Q. Z réwnosci

PF+PG=PF+PQ=FQ=2a
wnioskujemy, ze rzeczywiscie lezy on na elipsie. Co
wiecej, k faktycznie jest dwusieczna kata GPQ, co
dowodzi poprawnosci konstrukeji.

Q
N

J

O ile konstrukcja ta jest tatwa do wykonania cyrklem
i linijka, to trudno ja przepisa¢ w postaci komend TikZ.
Poszukajmy wiec dalej.

Konstrukcja analityczna. Gdybym zadanie
poprowadzenia stycznej napotkal na maturze,
zrobilbym to tak. Szukana styczna musi przechodzic¢
przez punkt (0, 3), wiec jest opisana réwnaniem
y = ax + 3, przy czym wspolczynnik a nie jest
nam znany. Elipsa za to jest znana: jej réwnanie
to (2/2)? + y? = 1. Punkty przeciecia wyznaczamy,
wstawiajac jeden wzér do drugiego:
(x/2) + (ax +3)* = 1.

Gdybyémy znali a, po prostu to réwnanie kwadratowe
by$my rozwiazali. I tu jest miejsce na kluczowy pomyst:
z géry wiemy, ze rozwiazanie ma by¢ tylko jedno, wszak
prosta ma by¢ styczna do elipsy. Ta wiedza przeklada
sie na warunek, ze wyréznik réwnania jest zerowy. To
prowadzi do réwnania

0=A=(6a)>—4-(a®>+1)"8,
z ktérego wyznaczamy a = ++/2. Podstawiajac te
warto$¢ do poprzednich réwnan, otrzymujemy punkty
stycznosci (i%, 1). Dla czytelno$ci kodu wartosé %
przypiszemy osobnej zmiennej \X. Sprawdzmy, czy
dziata:

\def \X {{4#*sqrt(2)/3}}

\draw
(0,0) ellipse [x radius = 2, y radius = 1]
(\X,1/3) -- (0,3) -- (-\X,1/3);


https://deltami.edu.pl/2010/10/o-robaku-i-elipsach/

Droga na skroty. Podzielg si¢ jeszcze jednym do punktéw o wspoirzednych biegunowych (o : 1)

rozwiazaniem. Ot6z styczng do okregu jest znacznie i (180° — a: 1), a nastepnie caloéé¢ rozciagamy
latwiej wyznaczy¢ niz styczna do innej elipsy: dwukrotnie. Jesli chcemy otrzymacé ten sam rysunek co
1% poprzednio, przyjmujemy « = arcsin(1/3) & 19°. Voila:
h \draw [xscale=2]

(0,0) circle [radius = 1]

(ax:1) —— (0,{1/sin(a)}) -- (180-a:1);
’ 4 Da sie lepiej? Na koniec mam dla Czytelnika pytanie:
A‘\ czy umiesz to zrobié jeszcze prosciej? Moze znasz
narzedzie komputerowe, w ktérym latwo jest modelowac
tréjwymiarowy stozek i narysowaé jego rzut? A moze
nie warto kombinowa¢? Po prostu narysujmy mniejszy
i smuklejszy stozek, uzywajac grubszej kreski! Jak
mawial moéj nauczyciel geometrii, , kazde trzy punkty sa
wspotliniowe, jesli prosta jest wystarczajaca gruba’.

Przyjmijmy, ze na okregu jednostkowym wybralidémy
punkt stycznosci P = (cos a, sin «), co we wspotrzednych
biegunowych wyraza sie po prostu jako (a : 1), i szukamy
punktu przeciecia V' stycznej z osia y. Rzut oka na katy
na rysunku méwi nam, ze V = (0, ).

’ sin o

Ale do czego ta obserwacja moze sie przydaé? Ot6z

elipse o pdtosiach 2 i 1 mozemy otrzymac, odpowiednio

rozciagajac okrag jednostkowy, lub $cidlej, dokonujac

skalowania w osi x. Przy takim przeksztalceniu styczna

do okregu przechodzi na stycznag do powstalej elipsy.

Tak sie sklada, ze TikZ pozwala na dowolne skalowanie \draw[line width=4]

obu osi, wiec wystarczy naprawde prosty kod. Oprocz (0,0) ellipse [x radius = 1.5, y radius = 0.6]
kola jednostkowego rysujemy odcinki z punktu (0, Si;a) (1.5,0) -- (0,3) -- (-1.5,0);

O konstruowaniu srodka okregu linijka
* Student, Wydzial Matematyki StCLnZSZCI,’U} MA JCHRZAK*

i Informatyki Uniwersytetu

Jagielloniskiego W artykule Prosto w srodek z A$s autor, Lukasz Rajkowski, pokazal, dlaczego
Laureat brazowego medalu w Konkursie srodk k r : ke t ’ .. 1 ie liniiki. Ni
Uczniowskich Prac z Matematyki im. srodka okregu nie mozna skonstruowaé przy uzyciu wylacznie linijki. Nie
Pawla Domaiiskiego w roku 2021 musi to by¢ jednak prawda, jesli na kartce oprécz okregu dane sa jeszcze inne

figury. Ponizej podamy sposéb na skonstruowanie $rodka okregu linijka w kilku
takich sytuacjach. Wczesniej musimy jednak przedstawié¢ pewne konstrukcje
pomocnicze. W kazdej z nich bedziemy postugiwaé sie wylacznie linijka.

Konstrukcja 1. Znajac pie¢ punktéw okregu w, skonstruowaé styczna do w
w jednym z tych punktéw.

Niech tymi punktami beda A, B, C, D, E. Przecinamy ABi CD w P, AC i BE
w Q oraz PQ i DE w R. Wéwczas prosta AR jest szukana styczng (rys. 1).

Podkres$lmy, ze do przeprowadzenia powyzszej konstrukcji nie potrzebowalismy
mie¢ narysowanego calego okregu w — wystarczylo tylko pie¢ znajdujacych sie
na nim punktéw. Uzasadnienie poprawnosci wymaga znajomosci twierdzenia
Pascala (patrz |Deltoid z A},). Zostawiamy je Czytelnikowi, podobnie jak
rozwigzanie nastepujacego problemu:

Konstrukcja 2. Znajac pie¢ punktéw okregu w, dla danej prostej ¢ przechodzacej
przez jeden z nich wyznaczy¢ drugi punkt przeciecia £ i w.

W przypadku probleméw ze znalezieniem rozwigzania polecam poszukaé go
w|AY-.| Jestedmy juz gotowi do znalezienia $rodka okregu sama linijka, jesli
mamy do dyspozycji jeszcze jeden, przecinajacy go okrag.

Konstrukcja 3. Skonstruowaé érodek jednego z dwéch okregéw majacych dwa
punkty wspdlne.

Oznaczmy te okregi przez wy i wo, a ich punkty przeciecia przez A i B.
Korzystajac z konstrukeji |1, konstruujemy styczna do w; w punkcie B

i przecinamy z we w C. Przez A rysujemy prosta, ktéra przecina wy; w D,

13


https://www.deltami.edu.pl/2015/08/prosto-w-srodek/
https://deltami.edu.pl/2014/09/twierdzenie-pascala/
https://deltami.edu.pl/2017/06/z-sama-linijka-na-okrag-styczna-do-okregu-brakujacy-punkt/

Rys. 3

Czytelnikowi Zainteresowanemu tematem
biegunowych polecamy poswigcony im
Kagcik Poczgtkujgcego Olimpijczyka

w AéS.

Rys. 4

a we w E. Oznaczmy przez F' drugi punkt przecigcia prostej BD z ws. Na koniec
niech P bedzie przecieciem BC i EF, a () przecieciem BE i CF. Wowczas

XEFB=%BAD =180°— xDBA—- xADB =180° — xDBA — xABC = xCBF.

Oznacza to, ze EB = CF, a prosta PQ zawiera $rednice wy (rys. 2).
Po wybraniu innej prostej przechodzacej przez A skonstruujemy inng $rednice,
i w konsekwencji srodek ws.

Czytelnik z pewnoscig sam bez problemu wymy$li konstrukcje srodka okregu
przy zadanych dwéch okregach stycznych, a takze przy zadanych dwoéch
okregach wspétsrodkowych.

W kolejnych konstrukcjach przyda sie kilka pojec.

Rozwazmy okrag w i dowolny punkt P nielezacy na tym okregu. Przez punkt P
poprowadzmy dwie sieczne, ktore przecinaja w w A i B oraz C'i D. Niech proste
AD i BC przecinaja sie w Q, a AC' i BD przecinaja si¢ w R. Prosta QR bedziemy
nazywaé biegunowg punktu P wzgledem okregu w (rys. 3). Zauwazmy, ze moze

ona by¢ wyznaczona wylacznie przy uzyciu linijki, nawet jesli okrag w dany jest
tylko w pieciu punktach (w takim przypadku korzystamy z konstrukeji [2)).

Biegunowe maja liczne i uzyteczne wlasnosci. Na przyktad jesli P lezy na
zewnatrz w, to biegunowa P przechodzi przez punkty stycznosci prostych stycznych
do w przechodzacych przez P. Stad dla punktéw lezacych na okregu przyjmujemy,
ze biegunowa jest styczna w tym punkcie. Zatem, wyznaczajac biegunowa, mozemy
skonstruowaé styczna do okregu przechodzaca przez punkt na nim nielezacy.

Inng uzyteczng wlasnoscia jest fakt, ze kazda sieczna okregu w
przechodzaca przez P przecina w w takich punktach A, B oraz biegunowsa
P w takim Q, ze AB dzieli harmonicznie PQ, tzn. 42 = g—g. Czytelnik

BP
moze sprobowaé wymy$lié, jak podzieli¢ harmonicznie odcinek przy
uzyciu wylacznie linijki (podpowiedZ: warto przypomnieé sobie
twierdzenia Cevy i Menelaosa).

Kolejnym przydatnym obiektem bedzie pek okregow. Jest to rodzina
okregéw, ktéra jednoznacznie wyznaczaja dwa niewspétsrodkowe okregi.
Peki okregdéw maja taka wlasnosé, ze jesli dwa okregi nalezace do peku
przecinaja sie w dwéch punktach, to kazdy okrag z tego peku przechodzi
przez te dwa punkty (rys. 4), jesli sa styczne, to wszystkie sa do siebie
styczne w tym samym punkcie, oraz jesli si¢ nie przecinaja, to zadne
dwa sie nie przecinaja (rys. 5). Na potrzeby tego artykulu potraktujmy
peki okregéw jako ,,czarna skrzynke”, zainteresowanych szczegétami

odsytam do krétkiego tekstu w tym wydaniu Delty (s. 20), ktéry jest

im po$wiecony.

Zachodzi nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie. Biegunowe dowolnego punktu P wzgledem okregow
nalezgcych do jednego peku sq wspdlpekowe.

Punkt ten bedziemy nazywali biegunowo sprzezonym do punktu P wzgledem
odpowiedniego peku. Poniewaz pek jest wyznaczony przez dwa okregi,
mozemy tez méwi¢ o dwoch punktach sprzezonych wzgledem pary okregow.
Powyzsze twierdzenie wykorzystamy w kolejnych konstrukcjach. Poniewaz
linijka nie pozwala na narysowanie okregu, przez wyrazenie ,skonstruowac

Rys. 5

Rys. 6

okrag” bedziemy okresla¢ wyznaczenie dowolnie wielu jego punktéw.

Konstrukcja 4. Majac dane okregi A i p oraz punkt A na zewnatrz jednego
z nich, skonstruowaé okrag przechodzacy przez A oraz nalezacy do peku
wyznaczanego przez te okregi.

Niech A lezy na zewnatrz okregu A. Z punktu A skonstruujmy styczng do A

w punkcie B. Nastepnie niech C' bedzie punktem biegunowo sprzezonym do
punktu B wzgledem A i o (zauwazmy, ze lezy na AB). Konstruujemy teraz taki
punkt D, ze AD dzieli harmonicznie BC. Punkt D jest drugim obok A punktem
szukanego okregu (rys. 6). Gdyby okazalo sig, ze D = C' = A (tzn. gdyby AB bylo
styczne do konstruowanego okregu), to na poczatku konstrukcji powinnisémy wziaé
»druga styczna” z A do A. Cala procedure mozemy teraz powtérzyé, biorac D jako
punkt startowy (i oczywidcie punkt stycznosci do A rézny od B).
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Rys. 9

Konstrukcja 5. Majac dane okregi A i p oraz punkt A lezgcy wewnatrz nich,
skonstruowaé okrag przechodzacy przez A oraz nalezacy do peku wyznaczanego
przez te okregi.

W tym przypadku wyznaczamy punkt B, biegunowo sprzezony do A. Punkt ten
lezy na zewnatrz okregéw A i u, zatem mozemy skonstruowaé dowolna liczbe
punktéw okregu [ przechodzacego przez B i nalezacego do peku wyznaczanego
przez te dwa okregi (konstrukcja |4). Punkt A lezy na zewnatrz 8. Pokazemy, jak
wykorzystaé ten ,dziurkowany” okrag do odtworzenia konstruke;ji 4.

Problematyczny jest tylko pierwszy krok, czyli konstrukcja stycznej do §.

Aby ja wyznaczy¢, postepujemy nastepujaco. Niech C' bedzie réznym od B
punktem okregu 5. Wyznaczmy punkt D przeciecia prostej AC' z okregiem [
(korzystamy z konstrukeji [2)). Dalej konstruujemy taki E na AC, ze AE dzieli
harmonicznie CD. Prosta BE jest biegunowg punktu A wzgledem 3, wiec jej
drugi punkt przeciecia z 8 to taki punkt F' (rys. 7), ze AF jest styczna do 8
(ponownie skorzystaliSmy z konstrukeji 2). Teraz na AF mozemy wyznaczy¢
drugi obok A punkt szukanego okregu i powtorzyé procedure, rozpoczynajac od
tego punktu.

Konstrukcja 6. Skonstruowaé érodek przynajmniej jednego z czterech okregéw,
z ktorych zadne trzy nie naleza do jednego peku.

Oznaczmy dane okregi przez k, A\, u, v. Zakladamy, ze zadne dwa z nich nie
maja punktéow wspolnych ani nie sa wspotérodkowe.

Wybierzmy punkt A na k. Konstruujemy okregi « i 5 przechodzace przez A oraz
nalezace do pekéw wyznaczonych odpowiednio przez A i p oraz p i v. Nastepnie
wybieramy taki punkt B na «, ze skonstruowana styczna w B do a przecina
okrag x. Niech C bedzie tym punktem przeciecia. Niech ponadto D i F' beda
punktami biegunowo sprzezonymi do punktéw odpowiednio B i C' wzgledem
peku wyznaczonego przez okregi o i 8 (rys. 8).

Zauwazmy, ze F taki, ze CE dzieli harmonicznie BD, lezy na
okregu v nalezacym do peku wyznaczonego przez « i [3 oraz
przechodzacym przez C (rozwazamy ten okrag, ale go nie
konstruujemy). Ponadto prosta C'F jest styczna do 7. Czytelnik,
analizujgc ponownie rysunek 2, przekona sie, ze mamy wystarczajaco
danych, aby zastosowaé¢ konstrukcje |3| dla okregdéw v i k i uzyskaé
$rednice k. Druga Srednice konstruujemy, zaczynajac od innego
punktu A.

Odnotujmy, ze konstrukcje da sie powtérzy¢, jesli jeden z okregdéw
(u nas okrag p) jest dany tylko w pieciu punktach. Wynika to

z mozliwosci wykonania konstrukcji, gdy okrag u jest dany tylko
w 5 punktach, co z kolei jest konsekwencja poczynionej wczesniej
uwagi o konstruowalnoéci biegunowych.

Konstrukcja 7. Skonstruowaé $rodek przynajmniej jednego z trzech
okregéw nienalezacych do jednego peku.

Oznaczmy te okregi przez k, A\, u. Wybieramy punkt A na x i konstruujemy
okrag a nalezacy do peku wyznaczanego przez okregi A\ i p oraz przechodzacy
przez A. Na okregach k i o wybieramy odpowiednio punkty B i C. Nastepnie
prowadzimy dowolng prosta przez A i oznaczamy jej punkty przeciecia z k

i a przez P i Q, odpowiednio. Zauwazmy, ze jesli prosta PQ bedzie obracaé
sie wokél punktu A, to punkt przeciecia R prostych PB i QC bedzie zakreslal
okrag (jest to okrag opisany na trdjkacie, ktérego wierzchotkami sa punkty B,
C irézny od A punkt przecigcia « i k). Oznaczmy go przez v. Rysujac zatem
kolejne polozenia prostej PQ, bedziemy mogli konstruowaé kolejne punkty
okregu v (rys. 9). Zadne trzy spoéréd k, A, p, v nie naleza do jednego peku.
Stad po skonstruowaniu pieciu punktéw v mozemy powtorzyé konstrukeje [6.
Czytelnikowi zastanawiajacemu sie, co z przypadkiem rozlacznych okregdéw
nalezacych do jednego peku, odpowiem, ze wowczas $rodka okregu nie da sie

skonstruowaé. Oméwienie tego zagadnienia byloby jednak zbyt diugie, aby
mozna je bylo zawrze¢ w tym artykule.
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46. Konkurs Uczniowskich Prac z Matematyki im. Pawla Domanskiego

12 wrzes$nia 2024 roku, podczas odbywajacego sie we
Wroctawiu 9. Kongresu Mlodych Matematykdéw Polskich,
mial miejsce final 46. Konkursu Uczniowskich Prac

z Matematyki im. Pawla Domanskiego. Na tegoroczny
Konkurs wptyneto 12 prac, z ktoérych 5 dostato sie do
finalu. Po wystuchaniu finalowych prezentacji i dyskusji
Jury postanowilo nagrodzi¢ wszystkie prace finalowe.

Zlote medale i nagrody w wysokosci po 1600 ztotych
otrzymali:

e Antoni Luczak, uczen XIV LO im. Stanistawa
Staszica w Warszawie, autor pracy O Krzywych
Apoloniusza w Tréjkgcie, napisanej pod opieka
Dominika Burka,

o Mitosz Platek, uczen V LO im. Augusta
Witkowskiego w Krakowie, autor pracy N_aG_eL
1 okregi z nimi zwigzane, napisanej pod opieka
Dominika Burka.

Brazowe medale i nagrody w wysokosci po 800 ztotych
otrzymali:

¢ Kazimierz Chomicz, uczen I LO im. Bolestawa
Chrobrego w Piotrkowie Trybunalskim, autor
pracy Dowdd i zastosowania wlasnosci hiperboli
prostokgtnych, napisanej pod opieka Pawtla
Kwiatkowskiego,

¢ Anna Koziara, uczennica XIV LO im. Stanistawa
Staszica w Warszawie, autorka pracy O pewnym
zastosowaniu punktow izogonalnie sprzezonych
w czworo$cianie, napisanej pod opieka Dominika
Burka,

e Adam Mariusz Lubinski, uczen II LO im. Marii
Sktodowskiej-Curie w Gorzowie Wielkopolskim, autor
pracy O weryfikacji tautologii logicznych przy uzyciu
przeksztatcen algebraicznych.

Kazimierz Chomicz przedstawil nowe, prostsze i elegantsze
od dotychczas znanych, dowody kilku twierdzen
dotyczacych hiperboli prostokatnych (o prostopadtych
asymptotach) przechodzacych przez wierzchotki
ustalonego trojkata ABC. Jedno z nich moéwi, ze jesli ‘H
jest taka hiperbola oraz P € H, to srodek symetrii
hiperboli H oraz rzuty prostokatne punktu P na

proste zawierajace boki trojkata ABC leza na jednym
okregu. Inne méwi, ze wierzchotki tréjkata ABC, jego
ortocentrum, $rodek okregu opisanego i punkt Nagela leza
na jednej hiperboli prostokatnej, ktorej srodek symetrii
lezy zaréwno na okregu wpisanym w ten tréjkat, jak

i na jego okregu dziewigciu punktéw. Podobnych, rownie
ciekawych wynikéw jest w pracy wigcej.

Anna Koziara w swojej pracy dowodzi, ze dla
czworo$cianéw réwnosciennych (majacych Sciany

o réwnych polach) nie zachodzi tréjwymiarowy
odpowiednik twierdzenia o prostej Simpsona. Dokladniej,
jesli P ¢ {A, B,C, D} jest punktem lezacym na sferze
opisanej na czworoscianie réwnoéciennym ABC D, to
rzuty prostokatne punktu P na plaszczyzny zawierajace
$ciany czworoscianu nie leza na jednej plaszczyznie.
Autorka pokazala w tym celu, ze rzuty punktu P
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niebedacego wierzchotkiem czworoscianu ABC D na jego
Sciany leza na jednej plaszczyznie wtedy i tylko wtedy,
gdy sprzezenie izogonalne P* punktu P wzgledem
czworoscianu ABC'D jest punktem w nieskonczonosci.
Jesli zag ABCD jest czworoscianem réwnosciennyim,

to dla kazdego punktu P ¢ {A, B,C, D} lezacego na
sferze opisanej na czworoscianie ABCD jego sprzezenie
izogonalne P* rowniez lezy na tej sferze, a wiec nie jest
punktem w nieskonczonosci.

Adam Lubinski pokazal, jak uzywajac wielomianéw
wielu zmiennych, mozna badaé, czy dane wyrazenie

w rachunku zdan jest tautologia. Zalézmy, ze dane jest
wyrazenie, w ktorym zmienne zdaniowe sg polaczone
spéjnikami logicznymi, np. ((p = ¢) A =q) = —p.

Czy jest ono tautologia? Czy opisane przez nie

zdanie ma wartos¢ logiczna prawda dla kazdego
przypisania wartosci logicznych zmiennym zdaniowym
w nim wystepujacym? Autor przedstawil pewien
sposéb przypisania kazdemu wyrazeniu rachunku
zdan, w ktorym wystepuje k zmiennych zdaniowych,
wielomianu k zmiennych. Okazuje sie, ze badane
wyrazenie jest tautologia wtedy i tylko wtedy, gdy
odpowiadajacy mu wielomian mozna uprosci¢ do
wielomianu tozsamo$ciowo rownego 1, wykorzystujac
algebraiczne operacje na wielomianach i utozsamienia

22 = z dla kazdej zmiennej .

Antoni Luczak badal miejsca geometryczne takich
punktéw P, ze X APB = <xCPD, gdzie A, B,C, D to
ustalone punkty plaszczyzny, za$ wszystkie rozwazane
katy sa skierowanymi katami miedzy prostymi (a nie
pélprostymi). Gdy A, B = C'i D sa rézne i wspétliniowe,
wowczas uzyskany zbiér jest suma prostej i okregu
Apoloniusza dla punktéw B i D. Autor badal przypadek,
gdy wszystkie cztery punkty sa parami rézne, punkty
B, D i C leza (w tej kolejnosci) na jednej prostej,

za$ punkt A poza nia. Wéwczas mozliwe polozenia
punktu P tworza krzywa algebraiczna stopnia 3. Autor
udowodnitl caly szereg wlasnoéci takich krzywych,
wykorzystujac szeroki wachlarz narzedzi geometrycznych,
algebraicznych i analitycznych.

Milosz Platek rozwazal trojkat ABC' i széstki punktéw,
po dwa lezace na kazdej z prostych zawierajacych

boki trojkata, i badal, kiedy cala szdstka lezy na
jednym okregu. Pochodzenie rozwazanych széstek
punktéw bylo rézne i obejmowalo zaréwno przypadki
znane w literaturze, jak i nowe. Przyktad: niech

P bedzie punktem wewnatrz tréjkata. Dla kazdego
boku rozwazamy punkty jego przeciecia z okregiem
przechodzacym przez P i stycznym do pozostatych
dwéch bokéw. Otrzymamy szesé punktow lezacych na
jednym okregu wtedy i tylko wtedy, gdy P jest punktem
Gergonne’a lub punktem Nagela rozwazanego tréojkata.

Prace finalistéw mozna znalezé na stronie |[deltami.edu.
pl/konkurs-prac-uczniowskich/lista-laureatow/.

Andrzej KOMISARSKI

przewodniczacy Jury Konkursu
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Kroétka wycieczka po wielkosciach bezwymiarowych

* Student Wydzialu Fizyki Uniwersytetu
Warszawskiego
cztonek Klubu Naukowego Fenix
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Rys. 1. Dwa podej$cia do mierzenia
polozenia znajomego i przejscie pomigdzy
nimi przez dzielenie i mnozenie przez
wielkosé charakterystycznag

W réznych uktadach charakterystyczne
wymiary przyjmuja rézng postac, ale
zawsze bedzie ich co najmniej tyle, co
trzeba. Czesto jednak jest ich za duzo, na

przyklad dwie charakterystyczne dlugosci.

Wtedy, zgodnie z intuicja, z analizy
wymiarowej, dynamika uktadu bedzie
zalezeé¢ od stosunku dwoéch wielkoSci.
Wezmy dwie wielkosci: a1, az. Gdy
wyrazimy as w charakterystycznej
wielkosci a1, otrzymamy az/a1 —
bezwymiarows wielkosé, ktérej
poszukujemy!

Jan TURCZYNOWICZ*

Jak rozwigzywac zadania z fizyki? Podazajac za mysla Jana Kalinowskiego
— sprawd? wymiary! (zob. Aj,), a nastepnie zredukuj problem do wielkosci
bezwymiarowych. Radze sie przy tym nie pomyli¢, bo po omylce cale podejécie
bedzie postrzegane jako przedawkowanie elegancji, ktére grozi uduszeniem
krawatem.

Czy to wszystko? Otéz nie! Wielkosci bezwymiarowe okazuja sie niezwykle
uzyteczne np. przy analizowaniu rownan rézniczkowych. Jesli przeprowadzimy
procedure ubezwymiarowienia takiego réwnania, to znaczy sprowadzimy je do
wielkosci o wymiarze (jednostce) 1, to dostaniemy réwnanie, ktére na przyktad
zalezy od jednej bezwymiarowej wielkosci. Bedzie to ta sama stala, ktéra
dostaniemy z analizy wymiarowej (z dokladnoscia do potegi). Jak p6Zniej
zobaczymy, pozwala to na zrozumienie wplywu istotnych zjawisk na dynamike
wynikajaca z réwnan.

Zatem procedura daje przyjemniejsze dla oka réwnanie, fizyczna intuicje stojaca
za jego zachowaniem w zaleznosci od parametru, ktéry rozumiemy, mozliwosé
rysowania krzywych skalowania, ang. master curves opisanych w Sprawdz
wymiary!, a takze wiele innych korzyéci, ktérych nie da si¢ wyczerpujaco opisaé
w jednym artykule.

Charakterystyczne wielkosci. Zacznijmy od pytania, jak mierzy¢ wielkosci
w ukladach fizycznych? Opisywanie odlegltosci w metrach czy czasu w sekundach
jest malo interesujacym podejsciem, gdyz przekazuje malo informacji. Wiecej
wnioskow dostarczy nam przekazanie wartosci w skali waznej wielkosci

w ukladzie.

Przyklad: WyobraZzmy sobie rozmowe przez telefon ze znajomym, ktory wlasnie
pokonuje rwaca rzeke. Mozemy ustysze¢ dwa stwierdzenia:

1. Przebylem 5 m!
2. Przebylem 1/5 szerokodci rzeki!

Pierwsze stwierdzenie dostarcza nam mato informacji na temat polozenia
znajomego, na podstawie drugiego mozemy jednak dokladnie wyobrazi¢ sobie
odcinek odpowiadajacy szerokosci rzeki (ktéra jest nam nieznana) i naszego
rozmowce umiejscowionego na nim. Dla wygody wyobrazmy sobie, ze odcinek
ten ma dlugo$é 1, i oznaczmy na nim pozycje znajomego jako x (Uwagal

nasz x nie ma wymiaru). Gdybys$my chcieli przej$é do wielkosci z wymiarem,
wymnozymy wszystko przez szerokos¢ rzeki L, tak jak na rysunku 1. Wtedy nasz
wyobrazony odcinek zyskuje szeroko$¢ L, a rzeczywiste potozenie, juz w metrach,
wynosi: & = xL.

Obliczmy co$. Zalézmy, ze celem przeprawy znajomego przez rwaca rzeke bylo
spotkanie si¢ z nami na umdwiong oranzade. Z tego powodu nie mozemy sie juz
doczekaé jego przybycia, zatem z nudéw zaczynamy wyliczaé, kiedy wreszcie mu
sie uda dotrzec.

Zacznijmy od naiwnego modelu, w ktérym zmeczenie powoduje dzialanie stalej,
op6zniajacej sity F, o wymiarze [F] = (m - kg)/(s?). Mozemy teraz wypisaé
roéwnania ruchu:

ma = —F,
gdzie m to masa znajomego, @ — jego przyspieszenie. Przypatrzmy sie dokladniej
powyzszemu rownaniu. Jest ono malto eleganckie — wielkosci maja wymiary.
Naprawmy to!

Pamietamy z powyzszych rozwazan, ze charakterystyczna miara dtugosci jest
szerokos¢ rzeki, zatem mozemy od razu zastapi¢ T przez xL, ubezwymiarawiajac
polozenie. Aby zobaczy¢, jak taka zmiana wplywa na rownanie, musimy
przyjrzeé sie definicjom przyspieszenia i predkosci:

AD AZ

At’ At

a= v =
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Podazajac droga ubezwymiarawiania, mozemy zapisa¢: Az = LAx. W ten sposéb
LAx

At.

Skoro mamy juz bezwymiarowe polozenie, to nic nie powinno nam przeszkodzi¢
w znalezieniu bezwymiarowego czasu. Zgodnie z wyrobiona przy polozeniu
procedura szukamy charakterystycznej wielkodci o o wymiarze sekund. Wtedy
czas wyrazamy w postaci t = ar, gdzie 7 jest bezwymiarowe. W ukladzie
mamy do dyspozycji wielkosci: L, F', m i niewykorzystana wcze$niej predkosé
poczatkowa vg. Dostajemy dwie kombinacje o wymiarze sekund: L/vg i /mL/F
(zachgcam Czytelnika do sprawdzania wymiaréw, w kazdym napisanym
réwnaniu — praktyka czyni mistrza. .. ).

17:

W tym artykule wykorzystamy pierwsze skalowanie, czyli « = L/vg, drugie
pozostawiam Czytelnikowi jako ¢wiczenie na wykorzystanie wypracowanych
tutaj metod. Fizycznie L/vg to czas potrzebny na pokonanie L z predkoscia vy.
Podstawiajac skalowanie, dostajemy At = aA7T = (L/vg)A7. Predko$é mozna
wtedy zapisaé jako:

5 LAz Ax

U—W—UQE—’U()’U.
Mierzymy predko$é w predkosci poczatkowej! v to bezwymiarowa predkosé.
Dalej, pamietajac, ze AU = vgAwv, spdjrzmy na przyspieszenie:

. A wlAv uf

“TAt T @Lju)Ar LY
gdzie a to bezwymiarowe przyspieszenie. Dostaliémy naturalna miare dla
przyspieszenia, wykorzystajmy ja do rownania ruchu:

2
CF s M
Przeksztalcajac, dostajemy wreszcie:
FL 13
1 e ————
(1) “ mug 2

Otrzymalis$my na koncu bezwymiarowe rownanie — lewa i prawa strona

maja wymiar 1. Przeanalizujmy wynik — nadajmy sens nowo oznaczonej,
bezwymiarowej, wielkosci ¢ (do tego stuzy 3). Ustawmy definicje tak, aby dato
sie zauwazy¢, co soba reprezentuje:

2
mo,

@ =/ (7).

Wprawny Czytelnik od razu rozpozna w mianowniku poczatkows energie

kinetyczna znajomego, a w liczniku prace wykonana przez sile oporu po

pokonaniu catej rzeki. Po przeksztatceniach matematycznych dostalisémy

wielkos¢, ktora ma fizyczny sens!

I po co nam to bylo? NameczyliSmy sie, i co z tego wyniklo? Jesli
popatrzymy doglebnie na réwnanie (1) i poprzedzajace rozumowanie, to
otrzymamy kilka wnioskow.

Po pierwsze, rozwiazaliSmy kazdy ruch jednostajnie przyspieszony, konkretne
krzywe pojawia si¢ dla réznych wartosci £, ktéra w pewien sposéb zalezy od
parametrow ukladu. W dodatku okazuje sie, ze réwnanie, zatem i rozwiazanie,
wyglada identycznie dla dwéch réznych uktadow, ale o takiej samej wartosci €.
Po trzecie ruch jednostajnie przyspieszony zalezy tylko od stosunku pracy
wykonanej przez sile na pewnym odcinku do energii kinetycznej na poczatku
ruchu. W tak prostym przykladzie wydaje sie to oczywistym wnioskiem, ktory
moglidémy uzyskaé, nie ,kombinujac” z jednostkami, jednak w duzo bardziej
skomplikowanych uktadach takie wnioskowanie moze by¢ wielce przydatne.
Zatem przyjrzyjmy sie¢ tym bardziej skomplikowanym uktadom. ..

Liczba Reynoldsa. Zaprzegnijmy maszynerie z poprzedniego rozdziatu do
hydrodynamiki. W tekstach Sprawdz Wymiary! Jana Kalinowskiego, Zagadki
hydrodynamiki i turbulencja Zbigniewa Peradzytiskiego (ASs) oraz w wigkszosci
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Rys. 2. Pokazowa zmiana dynamiki
ukladu wraz ze wzrostem Re. Sanatoshi
Taneda, Karman vortex behind

a circular cylinder, zdjecia z An album

of fluid motion, Milton van Dyke (1982).

Zalecam lekture Albumu, pickne
ilustracje do calej gamy zjawisk
w hydrodynamice

Wielkoéé pU? moze stusznie kojarzy¢ sig
z zasadg Bernoulliego.

problemoéw z dynamiki pltynoéw pojawia sie wielkos¢ zwana liczba Reynoldsa, Re.
Mozna ja uzyskaé¢ na wiele sposobéw, réwniez korzystajac z naszej metody.

Wezmy réwnania Naviera—Stokesa (mozna o nich przeczytaé np. w artykule
Witolda Sadowskiego Réwnanie Naviera—Stokesa w Al3). Zachecam Czytelnika
do sprawdzenia wymiar6ow:

pDyit = —Vp 4+ nV2a,
gdzie: u — predko$é cieczy, Dyu — przyspieszenie cieczy (pochodna po
czasie z predkosci na sterydach), p — gesto$é cieczy, p — cisnienie, 7 —
lepko$é¢ dynamiczna (zob. Wyznaczamy wspdélczynnik lepkosci cieczy
Stanistawa Bednarka w ASg). Wiele oznaczent posiada symbol 7, tak jak
uprzednio, oznacza to, ze wyrazenie ma wymiar. Niestety musimy tutaj uzy¢
pochodnych czastkowych, ktore operacyjnie sg bardziej skomplikowane, ale ich
ubezwymiarawianie przebiega identycznie — mozna je traktowac jak zwykla
pochodna, a wiec wyrazenie w postaci np. [Vi] = [Ad/AZ]. Czyli z licznika
wyjdzie skalowanie dla @, a z mianownika skalowanie Z.

Mierzac potozenie w jednostkach pewnej charakterystycznej dtugosci L,
a predkos¢ w jednostkach charakterystycznej predkosci U, czas musimy
naturalnie mierzy¢ w L/U, i podstawiajac, dostajemy:
~ 1 ~ U
V==V Dy = —D,.
L LT
Wstawiajac do rownania Naviera—Stokesa i podstawiajac @ = uU, otrzymujemy:
U 1_ . 1 _,
prT (ul) = —ZVp+77ﬁV (ul).
Przeksztalcajac, dostajemy:

1 - n 2
DT e — .
U pUQvP+pULV U

Wprowadzajac oznaczenie Re = (pUL) /n, dostalidmy liczbe Reynoldsal

Dodatkowo widzimy, ze dobra wielkoscia charakterystyczna dla ci$nienia jest
pU?. Podstawiajac p = pU?p, koficzymy z réwnaniem:

1 _.
ﬂvzu.

Przeanalizujmy uzyskane réwnanie. Lewa strona opisuje bezwladnos¢ cieczy.
Pierwszy czlon po prawej stronie jest gradientem ci$nienia. Drugi, kolorowy
czlon po prawej stronie odpowiada za sily lepkie. Patrzac z tej perspektywy na
rownanie, dowiadujemy sie, ze liczba Re okresla, jak duzy jest wplyw sil lepkosci
na dynamike cieczy. Im mniejsza wartos¢ Re, tym lepko$¢ odgrywa wazniejsza
role. Dla wystarczajaco duzych wartosci Re wplyw lepkosci na dynamike staje
sie zaniedbywalny.

Dyu=—-Vp+

Podsumowujac, liczbe Reynoldsa Re mozna zapisa¢ jako stosunek:

bezwladnos¢ cieczy
Re =

sity lepkosci
Podsumowanie. Kazdy uklad ma swoje liczby wymiarowe, a co za tym idzie —
bezwymiarowe rownanie opisujace je. Szukanie postaci bez jednostek pozwala na
doglebne zrozumienie jego dynamiki i zaleznosci od istotnych zjawisk fizycznych.
W ruchu znajomego po rzece:

praca sit

energia kinetyczna’
w prostych uktadach hydrodynamicznych:
_ bezwladnos¢ cieczy

Re =

sity lepkosci
w artykule Nawijanie miodu z A3L:

sity lepkosci
 sily grawitacji’
Przykladéw jest wiele, szczegdlnie w dynamice plynéw (polecam strone
Dimensionless numbers in fluid mechanics na Wikipedii), ale pojawiaja sie
wszedzie. Zatem: Skladajcie wymiary do 1!
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*Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski
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Rys. 1. Okregi z rodziny O narysowane sa
na czarno, a okregi z rodziny Q — na
czerwono. Dowolny czarny okrag jest
prostopadly do dowolnego czerwonego

Rys. 2. Pogrubiona prosta to biegunowa
Q wzgledem w

Rys. 3. Pogrubiona prosta to biegunowa
Q wzgledem o

Pek wiadomosci o pekach okregéw
tukasz RAJKOWSKI*

Opublikowany w niniejszym wydaniu Delty artykul Stanistawa Majchrzaka
garéciami czerpie z klasycznych poje¢ geometrii elementarnej. Pojawia sie

w nim réwniez haslo pek okregéw, ktore moze by¢ obce nawet co bardziej
zaawansowanym nasladowcom Euklidesa. Aby oszczedzié¢ Czytelnikowi
przeszukiwania Internetu (ktéry zwlaszcza w polskojezycznej odstonie jest
w tym zakresie do$¢ ubogi w informacje), prezentujemy tutaj przeglad
podstawowych informacji na temat tej wdziecznej geometrycznej konfiguracji.

Tak jak zostalo to juz wspomniane w przytoczonym artykule, przyktadem peku
okregéw jest rodzina wszystkich okregéw przechodzacych przez ustalone dwa
punkty X i Y. Wéweczas prosta XY jest osig potegowq (patrz Deltoid w A3,)
dowolnej pary okregéw z tej rodziny, ktéra z tego wzgledu nazywa sie czasem
okregami wspolosiowymi. Oznaczmy owa rodzine jako O, a jej wspdlna o$
potegowa jako k.

Wybierzmy na k dowolny punkt P. Poprowadzmy z P styczna do dowolnego
okregu o € O i niech T bedzie punktem stycznosci (rys. 1). Wéowezas

PT? = PX - PY (co wynika z definicji osi potegowej). Oznacza to, ze okrag w
o $rodku P i promieniu vV PX - PY jest prostopadly do o, czyli styczne do
tych okregéw w punkcie przeciecia sa prostopadte. Z dowolnosci wyboru o
okrag w jest prostopadly do wszystkich okregéw z rodziny O. Rodzine tak
skonstruowanych okregéow w dla réznych wyboréw punktu P na prostej k
oznaczmy przez ).

Mozna pokazaé, ze osia potegowsg dowolnych dwoch okregéow z rodziny € jest
symetralna [ odcinka XY . Dlatego €2 réwniez nazywana jest rodzina okregdéw
wspotosiowych lub tez pekiem — tym razem jednak sa to okregi parami roztaczne
i dlatego to drugie okreslenie moze byé odrobine mylace. Ogélnie okregami
wspdlosiowymi nazwiemy kazda rodzine okregéw, dla ktorej istnieje prosta
bedaca osig potegowa dowolnej pary okregéw z tej rodziny. Jesli nie mozna jej
powiekszy¢ o zaden dodatkowy okrag, mowimy o peku okregow.

Wybierzmy dowolny punkt @ i okrag w € Q. Poprowadzmy biegunowq Q
wzgledem w — definicja biegunowej pojawita sie juz w artykule Stanistawa
Majchrzaka. Udowodnimy, ze dla réznych wyboréw okregu w utworzone w ten
sposéb proste przecinaja sie w jednym punkcie. W tym celu przypomnimy
alternatywna definicje biegunowej (patrz KPO w Al;) — jest to prosta
prostopadla do odcinka taczacego dany punkt ze srodkiem okregu, przechodzaca
przez obraz inwersyjny tego punktu wzgledem okregu. Czytelnikom, ktorym
obce jest pojecie inwersji, a ktérzy mimo to pragng doczytaé¢ ten tekst do konca
(co jest godne pochwaly!), polecam Deltoid z numeru |A3; oraz artykul Michata
Migkiewicza z AY,. Dla nas istotne bedzie jedynie to, ze inwersja wzgledem
okregu k o Srodku w punkcie K zachowuje pélproste wychodzace z punktu K
oraz okregi prostopadtle do k.

Narysujmy teraz okrag og opisany na tréjkacie XY Q. Oczywiscie og € O,
zatem o jest prostopadly do wszystkich okregéw z 2, w tym w. Dlatego

obraz inwersyjny @ wzgledem w to punkt R przeciecia o z pélprosta ze

srodka w do @ (rys. 2). Zas odpowiednia biegunowa to prosta prostopadla

do wspomnianej polprostej, przechodzaca przez R. Oznacza to jednak, Ze
biegunowa ta przechodzi przez punkt Q’, antypodalny do @ w okregu og (gdyz
kat QRQ' jest prosty). Udowodniliémy w ten sposéb, ze biegunowe punktu Q
wzgledem okregéw z rodziny ) przecinaja sie w punkeie @’ (zaleznym tylko od
punktéow X, Y i Q).

Udowodnimy teraz, ze biegunowe @ wzgledem okregéw z O réwniez przecinaja
sie w jednym punkcie. Pomyst jest doktadnie taki sam — wystarczy udowodni¢,
ze istnieje okrag w¢q nalezacy do Q, ktéry przechodzi przez (). Wéwczas
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Klub 44 F

i

I

Czoltéwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
778 (WT = 1,95), 779 (WT = 3,15)

z numeru 5/2024

Pawel Perkowski Ozaréw Maz. 5-43,19

Jacek Konieczny Poznan 40,87
Konrad Kapcia Poznan 2-39,97
Tomasz Wietecha Tarnéw 17-30,38
Andrzej Nowogrodzki

Chocianéw  3-27,19
Jan Zambrzycki Bialystok 4-25,85

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
881 (WT =1,5) i 882 (WT = 2,27)

z numeru 5/2024

Adam Woryna Ruda Sl. 44,68
Michal Adamaszek Kopenhaga 42,89
Szymon Kitowski Warszawa 41,11
Witold Bednarek Lo6dz 38,79
Krzysztof Zygan Lubin 37,56
Mikotaj Pater 36,34
Tomasz Wietecha Tarnéw 35,18
Andrzej Daniluk Warszawa 34,46
Jedrzej Biedrzycki 32,29
Andrzej Kurach Ryjewo 31,79

Pan Adam Woryna, Weteran naszej ligi
juz od kilkunastu lat, teraz znéw bardziej
aktywny, autor kilku bardzo ciekawych
zadan, wlasnie wykonal czwarta runde.

Klub 44 M
1-44

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwiazania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwiagzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Oceng mnozymy przez

wszystkie rozwazane biegunowe beda musialy przechodzié¢ przez punkt Q"
antypodalny do Q w wg. Skonstruowanie okregu wg nie jest trudne — potrzeba
(i wystarcza), by byl on prostopadly réwniez do okregu og. Dlatego érodek
szukanego okregu wq lezy na prostej stycznej do og w punkcie Q. Srodek

ten lezy tez na prostej k, co pozwala na jego wyznaczenie i w konsekwencji
lokalizacje punktu Q”, w ktérym przecinajg sie wszystkie biegunowe punktu Q
wzgledem okregéw z O.

Na zakonczenie wybierzmy w peku O dowolne dwa prostopadle okregi

i dotaczmy do nich dowolny okrag z €. Dostaniemy trzy okregi, z ktorych kazde
dwa sa prostopadle — ciekawa wlasnos¢ jak na prostopadlo$é. A czy mozliwa jest
taka konfiguracja czterech okregow?

Termin nadsylania rozwiazan: 28 II 2025

Zadania z fizyki nr 788, 789
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

788. Na gladkim stole lezy uklad klockéw przedstawiony na rysunku 1.
Wspoélezynnik tarcia miedzy klockami o masachM i m wynosi p. Klocki

o masach m polaczone sa niewazka, nierozciagliwa nicia. Prawy dolny klocek
ciggniety jest réwnolegle do stotu sila F. Znalezé przyspieszenia wszystkich
klockéw.

789. Szesciokatny otéwek popchnieto wzdtuz plaszczyzny poziomej jak na
rysunku 2. Jaki musi by¢ wspolczynnik tarcia p miedzy otéwkiem a plaszczyzna,
aby otéwek $lizgal sie po plaszczyznie i nie obracal?

Rys. 1

Zadania z matematyki nr 891, 892
Redaguje Marcin E. KUCZMA

891. Znalezé wszystkie liczby rzeczywiste ¢, spelniajace dla kazdej liczby
catkowitej n > 0 warunek: cos(2"¢) < 0.

892. Dana jest liczba naturalna n > 2. W turnieju badmintona bierze udzial
n zawodnikéw; kazdy z kazdym rozgrywa jeden mecz, nie ma remiséw. Dla
kazdej liczby k € {0, ...,n—1} wyznaczyé maksymalng wartosé, jaka moze
osiagnac liczba zawodnikow, ktorzy zakonczyli turniej, majac doktadnie

k wygranych meczéw.

Zadanie 892 zaproponowal pan Michal Adamaszek z Kopenhagi.

wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania

z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje

on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana

do ponownego udziatu. Trzykrotne czltonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.

21



@Prosto z nieba: Woda pod powierzchnig Marsa

Na podstawie obserwacji powierzchni Marsa wiemy, ze ponad trzy
miliardy lat temu duza jego czes¢ pokrywata woda. Widzimy $lady
pozostawione przez rzeki, jeziora, a nawet oceany. Niestety z przyczyn,
ktérych nie do konca rozumiemy, Mars utracil wigkszosé swojej atmosfery,
a co za tym idzie i wody. Tylko niewielka iloé¢ pozostata na Marsie

w postaci lodu (gléwnie czapy lodowej na biegunie péinocnym Marsa) lub
zostala zwigzana w mineralach. Dzi§ powierzchnia Marsa to pustynia. Na
tym skoriczylaby sie cala historia wody na Marsie, gdyby nie hipoteza,

ze duza jej ilos¢ moze by¢ ukryta gleboko pod powierzchnia planety.
Dotychczas nie mieliSmy na to dowodoéw poza spekulacjami — skoro

duza cze$¢ wody na Ziemi znajduje sie pod ziemia, to nie ma powodu,
aby tak nie bylo réwniez na Marsie. OczywisScie potwierdzenie istnienia
takich zbiornikow wody na Marsie zdecydowanie ulatwiloby nam od
dawna zapowiadane misje zalogowe i potencjalna kolonizacje. Byloby

tez kluczowe w zrozumieniu ewolucji klimatu, powierzchni i wnetrza
Czerwonej Planety. Nie wspominajac juz o tym, ze woda jest niezbedna
do podtrzymania zycia, takiego, jakie znamy, i teoretycznie mogty sie

w niej rozwinaé proste formy zycia.

Dobra wiadomos¢ jest taka, ze naukowcy z Uniwersytetu Kalifornijskiego
w San Diego wtasnie znalezli dowdd na istnienie wody w stanie cieklym

Zdjgcia powierzchni Marsa wskazujace na trwaly  gleboko pod powierzchnia Marsa. Odkrycia dokonano przy pomocy sondy

przeplyw wody w przeszlosci. Zrédlo zdjecia:

NASA/JPL/Malin Space Science Systems

Nie jest to pierwszy dowd6d na istnienie
wody na Marsie. O stonych jeziorach pod
lodowcem Marsa pisaliSmy w Nowe
odkrycie sugeruje jednak, ze zbiorniki
wody w stanie cieklym pod powierzchnia
Marsa sg powszechnym zjawiskiem.

InSight. Jest to bezzalogowa, stacjonarna sonda, ktéra w 2018 roku
wyladowala na Marsie. Wyposazona jest m.in.

w sejsmometr, ktory przez 4 lata, do grudnia 2022 roku, nastuchiwat

i rejestrowal trzesienia ziemi w glebi Czerwonej Planety. W tym czasie bylo

ich 1319. Mierzac predkosé przemieszcezania sig fal sejsmicznych, naukowcy

byli w stanie ustali¢, przez jaki material sie one przemieszczaja. Tych samych
technik uzywa sie do poszukiwania wody lub ropy i gazu na Ziemi. Analiza
sygnaléw sejsmicznych zarejestrowanych przez InSight wykazata obecnosé¢ wody
na glebokosci od 10 km do 20 km pod powierzchnia Marsa.

InSight jest sonda stacjonarna, przez co jest ona w stanie rejestrowaé trzesienia
ziemi tylko bezposrednio pod swoimi ,stopami”. Naukowcy spodziewaja

si¢ jednak, ze odkryta wtasnie warstwa ziemi nasycona woda rozciaga sie

na cala planete. Oczywiscie, aby to udowodnié¢, musielibySmy dokonaé
pomiaréw sejsmicznych w réznych cze$ciach Marsa. Ale jesli tak jest i skorupa
Marsa jest podobna na calej planecie, to wedlug naukowcow z Uniwersytetu
Kalifornijskiego moze sie w niej znajdowaé¢ wiecej wody niz szacowana objetosé
hipotetycznych starozytnych marsjanskich oceanow.

Podobnie jak na Ziemi, gdzie wody gruntowe sa polaczone z powierzchnia
poprzez rzeki i jeziora, z pewnoscig bylo tak réwniez w przesztosci Marsa,

a wody gruntowe, ktore wlasnie odkryto, sa zapisem tej przeszlosci. Nie wiemy
jednak, jaki jest doktadnie sktad chemiczny tej wody. Zapewne nie tworzy

ona tez podziemnych jezior czy rzek, tylko co§ w rodzaju podziemnego blota

— glebokie osady ziemi w skorupie Marsa sa nasycone ciekla woda lub tworza
warstwy wodonosne. Problemem jest tez gleboko$é¢, na jakiej poktady wody sie
znajduja. Raczej nie bedziemy w stanie do nich dotrzeé¢ w najblizszej przysztosci.
Najglebszy odwiert badawczy na swiecie ma gleboko$¢ troche ponad 12 km, ale
typowe odwierty siegaja ,,tylko” 1 km w glab ziemi i wciaz stanowia wyzwanie
pod wzgledem wymaganej energii i infrastruktury. Dokonanie podobnego
wyczynu na Marsie moze by¢ nie lada wyzwaniem i wymagaloby nakladu
ogromnych $rodkéw.

Anna DURKALEC

Zaklad Astrofizyki, Departament Badan Podstawowych, Narodowe Centrum Badan Jadrowych
Artykul oparty na publikacji: Vashan Wright, Matthias Morzfeld i Michael Manga, ,,Liquid

water in the Martian mid-crust”, The Proceedings of the National Academy of Sciences
(PNAS), 121 (35).
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https://www.deltami.edu.pl/2021/02/prosto-z-nieba-jeziora-pod-powierzchnia-marsa/

fNiebo w grudniu

Grudzien oznacza najdtuzsze noce i najkrotsze dni w ciagu roku. Jak zawsze,
okolo 13 grudnia nastepuje najwczesniejszy zachdéd Storica. Natomiast 8 dni
pdzniej Stornice osiagnie najbardziej na poludnie wysuniety punkt na ekliptyce

i tym samym zacznie si¢ astronomiczna zima. Réwniez jak co roku najpézniejszy
wschod Stonica ma miejsce na przetomie grudnia i stycznia.

W ostatnim miesiacu roku na naszym niebie mozna dostrzec wszystkie planety
Uktadu Stonecznego. Wieczorem widocznych jest az pie¢ z nich. Wenus, Saturn
i Jowisz sa latwe do zauwazenia golym okiem, gdyz sg najjasniejszymi zrédtami
Swiatla w swojej okolicy. Do odnalezienia Neptuna i Urana potrzebna jest
lornetka lub teleskop. Ich identyfikacje utatwi tez Ksiezyc, ktéry w trakcie
miesiaca spotka sie z kazda z tych planet.

Nocne obserwacje warto zacza¢ od Wenus, ktéra
zachodzi najwczedniej. Planeta zbliza sie do styczniowej
maksymalnej elongacji, a dzieki wzrastajacemu
nachyleniu ekliptyki do wieczornego widnokregu

w najblizszych miesiacach stanie si¢ ona ozdoba
wieczornego nieba. W grudniu Wenus zmniejszy
dystans do Saturna do 16°. W tym czasie $rednica
tarczy planety urosnie z 17" do 23", a jasno$é¢ z —4,1™
do —4,4™. Réwnoczednie faza planety spadnie z 67%
do 55%. O zmierzchu planeta stopniowo zwickszy
wysokosé z 10° do 21°.

Ciekawe spotkania z innymi cialami niebieskimi Ksiezyc
zacznie wlaénie od Wenus. 1 grudnia Srebrny Glob
przejdzie przez néw, a blisko drugiej planety od Stonca
znajdzie si¢ 3 i 4 dni pdézniej. Najpierw w fazie 12%
pokaze sie w odleglosci 5°, na godzinie 5 wzgledem niej,
a nastepnie, w fazie zwiekszonej do 19%, przeniesie sie
na pozycje 8° na lewo od Wenus.

8 dnia miesiaca Ksiezyc przejdzie przez I kwadre,
spotykajac si¢ jednoczednie z para planet
Saturn—Neptun. W grudniu dystans miedzy tymi
planetami wynosi okoto 14°. Szésta planeta od Storica
$wieci blaskiem 41", prezentujac w teleskopach tarcze
o $rednicy 17”. Stosunek malej do wielkiej osi pierScieni
Saturna zacznie spadaé, i zmniejszy sie do 0,08. Neptun
natomiast Swieci blaskiem +7,8™, i nie da sie go
dostrzec golym okiem. Réwniez 8 grudnia planeta
zatrzyma si¢ na niebie, okoto 38’ na péinocny wschod
od gwiazdy 20 Psc, i zmieni kierunek ruchu na prosty.
Tego wieczora Ksiezyc pokaze sie 5° na poélnocny
wschod od Saturna, a dobe pdzniej przyjmie podobne
potozenie wzgledem Neptuna.

W kolejnych dniach Srebrny Glob przeniesie sie na
wschodnia czeéé¢ wieczornego nieba, gdzie w dniach

13 i 14 grudnia pokaze si¢ najpierw 7° od Urana,

a potem 5° na poéinoc od Jowisza, prezentujac faze,
odpowiednio, 96% i 99%. Jednoczesnie Ksiezyc spotka
sie z Plejadami, zakrywajac niektore z gwiazd gromady.
Uran znajdzie si¢ po przeciwnej stronie Ziemi niz Stonce
17 listopada, a Jowisz uczyni to samo 7 grudnia. Uran
osiaga jasno$¢ +5,6™, i do jego obserwacji dobrze uzy¢
lornetki. Jowisz natomiast $wieci blaskiem —2,8™, przy
$rednicy tarczy 48"”. Trudno zatem przegapi¢ go na
niebie. Uran do konica miesigca zwiekszy dystans do
gwiazdy 13 Tau do 4,5°. Jowisz za$ pokona w grudniu
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okolo 4° na tle gwiazdozbioru Byka, zblizajac sie na
niecate 5° do Aldebarana.

W ukladzie ksiezycéw galileuszowych Jowisza warto
zwrécié uwage na przejécie Kallisto na potudnie od
tarczy planety 4 i 20 grudnia i na péinoc 29 grudnia
czy przejscie Ganimedesa ze swoim cieniem w nocy
z 8 na 9 grudnia (ciert tuz przy swoim wlascicielu)
oraz 16 grudnia rano (ciel juz wyraznie dalej na
wschdd).

Przez wigksza czes¢ nocy widoczny jest Mars,

ktoéry zbliza sie do styczniowej opozycji. 7 grudnia
planeta zawrdéci na niebie tuz nad trapezem gwiazd
otaczajacych jasng gromade otwarta gwiazd M44

w Raku i powedruje w kierunku BliZniat. W grudniu
Mars pojasnieje od —0,5™ do —1,3™, zwiekszajac przy
tym $rednice swojej tarczy od 11" do 14”. Ksiezyc
spotka si¢ z planeta 18 dnia miesigca, w fazie 90%.

O Swicie zblizy si¢ doni na odleglosé 2°. Dysponujac
teleskopem, mozna prébowaé zaobserwowaé zakrycie
Marsa przez Ksiezyc, do ktérego dojdzie okoto godziny
10:17. Jednak bedzie to duze wyzwanie, gdyz nie tylko
dojdzie do niego za dnia, ale tez tuz przed zachodem
obu cial Ukladu Slonecznego w Polsce.

20 grudnia rano Ksiezyc w fazie 75% minie

w odlegloéci 2° Regulusa, najjasniejsza gwiazde Lwa,
by trzy dni péZniej przejs¢ przez ostatnia kwadre.

25 grudnia natomiast cienki juz sierp Srebrnego Globu,
w fazie 30%, wzejdzie 4° od Spiki, w Pannie. 28 grudnia
do kolejnego nowiu pozostanie niewiele ponad 2 dni,

i Ksiezyc w fazie 7% zajmie pozycje 4° na prawo od
Antaresa w Skorpionie. A odkladajac te odlegtos¢
jeszcze dwukrotnie i troszke wyzej, natrafi sie na
Merkurego.

Pierwsza planeta od Storica 25 grudnia osiagnie
maksymalna elongacje zachodnia, wynoszaca 22°,

i ozdobi poranne niebo od potowy grudnia do pierwszej
dekady stycznia. Pod koniec miesiaca o $wicie Merkury
wzniesie sie na wysokos¢ 6° i przy czystym niebie
powinno sie go doé¢ tatwo odnalezé nawet bez pomocy
lornetki, gdyz jego jasnos$é przekroczy —0,3™. Uroénie
takze faza tarczy planety — od 35% do 75%, spadnie
jednak jej érednica — do ponizej 6.

Ariel MAJCHER



Rozwigzania zadan ze strony 7

& Rozwiagzanie zadania M 1801.

N

ur /
=

A K B

Zauwazmy, ze trojkaty M DL i CDM sa podobne,

a skala ich podobienstwa jest réwna 2 (CD = 2M D,

DM = 2DL, kat przy wierzchotku D jest wspdlny).

W szczegblnosci MC = 2M L. Podobnie M B = 2M K.

7 zalozenia BC = 2K L, wiec tréjkat M KL jest podobny
do tréjkata M BC. Zatem x LMK = xCM B, a stad
XLMC = xKM B. Oznacza to, ze trojkat LMC jest
podobny do tréjkata KM B. Ale LC = KB, wiec te
trojkaty sa przystajace, skad otrzymujemy, ze BM = C'M.

ﬁ Rozwigzanie zadania M 1802.
Na poczatku zauwazmy, ze nie ma znaczenia, w jakiej
kolejnosci zmieniane sg znaki, wazne jest tylko to, w jakich
wierszach i kolumnach (w skrécie liniach) nastepuje
zmiana i ile razy. Jesli w danym ruchu dwukrotnie
zmienimy znaki, to nic si¢ nie zmieni. Dlatego wystarczy
zmieni¢ znaki nie wiecej niz raz w kazdej linii.
Zal6ézmy, ze udato nam sie uzyskac¢ wszystkie plusy,
zmieniajac znaki w k kolumnach i r wierszach. Jezeli
k 4+ r > n, zaznaczmy na czerwono wszystkie linie,
w ktérych zmieniliSmy znaki. Znak zmienil si¢ tylko
w polach nalezacych do doktadnie jednej czerwonej
linii. Ale wtedy te same pola naleza do dokladnie jednej
niepomalowanej linii. Dlatego tez rezultat byltby taki
sam, gdybysmy zmienili znaki w niepomalowanych liniach,
a tych jest doktadnie

(n—k)+(n—-r)=2n—(k+7)<n.

i Rozwigzanie zadania M 1803.
Roéwnanie 222 — y? = 1 ma rozwiazanie (z,y) = (1,1).
Ponadto zachodzi réwnoéc:
2(3x + 2y)? — (4z + 3y)? = 22 — ¢,

Jedli zatem (z,y) rozwigzuje réwnanie 222 — y? = 3, to
(3x + 2y, 42 + 3y) réwniez, stad rozwiazan jest nieskoriczenie
wiele. Wezmy takie rozwiazanie, dla ktérego y > 1000
i niech n = 3xy. Wéwczas 2n? = 622 * 3y = (3y% + 3) -
(3y?) = 22 + z — 2, gdzie z = 3y? + 1. Rozwazmy 4 kolejne
liczby i ich odpowiednie rozklady:

dn* —2= (22 - 2)(22 +22 - 1),

4n* —1 = (2n? = 1)(2n* + 1),

an* = 2n? . 2n?,

dn* +1 =20 +2n+1)(2n% —2n +1).
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Liczba 4n? jest oczywiécie prawie kwadratem, natomiast
z zalozenia y > 1000 dostaniemy, ze kazdy z utamkdéw
2?2 -2 2n? -1 2n?—-2n+1
22422—1" 2n241" 2n2 4+ 2n+1
jest réwny co najmniej 0,99 — wiec liczby 4n* — 2, 4n* — 1,
4n* 4+ 1 sg réwniez prawie kwadratami.

Uwaga: Dobor liczb inspirowany jest toZsamosciqg Sophie
Germain. Réwnanie 222 — y? jest natomiast przykladem
rownania typu Pella i pod tym haslem mozna znalezé
wiecej informacji o sposobach znajdowania jego rozwiazan.

i Rozwigzanie zadania F 1109.

Predkosé, v, ciala obiegajacego po orbicie o promieniu r
Srodek sferycznie symetrycznego rozkladu masy zalezy
jedynie od M (r), tj. wielkoSci masy wewnatrz kuli

o promieniu r, i wynosi (G oznacza stala grawitacji):

o(r) = 1/ G]‘f(’“).

Znajac v(r), mozemy wyznaczy¢ M (r):

vir
o
W przypadku sferycznego rozkladu masy mamy:

dM d [ v?r
== = A4nr? =— | —].
dr mrp(r) dr ( G >

Po obliczeniu pochodnych otrzymujemy:

1 9 dv
= — 20r— | .
p(r) 4dr2G (U e dr)

W obszarze, gdzie v nie zmienia si¢ ze zmiana r, mamy
wiec:

M(r) =

2

0= TG

E& Rozwigzanie zadania F 1110.
Czastki (krople) blota odrywaja sie z predkoscia
styczna do kota i co do wartosci réwna predkosci
roweru. Przeanalizujmy ruch kropli, ktora oderwala si¢
z konica promienia tworzacego kat ¢ z pionem (liczac
od powierzchni drogi). W momencie oderwania kropla
znajdowala si¢ na wysokosci h = R(1 — cos¢) nad
droga i miala pionowa skltadowa predkosci réwna v sin ¢.
Najwyzszy punkt toru jej ruchu (,rzut ukoény”) znajdowal
sie wiec na wysokosci:
v?sin? o

2

Przyréwnajmy pochodna H wzgledem ¢ do zera:

v? sin ¢ cos

H=R(1—cosp)+

H' = Rsinp + 0.

Gdy v? < gR, pochodna zeruje sie jedynie dla ¢ = 0 lub
» = 7 i maksymalna wysoko$¢ H = 2R (dla ¢ = 7). Gdy
v? > gR, zerowaniu pochodnej odpowiada takze warunek:

_ 9k
COsS = 7’072,
co odpowiada ¢ > 7/2 i:
gR%z  ?
H=Rr+2% 7
+ 202 + 2g
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Uepez Op DIMOZESA\

Konstrukcje indukcyjne
Barttomiej BZDEGA

Jednym z najprostszych przykladow omawianych tu konstrukeji jest nastepujace
rozumowanie, znane juz Euklidesowi. Niech p1,po,...,p, beda réznymi liczbami
pierwszymi. Dowolny dzielnik pierwszy p,y1 liczby pips . ..p, + 1 jest rézny od
P1,D2, - - -, Pn- Mozemy w ten sposéb utworzy¢ nieskonczony ciag réznych liczb
pierwszych.

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Ogdlna idea jest nastepujaca. Majac juz obiekty Aj, Ao, ..., A,, uzywamy ich
w jakis sposéb do skonstruowania kolejnego obiektu A, 1. Tymi obiektami
mogg by¢ liczby, ale réwniez zbiory, funkcje, konfiguracje geometryczne badz
kombinatoryczne i wiele innych.

Jako dodatkowe przyktady podam tu dwa zadania, ktore ukazaly sie juz
w kaciku numer 7 (Ay), poswieconemu indukcji.

Przyktad 1. Dla kazdego calkowitego dodatniego n istnieje n-cyfrowa
wielokrotnos¢ liczby 2™, w ktérej zapisie nie ma innych cyfr niz 1 i 2.

Rozwigzanie. Powiedzmy, ze dla pewnego n znamy juz szukana liczbe a,,.
Wykazemy, ze mozemy przyjaé any1 = an + 10" lub ap41 = an +2-10™. Sa to
liczby (n + 1)-cyfrowe powstale przez dopisanie na poczatku zapisu dziesietnego
liczby a,, cyfry 1 lub 2. Zapiszmy a,, = k- 2™ dla pewnego naturalnego k. Wéwczas

an + 10" = (k +5") - 27, an +2-10" = (k+2-5%) 2™
Jedli k jest liczba nieparzysta, to pierwsza z powyzszych liczb dzieli sie
przez 2"+ a jedli parzysta — druga. Konstrukeje rozpoczynamy od a; = 2.

Przyktad 2. Dla kazdej liczby naturalnej n > 7 mozna tak umiesci¢ na okregu
liczby od 1 do n, by warto$¢ bezwzgledna réznicy sasiednich liczb zawsze byla
kwadratem liczby naturalne;j.

Rozwigzanie. Wykazemy mocniejsza teze — mozna to zrobi¢ tak, by dodatkowo
liczby n i n — 1 sasiadowaly. Jesli znamy takie rozmieszczenie dla n liczb, to
mozemy latwo otrzymaé¢ analogiczne dla n + 3 liczb — wystarczy pomiedzy n
in— 1 wpisaé kolejno: n+ 1, n + 2, n 4+ 3. Aby dokoniczy¢ dowdd, trzeba jeszcze
podaé konstrukcje dla n = 7,8,9. Sa one nastepujace:

7,6,2,1,5,4,3; 8,7,6,5,1,2,3,4; 9,8,4,3,7,6,2,1,5.
Bardzo istotne jest, by oprocz kroku indukcyjnego konstrukcji sformutowaé
i uzasadni¢ odpowiednie warunki poczatkowe, gwarantujace, ze dane obiekty
istnieja dla kazdego n, ktore nas interesuje.

Zadania

1. Udowodnié, ze dla n > 1 w wyrazeniu 0 + 1 + 2 4 ... + n mozna zamieni¢
niektére ze znakéw + na — w taki sposéb, by jego wartos¢ byla réwna 0 lub 1.

2. Dowie$é, ze dla kazdego naturalnego n > 2 istnieje wieloScian wypukly, ktorego
$cianami sa: jeden kwadrat i 2n trojkatéw rozwartokatnych.

3. Dane sg wektory ¢, ¥, U3, . . ., kazdy o dlugosci 1. Udowodnié, ze istnieja liczby
€1,€2,€3,... ze zbioru {—1,1} o tej wlasnosci, ze dla kazdego calkowitego
dodatniego n zachodzi nieréwno$é |e177 + e2ts + . . . + €,0,| < V7.

4. Wykazaé, ze istnieje ciag liczb calkowitych dodatnich, w ktérym kazda
liczba catkowita dodatnia wystepuje dokladnie raz, a przy tym kazdy wyraz,
poczawszy od drugiego, jest dzielnikiem lub wielokrotnoscia poprzedniego
wyrazu (II WLM).

5. Udowodnié¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 3 istnieja dwa rozlaczne
n-elementowe zbiory, A i B, zawierajace wylacznie liczby caltkowite dodatnie
spelniajace nastepujacy warunek: sumy wszystkich elementéw w zbiorach A
i B sg rowne oraz iloczyny wszystkich elementéw w zbiorach A i B sa réwne
(LXI OM).

6. Dowiesé, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 istnieje n-elementowy zbiér A
liczb catkowitych dodatnich o nastepujacej wlasnoéci: dla kazdych dwdéch
réznych elementéw a,b € A zachodzi réwno$é NwD(a, b) = |a — b| (XIV WLM).

7. Udowodnié, ze dla n > 12 istnieje permutacja (a1, as, ..., ay,) ciagu (1,2,...,n)
o nastepujacej wlasnosci: ay + k jest kwadratem liczby naturalnej dla kazdego
ke{l,2,...,n}.
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| 477. Xonkurs UCZNIOWSKIC
PRAC Z MATEMATYKI
IM. PAWLA Doyaﬁsxmﬁn

W konkursie biorg udziat matematyczne, tworcze prace
napisane przez ucznidw szkot ponadpodstawowych
oraz podstawowych w klasach 7-8.

Mowigac krotko: nalezy udowodnic cos,

czego jeszcze nikt inny nie udowodnit!

Regulamin konkursu, lista dotychczasowych laureatow,
niektore prace oraz wiele innych przydatnych informacji:

deltami@mimuw.edu.pl
www.deltami.edu.pl/delta/redakcja/konkurs_prac_uczniowskich Delta.czasopismo
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