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Rys. 1. Konstrukcja pieciokata foremnego
wedlug Y. Hirano. Zaznaczone punkty to
$rodki odpowiednich okregéw

Rys. 2. Ztoty tréjkat

Twierdzenie o zlotym tréjkacie mozna
proéciej udowodnié, korzystajac

z obserwacji, ze w pigciokacie foremnym
z bokami o dlugosci a i przekatnymi

o dlugosci b zachodzi % = ¢, ktéra to
réwnoéé¢ udowodniliSmy w naszym
artykule Elegancki dowdd twierdzenia
Ptolemeusza w A§4.

Rys. 3. Analiza konstrukcji Hirano

Elegancka konstrukcja
pieciokata foremnego
Krzysztof R. APT*

Konstrukcja pieciokata foremnego jest oméwiona w Elementach Euklidesa

i stanowi zwienczenie szeregu wczesniej wystepujacych w tym dziele rezultatow.
Robin Hartshorne, autor ksiazki, ktora jest swego rodzaju przewodnikiem

po Elementach, napisal: | Jedli istnieje cos takiego jak piekno w dowodzie
matematycznym, to wierze, ze dowdéd Euklidesa poprawnosci konstrukeji
pieciokata foremnego tworzy standard picknego dowodu”.

Celem tej notki jest przedstawienie eleganckiej i szczegoélnie prostej konstrukeji
pieciokata foremnego, przypisywanej japonskiemu matematykowi z XIX wieku,
Yosifusie Hirano (zobacz: A. Bogomolny, http://www.cut-the-knot.org/,
Regular pentagon construction by Y. Hirano, 2014). Konstrukcja ta opiera sie
na nastepujacym prostym rysunku (rys. 1).

Najpierw rysujemy okrag. Nastepnie wewnatrz niego rysujemy dwa okregi,
kazdy dwa razy mniejszy, tak aby stykaly sie one ze soba i z pierwotnym
okregiem (wtedy $rodki malych okregéw leza na $rednicy duzego). Na koniec
rysujemy czwarty okrag tak, aby byl styczny do mniejszych okregéw, a jego
$rodek znajdowal sie w punkcie przeciecia pierwotnego okregu z jego $rednica
prostopadla do $rednicy przecinajacej $rodki mniejszych okregéw. Wowczas
punkty przecigcia pierwotnego i ostatniego okregu okreslaja bok pieciokata
foremnego wpisanego w pierwszy okrag.

Aby udowodni¢ poprawno$é tej konstrukcji, rozwazamy najpierw tréjkat
réwnoramienny, w ktérym diugosé boku b jest w ztotej proporcji ¢ do
podstawy a (rys. 2). Taki tréjkat nazywany jest zlotym trdjkgtem. Pokazemy,
ze jego katy wynosza 36°, 72° i 72°.

W tym celu zaznaczmy odlegloéé¢ a na jednym z pozostatych bokow tréjkata,

potaczmy uzyskany punkt z przeciwleglym wierzchotkiem i nadajmy nowej

linii oraz odpowiednim katom nazwy jak na rysunku. Z zalozenia g = ¢.
VE+1

Przypomnijmy, ze ¢ = *5= jest dodatnim rozwiazaniem réwnania. Czyli
¢ spelnia réwnanie ¢2 — ¢ =1 1lub ¢ = ﬁ, a wiec

b 1 a _a

a g -1 b—a

Rozwazmy teraz pierwotny tréjkat rownoramienny i tréjkat utworzony przez
boki a, d,c. Wspoldzielg one kat -, a wlaénie pokazalidémy, ze w obu trdojkatach
boki tworzace v maja ten sam stosunek (dla pierwotnego tréjkata zachodzi
bowiem b = a + ¢). A wiec te tréjkaty sa podobne, stad a =d i 8 =4.

Wynika stad, ze tréjkat o bokach b, d, a jest rowniez réwnoramienny. Stad
a = 6, czyli katy o, 8 i 9 sg réwne. Ponadto o+ 0 = v, zatem a4+ S +~v+ 3§ =
=2a+5+4+20=58. Alea+5+v+d =180° wiec B =36°1ia+J =~ =72°.

Rozwazmy teraz rysunek 3, gdzie R jest punktem stycznosci czwartego okregu
z prawym okregiem.

Zatézmy, ze OQ = 1. Wéwcezas PO = PR = %, a wiec z twierdzenia Pitagorasa

PQ = /P02 +0Q? = % Stad QB =QR = PQ — PR = \/52_1. Oznacza to, ze

w trojkacie réwnoramiennym O@QB mamy:

0Q 2 2541 _\/5+1_¢
Q@B V5-1 (Vs-1)(5+1) 2 7

czyli OQB jest zlotym tréjkatem. Z powyzszej analizy zlotego tréjkata mamy
XQOB = 36°. Z symetrii xQOA = 36°, wiec xAOB = 72°. To pokazuje, ze
AB jest bokiem pieciokata foremnego wpisanego w pierwotny okrag.

Tekst oparty na zalgezniku 18 z ksigzki: Krzysztof R. Apt, |, A Brief History of
Mathematics for Curious Minds”, World Scientific, 2024.
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Rys. 1. W rzeczywistosci Neptun nie jest
ciemnoniebieski. O prawdziwym kolorze
Neptuna pisaliSmy w A§4. Zrédlo obrazu:
NASA/JPL-Caltech

Rys. 2. Jedna z galaktyk Kwintetu
Stefana. Na zdjeciu po lewej stronie
promieniowaniu podczerwonemu
przypisano kolor czerwony,
promieniowaniu o posrednich dtugosciach
fali przypisano kolor zielony,

a promieniowaniu o krétkich dlugosciach
fali przypisano kolor niebieski. Na zdjeciu
po prawej stronie przypisano kolory
odwrotnie: dlugim falom kolor niebieski,
posérednim zielony, a krétkim czerwony.
Zrédio zdjecia: NASA, ESA, CSA, STScl
oraz W. J. Pearson

Zdjecia w astronomii
William J. PEARSON*

Astronomia dostarcza nam wiele niesamowitych zdjeé¢. Od pieknych galaktyk
poprzez mglawice, czarne dziury az po planety Ukladu Stonecznego. Jednak
nie wszystko jest takie, jak sie wydaje. Galaktyki, gwiazdy i planety, ktére
widzimy na zdjeciach, sa prawdziwe i faktycznie istnieja. Jednak prawie
wszystkie kolory prezentowane na zdjeciach sa ,nieprawdziwe”. Na przyktad
Neptun nie jest tak naprawde ciemnoniebieski (jak na zdjeciu obok, rys. 1),

ale bardziej zielonkawo-bladoniebieski. Przyczyn, dla ktérych uzywamy
falszywych koloréw w astronomii, jest kilka, ale gtéwna jest fakt, ze obrazy
cyfrowe (RGB) sa ograniczone do kombinacji trzech koloréw: czerwonego,
zielonego i niebieskiego. Natomiast obrazy astronomiczne mogg by¢ wykonywane
w dowolnym kolorze (a konkretniej, w dowolnym pasmie widma promieniowania
elektromagnetycznego). Ponadto kolory w obrazach RGB przyjmuja wartosci
tylko od 0 do 255, podczas gdy w obrazach astronomicznych te wartosci moga
by¢ tak naprawde dowolne.

Czym jest kolor na zdjeciu astronomicznym?

Promieniowanie emitowane przez obiekty astronomiczne zawiera sie nie

tylko w granicach pasma optycznego. Na przyktad galaktyki emituja
promieniowanie w zakresie od wysokoenergetycznych promieni gamma do

fal radiowych o niskiej energii. Ludzkie oko jest w stanie dostrzec tylko
niewielka czes¢ pelnego spektrum elektromagnetycznego, a zatem nie moze
zobaczy¢ promieni gamma ani fal radiowych. Na wszelkiego rodzaju ekranach
oraz papierze rowniez nie jesteSmy w stanie odtworzy¢ tych czedci widma
elektromagnetycznego (i tak nie mogliby$my ich zobaczy¢, nawet gdyby bylo
to mozliwe). Natomiast nasze teleskopy moga ,,zobaczy¢” wszystkie te dlugosci
fal. Mozemy obserwowaé¢ promienie gamma za pomoca urzadzen takich jak
Charenkov Telescope Array lub fale radiowe za pomoca urzadzen takich jak
Atacama Large Millimeter/submillimeter Array. Sytuacja staje sie jeszcze
bardziej skomplikowana, gdy wezmie si¢ pod uwage, ze teleskopy optyczne,

np. Teleskop Kosmiczny Hubble’a, nie robia kolorowych zdje¢ (jak aparat

w telefonie). Zamiast tego wykonuja zdjecia jednokolorowe w okreslonych
pasmach promieniowania elektromagnetycznego: na przyktad czerwonym (r)
lub niebieskim (u). Inaczej moéwiac, teleskopy astronomiczne nie wykonuja zdjeé
wielokolorowych. Aby uzyskaé pickne wielokolorowe zdjecia RGB, ktére czesto
mozna zobaczy¢ w mediach, astronomowie tacza zdjecia wykonane w réznych
pasmach (kolorach).

Dzieje si¢ tak z wielu powodéw. Rézne pasma promieniowania
elektromagnetycznego dostarczaja réznych informacji o danym obiekcie
astronomicznym. Na przyklad pasma optyczne pokazuja aktualne rozmieszczenie
gwiazd w galaktykach, podczas gdy pasma ultrafioletowe i podczerwone
pokazuja miejsca, gdzie powstaja nowe gwiazdy. Gdyby astronom chciatl
sprawdzié¢, gdzie w galaktyce powstaja nowe gwiazdy w odniesieniu do tego,
gdzie znajduja sie obecne gwiazdy, to chcialby zobaczy¢ dane ultrafioletowe,
dane optyczne r i dane w podczerwieni na jednym obrazie. Moze to zrobié,
wybierajac jaki$ jeden kolor dla kazdego z tych réznych pasm. Na przykiad
danym ultrafioletowym przypisze kolor niebieski na ostatecznym obrazie, danym
optycznym w pasmie r przypisze kolor zielony, a danym podczerwonym kolor
czerwony (przyklad réznego przypisania koloréw znajduje sie na rys. 2). Wybér
ten jest nieco arbitralny, wiec inny astronom moze ustawi¢ dane optyczne r
jako niebieskie, podczerwone jako zielone, a ultrafioletowe jako czerwone. Taki
obraz nie bedzie ,,pigkny”, ale za to bedzie nidst wiele informacji interesujacych
astronoma. To oczywiscie tylko przyklad. Zazwyczaj w zdjeciach zachowuje sie
kolejnosé¢ koloréw: danym o wiekszej dtugosci fali przypisuje sie kolor czerwony,
danym o po$redniej dlugodci fali zielony, a danym o krétkiej dlugosci fali kolor
niebieski.
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Rys. 3. Ten obraz Kwintetu Stefana
sklada si¢ ze zdje¢ wykonanych w o§miu
pasmach promieniowania
elektromagnetycznego, z ktérych
wiekszos$¢ znajduje sie w podczerwieni

i nie jest widoczna dla ludzi. Zrédto
obrazu: NASA, ESA, CSA oraz STScl

Kolory fioletowy, turkusowy

i pomaranczowy sg kombinacjami koloréw
czerwonego, zielonego i niebieskiego

na obrazie RGB.

Rys. 4. Dwie galaktyki Kwintetu Stefana.
Na zdjeciach zastosowano skalowanie
liniowe (lewy gérny rég), logarytmiczne
(prawy gérny rog), pierwiastkowe (lewy
dolny rég) i odwrotno$ci sinusa
hiperbolicznego (prawy dolny rég).
Zrédlo obrazu: NASA, ESA, CSA, STScl
oraz W. J. Pearson

Troche inaczej sprawa ma sie, gdy zdjecie astronomiczne tworzy sie w celu
wywolania zachwytu u szerokiego grona odbiorcow niebedacych astronomami.
W tym przypadku priorytetem jest, aby obraz wygladal tadnie i niekoniecznie
byl przydatny naukowo. Osoba odpowiedzialna za stworzenie takiego obrazu
wybierze tylko te pasma, w ktorych dany obiekt astronomiczny bedzie
najbardziej atrakcyjny wizualnie. Na przyktad w niektérych dtugosciach fali
beda widoczne pewne atrakcyjne detale na powierzchni planety. W takim
przypadku pasma, ktére pokazuja te detale, zostana wykorzystane do utworzenia
obrazu. Przypisanie kolorow bedzie teraz mniej istotne naukowo, dlatego tworca
zdjecia skupi sie na takim doborze koloréw, aby ostateczny obraz wygladal jak
najtadniej.

Nie wszystkie pasma wykorzystane do stworzenia koncowego obrazu zawieraja
sie w zakresie widocznym dla ludzkiego oka. W tym wypadku musimy sprawic,
aby niewidoczne stalo si¢ widoczne. W powyzszym przykladzie obszaréw
formowania sie gwiazd wykorzystano niewidzialne (dla czlowieka) $wiatto
ultrafioletowe i podczerwone. Gdyby astronomowie byli zmuszeni do uzywania
tych samych kolorow, ktére zostaly zaobserwowane, nigdy nie zobaczylibySmy
niewidocznych czesci widma elektromagnetycznego i przegapilibySmy ogromna
wiekszo$¢ informacji dostepnych z kosmosu.

Jedli astronom chce stworzy¢ obraz koricowy z wiecej niz trzech zdje¢ w réznych
pasmach (na przyklad obraz Kwintetu Stefana wykonany przez Kosmiczny
Teleskop Jamesa Webba, widoczny na rysunku obok, zawiera dane z 8 pasm)
musi do podstawowych trzech koloréw: czerwonego, zielonego i niebieskiego,
dotozy¢ dodatkowe kolory: na przyktad fioletowy, turkusowy lub pomaranczowy.
Alternatywnie moze wykorzystaé , kolory astronomiczne”, czyli réznice wartosci
sygnalu pomiedzy dwoma pasmami, takimi jak na przyktad u — r, przypisaé¢ do
kanaltu czerwonego, zielonego lub niebieskiego.

Jasnosé i kontrast zdjeé astronomicznych

Astronomowie dokonuja rowniez edycji wzglednej jasnoéci pikseli podczas
tworzenia obrazéw RGB. Dane astronomiczne sa duzo bardziej szczegotowe

niz typowe zdjecie RGB w naszym komputerze. Zmierzone przez teleskop
wartosci naswietlenia pojedynczego piksela moga mieé¢ rozdzielczosé od 0

do 100 000, a czesto nawet wieksza. Wartosci pikseli w obrazie RGB moga
mie¢ tylko wartosci czerwone, zielone i niebieskie w zakresie od 0 do 255

(w kodowaniu 8-bitowym). Aby , przettumaczy¢” obraz astronomiczny na obraz
RGB, konieczne jest zastosowanie mapowania miedzy danymi astronomicznymi
a wartosciami 0-255 dostepnymi w obrazach RGB.

Jednym ze sposobdw jest liniowe skalowanie obrazéw. Zasada takiego
skalowania jest prosta. Nalezy przyporzadkowaé najwiekszej warto$ci w danych
astronomicznych (na przyktad 100000) wartosé 255, a najmniejszej wartosci
(na przyklad 10) przyporzadkowaé 0 i dopasowaé liniowo wszystko pomiedzy.
Metoda ta zadziala, ale niestety niezbyt dobrze. Trudnosé jest taka, ze w danych
astronomicznych zazwyczaj nie ma wielu jasnych pikseli w poréwnaniu do ilosci
pikseli o stabym sygnale. W rezultacie koncowy obraz RGB bedzie mial jeden
jasny punkt otoczony ciemnoscia. W tej ciemnosci bedg znajdowaly sie detale,
ktore chcemy zobaczyc¢.

Jednym z rozwiazan tego problemu jest przyciecie danych. Zamiast
przyporzadkowywaé najjasniejszej wartosci w danych astronomicznych

liczbe 255, wybierana jest mniejsza wartosé (na przyklad 10000 zamiast
100000), ktérej ma odpowiadaé 255. Kazda wartosé w danych astronomicznych,
ktéra jest wyzsza niz to wybrane odciecie (czyli w tym przykladzie 10000), jest
rowniez ustawiana na 255. Podobnie, zamiast tlumaczy¢ najstabsza warto$é¢ na 0,
wybierana jest wieksza warto$é¢ (na przyklad 100), ktérej przyporzadkowujemy
wartosé¢ 0, a wszystkim wartodciom ponizej tej granicy réwniez przypisujemy
warto$é¢ 0. Moze to pomdoc wydoby¢ miejsca o stabszym sygnale, ale moze
rowniez ,stworzy¢” brzydko wygladajace plamy na ostatecznym obrazie,
w miejscach, gdzie dane astronomiczne nasycilty przestrzen koloréw RGB.
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Lupton R. et al., 2004, The Publications
of the Astronomical Society of the Pacific,
Volume 116, Issue 816.
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Alternatywnie mozna zastosowaé skalowanie nieliniowe — zazwyczaj skalowanie
logarytmiczne, pierwiastkowe lub odwrotnoéci sinusa hiperbolicznego (arsinh).
Tak przeskalowane wartoéci sa nastepnie odwzorowywane liniowo w zakresie
0-255. Zmniejsza to zakres dynamiki jasnych czedci danych astronomicznych

i zwigksza zakres dynamiki bledszych czesci danych. W rezultacie stabsze
struktury w danych stajg sie bardziej widoczne.

Obie te metody, przycinania danych i stosowania nieliniowego skalowania, sa
wykorzystywane do tworzenia obrazéw astronomicznych. Popularna metoda
skalowania Luptona arsinh skaluje dane astronomiczne przed ich przycieciem.
Odbywa sie to dla kazdego pasma uzywanego indywidualnie, aby uwydatnié¢
pewne cechy.

Podsumowanie

Wynik wszystkich tych zabiegdw jest taki, ze obrazy astronomiczne, ktore
widzimy na stronach internetowych lub w telewizji, nie sa do konca prawdziwe.
Nie odzwierciedlaja obrazu, ktéry zobaczylibySmy, patrzac na dany obiekt
bezposrednio golym okiem z odpowiedniej odlegtoéci, poniewaz kolory i jasnosci
na zdjeciu zostaly ,podrasowane” w procesie obrébki cyfrowej. To, co jest
prawdziwe, to dane i obserwacje astronomiczne. Obiekty widoczne na tych
zdjeciach sa prawdziwe. Istnieja w przestrzeni kosmicznej. Ich zdjecia zostaty
po prostu wykonane tak, aby wygladaly imponujaco, podkreslaly pewne detale
lub pokazywaly szczegély, ktorych inaczej nie bylibySmy w stanie zobaczy¢.

Rozwigzania na str.

i Zadania

Przygotowal Dominik BUREK

M 1795. Liczbe calkowita dodatnia nazywamy dobrg, jesli wsrdd jej dzielnikéw
znajduja sie doktadnie dwie liczby pierwsze. Udowodnié¢, ze wsréd dowolnych
18 kolejnych liczb catkowitych dodatnich co najmniej jedna z liczb nie jest
dobra.

M 1796. Kwadratowa plansza jest podzielona na n? prostokatnych pél za
pomoca n — 1 prostych poziomych i n — 1 prostych pionowych. Pola pomalowane
sa w szachownice. Wiadomo, ze na jednej przekatnej wszystkie pola sg czarne

i kwadratowe. Udowodnié, ze calkowita powierzchnia wszystkich czarnych pol
jest nie mniejsza niz catkowita powierzchnia wszystkich biatych pél.

M 1797. Punkt I jest srodkiem okregu wpisanego w czworokat wypukty
ABCD. Udowodnié, ze na prostej CI istnieje punkt X taki, ze

xXBI = xXDI = xBAI.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1105. Mgta jest zawiesing kropelek wody w powietrzu. Oszacuj gestosé

mgly n, to jest liczbe kropelek o $rednicy d = 20 pm w metrze szeSciennym
powietrza, jesli skutkiem mgly jest ograniczenie widocznoéci do I = 100 m.
Jaka masa kropelek mgly (wody) zawarta jest w metrze sze$ciennym powietrza?
Gestosé wody p = 103 kg/m?>.

F 1106. Soczewka skupiajaca tworzy rzeczywisty obraz przedmiotu. Poprzeczne
rozmiary obrazu sa p razy wigksze od rozmiaréw przedmiotu. Ile wynosi
powigkszenie podtuzne obrazu? Po obu stronach soczewki znajduje si¢ ten sam
osrodek (powietrze).
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* Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

LOK, nie zawsze, przyznaje, ale nie
mogtem si¢ oprzeé clickbaitowemu
tytulowi, przepraszam. Pod koniec
artykulu stanie si¢ dla Ciebie jasne, kiedy
i pod jakimi warunkami skok jest (prawie)
gigantyczny, a kiedy nie.

2Jesli jestes ciekawy, to ja oddalbym swoj
glos na lemoniade.

O budzecie obywatelskim pisaliSmy
w Delcie AS3|11AZ,

Pan Wyborca Pani Wyborczyni

proj. 1 tak nie
proj. 2 nie tak
proj. 3 tak tak

Preferencje, ktérych wyborcy nie znaja
podczas glosowania, zaznaczone sga na
szaro

Delegacja: Maly krok dla wyborcy,
ogromny' skok dla demokracji
Georgios PAPASOTIROPOULOS*

Co za mila niespodzianka — skarbiec naszej gminy jest peten pieniedzy. Co
zrobimy z ta cala gotéwka? Styszatem kilka pomystéw: a moze by tak zbudowaé
kompostowniki spoteczne, utworzyé¢ publiczne hotspoty Wi-Fi, rozmiesci¢
interaktywne instalacje artystyczne w calym miescie lub poczestowaé wszystkich
darmowa lemoniada w upalne letnie dni? Byloby wspaniale, gdyby to obywatele
mieli mozliwo$é podjecia decyzji.

Kazdego roku czes¢ funduszy publicznych jest przeznaczana na rézne projekty
w ramach budzetow partycypacyjnych. Przeanalizujmy etap poprzedzajacy
proces glosowania, aby zrozumie¢, w jaki sposéb mogta powstaé pula propozycji.
Jednym ze sposobow jest zasugerowanie przez wiadze kilku projektow, a innym
zachecenie obywateli do zglaszania wlasnych pomystéw. Druga metoda wydaje
sie lepsza, ale pojawia sie kluczowa obawa: jesli wladze zasugeruja tylko kilka
projektéw, kazdy mieszkaniec prawdopodobnie znajdzie wystarczajaco duzo
czasu, aby doktadnie ocenié¢ kazdy z nich i wyrazié¢ swoja opinie. Ale czy to samo
dotyczy sytuacji, gdy kazdy obywatel zlozy wlasng propozycje, a nawet wiele
propozycji? Niestety, wérod ogromnej puli projektéw jedynym praktycznym
rozwigzaniem dla wyborcow byloby przejrzenie tylko czesci dostepnych opcji,
co skutkowaloby tym, ze ich preferencje bytyby niekompletne. Tak naprawde
niekompletne preferencje sa do$é powszechne w naszym codziennym zyciu: kto
ma czas na ogladanie zwiastunéw wszystkich filméw w serwisie streamingowym
przed wybraniem jednego z nich? Albo na czytanie recenzji kazdej restauracji
w nowej okolicy, zanim zdecyduje sie na kolacje? Albo na zapoznanie sie z kazda
dostepna dziedzina nauki przed wyborem kierunku studiow? Ogolnie rzecz
biorac, nie jest to tak duzym problemem w przypadku wiekszosci codziennych
decyzji. Jednak jesli chodzi o wybory, niepelne preferencje moga prowadzic

do podjecia decyzji, ktora znacznie odbiega od optymalnej, czyli takiej, ktora
podjeliby wyborcy, gdyby mieli pelne preferencje.

Zobaczmy teraz, czy potrafie czyta¢ w myslach. .. Tak, mam! Liczyles na
przyklad, ktory wszystko wyjasni, prawda? Oto on.

Niekompletne preferencje w praktyce: Pan Wyborca i Pani
Wyborczyni. Rozwazmy scenariusz, w ktéorym Pan Wyborca i Pani
Wyborczyni musza wybraé 1 sposrdd 3 projektéw, i zalézmy, ze o kazdym z nich
jest dosé trudno wyrobi¢ sobie opinie. Zal6zmy na przyktad, ze oboje glosujacy
wyrazaja opinie tylko na temat projektow 1 i 2. Pan Wyborca lubi pierwszy
projekt i nie lubi drugiego, podczas gdy Pani Wyborczyni akceptuje drugi

i nie lubi pierwszego. Zaréwno pierwszy, jak i drugi projekt ma wiec dokladnie
jednego zwolennika, a zatem kazda sprawiedliwa regula arbitralnie wybierze
jeden z nich.

Wyobrazmy sobie teraz, ze gdybysmy w magiczny sposéb dali wyborcom
wystarczajaco duzo czasu na zapoznanie sie ze wszystkimi propozycjami, to
oboje glosowaliby réwniez za propozycja 3. Czy widzisz problem? Wybrana
propozycja ma tylko jednego zwolennika, ale istnieje inna propozycja, ktéra
uzyskaltaby poparcie wszystkich glosujacych, gdyby czas na to pozwolil.

Jasne, zwycieska propozycja z jednym glosem w przypadku, gdy optymalny
wynik to dwa, nie jest taka zla; jednak gdybysmy uogdélnili ten przykiad

na n wyborcéw i n 4+ 1 propozycji, to analogicznie mogliby$my wybraé¢ propozycje
z jednym glosem, podczas gdy optymalna miataby ich n. Podsumowujac,
poczatkowy pomyst umozliwienia wyborcom proponowania projektéw wydawal
sie obiecujacy, ale spowodowal mnogo$é propozycji, co doprowadzito do
niekompletnych preferencji, a tym samym niekorzystnych wynikéw. Rozwazajac
scenariusz Pana Wyborcy i Pani Wyborczyni, Profesor Ballot, kolejna znaczaca
posta¢ w tym glosowaniu, zastanawia sie: ,Hmm, niekompletne preferencje sa
problemem, ale czy mozemy w ogdle co$ z tym zrobi¢?”.
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Demokracja Plynna

W czasach szkolnych uczyliSmy sie o dwdch rodzajach demokracji: bezposredniej i przedstawicielskiej (posredniej).
Zwykle proba zonglowania dwoma arbuzami w jednej rece nie konczy sie dobrze, ale nie zawsze tak jest. Pamietam

dzieri, w ktérym udalo mi sie to zrobi¢ (no dobrze, to byly dwa male arbuzy, ale to nieistotne, podobnie jak to
zdanie). Pozostanmy przy tych dwéch rodzajach demokracji i zastanéwmy sie, co by bylo, gdyby$my zamiast
ustalaé¢ jeden sposob uczestnictwa i stosowaé go dla wszystkich, pozwolili wyborcom wybraé¢, w jaki sposéb chca
sie zaangazowa¢. Wyobrazmy sobie taka sytuacje: wyborcy mogliby zdecydowacé sie na bezposrednie zaangazowanie
(podobne do demokracji bezposredniej), gdy czuja sie dobrze poinformowani lub gdy nie zgadzaja sie z zadnym
dostepnym przedstawicielem. Alternatywnie, moga powierzy¢ swdj glos pelnomocnikowi (jak w demokracji
przedstawicielskiej) w poczuciu zaufania i wspélnych przekonan. Ostatecznie pelnomocnik, ktéry oddaje glos,
robi to z waga oparta na liczbie reprezentowanych przez siebie wyborcéw. Ten hybrydowy system glosowania
nazywany jest demokracjg plynng. Zabawny(?) fakt: w niektérych kontekstach dozwolone sa delegacje przechodnie,
co pozwala na ponowne przekazanie glosu pelnomocnikowi pelnomocnika i tak dalej.

3Brzmi to do$é¢ nierealistycznie, prawda?
Céz, ten optymistyczny scenariusz stuzy
pewnemu celowi: podkresleniu ograniczen
glosowania przez pelnomocnika. Jesli nie
mozna zagwarantowaé¢ dobrego
rozwiagzania przy tak idealnym
pelnomocniku, to w zadnym wypadku nie
bedzie ono mozliwe do osiagniecia.

Z drugiej strony, jesli chodzi o pozytywne
wyniki, takie wymagania ustalaja granice
wspomnianych wczesniej niemozliwosci.
W szczegdblnosci, jesli co$ nie jest uwazane
za niemozliwe w badanym modelu lub
jesli pewne ograniczenie pozwala na
uzyskanie pozytywnych wynikéw, to
powinno to by¢ punktem wyjécia do pracy
nad bardziej realistycznym modelem.

Badany model jest inspirowany
rzeczywistymi implementacjami budzetu
partycypacyjnego w zarzadzaniu
blockchainem (np. Project Catalyst).

W takich systemach fundusze publiczne
sg regularnie przydzielane zgodnie

z preferencjami interesariuszy powigzanej
kryptowaluty. Czlonkowie spotecznosci
moga proponowaé pomysty na
wydatkowanie wspdélnego budzetu poprzez
sktadane propozycje. Interesariusze maja
nastepnie wybér, czy glosowaé
bezposrednio za lub przeciw tym
propozycjom, czy tez przekazaé swoje
uprawnienia do glosowania
pelnomocnikom. Pelnomocnicy moga by¢
postrzegani jako eksperci, ktérych
zadaniem jest dokladna ocena
proponowanych pomystéw, aby poméc

w wyborze propozycji korzystnych
spotecznie.

Niekompletne preferencje? Nie bdj sie, wkracza delegowanie gloséow,
ktére uratuje sytuacje (lub chociaz sprébuje). Na czym skonczyliSmy?
Ach tak, wybory z niekompletnymi preferencjami. Skupmy sie na scenariuszu,
w ktérym wyborcy moga popieraé¢ lub nie kazdy projekt, a ich celem jest wybor
tylko jednego projektu. Majac w pamieci powyzsza uwage na temat demokracji
plynnej, mozesz sie domyélaé¢, do czego zmierzam: opinie wyborcéw moga nie
obejmowacé wszystkich propozycji, ale delegowanie ich glosu do zaufanego
pelnomocnika moze prowadzi¢ do lepszego wyniku (uwaga, spoiler: lub tez

nie, w niektérych przypadkach). Kazda osoba glosujaca, ktéra chee delegowaé
swoj glos, wybiera pelnomocnika na podstawie zgodnosci swoich preferencji
(ograniczonych do propozycji, o ktérych wyrobil sobie opinie) z preferencjami
pelnomocnika. Moéwiac dokladniej, kazdy wyborca ustala prdg zgodnosci

i jesli glos pelnomocnika jest zgodny z opinig wyborcy na temat ujawnionych
propozycji w stopniu, ktéry przekracza okreslony prog, wyborca deleguje

swoj glos do tego pelnomocnika. Dla uproszczenia przyjmijmy, ze dla kazdego
wyborcy ten prég wynosi poltowe ujawnionych kwestii (co oznacza, ze wyborca
decyduje sie na delegowanie, jesli znajdzie pelnomocnika, ktory podziela jego
poglady na co najmniej potlowe projektéw, na temat ktérych wyrobil sobie
opini¢). Zalozymy tez, ze pelnomocnicy maja dobre intencje, nie maja osobistych
preferencji, znaja kompletne preferencje wyborcéw (na przyklad przewiduja je
na podstawie historycznych wzorcéw glosowania nad podobnymi projektami)
moga rozstrzygaé remisy, jak chca?.

Pan Wyborca, Pani Wyborczyni i Bohater Wyborc6w: historia
sukcesu. Czy poprzedni akapit nie wydawal Ci sie, Czytelniku, zbyt
techniczny? Ciesze sie, ze nie przewrdcites strony. Uprosémy sprawe, powracajac
do przyktadu Pana Wyborcy i Pani Wyborczyni, tym razem z dodatkiem
pelnomocnika. Wyobrazmy sobie, ze odwazny, madry pelnomocnik pojawia sie
znikad, aby poméc Panu Wyborcy i Pani Wyborczyni w procesie podejmowania
decyzji. Nazwiemy tego pelnomocnika Bohaterem Wyborcéw. Przypusémy, ze
Bohater Wyborcéw oglosi, ze zaglosuje za wszystkimi trzema propozycjami.
Zaréowno Pan Wyborca, jak i Pani Wyborczyni zgadzaja si¢ z pelnomocnikiem co
do polowy propozycji, o ktérych zostali poinformowani. Prowadzi to do tego,

ze oboje deleguja swoje gltosy. W rezultacie pelnomocnik staje sie jedynym
glosujacym. Dzieki zasadzie rozstrzygania remiséw zgodnie z wola pelnomocnika,
dostosowanej do preferencji wyborcéw, wybrana zostaje optymalna propozycja:
projekt 3. Wprowadzajac pelnomocnika, osiagnelidsmy wiec najlepszy mozliwy
wynik! Calkiem niezle, co? Profesor Ballot pojawia sie ponownie, tym razem
przeformutowujac swoje poprzednie pytanie:

Wielkie pytanie: Czy potencjalni pelnomocnicy mogq przyjsé na ratunek
w wyborach z niekompletnymi glosami, umozliwiajgc wybdr bliski optymalnemu?

Wielkie pytanie (i maly problem w pierwszej prébie odpowiedzi).
Czy wielkie pytanie profesora Ballota sprowadza sie po prostu do dodania
pelnomocnika z takim zestawem preferencji, ktéry przyciagnie wielu wyborcéw?
Na pierwszy rzut oka moze sie tak wydawac, ale pomijamy tutaj fakt, ze
pelnomocnik nie tylko wykorzystuje swoj deklarowany gtos, aby przyciagnaé
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Zloczynca n—1
Wyborczy  wyborcéw

proj. 1 tak nie
proj. 2 nie tak
proj. 3 nie tak
proj. 4 nie tak

[*] Georgios Amanatidis, Aris
Filos-Ratsikas, Philip Lazos, Evangelos

Markakis, and Georgios Papasotiropoulos.

,»On the Potential and Limitations of
Proxy Voting: Delegation with
Incomplete Votes”. Proceedings of the
28rd International Conference on
Autonomous Agents and Multiagent
Systems, 2024.

Ttumaczenie:
Oskar SKIBSKI

wyborcow i zwiekszy¢ swoja, site glosu; on réwniez oddaje ten glos. Dlatego tez
ta ,reklama” powinna by¢ starannie dobrana.

Przyklad zilustrowany na marginesie, ktéry obejmuje n wyborcéw (jeden z nich
bedzie okreslany jako Ztoczyrica Wyborczy, czego powdd wkroétce stanie sie
jasny) i 4 propozycje, podkresla to rozréznienie. Zalézmy, ze wszyscy glosujacy
maja ujawnione preferencje dotyczace pierwszych 3 projektéw. Wyborcy nie
zapoznali sie z projektem 4, jednak pelnomocnik stusznie przewiduje, ze
uzyskalby on ich poparcie. Zalézmy, ze pelnomocnik oglasza, ze bedzie glosowal
za wszystkimi wnioskami. Rzeczywiscie jest to informacja, ktora przyciaga wielu
wyborcéw (choé moze nie jest to najlepsza opcja). Plan jest taki, by pokazad,
ze sam ten apel nie wystarczy, by zapewni¢ wybodr wysokiej jakosci propozycji.
W szczegdlnoscei Ztoczynca Wyborczy zgadza sie wraz z pelnomocnikiem tylko
w jednej z trzech propozycji, o ktérych wie, wiec decyduje sie nie delegowaé
glosu, ale glosowaé¢ bezposrednio. Z kolei pozostatych n — 1 wyborcow deleguje
swdéj glos, poniewaz zgodno$é pomiedzy ich pogladami a pelnomocnikiem jest
wigksza niz polowa. W rezultacie zwyciezy propozycja pierwsza, poniewaz jest
popierana zar6wno przez pierwszego glosujacego, jak i pelnomocnika, ktorego
glos ma site n — 1 zwyktych gloséw; wszystkie inne propozycje maja jedynie
poparcie pelnomocnika. Dlatego pomimo przyciggniecia prawie wszystkich
glosujacych wprowadzenie takiego pelnomocnika moze prowadzi¢ do wyboru
znacznie gorszego. Co ciekawe, bezposrednie glosowanie bez pelnomocnika
doprowadzitoby do zwycieskiej propozycji popieranej przez n — 1 glosujacych. Céz,
wprowadzenie (takiego) pelnomocnictwa nie do korica poszio zgodnie z planem.
Mam nadzieje, ze nie tylko ja uwazam ten przyklad za fascynujacy i pokazujacy,
ze problem jest bardziej zlozony i intrygujacy niz poczatkowo sadziliSmy.

W wyborach z niekompletnymi preferencjami jest co$ dobrego, Panie
Frede Wyborco, i (z pomoca pelnomocnikéw) warto o to walczy¢.

W naszej pracy [*] pokazalidmy do$¢ silny negatywny wynik: istnieja sytuacje,
w ktérych dodanie pelnomocnikéw nie moze w ogdle prowadzi¢ do korzystnych
wynikow! Niemniej jednak na horyzoncie pojawia si¢ nadzieja. Przykro nam

z powodu ztych przypadkéw, ale nie tylko pokazuja nam one ograniczenia
glosowania przez pelnomocnika w warunkach niepelnych preferencji, ale takze
pomagaja zidentyfikowaé¢ warunki dla pozytywnych rezultatéw. I zgadnijcie,

co sie stalo? ZnalezliSmy kilka! Na przyklad, jesli wszyscy glosujacy przejrzeli
doktadnie ten sam zestaw propozycji, pelnomocnik moze zareklamowaé swoj
glos w sposob, ktéry zapewni, ze wybrane rozwiazanie uzyska poparcie nie
mniejsze niz optymalne podzielone przez 3. Mozesz sie teraz zastanawiaé, w jaki
sposOb pojawila sie tutaj ta liczba i czy jest mozliwo$é jej poprawy. Wyjasnienie
pierwszej czesci zabratoby nas w podréz przez szczegdly techniczne i dosé dlugie
wyjasnienia, wiec pomifimy to. Jesli chodzi o druga cze$é, coz, jest szansa, ze
sytuacja moze sie poprawic, ale jestem prawie pewien, ze nie przekroczymy
optymalnej wartosci podzielonej przez mniej niz 1,6. A teraz pewnie jestes
ciekawy, skad wziela sig¢ ta liczba. Po raz kolejny nie bede si¢ w to zaglebial,
ale to urocze, ze ja mamy, prawda?

Oto bardziej zaskakujacy wynik: dodanie drugiego pelnomocnika zawsze prowadzi
do optymalnego rozwigzania. Jak? To proste! Jeden pelnomocnik oglasza aprobate
dla wszystkich projektéw, podczas gdy drugi oglasza dla wszystkich dezaprobate.
W tej sytuacji kazdy wyborca deleguje swéj glos do jednego z pelnomocnikéw.
(Rozumiesz, dlaczego? Kazdy wyborca ma co najmniej potowe odpowiedzi

»tak” lub polowe odpowiedzi ,nie” na swojej karcie do glosowania). Wszystkie
projekty beda mie¢ tyle samo gloséw i pelnomocnicy beda mogli przetamaé remis,
wybierajac projekt popierany przez jak najwieksza liczbe osob.

A teraz, w nagrode za wytrwanie ze mng do tej pory, mam dla Ciebie,
Czytelniku, maly prezent: Chcialbym zwréci¢ Twoja uwage, ze wciaz istnieje
wiele otwartych drég do dalszej eksploracji! (W porzadku, moze nie jest to
najbardziej ekscytujacy prezent, jaki kiedykolwiek otrzymales). Zbadanie
Scistosci wynikéw, zaglebienie sie w inne modele informacyjne lub racjonalnosci
dla pelnomocnikéw, a takze praca z réznymi metrykami odleglosci lub zasadami
glosowania to otwarte problemy, ktére by¢ moze czekaja z rozwigzaniem wiasnie
na Ciebie!
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ktualnosci (nie tylko) fizyczne

Swiaty réwnolegle

Koniec sierpnia byt w Krakowie goracy. Powietrze, lepkie i geste, wszystkim
dawalo sie we znaki, nie chodzilo jednak tylko o jego temperature. Ponad trzysta
0s6b zjechato bowiem na Uniwersytet Jagiellonski, aby w przestronnych salach
Auditorium Maximum rozmawia¢ o réznych aspektach nauczania fizyki podczas
konferencji Groupe National de Recherche sur I’Einsegnement de la Physique
(GIREP, pol. Miedzynarodowa Grupa ds. Nauczania Fizyki).

GIREP ma za soba do$é dluga i nieoczywista

historig¢. Powstawszy literalnie kope lat temu

pod auspicjami obecnej Organizacji Wspdtpracy
Gospodarczej i Rozwoju (OECD), rozwijala sie

przez wiele lat samodzielnie jako grupa entuzjastéw
pod wodza Waltera Knechta, a jej liczebnos¢ szybko
doszta do kilkuset czlonkéw. Od poczatku istnienia
jednym z najwazniejszych celéw organizacji byto
przygotowywanie miedzynarodowych spotkan
poswieconych wymianie mysli zwigzanych z nauczaniem
fizyki na wszystkich poziomach ksztalcenia. Od mniej
wiecej dekady GIREP jest oficjalnie zarejestrowany jako
stowarzyszenie w Belgii, a w sktad jego wladz obecnej
kadencji wchodzi m.in. Dagmara Sokolowska z UJ.

Krakowska konferencja obejmowalta m.in. blisko

200 referatéw w sesjach réwnolegltych i minisympozjach
oraz 20 praktycznych warsztatéow. Liczba i zakres
tematyczny wystapien nie pozwala, oczywiscie,

na syntetyczne podsumowanie calosci, dlatego musze
sie z koniecznosci ograniczy¢ do opisu osobistych wrazen
z tej czedci, w ktorej miatem mozliwosé — i przyjemnosé
— uczestniczy¢.

W wielu systemach klasyfikacji badan naukowych
wyodrebnia sie dyscypline po$wiecona wlasnie
nauczaniu fizyki. Po angielsku nazywa sie ja Physics
Education Research, zas w naszym kraju zwyklo

sie¢ méwic o dydaktyce fizyki. Miara odrebnosci

i docenienia tego odcinka refleksji naukowej moze
byé fakt, ze Amerykaniskie Towarzystwo Fizyczne
wydaje oddzielne czasopismo Physical Review
Physics Education Research, wchodzace w sktad
jednego z najwazniejszych na $wiecie pakietéw
czasopism naukowych w zakresie fizyki. Jego
wskazniki bibliometryczne opisujace znaczenie i wpltyw
na spoleczno$é naukowa nie odbiegaja od innych
czasopism z tego pakietu.

Bedac od ¢wieré wieku aktywnym naukowcem, miatem
niejednokrotnie okazje obserwowac, ze polscy fizycy
bardzo czesto odnosza si¢ do dydaktyki fizyki w sposéb
dosé lekcewazacy, z jednej strony odmawiajac badaniom
z tego obszaru miejsca wéréd badan z ,,prawdziwej”
fizyki, a z drugiej odmawiajac dydaktyce fizyki statusu
dyscypliny rownowaznej podstawowym badaniom
naukowym. Powody tej sytuacji sa ztozone, aczkolwiek
panuje rozpowszechnione przekonanie, ze osoby
prowadzace badania dydaktyczne robig to dlatego,

ze wczesniej nie odniosty zbyt wielkich sukcesow w fizyce
bezprzymiotnikowej. Sprawy nie ulatwia fakt, ze polskie
$rodowisko dydaktykéw fizyki jest bardzo nieliczne,
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obciazone wieloma obowigzkami organizacyjnymi,
zwlaszcza zwigzanymi z oddzialywaniem na program
ksztatcenia w szkole, i pozbawione oczywistych strumieni
finansowania swoich badan.

Czym zatem zajmuje sie — tak na powaznie — dydaktyka
fizyki? Postuze si¢ tutaj przykladem, ktéry jest
bezposrednio zwiazany z moim do$wiadczeniem pracy
dydaktycznej. Od dwoch dekad raz na jakis czas
prowadze zajecia z mechaniki kwantowej. Przewinelo
sie przez nie wiele oséb, ktore sa dzi§ m.in. czynnymi
naukowcami, przedsiebiorcami i wynalazcami.
Przegladajac moje stare materialy, jestem w stanie
dostrzec, ze kolejne pokolenia studentéw zmagaja sie
wciaz z tymi samymi trudnosciami natury pojeciowej.
Nic w tym dziwnego, mechanika kwantowa wymaga
wszak porzucenia wielu intuicji i przyzwyczajen
zwigzanych z codziennymi do$wiadczeniami. Czy
trudnosci te maja jednak charakter ogdlny, tzn. sg
udziatem wszystkich studentow na $wiecie, niezaleznie
od systemu ksztalcenia? Jak wprowadzaé tresci
programowe mechaniki kwantowej, aby trudnoéci

te nie byly wielka przeszkoda w osiagnieciu efektéw
uczenia sie? Czy lepiej stosowaé podejscie historyczne,
w ktérym podstawowsa role odgrywa funkcja falowa,
czy tez pozyteczniej jest zaczaé od obliczeniowo
prostszych, ale koncepcyjnie bardziej abstrakcyjnych
uktadéw dwupoziomowych, co wymusza méwienie

o stanach spinowych czastek? Odpowiedzi na te pytania
poswiecony jest caly watek badan w dydaktyce fizyki,
ktory byl obficie reprezentowany w wystapieniach

na konferencji. Sprawa ta przypomina zapewne dyskusje
o interpretacji mechaniki kwantowej — sposréd wielu
réwnowaznych w praktyce obliczeniowej podejsé

kazdy moze wybraé (lub stworzyé) to najbardziej mu
odpowiadajace. Wazne jest jednak, ze rozwazania

te wychodza poza osobiste doswiadczenia i dowody
anegdotyczne, i pozwalaja szuka¢ prawidtowosci
wspolnych dla wszystkich kurséw mechaniki kwantowej
na swiecie.

Jaka zatem jest dla mnie najwazniejsza lekcja

z konferencji GIREP 20247 Niewatpliwie nauczylem
sie wiele o rozmaitych uwarunkowaniach nauczania
fizyki i, wiedzac wiecej, moge przelozy¢ to na swoja
praktyke dydaktyczna, by uczy¢ lepiej. A mozliwosé
spotkania kolezanek i kolegéw dzielacych moja pasje
do lepszego uczenia oraz zwiazana z nia mozlwos¢
wymiany osobistych do$wiadczen byta po prostu
bezcenna.

Kraysztof TURZYNSKI



Oscylacje neutrin

*Student, Wydzial Fizyki Uniwersytetu
Warszawskiego

Wiktor MATYSZKIEWICZ*

Za jedno z wiekszych osiagnie¢ wspotczesnej fizyki uznaje si¢ Model
Standardowy, ktéry — mimo pewnych wad — pozwala przewidywaé wyniki
zderzen wysokoenergetycznych czastek z olbrzymia doktadnoscia. Od

dziesiatek lat potwierdzaja go eksperymenty we wszelkiej masci akceleratorach
i detektorach, a w $rodowisku fizykéw uchodzi za najlepsza teorie opisujaca trzy

O Modelu Standardowym i historii
odkry¢ dokonywanych w akceleratorach
pisal obszernie w siedmioodcinkowym
cyklu Piotr Chankowski w A%é"ﬁ oraz
A%l Jeden z odcinkéw cyklu (w Afg)
poswiecony byt fizyce neutrin i ich
oscylacjom.

Pawel Przewtocki pisal natomiast

o detektorach neutrin w A}Z, A?G.

z czterech fundamentalnych oddzialywan: elektromagnetyczne, stabe i silne.

O sukcesie Modelu Standardowego moze $wiadczy¢ fakt, ze w XXI wieku
zaledwie dwa razy dokonano odkryé, ktére wymuszalyby jego modyfikacje.
Pierwsze dotyczylo oscylacji neutrin, drugie za$ czastki Higgsa (znanej takze
jako boska czastka). I cho¢ to o tym drugim bylo zdecydowanie glosniej, to
rowniez oscylacje neutrin zastuguja na szersze poznanie.

Czym sg neutrina? W bardzo wielkim skrécie mozna je nazwaé¢ nieSmiatymi,
unikajacymi poklasku braé¢mi naladowanych leptonéw. Neutrina, pozbawione
tadunku elektrycznego, oddzialuja tylko stabo. Oddzialywania stabe naleza zas
do najtrudniejszych do zaobserwowania w przyrodzie, poniewaz ich zasieg jest
okolo tysiac razy mniejszy niz promien protonu. Tak blisko neutrina trzeba sig
znalezé, by poczué jego oddzialywanie.

7 tego powodu wykrywamy neutrina o wiele rzadziej
niz pozostale czastki elementarne. I tak jak padajacy
na Ziemie strumien $wiatla rozproszy sie lub zostanie
pochloniety, tak strumien neutrin w znacznej czesci
przeleci miedzy atomami Ziemi — prawie niewykrywalny.

W przyrodzie istnieja trzy rodzaje neutrin, z ktérych
kazde przenosi inny rodzaj ,,zapachu”. Nie ma on,
rzecz jasna, nic wspélnego z jego fizycznym zapachem,
a samego neutrina oczywiscie nie da sie¢ powachaé — po
prostu fizycy czastek bardzo lubig przenosi¢ na $wiat
kwantowy nazwy z zycia codziennego.

Zapach neutrin wiaze si¢ z pewnymi zasadami
zachowania, ktore lacza je z pozostala trojka leptondw.
I tak neutrino elektronowe ma ten sam zapach

co elektron, neutrino mionowe taki sam jak mion,

a neutrino taonowe jak taon. Istota zapachu jest fakt, ze
— tak jak np. ladunek elektromagnetyczny — jego ilos¢
w kazdym procesie musi by¢ zachowana. Innymi stowy
zapach nie moze znika¢ ani pojawia¢ si¢ znikad.

Jako ilustracje tej zasady mozemy wykorzystac¢
rozpad A1, w ktérym nastepuje przemiana

protonu w neutron. Gdybysmy nie dodali do niego
kolejnych produktéw, niezachowany bytby tadunek
elektromagnetyczny. I rzeczywiscie w wyniku

rozpadu B otrzymuje si¢ takze pozyton (czyli
anty-elektron), oznaczany jako e™. On z kolei niesie
zapach ,anty-elektronowy”, do ktérego zrownowazenia
potrzebujemy czastki o zapachu elektronowym — zatem
kolejnym produktem rozpadu okazuje si¢ neutrino
elektronowe, oznaczane jako v,.

Efektywnie obserwujemy wiec rozpad:
p—n-—+ et + Ve,

w ktérym zachowany jest zaréwno tadunek
elektromagnetyczny, jak i zapach elektronowy.
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Jakie znaczenie ma rozpad beta? Jest niezwykle
istotny dla reakcji jadrowych w Stoncu. Na przykiad

w dominujacym cyklu wodorowym nastepuje fuzja
dwdch wodoréow w deuter, ktéry wymaga wlasnie
przemiany protonu na neutron. Ciagle rozpady beta
czynig ze Stonca wielka fabryke neutrin elektronowych,
ktére bezproblemowo uciekaja z jadra i rozlatuja sie we
wszystkich kierunkach. W tym na Ziemie, gdzie mozemy
je mierzy¢.

Jedna z pierwszych takich préb podjeto w latach
siedemdziesiatych w eksperymencie Homestake.
Neutrina stoneczne uderzaly w zgromadzony

w zbiornikach chlor, zamieniajac go w argon, ktéry
nastepnie wychwytywano i zliczano.

Poniewaz neutrina sg czastkami stabo oddziatujacymi,
eksperyment wymagal szczegdlnych przygotowan.
Zgromadzono trzysta osiemdziesiat tysiecy litréw
zawierajacego chlor tetrachloroetenu i umieszczono
w kopalni, pottora kilometra pod poziomem morza
— aby odizolowa¢ uktad od otoczenia i pozby¢ sie
wszelkich szumoéw. Neutrina elektronowe, uderzajac
w chlor, wywolywaly reakcje, ktorej produktem byt
zliczany podzniej argon:

ve + 37C1 = 3"Art 4 e
W ten sposéb otrzymano liczbe uderzen neutrin
w zbiorniki, skad oszacowano strumien neutrin.
Problem lezatl w tym, ze rezultat nie zgadzal sig
z dotychczasowymi przewidywaniami teoretycznymi
— konkretnie brakowalo okolo dwéch trzecich neutrin
stonecznych. Rezultat potwierdzily kolejne detektory, na
czele z Super-Kamiokande i obserwatorium Sudbury.

Oznaczalo to, ze co$ bylo nie tak z teorig. A po
poczatkowych prébach modyfikacji teorii dzialania
Stonica fizycy zaczeli sktaniaé sie ku hipotezie, ze
brakujace neutrina ,,gubia sie” w drodze ze Slonca.


https://www.deltami.edu.pl/2016/01/delta-i-fizyka-czastek-elementarnych-i-model-standardowy-jaki-jest-kazdy-widzi/
https://www.deltami.edu.pl/2017/02/delta-i-fizyka-czastek-elementarnych-vii-lhc-czastka-higgsa-stare-i-nowe-problemy-nowe-idee/
https://www.deltami.edu.pl/2014/10/japonskie-tajemnice-neutrin/
https://deltami.edu.pl/2016/03/neutrina-na-biegunie/

Czym jest macierz CKM i mieszanie

kwarkéw, objasnial Piotr Chankowski
1

w I Ajg

Naladowane leptony wystepujg w trzech
zapachach: elektron, mion i taon.
Naladowany lepton o okreslonym zapachu
ma okreslona mase: elektron jest
najlzejszy, a taon najcigzszy. Nie ma tu
zadnego mieszania ani oscylacji.

Mieszanie mozna wyobrazaé sobie
geometrycznie w przestrzeni
tréjwymiarowej w nastepujacy sposob.
Trzy stany masowe reprezentujemy jako
trzy parami prostopadle wektory
unormowane (czyli o dtugosci réwnej
jeden). Analogicznie definiujemy tréjke
wektoréw opisujacych stany zapachowe.
Mamy wigc dwie tzw. bazy ortonormalne
w tej samej przestrzeni. W przypadku
natadowanych leptonéw obie tréjki (bazy
ortonormalne) si¢ pokrywaja.

W przypadku neutrin te dwie tréjki
wektoréw sa wzgledem siebie troche
obrécone. Sytuacje dodatkowo ubogaca
fakt, ze wszystko to dzieje sie

w przestrzeni tréjwymiarowej, ale
zespolonej, a nie rzeczywistej. Dlatego
oprécz trzech katéw pojawia si¢ jeszcze
dodatkowa zespolona faza.

Obliczenie prawdopodobienistwa zmiany
zapachu wymaga uwzglednienia
dwukrotnej zmiany bazy (z zapachowej na
masowg przy emisji neutrin i w druga
strone przy ich detekcji) oraz dokonaniu
kilku przeksztalcen algebraicznych.

W skrécie: neutrino emitowane ma
okreslony zapach, np. elektronowy, czyli
sktadowe w kierunku zapachu mionowego
i taonowego sg rowne zero. Rozkladamy
ten stan w bazie masowej — tu wszystkie
sktadowe beda niezerowe. Kazda z tych
sktadowych ewoluuje niezaleznie
(poruszaja si¢ jako fala o innej diugosci),
pokonujac te samag odlegltosé, co
matematycznie sprowadza si¢ do tego, ze
kazda skladowa pomnozy si¢ przez inng
liczbe zespolong o module jeden.

Na koniec te trzy stany masowe, ktére
doleciaty do Ziemi, sumujemy. Poniewaz
wspoélezynniki przy stanach masowych
zmienily si¢ w rézny sposdb, suma ta nie
musi by¢ réwna wyjsciowej sumie.
Oznacza to, ze stan czastki ulegnie
zmianie. Gdy rozlozymy go teraz w bazie
zapachowej, to okaze si¢, ze sktadowe

w kierunku kazdego ze stanéw
zapachowych beda na ogét rézne od zera.

Mechanizm wyjasniajacy zagadke zaproponowal juz w 1957 roku

Bruno Pontecorvo, opierajac si¢ na analogicznym procesie zachodzacym wérod
kwarkéw (znanym jako mieszanie kwarkéw i opisywanym przez macierz CKM).
Rozwiazanie Pontecorvo nazywamy dzi$ oscylacjami neutrin.

Czym sg oscylacje neutrin? Zeby oscylacje mogly zachodzié¢, musza by¢
spelnione pewne warunki. Po pierwsze masy neutrin musza si¢ od siebie r6znié¢
— méwimy, ze neutrina wystepuja w trzech mozliwych stanach masowych. Po
drugie (i to jest wlasnie kluczowe dla mieszania) relacja miedzy zapachem

a masg nie moze by¢ tak jednoznaczna, jak w przypadku natadowanych
leptonéw. Istota pomystu jest stwierdzenie, ze neutrino, ktére obserwujemy jako
czastke o $cidle okreslonym zapachu (np. neutrino elektronowe), nie ma dobrze
okreslonej masy. W jezyku mechaniki kwantowej méwimy, ze jest superpozycjq
trzech stanéw masowych. Analogicznie, czastka o Scisle okreslonej masie jest
superpozycja trzech réznych stanéw zapachowych. Inaczej méwiac, neutrino
elektronowe (okreslony zapach) nie jest tym samym co neutrino najlzejsze,

bo ma niewielkie domieszki standéw o wyzszych masach. Natomiast neutrino
najlzejsze oprocz gtéwnego wktadu od neutrina elektronowego niesie w sobie
dodatkowo niewielkie wklady od stanu mionowego i taonowego.

Zwyczajowo stany masowe oznaczamy |v1), |va) i |vs), a stany zapachowe
[Ve) , |vu) 1 V7). Te dwie tréjki stanéw mozemy wyobrazaé sobie jako tréjki
wektoréw w tréjwymiarowej przestrzeni (patrz margines). Mieszanie, ktore
mozemy interpretowac¢ jako co$§ w rodzaju obrotu, opisujemy przez katy
mieszania. Dla uproszczenia rozwazymy najpierw przyklad dwéch neutrin
zamiast trzech. Wowczas mieszanie opisywaliby$my jako obrét na ptaszczyznie
w nastepujacy sposob:
|ve) = cos @ |v1) + sin 0 |va)
)
W tym przypadku 6 oznacza wladnie kat mieszania. Gdy rozszerzymy teorie do
trzech neutrin, pojawia sie trzy katy mieszania (612,613, 623) i dodatkowo jedna
faza zespolona §, ktéra ma znaczenie przy transmisji przez osrodek materialny.

= —sinf |v1) + cos B |vs) .

Po emisji ze Stonica neutrina poruszaja sie (juz w stanach masowych)
w przestrzeni kosmicznej z predkoscia bliska predkosci swiatta i energia E
o wiele wieksza niz ich masa spoczynkowa. Wéwczas mozemy opisaé ich
propagacje wzorem: ,

vi(L)) = i (0)) e HEH ),
ktory méwi tyle, ze kazdy ze stanéw masowych porusza sie jak fala o dlugosci
proporcjonalnej do odwrotnosci (E + ;’g) Kluczowe jest to, ze dlugosé ta (czyli
réwniez czesto$é fali) jest inna dla kazdej masy.

Na koniec za$ dokonujemy pomiaru neutrin, ktére doleca do Ziemi. Poniewaz
kazdy ze stanéw masowych porusza sie jako fala o innej dlugosci, wiec fale,
ktére w chwili emisji byty w tej samej fazie, docieraja do Ziemi przesuniete
wzgledem siebie. W konsekwencji ich zlozenie reprezentuje inny stan niz stan
poczatkowy wyemitowany na Storicu. To powoduje — nawet jesli stan poczatkowy
byl stanem o ustalonym zapachu — ze stan koncowy moze by¢ juz ztozeniem
stanéw o réznych zapachach. Po dokonaniu kilku przeksztatcen algebraicznych
odzwierciedlajacych te zmiany otrzymujemy prawdopodobienstwo zmiany
zapachu e w zapach p (dla przypadku dwéch neutrin):
2 2

P, = sin? 26 sin? ((m24Eml)L) ,
gdzie L to przebyta odlegtosé od zrodia, E to energia wyemitowanego neutrina,
natomiast my i mgy to dobrze okreslone masy neutrin 1,2. Oczywiscie mamy tez:

2 _ 2 L
P — 1 — sin220sin? (m3 —mj) )
e—re sin” 26 sin ( 15

Jak w praktyce (w przypadku trzech neutrin) dzialaja oscylacje neutrin, mozna
zobaczy¢ na wykresie.
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Symetria P oznacza odbicie lustrzane,
a symetria C to zamiana wszystkich
czastek na antyczastki. Badanie
zachowania symetrii CP oznacza
sprawdzanie, czy Wszech§wiat odbity
w lustrze, w ktérym wszystkie czastki
zamienimy na antyczgstki, bedzie miat

doktladnie takie same wlasno$ci jak nasz.

Fizycy teoretyczni poszukujg lamania
symetrii CP miedzy innymi w celu
wyjaénienia, dlaczego we Wszech$wiecie
istnieje wiecej materii niz antymaterii.
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Oscylacje neutrin na krétszym i dluzszym dystansie. Wykres prezentuje prawdopodobienstwo
zachowania zapachu neutrina elektronowego P, ., lub jego zamiany na mionowy P,,e_,l,ﬂ

i taonowy P, ., . Prawdopodobienstwo zalezy od pokonanej odlegtosci L, podzielonej przez energig
neutrina E, wyrazonych w jednostkach naturalnych (¢ = h = 1). Neutrina sloneczne pokonujac
droge ze Storica na Ziemie oscylujg okoto 1010 razy. Dla neutrin wyprodukowanych w akceleratorach
(np. LHCQ) liczba pelnych cykli zalezy od polozenia detektora: niektére badajg krétkie oscylacje
(gérny wykres) dla L/E rzedu ~ 0,1, a niektére dlugie dla L/E w zakresie od 10 do 100.

Co moéwig nam oscylacje? Z powyzszych wzoréw wynika, ze niektore
neutrina, powstale na Stoncu jako neutrina elektronowe, z niezerowym
prawdopodobienstwem bedziemy wykrywali jako neutrina mionowe (lub
taonowe). O ile L # 2km, to P._,,, > 0. Przynosi to rozwiazanie zagadki neutrin
stonecznych, ktére w istocie nie znikaja w tajemniczych okolicznoéciach, tylko

zmieniaja swoj zapach, a nasze detektory sa czute tylko na neutrina elektronowe.

Nie jest to jednak ani jedyny, ani najwazniejszy wniosek. Warto zauwazy¢, ze
wzOr na oscylacje zawiera pod sinusem réznice kwadratow mas neutrin. Oznacza
to, ze przynajmniej dwa z nich (a najprawdopodobniej wszystkie) musza mieé
niezerowg mase!

Fakt ten stanowil spore wyzwanie dla Modelu Standardowego, bowiem wczeéniej
zakladano, ze neutrina jak fotony sa czastkami bezmasowymi. Odkrycie oscylacji
zmusilo fizykéw czastek do przeformulowania swojej najwigkszej teorii, dodania
dodatkowych elementéw — katoéw mieszania oraz mas — i zadania sobie kolejnych
pytan, na przyklad o zrédto mas neutrin.

Odkrycie bylo na tyle wazne, iz poswigcono mu az dwie nagrody Nobla:

w 2002 i 2015 roku. Otrzymaly je osoby odpowiedzialne za budowe detektoréw
(Homestake, Sadbury i Super-K); najpierw Raymond Davis i Masatoshi Koshiba,
a nastepnie Takaaki Najita i Arthur McDonald.

Stoi ono réwniez u podstaw rozwoju catej gatezi badan nad neutrinami i fizyka
zapachéw. Fizycy teoretyczni wciaz zadaja sobie pytania, skad biorg sie takie
katy mieszania, a takze zastanawiaja sie nad natura neutrin i spekuluja o ich
masywniejszych partnerach (znanych jako sterylne neutrina). Pytania o tyle
interesujace, ze z racji ich skrytej natury nasza wiedza na temat neutrin jest
skromniejsza, niz bysmy chcieli.

Fizycy do$wiadczalni nie ustaja za$ w planowaniu kolejnych eksperymentow
majacych zglebi¢ nieodkryte dotychczas tajemnice tych nieuchwytnych czastek.
Badaja, jak neutrina rozpraszaja si¢ w atmosferze, czy zachowuja symetrie CP,
a takze wyznaczaja coraz dokladniej katy mieszania. Poza neutrinami
stonecznymi badajg rowniez te produkowane w akceleratorach — a jest to

o tyle wygodne, ze znajac zakres energii zderzen, mozemy dokladnie okresli¢,
gdzie najlepiej postawi¢ detektor neutrin, jesli chcemy na przyklad zwigkszyé
prawdopodobienstwo oscylacji. W planach sa réwniez kolejne wielkie detektory,
w tym Hiperkamiokande i DUNE, ktére — miejmy nadziej¢ — umozliwiag nam
kolejne wielkie odkrycia.
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zyci
Jestesmy w drzewie genealogicznym zycia na gatezi zwierzat
o dwubocznej symetrii. A szkoda, bo nasi krewniacy,
zwierzeta o symetrii promienistej i galaretowatym ciele
posiadty zdolnos¢ do odmtadzania. Na przyktad Turritopsis
dohrnii, meduza, ktéra zyskalta przydomek nieSmiertelnej,
zwykle wiedzie zywot jak wigkszos¢ przyzwoitych meduz.
W cyklu rozwojowym z zaptodnionego jaja wykluwa sie
orzesiona larwa, ktéra osiada na dnie morza i zmienia sie
w polip. Ten roénie i przeksztalca sie¢ w kolonie wielu
polipéw, z ktérych czesé ulega przemianie — zaczyna dzielié
sie w poprzek, przypominajac stosik misek potozonych
jedna na drugiej. ,,Miski” te odrywaja sie¢ stopniowo od
stosiku i odplywaja jako wolno zyjace meduzy — forma
rozwojowa rozmnazajaca sie ptciowo. Turritopsis ma
jednak takze strategie na cigzkie czasy. W warunkach
stresu (np. przedluzajacego sie gtodu) jej cialo kurczy sie
i przybiera coraz prostsza forme, az w koncu osiada na
dnie morza i przeksztalca si¢ w cyste. Po pewnym czasie
z cysty powstaje polip, i tu zwierze wraca do klasycznego
cyklu, wzrostu i stworzenia kolonii polipéw, ktére dzielg,
sie na ,miseczki”. Do niedawna byl to jedyny znany
przypadek, w ktérym w pelni wyksztalcony organizm,
majacy zdolnos¢ rozmnazania sie plciowego, uwstecznia sie
do fazy rozmnazajacej si¢ bezplciowo, utrzymujac zdolnosé
do powrotu do formy dotad uwazanej za ostateczna.

inaczej...?

Oceany dostarczaja naukowcom kolejnych niespodzianek.
Odmtadzaé potrafi sie takze Mnemiopsis leidyi, bedacy
zebroptawem. Ta wiadomo$é to wisienka na torcie zdziwien
i debat wzbudzanych przez zebroptawy.

Zdjecia i filmy prezentujace te zwierzeta w naturalnym
$rodowisku pokazuja stworzenia jak z innego $wiata.
Widok zapiera dech. Ich delikatne przejrzyste ciato ma
na powierzchni osiem podtuznych ,zeber”, sztywnych
struktur, jak druty w abazurze. W poprzek nich ulozone
sg w rownych odstepach rzedy rzesek, ktérymi zebroptaw
synchronicznie porusza. Na rzeskach swiatlto padajace

na zwierze ulega ugieciu, co wywoluje efekt pulsujacych
btyskéw w kolorach teczy. Dodatkowo czesé gatunkéw ma
zdolnoéé¢ do bioluminescencji, wiec $wieca w ciemnosci.

Zebroptawy od dawna sprawiaty biologom klopoty. Ich
galaretowate i przejrzyste cialo przypomina meduze, dlatego
jeszcze stosunkowo niedawno zaliczano je do jamochtonéw.
Stanowily jednak bardziej wyjatek niz regute. Nie maja,
jak pozostali przedstawiciele jamochtonéw, parzydetek,
ktorymi moga paralizowaé swoje ofiary, symetria ciala, cho¢
wydaje sie czasem promienista, jest jednak dwuboczna.
Poruszaja sie za pomocg ruchu malutkich rzesek, a nie
skurczy calego ciata, a na dodatek maja ztozong budowe
ciata, np. uktad pokarmowy ma poczatek (otwér gebowy)

i koniec (otwér odbytowy) po dwéch réznych stronach,

a pozostale jamochtony wchlaniaja pokarm i wydalaja
resztki tym samym otworem. Na koniec, w cyklu zyciowym
nie wystepuje typowy dla jamochtonéw polip.

Sprawa byta na tyle wazka, ze naukowcy nauczyli sig¢
hodowaé Mnemiopsis leidyt w laboratorium i odtad sprawy
nabraty tempa. Zsekwencjonowano genom Mnemiopsis,
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Odmtodnie¢ — one to potrafig

Poskarzytam si¢ doktorowi na niedostatek sil, sennoé¢ i trudnosci z pamiecia. Doktor
nie zostawil ztudzen. ,W pani wieku to normalne, ze boli rano”. ,W pani wieku trzeba
dobrze sie wysypia¢”. ,W pani wieku zostawienie telefonu na dachu samochodu to
catkowita norma”. W moim wieku. ..
troszeczke odmlodnie¢. Niemozliwe? Céz, a gdyby Sciezki ewolucji przebiegly nieco

zamarzytam, lezac na kanapie, zeby troche,

utworzono kolekcje mutantéw, dzigki ktérym tatwiej

byto okresli¢, ktére geny sa niezbedne do zycia, a ktére
decyduja o waznych procesach. Badania fizjologii i dzialania
komorek zebroptawéw wyjawily, ze majg one inny niz
pozostale zwierzeta uktad nerwowy. Jest tam szereg typow
komérek nerwowych, ktére nie tworza jednego systemu,
posiadaja takze neuroprzekazniki inne niz te znane dotad.
Pod zewnetrzng warstwa ciala znajduje sie sie¢ komoérek
nerwowych, ktére nie lacza sie za pomoca synaps, jak

u innych zwierzat, ale zlane sa w jedna wielojadrowa siec.

Najwigksza dyskusje wywotaly wnioski z poréwnania
genomoéw zebroplawéw, gabek oraz organizméw
jednokomoérkowych, gdyz wywrécity poprzednio akceptowany
porzadek. Wedtug wczesniejszej teorii gataz ewolucyjna
prowadzaca do dzisiejszych zwierzat rozdzielila si¢ na dwie,
z ktoérych w jednej znalazly sie gabki, a w drugiej wszystkie
inne zwierzeta. Tymczasem genetyka pokazuje co$ innego.
Porzadek genéw u zebroptawdw jest odmienny niz u gabek,
parzydetkowcow i innych zwierzat. Wedlug wynikajacej

z tego hipotezy w procesie ewolucji powstaly dwie galtezie,

z ktorych jedna prowadzi do dzisiejszych zebroptawdw,

a druga powiodla do gabek, parzydetkowcéw i zwierzat

o symetrii dwubocznej. Gabki, majace bardzo prosta budowe
ciala, nie maja uktadu nerwowego. Analiza genetyczna
wykazala jednak, ze posiadaja geny, ktore sa niezbedne

do funkcjonowania neuronéw, sa one jednak nieaktywne.
Wyglada na to, ze gabki wtérnie utracity uktad nerwowy lub
ze wyksztalcilt si¢ on dwukrotnie w historii zycia na Ziemi.

Swieze doniesienie na temat Mnemiopsis leidyi potwierdzaja
niezwyktosé tych zwierzat. Cze$é osobnikéw poddanych
stresowi — gltodzeniu lub mechanicznemu uszkodzeniu,
zmniejsza swoje rozmiary, uwsteczniajac si¢ do formy
larwalnej, ktéra u tego gatunku posiada dwa ramiona
pokryte lepkimi rzeskami. Kiedy w $rodowisku pojawia

sie pokarm, Mnemiopsis rosnie i przeksztalca w dojrzalego
osobnika.

Zapewne tej umiejetnosci Mnemiopsis leidyi zawdziecza
gwaltowna ekspansje. Pierwotnie zyjacy w wodach
Atlantyku obu Ameryk, zostal zawleczony w wodach
balastowych statkéw i rozsiany po catym swiecie. W latach
80. XX wieku spowodowal katastrofe ekologiczna w Morzu
Czarnym, ktére na skutek nieograniczonego namnazania si¢
tego gatunku zamienilto si¢ w ,,galaretowata breje”. Pojawia
sie takze w wodach Baltyku, ale tu raczej nie zagraza
inwazja, gdyz zle znosi niskie temperatury wody.

Odmtadzanie zebroptawéw i meduz ma gleboki sens
biologiczny — powr6t do mniejszej lub uspionej formy
pozwala przetrwaé¢ warunki stresowe, choéby dzieki zmianie
pokarmu (larwy odzywiaja sie mikroplanktonem, ktory
dorostym osobnikom nie wystarcza).

Niestety u cztowieka to tak nie dziala, choé¢ nasze
formy larwalne takze zywia sie czym$ innym niz doroli.
A mogloby by¢ tak pieknie. ..

Marta FIKUS-KRYNSKA
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Rys. 1. Leonardo da Vinci (1452-1519)

Rys. 2. Niccold Machiavelli (1469-1527)

Rys. 4. Arno zalewa Florencje, 1966

Projekt rzeki Arno Leonarda da Vinci
i Niccolo Machiavellego

Stanistaw KORDEKY*, Grzegorz LUKASZEWICZ**

Wydaje mi sie, zZe posrod wszystkich przyczyn niszczenia mienia ludzkiego

rzeki zajmujq pierwsze miejsce ze wzgledu na ich nadmierne i gwattowne
wylewy. .. Rzeke, ktora ma zostaé przeniesiona z jednego miejsca na drugie,
nalezy naklaniac, a nie traktowaé brutalnie lub z uzyciem przemocy; w tym celu
nalezy zbudowad na rzece rodzaj tamy, a nastepnie ponizej kolejna, siegajgcg
dalej i w podobny sposob trzecig, czwartq i pigtq, aby rzeka mogla splywaé do
wyznaczonego jej kanalu. .. (Leonardo da Vinci, Notatniki)

W artykule Leonardo da Vinci i hydrodynamika (A3,) rozwazane byty wybrane
teoretyczne aspekty badan hydrodynamicznych Leonarda da Vinci opartych

na wnikliwych obserwacjach ruchu wody. Tym razem przedstawimy konkretny
projekt wdrozony w ramach eksperymentu hydraulicznego Leonarda da Vinci,
podjetego wraz z Niccold Machiavellim. Projekt taczyt w sobie aspekty
hydrauliczne, inzynierskie, polityczne i militarne. Przedmiotem operacji byta
rzeka Arno, a calo$¢ miala stuzyé potedze i dobru Florencji.

f.?g_gﬁ‘(
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Rys. 3. Mapa fragmentu Sredniowiecznej Toskanii

Projekt inzynierski Leonarda zakladal skierowanie Arno do Morza Liguryjskiego
kanalem — w pewnych miejscach oddalonym nawet o 35 km od koryta rzeki.
Niccolo Machiavelli, administrator odpowiedzialny za polityke militarna

i zagraniczng Florencji, w latach 1503-1504 probowal go zrealizowa¢ w celu
odwrdcenia rzeki od Pizy, pozbawienia tego miasta wody i w ten sposéb
wygrania bez strat wojskowych ciagnacej sie¢ od dekady wojny. Istotna zaleta
tego projektu byto takze polepszenie przeptywu wody i zmniejszenie liczby
powodzi. Arno byla i jest znana z wylewania podczas jesiennych deszczow oraz
wiosennych odwilzy (rys. 4).

Druga cze$¢ projektu miata polegaé¢ na uczynieniu Arno rzeka zeglowng od
Florencji do morza, tak aby miasto moglo byé¢ portem morskim. Projekt
zakladal skierowanie wod Arno kanalem przez Prato i tunelem przez gore
Serravalle. Inne aspekty projektu, widoczne na mapach i szkicach Leonarda,
obejmowaly wyprostowanie rzeki w samej Florencji, wprowadzenie §luz,
uzycie wod rzeki Arno do poruszania mtynéw i irygacji oraz umozliwienie jej
zeglowno$ci.

Zrealizowanie projektu wzmocnitoby i przeksztalcito ekonomiczna podstawe
Republiki Florencji, pozwalajac na dalekomorska wymiane handlowa. Juz

od 1493 roku, kiedy to opublikowany zostal we Florencji opis pierwszej
wyprawy Kolumba, lokalni kupcy wyrazali zainteresowanie morskimi podrézami
eksploracyjnymi. W roku 1503 bylo juz zupelnie jasne, ze Florencja mogtaby
uczestniczy¢ w tych odkryciach, gdyby tylko byla portem morskim.

Niestety szereg probleméw uniemozliwilo realizacje pierwszej czeéci projektu,
i w rezultacie cale przedsiewziecie upadto.
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Historia projektu Arno. Po wielu konfliktach w 1406 roku Florencja uzyskata
kontrole nad Piza. W 1494 roku, na zaproszenie Ludovica Sforzy z Mediolanu,
krol Francji Karol VIII najechal Italie, odbil Pize od Florencji i umozliwil jej
odzyskanie niezaleznoéci. Florencja przez caly czas probowala zdobyé¢ wladze

w Pizie. Dostep do morza byl jedyna szansa florentczykow na stworzenie
szybkiej drogi handlowej. Pragneli, aby Florencja stata si¢ miastem portowym
pelnym zycia i réznorodnoéci. Dyskutowano o wyprawach z lat 1499 i 1501
opisywanych w listach Amerigo Vespucciego do jego florenckiego patrona
Lorenza di Pierfrancesco. Jednakze Piza byla mocno wspierana przez Francuzéw,
ktorzy nie chcieli odda¢ miasta bedacego jednym z wazniejszych miejsc na
szlakach handlowych. W tej sytuacji powstal niecodzienny projekt Leonarda

da Vinci i Niccolo Machiavellego, majacy na celu pokonanie Pizy.

Przypomnijmy, ze juz w 1434 roku, a wiec kilkadziesiat lat wczesniej, architekt
Filippo Brunelleschi, stawny dzieki wspanialej kopule Duomo we Florencji,
opracowal plan zalania Lukki wodami rzeki Serchio. Realizacja projektu okazala
sie kleska, o ktérej tak napisal Machiavelli w swoich Istorie fiorentine [Historie
florenckie] (1532).

W tamtych czasach [1434] zyl najznakomitszy architekt Filippo Brunelleschi,
ktorego dziel jest pelne nasze miasto... Pokazal, jak mozna zalaé Lukke,

biorgc pod uwage polozenie miasta i koryto rzeki Serchio, i tak nalegal

przede wszystkim, aby Dziesigtka [Rada Dziesieciu] zlecila przeprowadzenie
eksperymentow. Ale nic z tego nie wyniklo poza nieporzqdkiem w naszym

obozie i bezpieczenstwem wroga, gdyz lukkariczycy podniesli ziemie groblg od
strony, przez ktérg prowadzono Serchio, a potem pewnej nocy przelamali groble
rowu, przez ktory woda ptyneta. Tym samym woda zablokowata droge do Lukki
1 otworzyla wal kanatu, po czym zalala rownine, tak Ze armia nie tylko nie mogla
2blizy¢ sie do miasta, ale musiala sie wycofac.

Wprawdzie zalanie miasta a odwrdcenie od niego wod to dwie rézne rzeczy,
jednak niepowodzenie planu Brunelleschiego, ktére przyniosto straty finansowe
i militarne, w przyszlosci skutkowalo sceptycyzmem Signorii (rzadu miasta
Florencji) co do tego typu projektéw.

Tym niemniej juz w latach 1490. Leonardo da Vinci, przebywajacy wtedy

w Mediolanie, planowal przeksztalcenie Arno w rzeke zeglowna az do

Florencji oraz budowe kanaléw redukujacych niebezpieczenstwo powodzi

i podnoszacych plony. O planach przebudowy Arno $wiadcza jego zapiski z tych
lat w Notatnikach.

Sluzy nalezy zbudowad w dolinie Chiany pod Arezzo, zeby w lecie, kiedy

w Arno braknie wody, kanal nie wysechi. Winien on mieé¢ 20 braccia

[1 braccio = 58,3 cm] szeroko$ci na dnie, 30 na gdrze i byé na 2 lub 4 braccia
gleboki, tak zeby 2 braccia stuzyly miynom i {gkom, na czym skorzysta region,

a Prato, Pistoia © Piza zyskajg 200 000 dukatow rocznie, wspomagajgc ten
pozyteczny cel pieniedzmi i silg roboczq. To samo zrobig mieszkarncy Lukki, gdyz
zeglowne stanie sie jezioro Sesto. Puszcze kanal przez Prato i Pistoie, przebije go
przez Serravalle ¢ wpadnie do jeziora, wiec nie bedg potrzebne Sluzy.

Powstaly wtedy pierwsze szkice do tego rozwiazania (znajduja si¢ one
w Kodeksie Madryckim).

Poczatek realizacji pierwszej czesci projektu Arno. W marcu 1503 roku
Leonardo da Vinci wrécil do Florencji z Imoli, wedrownego dworu Cesare Borgii,
gdzie przebywal od pazdziernika 1502 roku, pracujac jako inzynier wojskowy.
W miedzyczasie przybyl tam takze Niccolo Machiavelli, poset i mediator
polityczny. Signoria chciata go mie¢ w Imoli, aby takze donosil ,,0 rachubach
ksiecia”. Liczne poszlaki wskazuja, ze Leonardo i Niccolo omawiali w Imoli
projekt Arno i realizacje jego pierwszej czesci. Mowig o tym rozmaite szkice,
mapy i napomknienia w Notatnikach Leonarda z tamtego okresu, a przede
wszystkim rozpoczecie realizacji projektu juz latem 1503 roku, a wiec wkrétce po
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Rys. 5. Sporzadzona przez Leonarda
mapa rzeki Arno ze schematem kanalu,
okolo 1503-1504

Rys. 6. Mapa rzeki Arno z planami jej
wyprostowania i niemilitarnymi
ulepszeniami hydraulicznymi Leonarda,
1504

Rys. 7. Koparka Mechaniczna (Kodeks
Atlantycki). Leonardo da Vinci
prawdopodobnie zaprojektowat ja do
wykorzystania przy budowie kanatu

powrocie obu panéw do Florencji. Brak bezpos$rednich dowodéw ich wspélpracy
w Imoli powinien by¢ oczywisty, jesli zna si¢ realia miejsca i czasu zdarzen.
Korespondencja i dokumenty mogty byé przechwycone przez , ksiecia-renegata”,
a wymienianie kogo$ z nazwiska bylto niebezpieczne wobec tatwych oskarzen,
dajmy na to, o szpiegostwo. W jednej chwili mozna bylo straci¢ wszystko, takze
glowe. Tak bylo zreszta w owym czasie w calych Wloszech. We Florencji istnial
proceder anonimowych oskarzen, czego doswiadczyli zaréwno Leonardo, jak

i Niceold (1510), oskarzeni o przestepstwa seksualne. Przypomina sie anegdota
o innym wielkim Leonardzie, Leonhardzie Eulerze, ktory spytany po powrocie

z Rosji do Niemiec, dlaczego nic nie méwi, odpowiedzial: Wracam z kraju,

w ktorym mowienie grozito powieszeniem.

Projekt opieral sie na skierowaniu wéd Arno przez jazy, zbudowane na dlugim
na pdéltora kilometra i gtebokim na 16 braccia kanale rozwidlajacym sie na dwa
mniejsze (rys. 5 i 6). Da Vinci oszacowal, ze potrzeba usuna¢ ponad milion

ton ziemi, a biorac pod uwage, ze w wydobyciu jednego wiadra musiatoby
uczestniczy¢ czternastu robotnikéw, przyjal, ze na wykonanie calej pracy nalezy
przeznaczy¢ okolo pieé¢dziesieciu czterech tysiecy dni roboczych. Zaprojektowal
w zwiazku z tym specjalne maszyny, ktére pozwoliltyby znacznie skréci¢ czas
prac. Niestety zadna nie zostata zbudowana. Jedna z nich byta prawdopodobnie
koparka mechaniczna, ktorej projekt zawarty byt w Kodeksie Atlantyckim

(rys. 7). Jej wymiary odpowiadalyby omawianemu zastosowaniu, dlatego
powstaly przypuszczenia, ze zostala zaprojektowana specjalnie do wykorzystania
jej przy regulacji Arno.

Zmiana planu i katastrofa. Prace rozpoczety sie 22 sierpnia 1504 roku i byty
prowadzone przez inzyniera Columbino. Na nieszczescie dla catego projektu
zmienit on plany Leonarda i Niccola. Cheac zyskaé na czasie i zaoszczedzié
pieniadze, zdecydowal sie na stworzenie dwéch plytszych kanaléw, ktére

jego zdaniem mogly przejaé role jednego, ale gltebszego. Pomysl ten powinien
byl zosta¢ od razu odrzucony, poniewaz wymiary nowych kanatéw byty
niewystarczajace. Ich gleboko$¢ miata wynosi¢ okoto 4 metrow, a szerokoséé
okolo 18 metréw, co nie dawalo szansy na zmiane kierunku rzeki bez umocnien
wspomagajacych, w tym tamy, ktorej celem byloby utrzymywanie stalego

i odpowiedniego przeptywu rzeki. Columbino nie przewidzial takze czasu
potrzebnego na przewozenie ziemi i inne prace transportowe, a w dodatku
pizanczycy ciagle atakowali miejsce pracy, aby juz w zarodku uniemozliwi¢
realizacje tego przedsiewziecia. Ostatecznym nieszczesciem pieczetujacym
fiasko projektu byta burza przechodzaca nad Arno. Spowodowata ona wylew
rzeki i w rezultacie grozng powddz, ktora zalala wykonane dotychczas prace

i zatopila osiemdziesieciu robotnikow. Po burzy zorientowano sie rowniez, ze
zaden z powstalych rowow, zaprojektowanych przez Columbina, nie przetrwal
naplywu wezbranej wody. Tak oto projekt wielkiego Leonarda realizowany pod
wodza Columbina zakoiiczyl si¢ niepowodzeniem.

W 1509 roku Piza zostata w koncu podbita przez Florencje poprzez zwykle
uzycie sity militarnej.

Wyciszenie nieudanego przedsiewziecia. Florentczycy nie wspominali
dobrze tych wielkich i dalekosieznych planéw, ktére nigdy nie zostaty spetnione
i ktore przyniosty straty finansowe i militarne. Ttumaczy to takze brak
jakichkolwiek pdzniejszych notatek o wspdélnym projekcie w zachowanych
dokumentach i pismach Leonarda lub Niccola. Leonardo nie zniechecil si¢ jednak
fiaskiem tej inicjatywy. Gdy przebywal w Mediolanie, zaprojektowal kanaly,
ktore zostaly wybudowane i pokazywaly potege jego mozliwosci w zakresie
hydrodynamiki — dziedziny zawsze bliskiej jego sercu.
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Powyzszy graf G ma trzy spdjne
skladowe, z czego dwie maja nieparzysta
liczbe wierzchotkéw, zatem O(G) = 2

Twierdzenie Tutte’a i twierdzenie Halla
Barttomiej BZDEGA*

W tym miesiacu w Kaciku Poczatkujacego Olimpijczyka (patrz ostatnia strona
Delty) kontynuujemy temat skojarzern w grafach. Sa z nim zwigzane dwa

wazne twierdzenia: Tutte’a i Halla. Ich uzasadnienia sa bardzo pouczajace,

a poniewaz nie udatoby mi si¢ ich zmiesci¢ na ostatniej stronie, przedstawiam je
w niniejszym artykule, Kacikowi pozostawiajac same zadania z rozwiazaniami.

Przed przystapieniem do lektury zachecamy Czytelnika do zapoznania sig
z Kacikiem Poczatkujacego Olimpijezyka nr 68 i 69 w A3, i Aj,. Sa tam
wszystkie niezbedne definicje.

Zaczniemy od podstawowego narzedzia. Niech M bedzie skojarzeniem w grafie G.
Sciezke nazywamy naprzemienng dla skojarzenia M, je$li ma krawedzie na
zmiane nienalezace i nalezace do M.

Lemat o Sciezce naprzemiennej. Jedli istnieje $ciezka naprzemienna taczaca
pewne dwa wierzcholki grafu G nienalezace do skojarzenia M, to skojarzenie M
nie jest najwieksze.

Dowdd: Niech P bedzie opisana w lemacie Sciezka naprzemiennag.

Ze skojarzenia M usunmy te krawedzie, ktore naleza do P i zamiast tego
dolaczmy te krawedzie P, ktére nie byly wczedniej w M. W ten sposéb
otrzymujemy podgraf M’ ktéry ma o jedng krawedZ wiecej niz M.

b

Sciezka P zostala pod$wietlona na zétto. Na rysunku z lewej pogrubione zielone
krawedzie naleza do M, a z prawej — do M’
Ten podgraf jest nadal skojarzeniem, gdyz w wyniku przeprowadzonej powyzej
operacji stopnie wierzchotkéw a i b wzrosty z 0 do 1, a pozostale nie zmienity sie.
|

Sciezka opisana w lemacie nazywana jest czesto $ciezkq powiekszajgcg
skojarzenie.

Wprowadzmy teraz definicje potrzebne do sformutowania twierdzenia Tutte’a.

Graf nazywamy spdjnym, jesli kazde dwa jego wierzchotki polaczone sa Sciezka.
Kazdy maksymalny (w sensie relacji bycia podgrafem) podgraf spéjny danego
grafu nazywamy jego spdjng skiadowg. Spdjne sktadowe o parzystej liczbie
wierzchotkéw bedziemy nazywaé parzystymi, a o nieparzystej — nieparzystyms.
Oznaczmy przez O(G) liczbe nieparzystych spdjnych sktadowych grafu G.

Niech G = (V, E) bedzie grafem i niech S C V. Przez G — S rozumiemy graf G
z usunietymi wszystkimi wierzchotkami nalezacymi do S oraz usunietymi
wszystkimi krawedziami, ktére maja co najmniej jeden koniec w zbiorze S.

Twierdzenie Tutte’a. Graf G = (V, E) ma skojarzenie pelne wtedy i tylko
wtedy, gdy
(T) v O(G-S5) <9

SqV
Zbiory S spelniajace warunek O(G — S) < |S| bedziemy nazywaé dobrymi,
a niespelniajace go — niedobrymi. Zwré¢émy uwage, ze odrzucamy tu S =V
(wtedy G — S nie jest grafem, choé nawet jesli dopuscimy graf pusty, to ma
on 0 skltadowych nieparzystych), ale uwzgledniony jest zbiér pusty. Dla S = ()
otrzymujemy w warunku , ze O(G) = 0, czyli kazda spdjna skladowa grafu G
jest parzysta. Jest to oczywisty warunek konieczny istnienia skojarzenia pelnego.
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https://www.deltami.edu.pl/2024/08/przeliczenia-w-grafach/
https://www.deltami.edu.pl/2024/09/skojarzenia-czesc-1/

Przypominamy, ze odejmujac {v, w},
usuwamy wierzchotki v, w i wszystkie
krawedzie majace co najmniej jeden
koniec w v lub w.

Dowdd (= ). Zakladamy, ze graf G = (V, E) ma skojarzenie pelne. Nalezy
wykazaé, ze kazdy zbiér S C V jest dobry. Dla S = ) juz to zrobiliSmy, niech
wiec |S] > 1. Kazda nieparzysta spéjna skladowa grafu G — S ma przynajmniej
jeden wierzcholek, ktéry jest skojarzony z wierzcholkiem spoza niej. Nie moze
on naleze¢ do innej spdjnej sktadowej, wiec musi nalezeé¢ do zbioru S. Kazdej
spéjnej sktadowej grafu G — S mozna w ten sposéb przypisa¢ pewien wierzchotek
ze zbioru S. To przyporzadkowanie jest réznowartosciowe (bo idzie wzdtuz
krawedzi skojarzenia), wiec O(G — S) < |S|.

Dowdd (< ). Teraz zakladamy, ze spelniony jest warunek . Dla dowodu

nie wprost dodatkowo przypusémy, ze w grafie G nie ma skojarzenia pelnego.
Woéwecezas graf G ma parzysta liczbe wierzcholtkéw (warunek dla S = 0) i nie
jest grafem pelnym.

Niech G’ = G + e bedzie grafem G z dodang krawedzig e. Graf G’ nadal spelnia
warunek (TJ), poniewaz dla dowolnego S C V' zachodzi O(G' — 5) < O(G — S).
Istotnie, krawedz e moze taczy¢ wierzchotki:

e 7 ktorych co najmniej jeden nalezy do S;

o 7 tej samej spojnej sktadowej grafu G — S}

e 7z roznych parzystych spéjnych sktadowych grafu G — S;

e 7 parzystej i nieparzystej sktadowej grafu G — S,

e 7z roznych nieparzystych spéjnych sktadowych grafu G — S.

W pierwszych czterech przypadkach mamy O(G' — S) = O(G — S), a w ostatnim
O(G' — S8) = O(G — S) — 2. Mozemy zatem przyjaé¢ bez utraty ogélnosci, ze
dodanie jakiejkolwiek krawedzi spowoduje zaistnienie skojarzenia pelnego.

Niech U bedzie zbiorem wszystkich wierzchotkéw grafu G o stopniu |V| — 1, czyli

wierzchotkéw potaczonych z kazdym innym. Wykazemy, ze zbiér U jest niedobry,
co bedzie poszukiwana sprzecznoscia.

Zauwazmy najpierw, ze nie wszystkie spdjne skladowe grafu G — U sa klikami —
inaczej graf G mialby skojarzenie pelne.

sktadowa parzysta

-

skladowa nieparzysta

W kazdej spojnej sktadowej mozna by bylo dowolnie polaczyé w pary
wszystkie wierzchotki oprécz najwyzej jednego. Niesparowanych wierzchotkow
w skladowych jest dokladnie O(G — U), wiec mozemy je polaczy¢ z réznymi
wierzchotkami ze zbioru U. Pozostale wierzcholki ze zbioru U dowolnie taczymy
W pary.

Teraz wykazemy, ze w grafie G istnieje struktura widoczna na rysunku obok
(linia przerywana oznacza tu brak sasiedztwa). Niech Sy bedzie spdjna sktadowa
grafu G — U niebedaca klika. Ma ona zatem dwa wierzchotki z i y, ktére nie

sa polaczone krawedzia. Wierzcholki a, ¢, b wybieramy jako trzy kolejne na
najkrétszej éciezce taczacej x i y. Ponadto ¢ € U, wiec istnieje wierzcholek d € V,
z ktérym c nie jest polaczony.

Wobec poczynionych wczedniej zatozen, w grafie G + ab znajdziemy pewne
skojarzenie pelne M7, a w grafie G + cd — skojarzenie pelne M. Poniewaz

w G nie bylo skojarzenia pelnego, wiec krawedz ab nalezy do skojarzenia My,
a cd — do Ms. Skojarzenie M7 — {a, b} ma o jedna krawedZ mniej niz mialoby
skojarzenie pelne w grafie G, analogicznie skojarzenie My — {c, d}. Wystarczy
zatem znalez¢ $ciezke powiekszajaca ktores$ z tych skojarzen.
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Multigraf to graf, w ktérym dopuszczamy Sum@ skojarzeﬁ M1 i M2 jest multigraf H, w ktérym Wszystkie wierzchotki

wielokrotne krawedzie, na przyktad jak
ten ponizej.

o« »—o

przemian.

s stopnia 2. Taki multigraf jest suma parami roztacznych cykli, by¢ moze
o dhugosci 2. W kazdym takim cyklu krawedzie z M; i My wystepuja na

Jesli krawedzie ab i cd leza na rozlacznych cyklach, odpowiednio C7 i Cs,

to $ciezka C7 — ab powieksza skojarzenie My — {a,b} w grafie G. Pozostaje
przypadek, gdy ab i cd leza na jednym cyklu. Mozemy przyjaé, ze wierzcholtki
a, b, ¢, d leza na tym cyklu w tejze kolejnosci.

- ~

Woéwezas $ciezka od ¢ do d powieksza skojarzenie My — {¢,d} w grafie G. ]

Mozna powiedzieé, ze twierdzenie Tutte’a pozwala
stwierdzié¢, czy w danej klasie, w ktorej wiadomo, kto
z kim si¢ lubi, mozemy usadzi¢ uczniéow w tawkach

w taki sposéb, ze kazdy siedzi z kim$, kogo lubi. A co,
jesli dodatkowo chcemy, by w kazdej lawce siedzieli
chlopiec i dziewczynka? Tu wygodnego kryterium
dostarcza twierdzenie Halla, ktore omawiamy ponizej.

Ale najpierw potrzebne definicje. Grafem dwudzielnym
o dwupodziale (A, B) nazywamy taki graf, w ktérym
zbior wierzcholkéw jest sumg rozlacznych zbioréow

A i B, ponadto kazda krawedZ ma jeden koniec w A,

a drugi w B. Méwimy, ze skojarzenie M nasyca zbior A,
jesli kazdy wierzchotek ze zbioru A nalezy do M.

Niech G = (V, E) bedzie grafem i niech U C V.
Sqsiedztwem zbioru U nazywamy zbiér tych
wierzchotkéw spoza U, ktore maja co najmniej
jednego sasiada w U. Oznaczamy je przez Ng(U).
Jedli jest oczywiste, o jaki graf chodzi, to mozna pisaé
po prostu N(U).

Twierdzenie Halla. Graf dwudzielny G
o dwupodziale (A, B) ma skojarzenie nasycajace zbiér A
wtedy i tylko wtedy, gdy

(H) oL, INa(S) 2 1S].

Dowdd (= ). Zalézmy, ze graf ma skojarzenie M
nasycajace zbiér A. Niech S = s1,59,..., 8, C A bedzie
dowolny. Przez s} € B oznaczmy unikalnego sasiada
wierzchotka s; w skojarzeniu M.

sl € N(S) sa rézne, wiec

r m

Wéwezas s), sh, . ..

IN(S)] = m =S|

Dowdéd («<). Niech M bedzie najwiekszym skojarzeniem
w grafie G. Przypu$émy, ze skojarzenie M nie nasyca
zbioru A. Udowodnimy, ze warunek nie jest wtedy
spelniony.
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Na mocy przypuszczenia nie wprost, pewien wierzchotek
a € A nie nalezy do skojarzenia M. Rozwazmy wszystkie
wierzchotki grafu G polaczone z wierzchotkiem a

za pomoca Sciezek naprzemiennych dla skojarzenia M.
Niech S oznacza te cze$¢ spoéréd wspomnianych
wierzchotkéw, ktéra nalezy do zbioru A, razem

z wierzchotkiem a, natomiast T — te czesé, ktora jest

w zbiorze B.

Kazda $ciezka naprzemienna rozpoczeta

w wierzchotku a i zakonczona w wierzchotku nalezacym
do T moze by¢ kontynuowana — w przeciwnym razie
otrzymaliby$my $ciezke powigkszajaca skojarzenie M.
W takim razie z kazdym wierzchotkiem t € T'

mozemy zwigzaé wierzcholek s € S, ktory pojawia sie
bezposrednio po ¢t na pewnej Sciezce naprzemiennej,
startujacej z a. Wierzchotek s jest wyznaczony
jednoznacznie, gdyz krawedz ts nalezy do skojarzenia M
(a w skojarzeniu nie moga pojawié¢ sie krawedzie ts i ts’
dla s # s'). Doktadnie tak samo uzasadniamy, ze réznym
wierzchotkom z T" odpowiadaja rézne wierzchotki z S,

i ze sg one rézne od a. Dowodzimy w ten sposéb, ze

[S| > |T.

Jest jasne, ze T C N(S). Wykazemy, ze zachodzi tu
réwnosé. Niech w € N(S) — wtedy ma on sasiada

s € S, wiec albo s = a (i wtedy w € T'), albo istnieje
Sciezka naprzemienna P o kolejnych wierzchotkach
a,...,t,s. Krawedz ts nalezy do skojarzenia M, wiec
krawedz sw nie moze do niego naleze¢. Wobec tego
Sciezka o kolejnych wierzchotkach a,...,t, s, w jest
naprzemienna i w konsekwencji w € T'.

Wobec powyzszych rozwazan |S| > |T| = |N(S)]
i warunek nie jest spetniony, co konczy dowdd. [

Przyktady zastosowan oraz zadania Czytelnik znajdzie
na ostatniej stronie niniejszego numeru Delty.



* Sekretarz Turnieju Mlodych Fizykéw

Turniej Mlodych Fizykéw
Leszek GLADCZUK*

Turniej Mtodych Fizykéw to druzynowy konkurs dla licealistéw, w ktérym uczniowie
maja rok na opracowanie 17 otwartych probleméw badawczych (wymienionych ponizej).
Pracujac nad zagadnieniami, mozna korzystaé¢ ze wszystkich dostepnych zZrédet oraz
konsultowaé sie z opiekunem lub pracownikami naukowymi. W trakcie przygotowan
nalezy przeprowadzi¢ eksperymenty, zbudowaé teoretyczny model zjawiska, postawié
hipotezy naukowe oraz je zweryfikowaé. Podczas zawodéw wyniki sg przedstawiane

w formie prezentacji na scenie, a nastepnie omawiane z oponentem i recenzentem.

Aby wzia¢ udzial w zawodach, wystarczy zebraé zespét 5 licealistéw oraz znalezé opiekuna.
W pierwszym etapie turnieju, ktéry zakonczy sie 20 stycznia 2025 r., nalezy wystaé
opracowania 10 z 17 probleméw. Najlepsze druzyny zostana zakwalifikowane do zawoddéw
péifinatowych, ktore odbeda sie w marcu i beda miaty forme potyczek fizycznych.

W kwietniu cztery najlepsze druzyny z pétfinaléw (po dwie z kazdego okregu) zmierza sie
w finale ogdlnopolskim, gdzie beda walczy¢ o tytul reprezentacji Polski na Miedzynarodowy
Turniej Mtodych Fizykéw w Szwecji. Wiecej informacji mozna znalezé na tmf . org.pl.

Problemy Turnieju Mlodych Fizykéw 2025

1. Wymys$l sam: Papierowy bumerang. Wykonaj
powracajacy bumerang, skladajac i/lub wycinajac kartke
papieru. Zbadaj, jak ruch takiego bumerangu zalezy od
istotnych parametréw.

2. Miesienn z powietrza. Umie$é balon w cylindrycznej
siatce (na przyklad takiej uzywanej do pakowania czosnku)

i nadmuchaj go. Siatka bedzie si¢ rozszerzac i skracac.
Zbadaj wlasciwosci takiego ,mig$nia”.

3. Lato Lato. Przymocuj po jednej kulce do kazdego

z konicOw sznurka i zaczep $rodek sznurka do osi, ktéra moze
sie poruszaé¢. Gdy o$ bedzie oscylowaé¢ w kierunku pionowym,
kulki zaczna si¢ zderza¢ i odskakiwaé z rosnaca amplituda.
Zbadaj to zjawisko.

4. Wspinajace sie magnesy. Przymocuj pret ztozony

z cylindrycznych magneséw neodymowych poziomo

do pionowego preta ferromagnetycznego. Ogranicz

ruch magneséw do kierunku pionowego. Gdy pret
ferromagnetyczny bedzie sie obracatl wokél swojej osi
symetrii, pret magnetyczny zacznie poruszaé sie w gére.
Wyjasnij to zjawisko i zbadaj, jak predkosé wspinania zalezy
od odpowiednich parametréw.

5. Tanczaca sprezyna. Skreé sprezyne Slinky kilka razy

i trzymaj jej dolny koniec nieruchomo. Po puszczeniu
gbérnego konca sprezyny, Slinky zacznie ,tanczy¢” — gdy na
sprezyne spojrzymy z boku, zjawisko bedzie przypominaé
fale. Wyjaénij to zjawisko i zbadaj parametry wplywajace na
ruch sprezyny.

6. Cieknacy kran. Krople spadajace z cieknacego kranu
moga tworzy¢ interesujgce rytmy kapania, gdzie czas
pomiedzy kroplami zalezy od przeptywu wody. Zbadaj

to zjawisko i okresl, jak zalezy ono od odpowiednich
parametrow.

7. Dzialo z linijek. Dwie linijki sa Sciskane razem. Okragty
pocisk (np. plastikowa zakretka od butelki lub kulka) zostaje
umieszczony pomiedzy nimi, blisko jednego z koncéw. Gdy
na powierzchnig linijek zostanie wywarta dodatkowa sita,
pocisk zostaje wyrzucony z duza predkoscia. Zbadaj ten efekt
oraz parametry wplywajace na predko$¢ wyrzutu.

8. Lewitujacy pltyn. Kiedy pojemnik cze$ciowo wypelniony
ciecza drga w pionie i powietrze jest wstrzykiwane przy dnie
pojemnika, plyn moze ,lewitowac”. Zbadaj to zjawisko.

9. Asysta magnetyczna. Przymocuj jeden lub dwa
magnesy do niemagnetycznej i nieprzewodzacej podstawy
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w taki sposob, aby przyciagaly magnes zawieszony na
sznurku. Zbadaj, jak ruch zawieszonego magnesu zalezy od
réznych parametréw.

10. Konwekcja Rayleigha—Bénarda. Podgrzewajac
jednolicie i powoli dno pojemnika zawierajacego zawiesing
proszku w oleju (np. sproszkowanej miki w oleju
silikonowym), mozna zaobserwowaé¢ powstawanie struktur
wygladajacych jak komérki. Wyjasnij i zbadaj to zjawisko.

11. Sprezynowa histereza. Polacz dwie identyczne
sprezyny symetrycznie z masa, tworzac ksztalt
przypominajacy litere ,V”, i przyt6z do masy site, ktéra
mozesz zmieniaé. Gdy sita ta ulega zmianie, ruch masy moze
zaleze¢ od historii zmian przyltozonej sity. Zbadaj to zjawisko.

12. Dzwiek kontra plomien. Maly plomien mozna ugasié
dzwigkiem. Zbadaj parametry ptomienia oraz parametry
dzwigku, ktére decyduja o tym, czy pltomien zgasnie.

13. Makaronowy akcelerator. Gdy kawatek spaghetti
zostanie wepchniety do wygietej rurki, drobne kawatki
spaghetti mogg zosta¢ wyrzucone z drugiego konca rurki
z zaskakujaco duzg predkoécia. Przeanalizuj to zjawisko
i zbadaj jego przyczyny.

14. Wodna rakieta. Pompuj powietrze do plastikowej
butelki czedciowo wypelnionej woda. W pewnych warunkach
butelka zostaje wystrzelona i wzleci w powietrze. Zbadaj,
jak przyspieszenie podczas startu zalezy od odpowiednich
parametrow.

15. Wyjaca miska. Kiedy uderzysz w bok metalowej
miski zawierajacej troche wody, ustyszysz charakterystyczny
dzwiek. Dzwiek zmienia sie, gdy woda w misce sie¢ porusza.
Zbadaj i wyjaénij to zjawisko.

16. Pompa Wirtza. Pompa Wirtza to pionowo
zamontowana spirala, pusta w §rodku. Jeden jej koniec
zanurza si¢ pod woda raz na obrét, podczas gdy drugi
koniec (w osi obortu spirali) jest polaczony z pionows rurka.
Obracanie spirali moze powodowaé¢ pompowanie wody na
duza wysokos¢. Wyjasnij to zjawisko i zbadaj, jak istotne
parametry wplywaja na wysokos¢ stupa pompowanej wody.

17. Kwantowy §lad. Skieruj swiatlo lasera na polimer
organiczny (np. styropian). Rozproszone $wiatto moze

mie¢ wiekszg lub mniejsza dtugoécé fali niz $wiatto padajace.
Wyjasnij to zjawisko i ustal, jakie wnioski mozna wyciagnaé
na temat struktury molekularnej materiatu na podstawie
przesuniecia dtugosci fali.
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Klub 44 F

Termin nadsytania rozwigzan: 31 XII 2024
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Rys. 1

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
774 (WT = 3,88), 775 (WT = 2,32)

z numeru 3/2024

Jacek Konieczny Poznan 40,87
Konrad Kapcia Poznan 2-39,58
Pawel Perkowski Ozaréw Maz. 5-37,86
Andrzej Nowogrodzki Chocianéw  3-23,69
Tomasz Wietecha Tarnéw 17-22,85
Jan Zambrzycki Bialystok 4-22,38
B
X
R Q

781. Zmiana energii kinetycznej kulki réwna jest pracy

sity elektrostatycznej:

mV?/2 =kQ?(2/R—1/R),
gdzie V jest predkoscia kulki w minimalnej odlegtosci

od nieruchomego tadunku, stad

()

Moment sity magnetycznej wzgledem punktu, w ktérym
znajduje si¢ nieruchomy tadunek w chwili, gdy odlegtosé
miedzy ladunkami wynosi 7 (rys. 2) dany jest wzorem

M =rQB(vcosa).

M =7x Fy,

Uwzgledniajac, ze v cosa = v,

2k

Zadania z fizyki nr 784, 785
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

784. Szklany pryzmat o malym kacie tamiacym ¢ umieszczono w pewnej
odleglosci od cienkiej soczewki skupiajacej o ogniskowej f tak, ze jedna

z powierzchni pryzmatu jest prostopadla do osi optycznej soczewki. Po drugiej
stronie soczewki, w jej ognisku znajduje sie¢ punktowe zrédto swiatta. Promienie
odbite od pryzmatu po zalamaniu w soczewce daja dwa obrazy zrédla $wiatla
oddalone od siebie o d. Znalez¢ wspétczynnik zatamania szkla, z ktérego
wykonano pryzmat.

785. Kondensator ptaski, ktorego powierzchnia oktadek jest duzo wigksza od
odleglosci miedzy nimi, podlaczony jest do Zrdédla o sile elektromotorycznej €
i umieszczony w jednorodnym polu elektrycznym o natezeniu E. Linie pola
sa prostopadle do powierzchni oktadek kondensatora (rys. 1). Jaka prace
trzeba wykonaé, aby obréci¢ ten kondensator o kat m wokot osi prostopadlej
do wektora E?

Rozwigzania zadan z numeru 6/2024

Przypominamy tre$¢ zadan:

780. Mala pileczka spadajaca z wysokosci h na twarda podloge odskakuje na wysoko$¢ h/3. Na
niciach o dlugosciach | zawieszono stykajace si¢ ze sobg dwie takie piteczki. Jedng z nich odchylono
od pionu o kat 7/2 i puszczono swobodnie. O jakie katy odchyla sie nici po zderzeniu pilteczek?

781. W odlegtosci R od nieruchomego tadunku @ > 0 znajduje si¢ mala kulka o masie m, natladowana
tadunkiem —@Q. Uklad znajduje si¢ w jednorodnym polu magnetycznym, ktérego linie pola

sg prostopadle do odcinka laczacego tadunki. Po oswobodzeniu kulka zaczyna sie poruszac,

a minimalna odleglo$é, na jaka zbliza si¢ do nieruchomego ladunku, wynosi R/2. Znalezé wartosé
indukcji pola magnetycznego.

780. Tuz przed zderzeniem predkosé nadlatujacej piteczki wynosi v1 = +/2gl,
druga piteczka ma predkos$¢ vo = 0. Srodek masy ukladu porusza sie z predkoscia
V = wv1/2, predkos$¢ wzgledna to v = vy, a predkosci w uktadzie laboratoryjnym
mozemy zapisaé jako:

(%) vy =V +v/2, vo =V —v/2.

W ukladzie $rodka masy V = 0, energia uktadu E = uv?/2, gdzie p = m/2,

a m jest masg piteczki. Zderzenie w tym ukladzie zachodzi jak zderzenie piteczki
o masie zredukowanej p i predkosci v z twarda Scianka. Zgodnie z trescig
zadania po odbiciu unosi ona 1/3 energii poczatkowej, a jej predkosé, czyli
predkoéé wzgledna ukladu, zmienia znak na przeciwny i maleje /3 razy:

= —v/V/3, v =/2¢gl/3.

Wracajac do ukladu laboratoryjnego, zgodnie z otrzymujemy:
o= V)2 = 0/2 - 0/(2V3) = Vel 2(1-1/V3),
vy =V —v')2 = \/gl/2(1 +1/V/3).

Szukane katy odchylenia wynosza:

( (v],2)*
oy =arccos| 1 — —(—=—

l
v

2 1
= -+ —).
20 ) arccos<3 2\/§)

rownanie ruchu czastki:
drdJ
dt  dt’
gdzie J jest momentem pedu czastki. Jego zmiana od
chwili poczatkowej do chwili, gdy odleglos¢ miedzy
tadunkami jest minimalna, wynosi

R/2

-QB / rdr = 3QBR?/S.
R

M = —-QBr

mV R

AJ 5 =

Uwzgledniajac , otrzymujemy wartos¢ wektora
indukcji pola magnetycznego:

[32km
B = .
9R3

dr . P
9¢» mozemy napisac
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Klub 44 M
1-44

Termin nadsylania rozwiazan: 31 XII 2024

Zadania z matematyki nr 887, 888

Redaguje Marcin E. KUCZMA

887. Znalezé najmniejsza liczbe rzeczywista A, dla ktorej istnieja liczby
zespolone u, v, w oraz liczba rzeczywista B takie, ze |u| = |v| = |w| = 1 = wow,
zas u+v+w = A+ Bi.

888. Znalezé wszystkie tréjki liczb catkowitych x,y, z > 0, spelniajace réwnanie
7% 4 20y = 22,

Zadanie 888 zostalo opracowane na podstawie propozycji, ktorg przystatl pan
Witold Bednarek z Lodzi.

Rozwigzania zadan z numeru 6/2024

Przypominamy tresé¢ zadan:
883. Znalezé wszystkie funkcje f: R — R spelniajace rownanie
F@®+97) = [(a®) + flay) + F(y°) dla 2,y €R.

884. Wykazad, ze dla kazdej pary liczb naturalnych a > 2, b > 1 istnieje nieskonczenie wiele takich
liczb naturalnych n, ze liczba ba™ + 1 jest zlozona.

883. Funkcja f musi by¢ parzysta, bowiem za$ podstawienie z = V/t, y = 3v/t daje
z podstawien y = x oraz y = —x dostajemy . .
t 4 t) = f(10t) = t
f(2?) = f(—2?). Dalej badamy wartosci f dla (&) + f(3t) + f(98) = f(10t) = 39£ (1)
argumentéw nieujemnych. Wezmy dowolng liczbe ¢ > 0 1 w konsekwencji
i podstawmy w réwnaniu z = y = v/t. Otrzymujemy (1) £(9t) = 38F(t) — f(3t).
rownosé
f(2t) = 3f(t). Wreszcie z podstawienia x = 3v/¢, y = 4/t otrzymujemy
Wobec dowolnosci ¢ wynikaja z niej zwiazki F(9t) + f(12t) + f(16t) = f(25t) = 169f(¢),

f(4t) =9f(t),  f(161)

=811(t),

czyli (stale patrzac na réwnosci uzyskane wyzej)

fQ0t) = 3f(5t),  f(12t) = 9f(3t)

(i wiele innych, podobnych; te beda dalej przydatne).

F(9t) + 9F(3t) + 8LF(£) = 169f(t).

Kolejne podstawienie z = v/t, y = 2v/t daje réwnosé Zastepujemy poczatkowy sktadnik przez prawa strone
f(5t) = f(t) + f(2t) + f(4) = 13f(¢), wzoru (1) i po redukeji dostajemy zaleznosé
ad 10t) = 3f(5t) = 39f(t @ F(3t) = %f(t)
7100 = 3£(51) = 397 (1 oo
oraz g5 2
f(25t) = 13f(5t) = 169f(t); (3) f9t) = f(3-3t) = (22)"f(t).

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
877 (WT = 1,36) i 878 (WT = 3,29)
z numeru 3/2024

Piotr Kumor Olsztyn 46,57
Fukasz Merta Krakéw 43,92
Szymon Kitowski Warszawa 41,11
Adam Woryna Ruda SI. 40,91
Witold Bednarek Lédz 37,29
Michal Adamaszek  Kopenhaga 35,90
Krzysztof Zygan Lubin 34,43
Jedrzej Biedrzycki 31,02
Andrzej Kurach Ryjewo 30,66
Tomasz Wietecha Tarnéw 30,14

Mocny akcent! Pan Piotr Kumor,
niezwykle aktywny uczestnik Ligi, wtadnie
zamknal szesnaste okrazenie!

Wstawiamy uzyskane zwiazki (2) i (3) do réwnania (1):

2
()7 F(t) = 38f(t) — 2 £ (1)
Stad, ostatecznie, f(t) = 0. Wszystkie wypisane zaleznosci byly stuszne dla
dowolnej liczby t > 0. Funkcja (parzysta) f jest wiec identycznie réwna zeru
(i oczywiscie spelnia zadane réwnanie).
884. Autor zadania (pan Witold Bednarek) proponuje taka konstrukcje: niech
p bedzie ustalonym dzielnikiem pierwszym liczby ba + 1. Przyjmijmy
ne=@pP-1k+1 (k=1,2,3,...).
Oczywiscie a nie dzieli sie przez p, wiec na mocy malego twierdzenia Fermata
a’~' =1 (mod p). Wobec tego
ba"™ +1 = b(a”_l)ka +1=ba+1=0 (mod p).
Zatem kazda z liczb ba™ + 1 (dla k =1,2,3,...) dzieli sie przez p; przy tym
jest wieksza od p (bowiem p < ba + 1 < ba™ + 1); jest wiec liczba zlozona.

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

w numerze n + 4. Mozna nadsyta¢ rozwiazania czterech, trzech, oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania

dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym

z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach, czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana

Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania Szczegbélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.
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Prosto z nieba: Ciemna materia na Jowiszu?

Wedtug Standardowego Modelu Kosmologicznego we Wszechéwiecie jest

okolo 5 razy wiecej ciemnej materii niz zwyklej materii (tej, z ktérej jestesSmy
- zbudowani). Astrofizycy co rusz przedstawiaja nowe, posrednie dowody na jej
N istnienie. I chociaz powszechnie uwaza sig, ze ,,co$ tam jest” (i to co$ nazwaliSmy

) ciemna materia), to jak dotad nie ustalono, jaka forme przybiera ani jakie sa jej

doktadne wtadciwosci. Fizycy usilnie probujg stworzyé eksperyment pozwalajacy
zaobserwowac¢ bezposrednio ciemng materige. Czy to w ogromnych japonskich
kopalniach Kamiokande, czy w réwnie ogromnych akceleratorach czastek. Mimo
to wciaz nie wiemy, CZYM ciemna materia jest — jaka mase moze mie¢ czastka
ciemnej materii ani nawet czy w ogdle ciemna materia sktada si¢ z czastek. Nie
dziwi wiec fakt, ze naukowcy wymy$laja coraz to bardziej egzotyczne metody
i miejsca jej poszukiwania. Na przyklad... na Jowiszu.

—
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Nowa, zaproponowana przez Carlosa Blanco i Rebecce K. Leane, metoda
poszukiwania ciemnej materii jest nieco skomplikowana i wymaga zaznajomienia
si¢ z pewna czasteczka — kationem triwodorowym, Hy . Najprosciej rzecz
ujmujac, H sklada sie z trzech atoméw wodoru, z ktérych jednemu brakuje
elektronu (czyli mamy trzy protony i dwa elektrony, patrz rys. 1). Mimo ze
prawdopodobnie nigdy nie styszale$, Drogi Czytelniku, o kationie triwodorowym,
to jest to jedna z najczesciej wystepujacych molekul w calym Wszechswiecie.

Rys. 2. Schemat produkcji H;f na Jowiszu.
Promieniowanie UV Slorica po stronie
dziennej dominuje w produkcji Hy .
Natomiast brak emisji H; ze znanych
proceséw na niskich szeroko$ciach
geograficznych po stronie nocnej sprawia,
ze jest to idealny region do poszukiwania
oznak ciemnej materii

Tylko co ma wspdlnego kation triwodorowy z ciemng materia? Do powstania
kationu triwodorowego potrzebne sa dwie rzeczy: ,,co$ energetycznego”
(zazwyczaj jaki$ rodzaj energetycznego promieniowania) i duzo wodoru
molekularnego Hy. NajbliZszym nam obiektem z duza iloscia takiego wodoru
jest... Jowisz — nie od parady zwany gazowym olbrzymem. A | czym$
energetycznym” wedlug Blanco i Leane moze by¢ energia powstala w wyniku
zderzenia (i anihilacji) dwdch czastek ciemnej materii.

Proces powstawania kationu

triwodorowego, dla Czytelnika

Dociekliwego:

Ho + v — H;r + e

Hy + Hf — HI + H.
Problem jest tylko taki, ze nie jest to jedyny sposéb, w jaki kationy triwodorowe

moga powstaé. Na Jowiszu ,,czym$ energetycznym” moze tez by¢ silne
promieniowanie UV pochodzace od Storica, czasteczki wiatru Stonecznego
przyspieszone w polu magnetycznym planety (te same, ktére tworza zorze),
a nawet wyltadowania elektryczne w chmurach planety.

Aby znalezé¢ kationy triwodorowe wytworzone dzigki obecnosci ciemnej materii,
musimy wiec szukaé po ,nocnej stronie” Jowisza. Czyli tej, ktéra w danym
momencie nie jest zwrécona w strone Storica (patrz rys. 2). W szczegdlnosci
powinnismy poszukiwaé w regionach rownika tej planety, z dala od biegunéw,
gdzie wystepuje zorza. Jezeli znajdziemy tam kationy triwodorowe, oznacza to,
: ze prawdopodobnie powstaly dzieki energii uwolnionej w wyniku anihilacji

102 0,1 1 10 100 dwoch czagstek ciemnej materii. Badajac obfito$é kationéw triwodorowych,

Hasa czastii clemne] matent (V] bedziemy w stanie stwierdzi¢, jak czeste i jak energetyczne sg procesy
zderzenia czastek ciemnej materii, co z kolei pomoze nam w oszacowaniu

masy tych czastek oraz w projektowaniu i przeprowadzaniu eksperymentéw

w akceleratorach na Ziemi, pozwalajacych nam je zaobserwowac.

Rys. 3. Nowe ograniczenia wlasciwosci
czastek ciemnej materii. Szary obszar
wskazuje na wlasciwosci wykluczone
dzigki obserwacjom nocnej strony Jowisza

Spostrzegawczy Czytelnik zwréci nam jednak uwage, ze
ze wzgledu na polozenie Jowisza w Ukladzie Stonecznym
nie jesteSmy w stanie obserwowaé jego ,,nocnej strony”

bezposrednio z Ziemi ani nawet wykorzystujac Teleskop
Kosmiczny Jamesa Webba. Oczywiscie to prawda — na

szczescie mamy wyniki obserwacji satelitow okrazajacych
Jowisza. Ostatnim urzadzeniem zdolnym do obserwacji
kationéw triwodorowych, tadnie promieniujacych

w podczerwieni, byta sonda Cassini, przelatujaca

w poblizu Jowisza w 2001 roku.

Wyniki tych obserwacji wskazuja na zupelny brak
kationéw triwodorowych na réwniku po nocnej stronie
Jowisza, a przynajmniej brak mozliwosci ich wykrycia
przy pomocy instrumentéw Cassiniego. Nie jest to

do konca zta wiadomosé. Znamy bowiem czutosé

22

instrumentéw pomiarowych sondy. JesteSmy wiec

w stanie okresli¢ ograniczenia na mase czastek ciemnej
materii i prawdopodobienistwa ich zderzeni (dla ktérych
nie mozemy zaobserwowa¢ dodatkowych kationow
triwodorowych). W ten sposéb ograniczamy mozliwe
wlasciwosci czastek ciemnej materii (rys. 3).

I tak, co prawda, ciemnej materii na Jowiszu nie
znalezliSmy, ale za to odrobine ulatwiliémy dalsze jej
poszukiwania.

Oparte na publikacji: Carlos Blanco and Rebecca K. Leane, ,,Search
for Dark Matter Ionization on the Night Side of Jupiter with Cassini”,
Physical Review Letters, Volume 132, Issue 26.

Anna DURKALEC

Zaktad Astrofizyki, Departament Badan Podstawowych,
Narodowe Centrum Badan Jadrowych



/Niebo w pazdzierniku

Pazdziernik jest trzecim miesigcem, w ktérym szybko ubywa dnia i wydtuza sie
noc. Przez caly miesiac Storice przebywa na tle gwiazdozbioru Panny, obnizajac
do korica pazdziernika wysoko$é¢ gérowania o nastepne 11°, co spowoduje
skrocenie czasu jego przebywania nad horyzontem do wyraznie ponizej 10 godzin.
W ostatni weekend miesiaca nastapi zmiana czasu z letniego na zimowy.

Bezksiezycowe noce obejma poczatek i koniec miesiaca. 2 pazdziernika

Srebrny Glob przejdzie przez néw, podczas ktérego dojdzie do obraczkowego
za¢mienia Slonca, trwajacego maksymalnie prawie 7,5 minuty. Niestety jest

to za¢mienie gléwnie dla mieszkancéw wysp oceanu, gdyz pas za¢mienia
przejdzie od Kiribati na Pacyfiku do archipelagu Falklandéw na Atlantyku.

A jedyny skrawek ladu, o ktéry zahaczy, to pogranicze chilijsko-argentyniskie
na samym potudniu obu krajéw. Faze czeSciowa da si¢ obserwowaé z Antarktydy,
poludniowej czesci Ameryki Poludniowej oraz poludniowo-zachodniej czesci
Potwyspu Kalifornijskiego i skrawka ladu miedzy Puerto Vallarta a Manzanillo
w Meksyku. Po nowiu Ksiezyc przeniesie sie na niebo wieczorne, ale ze wzgledu
na niekorzystne nachylenie ekliptyki i przebywanie pod nia zacznie si¢ on
wytaniaé z zorzy wieczornej dopiero w okolicach I kwadry.

8 pazdziernika maksimum swojej aktywnosci osiagaja
meteory z roju Drakonidow. Sa to wolne meteory, ich
predko$é zderzenia z nasza atmosfera wynosi 21 km/s,
a ich radiant znajduje si¢ w glowie gwiazdozbioru
Smoka i doluje okolo godziny 5 na wysokosci 15°.

A zatem lepiej obserwowaé je wieczorem, gdy okolo
godziny 20 wznosi sie on na wysoko$¢ przekraczajaca
60° nad zachodnia czescia niebosklonu. Ksiezyc, mimo
dos¢ sporej juz wtedy fazy, zajdzie zaraz po Stoncu

i nie przeszkodzi w obserwacjach tych meteoréw. Mozna
spodziewa¢ sig¢ do kilkunastu zjawisk na godzine.

Przez wigksza cze$é nocy widoczne sa planety Saturn
i Neptun, ktére we wrzesniu przeszly przez opozycje
wzgledem Storica. Odlegtosé katowa miedzy nimi
zwiekszy si¢ w pazdzierniku do 15°. Saturn $wieci

z jasno$cig +0,7™, a jego tarcza ma Srednice 19”.
Stosunek malej do wielkiej osi pierécieni tej planety
urosnie do 0,08. Neptun przebywa na tle gwiazdozbioru
Ryb 1° na pélnoc od gwiazdy 6. wielkosci 24 Psc,
sam Swiecac o 2™ slabiej, a zatem do jego odszukania
trzeba postuzy¢ sie przynajmniej lornetka. Obie
planety przecinaja poludnik lokalny po godzinie 22.
14 pazdziernika w odlegtos$ci mniejszej od 1° wigksza
z planet minie Ksiezyc w fazie 90%.

W drugiej polowie nocy dobrze widoczne sa planety
Jowisz, Uran i Mars. Pierwsze dwie planety kresla
swoje petle na tle gwiazdozbioru Byka. Uran czyni

to mniej wiecej 5° na poludniowy zachéd od Plejad,
oddalajac sie stopniowo od gwiazdy 13 Tau. Oba ciala
niebieskie maja podobna jasnos¢ 45,7, a dystans
miedzy nimi uros$nie przez miesiac do 2°. Jowisz

9 pazdziernika zmieni kierunek ruchu na wsteczny,
zakrecajac w okolicach gwiazdy 5. wielkosci 109 Tau,
a zatem jego pozycja na niebie zmieni sie bardzo
niewiele. Urosnie za to jasno$é¢ tej planety do —2,5™

i érednica tarczy do 46”. 7 paZdziernika Kalisto, jeden
z ksiezycéw galileuszowych Jowisza, przejdzie tuz na
péinoc od jego tarczy. Srebrny Glob znajdzie sie blisko
Plejad i Urana 19 dnia miesigca, prezentujac faze 91%,
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juz po peli, ktora przypadta dwa dni wczeéniej.

21 pazdziernika za$, w fazie zmniejszonej do 75%,
Ksiezyc utworzy tréjkat réwnoramienny z Jowiszem

i gwiazda El Nath, czyli druga co do jasnosci gwiazda
Byka.

Mars w pazdzierniku pokona okolo 15°, zaczynajac
miesiac w Bliznietach 2,5° na péinoc od Mekbudy

(¢ Gem) i koriczac go juz w Raku, gdzie przejdzie

na sam Kkoniec. Po drodze 9 pazZdziernika planeta
przejdzie mniej niz 1° od gwiazdy Wasat (0 Gem),

a 11 dni pdzniej — 2° od gwiazdy k Gem. W nocy z 23
na 24 pazdziernika wschodzacy Ksiezyc w fazie 54%
znajdzie si¢ 3° od Czerwonej Planety. Przez calty
miesiac Mars zwiekszy jasnos¢ do +0,1™, a jego
tarcza uro$nie do 9”. Jednocze$nie wyraznie widoczna
w teleskopach faza tarczy planety wyniesie okoto 90%.

Ekliptyka rano wciaz nachylona jest bardzo korzystnie,
stad Ksiezyc (podobnie jak miesiac temu) ozdobi
poranne niebo do konica miesiaca. Przez ostatnia
kwadre Srebrny Glob przejdzie 24 pazdziernika,

a przez néow — 1 listopada. Po spotkaniu z Marsem
warto odnotowaé jego miniecie, w fazie 42%, 5° od
gromady otwartej M44 w Raku — 25 dnia miesiaca,

czy zblizenia do Regulusa, najjasniejszej gwiazdy Lwa —
26 i 27 pazdziernika.

Ostatnim, ale wcale nie najmniej atrakcyjnym
akcentem pazdziernika jest zakrycie Spiki, najjasniejszej
gwiazdy Panny, przez bardzo cienki sierp Ksiezyca —

w fazie 1,5%, do ktérego dojdzie 31 dnia miesigca.
Polska znajdzie sie na zachodniej granicy widocznoéci
tego zjawiska i da sie je dostrzec tylko na wschod od
linii Stupsk—Leszno—Walbrzych. Odkrycie nastapi okoto
godziny 5:40 (czasu juz zimowego), a na wschodniej
granicy Polski Ksiezyc w tym czasie wzniesie sie na
wysokos¢ 4°, przy wysokosci Storica —7°. A zatem

z tych obszaréw da sie je dostrzec nawet gotym okiem.
Warto jednak wspomoc sie lornetka.

Ariel MAJCHER



Rozwigzania zadan ze strony 4

& Rozwigzanie zadania M 1795.

Zalézmy przeciwnie i rozwazmy 18 kolejnych liczb
caltkowitych dodatnich, ktére sa dobre. Sa wérdd nich trzy
liczby podzielne przez 6. Niech beda to liczby 6n, 6(n + 1)

i 6(n + 2). Poniewaz liczby te sa dobre, a rozklad kazdej

z nich na czynniki pierwsze zawiera juz 2 i 3, wiec nie moga,
one mie¢ innych dzielnikéw pierwszych. Co wiegcej, tylko
jedna z trzech kolejnych liczb naturalnych, n, n + 1, n + 2,
moze by¢ podzielna przez 3. Oznacza to, ze pozostale dwie
sg potegami dwéjki. Ale jedyne pary poteg dwdjki, ktére
r6znia sie o nie wigcej niz 2, to (1,2) i (2,4); dlatego tez

n < 2. Jednakze wtedy wéréd naszych 18 kolejnych liczb jest
liczba pierwsza 13, ktéra nie jest dobra — sprzecznosé.

& Rozwigzanie zadania M 1796.
Oznaczmy przez i, T2,...,x, dltugoéci bokéw kwadratowych
pél na przekatnej. Wtedy x1,x2, ...,z to szerokosci
»paskéw”, na jakie pionowe (lub poziome) proste dzielg
plansze. Zauwazmy, ze powierzchnia pola na przecigciu
i-tego paska z j-tym wynosi z;x;, ponadto jest ono czarne,
jesli i 4 j jest parzyste, a w przeciwnym razie jest biate.
Rozpatrzmy teraz wyrazenie

(xl —x2+x3—...)2.
Po wymnozeniu nawiaséw dostaniemy sume n? wyrazéw
postaci £x;x;, gdzie znak ,,+” jest wybierany, jesli ¢ 4 j
jest parzyste, a znak ,—” jest wybierany, jesli ¢ + j jest
nieparzyste. Zatem nieujemna liczba (z1 — 22 + 23 — ...)2
jest rowna réznicy miedzy sumami powierzchni wszystkich
czarnych i wszystkich biatych pdl.

m Rozwigzanie zadania M 1797.
Na prostej CI obierzmy taki punkt X, ze
cX OB
CD~ CI°
Wtedy tréjkaty CID i CBX sg podobne (zgodnie
z definicja X i réwnoscia katéw przy wierzchotku C).

Zatem
<xCBI + «<IBX = xCBX = «xCID =
= ¥180° — xICD — xIDC =
= xXIBA+ xIAB,

gdzie w ostatniej réwnosci skorzystaliémy z tego, ze suma
XICD + xIDC + xIBA + <IAB jest ré6wna polowie sumy
katéw wewnetrznych w czworokacie ABC'D, czyli 180°.
Poniewaz xCBI = xIBA, wiec powyzsza réwnosé¢ implikuje,
ze ¥xIBX = <xIAB. Analogicznie do dowodu podobienstwa
tréjkatow CID i CBX mozemy uzasadni¢ podobienstwo
trojkatéw CIB i CDX, skad

XXDI =xCID —xIXD =xCBX —xIBC = <xIBX,

co koniczy dowdd.
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& Rozwigzanie zadania F 1105.
Niech a oznacza $rednia odlegto$¢ miedzy kropelkami
wody tworzacymi mgle. Mamy a = n~ /3. Pojedyncza
warstwa kropelek o promieniu r = d/2 kazda przestania czesé
przechodzacej przez nig wigzki $wiatta réwna 7r?/a?. Liczba
takich warstw wystarczajaca do catkowitego przestoniecia
Swiatta miedzy obserwatorem i przedmiotem réowna jest
grednio !/a. Oznacza to, ze:

r? 1 B mr?l

1= 2T
a? a a’

Otrzymujemy: .
w2l
i catkowita mase, m, kropelek mgly w 1 m?:
" — np47rr3 _ @
3 3l
Liczbowo (r = 10 um, [ = 100 m): n ~ 3,18 - 10" /m?
im = 0,133 g/m?.

O wielkosci kropelek decyduja warunki, w jakich mgta
powstaje, i dla réznych rodzajéw mgty srednice kropelek
mieszczg si¢ przewaznie w przedziale od 10 pm do 20 pum,
ale czasem osiagaja rozmiary siegajace 40 pm. Wazne dla
kierowcéw: widoczno$é ograniczona do 100 m wymaga
zmniejszenia predkosci ponizej 80 km/h (przy 50 m
ponizej 50 km/h). W niektérych krajach znaki na poboczu
autostrad wskazuja dopuszczalne predkosci w zaleznosci
od widocznosci — liczby widzianych przez kierowce
znacznikéw wzdluz brzegu pasa ruchu.

& Rozwigzanie zadania F 1106.

Niech punkt w odlegloéci x daje ostry obraz w odlegtosci y
od soczewki. Punkty przedmiotu znajdujace sie nieznacznie
blizej lub nieznacznie dalej niz = sa takze odwzorowywane
,wystarczajaco ostro” na obrazie. Zaltézmy, ze punkt

w odleglodci ' # x daje jeszcze wystarczajaco ostry obraz
odlegty o 3" od soczewki. Wielkoéé
¥ —y

9=\
' —x

to poszukiwane powigkszenie podtuzne. Wielkosci (z,y)
i (2',y") spelniaja réwnanie soczewki o ogniskowej f:

1,1_1
z oy f
1,11
oy f
Odejmijmy oba réwnania stronami:
U /
' —x —
/ + y /y = 0
xx Yy
Otrzymujemy:
/ /
y—vy Jy
q = 7, = ; ~ p2‘
T —x x'x

Ostatnia, przyblizona réwnos$é¢ wynika z faktu, ze p = y/x
i dla 2’ bliskich z stosunki 3'/z’ i y/x sa w dobrym
przyblizeniu réwne. Jest tak, gdy |z’ — z| < f oraz

|/ —z| <z — f.



Skojarzenia — czes$¢ 2
Barttomiej BZDEGA

Zachecam Czytelnika, zeby przed przystapieniem do rozwigzywania zadan
zapoznal si¢ z poprzednim kacikiem (nr 69 w |A3,) oraz z artykutem

o twierdzeniu Tutte’a i twierdzeniu Halla (x) (s. [L6]), zamieszczonym

w niniejszym numerze. Znajduja sie w nim definicje takich poje¢ i oznaczen, jak
Sciezka powiekszajaca, graf dwudzielny czy O(G), wykorzystywane w ponizszych

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

zadaniach. Przypomnijmy réwniez, ze graf d-reqularny to taki, w ktérym stopien
kazdego wierzchotka jest rowny d.
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Zadania

1. Dowies¢, ze skojarzenie M w grafie G mozna
powiekszy¢ wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
$ciezka powiekszajaca M w grafie G (twierdzenie
Berge’a).

2. Mostem nazywamy taka krawedz e grafu G, ze
graf G — e ma wiecej spdjnych sktadowych niz
graf G. Dowies¢, ze graf 3-regularny bez mostéw
ma skojarzenie pelne (twierdzenie Petersena).

3. Udowodnié, ze drzewo ma co najwyzej jedno
skojarzenie pelne.

4. Dowiesé, ze drzewo T = (V, E) o co najmniej dwoch
wierzchotkach ma skojarzenie pelne wtedy i tylko
wtedy, gdy
(D) v O(T —v)=1.

veV
5. Znalez¢ blad w nastepujacym rozumowaniu:

Wykazemy, ze graf G = (V, E), majacy cykl
Hamiltona, ma skojarzenie pelne. WezZmy dowolny
S C V. Poniewaz wszystkie wierzcholki grafu G
lezg na jednym cyklu, graf G — S ma najwyzej
|S| spdjnych skladowych, wiec tym bardziej
O(G - S) < |S|. Graf G spelnia zatem warunek
Tutte’a, a wiec ma skojarzenie pelne.
6. Niech a,b > 3 beda liczbami naturalnymi.
7 2n klockéw o wymiarach a x b x 1 zbudowano
prostopadloscian o wysokoéci 2. Dowies¢, ze w ten
prostopadlo$cian mozna wbi¢ pionowo n gwozdzi
w taki sposob, by kazdy z klockéw zostal przebity.
7. Rozwazmy graf dwudzielny o dwupodziale (A, B),
w ktorym
min deg(a) > max deg(b).
Dowiesé, ze ten graf ma skojarzenie nasycajace
zbiér A (uogélnione twierdzenie o malzeristwach).
8. Dowieé¢, ze niepusty regularny graf dwudzielny
jest suma krawedziowo rozltacznych pelnych
skojarzen.
9. Niech A bedzie najwigkszym stopniem wierzchotka
w grafie dwudzielnym G. Dowies¢, ze graf G
jest sumg A rozigcznych krawedziowo skojarzen
(twierdzenie Koniga).
10. Niech n > m beda liczbami naturalnymi.
W tablicy kwadratowej n x n wybrano m wierszy,
a nastepnie w kazdym z nich wpisano, w pewnej
kolejnoéci, liczby 1,2, ..., n. Wiadomo, ze w kazdej
kolumnie wystepuje m réznych liczb. Wykazad,
ze mozna uzupelnié¢ te tablice do kwadratu
lacinskiego n x n.
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