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W nastepnym numerze:
Powiedz, jaka jest odleglo$¢ miedzy tymi kotami,
a dowiesz sie, do ktorego domu Hogwartu pasujesz.

by v
A B
6 5 .}
c D

d(E,F) =d(F,G)
d(E,F)=2-d(F,G)

obie powyzsze odpowiedzi,
gdyz d(E, F) =0=d(F,G)
inna odpowiedz
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) d(A, B) :d(C, D)
2 O d(A,B)=2-d(C,D
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SzeS¢ stopni oddalenia w réwnoleglych sSwiatach

* Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Uzywajac bardziej powaznej terminologii,
zastanawiamy sie, jaka jest $rednica (czyli
wtasnie odleglto$é najdalszych
wierzchotkéw) dopelnienia grafu
przedstawiajacego sie¢ spotecznag
wszystkich ludzi na Ziemi.

Shakira

Kropkowane linie oznaczajg znajomosci
w $wiecie réwnoleglym

Jezeli nie jesteSmy to jednak my, to
mozemy przyjaé, ze artykutu tego nie
pisz¢ ja, a mieszkaniec malej wioski we
wschodnich Chinach, ktéry przypadkowo
wlada jezykiem polskim.

PokazaliSmy wiec, ze graf lub jego
dopelnienie ma $rednice nie wigksza niz 3.
Oszacowania tego nie da sie poprawié, co
pokazuja litery Z i N:

Q O
O (@)
G dopelnienie G

‘Wynik 3 mozna bylo tez uzyskaé
bezposrednio, dzielagc 6 (stopni oddalenia)
na 2 ($wiaty).

Oskar SKIBSKI*

W literaturze dotyczacej sieci spoltecznych istnieje teoria nazywana szescioma
stopniami oddalenia. Mowi ona, ze dowolne dwie osoby zyjace na Ziemi sa nie
wiecej niz sze$¢ znajomosci od siebie, tzn. dla kazdej pary A, G da si¢ wskazaé
ciag pieciu posrednikow B, C, D, E| F takich, ze A zna sie z B, B zna sie z C, ...
i w koricu F zna sie z G. Teoria ta nie zostala udowodniona, a w ogdle nie jest
pewnie prawdziwa. Wyraza jednak stuszna idee, ze w sieci spolecznej jesteSmy
duzo blizej innych, niz mogloby nam si¢ wydawac.

Wyobrazmy sobie jednak $wiat réwnolegly, w ktérym wszystko jest odwrotnie.
Jezeli w normalnym swiecie kogos znam, to w $wiecie réwnolegltym go nie znam
i odwrotnie. Czy mozemy co$ powiedzie¢ o odleglosci najdalszych oséb w takim
Swiecie? Czy jest wieksza niz w naszym Swiecie? Nie bedziemy przyjmowaé za
duzo zaltozen na temat sieci spotecznej ludzi na Ziemi, bo — szczerze méwiac —
nie za duzo wiemy.

Rozwazmy najpierw przypadek, w ktérym sie¢ spoteczna ludzi na Ziemi jest
niespdjna, tzn. istnieje pewna grupa ludzi, ktorzy nie znaja nikogo spoza tej
grupy. Powiedzmy, Ze jest to jakie$ dzikie plemie zamieszkujace jedna z wysp
archipelagu Andamandéw. Latwo zauwazy¢, ze w Swiecie réwnoleglym to plemie
byloby niesamowicie popularne! Wédz plemienia regularnie wystepowalby

w ,,Tancu z Gwiazdami”, a wszyscy czlonkowie otrzymywaliby miliony Zyczen
urodzinowych na Facebooku. A jaka bylaby odleglo$é najdalszych os6b?
Wyrédznijmy dwie osoby — wodza plemienia oraz kogos spoza, np. Shakire.
Kazda osoba z plemienia znataby Shakire, a kazda osoba spoza plemienia
znalaby wodza. Wédz plemienia znalby takze Shakire. Latwo wigc zauwazy¢,
ze kazde dwie osoby w réwnoleglym $wiecie znatyby sie lub mialy jakiegos$
wspoélnego znajomego: jezeli jedna jest z plemienia, a druga spoza, to znaltyby
sie bezposrednio. Jezeli obie sa z plemienia, to obie znalyby Shakire, a jezeli
obie sa spoza niego, to znalyby wodza. Odlegtos¢ najdalszych osob jest wiec nie
wieksza niz dwa.

No dobrze, zal6zmy jednak przeciwnie, ze sie¢ spoleczna ludzi na Ziemi jest
spéjna, tzn. dla kazdej pary osob mozemy znalezé $ciezke znajomosci, ktora je
taczy. Oznacza to miedzy innymi, ze jednak wspomniane plemig¢ kontaktuje si¢
ze $wiatem zewnetrznym, na przyklad aby $ledzi¢ rozgrywki polskiej Ekstraklasy,
i przynajmniej jedna osoba z plemienia zna przynajmniej jedna osobe spoza
niego. Co teraz mozemy powiedzie¢ o odleglosci najdalszych oséb?

Na pewno na Ziemi sa dwie osoby, ktore nie znaja sie osobiscie i nie maja
wspdélnych znajomych (czyli sa w odleglosci co najmniej trzy). Zalézmy, ze
jestedmy to my: ja i Ty, Czytelniku.

D /

N

Nie mamy wspdélnych znajomych, a zatem w réwnolegltym swiecie kazdy musi
zna¢ mnie lub Ciebie (lub i mnie, i Ciebie). Znamy sie w nim takze my. Super!
WezZzmy dowolne dwie osoby. Jezeli obie w rownoleglym Swiecie znaja mnie, jak
C i D na obrazku powyzej, to mamy Sciezke C—ja—D. Jezeli obie znaja Ciebie,
jak A1 E, to mamy $ciezke A—Ty—FE. Jezeli jedna zna mnie, a druga zna Ciebie,
jak D i A, to mamy Sciezke D—ja—Ty—A. Najdalsza odleglosé jest zatem nie
wieksza niz trzy!

Teoria sze$ciu stopni jest ciezka do weryfikacji. Nam, w sposéb czysto
matematyczny, udato si¢ udowodnié¢ jednak nowa teorie: teorie¢ trzech

stopni oddalenia w rownoleglych Swiatach — w naszym swiecie lub w $wiecie
réwnoleglym odleglosé najdalszych oséb jest nie wigksza niz 3!
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* Doktorant, Wydzial Matematyki
Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet
‘Warszawski

Jacek JAKIMIUK*

Szeregi Fouriera wymys$lono jako narzedzie pomagajace rozwiazaé¢ réwnanie

ciepla, a obecnie sa wykorzystywane na przyklad przy analizie dZzwigku.
Transformate Fouriera funkcji catkowalnej na R, lub ogdélniej — na R™, stosuje
sie przy rozwiazywaniu rownan rézniczkowych i dlatego przydaje sie w wielu
zagadnieniach fizyki. Dyskretna transformata Fouriera pojawia sie w algorytmie
szybkiego mnozenia wielomianéw. Analiza kostki dyskretnej, stosowana na

O dyskretnej transformacie Fouriera

i algorytmie szybkiego mnozenia
wielomianéw mozna przeczytaé na
przyktad w A§2, a o kostce dyskretnej
i rozwinigciu Walsha—Fouriera w A‘llﬁ.

przyklad przy badaniu graféw losowych, korzysta z rozwinigcia Walsha—Fouriera.

Czytelnik Dociekliwy, ktory spotkal sie z wiecej niz jednym z powyzszych
przykladéw transformaty lub rozwiniecia Fouriera, zapewne zastanawia sie,

jakie sa podobienstwa i réznice miedzy nimi. Celem tego artykulu jest ujecie
tych podobienstw w ramach ogélnej definicji transformaty Fouriera obejmujacej
wszystkie wspomniane przyklady, jak rowniez wyjasnienie réznic pomiedzy nimi.

WeZzmy na nasz matematyczny warsztat trzy przyktady:

szereg Fouriera funkcji okresowej, transformate Fouriera
funkcji okreslonej na prostej rzeczywistej oraz dyskretna
transformate Fouriera ciggu skonczonego. Jesli chodzi
o funkcje okresowe, to dla ustalenia uwagi bedziemy
rozwazacé te o okresie 2. Bedziemy je traktowac

jako funkcje okreslone na okregu T zdefiniowanym

jako przedzial [0, 27] z dodawaniem modulo 27

oraz sklejonymi koncami tak, by to dodawanie

byto ciagle. Podobnie o ciagu liczb zespolonych
ag,a1,...,0,—1 bedziemy mysleé jako o funkcji okreslonej
na Z, = {0,1,...,n — 1} z dodawaniem modulo n.

Rozwazmy funkcje catkowalne f: T — C, g : R — C oraz
h: Z, — C. Wéwczas ich wspétezynniki Fouriera sa dane
odpowiednio przez

2T

ﬂm:/fwfma,
0

) = [ gla)e v

— 00
n—1

n(1) = > h(m)e~mF,

m=0

gdzie k € Z, y € R, za$ | € Z,,. Na pierwszy

rzut oka wida¢ daleko idace podobienistwa. We
wszystkich przypadkach dana jest funkcja i parametr,
a transformata Fouriera przypisuje im calke (ktérej
szczegblnym przypadkiem jest suma) po calej dziedzinie
z funkcji przemnozonej przez e w potedze —i razy
parametr razy argument funkcji. Gtéwna réznica,
ktorej przyczyna moze by¢ niejasna dla Czytelnika
(przez dlugi czas byla niejasna dla autora), sa rézne
zbiory parametréw. Dlaczego dla funkcji na okregu
bierzemy parametr catkowity, a dla funkcji na prostej
rzeczywisty? Czemu w przypadku dyskretnym
pojawia sie w wykladniku dodatkowo 27“? Odpowiedz
dostaniemy, gdy spojrzymy na okrag, prosta i Z,, jako
grupy addytywne.

Zacznijmy od przypadku nieokresowego. Zauwazmy,

ze e~ jako wartoéci przyjmuje liczby zespolone

o module 1. Oznaczmy wigc T'= {z € C : |z| = 1},

czyli okrag jednostkowy na plaszczyznie zespolonej C.
Co prawda wczesniej wprowadziliSmy juz okrag T

(jako odcinek ze sklejonymi koricami), ale w naszych
rozwazaniach wygodnie bedzie traktowac je jak dwa
rozne okregi. Zauwazmy, ze dla kazdego y € R funkcja
¢y : R — T dana wzorem ¢, (z) = e**¥ ma te wlasnosé,
ze dla dowolnych x1, x5 € R zachodzi

(%) by(@1 + x2) = dy(1)dy(22).
Okazuje sig, ze innych takich funkcji ciaglych nie ma.

Stwierdzenie 1. Wszystkie ciggle funkcje z R w T
spelniajgce warunek (x) sq postaci x — e~ Y dla
pewnego y € R.

Dowdd. Przypomnijmy, ze funkcja ciagla na R jest
jednoznacznie wyznaczona przez swoje wartosci

na dowolnym podzbiorze gestym, czyli niepusto
przecinajacym kazdy przedzial otwarty. Niech h : R — T
bedzie ciagla funkcja spelniajaca warunek (x). Jesli
h(z) =1 dla wszystkich z, to teza jest prawdziwa

z y = 0. Przypudémy przeciwnie, wéwczas niech xg
bedzie najmniejsza dodatnia liczba o tej wltasnosci, ze
h(xg) = 1. Taka liczba ¢ musi istnie¢, poniewaz skoro
istnieje x > 0 taki, ze h(z) # 1, to h(nz) ,przeskakuje”
caly okrag dla dostatecznie duzych n catkowitych, wiec
z cigglosci funkcja h przyjmuje warto$é¢ 1 w jakims
punkcie 2’ > 0. Gdyby z kolei nie istniala najmniejsza
liczba o tej wlasnosci, to h przyjmowalaby warto$é¢ 1 na
ciagu zbieznym do zera, co z wlasnosci (x) rozszerza
sie do gestego podzbioru, wiec z ciaglosci h bylaby
tozsamosciowo réwna 1.

Poniewaz h(2x) = h(z)? dla wszystkich z, mamy
h(zo/2) = —11ialbo h(xzp/4) =i, albo h(xzg/4) = —i.
Wykazemy, ze h(x) = e~ ¥ dla wszystkich x,

w pierwszym przypadku dla y = —27 /2o, w drugim
analogicznie dla y = 27 /x¢. Z ciaglodci h oraz tego, ze
h(x 4+ x0) = h(x) i h(kz) = h(x)*, wystarczy sprawdzi¢
teze dla x,, = x¢/2" dla n naturalnych. PrzeprowadZmy
indukcje wzgledem n: dla n < 2 mamy baze bezposrednio
z zatozen.


https://www.deltami.edu.pl/2022/08/wspolczynniki-wielomianow-na-okregu-jednostkowym-kreca-sie-kreca-sie/
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Zalézmy, ze w naszym przypadku
h(zo/4) = i. Po zaznaczeniu na okregu T'
punktéw h(zo), h(zo/2), h(zo/4) widzimy,
ze mamy dwie mozliwoéci na

h(z3) = h(zo/8). Gdyby jednak wartosé
h(z3) miala ujemng czgs$é rzeczywista, to
mogliby$my znalezé takie ©’ < x3, ze
h(z’) =i lub h(z’) = —i (na obrazku).
Wtedy jednak 4z’ < 4x3 = x(/2 oraz
h(4z") = 1, co przeczy minimalnosci xg.

Zbioér G wraz z dzialaniem - nazywamy
grupa, jesli dzialanie to jest taczne

((91 - 92) - 93 = g1 - (92 - g3)), posiada
element neutralny 1 (spelniajacy
lg-g=g-1g = g) i dziatanie odwracania
g — g~ ! (spetniajace

g-g =971 g= 1 ). Ponadto grupa
jest przemienna, jesli zachodzi tozsamosé
g1 g2 = g2 - g1- O pojeciu grupy mozna
przeczytaé¢ wigcej w|ATqh

W interpretacji Stwierdzenia 1 Czytelnika
moze zmyli¢ notacja multiplikatywna,
czyli uzycie symbolu -. Na zbiorze R
rozwazamy oczywiscie dziatanie
dodawania, a nie mnozenia. W naszym
przypadku warunek definiujacy
homomorfizm h: R — T zapiszemy wiec
jako h(z1 + z2) = h(z1)h(z2), co
odpowiada warunkowi (%).

Zazadanie ciaglodci jest tutaj istotne.
Czytelnikowi Watpigcemu polecam
poszukanie informacji o funkcjach
addytywnych, a takze udowodnienie, ze
nieliniowa funkcja addytywna definiuje
nieciaggly homomorfizm z prostej w okrag.

Zalozenie przemienno$ci jest istotne, ale
my tutaj podamy tylko niezbyt $ciste
wyjaénienie, ze transformata Fouriera
powinna jako$ kodowaé strukture grupy,
a homomorfizmy z grupy nieprzemiennej
w okrag, bedacy grupa przemienna, traca
za duzo informacji. Czytelnika
Zainteresowanego przypadkiem
nieprzemiennym zache¢cam do poczytania
o teorii reprezentacji.

Wigcej o mierze i calce Lebesgue’a mozna
przeczytaé w Agz.

Aby nie odstraszaé¢ Czytelnika
Poczatkujacego, pozwoliliémy sobie na
pewne uproszczenia we wprowadzonych
pojeciach. Dla chcacych mieé¢ pelny obraz:
transformate Fouriera definiujemy dla
lokalnie zwartej grupy przemiennej

z miarg Haara.

Wozigcie sprzezenia homomorfizmu

w definicji transformaty jest kwestiag
wygodnej umowy — na przyklad przy niej
klasyczna notacja szeregdéw Fouriera jest
najbardziej intuicyjna.

W kroku indukcyjnym znamy warto$é h(z,_1) = h(2z,) = h(x,)?, wicc dla

T, = 20/2", n > 2 mamy h(z,) = e~ lub h(x,) = e @ ¥+m) Jednak w tym
drugim przypadku liczba h(z,,) ma ujemna cze$é rzeczywista, innymi stowy —
lezy na okregu na lewo od osi urojonej. Funkcja h jest ciagla, wiec musiatby
istnie¢ punkt x!, o tej wlasnosci, ze 0 < z/, < x,, oraz h(x}) =i lub h(z},) = —i.
To daje 0 < 4z), < 4z, < xo 1 h(4x),) = 1, czyli sprzecznosé z definicja xo. O

Przyjrzyjmy sie teraz przypadkowi funkcji okresowych. Funkcja f jest ciagla
na T wtedy i tylko wtedy, gdy jest ciagla na [0, 27] jako na podzbiorze R

oraz f(0) = f(2m). Kazda ciagla funkcja h: T — T spelniajaca h(t; +t2) =

= h(t1)h(t2) dla dowolnych t1,ts € T przedluza sie do funkeji ciaglej b’

na R wzorem h(t) = W' (t +2kn) dla k € Z it € [0,27). Taka funkcja spelnia
warunek (x), a zatem h jest postaci h(t) = e~ %! dla pewnego y € R. Jednak
nie kazdy parametr rzeczywisty y definiuje funkcje ciagla na okregu, poniewaz
wzgledem nieokresowego przypadku dochodzi nam jeszcze warunek h(2w) = 1.
Stad wszystkie szukane funkcje z T do T' sa postaci t — e~ *** dla k € Z.
Mozemy wiec podejrzewaé, ze postaé transformaty Fouriera ma jakis

zwiazek z funkcjami spelniajacymi warunek (x). Czytelnikowi Dociekliwemu
pozostawiamy poszukanie wszystkich funkcji h : Z,, — T spelniajacych

h(mi + mg) = h(my)h(ms) i sprawdzenie, jak uzyskana odpowiedZ ma sie do
wzoru na dyskretng transformate Fouriera.

Nim sformulujemy ogélnag definicje transformaty Fouriera, zauwazmy, ze
mnozenie liczb zespolonych z okregu jednostkowego T spelnia definicje grupy
przemiennej (zob. margines). Motywowani Stwierdzeniem 1 wprowadZmy teraz
nastepujaca definicje: homomorfizmem nazwiemy taka funkcje h: G — H
miedzy grupami G i H, ze h(gy - g2) = h(g1) - h(ga) oraz h(g; ') = h(g1) " dla
wszystkich g1, g2 € G. Stwierdzenie 1 faktycznie pokazywalo, ze wszystkie ciagle
homomorfizmy z R w T sa postaci  — e~V dla pewnego y € R. Podobnie ciggte
homomorfizmy z T w T sa postaci t — e~ dla pewnego k € Z. Nasuwa to
hipoteze, ze w ogdlnym przypadku parametry transformaty Fouriera funkcji
okreslonej na pewnej dziedzinie G odpowiadaja ciagtym homomorfizmom
zGwT.

Zeby jednak méwié o homomorfizmach, dziedzina G musi byé¢ wyposazona

w dzialanie grupowe. Zalozymy wiec, ze G jest grupa przemienna. Zamierzamy
rozwazac ciagte homomorfizmy, wigc zakladamy, ze na G jest sensownie
zdefiniowane pojecie ciaglosci (bedziemy taka grupe nazywaé grupa
topologiczna). Nie bedziemy go tutaj precyzyjnie formulowaé, ale jest jasne,
czym jest ciaglosé funkeji na prostej lub okregu (albo ich produktach), a na
grupie dyskretnej, takiej jak Z z dodawaniem lub dowolnej grupie skonczonej,
kazda funkcja jest ciagta. W definicji transformaty Fouriera pojawia sie tez
calka lub suma, wiec w ogélnym przypadku potrzebujemy mie¢ na G miare,
od ktérej bedziemy wymagaé¢ niezmienniczosci na dzialanie grupowe — tak jak
miara podzbioru R (jego ,dlugo$é”) nie zmienia sie po jego przesunieciu.

Czytelnikowi Zagubionemu wéréd trudnych poje¢ wystarczy wiedzie¢, ze miara
to co$, co pozwala zdefiniowaé catke rozumiana jako pole pod wykresem funkcji.
W przypadku prostej lub okregu nasza miara jest miara Lebesgue’a, catka
wzgledem niej jest catka w klasycznym rozumieniu. Na grupach dyskretnych
rozwazamy miare liczaca, catka wzgledem niej to jest po prostu suma.

Wyposazeni w przemienng grupg topologiczna G z miara niezmiennicza p
i oznaczajac przez G zbidr ciggltych homomorfizméw z G w T', mozemy teraz
zdefiniowaé transformate Fouriera funkcji f : G — C jako

flp) = / f(9)p(9)dulg),
G

gdzie p € G.

Powyzej sprawdzilidmy juz, ze ta definicja jest zgodna z przypadkami
transformaty na prostej i na okregu. Sprawdzenie przypadku transformaty na Z,,
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(dyskretnej transformaty Fouriera) albo na Z%
(rozwiniecie Walsha—Fouriera) zostawiamy Czytelnikowi.

Przyjrzyjmy sie teraz przypadkowi Z, ktory jest o tyle
ciekawy, ze pozwoli nam dostrzec pewna dualnosé. Jest
jasne, ze kazdy homomorfizm h : Z — T jest ciagly, ze
h(0) =11 ze h jest wyznaczony jednoznacznie przez
wartos$é h(1). Moze by¢é to dowolna liczba postaci et
dla t € T (réwniez dla t € R, ale wtedy tracimy
jednoznaczno$é), co pokazuje, ze 7 mozna utozsamié
z T. Tak zdefiniowana transformata przypisuje

funkcji f: Z — C funkcje f: T — C dang wzorem

ft) =3, f(k)e""*. Odpowiada wigc definiowaniu
funkcji okresowej poprzez jej szereg Fouriera.

Kroétko o wlasnosciach

Zauwazmy jeszcze jedng ciekawa rzecz: w kazdym
rozwazanym przypadku uzyskany zbiér G ma naturalng
strukture grupy, da sie na nim takze zdefiniowa¢ pojecia
ciaglosci i miary niezmienniczej. Co wigcej, naturalne

dziatanie grupowe w kazdym przypadku odpowiada
dzialaniu danemu wzorem (h; - ha)(g) = h1(g) - ha(g).
To pozwala zdefiniowa¢ transformate Fouriera réwniez
na (. Nasze wczesniejsze rozwazania dotyczace
transformaty na Z, jak réwniez obserwacja, ze p — p(g)
dla ustalonegg g € G zadaje ciagly homomorfizm G — T,

sugeruja, ze G mozna utozsamic z G.

I rzeczywiscie, dla naszej ogdlnej transformaty Fouriera
mozna udowodnié, ze transformata funkcji f jest
(prawie) odwrotna transformata Fouriera, to znaczy

I~

]?(g) = f(g~!). Zachodza tez inne kluczowe wilasnosci, do
ktérych przywykliSmy w jej szczegdlnych przypadkach,
takie jak tozsamo$¢ Parsevala lub zamiana splotu

na mnozenie punktowe i mnozenia punktowego

na splot. Oczywiscie ten artykul stanowi tylko

krétkie wprowadzenie do tematu. Badanie wlasnoéci

i zastosowan transformaty Fouriera stanowi material
na niejeden semestr zajeé na studiach oraz lata badan
naukowych.

i Z.adania

Przygotowal Dominik BUREK

M 1783. Wyznaczy¢ wszystkie tréjki (a, b, ¢) dodatnich liczb catkowitych, dla
ktérych a + be, b+ ac, ¢ + ab sa liczbami pierwszymi i wszystkie dziela liczbe
(@ +1)(b* +1)(c® +1).

Rozwiazanie na str.

M 1784. W zbiorze S zawierajacym n elementéw wybrano |v/2n] + 2 podzbioréw
tak, ze suma dowolnych trzech z nich jest réwna S. Udowodnié¢, ze suma
pewnych dwéch z nich jest rowna S.

Rozwigzanie na str.

M 1785. Punkt P lezy wewnatrz tréjkata ostrokatnego ABC'. Niech Ay, By, C
beda punktami symetrycznymi do P wzgledem prostych BC, CA i AB. Zal6zmy,
ze w szeSciokat AB1C A; BC1 mozna wpisaé okrag. Udowodnié, ze

¥xBPC = xCPA = xAPB.

Rozwiazanie na str.
Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1097. Do badania struktury krysztalow, poza promieniowaniem
rentgenowskim, stosuje sie takze wiazki elektronéw. Obraz dyfrakcyjny
pozwalajacy na ,odczytywanie” struktury atomowej powstaje, gdy dtugosé

fali, A\, wiazki jest poréwnywalna ze stalymi sieci krystalicznej (odleglosciami
sasiadujacych atoméw). Oszacuj, jaki jest wspolczynnik zalamania, n, wiazki
elektroné6w na powierzchni metalu w badaniach struktury krystaliczne;j.
Odleglosci miedzyatomowe sa rzedu kilku angstreméw (kilka razy 10710 m),
masa elektronu m, = 9,1 - 103! kg, wartosé tadunku elektronu e = 1,6 - 1071 C,
stata Plancka h = 6,63 - 10734 Js, a typowa praca wyijscia dla metali W ~ 5 eV.
Rozwigzanie na str. [0]

F 1098. Wskaznik laserowy emituje swiatto o dtugosci fali A = 650 nm.
Wiazke wskaznika skierowano na powierzchnie wody. Ile wynosi ped p,,

fotonow wiazki w wodzie? Wspdlczynnik zalamania wody n = 1, 33, stala Plancka
h =6,63-10734 Js.

Rozwiazanie na str. [I3]
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Astrofotografia gtebokiego nieba. Czesé¢ III — artystyczna

Autor fascynuje si¢ astronomia od 15 lat.
W astrofotografii stawia na proste,
dostepne dla amatoréw rozwigzania,
eksperymentujac przy tym i starajac si¢
pokazaé wybrane obszary nieba w nowy
sposéb, co zostalo dostrzezone m.in. przez
jury miedzynarodowego konkursu
AstroCamera, w ktérym w 2023 roku
uzyskal gléwna nagrode w kategorii
,,Obiekty gtebokiego nieba”.

Zapewne za kilka lat algorytmy sztucznej
inteligencji pozwolg na zautomatyzowanie
wszystkich opisanych ponizej proceséw.
Na razie metody automatyczne sa czesto
gorsze niz te, w ktérych gtéwny udzial
ma zywy operator.

Funkcj¢ usuwania gradientu posiadaja
m.in. Pixinsight, AstroPixelProcessor,
Siril. Dostepne sa tez dodatkowe modutly
do Photoshopa (GradientXTerminator)
lub osobne programy przeznaczone tylko
do tego celu, takie jak wykorzystujacy Al
GraXpert.

Odejmowanie modelu zaswietlenia jest
uzywane przewaznie w czasie pierwszej
korekty zdjecia, gdy usuwane jest
niechciane zadwietlenie. Dzielenie
wykorzystuje si¢ przy dodatkowych
korektach winiety, do korekty
nieréwnomiernego rozlozenia odcieni lub
balansu koloréw w zdjeciu (np. lewa
strona zdjecia jest bardziej zielona,

a prawa bardziej fioletowa).

W nastepnych krokach warto$é badawcza
zdjecia bedzie malata na korzys$é wzrostu
wartosci estetycznej, poniewaz wezmiemy
si¢ za upigkszanie przez modyfikacje
poziomu sygnatu.

Rys. 1. Lewy gérny rég: Rozciggniete
zdjecie nieba z naniesionymi punktami
probkowania tta. Prawy gérny rég:
obliczony na podstawie punktéw model
sztucznego zaswietlenia. Lewy dolny rég:
kontrola poprawnoéci wyboru punktéw na
rozciggnigtym zdjeciu z odjetym modelem
tta i z usunigtymi gwiazdami. Prawy
dolny rég: rozciagniete zdjecie po
usunieciu modelu tta

Ireneusz NOWAK

Poprzednia czeéé tego artykutu zakonczyliémy na procesie ,;stackowania”.

W jego wyniku na ekranach naszych komputeréw pojawia sie obraz nieba
zawierajacy informacje o jakosci znaczaco przekraczajacej teoretyczne mozliwosci
pojedynczej klatki z aparatu. Co nie znaczy, ze zdjecie to nadaje sie do
wywolania i powieszenia w galerii fotografii. Musimy jeszcze usunaé¢ wszelkiego
rodzaju zaklécenia. Na koncu chcemy tez nasze zdjecie ,,upiekszyé¢”. Wszystkie
te czynnoéci maja na celu nie tylko podniesienie waloréw estetycznych zdjecia,
ale réwniez poprawia widocznoéé drobnych detali i szczegdléw obserwowanych
obiektéw astronomicznych.

Usuniecie zaswietlenia

Dotarliémy do momentu, w ktérym automatyczne algorytmy nie daja
najlepszych efektéw. Nie obejdzie sie bez asysty czlowieka, ktory musi robote
wykonaé recznie (na szczedcie weiaz przy pomocy komputera). Naszym gléwnym
zadaniem jest oszacowanie ilosci dodatkowego zaswietlenia zdjecia wniesionego
przez sztuczne swiatlo miast, miasteczek i generalnie przez wszystko, co

noca emituje $wiatto na Ziemi, w tym zjawiska naturalne, jak np. ,air glow”.
W naszym programie do obrobki zdje¢ musimy recznie wskazaé punkty na
obrazie stanowiace, naszym zdaniem, tlo (tzw. punkty préobkowania tla)

i niezwiazane z zadnymi obiektami (np. mglawicami, galaktykami), na ktérych
rejestracji nam zalezy. Na podstawie jasnosci obrazu w tych punktach ustalany
jest model zaswietlenia zdjecia. PéZniej jest on odejmowany od zdjecia. Sam
proces odejmowania gradientu jasnosci wymaga duzej uwagi i dokladnoéci. Zty
wyboér punktow, ktére beda uzyte do zbudowania modelu, moze doprowadzi¢ do
usuniecia ze zdjecia kluczowych informacji, takich jak np. bardzo slaby sygnatl
mglawic, lub zaburzy¢ kolorystyke zdjecia. Dobra praktyka jest sprawdzenie,
czy wybrane przez nas punkty pokrywaja sie rzeczywiscie z miejscami bez
obiektéw astronomicznych oraz czy nie nachodza na jasne gwiazdy. Caly proces
przedstawiony jest na rysunku 1.

Oczywiscie, jak to zwykle bywa, najlepszy efekt uzyskuje si¢ metoda préb

i bledéw. Po wielu iteracjach wyboru punktéw tla dochodzimy do momentu,
kiedy osiagnietego wyniku nie udaje sie juz znaczaco poprawi¢. Uzyskujemy
wtedy obraz nieba o sygnale najbardziej zblizonym do rzeczywistosci (na jaki
pozwala nasz material i sprzet fotograficzny). Nasze zdjecie uzyskuje réwniez
warto$é¢ badawcza — poziom sygnatu w zdjeciu jest proporcjonalny do jego
poziomu w rzeczywistosci.

t_BIN_1_¢ = = 4+ x [ RGB 1:4 masterLight_BIN_1_6034x4028_EXPOSURE_120_30s_FILTER_NoFilter_RGB_integr... = = # X

[1 RGB 1:8 masterLight_BIN_1_6034x4028_EXPOSURE_120_30s_FILTER_NoFilter_RGB_inter..

] RGB 1:8 masterLight_BIN_1_6034x4028_EXPOSURE_120_30s_FILTER NoFilter RGB_integr.. = = # X [ RGB 1:8 masterLight BIN_1_6034x4028_EXPOSURE_120_30s_FILTER NoFilter RGB_integr... = = # X




Rys. 2. Zdjgcie nieba oraz rozklady
jasnosci przed i po rozciggnieciu

Obraz nieba w formie surowej jest zazwyczaj mato atrakcyjny wizualnie. Aby
uwidocznié obiekty znajdujace sie na zdjeciu, stosuje sie dedykowane krzywe
konwersji obrazu. Zazwyczaj po przeprowadzeniu takiej konwersji obserwujemy
yrozciagniecie” rozkladu jasnosci zdjecia (rys. 2). Krzywe konwersji najczesciej
parametryzuje sie przez ustawienie punktu czerni, tonéw érednich i punktu
saturacji. Funkcje te sg bardzo wydajne w uwidacznianiu subtelnych réznic

w poziomach sygnatu w ,cieniach” zdjecia wynikowego, ale do ich poprawnej
pracy wymagana jest bezwzglednie poprawnie przeprowadzona kalibracja

(o ktérej mowa w A3,).

Zdjecie po rozciagnieciu wyglada co prawda lepiej, jednak nadal w tej ,,surowej”
formie widzimy tylko niewielki utamek jego mozliwosci. Obraz zawiera wiele
niewidocznych i mato kontrastowych detali. W kolejnych krokach naszym
zadaniem jest maksymalne ,wyciagniecie” potencjalu zdjecia. Robimy to

dos¢ agresywnymi metodami przetwarzania obrazu, do momentu, kiedy szum
wynikajacy z tych modyfikacji staje sie nieakceptowalny, a préby jego usuniecia
daja malo estetyczne (lub malo wiarygodne) wyniki. Zdarza sig, ze poprzez
takie ,,upiekszanie” uzyskujemy efekt zupelnie odwrotny — obraz najzwyczajniej
przestaje by¢ ,przyjemny dla oka”. Dlatego wazne jest, aby na poczatku ustali¢
sobie jasny cel, jaki chcemy osiggnaé¢. Na przyktad aby pokazaé szczegoty

w strukturach ciemnych mgltawic, musimy znaczaco zmniejszy¢ widocznoéé
gwiazd. I odwrotnie — jezeli naszym celem jest pokazanie duzej gromady gwiazd,
wtedy ,,pierwsze skrzypce” beda graly gwiazdy, kosztem stabszej widocznosci
mglawic.

Niestety na tym etapie przetwarzania zdje¢ nocnego nieba nie istnieje typowy
schemat dzialania. Metoda, ktéra zastosowalo sie w przypadku jednego zdjecia,
niekoniecznie da tak samo dobre efekty w przypadku innego zdjecia. Stad
sposobem na udane kadry jest przede wszystkim u$wiadomienie sobie, jak
dziataja algorytmy przetwarzania obrazu, i stosowanie ich zamiennie, tak aby
znalez¢é potencjalne korzysci ze stosowania kazdej z metod. Caly proces mozna
zartobliwie podsumowaé na schemacie umieszczonym ponizej.

!
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Do metod stosowanych na tym etapie nalezg wszelkie metody
selektywnego/lokalnego zwiekszania kontrastu zdjecia, redukcji rozmiaru gwiazd
(dekonwolucji), metody selektywnego i globalnego wyostrzania obrazu, saturacja
lub selektywna korekta barw oraz odszumianie zdje¢. Ponadto w ostatnich
latach bardzo rozwinely sie algorytmy oparte na Al. Sg to gléwnie metody
stuzace do wyostrzania obrazu, zmniejszania rozmiaréw gwiazd w oparciu

o obraz rozmycia gwiazd w obrazie surowym, odszumiania obrazu oraz usuwania
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Amatorska fotografia to nie tylko pigkne
zdjecial Potencjal ukryty w naszych
popularnych ,lustrzankach” czy
»bezlusterkowcach” pozwala na
wykreslanie krzywych jasnosci gwiazd
zmiennych, a nawet rejestracj¢ zmian
jasnosci wynikajacych z tranzytéw
niektérych egzoplanet.

gwiazd z obrazu. Metody te wniosty w ostatnim okresie wiele nowych mozliwosci
i ulepszen catego procesu, nie mniej jednak, jak kazde algorytmy oparte na
modelach Al, wymagaja precyzyjnej kontroli jakosci otrzymywanych wynikow.

Jak dtugo trwa ta koncowa faza przetwarzania zdjecia? To zalezy — czasami jest
to kilka godzin, i juz wiadomo, Ze ,to jest to”. Czasami wykonuje sie wiele préb
przez wiele dni, na rézne sposoby i dalej ma sie wrazenie, ze ,czegos brakuje”.
Ostatecznie okazuje sie, ze udane zdjecie wynikowe uzyska¢ mozna w efekcie
polaczenia kilku wcze$niejszych nieudanych préb, z ktérych kazda dodaje cos
cennego do naszego zdjecia (rys. 3).

Rys. 3. Lewy gérny rég: rozciagniete zdjecie bazowe. Prawy gérny rég: zdjecie bazowe pozbawione
gwiazd w celu lepszego uwidocznienia struktur mgtawicowych. Prawy dolny rég: zdjecie po
wyostrzeniu (,wyciggnieciu”) detali w obszarze mgtawic. Lewy dolny rég: efekt koncowy

Podsumowanie

Niezaleznie od wybranego sprzetu do astrofotografii, technik zbierania materiatu
czy wykorzystanego oprogramowania — na koniec musimy wspomnie¢ o dwoch
najwazniejszych elementach wyposazenia astrofotografa:

o Cieple ubrania — bez nich sesja astrofotograficzna zakonczy sig¢
po 1-2 godzinach (i to nawet w sierpniu). Jezeli pod koniec lata, wieczorem
zobaczycie na stacji benzynowej ludzi poubieranych, jakby zaraz miala
zaatakowa¢ zima — to najpewniej jada oni na obserwacje nieba lub sesje
astrofotograficzna.

 Naladowany telefon komérkowy — szczegdlnie, kiedy wybieracie sie
robi¢ zdjecia sami. Odpowiednio ciemne miejsca to przewaznie polne drogi
i taki — zawsze latwiej zadzwoni¢ do lokalnego sottysa z prosba o wyciagniecie
z tarapatow traktorem, niz pieszo wedrowaé¢ po pomoc do najblizszego
gospodarstwa, a to sie przytrafia nawet najlepszym.

A na powaznie, mam nadzieje, ze ta krotka seria artykuléw uchylila rabka
tajemnicy na temat tego, jak wykonaé amatorskie zdjecia nocnego nieba.

Coraz doskonalsze aparaty fotograficzne, obiektywy oraz oprogramowanie daja
mozliwosci siegania daleko w niebo i obrazowania go ,,po swojemu”. Nie ma

w tym zadnych czaréw, a jedynie troche wiedzy i przede wszystkim konsekwencji
w dzialaniu, ktéra jest kluczowa dla osiagniecia dobrego efektu koncowego.
Jezeli jest w tym troche magii, to jest nia odkrycie, ze ,,czarna pustka” nad
nasza glowa nie jest ani czarna, ani pusta, ale pelna pieknych struktur, ktére
wymagajg jedynie ,odrobine” naszego wysitku, by ,domowymi” sposobami
ukazaé je na zdjeciu.

Zatem do dzieta! Choé ostrzegam, to uzaleznia. . .
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Opublikowany w tym numerze Kacik Poczatkujacego
Olimpijczyka nr 66 poswiecony jest zastosowaniu
przeksztalcen afinicznych w rozwiazywaniu zadan
olimpijskich. W niniejszym artykule przedstawiam nieco
bardziej abstrakcyjne spojrzenie na te tematyke.

Trojke

H = (’P7 ﬁ? N)?
w ktorej P i L sa zbiorami, a ~ jest relacja pomiedzy
ich elementami (czyli dla kazdego P e Pile L
zdanie P ~ ¢ jest prawdziwe lub falszywe), nazywamy
uogolniong plaszczyzng. Jest to faktycznie obiekt
niezmiernie ogdlny, gdyz elementy zbioréw P i £ moga
by¢ czymkolwiek. Dla przyktadu, P moze by¢ zbiorem
potraw, £ — zbiorem ludzi, a relacja P ~ { oznacza, ze
£ lubi P. I to naprawde jest pelnoprawna uogdlniona
plaszczyznal

Chcac jednak pozostaé nieco blizej planimetrii,
umownie bedziemy nazywac:

P — zbiorem punktow,

L — zbiorem prostych,

~ — relacja incydencyi.
Zamiast punkt P jest incydentny z prostq £ mozemy
powiedzieé¢: punkt P lezy na prostej £ lub prosta ¢
przechodzi przez punkt P. Wazna uwaga — na
plaszczyznie euklidesowe]j proste w pewnym sensie sg
zbiorami punktow i relacja ~ jest po prostu relacjg €.
W ogélnoéci weale nie musi tak by¢.

Punkty P, Ps,... nazywamy wspétliniowymi, gdy istnieje
prosta ¢, ktéra przechodzi przez kazdy z nich. Jesli przez
pewien punkt P przechodzi kazda z prostych ¢1,¢s,..., to
nazywamy te proste wspdlpekowymsi. Proste £1 i £, ktére
nie sa wspolpekowe, nazywamy réownoleglymi. Piszemy
wowezas ¢ || €3. Dodatkowo zakladamy, ze kazda prosta
jest rownolegta do samej siebie.

Aby nieco ograniczy¢ liczbe obiektow, z ktérymi
bedziemy pracowaé, wprowadzamy pojecie plaszczyzny
afinicznej, ktéra — oprécz tego, ze jest uogdlniona
plaszczyzna — spelnia dodatkowo trzy aksjomaty.
Kazdy z nich opisze krétko, podajac, w jakim celu jest
wprowadzony i jakie daje korzysci.

Aksjomat (Al). Przez kazde dwa punkty przechodzi
dokladnie jedna prosta.

Mozemy zatem bez wyrzutdéw sumienia moéwié

prosta AB, bo taka prosta istnieje i jest dokladnie
jedna. Bezposrednig konsekwencja tego aksjomatu

jest to, ze kazde dwie proste albo sa rownolegte,

albo istnieje dokladnie jeden punkt incydentny

z nimi dwiema. W tym drugim przypadku bedziemy
mowié, ze proste sie przecinajg, a wspomniany punkt
nazwiemy ich punktem przeciecia. Jesli tréjka punktow
(A, B, C) nie jest wspolliniowa, to bedziemy ja nazywaé

Barttomiej BZDEGA

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu
trojkatem ABC. Jezeli czwérka punktéow (A, B, C, D)
spelnia warunki: AB || CD i BC || DA oraz te cztery
proste sa rézne, to méwimy o réwnolegltoboku ABCD.

Aksjomat (A2). Dia kazdego punktu P i prostej £
istnieje doktadnie jedna prosta przechodzgca przez
punkt P i rownolegla do prostej £.

Dzigki temu aksjomatowi relacja réwnoleglosci

jest przechodnia: jezeli ¢y || €2 i la || 45, to £1 || €5 —

w przeciwnym razie istnialtby punkt, przez ktory
przechodza dwie proste (¢1 i £3) réwnolegle do £s.
Mozemy zatem podzieli¢ zbior £ na takie roztaczne
parami podzbiory K; indeksowane elementami %

z pewnego zbioru I, ze zachodzi réwnowaznosé

Uy || b2 & 1,05 € K; dla pewnego i € I. Podzbiory te, czyli
klasy réwnolegtoéci prostych, nazywamy kierunkami.

Drugim waznym wnioskiem jest to, ze kazdy tréjkat
ABC mozna uzupetnié¢ do réwnolegtoboku ABCD.
Konstrukcja jest nastepujaca. Niech ¢; bedzie prosta
rownolegla do AB, przechodzaca przez C oraz niech o
bedzie prostg réwnoleglta do BC, przechodzaca przez A.
Mamy ¢, || AB }f BC || £3. Oznacza to, ze proste ¢;

i £9 naleza do réznych kierunkow, wiec sie przecinaja.
Jedli D jest ich punktem przeciecia, to ABCD jest
rownolegtobokiem.

Aksjomat (A3). Istnieje trojkat.

Ten aksjomat zapobiega sytuacji zupelnie nieciekawej,
w ktérej wszystkie punkty lezg na jednej prostej.
Mozna powiedzie¢ wiecej: dla kazdej prostej istnieja

co najmniej dwa punkty, przez ktore ta prosta nie
przechodzi — pierwszy wprost z aksjomatu, drugi

z konstrukcji réwnolegloboku. Niech ABC bedzie
tréjkatem, ktéry uzupelniamy do réwnolegloboku
ABCD. Dla dowolnej prostej ¢ mamy ¢ }f AB lub ¢ }f BC.
W pierwszym przypadku prosta ¢ przecinaja proste AB
i CD, ktore sa rézne i rownolegle — stad na prostej ¢
leza co najmniej dwa punkty. W drugim przypadku
jest analogicznie. Zatem kazda prosta przechodzi przez
co najmniej dwa punkty. Teraz juz mozemy utozsamic
prostg ze zbiorem punktéw, przez ktére przechodzi!
Zamiast P ~ ¢ mozemy teraz pisaé¢ P € /.

Przeksztalcenie L : P — P nazywamy kolineacjg
plaszcezyzny 11, jedli jest bijekcja oraz spelnia
nastepujacy warunek: dla kazdej trojki wspétliniowych
punktéw A, B, C punkty L(A), L(B), L(C) réwniez sa
wspoliniowe.

Twierdzenie. Niech L bedzie kolineacjq plaszczyzny

afinicznej. Wowczas dla kazdej prostej £ € L zbior L(¥)
tez jest prostg.

Moéwiac proéciej, obrazami prostych sa proste.

Dowdéd. Niech punkty A i B lezg na prostej £. Przez
punkty primowane zawsze oznacza¢ bedziemy obrazy
punktéw nieprimowanych. Oznaczmy ¢ = A’'B’.



7 definicji kolineacji wynika, ze dla kazdego X € /¢
zachodzi X’ € ¢/, wiec L(£) C ¢'. Trzeba jeszcze wykazaé
przeciwne zawieranie. Przypusémy, ze tak nie jest

i niech punkt C & ¢, ale C’ € ¢'. Poniewaz A’ B',C" € ¥/,

obrazy prostych AB, BC' i CA sa zawarte w £'.
Uzupelnijmy trojkat ABC do réwnolegtoboku ABCD.
Niech P bedzie dowolnym punktem réznym od A, B,
C, D. Wéwczas CP }f AB lub AP }f BC. W pierwszym
przypadku proste CP i AB przecinajg sie w pewnym
punkcie Q. Poniewaz Q lezy na AB, mamy Q' € £'.
Roéwniez C' € V', wigc P’ € (.

Drugi przypadek jest analogiczny. Wnioskujemy stad,
ze L(P\ {D}) C ¢'. Funkcja F : P — P jest bijekcja,

wiec co najwyzej jeden punkt (D’) nie lezy na prostej £'.

Jest to poszukiwana sprzecznosé, bo powinny by¢ co
najmniej dwa takie punkty. O

Jednym z najwazniejszych wnioskéw jest to, ze
przeksztalcenie odwrotne do kolineacji ptaszczyzny
afinicznej réwniez jest kolineacja plaszczyzny
afinicznej. Kolejne, nietrudne wnioski pozostawiam
Czytelnikowi: obrazami/przeciwobrazami tréjkatow

sa trojkaty, par prostych réwnolegtych — pary prostych
réwnoleglych, par prostych przecinajacych sie¢ — pary
prostych przecinajacych sie, a réwnolegtobokdw —
réownolegloboki.

Od teraz bedziemy prowadzi¢ rozwazania dla

plaszczyzny euklidesowej R?, ktéra, jak latwo sprawdzié,

z punktami P = (x,y) oraz prostymi £ = {(z,y) :
ar + by + ¢ =0} (a® + b? # 0) speknia definicje
plaszczyzny uogdlnionej z relacja € oraz aksjomaty
plaszczyzny afinicznej. Celem jest nastepujace

Twierdzenie. Kolineacje ptaszczyzny R? sg tym
samym, co przeksztalcenia afiniczne, czyli odwzorowania
bijektywne F : R? — R?, spetniajace nastepujace
warunki:

(1) obrazami proﬂch sa proste;
(2) jedli SX = xS A dla pewnej liczby rzeczywistej z, to
F(S)F(X) = zF(S)F(A).

Dowaod. Kazde przeksztalcenie afiniczne jest kolineacja
— wynika to z warunku (1). Zal6zmy zatem, ze
przeksztalcenie L jest kolineacja R%. Warunek (1) juz
udowodnilismy, dow6éd warunku (2) podzielimy na kilka
krokéw. Tak jak poprzednio, niech punkty primowane
beda obrazami punktéw nieprimowanych.

Jezeli proste A1 By i A3 Bs sa rozne, to A1 B1 By As jest
réwnoleglobokiem, wiec jego obraz A’ B} B Al tez jest
réwnolegtobokiem. W przeciwnym razie rozwazamy
dodatkowy wektor Az Bs, ktory lezy poza prosta A Bj.
Korzystajac dwukrotnie z pierwszego przypadku, mamy

A\ B, = AyB, = A, B),

Niech V' bedzie zbiorem wektoréw swobodnych,
dwuwymiarowych, o wspoétrzednych rzeczywistych.
Korzystajac z powyzszego, mozemy zdefiniowad
przeksztalcenie T: V — V indulgv\gne przez kolineacje L
A'B’, dla punktéw Ai B

spelniajacych réwnos¢ v = ﬁ Przeksztalcenie T jest

poprawnie i jednoznacznie okreslone za pomocg L.

Jesli znamy T oraz wiemy, ze L(S) = 5’, to mozemy

jednoznacznie odtworzy¢ przeksztalcenie L za pomoca
-

réwnosei S’ X' = T(54X>)

w nastepujacy sposob: T'(¢) =

Rozwazmy takie punkty A, B, C, ze 4 = ﬁ iv= B_(,z’

Wtedy
T(u+ 7) B =A'C'=A'B'"+B'C' =

Dalej indukcyjnie T'((n + 1)0) = T(nv 4+ 0) =

=T (nV) + T (V) = nT (@) +TW) = (n+ 1)T'(v)

z warunkiem poczatkowym n = 1. Stad mT'(27) =
= T'(nv) = nT'(V), wigc T(2v) = T (V). Pozostaje
zauwazy¢, ze T(—v) = =T (7).

Rozwazmy proste ¢, i ¢, przecinajace si¢ w punkcie S.
Niech A, B # S beda odpowiednio punktaml na

prostych ¢, i £, oraz niech @ = SA i b= S@ Okredlmy

T(1) + T(7).

funkcje ¢ : R — R w taki sposdb, ze T(xa@) = ¢(x)T(a)
dla kazdego « € R. Analogicznie niech T'(yb) = ¢(y)T'(b).
Z poprzedniego kroku wynika, ze ¥(t) = ¢(t) =t dla

wszystkich ¢ wymiernych.

Niech z = y oraz S‘)(k =zxdi SY = yb. Mamy XY | AB,
wiee XY || A'B. Stad ¢(x) = (y).

Zachodza réwnosci: ¢(x)T(@) + ¢(y)T(a) = T'(zd) +
+ T (yd) = T(xd + yad) = T((z +

Rozwazmy wektor v = xd + b. Wektor 7 jest do

niego réwnolegly, wiec wektory T'(v) = ¢(z)T(a) +
T(b) i T(x7) = ¢(22)T(a@) + ¢(x)T(b) sa réwnolegle.
Maja one zatem proporcjonalne wspoétczynniki przy
T(@) i T(b), co prowadzi do réwnosci ¢(22) = ¢(x)2.
Whioskujemy stad, ze jeli t > 0, to ¢(t) = ¢(v/1)? > 0.
Dla y > x zapiszmy y = x + t. Mamy ¢(y) = ¢(x +t) =
= d(z) + o(t) > o(z).

Funkcja ¢ jest niemalejaca oraz identycznosciowa na
zbiorze liczb wymiernych, wiec jest identycznosciowa na
zbiorze liczb rzeczywistych, gdyz zbiér liczb wymiernych
jest w nim gesty.

Zauwazmy, ze teza kroku 6 ttumaczy sie na réwnosé
z warunku (2). Uff, koniec dowodul!
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Rozwigzanie zadania M 1783.
OdpowiedZ: Jedyna trojka spelniajaca
warunki zadania jest (1,1,1).

Zauwazmy, ze gdyby liczby pierwsze

a + be, b+ ac, ¢ + ab byly parami rézne,
to ich iloczyn dzielitby

(a® 4+ 1)(b% + 1)(c® + 1), wiec

w szczegbdlnosci zachodzitaby nieréwnoscé:

(be +a)(ca + b)(ab+ ¢) <

roOwnowazna nzlhl(”)uj;y':(‘j'

(abc — ],\)(u2 + b2 +c° + 1) <
Oczywiscie ostatnia nieréwnos¢ nie moze
/,1]4( poza przypadkiem tréjki
(a,b,c) =(1,1,1), ktéra spetnia warunki
zadania.

Wobec tego dwie z danych liczb
pierwszych sg réwne, bez straty ogdlnosci
zatézmy, ze a + bc = b + ac.

Po przeksztalceniach mamy

(a—0b)(c—1) =0, czylia=">lub c=1.
Jesli a = b, to skoro a 4+ bec = a(c+ 1) jest
liczbg pierwszg, to a = b = 1. Jednakze
wtedy ¢ + 1 jest liczbg |)im\\\4;l i dzieli
1(c? +1) =4(c — 1)(c + 1) + 8. Jest to

mozliwe wtedy, gdy ¢ + 1 (1/1( li 8, a wiec

g(l_\' ¢ = 1. Ponownie otrzymali$my tréjke
1)
I\uz[mlum\ przypadek ¢ = 1

ze ktéras z liczb a, b jest
Wéwcezas ab + 1, a +

i przypusémy,
wieksza od 1.

b sa

liczbami 1>i<\1’\\'>Z}'1xli wiekszymi od 2

ktére dzielg )((1' + I) b2 + 1), zatem
dzielg tez (a” + 1)( l) + 1). Bez szkody dla
ogélnosci zalézmy, ze a < b, wtedy
ab+1>a”+1, wiec ab+ 1 \b
ab+1]b>4+1—(ab+1) =b(b—a).
Jednakze liczby b, (b — a) sa dodatnie
i mniejsze od ab + 1

@3

Rozwigzanie zadania M 1785.

skad

sprzecznosé.

C A
31/ \\
! P
X 5 |
AN s B
e
YX: 4 -
Cy

Niech @ bedzie okregiem wpisanym
w dany szeéciokat oraz niech X i Y
punktami stycznosci tego okregu

beda

odpowiednio z odcinkami AB; oraz AC.

Zauwazmy, ze ABy = AP = AC, oraz
AX = AY, stad
B1X = AB; — AX = AC; — AY = (Y.

Zatem trojkaty prostokatne OX B,

i OY C; sa przystajace (bkb). Wobec tego,
poniewaz B1 0O i C10 sa dwusiecznymi
katow AB,C i AC, B, dostajemy

XAPC = ¥xAB,C = 2xX B0 =
=2¥YC,0 = XxAC,1 B =
= ¥APB.

Podobnie xAPC = XBPC, skad teza.

Elementarnie o sumie 1 —

N | =
_|_
L=

Jarostaw GORNICKI*

Poszukiwanie odpowiedzi na trudne pytania moze prowadzi¢ do narodzin nowej
teorii. Oto dwa odkrycia, ktére mialty wplyw na powstanie teorii szeregéw.

Nicole Oresme okolo 1350 roku zauwazyl, ze skoro k+-1 + k+r2 +...+ Wlk >
>k-5r=3dlak=12,..,to
T (R NV (I LN I
2 3 4 5 6 7 8) 7 \2141 2k )~
N —
>3 >3 >3

k
>1+§—>oo, gdy k — oc.

Wykazal wiec, ze suma 1 —|— +3 T
obliczajac sumy pocz@tkowych Wyrazovv bo1l+ 35 Ly,
k > 12376.

.. jest nieskoﬁczona. Trudno to przewidzied,
.+ % > 10 dopiero dla

A co mozna powiedzieé¢ o sumie 1 — % + % — i 4+ ...7 Problem wyznaczenia

jej wartodci okazat sie trudny. Na odpowiedZ przyszlo nam czekaé do drugiej
potowy XVII wieku. Mozna jej upatrywaé w pracach Johannesa Hudda (1656),
Izaaka Newtona (1665), Nikolausa Mercatora, Johna Wallisa i Jamesa
Gregory’ego (1668) nad kwadratura hiperboli, tj. obliczaniem pola miedzy
osia OX a wykresem funkcji y(z) = H—Lx’ gdy 0 < z < a (gdy zastosujemy
wspOlczesne oznaczenia i nazewnictwo).

Przedstawimy teraz elementarny dowdd tego, ze

1 1 1
l—=-4+-—-+...=In2.
() 5t3—7+ n
Niech @, = (1+ )", y,, = (1+ -15)" dla n > 2. Oczywiscie
(1) <yn dla n>2.

Ponadto

(2)

co wykazemy za pomoca nieréwnosci Jacoba Bernoulliego (1689): (1 4 z)™ >
> 1+ nz dla z > —1 i naturalnego n (znanej juz Newtonowi czy René-Frangois
de Sluse). Mamy bowiem

ciag {z,} jest niemalejacy, a ciag {y,} jest nierosnacy,

Tapr _ (0 "+1)n+1 = (1+l)<1 n%l>n+l N
1 1 e 1 1
=(1+-)(1- —— >(1+=)(1- =1,
(+0) (- m) =) (-a0)
yo A+ 1 <1+ﬁ>”+1_
Ynr1 (T4t 14 L)\ 142

:@O*m)M} <1+1ﬁ><1+ni1> -

Stw1erdzenla i (2) gwarantuja istnienie granic ciagéw {z,} i {y,}. Poniewaz

= — 1 wiec granice te sa réwne — ich wspélng wartosé oznaczymy

Inl nl

jako e (jest to stynna liczba Eulera). Ponownie powolujac sie na i ,
wnioskujemy, ze x,, < e <y, czyli
1\" "
1+ — e ([1+4—— ] , n=2.
(1) =e< (i)

(3)

10



Zauwazmy teraz, ze

Yy
SQNZI—%—Fé—i—F...—%:
1 =1+1+1+1+...—|—1—2<1+1+1+...+1>=
T 2 3 4 2N 2 4 6 2N
T —1++1++...+1—(1+1+1+1+...+1>=
2 3 4 2N 2 3 4 N
1 1 1
77N+1+7N+2+"'+ﬁ'
7 wlasnosci funkeji wykladniczej mamy e%2V = 211[\[ e%, zatem z nieréwnosci
Kto zna calke Riemanna, szybko dojdzie n=N+1

do celu:

lim

1 1
N—oo (N+1+N+2+"'+2N)

otrzymujemy oszacowanie

2N 1\ & 2N 2N 1 n
11 <1+n> < J] en< ] <1+n1) :

1 n=N+1 n=N-+1 n=N+1
= lim — L _ [ % gdzie
N—ooo N 1+% 1+ 9N
e 0 II (1+1)_N+2 N +3 2N+1 _, 1
DN n N+1 N+2 2N N +1
ﬁ e L YN+l N2 oaN
n—-1) N N+1 =~ 2N-1
n=N+1
Zatem 1 JeslioO <z <1, to
2 — eV L2 z z
N1 " g [ T < 0
Powyzsza nier6wnos¢ dowodzi, ze Nlim eSN =2, 1+t T n4+1 T n+1 Y
— 00

Okreslenie logarytmu naturalnego i ciagtos¢ funkcji 0 0

2 3
wykladniczej (e*) zapewniaja, ze lim Sy = In2.
N—o00

gdy n — oo, a wtedy In(14+2) =2 — & + & — ...

Przyjmujac x = 1, otrzymujem, .
Poniewas, Son 11 = San + gxiy — In2, gdy N — oo, yimuja ymujemy (&)

wiec 11

1
1—§+§_Z+—1H2,

co konczy dowdd.

Do wyznaczenia przyblizonej wartosci In 2 warto uzyé

7 notatek znalezionych po $mierci Newtona wynika, ze
szybciej zbieznego rozwiniecia. James Gregory (1668)

okoto 1665 roku znal on juz rozwiniecie

do obliczania logarytmoéw stosowal rownosé 22 23
In =2l +—+—+... ).
- 3 5 i w elegancki sposéb obliczyt wartosci In2, In3, In5, In7

Zatem do 57 miejsca po przecinku. Uzyskane wyniki zachowat

jednak w tajemnicy.

1 i % =92 (1 + L + —
1-+ "3 3.3 5.3
Suma pierwszych trzech skladnikéow daje przyblizenie In 2
z bledem wzglednym réwnym okolo 0,2%. Aby osiagnaé

taka doktadno$é, potrzebowaliby$Smy zsumowaé ponad
3000 pierwszych sktadnikow sumy @

In2=1In +...>z0,693.
Podane rozwiniecie daje dobre rezultaty dla malych
warto$ci x, dodatnich lub ujemnych, wiec Newton

obliczyl przyblizone wartosci dla
In(1,2) =In(1 +0,2), In(0,98) = In(1 — 0,02),
In(0,9) = In(1 — 0,1), In(0,8) = In(1 — 0,2),

Rachunek caltkowy, sformulowany w czasach, o ktérych i i o
a nastepnie wykorzystal réwnosci

piszemy, pozwalal otrzymywaé ogdlniejsze rezultaty.

_ 1,2-1,2
Dla z # —1, o 2 — In (0,8 . 079) = 21In(1,2) — (In(0,8) + In(0,9)),
1 =1—z+ .TQ _ + (_1)n—1xn—1 + (_1) €z ) )
o R s (22 C (m2 4 m(1,2) - (08

Calkujac to wyrazenie wyraz po wyrazie, mamy no =1 08 )~ (In2+In(1,2)) — In(0,8),

[ dt In5=1In (2 2) 2In2 —1n(0,8)
In(1 - T = = - 50,
n(1l+ x) 1 0.8

0

Chapeau bas!
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Konstrukcja kortu tenisowego nie faworyzuje graczy prawo- ani leworecznych.
Dla gracza jednak ma znaczenie to, czy przeciwnik trzyma rakiete w lewej,
CcZy W prawej rece.

Zjawisko recznosci wystepuje jedynie u ludzi — w caltej grupie naczelnych nie
obserwuje sie dzialan swiadczacych chocéby o zaczatkach takiej cechy. Analiza
skamienialosci przedstawicieli gatunkéw czlowieka sugeruje, ze te od mniej
wiecej 6 mln lat wykazywaly juz reczno$é (czas po oddzieleniu si¢ szympanséw
i goryli od linii ludzkich). Oczywiscie poszukujemy ewolucyjnego znaczenia takiej
cechy, na razie bez przekonujacych wnioskéw. Jedna reka (u wiekszosci ludzi
prawa) lepiej wykonuje czynnosci precyzyjne. Istnieja takze sugestie dotyczace
zwigzku recznosci z czasem wyksztalcenia sie mowy, a obie te wyjatkowe
ludzkie cechy wiaze sie z asymetrig budowy po6tkul moézgu. Reczno$é ujawnia
si¢ miedzy 7 a 13 miesiacem zycia niemowlecia i utrwala u trzylatkéw.

Zjawisko recznosci wykryto w populacjach ludzi juz sprzed tysiecy lat, choé

nie uznano go za decydujace rozwojowo. Jeszcze w XX wieku leworecznosé
opisywano jako patologie, tepiona w szkole, stala sie wlasciwie przyczyna
rodzinnych tortur. Leworecznosé spotykamy u okoto 10% ludzi. Ten wysoki
utrwalony procent sugeruje celowos¢ poszukiwania korelacji z uwarunkowaniami
antropologicznymi oraz w zyciu spotecznym, a takze z osobliwo$ciami
psychologicznego rozwoju gatunku. Szukano tez przyczyn we wczesnych etapach
patologicznego rozwoju zarodka i niemowlecia. W metaanalizie (Australia)
ustalono, ze prawdopodobienstwo leworecznosci dziecka nie koreluje z plcia,
stanem zdrowia przy urodzeniu, typem rodziny, w ktorej sic wychowuje,
dochodami i typem zatrudnienia rodzicéw. Wykryto nieznacznie nizszy poziom
rozwoju dzieci leworecznych w poréwnaniu z praworecznymi. U dorostych

0s6b leworecznych zauwaza sie nieznacznie wyzsza czestotliwos¢ choréb
immunologicznych, zaklocen stuchu, astmy. Te réznice sa tak niewielkie, ze
zaleznosci przyczynowo-skutkowych, zwiazanych takze z dziecigctwem, nie daje
sie przekonujaco ustali¢.

Juz na podstawie tej pobieznej oceny mozna zrozumieé, ze dla tak
wieloczynnikowo uzaleznionego zjawiska nie sposéb znalezé czynnika
decydujacego. Zaproponowano zatem poszukiwania na poziomie molekularnym,
w analizie genetycznej.

Ale i w tej dziedzinie wykazano wielogenowy charakter zjawiska (ok. 40 réznych
genéw). Zaden z genéw nie jest dominujacy, a wspdlnie przejawiaja wyrazny,
silny efekt. Cecha nie jest jednoznacznie dziedziczona.

Ostatnio leworecznosé powiazano z grupa gendéw kodujacych biatka tubuliny.
Bialka te lacza sie w skrecone tanicuchy, mikrotubule, z ktérych w komérce
tworzy sie, nadajacy jej dynamiczny ksztalt, wewnetrzny szkielet. Koncoéwki
mikrotubuli wystaja poza blone komérkowa, asymetrycznym falowaniem
wplywaja na ruchy komérek, co moze (?) mieé znaczenie we wezesnym rozwoju
zarodka.

Wezesne badania wskazywaly na najwyzsza zmiennosé w niekodujacych
obszarach genéw tubulin, a takim obszarom przypisuje si¢ role regulacyjna

w aktywnosci genéw. W najnowszych badaniach genetycy przyjrzeli sie regionom
kodujacym, w szczegdlnosci genu zwanego TUB B4B. Przebadano 38 tysiecy
préb pobranych od osobnikéw leworecznych i 313 tysiecy od praworecznych.
Znaleziono trzykrotnie wyzsza zmienno$é¢ badanego genu u leworecznych.

Przywiedziony tu przyktad jest doéé typowy dla poszukiwan molekularnych
podstaw medycznych makroosobliwo$ci. Powiazaé¢ geny tubulin z uzywaniem
prawej reki przy jedzeniu lub pisaniu — trudno. Calty obszar ,pomiedzy”
oczekuje badaczy.

Magdalena FIKUS (magda.fikus@gmail.com)
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Pierre Louis Moreau de Maupertuis
(1698-1759)
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Poréwnanie Ziemi sptaszczonej
i wydluzonej na biegunach. Na obu

rysunkach zaznaczono tuk poludnika

odpowiadajacy jednemu stopniowi
szerokosci. Diugo$é takiego tuku jest

proporcjonalna do promienia krzywizny
w danym punkcie, dlatego pomiary na
biegunie i na réwniku mogg si¢ réznié

Pomiar odleglosci (w poziomie) miedzy

dwoma punktami wykonywano przy
pomocy tyczek pomiarowych, jednak
w nieréwnym terenie wymagato to
dodatkowego uzycia zerdzi

el

Rozwigzanie zadania F 1098.

Ped fotonu o dlugodci fali A wynosi

p = h/X. W procesie zalamania czegstosé

<

Hrumod

promieniowania $wiatla nie ulega zmianie,
natomiast dtugosé fali po zatamaniu
wynosi A,y = A/n. Otrzymujemy:

nh

Pw = —|/>

liczbowo: p,, =1

,36 -

A

10727 kg- m/s.

W poszukiwaniu prawdziwego ksztaltu
Ziemi — Maupertuis w Laponii

Grzegorz LUKASZEWICZ*

Splaszczacz Ziemi i Cassinich

(Wolter o Maupertuisie)

W trzeciej dekadzie XVIII wieku bardzo juz nabrzmial problem prawdziwego
ksztaltu ,,globu ziemskiego”. W 1718 roku Jacques Cassini, dyrektor
Obserwatorium Paryskiego, oznajmil, ze Ziemia jest wydiuZona na biegunach.
Stwierdzil to na podstawie wieloletnich pomiaréw dtugosci jednego stopnia
potudnika — w Dunkierce na pdélnocy Francji i w Pirenejach, 800 mil na potudnie
— ktére pokazywaly, ze dlugosé jednego stopnia poludnika w Dunkierce jest
krétsza o okolo 141 sazni od tej w Pirenejach (przed wprowadzeniem metra

w 1791 roku odlegloséé¢ liczono miedzy innymi sazniami: 1 sazei = 1,949 m).
Jego rozumowanie opieralo si¢ na obserwacji, ze gdyby Ziemia byla idealna kula,
wowcezas dlugosé jednego stopnia szerokosci geograficznej bytaby taka sama
niezaleznie od miejsca pomiaru — uzyskana réznica $wiadczy wiec o odmiennym
ksztalcie Ziemi (zob. rysunek obok). Stanowisko Cassiniego podpar! swoimi
obliczeniami Johann Bernoulli w nagrodzonej przez Akademie Francuska pracy
z 1734 roku. Wynikalo z nich, ze przy zalozeniu prawdziwo$ci teorii wiréw
Kartezjusza tak wtasnie powinno by¢.

7 drugiej strony pomiary przeprowadzone w tak matlej odlegtosci miedzy
punktami (800 mil) nie byly dostatecznie miarodajne, a zmierzona réznica

. dlugodci jednego stopnia poludnika mieécilta sie w granicach bledu pomiarowego.

Ponadto eksperyment z zegarem wahadlowym (wynalezionym przez Christiana
Huygensa w 1657 roku) przeprowadzony juz w 1671 roku przez Jeana Richera
w Cayenne w Gujanie Francuskiej wykazal, ze zegar sp6znia si¢ o 2 minuty

i 28 sekund na dobe w stosunku do czasu odmierzanego w Paryzu. Choé¢
interpretacja tego wyniku nie byla jasna, sam wynik byl logicznie zgodny

z zamieszczonymi w Principiach (1686) obliczeniami Newtona wykorzystujacymi
dane Richera i prowadzacymi do wniosku, ze Ziemia jest splaszczona na
biegunach. Teorie i obliczenia Newtona dotyczace ksztaltu Ziemi zostaly
podjete we wczesnych latach 30. XVIII wieku przez wielu uczonych, na czele

z matematykami. Wszyscy tez mogli zobaczy¢, ze Jowisz jest splaszczony na
biegunach. Swiat naukowy oczekiwal wiec szybkiego rozstrzygniecia problemu
ksztaltu Ziemi.

Rozlam w Akademii Francuskiej. W Akademii Francuskiej powstat
roztam miedzy zwolennikami kartezjanskiej teorii wirdw i Ziemi wydluzonej na
biegunach a zwolennikami newtonowskiej teorii grawitacji i Ziemi sptaszczonej
na biegunach. Zwolennikéw teorii wiréw bardzo aktywnie reprezentowat
wspomniany juz wybitny astronom Jacques Cassini. Byl on synem wtoskiego
astronoma Giana Domenico Cassiniego, sprowadzonego w 1669 roku przez
Ludwika XTIV do Francji, gdzie mial zatozyé¢é Obserwatorium Paryskie. Jako
jego dyrektor Gian Domenico Cassini kierowal wieloma waznymi projektami,
a pierwszym wsrod nich bylo stworzenie nowej, zaskakujacej, mapy Francji,

o ktorej Ludwik XIV wyrazil sie w 1682 roku, ze kosztowala go spory obszar
jego krolestwa. Nastepnie, na przetomie wiekow, Gian Domenico i Jacques
zainicjowali wielki projekt triangulacji Francji z péinocy na poltudnie, wzdluz
poludnika, w celu obliczenia obwodu Ziemi i okreslenia jej ksztattu. Jacques
Cassini kontynuowal ten projekt po $mierci ojca w 1712 roku. Jego obliczenia
ogloszone w 1718 roku nie wzbudzaly zastrzezen przez 15 lat, dopdki we
wczesnych latach 30. nie zostaly zakwestionowane przez kilku matematykow.

Liderem zwolennikéw Newtona byl mtody i rzutki uczony Pierre Louis Moreau
de Maupertuis, przyjety do Akademii w 1723 roku (w wieku 25 lat), a pie¢ lat

pdzniej do Towarzystwa Krolewskiego w Londynie. Byl on pierwszym badaczem
we Francji, ktéry zrozumiatl i docenit prawa grawitacji Newtona. Jednym z jego
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Metoda obliczenia dlugosci poludnika
odpowiadajacego jednemu stopniowi. Jesli
odlegto$é AB wzdluz potudnika jest
znana, to za odlegtosé odpowiadajaca
jednemu stopniowi w tym obszarze
przyjmujemy Z obu miejsc Ai B

04 —0p "
obserwujemy te sama gwiazde, a ze
wzgledu na duza jej odleglos¢ linie
wyprowadzone z tych punktéw do
gwiazdy przyjmujemy jako réwnolegte

DENMARK

Rekonstrukcja trasy wyprawy
Maupertuisa do Pello w Laponii

L]

Rozwigzanie zadania M 1784.

Zatézmy przeciwnie i rozwazmy wszystkie
mozliwe pary wybranych podzbioréw. Dla
kazdej takiej pary podzbioréw mozemy
wskazaé element, ktéry nie nalezy do
zadnego z tych podzbioréw. Zauwazmy, ze

liczba tych par jest réwna
([vV2n] + 2)([v2n] + 1) .
2
(poniewaz [vV2n] + 1 > v/2n), wiec is
dwie rézne pary zbioréow, dla ktérych
wybraliémy ten sam element do nich

1

nienalezacy. Poniewaz byly to rézne pary,
wiec skladatly si¢ na nie co najmniej

3 zbiory (jeden z nich mégt wystepowaéd
w obu parach). Te trzy zbiory nie daja

w sumie catego S, co jest sprzeczne

z warunkami zadania.

najwiekszych osiagnie¢ bylo odkrycie, w latach 40., zasady najmniejszego
dzialania, przypisywanej czasem Eulerowi, Lagrange’owi czy Hamiltonowi,
ktorzy rozwineli matematyczng strone koncepcji Maupertuisa. Zasada ta jest
w swojej istocie jednym z najwiekszych uogolnien we wszystkich naukach
fizycznych, i tak rozumial ja jej twérca. Poza matematyka i mechanika zasade
Maupertuisa mozna odnalezé w prawach: stabilnoéci $rodowiska wewnetrznego
Claude’a Bernarda, homeostazy Waltera B. Cannona, rownowagi chemicznej
Le Chateliera, réwnowagi w przyrodzie czy réwnowagi sit ekonomicznych.
Ponadto Maupertuis jako pierwszy zastosowal rachunek prawdopodobienstwa
do badania dziedzicznosci, a odkryte fakty sklonily go do opracowania teorii
dziedzicznosci, ktéra okazuje sie zdumiewajaco zgodna z dzisiejsza teoria gendéw
[Glass, 1947, 1955].

W latach 30. XVIII wieku geodezja stawala sie coraz bardziej matematyczna.
Maupertuis i inni, uzbrojeni w subtelne metody matematyczne, takie

jak rachunek rézniczkowy i calkowy oraz geometria rézniczkowa, pisali

ze sceptycyzmem o metodach i obliczeniach Cassiniego. Na przyktad

Alexis Clairaut stwierdzil, ze obliczenia Cassiniego byly zbyt proste, albowiem
byly oparte na geometrii sferycznej, podczas gdy geometria na sferoidzie

jest bardziej zlozona. Zadano precyzyjniejszych pomiaréw, a dawne pomiary
krytykowano. Proponowano tez nowe metody obliczen, oparte na przyktad na
pomiarach dtugoéci tuku réwnoleznikéw na réznych szerokosciach geograficznych
(na potrzeby poréwnania badamy wtedy tuki zawarte pomiedzy dwoma
ustalonymi poludnikami).

Zarzutom wobec tradycyjnych metod w geodezji wtorowat sam Wolter,

majacy ciete pioro i duzy wplyw na opinie publiczna. Warto w tym miejscu
przypomnieé, ze Maupertuis i Wolter w latach 1726-1728 spedzili jakis czas

w Londynie, wymieniajac poglady z tamtejszymi uczonymi i nasiakajac
gloszonymi przez nich ideami. Newton stawal sie coraz bardziej popularny

w Paryzu, szczegdlnie wéréd mlodszego pokolenia, ale dla wielu ze starej

kadry byt sola w oku. Problem ksztaltu Ziemi dobrze wpisywatl sie w retoryke
obrony honoru nauki francuskiej, ugruntowanej wieloletnimi pomiarami

i przemawiajaca do wyobrazni teoria Kartezjusza, przeciwko — co musiato bardzo
bole¢ — Anglikowi z jego nie do przyjecia, absurdalng wrecz matematyczng teorig
oddzialywan na odlegtosc.

Dwie wyprawy. Akademia Francuska postanowila wystaé¢ dwie wyprawy

w celu rozstrzygniecia problemu ksztaltu Ziemi: jedng na réwnik, do obecnego
Ekwadoru, a druga na koto podbiegunowe, do Laponii. Poréwnanie dlugosci
jednego stopnia poludnika w tych miejscach oraz w Paryzu rozwiazaloby
problem. Uzyskawszy zgode i wsparcie kréla Ludwika XV, obie wyprawy
wyruszyly prawie w tym samym czasie. Wyprawa na réwnik wyruszyla

w 1735 roku i przywiozta wyniki (w istocie chodzilo o jedna liczbe!) dopiero
po wielu latach, natomiast nieco pdzniejsza wyprawa do Laponii wrécita

z odpowiedzig juz po niespelna pottora roku. Z punktu widzenia samego
problemu okreslenia ksztaltu Ziemi wyprawa na rownik pelnila role awaryjnej,
okazalo sie to jednak dopiero po powrocie ekspedycji z Laponii — mimo
poczatkowych kontrowersji wyniki z Laponii poréwnane z wynikami z Paryza
rozstrzygaly problem.

W tym artykule przedstawimy krotko wyprawe do Laponii, odsylajac
zaciekawionego Czytelnika do barwnych opiséw obu wypraw w [Ferreiro, 2011],
[Terrall, 2006] i [Hoare, 2017]. Przedtem jednak przypomnimy interesujace nas
tu osiemnastowieczne teorie pomiarowe w geodezji.

Metoda Newtona i metody pomiarowe. Metoda Newtona okreélenia
ksztaltu planet opierala si¢ na prostej argumentacji dotyczacej ksztaltu
samograwitujacego pltynu. Zajrzyjmy do Principiow.

Ksiega III, Teza XVIII. Twierdzenie XVI. Osie planet sq krétsze od
Srednic wytyczonych prostopadle do osi.
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Eksperyment hydrodynamiczny Newtona.
Ksiega III, Teza XX. Zadanie IV.
ZnalezZé i poréwnadé ze soba ciezary cial
w réznych miejscach na Ziemi.

»okoro cigzary wody w réznych odnogach
wypelnionego woda kanatu ACQqca sa
jednakowe, za$ ciezary czesci tej wody
proporcjonalnych do calej zawartosci
odnég, i podobnie w nich poltozonych, sg
do siebie w proporcji ciezaréw zawartosci
calych odnég i dlatego sa jednakowe, to
ciezary jednakowych i podobnie
polozonych w poszczegdlnych odnogach
czesci bedg odwrotnie proporcjonalne do
tych odnég, czyli w stosunku odwrotnym
niz 230 do 229”.

Kittisvaara

Pullinki

Tornio

Dokonana przez wyprawe Maupertuisa
triangulacja wzdtuz rzeki Tornio, od
wiezy koéciotla w Tornio na potudniu po
wzgbrze Kittisvaara, oddalone o 4 km na
péinoc od wioski Pello. Lini¢ bazowa
(oznaczong kolorem czerwonym)

o dlugosci 14,3 km zmierzono na pokrytej
lodem rzece Tornio. Znajomosé
wszystkich katow siatki wraz z diugoscia
linii bazowej wyznacza wszystkie
pozostale odleglosci.

Gdyby poszczegolne czesci planety nie byly poddane dobowemu ruchowsi
krgzgcemu, to jednakowe sily cigzenia, dzialajgce na czesci planety znajdujgce
sie po kazdej z jej stron, uformowalyby jej sferyczny ksztalt. Ten krgigcy
ruch sprawia, Ze czesci planety odlegle od osi starajg sie uniesé ponad réownik
1 dlatego, gdy materia jest w stanie plynnym, to unoszqc sie ponad rownik,
powiekszy srednice planety w tym miejscu, a opadajgc w okolicy bieqgunow —
skroci jej 0$. Stqd wedlug zgodnych obserwacji astronomow Srednica Jowisza
jest krétsza miedzy biegunami niz mierzona ze wschodu na zachdd (... ).

Poniewaz w czasach Newtona nie byly jeszcze znane metody matematyczne
potrzebne do uzyskania obliczen dla powyzszego problemu, przeprowadzit

on eksperyment myslowy z kanalami wypelnionymi plynem (zob. rysunek na
marginesie). Na jego podstawie po dlugich obliczeniach Newton wywnioskowal,
ze $rednica Ziemi na réwniku Dg ma sie do Srednicy miedzy biegunami Dp tak,
jak 230 do 229, a zatem splaszczenie na biegunie wynosi (Dg — Dp)/Dg, czyli
1/230, co jest bardzo bliskie wspélczesnym obliczeniom dajacym 1/298.

Jak wspomnieli$émy, obliczenia Newtona byly uzgodnione z wynikiem
eksperymentu Jeana Richera z zegarem wahadlowym. Aby zegar w Cayenne
(skalibrowany tak, by okres wahadla odpowiadal jednej sekundzie) wskazywal
dokladny czas, Richer musial nieco skréci¢ wahadlo (o 2,256 mm). Poniewaz
dlugos$¢ wahadla jest proporcjonalna do lokalnego przyspieszenia grawitacyjnego,
zgodnie ze wzorem g = (27/T)?l (g — przyspieszenie grawitacyjne, T' — okres
wahadla, | — dlugosé wahadla), wynik Richera oznaczal, ze grawitacja

w Cayenne jest nieznacznie slabsza (o 0,28%) od grawitacji w Paryzu, co
sugeruje, ze rzeczywiscie co$ jest nie tak z ksztaltem Ziemi. Richer jako pierwszy
zaobserwowal zmiane sily grawitacji nad powierzchnia Ziemi, zapoczatkowujac
w ten sposéb nauke o grawimetrii.

W XVIII wieku istnialy dwa sposoby pomiaru odchylen ksztaltu Ziemi od sfery:
wspomniane wyzej poréwnanie zegaréw wahadtowych na réznych szerokosciach
geograficznych oraz pomiar dlugoéci dostatecznie dlugiego odcinka poludnika.
Ten drugi sposob opieral sie na triangulacji, metodzie stosowanej przez geodetéw
i twércéw map, pozwalajacej (prawie) sprowadzi¢ pomiar odleglosci do pomiaru
katow.

By dokonaé¢ pomiaru odleglosci, zaczynamy od wyznaczenia siatki trojkatow
pokrywajacych interesujacy nas obszar — w naszym przypadku trojkaty musza
by¢ ulozone mniej wiecej wzdtuz poludnika (zob. rysunek obok). Nastepnie
obserwatorzy przemieszczaja sie od jednego wierzchotka siatki do drugiego, by
zebraé¢ pomiary katéw we wszystkich trojkatach — dla ulatwienia obserwacji
m.in. buduje si¢ wieze triangulacyjne. Znajomos¢ katow wyznacza jednoznacznie
ksztalt calej siatki, pozostaje wiec dokonaé¢ pomiaru zaledwie jednego boku
jednego z tréjkatéw, tak zwanej linii bazowej (na rysunku obok na czerwono).
Poniewaz w danym tréjkacie znajomos$é katéw oraz jednego boku pozwala
wyznaczy¢ pozostale boki, wiec wszystkie dlugosci w siatce mozna otrzymac
przez serie obliczen. Zaleta tej metody jest to, ze katy sa znacznie latwiejsze do
precyzyjnego pomiaru niz odleglosci liniowe, zwlaszcza w zréznicowanym terenie.
[wg Terral, 2006].

Teoria pomiaréw jest prosta, gorzej z praktyka. Sa tu dwa problemy. Jeden
dotyczy samego zbierania pomiarow w trudnym terenie, ich doktadno$ci, ktora
zalezy od cztowieka i uzytych instrumentéw, podobnie jak doktadnosci rowniez
trudnych pomiaréw astronomicznych. Drugi problem dotyczy wlasciwego
odczytania zebranych pomiaréw, ktore zalezy od dokonania wlasciwych
poprawek wynikéw triangulacji (odwzorowanie siatki na plaszczyzne na poziomie
morza) i poprawek pomiaréw astronomicznych, z uwzglednieniem refrakcji
atmosferycznej i aberracji $wietlnej (paralaksa gwiezdna nie mogta byé jeszcze
w owym czasie dostrzezona).

Kadre naukowa pietnastoosobowej wyprawy
Maupertuisa (lat 38) stanowila zgrana grupa znakomitych uczonych. Nalezeli
do niej on sam — jako lider wyprawy, jego bliscy koledzy, matematyk



Pion zenitalny George’a Grahama,

wykonany specjalnie na potrzeby
wyprawy do Laponii. Teleskop o dtugosci

dziewieciu stép zwisa z wierzchotka

drewnianej ramy; obserwacji dokonuje si¢
w pozycji péllezacej. (Maupertuis, Degré

du méridien entre Paris et Amiens)

88 Mefure du Degré du Miridien
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Tabela obserwacji katowych z La figure

de la terre, jedna z wielu stron danych

odpowiadajacych diagramom
geometrycznym tréjkatéw. W tabeli
przedstawiono pomiary zredukowane do
plaszczyzny horyzontu i stosowne

poprawki

Alexis Clairaut (22 1.) i astronom Anders Celsjusz (35 1.), a takze astronom
Pierre-Charles Le Monnier (21 1.).

Alexis Clairaut (1713-1765) byl cudownym dzieckiem, swdj pierwszy artykut
przestal do Akademii w 1726 roku, w wieku dwunastu lat, wykazujac sie

juz biegloscia w rachunku rézniczkowym i teorii krzywych algebraicznych.

Do Akademii zostal przyjety, za specjalna dyspensa kréla, w niezwykle
mlodym wieku osiemnastu lat. Jeszcze przed wyprawa napisal caly szereg

prac z zakresu teorii krzywych, maksiméw i miniméw, a takze geometrii
niesferycznej Ziemi i metod wyznaczania jej ksztaltu. Pomimo krétkowzrocznosci
Clairauta jego udzial w wyprawie byl uzasadniony niezwyktymi umiejgtnoéciami
matematycznymi i rachunkowymi. W tej wyprawie wyrafinowana matematyka
byta réwnie wazna, jak precyzyjne obserwacje.

Anders Celsjusz (1701-1744) zostal profesorem astronomii na Uniwersytecie

w Uppsali w wieku 29 lat. Po powrocie z wyprawy doprowadzil do utworzenia
w Szwecji pierwszego uniwersyteckiego obserwatorium. Opublikowal oryginalny
katalog jasnosci okolo 300 gwiazd i nalezal do pierwszych uczonych, ktorzy
stwierdzili magnetyczny charakter zjawiska z6rz polarnych. W historii fizyki
zapisal si¢ przez zaproponowanie znanej wszystkim skali temperatur, co prawda
odwréconej w stosunku do tej uzywanej obecnie. Byt jedynym uczestnikiem
wyprawy majacym solidne doswiadczenie astronomiczne. Do jego roli nalezalt
wybdr najprecyzyjniejszych dostepnych instrumentéw pomiarowych, zegaréw
wahadlowych, pionéw zenitalnych etc. Zaméwit je u najlepszego wytworcy
instrumentéw pomiarowych w Europie, samego George’a Grahama z Londynu.
Instrumenty byly bardzo drogie, na przykltad duzy pion zenitalny kosztowat

az 130 funtéw — aby uzyskaé przyblizony wspétczesny odpowiednik w dolarach
amerykanskich, nalezy przemnozy¢ te liczbe przez 360. Uzycie najnowszych
instrumentéw wymagalo tez nabycia nowych umiejetnosci obserwacyjnych.
Udzial w wyprawie Celsjusza, Szweda, byl tez uzasadniony jego znajomoscia
jezyka oraz proponowanych terendéw pomiarowych, ktére lezaly woéwczas na
terytorium Szwecji.

Pierre-Charles Le Monnier (1715-1799) zostal przyjety do Akademii

w wieku 20 lat na podstawie jego obserwacji astronomicznych, sporzadzenia
rozbudowanej mapy Ksiezyca i opracowan na temat Saturna i Ksiezyca. Jego
wspaniala kariera obejmowata migdzy innymi co najmniej 12 obserwacji
planety Uran, ktorych dokonywal w latach 1765-1769, jeszcze przed jej
zidentyfikowaniem jako planety przez Williama Herschela w 1781 roku —
obserwacje byly pézniej pomocne w wyznaczeniu orbity nowej planety.

Aby przyblizyé Czytelnikowi choé troche trudy ekspedycji do Laponii, zacytujmy
kilka fragmentow z ksiazki Maupertuisa ,, Figure de la terre” z 1738 roku.

Musielismy przeprowadzié¢ pomiary, ktore bylyby trudne na najbardziej
przystosowanych do tego obszarach, na pustkowiach kraju prawie nienadajgcego
sie do zamieszkania, w tym ogromnym lesie, ktory rozcigga sie od Tornead
[Tornio] az po Przylgdek Pdlnocny. Istnialy tylko dwa sposoby przedostania sie
w te dzicz i trzeba bylo skorzystaé z obu: jednego, przemierzajgc rzeke peing
katarakt, drugiego, przechodzgc pieszo geste lasy lub glebokie bagna. Zakladajgc,
z2e uda nam sie przedostaé w gltgb kraju, nalezatoby po moZliwie najciezszej
wedrowce wspigc sie na strome gory i oczyscicé ich szczyty z drzew zastaniajgcych
widok. Trzeba byloby Zyc na tej pustyni z najgorszym jedzeniem, narazonym

na ataki tak zlosliwych owadow, ze zmuszajg Laponiczykow i ich renifery do
opuszczenia tej czesci kraju latem.

Na rzece dotkliwie nekaly nas duze, zielonoglowe muchy, ktére wykrwawialy nas
wszedzie tam, gdzie nas uzqdlity. ZnaleZlismy sie na [gorze] Niwie przesladowani
przez kilka innych, jeszcze bardziej okrutnych rodzajow.

Dym nie mogl nas obroni¢ przed owadams, bardziej okrutnymi na tej gorze niz
na Niwie. Pomimo wielkiego upalu musielismy owingé glowy w szaty ze skor
reniferow i schowac sie pod grubym walem z galezi sosnowych i calych sosen,
ktore nas przygniataly i nie zapewnily nam bezpieczenstwa na diugo.
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Nie powiem nic o trudach i niebezpieczenstwach tej
operacji; mozecie sobie wyobrazié, co to znaczy chodzic¢
po dwoch stopach $niegu, niosqc ciezkie kije pomiarowe,
ktore trzeba stale wbijaé w $nieg i podnosic. Wszystko
to przy tak silnym zimnie, Ze gdy probowalismy napic
sie eau de vie [brandy], jedynego napoju, ktory mozna
zachowad w stanie plynnym, jezyk i wargi natychmiast
przymarzaly do kubka i mozna je bylo oderwac jedynie
z krwig.

Kontrowersje po wyprawie. Poré6wnania wynikéw
z Laponii i Francji. Jeszcze przed wyprawa do
Laponii Johann Bernoulli, zwolennik Cassinich, zapytal:
Czy obserwatorzy majg jakies upodobanie do jednej lub
drugiej z tych idei? (... ) Bo jesli wierzq, zZe Ziemia jest
splaszczona na bieqgunach, z pewnoscig przekonajq sie,
ze jest ona splaszczona. .. Dlatego bede wytrwale czekac
na wyniki obserwacji amerykanskich.

Na wyniki z réwnika trzeba bylo czekaé¢ do potowy
1744 roku, natomiast ekspedycja Maupertuisa, ktéra
wyruszylta w kwietniu 1736 roku, juz siedemnascie
miesiecy pdzniej przywiozta do Paryza nastepujacy
wynik pomiaréw: stopien szerokosci geograficznej
Laponii wynosi 57437 sazni, czyli o 477 sazni wiecej
niz tuk paryski zmierzony przez Cassinich w 1718 r.
Pod koniec sierpnia Maupertuis oswiadczyt cztonkom
Akademii, ze jest oczywiste, ze Ziemia jest znacznie
splaszczona na biegunach’.

Rozjatrzony Cassini odrzucil te wyniki jako
niemiarodajne. Stwierdzil, ze Maupertuis zmierzyt
zbyt krétki fragment potudnika, by zagwarantowaé
wiarygodny pomiar, ze jego pomiary triangulacji
terenu byly niewiarygodne, gdyz byly oparte na
pomiarach tylko jednej linii bazowej, a nie dwbch, jak to

Energia spoczynkowa czy wewnetrzna?

powinno by¢ zrobione, oraz ze nie skalibrowal wtasciwie
pomiaréw astronomicznych.

Kiedy dane Maupertuisa przeanalizowano i poréwnano
z wczesniejszymi pomiarami we Francji, okazalo sie, ze
Srednica Ziemi pomiedzy biegunami byla mniejsza niz
jej Srednica rownikowa o 1 cze$¢ na 178. Splaszczenie
Ziemi na biegunach bylo zatem duzo wigksze niz
wartosé 1/230, ktéra pierwotnie przewidywal Newton.
W tej sytuacji wszyscy pragneli poznaé wyniki
ekspedycji na rownik. Po szeSciu latach ogloszono jej
wyniki: dlugoé¢ jednego stopnia potudnika wyniosta
tam okolo 56 750 sazni, co tylko potwierdzilo stusznosé
teorii Newtona.

Artykul rozpoczeliSmy sarkastyczng uwaga Woltera

o Cassinich i w podobnej tonacji go zakonczymy.
Wolter zakpil sobie tym razem z samego Maupertuisa,
wypowiadajac nastepujaca uwage:

W tych trudnych miejscach potwierdzites to, co wiedzial
pan Newton, nie wychodzgc z domu.
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Ludwik LEHMAN

Fizyka jest nauka $cista opisujaca zjawiska jezykiem matematyki. Jednak obok
matematycznej precyzji sporo jest w fizycznych wywodach intuicji (lepszej lub
gorszej), przywiagzania do tradycji etc. Czasami stwarza to problemy. Zadajmy
dla przykladu proste pytanie: co to jest energia wewnetrzna ciala? Zacznijmy od
przytoczenia powszechnie akceptowanej definicji. Wedtug Stownika Fizycznego
PWN (Warszawa 1992) to termin stosowany w dwéch znaczeniach:

ukladu. . .
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1. (ogdinie) energia ukladu fizycznego zwigzana z ruchem jego czesci skladowych
wzgledem siebie i ich oddzialywaniem ze sobg, tzn. réznica energii catkowitej
uktadu i sumy jego energii kinetycznej, jako catosci, i energii oddzialywania
uktadu, jako cato$ci, z otoczeniem;

2. (w sensie termodynamicznym) e. w. w sensie 1. w przypadku, gdy za czesci
ukladu uwaza sie atomy (lub czgsteczki) tworzqce ciala wchodzgee w skiad

Dalej nastepuje dtugi opis (w definicji!), jakie rodzaje energii nalezy wlicza¢ do
energii wewnetrznej w réznych przypadkach. Cytujemy fragmenty:

W przypadku gazu, skladajgcego sie z czqsteczek prawie nie oddzialujgcych
ze sobg, e. w. jest rowna sumarycznej energii kinetycznej ruchow cieplnych



Z kolei w Wikipedii (dostep 12.03.2024) mozemy
przeczytaé nastepujaca definicje: Energia wewnetrzna
(Ey b u, U) — w termodynamice jest to catkowita
energia ukladu bedgca sumq energii potencjalnej

1 kinetycznej makroskopowych czesci ukladu, energii
kinetycznej czqsteczek, energii potencjalnej oddzialywan
miedzyczgsteczkowych © wewngtrzezgsteczkowych itd.
Wartosé energii wewnetrznej jest trudna do ustalenia ze
wzgledu na jej ztozZony charakter. W opisie proceséw
termodynamicznych istotniejsza i latwiejsza do
okreslenia jest zmiana energii wewnetrznej, dlatego
okreslajgc energie wewnetrzng ukladu, pomija sie te
rodzaje energii, ktore nie zmieniajq sie w rozpatrywanym
uktadzie termodynamicznym. Na przyklad dla gazu
doskonatego jedyng skladowq energii wewnetrznej, ktora
moZe sie zmieniac, jest energia kinetyczna czgsteczek
gazu. Stgd zmiana energii wewnetrznej rowna jest
zmianie energii kinetycznej czqgsteczek.

Troche dziwne jest definiowanie w nauce $cislej
jakiejkolwiek wielkosci fizycznej w taki sposob, ze
jej ywartos¢ (...) jest trudna do ustalenia”. Zgodnie
z obydwoma definicjami przy réznych zagadnieniach
energia wewnetrzna (w sensie termodynamicznym)
bedzie zawiera¢ rézne sktadniki. Sporo przy tym
niejasnosci. Na przykltad, czy energia ruchow
konwekcyjnych jest czescia energii wewnetrznej
plynu? Sa to ruchy makroskopowych porcji substancji.
Czy energia sprezystosci jest sktadnikiem energii
wewnetrznej ciala? Jest to niewatpliwie energia
oddzialywan miedzy czasteczkami. A energia jadrowa?
Na ogél nie wliczamy jej do energii wewnetrznej,
jednak gdy rozpatrujemy prébke plutonu lub Ziemie
rozgrzewana przez rozpad promieniotwérczy —
mamy problem. Musimy wtedy uznaé, ze zrédtlo
ciepla jest ,zewnetrzne” w stosunku do ciala

w oczywistej sprzecznosci ze znaczeniem tego stowa.
Mozemy takze uznac, ze energia spoczynkowa jader
atomowych jest czedcia energii wewnetrznej. W ten
spos6b zmagamy sie z problemami, ktére sami
stworzyliSmy.

Na szczescie istnieje lepsze rozwigzanie. Wiadomo, ze
w stosowaniu zasady zachowania (calkowitej) energii
wazne s3 tylko te jej rodzaje, ktére w rozwazanym
procesie sie zmieniaja. Nie jest zatem potrzebne
definiowanie energii ,,w sensie termodynamicznym”.
Dobrze okreslona jest tylko energia wewnetrzna w sensie
ogblnym (punkt 1 definicji z cytowanego stownika),
zatem tylko w tym sensie powinna by¢ konsekwentnie
uzywana.
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czgsteczek, w przypadku ciala stalego e. w. sklada sie z energii drgan atomow
wokdl polozenia rownowagi oraz z energii potencjalnej atomow i jonéw w polu
wytworzonym przez pozostale atomy, wzglednie jony (lecz nie w polu przylozonym
z zewngtrz, takim jak zewnetrzne pole elektryczne czy pole sil ciezkosci). W skiad
e. w. ciala stalego moze tez wchodzié energia swobodnych elektrondw (w metalach
lub pélprzewodnikach). Zmiana e. w. (w sensie termodynamicznym) w procesie
adiabatycznym jest réwna pracy, jakg uklad wykonuje (e. w. maleje) lub jaka
jest wykonana nad ukladem (e. w. wzrasta); zmiane e. w. w dowolnym procesie
okresla pierwsza zasada termodynamiki.

Jedli przeczytamy uwaznie definicje energii wewnetrznej
w sensie ogllnym, zauwazymy, ze w jej sklad wchodzi
takze energia sprezystodci oraz energia kinetyczna
ruchu obrotowego. Pierwsza dotyczy oddzialywania
makroskopowych czesci ciala ($cislej méwiac,
czasteczek), a druga — ich ruchu wzgledem siebie.

Sa one skladnikami energii wewnetrznej réwniez

w rozumieniu definicji z Wikipedii. Najlepiej usunaé¢
zrodto problemoéw, czyli definicje energii wewnetrznej
w sensie termodynamicznym. Przemawia za tym jeszcze
jeden — metodologiczny — argument. Jedli tak trudno
jednoznacznie okresli¢ jakas wielkos¢ fizyczna, to
znaczy, ze prawdopodobnie nie odpowiada ona zadnemu
realnemu skladnikowi badanego Swiata.

Przyjmijmy zatem, zgodnie z pierwszym punktem
definicji stownikowej, ze energia wewnetrzna ciala
(ukladu) E,, to catkowita energia ciala pomniejszona
o energie kinetyczng i energie oddzialywania
z otoczeniem Srodka masy, czyli ciala traktowanego jako
punkt materialny. To cala energia zwiazana z budowa
wewnetrzna i struktura ciata, czyli catkowita energia
ciala spoczywajacego i nieoddzialujacego (jako catosé)
z otoczeniem. Przyjecie i stosowanie w termodynamice
takiej definicji nie zmienia I zasady termodynamiki, bo
w niej wystepuje tylko przyrost energii wewnetrznej.
Likwiduje tez wszelkie niejasnoéci i zaleznos$¢ samej
energii wewnetrznej od rozpatrywanego problemu.
Zauwazmy, ze tak zdefiniowana energia wewnetrzna
niczym nie rézni sie od energii spoczynkowej znanej
z teorii wzglednoéci. Mozemy wtedy stwierdzié, ze
stynny wzor Einsteina dotyczy wlaénie tak okreslonej
energii wewnetrznej:

E, = mc®.
Tak wlasnie interpretuje ten wzor w pieknej ksiazeczce
o teorii wzglednosci Andrzej Szymacha. To interpretacja
godna polecenia. Zauwazmy, jak okre$lona w jednym dziale
fizyki wielkos¢ dopasowuje sie do wielko$ci pojawiajacej sie
w zupelnie innej teorii. To znak, ze postepujemy wladciwie
— elementy uktadanki pasuja do siebie!

Podkredlmy na koticu, ze sugerowane rozwiazanie
likwiduje nie tylko niepotrzebnie wykreowane problemy
dotyczace sktadnikéw energii wewnetrznej w rozumieniu
termodynamicznym. Pomoze ono takze w wyciszeniu
réwnie niepotrzebnych i mylacych interpretacji wzoru
Einsteina. Na przyklad tej o ,,réwnowaznosci” masy

i energii (co to wladciwie znaczy?). Albo tej o ,zamianie
masy w energie”. Energia wewnetrzna kazdego ciala jest
rowna iloczynowi masy tego ciala i predkosci swiatta do
kwadratu. Tylko tyle i az tyle.



Szymon CHARZYNSKI

Teoria wzglednosci zostata sformutowana na poczatku
ubiegtego wieku, czyli juz ponad 100 lat temu. Nadal
jednak w szkole uczy sie klasycznej mechaniki Newtona,
ktéra jest tylko przyblizeniem teorii wzglednosci. Zakres
stosowalnosci tego przybliZzenia jest ograniczony do
predkosci malych w poréwnaniu z predkoscia $wiatla.
Préba stosowania mechaniki Newtona do opisu obiektow
poruszajacych sie z predkoSciami poréwnywalnymi

z predkoscia Swiatla prowadzi niechybnie do blednych
wynikéw. Jednak w codziennym zyciu czlowieka efekty
relatywistyczne sa niezauwazalne i mechanika Newtona
wystarcza do modelowania naszej codziennosci.

Podobnie jest z dziewietnastowieczna termodynamika,
ktora z jednej strony stanowi piekny kawatek czystej
fizyki teoretycznej, a z drugiej kawal praktycznej
wiedzy, bedacej podstawa budowy miedzy innymi
maszyn parowych. Jak kazda teoria fizyczna, jest tylko
pewnym przyblizonym modelem opisujacym pewne
aspekty rzeczywistosci. Z teorii wzglednosci wiemy, ze
podgrzewanie dowolnego obiektu prowadzi do wzrostu
jego masy. Jak to sie stalo, ze dziewietnastowieczni
uczeni, wykonujac swoje pomiary, nie wykryli

tego faktu, ze aby zmierzy¢, o ile wzrosta energia
wewnetrzna gazu w cylindrze, wystarczy go po prostu
zwazy¢ przed i po podgrzaniu?

Rozwazmy prosty przyklad. Powiedzmy, ze mamy 1 mol
azotu (gléwnego skladnika powietrza) w pojemniku

o ustalonej objetosci i chcemy zmierzy¢ wzrost jego
energii wewnetrznej po ogrzaniu go o 1 K. Chcemy to
zrobi¢ przy uzyciu wagi. Jak dokltadna ma by¢ nasza
waga?

Masa jednego mola azotu (gazu dwuatomowego)

to m = 28 g, czyli jego energia spoczynkowa to

E = mc? = 2,52 - 10'% J. Molowe cieplo wlasciwe azotu
wynosi 20,8 J/(mol - K), czyli aby podgrzaé¢ mol azotu

o 1 kelwin, musimy dostarczy¢ 20,8 J energii. Stosunek
tej energii do energii spoczynkowej mola azotu wynosi
okoto 8,3 - 1071, Czyli z taka dokladnosciag musieliby$my
wazy¢ gaz, zeby wykryé zmiane jego masy. Inaczej

méwiac, energia 20,8 J przelicza si¢ na okolo 2,3 - 1073 g.

Zatem nasza waga musi by¢ w stanie rozrézni¢ dwie
nastepujace masy:

28, 000 000 000 000 00 g,

28, 000 000 000 000 23 g.

Zeby lepiej uzmystowi¢ sobie, jak ogromna jest to
dokladnosé, mozemy przeliczy¢ to na inng skale.
Gdyby$my wazyli lokomotywe o wadze okolo 100 ton
na wadze kolejowej, to powyzej wymagana dokladnosé
odpowiadalaby rozréznieniu pomiaru wagi lokomotywy
przed i po dotozeniu jednego ziarenka pytku roslinnego.
Takie ziarenko wazy okoto 1ug, czyli wlaénie okolo
10~ razy mniej od stutonowej lokomotywy. Czy
mozna wyobrazi¢ sobie wazenie ziarenka pylku na
wadze kolejowej w ten sposéb, ze najpierw wazymy
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lokomotywe, a potem lokomotywe z dotozonym
ziarenkiem pytku i odejmujemy wskazania wagi od
siebie? Oczywiscie nie — w praktyce taka waga moze
nie drgna¢ po dolozeniu kilku (a by¢ moze nawet
kilkudziesigciu) kilograméw dodatkowego obciazenia.

Zatem odpowiedz na pytanie, dlaczego nie wystarczy
zwazy¢ gazu, zeby zmierzy¢, jak podgrzewanie zmienia
jego energiec wewnetrzna, jest prosta. Zmiany energii
przy podgrzewaniu o kilka czy kilkaset kelwindéw sa
bardzo mate w poréwnaniu z iloczynem masy tego gazu
i predkosci $wiatla do kwadratu (czyli jego energii
spoczynkowej). Efekt, ktéry probujemy opisaé, jest
niezwykle subtelny. Jesli chcemy zmierzyé, ile ziarenek
pytku przykleito sie do lokomotywy, to musimy zdrapac
ten pytek i zwazyé go samego na precyzyjnej wadze
przeznaczonej do wyznaczania mas rzedu pg. Musimy
odklei¢ pylek od lokomotywy i na nim sie skupié¢, a nie
wazy¢ lokomotywe przed i po zdrapaniu drobinki pytku
roslinnego na wadze kolejowej.

Stosujemy wiec tzw. przyblizenie nierelatywistyczne.
W tym przyblizeniu przyjmujemy, ze masa gazu

po prostu sie nie zmienia, a do opisu tego, co si¢
dzieje, gdy gaz sprezamy, rozprezamy, podgrzewamy

i chtodzimy, uzywamy starych dziewietnastowiecznych
wielko$ci termodynamicznych, takich jak energia
wewnetrzna. Okreslenie tej ostatniej, jak stusznie
przekonuje Ludwik Lehman w artykule Energia
spoczynkowa czy wewnetrzna?, dalekie jest od
jednoznacznosci, cechujacej precyzyjng i elegancka
definicje energii spoczynkowej w teorii wzgledno$ci.
Kiedy jednak chcemy zmierzy¢ i opisa¢ subtelny efekt
zmiany energii, ktéra ma sie do energii spoczynkowej
badanego obiektu, jak masa drobinki pytku roslinnego
do masy lokomotywy, to zmuszeni jesteSmy uzy¢
jakiego$ innego narzedzia niz waga kolejowa i doktadnie
okresli¢, ktéra to drobinke sposrod wszystkich
przyklejonych do lokomotywy chcemy zwazy¢ i opisac.
Nie ma wiec jednej uniwersalnej definicji energii
wewnetrznej, poniewaz to, co rozumiemy pod tym
pojeciem, zalezy od tego, jakie zjawisko chcemy
uwzglednia¢ w naszym bilansie energii, w ramach
przyblizonego modelu, ktéry stosujemy do opisu

danej sytuacji fizycznej. Mozna oczywiscie, jak
przekonuje Ludwik Lehman, wrzuci¢ wszystko do
jednego worka z napisem ,energia spoczynkowa”.
Uzyskamy wtedy opis jednoznaczny, bardzo elegancki

i zgodny z teoria wzglednoéci, o ktorej wiemy, ze opisuje
rzeczywistos¢ znacznie dokladniej niz wszystkie teorie
nierelatywistyczne. Jednak cena, jaka sie placi za takie
postawienie sprawy, moze by¢ niepraktycznosé tego
opisu w pewnych szczegdlnych sytuacjach, kiedy chcemy
go stosowaé do zjawisk, w ktérych zmiany energii sa
znikomo male w poréwnaniu z energia spoczynkowa
badanego obiektu.
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Zadania z matematyki nr 883, 884

Redaguje Marcin E. KUCZMA

883. Znalez¢ wszystkie funkcje f: R — R spelniajace réwnanie

1-44

F@+y°) = f(@®) + flay) + f(y7)

dla z,y € R.

884. Wykazaéd, ze dla kazdej pary liczb naturalnych a > 2, b > 1 istnieje
nieskonczenie wiele takich liczb naturalnych n, ze liczba ba™ + 1 jest ztozona.

Termin nadsylania rozwigzan: 31 VIII 2024

Zadanie 884 zaproponowal pan Witold Bednarek z Y.odzi

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
869 (WT = 1,34) i 870 (WT = 2,50)

Rozwigzania zadan z numeru 2/2024

z numeru 11/2023 Przypominamy tres¢ zadan:
Marek S_pyChala Warszawa 45,31 875. Dany jest ciag (z1,...,: n) o wyrazach x; € {0,1} (N jest ustalong liczba nieparzysta). Niech
Jerzy Cisto Wroctaw 45,14 . N - o .
Janusz Olszewski Warszawa 44,73 ag =) ., Tis br = 2 is x;), Cp = Qg b (dla k=1,...,]1 N). Wiadomo, ze dokladnie jedna
Pawel Najman Krakéw 44,50 liczba z wystepuje w ciagu (c1,...,cn) nieparzyscie wiele razy. Dla ustalonego N wyznaczy¢ wszystkie
Janusz Fiett Warszawa 43,82 mozliwe wartosci z.
Pawel Kubit Krakéw 41,99 i i ) )
Adam Woryna Ruda $1 40.91 876. Wykazad, ze dla liczb z,y, 2z 0 o sumie 3 zachodzi nieré6wnosc

. )

Piotr Widniewski = Warszawa 40,81 - " Y + -
Piotr Kumor Olsztyn 40,44 y2 +y+ 1 22 + 2+ 1 2 4z +1
Lukasz Merta Krakéw 37,42
Szymon Kitowski 34,48 875. Znajdujemy w ciaggu (z;) blok 10 (jesli istnieje) i wykonujemy transpozycj
Witold Bednarek  Loéd# 32,56 Jaujeny agu (z;) (J je) i wy jemy pozycje

Wszyscy czterej Panowie sg z nami od lat
i zaliczajg, jedno po drugim, kolejne (gg'17 .
okrazenia biezni 44p.: pan Marek
Spychala po raz piaty; pan Jerzy Cislo po
raz siedemnasty; pan Janusz Olszewski po
raz dwudziesty czwarty; pan Pawel

Najman po raz dziewiaty (jakze Wtedy
niepozornie jawi si¢ przy tych wynikach
honor Weterana, przyznawany juz po
trzecim okrazeniu...). ,
Gy = Gy,
Stad
G=c—1, ci=cq1—1, ¢ =c dak#l(+].

Kazda wartosé, wezesniej obecna [lub nieobecnal

w ciagu (¢;), mogta zniknaé [lub pojawié sie] jedynie
jednoczeénie na dwéch pozycjach. Wobec tego wartosé z
powinna wystapi¢ w ciaggu (¢},) nadal nieparzyscie wiele
razy, a kazda inna warto$é¢ — parzyécie wiele razy.

Powtarzajac takie transpozycje, doprowadzamy
ciag (x;) do postaci bez sekwencji 10; czyli do postaci
(0,...,0,1,...,1); liczsba wystapien dowolnej warto$ci nie
—— ——

s N—s
zmienila przy tym parzystodci. Uzyskany ciag generuje
(jak w tresci zadania) ciagi (ax), (br) dane jawnymi
wzorami:

dla k < s,

0
[
{ksl dla k > s,

by — s—k dlak <s,
Tl0 dlak>s.

/!
ap, = Qf,

10 — 01. To znaczy, znajdujemy dowolny numer ¢ < N, dla ktérego z, = 1,
o1 =0 (wiec app1 = ap+ 1, bpy1 =bp — 1, cpr1 = ¢¢) 1 tworzymy ciag
-,y ), przyjmujac
xp =0,
Okreslamy (jak dla ciagu (z;)): aj, = >, @5, b, = >0 (1 — 27), ¢, = aj, + 1),

rp =1, aj=a; dlai#l(+1.

b, = bi

r_
Ay g = ap — 1,

dla k # £, 0+1;

by=by—1, by =ber.

Ciag (cx) wyglada teraz tak:
(s—1,s—2,...,1,0,0,1,...,N—s—2, N—s—1).

s N-—s

Wyrazy centralne grupuja sie w pary. Liczba z, ktéra
ma wystapié¢ nieparzyscie wiele razy — co teraz oznacza:
doktadnie jeden raz — i by¢ przy tym jedyng o tej
wtlasnosci, musi by¢ jednym ze skrajnych wyrazow;

za$ grupowanie w pary musi objaé¢ wszystkie wyrazy
pozostate. To znaczy: wyraz pierwszy musi by¢

réwny przedostatniemu (s—1 = N—s—2, i wtedy

z = N—s—1); lub wyraz drugi réwny ostatniemu

(s—2 = N-s-1, i wtedy z = s—1). W pierwszym
przypadku s = %(N —1); w drugim s = %(N +1).

W obu przypadkach z = %(N —1). Jest to jedyna
mozliwa wartos¢, o jaka pyta zadanie. Uzyskiwana jest
dla kazdego ciagu (x;), w ktérym liczba zer (czyli s)
rézni sie o 1 od liczby jedynek.

876. Funkcja f(t) = (t> +t + 1)~ ma pochodng drugiego rzedu, wyrazajaca
sie wzorem f'(t) = 6(t> +t+1)73(t2 +t), dodatnia dla t > 0, co oznacza,
ze [ jest wypukla w przedziale [0, 00). Stosujemy nieréwnos$é Jensena (z wagami

xr Yy z

5, %, 5, 0 sumie 1):

Ty yz

SHw YR+ fw > (.

3 3 3

Wyrazenie po lewej stronie — to suma dana w zadaniu, podzielona przez 3.
Wystarczy zatem dowies¢, ze dla w = zy + yz + zz zachodzi nieréwnosé

flw/3) > 1/3.

Regulamin Ligi znajduje si¢ na naszej
stronie: [www.deltami.edu.pl/klub-44/
regulamin/

flw/3) = 1/3.
20

Poniewaz w < 22 + 9% + 22, wiec 3w < 2w+ (22 + 3?2 +22) = (v +y + 2)2 =9,
czyli w/3 < 1. Funkcja f jest malejaca w przedziale [0, 00), za$ f(1) = 1/3. Stad
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Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

780. Mata piteczka spadajaca z wysokosci h na twarda podtoge odskakuje
na wysoko$é h/3. Na niciach o dlugosciach [ zawieszono stykajace sie ze soba
dwie takie piteczki. Jedna z nich odchylono od pionu o kat 7/2 i puszczono

Termin nadsylania rozwigzaii: 31 VIII 2024 gwobodnie. O jakie katy odchyla sie nici po zderzeniu piteczek?

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
766 (WT = 3,06), 767 (WT = 1,86)

z numeru 11/2023
Marian Lupiezowiec Gliwice -
Jacek Konieczny Poznan
Ryszard Baniewicz Wtloctawek
Konrad Kapcia Poznan 2-35,60
Pawel Perkowski Ozaréw Maz. 5—31,19 magnetyCZIlegO-

+0,88

Andrzej
Nowogrodzki  Chocianéw  3-22,39
Jan Zambrzycki Bialystok 4-17,82

Rys. 1

D_v:vo E: v+Av
nAt M—pAt
Rys. 2

772. Gdy energia rakiety osiaga warto$¢ maksymalna,
jej pochodna po czasie jest réwna zeru:
d (1 1dM 1 dv
dt<2 ”) sar UM =Y
gdzie przez M oznaczyliSmy mase rakiety, stad jej
predkosé
_ 2M dv
oo dt’
w = —dM/dt jest stala masa gazu wyplywajacego
z rakiety w jednostce czasu.

Przyspieszenie rakiety a znajdziemy z zasady
zachowania pedu uktadu rakieta—gaz, dla bardzo matego
przedzialu czasu (rys. 2):

Muv = pAt (v —vg) + (M — pAt) (v + Av).
Uwzgledniajac, ze pAt < M, otrzymujemy
a=Av/At = pvyg/M.

Szukana predkosé, odpowiadajaca maksymalnej energii
kinetycznej rakiety, jest réwna 2vg.

773. Prawo Kirchhoffa dla zamknigtego obwodu
zwojnicy o zaniedbywalnym oporze ma postac:

dI. _Q
fdt O’
gdzie L, jest indukcyjnoscia zwojnicy, @) tadunkiem na
kondensatorze o pojemnoéci C, a I, natezeniem pradu
w obwodzie. Korzystajac ze zwiazku I, = dQ/dt, mamy:

Q. Q _U
at?

U-L

L.C L.
Whprowadzajac oznaczenia 1/L,C =w?iq¢=Q — UC,
otrzymujemy réwnanie oscylatora harmonicznego:

@

ez w?q =0,

781. W odlegtosci R od nieruchomego tadunku @ > 0 znajduje si¢ mata kulka
o masie m, naladowana ladunkiem —@. Uklad znajduje sie w jednorodnym polu
magnetycznym, ktérego linie pola sa prostopadle do odcinka taczacego tadunki.
38,28 Po oswobodzeniu kulka zaczyna si¢ poruszaé¢, a minimalna odlegtod¢, na jaka
1-35,93 ghliza sie do nieruchomego ladunku, wynosi R/2. ZnaleZ¢ warto$é¢ indukcji pola

z warunkami poczatkowymi w chwili zamkniecia klucza:
d
q(0)=Q(0) —UC = -UC oraz 33(0) = 1. (0) = 0.
Rozwiazanie tego réwnania ma postac:
q(t) = -UC coswt,
stad I, (t) = UCwsin wt. Natezenie pradu I

w nadprzewodzacym pierscieniu o indukcyjnosci L
znajdziemy z réwnania

gdzie ¢ jest zewnetrznym strumieniem pola
magnetycznego przez powierzchnie pierécienia. W chwili
poczatkowej ¢ (0) = 0, zatem I = —¢/L. Strumien ¢
jest proporcjonalny do powierzchni pierscienia oraz

do wartosci wektora indukcji w zwojnicy, ktéry z kolei
jest proporcjonalny do natezenia pradu w zwojnicy:

¢ ~ I1,D? ~ UD?. Uwzgledniajac to, otrzymujemy

2
INUD.

Maksymalna wartos¢ sity elektrodynamicznej F
dzialajacej na pierscienn w kierunku pionowym jest
proporcjonalna do dtugosci pierécienia, natezenia pradu
w zwojnicy i natezenia pradu w pierscieniu:

3772
FNDHZNDU.

Pierécien bedzie podskakiwaé, gdy sita F' bedzie
wieksza od sity ciezkosci dzialajacej na pierdcien,
proporcjonalnej do Dd?. W granicznym przypadku, gdy
sity te réwnowaza sie, D3U?/L ~ Dd?, stad U ~ dv/L/D.
W pierwszym przypadku rozwazanym w zadaniu

Uy ~ di1v/L1/D, w drugim Uy’ ~ d2+/La/D. Napiecie
zrodta w drugim przypadku musi spelnia¢ warunek:

In(1,4D/ds) d>

!
= Uy | D2/ 02) G2
U>U=U0\ 1n@an/dy) &



@Prosto z nieba: Im wiecej Oblokéw Magellana, tym ciekawiej

Wielki Obtok Magellana ma $rednice
14 tys. lat Swietlnych i mase¢ 10'° mas
Storica, natomiast Maly Obtok jest

o polowe od niego mniejszy, ma
$rednice 7 tys. lat Swietlnych i mase
7° mas Stonca.

-71° 4

62000

_740 d

62000

25° 20° 15° 10° 5°
2000

Obszar Matego Obtoku Magellana.
Gwiazdy w strukturze ,,z przodu”

i gwiazdy w strukturze ,z tytu”, uzyskane
z ekstynkcji i predkosci radialnych tych
gwiazd. Strzaltka wskazuje kierunek do
Wielkiego Obloku Magellana (LMC).
Rysunek 9 w artykule Murray et al.,
arXiv:2312.07750

/
Niebo w czerwcu

20 czerwca o godzinie 22:50 naszego czasu Slonice osiagnie
najbardziej na péinoc wysuniety punkt na ekliptyce,

i tym samym na poéinocnej pétkuli Ziemi zacznie sie
astronomiczne lato. Kilka dni wczeéniej, 16 i 17 czerweca,
nastapia najwczesniejsze wschody Stonica w ciggu roku.
Kilka dni pézniej, 24 czerwca, Stonice zajdzie najpoznie;j.
Oba te zdarzenia sg znacznie blizej siebie niz analogiczne
zdarzenia w grudniu, poniewaz teraz Ziemia jest blisko
aphelium i w zwiazku z tym porusza sie najwolniej na

swojej orbicie wokdt Stonca.

Obtloki Magellana, Wielki i Maly, zawdzieczaja swoja nazwe stynnemu podréznikowi
Ferdynandowi Magellanowi. Oba obtoki, widoczne golym okiem z pétkuli
poludniowej Ziemi, od wiekoéw znajdowaly swoje miejsce w mitologiach, pomagaty
w nawigacji czy tez, jak przez ostatnich kilkadziesiat lat, byly swoistymi
laboratoriami astrofizycznymi. Ze wzgledu na swoja stosunkowo niewielka odlegltosé
od Ziemi — 160 i 200 tysiecy lat Swietlnych odpowiednio dla Malego i Wielkiego
Obtoku, wydawaé by si¢ mogtlo, ze znamy je juz bardzo dobrze i przestudiowaliSmy
ich wszystkie mozliwe wlasnosci fizyczne. To wlasnie w Oblokach Magellana
odkryto miedzy innymi nowy typ gwiazd zmiennych (cefeidy), badano fizyke
osrodka gwiazdowego galaktyk czy halo ciemnej materii. Wiemy, ze oba obloki

to tak naprawde galaktyki kartowate, znajdujace sie¢ w polu grawitacyjnym Drogi
Mlecznej. To nasze galaktyki satelitarne. Problem w tym, Ze najnowsze badania
potwierdzaja, iz Maly Oblok Magellana, uwazany do tej pory za jeden obiekt,

to w rzeczywistosci dwie oddzielne galaktyki kartowate. Nadchodza wiec ktopoty

z nazewnictwem. . .

Malty Obtok Magellana jako calo$¢ ma bardzo zréznicowana strukture populacji
gwiazdowych, a jego ksztalt jest silnie zaburzony. Juz w latach 60. wysnuto

teorig, ze za nieuporzadkowanie populacji gwiazdowych odpowiada dwoista natura
Matego Obtoku Magellana. W latach 80. Don Mathewson, Victoria Ford i Naveen
Visvanathan wykazali, ze predkosci gwiazd, oblokéw zjonizowanego gazu (gléwnie
wodoru i plazmy) oraz mglawic planetarnych sa zgodne z predko$ciami neutralnego
wodoru, i doszli do wniosku, ze Maly Obtok Magellana zostal ,rozdarty” w wyniku
interakcji ze swoim Wielkim kolega.

To podejrzenie co do dwoistej natury Matego Obloku Magellana zostalto
potwierdzone dopiero pod koniec roku 2023, kiedy to miedzynarodowy zesp6t
astronomoéw przeanalizowal dane pochodzace z przegladow GASKAP-Hi, Gaia
mission DR3 oraz APOGEE DR17. Naukowczyni dr Clair E. Murray, wraz ze
wspolpracownikami, przeprowadzita doktadna analize predkosci gwiazd w Malym
Obtoku Magellana oraz struktury osrodka miedzygwiazdowego i wykazala, ze
sktad chemiczny dwoch kawatkéw Matego Obloku Magellana jest rézny. Co wiecej,
wykazala réwniez, ze obie czesci Matego Obtoku Magellana oddziatywaly ze swoim
Wielkim towarzyszem.

Badania te potwierdzily, ze Maly Oblok Magellana wyraznie sktada si¢ z dwéch
odrebnych systeméw gwiazdotworezych, czyli dwdch unikalnych galaktyk (na co
wskazuje r6zna metaliczno$é obu systeméw). Dzieli je odlegtosé zaledwie 16 000 lat
$wietlnych (199 do 215 tys. lat §wietlnych liczonych od Ziemi). Galaktyki te leza

w kierunku naszego pola widzenia, jedna za druga, i nie sa rozréznialne gotym
okiem ani w obserwacjach optycznych.

Oparte na artykule Claire E. Murray i inni, ,,A Galactic Eclipse: The Small Magellanic Cloud

is Forming Stars in Two, Superimposed Systems” przyjetym do publikacji w czasopismie The

Astrophysical Journal oraz Paul Woods, ,,Congratulations, it’s twins!”, Nature Astronomy volume 8,
pagel3 (2024), a takze Mathewson, D.S., Ford,V.L. i Visvanathan, N., ,Structure and Evolution of

the Magellanic”, IAU Symposium (1984).
Katarzyna MALEK

Departament Badan Podstawowych (BP4), Zaktad Astrofizyki, Narodowe Centrum Badan Jadrowych

W czerwcu przypada pelnia sezonu na obtoki

srebrzyste i tuk okolohoryzontalny (wigcej o nim na
angielskiej stronie: https://atoptics.co.uk/blog/
circumhorizon-arc/)). Nasza Gwiazda Dzienna wznosi
sie¢ najwyzej na niebie i cze$¢ dnia, w ktorej jej wysokoéé
nad horyzontem przekracza 58°, jest najwigksza. A jest to
warunek konieczny do wystapienia obtokéw srebrzystych.
7Z drugiej strony noca chowa si¢ ona najptycej pod
widnokrag i zjawisko to jest widoczne wyzej nad
horyzontem.

22
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Bezksiezycowe noce wystapia w pierwszej czesci miesiaca,
gdyz Srebrny Glob zacznie czerwiec w fazie 35%,
wschodzac okolo godziny 2 w odleglosci 10° na lewo

od Saturna, ktéry powoli poprawia swoja widoczno$é

na niebie porannym. Poczatkowo okolo godziny 3
planeta zajmuje pozycje na wysokosci 10° nad
potudniowo-wschodnig czescig widnokregu, ale do

konca miesiaca o tej samej porze zwigkszy wysokosé do
ponad 25°. W czerwcu Saturn $wieci z jasnoscig +1,1™,
a $rednica jego tarczy wynosi 18”. Saturn zbliza si¢ do
przysztorocznej réwnonocy, kiedy to Ziemia przechodzi
przez plaszczyzne jego pierScieni i pozornie znikajg one
z widoku. Do konca miesiaca stosunek ich malej do
wielkiej pélosi utrzyma swoja minimalng wartosé, w tym
roku 0,03, a potem zacznie rosnacé.

W kolejnych dniach Srebrny Glob podazy ku nowiu,
przez ktory przejdzie 6 czerwca. Ekliptyka rano tworzy
wcigz maly kat z widnokregiem, stad Ksiezyc pokaze

sie niewiele przed wschodem Stonica, na wysokosci kilku
stopni nad wschodnia czedcia niebosktonu. 3 czerwca jego
tarcza zmniejszy faze do 15% i dotrze do powracajacej na
poranne niebo planety Mars. O $wicie oba ciala Ukladu
Stonecznego zajma pozycje na wysokosci 7°, przy czym
Ksiezyc znajdzie si¢ 2,5° na lewo od Marsa Swiecacego

z jasnoécig +1™. Srednica marsjaniskiej tarczy wynosi 5",
a zatem planeta nie jest jeszcze atrakcyjnym celem dla
posiadaczy teleskopéw.

Po minigciu Marsa Ksigzyc da si¢ jeszcze dostrzec

4 czerwca, gdy godzing przed wschodem Storica zdazy

sie wznie$é na wysoko$é 4°, prezentujac sierp w fazie 7%.
Mars pokaze sie ponad 16° na prawo od Srebrnego Globu,
a niecate 10° nad nim znajda si¢ najjaéniejsze gwiazdy
konstelacji Barana, Hamal i Sheratan.

Nastepnie Srebrny Glob przeniesie sie na niebo wieczorne,
gdzie ekliptyka zmienia powoli nachylenie do horyzontu
na niekorzystne. Szczesliwie dla nas poczatkowo Ksiezyc
wedruje na pélnoc od niej (dzieki czemu jego cienki sierp
mozna prébowaé dostrzec juz 7 czerwca), gdzie okolo
godziny 22 jego tarcza w fazie 2% zajmie pozycje na
wysokosci 4° nad poinocno-zachodnia czescia widnokregu.
W poszukiwaniu Ksiezyca pomoze para najjasniejszych
gwiazd konstelacji Blizniat, czyli Kastor i Polluks.
Ksiezyca nalezy szukaé¢ w odleglodci 18° na godzinie 4
wzgledem wspomnianej pary gwiazd. Blisko niej naturalny
satelita Ziemi przejdzie w kolejnych dwoéch dniach.
Najpierw jego tarcza w fazie 6% pokaze sie 7° na zach6d
od niej, dobe pézniej natomiast faza ksiezycowej tarczy
uro$nie do 12% i przesunie si¢ na podobna odleglosé, ale
na poludniowy wschéd od pary Kastora z Polluksem.

10 czerwca Srebrny Glob, w fazie 20%, odwiedzi
gwiazdozbior Raka, przechodzac 6° od jasnej i znanej
gromady otwartej gwiazd M44. Niestety w obserwacjach
tego zblizenia przeszkodzi niskie polozenie opisywanych
cial na niebosklonie i jasne tlo nieba. Kolejne dwie noce
Ksiezyc spedzi w towarzystwie Regulusa, najjadniejszej
gwiazdy Lwa. 11 czerwca jego sierp zwiekszy si¢ do 28%
i pokaze si¢ 6° na prawo od niego, dobe p6zniej za$
przesunie si¢ na podobna odlegtosé, ale na wschod od
Regulusa, zwiekszajac przy tym faze do 37%.

14 dnia miesiaca Ksiezyc przejdzie przez I kwadre, a dwa
dni pézniej w fazie 74% spotka si¢ ze Spika, najjasniejsza
gwiazda Panny. Do najwiekszego zblizenia dojdzie jeszcze
za dnia, okolto godziny 20:40, gdy potudniowa krawedz
tarczy Srebrnego Globu minie Spike w odlegtosei okoto 5'.
Do godziny 1, gdy do zachodu obu cial niebieskich
pozostanie niewiele czasu, dystans miedzy nimi zwiekszy
sie do prawie 2°.

W dniach 20 i 21 czerwca bliski juz pelni Ksiezyc
odwiedzi Antaresa, najjasniejsza gwiazde Skorpiona.
Pierwszego dnia jego tarcza zajmie pozycje okoto 7° na
zachéd od « Sco i jednoczes$nie minie w odlegtosei 40/
gwiazde 3. wielkosci m Sco. Dobe¢ pdzniej ksiezycowa
tarcza przeniesie si¢ na podobna odlegto$¢ na wschdod od
Antaresa, a jeszcze kolejnej nocy Srebrny Glob przejdzie
przez pelnie na pograniczu gwiazdozbioréw Strzelca,
Skorpiona i Wezownika, jednoczesnie wedrujac prawie
maksymalnie pod ekliptyka. To sprawi, ze okragla tarcza
Ksiezyca, przecinajac potudnik lokalny, wzniesie sie na
zaledwie okoto 10°.

Miedzy pelnia a ostatnia kwadra 29 czerwca Srebrny Glob
przejdzie od Strzelca do Ryb, caly czas wedrujac niezbyt
wysoko nad widnokregiem. 28 czerwca, prezentujac tarcze
w fazie 60%, Ksiezyc drugi raz w tym miesiacu odwiedzi
planete Saturn. Oba ciala niebieskie wzejda okolo péinocy,
Swiecac mniej wigcej 5° od siebie, a 2,5 godziny pézniej
przekrocza wysoko$¢ 20° ponad potudniowo-wschodnia
czedcia niebosklonu. A zatem warunki widocznosci sa
wyraznie lepsze niz na poczatku miesiaca, wyglad tarczy
planety zmieni si¢ jednak niewiele. 30 czerwca Saturn
zmieni kierunek swojego ruchu na niebie na wsteczny,
rozpoczynajac tym samym okres najlepszej widocznosci
w tym roku.

10 lipca maksimum swojej jasnoéci osiagnie dlugookresowa
gwiazda zmienna y Cygni. Jest to miryda zmieniajaca
jasnosé od +3,3 do +14,2™ w okresie 408 dni.

W ostatnich kilku sezonach x Cyg osiagala jasnosé

okoto +4,5™, a zatem w czerwcu powinno dacé si¢ ja
dostrzec golym okiem. Akurat lato jest najlepszym
okresem na obserwowanie tej gwiazdy, gdyz goruje ona
okoto poinocy na wysokosci ponad 70° nad horyzontem,
a mozna ja odnalezé na linii taczacej gwiazde 4. wielkosci
n Cyg z jasniejsza o 0,9™ Albireo (8 Cyg), mniej wiece]
2,5° od pierwszej z wymienionych gwiazd. Albireo jest
wdzigcznym celem dla posiadaczy nawet lornetek, gdyz
jest to szeroki uktad podwdjny ze sktadnikami wyraznie
rozniacymi sie barwami.

Roéwniez na poczatku lipca przez opozycje przejdzie
planetoida Ceres. Niestety tym razem jest to jedna

z niekorzystnych opozycji, i planetoida w lipcu pojasnieje
do okolo +7,3™. W czerwcu jasnos¢ Ceres wyniesie

okoto +7,8™, a wiec poréwnywalnie do planety Neptun.
Nie da si¢ jej zatem dostrzec goltym okiem. OczywiScie

w zwiazku z opozycja w czerwcu Ceres porusza si¢ ruchem
wstecznym i przez caly miesiagc pokona w ten sposéb okoto
5,5° na tle gwiazdozbioru Strzelca, kilka stopni na wschéd
od $wiecacej z jasnoscia +2™ gwiazdy Nunki (o Sgr),
zblizajac sie do gwiazdy 3. wielkoéci 7 Sgr.

Ariel MAJCHER



Jeden z twércow teorii kwantow, Paul Dirac, szukajac
wlasciwego opisu elektronu, ktéry bylby jednoczesnie
kwantowy i zgodny z teorig wzglednosci, odkryt stynne
rownanie. Jedna z konsekwencji teorii Diraca byt
postulat istnienia czastki o tej samej masie co elektron,
ale przeciwnym ladunku. Czastka taka — pozyton,
zwana réwniez antyelektronem, zostata po raz pierwszy
zaobserwowana w 1932 roku przez Carla Davida
Andersona. Taki byl poczatek badan nad antymateria.

Model standardowy (reprezentujacy obecny stan
wiedzy o budowie materii) przewiduje, ze kazda
czastka elementarna ma swoja antyczastke (przy czym
niektére czastki sg swoimi wlasnymi antyczastkami).
Jezeli czastka ma jakikolwiek niezerowy tadunek

(np. elektryczny lub inny, taki jak liczba leptonowa,
zapach, kolor itp.), to jej antyczastka ma przeciwne
wartosci wszystkich tych tadunkow.

Pary czastka-antyczastka moga spontanicznie
powstawad, o ile tylko dostgpna jest wystarczajaca

ilo$é energii, zeby stworzy¢ taka pare. Czastki

rozpedza sie w akceleratorach, nadajac im ogromne
energie kinetyczne, wielokrotnie wieksze od ich masy
spoczynkowej, a nastepnie zderza si¢ je ze soba.

W wyniku zderzen energia kinetyczna moze zostac
przeksztalcona w inna forme i wykorzystana do produkcji
par czastka-antyczastka réznych rodzajéow.

Produkowane w akceleratorach antyczastki istnieja
bardzo krétko, poniewaz bardzo szybko zachodzi proces
odwrotny do ich kreacji, czyli anihilacja. Wytwarzane
w zderzeniach antyczastki natychmiast znajduja sobie
partnera, z ktérym anihiluja. Para czastka-antyczastka
znika, a energia, ktora po nich zostaje, jest unoszona
przez promieniowanie.

Analizujac ogromne iloéci zderzen w akceleratorach

i wlasnosci produkowanych w nich czastek i antyczastek,
mozna bada¢ rézne ich wilasnosci. Jak na razie wszystkie
wyniki eksperymentéw zgadzaja sie z przewidywaniami
modelu standardowego. Warto jednak zrobié¢ tutaj jedno
zastrzezenie: typowe eksperymenty akceleratorowe
pozwalaja badaé wlasnosci trzech sposréd czterech
oddzialywan elementarnych: elektromagnetycznych,
stabych i silnych. Oddziatywanie grawitacyjne jest zbyt
stabe w poréwnaniu z pozostalymi i jego wplyw na
przebieg typowych zderzen w akceleratorze jest niemozliwy
do zaobserwowania. Z drugiej strony model standardowy
nie zawiera w sobie opisu grawitacji. Jest ona takim troche
outsiderem — trudno jej znalezé wspdélny jezyk z innymi
oddziatywaniami elementarnymi. Do jej opisu uzywamy
zupetnie innej teorii.

Jak to jednak jest z grawitacyjnym oddzialywaniem
antymaterii? Jezeli antyczastka ma wszystkie tadunki
przeciwne, to mase moze tez ma przeciwna? Odpowiedz
brzmi: ,,nie”. Model standardowy przewiduje istnienie
czastek o przeciwnych wszystkich tadunkach, ale

takiej samej masie. Oznacza to, ze obie strony z pary
czastka-antyczastka powinny dokladnie tak samo
oddzialywaé grawitacyjnie.

Skoro pojawito sie przewidywanie, to oczywiscie warto
je sprawdzi¢ eksperymentalnie. Jednak droga do badania
grawitacyjnych wlasnoéci antymaterii jest najezona
roznymi technicznymi przeszkodami. Istnieja czastki
antymaterii, takie jak pozyton czy antyproton, ktére nie
rozpadaja si¢ spontanicznie, czyli w tym sensie sg trwale.
Jednak antyelektrony i antyprotony btyskawicznie
anihiluja, spotykajac czastki zwyklej materii. Nie

mozna wiec trzymaé¢ antymaterii w zadnym pojemniku
wykonanym ze zwyklej materii. Antymateria, zeby trwac,
musi byé¢ od materii oddzielona préznia. Dodatkowo
antyczastki produkowane w akceleratorze maja na ogot
ogromne (relatywistyczne) predkosci. Taka antyczastke
trzeba wigc wyhamowaé i ztapaé¢ w prézniowej putapce
magnetycznej, dbajac o to, aby w zadnym momencie nie
zblizyta si¢ do czegokolwiek wykonanego z materii. Nie
jest to latwe zadanie... a to nie koniec trudnosci.

Zeby badaé wlasnosci grawitacyjne, trzeba dysponowaé
czastkami obojetnymi elektrycznie, poniewaz
oddzialywanie elektrostatyczne jest wiele rzedéw
wielkosci silniejsze niz grawitacyjne. Naturalnym
kandydatem na krélika doswiadczalnego jest atom
antywodoru, czyli atom zlozony z antyprotonu

i antyelektronu. Trzeba wiec jednoczesnie wyprodukowaé
antyprotony, antyelektrony i doprowadzi¢ do ich
rekombinacji (utworzenia stanu zwiazanego, czyli atomu).
Pierwszy raz takie atomy udato sie wytworzy¢ w CERN
w 1995 roku. W 2010 roku po raz pierwszy zdotano

38 takich atoméw schwytaé i utrzymaé w putapce
magnetycznej przez 1/6 sekundy. W kolejnych latach
atomy antywodoru udawalo si¢ utrzymywaé w putapce
coraz dtuzej, dzieki czemu mozliwe bylo badanie ich
réznych witasnosci, takich jak np. struktura poziomoéow
energetycznych.

Dopiero niedawno, w opublikowanej we wrzedniu

2023 roku pracy zreferowano wyniki pierwszego
eksperymentu, w ktérym zaobserwowano oddzialywanie
atoméw antywodoru z ziemskim polem grawitacyjnym.
Eksperyment zostal przeprowadzony przez zespot
ALPHA w CERN. Atomy antywodoru sa pulapkowane
w urzadzeniu zwanym ALPHA-g (,,g” symbolizuje
przyspieszenie ziemskie), ktérego centralnym elementem
jest pionowa rura z préznia. Doswiadczenie polega na
stopniowym obnizaniu barier pulapki magnetycznej

i obserwacji, jaka czes¢ atomdéw ucieknie przez gorne
ywieczko” pulapki, a jaka przez dolne. Atomy, ktére
wylatuja z putapki, anihiluja oczywiscie bardzo

szybko i miejsce tej anihilacji mozna zaobserwowac.
Nalezy sie spodziewaé, ze grawitacja Ziemi spowoduje,
ze wigkszos¢ atoméw ucieknie dotem. Wyniki
eksperymentu potwierdzilty te oczekiwania — zgodnie

z symulacjami tego procesu 80% atoméw ucieka

dotem, a 20% gora. Jest to pierwsze bezposrednie
doswiadczalne potwierdzenie, ze antymateria spada

w polu grawitacyjnym tak samo jak ,normalna” materia,
z ktoérej jestedmy zbudowani.

Szymon CHARZYNSKI

[1] E. K. Anderson i inni: Observation of the effect of gravity on the
motion of antimatter, Nature volume 621, pages 716-722 (2023).
[2] Animacja na YouTube: youtu.be/prhmw9CavRO.


https://www.youtube.com/watch?v=prhmw9CavR0

Aby wykazaé, ze dane przeksztalcenie plaszczyzny R?
jest afiniczne, wystarczy zweryfikowaé, ze jest
bijektywne i zachowuje wspétliniowosé punktow

(co uzasadniam w artykule Proste i punkty w Swiecie
abstrakcji w tym numerze Delty). Jest zatem
oczywiste, ze wszystkie homometrie (podobieristwa)

sa przeksztalceniami afinicznymi. Sa jednak jeszcze inne
przeksztalcenia afiniczne. Oto przyklady:
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77777 — —
. 3 l —> —>
v > > >
A < < <
< <

Po lewej stronie widzimy powinowactwo prostokgtne,
a po prawej pochylenie. Jesli zaznaczona prosta ma
réwnanie y = 0, to dla powinowactwa prostokatnego
mamy (z,y) — (z, A\y) (A # 0 jest wspolezynnikiem
przeksztalcenia), a dla pochylenia (z,y) — (x + Ay, y).

Niech ABC' i A'B’C’ beda niezdegenerowanymi
tréjkatami. Niech F} bedzie homometria, ktéra
przeksztalca odcinek AB w odcinek A'B’, a punkt C
w pewien punkt Cy. Przez Fy oznaczmy powinowactwo
prostokatne wzgledem prostej A’B’, ktére punkt C;
przeksztalca w taki punkt Cy, ze CoC" || A'B’.

Na koniec niech F3 bedzie pochyleniem wzgledem

Zadania
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Barttomiej BZDEGA

Przeksztatcenia afiniczne to bijekcje F : R? — R? spelniajace nastepujace warunki:

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

(1) obrazami prostych sa proste;
(2) jesli SX = 254 dla z € R, to F(S)F(X) = 2F(S)F(A).

prostej A’B’, dla ktérego F3(Cy) = C’. Przeksztalcenie
afiniczne F' = F3 o F; o F} przeprowadza punkty

A, B, C w punkty, odpowiednio, A’, B’, C’, wiec
kazdy tréjkat mozna afinicznie przeksztalci¢ w kazdy
inny. Co wiecej, jest to jedyne takie przeksztalcenie,
ady jesli F(X) = X' i CX = 2CA + yOB, to
C'X'=x2C'A"+yC'B'.

Niech s bedzie skala homometrii Fi, a A wspotczynnikiem
powinowactwa prostokatnego F5. Wéwcezas F
przeksztalci figure o polu P w figure o polu s2|A| - P.
Wynika z tego, ze przeksztalcenia afiniczne zachowuja
proporcje pol.

Jedli zalozenia i teza pewnego twierdzenia nie zmieniaja
sie po zastosowaniu do nich przeksztalcenia afinicznego,
to nazywamy je afinicznym. Takie twierdzenie
wystarczy udowodni¢ dla jednej, najwygodniejszej
konfiguracji geometrycznej i jest ono wowczas
dowiedzione dla kazdej konfiguracji, ktéra jest z nia
afiniczna.

Prosty przyktad: srodkowe tréjkata dziela go na

sze$¢ tréjkatéw o réwnych polach. Jest to twierdzenie
afiniczne, gdyz po przeksztalceniu afinicznym $rodkowe
pozostaja $srodkowymi (zachowanie wspo6tliniowosei

i proporcji na prostej) oraz tréjkaty o réwnych polach
sa przeksztalcone wlasnie na takie trojkaty. Wystarczy
wiec wykazaé je dla tréjkata réwnobocznego, bo

kazdy tréjkat jest afiniczny z kazdym, w szczegdlnosci
z réwnobocznym. A $rodkowe dzielg tréjkat
rownoboczny na sze$¢ trojkatéw przystajacych.

1. Dany jest tréjkat ABC. Na odcinku AB leza punkty Ry i Ro
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spelniajace réwnosé |AR;| = |BRz|. Analogiczna wlasno$é maja
punkty P; i P, na odcinku BC oraz Q1 i Q2 na odcinku C A.
Wykazaé, ze tréjkaty PrQ1R1 i PoQ2R2 majg réwne pola.

. Na bokach BC, CA, AB tréjkata ABC leza punkty, odpowiednio, P,

. : ’ <t |AR| _ |BP| _ |CQ| 4
@, R; zachodzi ponadto rownosé [RBE| = [PC] = [QA|" Udowodni¢, ze

tréjkaty ABC, PQR oraz tréjkat wyznaczony przez proste AP, BQ,
CR majg wspdélny $rodek ciezkosci.

. Dany jest réwnolegtobok ABC D. Na odcinkach AB, BC, CD leza,

C o AK BL cM
odpowiednio, punkty K, L, M, przy czym ﬁ = l\Lic; = W.

Prosta m || KL przechodzi przez punkt B. Prosta [ || KM przechodzi
przez punkt C. Prosta k || M L przechodzi przez punkt D. Dowiesé, ze

proste k, m, l przecinaja sie w jednym punkcie.

. Na boku AC tréjkata ABC wybrano punkt @. Punkt P jest

srodkiem odcinka BC. Odcinki AP i BQ przecinaja si¢ w punkcie
T. Punkt R jest srodkiem odcinka AT, natomiast punkt S lezy na
odcinku BT i spelnia réwnosé¢ |BS| = |QT|. Dowies¢, ze PS || QR.
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