


SPIS TRESCI
NUMERU 5 (600) 2024

Czy metr moze by¢ kwadratowy?
Antoni Waojcik

Jak i gdzie istniejg przedmioty
matematyki?

Roman Murawski

i Zadania

Czy na kazdej sferze istnieje mnozenie?

Krzysztof M. Pawatowski

() O strukturach dynamicznych
Magdalena Fikus

Topologiczne przejscia fazowe

Aleksandra Napierata-Batygolska,
Piotr Tomczak

Ciag dalszy nastepuje

Filip Gralinski

Jej wysokos¢ krzywa eliptyczna
Bartosz Naskrecki

Klub 44

@ Prosto z nieba: Jak powstaja

gwiazdy neutronowe i czarne dziury?

fNiebo W maju
ﬁb Aktualnosci

Komputer na wode i inne rodzaje broni

R Odmnazanie wielomianow

Bartlomiej Bzdega

str.

str.

str.

str.

str.

str.

str.

str.

str.

str.

str.

str.

str.

=

E H

N N

W nastepnym numerze:
W poszukiwaniu
prawdziwego
ksztaltu Ziemi

Miesiecznik Delta — matematyka, fizyka, astronomia,
informatyka zatozony zostal w 1974 roku przez Marka Kordosa.
Wydawany jest przez Uniwersytet Warszawski przy wspélpracy
towarzystw naukowych: Polskiego Towarzystwa
Matematycznego, Polskiego Towarzystwa Fizycznego, Polskiego
Towarzystwa Astronomicznego i Polskiego Towarzystwa
Informatycznego.

Komitet Redakcyjny: dr Waldemar Berej;

doc. dr Piotr Chrzastowski-Wachtel;

dr Krzysztof Ciesielski, prof. UJ — przewodniczacy;

dr Wojciech Czerwiniski; dr hab. Stawomir Dinew, prof. UJ;
dr Tomasz Greczyto, prof. UWr; dr Adam Gregosiewicz;
prof. dr hab. Agnieszka Janiuk; dr Joanna Jaszunska;

dr hab. Artur Jez, prof. UWr; prof. dr hab. Bartosz Klin;
dr Piotr Kotaczek-Szymanski;

prof. dr hab. Andrzej Majhofer — wiceprzewodniczacy;

dr Adam Michalec; prof. dr hab. Damian Niwinski;

dr hab. Krzysztof Pawlowski; dr Milena Ratajczak;

dr hab. Radostaw Smolec, prof. PAN;

prof. dr hab. Pawetl Strzelecki; prof. dr hab. Andrzej Wysmotek.

Redaguje kolegium w skladzie: Michal Bejger,

Pawel Bielinski, Szymon Charzynski — red. nacz.,

Agnieszka Chudek, Anna Durkalec, Katarzyna Malek,

Michat Miskiewicz, Wojciech Przybyszewski,

T.ukasz Rajkowski — z-ca red. nacz., Anna Rudnik,

Krzysztof Rudnik, Oskar Skibski, Marzanna Wawro — sekr. red.

Adres do korespondencji:

Redakcja Delty, ul. Banacha 2, pokdj 4020, 02-097 Warszawa
e-mail: delta@mimuw.edu.pl tel. 22-55-44-402.

Oktadki i ilustracje:

Anna Ludwicka Graphic Design & Serigrafia.

Sktad systemem IATEX wykonala Redakcja.

Druk: Poligrafia NOT poligrafianot.pl

Prenumerata:

Garmond Press: www.garmondpress.pl| (tylko instytucje)
Kolporter: www.kolporter.com.pl| (tylko instytucje)

Na stronie Empiku Delte mozna zamdéwié¢ co miesiac:
www . empik.com/delta,p1235643855, prasa-p

Numery archiwalne (od 1987 r.) mozna nabyé w Redakcji
osobiécie lub zaméwié przez e-mail.

Cena 1 egzemplarza: z ostatnich 12 miesiecy 8 zl;
wczesniejsze egzemplarze 3 zt

EysE
XY

E Mozna nas tez znalezé na

facebook.com/Delta.czasopismo

Strona internetowa (w tym
artykuly archiwalne, linki itd.):
deltami.edu.pl

Wydawca: Uniwersytet Warszawski


https://www.garmondpress.pl
https://www.kolporter.com.pl
https://www.empik.com/delta,p1235643855,prasa-p

W roku akademickim 2023/2024 spolecznosé
akademicka Wydzialu Matematyki i Informatyki
oraz Wydziatlu Fizyki Uniwersytetu im. Adama
Mickiewicza w Poznaniu obchodzi 30-lecie
swojego istnienia. Jesienia 1993 roku wyodrebnily
si¢ one z Wydzialu Matematyki i Fizyki. Z tej

wlasdnie okazji reprezentanci dyscyplin nauk $Scistych —
nauczyciele akademiccy ww. Wydzialéw napisali kilka
publikacji do majowego numeru Delty. Za zaproszenie
Redakcji Delty serdecznie dziekujemy!

Od samego poczatku istnienia nasze wydzialy kladly duzy
nacisk na promocje nauki. Edukacja i popularyzacja nauki
stanowi fundament naszego rozwoju jako spoleczenstwa
i jednoczesnie klucz do zrozumienia $wiata, w ktorym
zyjemy. Wydzialy Matematyki i Informatyki oraz Wydziat
Fizyki na Uniwersytecie im. Adama Mickiewicza od

lat zaangazowane sa w ksztalcenie przysztych pokolen
naukowcow, inzynieréw, nauczycieli i specjalistow

w dziedzinie nauk Scistych, przekazujac im nie tylko
wiedze teoretyczna, ale rowniez umiejetnosci praktyczne
oraz pasje do odkrywania.

Organizacja Dnia Delty na Wydziale Matematyki
i Informatyki UAM w Poznaniu, czyli innowacyjnych

Czy metr moze by¢ kwadratowy?

* Wydzial Fizyki, Uniwersytet
im. Adama Mickiewicza w Poznaniu

300 m/s.

spotkan mlodziezy z naukowcami, to naturalne
przedluzenie naszych dzialan edukacyjnych. Dzieki
naszej wspolpracy mozemy dotrzeé¢ do szerszego grona
odbiorcéw, inspirujac mtodych ludzi zainteresowanych
nauka do poglebiania wiedzy i poszerzania

horyzontéw intelektualnych. Wszystkie dotychczas
zorganizowane edycje Dnia Delty gromadzily setki
uczniéw zaangazowanych w rozwdj i wzmocnienie
zainteresowan z zakresu matematyki, fizyki, informatyki
oraz astronomii. Co roku doswiadczamy, ze Delta
naprawde realizuje idee ,,méwiacej nauki”. Warto

przy okazji wspomnieé, ze organizowany przez Delte
Konkurs Prac Uczniowskich z Matematyki nosi imie
Pawta Domanskiego, pierwszego laureata tego konkursu,
przedwczesnie zmarlego znamienitego profesora

WMil UAM.

Z radoscia patrzymy w przyszlo$é, wierzac, ze nasza
wspolpraca z Deltg, ktéra wlasnie obchodzi swoje
50-lecie, bedzie sie rozwija¢, otwierajac nowe mozliwosci
promocji nauki i zarazania kolejnych pokoleri fascynacja
Swiatem nauki $cistej.

Edyta JUSKOWIAK

Prodziekan Wydzialu Matematyki i Informatyki UAM, kierowniczka
Wydzialowego Centrum Dydaktyki Matematyki i Informatyki

Antoni WOJCIK*

W czasach, kiedy jeszcze funkcjonowaly gimnazja, na teécie koricowym pojawito
sie nastepujace zadanie:

Syrena okretowa wydaje dfwiek o czestotliwosci 50 1/s. Oblicz dlugosé
emitowanej fali dZwiekowej, przyjmujgc, Ze dZwiek rozchodzi sie z predkosciq

Zdarzyto sie w pewnej szkole, ze uczniowie nie poradzili sobie z tym zadaniem.

Usprawiedliwiali sie tym, ze nauczyciel nie przerobil tematu fal dzwiekowych.
Zalézmy wiec, ze nie wiemy nic o falach dzwiekowych, a jednak nie chcemy
da¢ za wygrana. W treséci zadania mamy podane dwie wielkosci. Nawet jesli
nie wiemy, jakie literki zwyczajowo oznaczaja te wielkosci, mozemy uzy¢

(“(((////,/
X &

.
.
R

wlasnych oznaczeti, np. cz = 50 1/s i pr = 300 m/s. Rozwiazaniem zadania ma
by¢ dlugos$é — oznaczmy ja litera L. Jednostks dlugosci jest metr (te wiedze

N powinien przekazaé kazdy nauczyciel fizyki). Rozwazmy teraz cztery prébne
rozwigzania. Uzyjmy podstawowych dziatan:

Li=cz+pr,

Lo = cz - pr, L3 = cz/pr, Ly=pr/ecz.

W pierwszym przypadku nie bardzo wiemy, jak dodawaé 1/s do m/s. W drugim

przypadku otrzymaliby$my wynik w m/s?, w trzecim w 1/m, a w czwartym

w metrach. Wybdr czwartej mozliwoéci gwarantuje uzyskanie wyniku
z poprawng jednostka. Ponadto wynik

1

L=pr/cz=6m

okazuje si¢ poprawnym rozwigzaniem, mimo ze prowadzace do niego
rozumowanie nie bylo Sciste. Powyzszy przyktad wskazuje, ze oplaca sie zwracac
uwage na jednostki. Zwykle uczniowie nie doceniaja nacisku, jaki nauczyciele
fizyki klada na konieczno$é pamigtania o jednostkach. Jak mozna obnizaé ocene,
mysli uczen, za taki drobiazg jak podanie koiicowego wyniku w formie liczby
bez towarzyszacej jej jednostki. A przeciez ten drobiazg (w przytlaczajacej
wigkszosci przypadkéw) powoduje, ze odpowiedZ pozbawiona jest jakiegokolwiek
znaczenia. Kazde zadanie z fizyki mozna przeciez zakonczy¢ stwierdzeniem,



Podobny chochlik zdefiniowal kiedy$ znak
tadunkéw elektrycznych tak niefortunnie,
ze pokolenia uczniéw musza mierzy¢ si¢

z problemem pradu elektrycznego
pltynacego w kierunku odwrotnym do
ruchu elektronéw.

Rys. 1

ze wynik wynosi 1 — w odpowiednich jednostkach. Tych, ktorzy do jednostek
podchodza niefrasobliwie, postraszy¢ mozna hiperinflacja:

121 =100gr=10gr-10 gr=0,1 z1-0,1 2t = 0,01 zt =1 gr.

Wracajac do naszego zadania, odrzuciliémy dodawanie 1/s i m/s, ale nie
mieli$my nic przeciwko ich mnozeniu badz dzieleniu. Jak to mozliwe? Rozwazmy
prostszy przyktad. Powierzchnie prostokata o bokach a =1 m i b = 2 m obliczamy
W nastepujacy sposob:

S=a-b=1m-2m=2m?

Arytmetyka uczy, ze 1-2 = 2, ale co ma oznaczaé réwnanie m - m = m?? Gdyby
chodzito o wyrazenie algebraiczne, w ktéorym symbol ,m” zastepuje liczbe, nie
byloby problemu, ale co to znaczy pomnozy¢ metr razy metr. Warto uswiadomic
sobie (to gtéwny cel niniejszego artykuliku), ze to nic nie znaczy. Symbol m?
nie oznacza mnozenia czegokolwiek, ale jest (sprytnie dobranym tak, aby
odwolaé si¢ do algebraicznej intuicji) symbolem jednostki powierzchni zwanej
metrem kwadratowym. W dawnych czasach uméwiliSmy sie bowiem za jednostke
powierzchni uznaé pole kwadratu o boku 1 metra. Ten zwiazek jednostki
powierzchni z jednostka dtugosci jest, podkreslmy to raz jeszcze, umowny.
Gdyby jaki$ chochlik przyjal w dawnych czasach za wzorzec powierzchnie kota
o promieniu = 1 m, to wzdr na pole prostokata wygladalby dzisiaj tak (biedni
uczniowie):

Za to wzor na pole kola uproscilby si¢ do postaci So = r2. Wréémy do tradycji,
w ktérej wzorcem powierzchni jest kwadrat. To pozwala tym samym stowem
kwadrat okresla¢ zaréwno figure geometryczna [, jak i operacje mnozenia
liczby przez nig sama. Niezaleznie od tego, jak zdefiniujemy wzorce dlugoéci

i powierzchni, pozostaje prawda (geometryczna czy fizyczna), ze powierzchnia
obiektu S skaluje si¢ z kwadratem jego rozmiaru liniowego L. Zatem relacja

(1) S = AL?

bedzie zawsze stuszna, tylko bezwymiarowa stata proporcjonalnoéci A bedzie
zmieniaé sie od przypadku do przypadku. Jesli rozwazymy okrag o obwodzie L,
to bedziemy mieli A = 1/(4r), a jesli sfere o $rednicy L, to A = 7 itp. Jesli
zgodzimy sie co do tego, ze istotne jest skalowanie, a stata proporcjonalnosci
jest drugorzedna, to wiele istotnych zwiazkéw miedzy wielko$ciami fizycznymi
mozemy ustali¢, skupiajac sie na jednostkach. Taka metode nazywamy analiza
wymiarowa. Przykladowo spréobujmy ustali¢ czas spadku swobodnego (pomijamy
opory ruchu) obiektu o masie m z wysokosci h (rys. 1). Wiemy, ze istotnym
parametrem zwigzanym z rozpatrywanym zjawiskiem jest tzw. przyspieszenie
ziemskie g.

Spodziewamy sie zatem nastepujacego wzoru na czas
spadku:
t=Am>h? g7,

gdzie A to bezwymiarowa stala (ktéra uznaliSmy za
nieistotna), a a, 8, v to wykladniki, ktére mamy
nadzieje wyznaczy¢ metoda analizy wymiarowe;j.
Powyzsze rownanie z punktu widzenia analizy
wymiarowej wyglada tak:

s = kg® m” (m s™2)7,

a jego spelnienie wymaga, aby a =0, =1/21vy=-1/2.

Ostatecznie otrzymujemy prawidlows relacje

h
t=Ay/—.
g
A gdybysmy zapytali o wartos¢ sity, z jaka przyciagaja
sie dwie masy, m i ms, znajdujace sie w odleglodci r,

2

wiedzac, ze istotnym parametrem jest stala grawitacji
3

GrT- 10*111(;“—52, to prébne rozwiazanie miatoby
postaé:

F=m{" my2 % @.
Tym razem pojawia sie drobny problem zwigzany
z tym, ze majac dwie masy, mozemy utworzy¢ wielkoéé
bezwymiarowa, np. x = TT? Udzialu tej wielkosci
w ostatecznej formule nie da sie ustali¢ na podstawie
analizy wymiarowej. Zapiszmy zatem:

F = f(z) m{" % @7,
gdzie f(x) jest nieznana funkcja. Dalej mamy

m m? \”
kg— = kg®' m” :
- (55)
Stad a3 =2, § = —2 1y = 1. Ostatecznie (prawie)
F=fx)ym}ir2aG.




Warunek symetrii implikuje, ze funkcja f
musi spelniaé¢ réwnanie

f@) = f(1/a)”.
Jezeli ograniczymy si¢ do funkcji postaci
f(x) = ", to rzeczywiscie jedynym
rozwigzaniem jest kK = 1, czyli f(z) = =.
Zachecamy Czytelnika do zastanowienia
si¢ nad znalezieniem innych rozwigzan
powyzszego réwnania (bez ograniczania
si¢ do funkcji potggowych) i ich
interpretacji.

Rys. 2

O analizie wymiarowej pisal rowniez
Jan Kalinowski w A;‘T

Jesli dodatkowo odwolamy sie do symetrii powiazanej z 111 zasada dynamiki, to
uznamy, ze f(x) = x, i otrzymamy znany wzor:

Fogmime

r

Wydawaé by si¢ moglo, ze korzystajac z analizy wymiarowej, ,wyprowadzilismy”
prawo grawitacji. Czyz nasza madrosé osiagneta poziom Newtona? Niestety nie
jest az tak dobrze, nasz sukces zwigzany jest z uzyciem stalej grawitacji. To
w niej (zwlaszcza w jej jednostce) zaszyta jest istotna informacja dotyczaca
grawitacji. Otrzymalismy te¢ informacje w prezencie i ja wykorzystaliSmy.
Sprytne wykorzystanie dostepnej informacji nie jest rzecza wstydliwa.
To cze$¢ warsztatu fizyka. Sukces analizy wymiarowej oparty jest na
umiejetnosci wyizolowania wielkoéci, ktore sg istotne z punktu widzenia
rozpatrywanego zagadnienia. To nie jest latwa umiejetnosé, nabywa sie ja wraz
z do$wiadczeniem. I chociaz wiaze sie to z wysitkiem, to goraco zachecam do
¢wiczenia tej umiejetnosci najpierw w zagadnieniach, ktére potrafimy rozwiazac
Scisle, a nastepnie tam, gdzie inne metody zawodza.

Co ciekawe, analiza wymiarowa moze przydac sie rowniez w problemach czysto
matematycznych. Zalézmy, ze stabo radzimy sobie z rachunkiem catkowym.
Otrzymalismy informacje, ze
o0 2
/ e ¥ dr =/,
— 00
i zadanie wyznaczenia

(2) / e~ da.

Przyjmijmy (roboczo), ze x jest wielkodcia mierzona w metrach. Wtedy
szukana catka musi tez by¢ wyrazona w metrach. Z kolei wykladnik musi
by¢ bezwymiarowy, a to znaczy, ze 4 to dla nas 4 m?. Zeby uzyskaé z tej
wielkosci warto$é mierzona w metrach, nalezy uzy¢ pierwiastka. Po ustaleniu
tej zaleznosci mozemy zapomnie¢ o metrach i zapisa¢ rozwiazanie w postaci

oo 22
/ e~ Tdr=+v4r.

—o0
Inny (matematyczny) przyklad wiaze sie z mozliwosciag dowiedzenia twierdzenia
Pitagorasa na podstawie zamieszczonego rysunku przedstawiajacego trzy
tréjkaty prostokatne. Zastosujmy wynikajace z analizy wymiarowej réwnanie (1)
do trojkata prostokatnego. Niech L oznacza dlugo$é przeciwprostokatnej,
a bezwymiarowa stala niech bedzie rowna nieznanej funkcji najmniejszego kata
w tréjkacie A = f(0). Z rysunku 2 wynika, ze pole duzego tréjkata jest réwne
sumie pol tréjkatéw mniejszych. Mozemy to wyrazié¢ réwnaniem

J(0) - = [(0)-a+ (0) - 1,
z ktérego twierdzenie Pitagorasa wynika bezposrednio (f(6) # 0).

Na koniec chcialbym zacheci¢ Cie, Czytelniku, do samodzielnego zmierzenia sie
z dwoma, problemami.

Typowym i bardzo pouczajacym przyktadem jest zagadnienie oporéw ruchu

w powietrzu (tych, ktére pomijaliSmy w przykladzie spadku swobodnego).

Jako istotne wielkosci prosz¢ przyjac¢ rozmiar obiektu (m), jego predkosé (%)
oraz gestosé (%) i lepkos¢ (%) powietrza. Warto rozpatrzyé trzy przypadki.
W przypadku ogélnym powinno sie zaobserwowaé¢ bezwymiarowa kombinacje
wspomnianych czterech wielkosci. Zbadaj rowniez dwa przypadki graniczne —
jeden, w ktorym zaniedbuje sie lepkosé, i drugi, w ktérym zaniedbuje sie gestosé
powietrza.

Kolejne pouczajace ¢wiczenie polega na wyznaczeniu za pomoca analizy
wymiarowej trzech wielkosci — o wymiarze masy, dlugosci i czasu,

z wykorzystaniem trzech stalych — statej grawitacji, stalej Plancka i predkosci
Swiatta w prozni. Tak wyznaczone wielkosci nazywamy masa Plancka, dtugoscia
Plancka i czasem Plancka. Poréwnaj, Czytelniku, wyznaczone wielkosci

z typowymi wielkosciami skali atomowej — m = 10727 kg, L = 107° m
it=10"1s. Co zwrécilo Twoja uwage?

3


https://www.deltami.edu.pl/2017/04/sprawdz-wymiary/

Jak i gdzie istniejg przedmioty matematyki?

* Wydzial Matematyki i Informatyki UAM

Na temat filozofii matematyki i jej
historii zob. np. R. Murawski, Filozofia
matematyki. Zarys dziejow oraz Filozofia
matematyki. Antologia tekstow
klasycznych i Wspélczesna filozofia
matematyki. Dla bardziej
zaawansowanych: R. Murawski

i T. Bediirftig, Philosophy of
Mathematics oraz Philosophie der
Mathematik.
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W roku 1884 Cantor w liscie do

G. Mittag-Lefflera pisal: ,,Jesli chodzi

o rzeczy pozostale [mianowicie o rzeczy
poza stylem i sposobem przedstawienia —
R.M.], to wszystko to nie jest moja
zastuga, w stosunku do tresci moich prac
jestem jedynie sprawozdawcag

i urzednikiem (nur Berichterstatter und
Beamter)”.

2Frege w Grundlagen der Arithmetik
(punkt. 106) pisal: ,Okazalo sig, ze liczba,
ktéra zajmuje sie arytmetyka, musi byé
traktowana nie jako niesamodzielny
atrybut, lecz rzeczownikowo
(substantivisch). Liczba jawi sie wiec jako
rozpoznawalny przedmiot, chociaz nie
fizyczny ani nawet nie przestrzenny, czy
taki, ktéry mogliby$my sobie jakos
wyobrazi¢”.

Roman MURAWSKI*

Potocznie méwi sie, ze matematyka to badanie wlasnosci (réznych rodzajéw)
liczb, funkcji, figur geometrycznych, abstrakcyjnych przestrzeni itd. Czym
jednak sa te obiekty, jak i gdzie one istnieja, jaka jest ich natura, czy sa
tworzone (konstruowane) przez matematykow, czy tez sa im w jakis sposéb dane
i matematycy odkrywajq je i ich wlasnosci? Na tego typu pytania odpowiedzi
szukaé nalezy nie w samej matematyce, ale w filozofii matematyki.

Czym jest filozofia matematyki? Najprosciej mozna powiedzieé, ze jest to
filozoficzna refleksja nad matematyka jako nauka. Szuka si¢ wigc w niej m.in.
odpowiedzi na pytanie o nature i sposéb istnienia przedmiotéw matematycznych
i analizuje si¢ metody poznawcze wlasciwe matematyce.

Pytanie o nature i sposéb istnienia obiektéw matematyki zwiazane jest

z pewnym starym problemem filozoficznym zwanym sporem o powszechniki
(uniwersalia), a sformutowanym juz przez Platona (427-347 p.n.e.). Ot6z Platon
pytal o to, co odpowiada pojeciom ogdlnym, takim jak cztowiek, piekno, dobro,
prosta, liczba, tréjkat itd. W historii pojawily sie cztery zasadnicze stanowiska
bedace odpowiedzig na to pytanie: skrajny realizm pojeciowy, umiarkowany
realizm pojeciowy, konceptualizm oraz nominalizm.

Wedle realizmu skrajnego (reprezentowal go m.in. Platon) uniwersalia istnieja
obiektywnie jako odrebne, zmystowo niedostepne przedmioty. Realizm
umiarkowany, ktéry reprezentowal na przyklad Arystoteles (384-322 p.n.e.),
twierdzi, ze uniwersalia istnieja obiektywnie, ale nie jako odrebne, rézne od
rzeczy przedmioty, lecz jako wlasno$ci wspdlne tym rzeczom. Konceptualizm,
zapoczatkowany przez Johannesa Roscelina (ok. 1050 — ok. 1120), glosi,

iz uniwersalia sa (jedynie) pojeciami i istnieja tylko w umysle ludzkim.
Nominalizm wreszcie, zapoczatkowany przez Williama Ockhama (ur. przed 1300,
zm. ok. 1350), powiada, ze uniwersalia w ogéle nie istnieja, istnieja bowiem tylko
przedmioty jednostkowe; zludzenie za$, Ze istnieja uniwersalia, ma swe zrédlo
w dezinterpretacji jezyka, w ktérym funkcjonuja nazwy ogdlne (pozwalajace na
skracanie wypowiedzi).

Wymienione tu koncepcje (z wyjatkiem drugiej) maja swoje odbicie

w odpowiedzi na tytulowe pytanie dotyczace sposobu istnienia przedmiotow
matematyki. Odpowiednie stanowiska nazywa sie platonizmem,
konceptualizmem i nominalizmem.

Przez platonizm rozumie sie stanowisko gloszace, ze przedmioty matematyki
istnieja obiektywnie, samoistnie, niezaleznie od czasu i przestrzeni oraz od
poznajacego umystu. Sa wiec one dane matematykowi. Matematyk zatem
odkrywa przedmioty matematyki i ich wlasnosci oraz je opisuje. Gdyby wiec na
Swiecie nie byto zadnego matematyka, to i tak istnialyby wszystkie przedmioty
matematyki majace swoje wlasnosci (te ktére znamy dzis, te ktére poznamy
jutro, ale i te, ktérych nigdy nie poznamy i o ktérych matematycy nigdy mowié
nie beda). Zgodnie z tym mdéwié¢ nalezy, ze matematyk odkry! dana teorie, a nie,
ze ja stworzyl; w szczegélnosci powinnidmy powiedzieé, ze Leibniz i Newton
odkryli rachunek rézniczkowy i catkowy, a nie, ze go stworzyli.

Platonizm glosito wielu waznych matematykow. Sam Platon twierdzil, ze
podstawa poznania matematycznego jest rozum, a wlasciwg metods matematyki
metoda aksjomatyczna. Zdawal sobie oczywiscie sprawe z tego, ze matematyk
postuguje sie w swojej pracy obserwacja i rysunkiem, ale jest to wedle niego
jedynie okazja do uswiadomienia sobie pojeé, a nie material do ich wytworzenia.

Ku platonizmowi sklanial sie tez Euklides (ok. 365 — ok. 300 p.n.e.), autor
stynnych Elementow. Glosili go rowniez m.in. tacy matematycy wspotczesni, jak
Georg Cantor! (1845-1918), twérca teorii mnogoéci, Gottlob Frege? (1848-1925),
tworca logicyzmu (waznego kierunku w filozofii matematyki, twierdzacego,

ze matematyka jest redukowalna do logiki) czy jeden z najwiekszych logikéw

4



3Goédel w pracy Russell’s Mathematical
Logic (1944) pisal: ,Klasy i pojecia moga
by¢ pojmowane jako rzeczywiste obiekty
istniejgce niezaleznie od naszych definicji
i konstrukcji”, a w Mathematics and the
Metaphysicians (1901) znajdujemy
zdania: ,Logika [a takze matematyka, jak
wynika z dalszych rozwazan Russella —
R.M.] zajmuje si¢ $wiatem realnym, tak
jak zoologia, aczkolwiek bada bardziej
abstrakcyjne i ogélne jego wlasnosci. [...]
Wydaje mi sig, ze zatozenie istnienia
takich obiektéw jest tak samo
uzasadnione, jak przyjecie istnienia ciatl
fizycznych, a jest przeciez wiele racji, by
przyjac¢ ich istnienie. Sg one tak samo
konieczne do skonstruowania
satysfakcjonujacej teorii matematycznej,
jak ciala fizyczne sg konieczne do
otrzymania sensownej teorii percepcji
zmysltowej”.

AW pracy Stetigkeit und irrationale
Zahlen (1872), gdzie Dedekind zbudowat
poprawng, teorie liczb rzeczywistych
(definiujac liczby niewymierne za pomoca
przekrojéw), pisal: ,,Za kazdym wigc
razem, gdy dany jest przekrdj (Aq, Az)
ktéry nie jest wyznaczony przez zadng
liczbe wymierna, stwarzamy (erschaffen
wir) nowg liczbe — liczbe niewymierna,
ktérag traktowaé bedziemy jako calkowicie
wyznaczong przez ten przekrdj (A, Az);
[...]” Zauwazmy, ze uzyte w oryginale
niemieckim stowo ,erschaffen” to stowo,
ktérym oddaje si¢ w niemieckim
przekladzie Biblii hebrajski termin 872
[bara] wystepujacy w Ksiedze

Rodzaju 1,1, w opisie stwérczego
dzialania Boga. Par. 4 tej pracy,

w ktérym Dedekind wprowadzit liczby
niewymierne, zatytulowany jest
»Stworzenie (Schiopfung) liczb
niewymiernych”, w par. 1 pisze zas$, ze
liczby zostaly ,,stworzone przez ducha
ludzkiego” (durch den menschlichen
Geist erschaffen).

5Arend Heyting, uczen Brouwera, pisal
w pracy Die intuitionistische
Grundlegung der Mathematik (1931) tak:
»Przedmioty matematyczne z natury swej
sg zalezne od ludzkiej mysli, i to nawet
gdyby byly niezalezne od indywidualnych
aktow mysélenia. Istnienie ich jest
zagwarantowane o tyle tylko, o ile moga
byé okreslone przez mys$l”.

SW jednym z wywiadéw Tarski méwil

o sobie: ,,Jestem nominalista. Jestem

o tym gleboko przekonany. W istocie tak
gleboko, ze nawet po mojej trzeciej
reinkarnacji nadal bgd¢ nominalistg”.

W czasie sympozjum w Chicago w roku
1965 powiedzial: ,,Okazuje sie duzo
bardziej skrajnym antyplatonikiem. [...]
Reprezentuje jednak ten surowy, naiwny
rodzaj antyplatonizmu, ktéry okreslitbym
jako materializm albo nominalizm

z pewng skaza materialistyczng”. W liscie
do Josepha H. Woodgera z 21 listopada
1948 roku pisal: ,Problem zbudowania
logiki i matematyki nominalistycznej
interesuje mnie mocno od wielu,

wielu lat”.

Kurt Godel® (1906-1978). O swoich odczuciach zwiazanych z praca badawcza
w zakresie logiki matematycznej (zwanej woéwczas logistyka) — a uwagi te
dotycza takze badan matematycznych — pisal obrazowo wybitny polski logik
Jan Lukasiewicz (1878-1956), zwolennik platonizmu:

,Chcialbym na zakoniczenie tych uwag nakresli¢ obraz zwigzany

z najglebszymi intuicjami, jakie odczuwam zawsze wobec logistyki. Obraz
ten rzuci moze wiecej Swiatta na istotne podloze, z jakiego przynajmniej

u mnie wyrasta ta nauka, niz wszelkie wywody dyskursywne. Ot6z ilekro¢
zajmuje sie najdrobniejszym nawet zagadnieniem logistycznym, szukajac
na przyktad najkrétszego aksjomatu rachunku implikacyjnego, tylekroé
mam wrazenie, ze znajduje sie wobec jakiejs poteznej, niestychanie zwartej
i niezmiernie odpornej konstrukcji. Konstrukcja ta dziala na mnie jak
jakis konkretny, dotykalny przedmiot, zrobiony z najtwardszego materiatu,
stokro¢ mocniejszego od betonu i stali. Nic w niej zmieni¢ nie moge, nic sam
dowolnie nie tworze, lecz w wytezonej pracy odkrywam w niej tylko coraz
to nowe szczegoly, zdobywajac prawdy niewzruszone i wieczne. Gdzie jest
i czym jest ta idealna konstrukcja? Filozof wierzacy powiedzialby, Ze jest
w Bogu i jest mysla Jego”.

Przyjecie platonizmu implikuje, ze problem prawdy i prawdziwosci

w matematyce staje sie prosty. ,,Prawdziwy” znaczy bowiem tyle, co

»zgodny ze stanem rzeczy w rzeczywistosci matematycznej”. Nie ma wiec
miejsca na problemy nierozstrzygalne w matematyce. Kazdy problem typu
pytania—rozstrzygniecia, ,tak-nie” (a wiec np. hipoteza Riemanna czy hipoteza
continuum) ma juz istniejace jednoznaczne rozwiazanie i zadaniem matematyka
jest znalezé odpowiednie metody, by do tej odpowiedzi dotrzeé, by ja odkryc.
Co wiecej, platonizm implikuje, ze uniwersum matematyczne staje sie bardzo
szerokie — jedynym bowiem kryterium istnienia jest tu niesprzecznosé, tzn.
istnieje kazdy obiekt niesprzeczny.

Konceptualizm glosi, ze przedmioty matematyki sa wytworem umystu ludzkiego.
Istnieja zatem tylko obiekty matematyczne konstruowalne, czyli te, ktére
mozna skonstruowaé z obiektow, ktérych istnienie jest intuicyjnie jasne.
Konceptualista byt na przyklad matematyk, teolog i ostatni scholastyk kardynatl
Mikotaj z Kuzy (1401-1464). Glosil on, ze zaréwno liczby, jak i obiekty
geometrii sg tworami ludzkiego umystu. Sa one odbiciami, obrazami (ymago)
liczb i obiektow geometrycznych istniejacych w umysle Bozym. Konceptualizm
glosili tez Henri Poincaré (1854-1912) i Richard Dedekind? (1831-1916).
Najsilniej konwencjonalizm doszed! do glosu w intuicjonizmie zainicjowanym
przez matematyka niderlandzkiego Luitzena Egbertusa Jana Brouwera
(1881-1961). Wedlug niego matematyka jest funkcja intelektu ludzkiego

i wolna, zyciowa aktywnoscia rozumu, jest wytworem umystu ludzkiego. Istnieje
w matematyce tylko to, co jest konstruowalne przez mysl (choé¢ niekoniecznie
aktualnie skonstruowane)®. Konsekwencja takiego stanowiska jest odrzucenie
metody aksjomatycznej w matematyce, odrzucenie nieskonczonoéci aktualne;j

(i konieczno$é ograniczenia sie jedynie do nieskoriczono$ci potencjalnej) czy
wreszcie znaczne ograniczenie zarowno $wiata przedmiotéw matematycznych,
jak i metod dopuszczalnych w matematyce.

Trzecie wyrdznione przez nas stanowisko — nominalizm — glosi, ze przedmioty
matematyki to jednostkowe obiekty (fizyczne), a wiec napisy i nic wiecej. Choé
stanowisko to wydawaé si¢ moze dziwne, to mialo ono wielu zwolennikéw —
nalezeli do nich m.in. Bertrand Russell (1872-1970) i Alfred North Whitehead
(1861-1947), a takze niektérzy wybitni logicy polscy, w szczegélnosci Alfred
Tarski® (1901-1983), Stanistaw Les$niewski (1886-1939) oraz Leon Chwistek
(1894-1944). Nominalizm ma dzi§ wielu zwolennikéw, zwlaszcza w anglosaskiej
filozofii matematyki. Zauwazmy, ze prowadzi on do bardzo silnego zawezenia
przestrzeni obiektéw matematycznych, eliminujac wszelkie obiekty abstrakcyjne
(na przyklad zbiory, ktére powinno si¢ interpretowaé jako wypowiedzi, czy raczej
skréoty wypowiedzi, o indywiduach).
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Zadajmy teraz pytanie: Ktére z opisanych stanowisk jest stuszne i prawdziwe?
Odpowiedz brzmi: Nie wiemy! Sama matematyka nie daje tu rozstrzygniecia.
Nie ma to jednak zadnego wplywu na uprawianie i rozwijanie matematyki.
Podobnie jest zreszta i w innych naukach. Mozna, dla przyktadu, prowadzié¢
badania w biologii, nie rozstrzygajac, czym jest zycie, czy badania socjologiczne
bez jasnej i precyzyjnej definicji spoleczenistwa. Matematycy zreszta rzadko
zastanawiaja si¢ nad kwestiami filozoficznymi zwiazanymi z uprawiana
dyscyplina. Jesli za$ juz sie zastanawiaja i glosza jakies poglady, to niekoniecznie
sg im wierni w swojej praktyce badawczej. Przyktadem moze byé Tarski. Otéz,
bedac zwolennikiem nominalizmu, swobodnie stosowal w swoich badaniach
metamatematycznych $rodki nieskoniczonosciowe (dopuszczalne jedynie przez
platonizm) albo zajmowal si¢ badaniem logiki intuicjonistycznej, nie podzielajac
przekonan konceptualistycznych.

Obserwacja pokazuje, ze w pracy badawczej matematycy zachowuja sie

na ogot jak platonicy. Oznacza to, ze nie sa oni panami czy kreatorami
rzeczywistosci matematycznej — przeciwnie, staja wobec danej im ,twardej”
rzeczywistosci, ktéra staraja sie opisaé. Akceptujac ,na co dzien” platonizm,
»od $wieta” jednak, tzn. kiedy zastanawiaja si¢ nad kwestiami filozoficznymi,
deklaruja sie na ogdl jako formalisci, twierdzac, ze matematyka to zespét
aksjomatyczno-dedukcyjnych systeméw sformalizowanych i cala praca
matematyka polega na dedukcji twierdzen z przyjetych aksjomatéw za pomoca
dowolnych poprawnych metod.

Poct ED
& ~ © ™ e
@44 (/,\e ®
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i Zadania

Przygotowal Dominik BUREK

M 1780. Czworokat wypukly, w ktérym AB = AD, jest wpisany w okrag.
Punkty M i N leza na odcinkach CD i BC tak, ze DM + BN = MN.
Udowodnié, ze érodek okregu opisanego na tréjkacie AM N lezy na odcinku AC.
Rozwiazanie na str.

M 1781. Znalez¢ wszystkie liczby rzeczywiste dodatnie x i y takie, ze
27ty 4 97ty — 198 oraz T+ 7 = 2V2.

Rozwiazanie na str. [T5]

M 1782. Dane sa liczby rzeczywiste a > b takie, ze a? — b jest liczba calkowita
dla dowolnej liczby pierwszej p. Udowodnié, ze a i b sa liczbami wymiernymi.
Rozwiazanie na str. [17]

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1095. W szczelnie zamknietym naczyniu znajduje sie m = 54 g pary wodnej
w temperaturze t; = 100°C. Ile ciepta nalezy dostarczy¢, aby ogrzaé te pare

do to = 200°C? Masa atomowa tlenu po = 16, masa atomowa wodoru pug =1,
a uniwersalna stala gazowa R = 8,314 J/mol.

Rozwiazanie na str. [I§]

F 1096. Cialo o masie m porusza sie wzdluz linii prostej OX pod dzialaniem
sity potencjalnej. Potencjatl sity jako funkcja wspétrzednej = opisany jest
wzorem:

a b
U(z) = R
Jaki jest okres malych drgan ciala wokdl polozenia réwnowagi (minimum
potencjatu)?
Rozwiazanie na str. [I0]
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* Uniwersytet im. Adama Mickiewicza
w Poznaniu

. 1 —1
1 1 -1
-1 -1 1

Tabelka okreslajaca dzialanie mnozenia
na sferze S°

Dziatania +, - na parach postaci (z,0) sa
zgodne ze zwyklymi dzialaniami na
(odpowiadajacych tym parom) liczbach
rzeczywistych x, mozna je wigc utozsamic.
Przy tej konwencji jednostka urojona, to
jest para i = (0, 1), spelnia réwnanie

i -1 = —1. Kazda pare (z,y) mozna
zapisaé¢ w postaci z 4 iy, wtedy formalne
dodawanie i mnozenie takich wyrazen (po
przyjeciu T —1) prowadzi do dziatan,
ktére wlasnie okresliliSmy.

b
a-b B

a

o+ B

Geometryczna interpretacja mnozenia na
okregu S': iloczynem punktéw

a = (cosa,sina) i b = (cos 3,sin ) jest
punkt a - b = (cos(a + B),sin(a + B3)),

a wigc mnozenie polega na dodaniu
odpowiednich katéw z dokladnosciag do
wielokrotnosci liczby 27

Czy na kazdej sferze istnieje mnozenie?
Krzysztof M. PAWALOWSKI*

Jean d’Alembert (1717-1783), francuski filozof, matematyk i fizyk, wyrazil
opinie, ze algebra jest szczodra — czesto daje wiecej, niz jest o to proszona.
Te stowa d’Alemberta nigdy nie przestaly byé aktualne — niejednokrotnie
problemy matematyczne byly (i nadal sa) rozwiazywane przy uzyciu algebry,
nawet jesli w samym sformulowaniu zagadnienia nie wida¢ jej sladu.

Przez sfere potocznie rozumie sie zbiér punktéw przestrzeni trojwymiarowej
réwnoodleglych od zadanego punktu. Tak opisujemy sfere dwuwymiarowa.
Podobnie postapimy przy okresleniu sfery (n — 1)-wymiarowej w przestrzeni
euklidesowej R™ dla dowolnej liczby naturalnej n > 1. Przestrzen ta sktada sie
z punktéw postaci © = (21,...,2,); to jest n-tek liczb rzeczywistych, zwanych
wspdlrzednymi punktu x. Punkt 0 = (0,...,0) nosi nazwe poczathu ukliadu
wspdirzednych. Skupiajac sie na sferach jednostkowych, zbiér punktow

x € R™ odlegltych o 1 od poczatku ukladu wspotrzednych, to jest o normie

|lz|| = 1, nazywamy sferg (n — 1)-wymiarowq i oznaczamy przez S"~*.

Przez norme punktu = rozumiemy liczbe ||z| = /2% + ... + 22, ktéra jest
odlegtoécia punktu = od punktu 0. Bohaterami tego artykutu s sfery S (zbiér
dwupunktowy {—1,+1}), S (okrag), S? (standardowa sfera), S3, ..., niezmiennie
przyciagajace uwage matematykow. Nim odpowiemy na pytanie zadane w tytule,
omowimy wlasnoéci, o ktérych myélimy przy mnozeniu punktow na sferze.
Najpierw jednak przyjrzymy sie sferom S°, S, S* oraz S7.

Sfery o wymiarach 0 i 1. Sfera S to zbiér {—1,1}, w ktérym liczby +1
mnozymy tak, jak nas uczono od dziecka (zob. tabelke na marginesie). Sfera S!
sklada si¢ z par (x,7) liczb rzeczywistych spetiajacych 22 + y? = 1, jest wiec
okregiem o promieniu 1. A jak mnozy¢ pary liczb rzeczywistych? Odpowiedzia
jest zbidr liczb zespolonych oznaczany przez C, czyli zbiér R? z dzialaniami:
c+z=(a+2z,b+y), c-z=(ax — by, ay + bx), c=(a,b), z = (z,y).
Dodawanie wykonujemy po prostu na kazdej wspoélrzednej z osobna, natomiast

pewna motywacje dla mnozenia mozna znalezé na marginesie. Mnozenie takie
jest przemienne, co oznacza tyle, ze zawsze zachodzi ¢z = z - c.

Przydatne sa pojecia modulu |z| = \/a? + y? i sprzezenia zZ = (z, —y) liczby
zespolonej z = (x,y) € C. Pozwalaja one latwo opisaé¢ element odwrotny

(ze wzgledu na mnozenie) do dowolnej liczby zespolonej z # (0,0): jest nim

271 =7%/|z|%. Nietrudno sie tez przekonaé, ze |c - z| = |c| - |z|, wiec w szczegdlnosci
iloczyn dowolnych dwéch liczb z okregu S* réwniez lezy na tym okregu. W ten
spos6b uzyskujemy mnozenie punktéw okregu S'.

Sfery o wymiarach 3 i 7. William W. Hamilton, poszukujac bezskutecznie
wzoru na mnozenie tréjek liczb rzeczywistych, znalazt (juz przez nas podany)
wzor na mnozenie par liczb rzeczywistych, po czym rozszerzyl go na mnozenie
par liczb zespolonych w nastepujacy sposéb:

(a,b) - (z,y) = (ax — yb,ya + bT).
Tym razem symbol - uzyty jest w iloczynie (a,b) - (x,y) par liczb zespolonych.
Dodawanie par okresla si¢ jak zwykle: (a,b) + (z,y) = (a + x,b + y). Przy tych
dzialaniach zbiér C x C (tozsamy ze zbiorem czworek liczb rzeczywistych,
czyli R*) oznacza sie¢ przez H, a jego elementy nazywa sie kwaternionami.
Modutl i sprzezenie kwaternionu z = (z,y) o liczbach zespolonych z = (x1, x2)
iy = (y1,y2) okreslone sa wzorami:

2l = VP 0P = /% + 23 + 92 + 33,
z= (fv *y) = (1'17 —x2, —Y1, 7y2)a
a wzér 2~ 1 = z/|z|? okredla element odwrotny (ze wzgledu na mnozenie) do

kwaternionu z # (0, 0). Odnotujmy, ze podobnie jak dla liczb zespolonych modul
iloczynu dwoch kwaternionéw jest iloczynem ich modutéw.

Sfera S? sklada sie z par (z,y) liczb zespolonych speniajacych |x|? + |y|? =1,
co oznacza, ze T3 + x5 + y2 + y2 = 1; inaczej méwigc: sfera S jest zbiorem
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W tekécie Zbigniewa Marciniaka z A}g
mozna przeczytaé¢ wigcej o kwaternionach,
a nawet ogdlnie o mnozeniu

w przestrzeniach R?, R® i R?.

‘W 1843 roku William W. Hamilton
(1805-1865) podal wzér na mnozenie
kwaternionéw, uznajac je za pary liczb
zespolonych. W tym samym roku,
inspirowany odkryciem Hamiltona,
John T. Graves (1806—1870) rozszerzyt
ten wzor na mnozenie par kwaternionéw:
(a,b) - (2,) = (az — Fb, ya + b3),
a pary te nazwal oktawami. Natomiast
my nazywamy je oktonionams.
Przyjmijmy oznaczenia na kwaterniony:
1=(1,0),i=(i,0), j=(0,1), k = (0, ).
Dla oktonionéw p = (i,0), ¢ = (0, j),
r = (0,1) iloczyn (p - q) - r rézni sie od
p-(q-r), gdyz pierwszy jest réwny (k, 0),

kwaternionéw o module 1. Wzér na modul iloczynu dwéch kwaternionéw
zapewnia, ze iloczyn dwéch kwaternionéw ze sfery S? réwniez do niej nalezy —
w ten sposéb uzyskujemy mnozenie punktéw ze sfery S3. Kwaterniony rézni od
liczb zespolonych jedna fundamentalna wlasnos¢é. Tym razem mnozenie nie jest
przemienne: na przyklad iloczyn (0,1) - (4,0) jest rézny od (4,0) - (0, 1).

Czy procedure te mozna kontynuowaé¢? OdpowiedZ brzmi: tak! Opierajac sie

na konstrukcji zwanej metodg Cayleya—Dicksona, sume i iloczyn dwéch par
kwaternionéw mozna okresli¢ tak samo, jak zrobil to Hamilton dla par liczb
zespolonych (zob. margines). Po przyjeciu tych dzialan zbiér H x H (tozsamy ze
zbiorem R®) oznacza sie przez Q, a jego elementy nazywa oktonionami. Tak jak
poprzednio, umozliwia to okreélenie mnozenia punktéw ze sfery S7.

Tak okreslone dziatanie mnozenia oktonionéw, podobnie jak mnozenie
kwaternionéw, nie jest przemienne, a na dodatek nie jest taczne, nawet wtedy,
gdy ograniczymy sie do oktonionéw ze sfery S7 (zob. przyktad na marginesie).

Wiasnoéci mnozenia. Na kazdej ze sfer SY, S', S? okredliliémy dziatanie

a drugi (—k,0).

W jakims stopniu mnozenie oktonionéw
jest jednak laczne, na przyktad
z-(a-b)-xz=(x-a) - (b-x) oraz
(z-y) -y~ ! =z dla wszystkich
oktonionéw a, b, z, y.

mnozenia. Pomy$lmy, jakie sa wspoélne wlasnosci tych dziatan. Jak latwo jest
zauwazy¢, dla wszystkich punktéw z danej sfery G:

(1) istnieje taki punkt e, ze e - x = x = x - e dla kazdego punktu z € G;
(2) dla kazdego = € G istnieje taki punkt 271, ze x - 2~

1:e:m71~:17;

(3) (x-y)-z==xz-(y-z) dla dowolnych trzech punktéw z,y, z.

W pierwszej wlasnosci role punktu e pelni jedynka
(rzeczywista, zespolona lub kwaternionowa); punkt e
nazywa sie elementem neutralnym mnozenia. Druga
wlasnogé jest spetniona dla =1 = z/|z|%. Trzecia
wlasno$é¢ nazywa sie {gcznoscig mnozenia. Mnozenie
liczb rzeczywistych i zespolonych spelnia tez
wlasnoéé (4): -y =y - x, zwana przemiennosciqg
mnozenia. Jak juz odnotowaliémy, mnozenie
kwaternionéw nie jest przemienne, a mnozenie
oktoniondéw nie jest ani przemienne, ani laczne.

Definicja. Przez mnozenie grupowe w zbiorze G
rozumie si¢ taka funkcje u: G x G — G, ze po oznaczeniu
wartosci p(x,y) symbolem z - y spelnione sa wymienione
wyzej wlasnosci (1), (2), (3). Zbiér G z ustalonym
mnozeniem grupowym nazywa sie grupg. Jezeli
dodatkowo spelniona jest wlasnosé (4), to grupa G
nazywa sie grupg abelowq.

Istnieje bardzo wazna wlasno$é natury topologicznej,
ktéra posiada mnozenie na kazdej ze sfer G = SV, S,
S3, §7. Otéz funkcja G x G — G, przypisujaca parze
(z,y) element z - y, jest ciagla. Réwniez funkcja G — G,
zastepujaca elementy 2 elementami odwrotnymi =%
jest ciaglta. Wynika to z faktu, ze dzialanie mnozenia
liczb rzeczywistych jest ciggle, oraz z postaci wzoru na
mnozenie uzytego w metodzie Cayleya—Dicksona, ktory
(za kazdym razem) gwarantuje ciagto$é mnozenia.

Definicja. Zbiér G (zawarty w jakiej$ przestrzeni
euklidesowej) z ustalonym cigglym mnozeniem
grupowym G x G — G i ciagla funkcja G — G,
zastepujaca elementy ich odwrotnosciami, nazywa sie
grupg topologiczng.

Podsumujmy: sfery S°, St, S3 sq¢ grupami
topologicznymi (pierwsze dwie nawet abelowymi)

z dzialaniami mnozenia, odpowiednio: liczb
rzeczywistych, zespolonych i kwaterionéw o module 1.
Mnozenie oktonionéw o module 1 nie pozwala uznaé
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sfery ST za grupe topologiczna, bo mnozenie to nie jest
taczne. Co wiecej, jak udowodnili Zhou Jian i Xu Senlin
w 1988 roku, na sferze tej nie istnieje takie mnozenie
grupowe: sfera ST nie jest grupg topologiczng.

Podkre$lmy tutaj, ze mowienie o ciggltosci funkcji
ma sens, gdy wprowadzimy pojecie, ktére umozliwi
nam $ciste okreslenie tej intuicyjnie jasnej koncepcji.
W naszym przypadku mozemy sie oprzeé¢ na

pojeciu odlegtosci dwéch punktéw w przestrzeni
euklidesowej, gdyz jesli grupa G zawiera sie

w przestrzeni R", to produkt kartezjanski G x G
zawiera sie w przestrzeni R?".

Odwzorowanie p: G x G — G nazwiemy jednostajnie
ciggtym, jezeli dla kazdej liczby rzeczywistej € > 0
istnieje taka liczba rzeczywista 6 > 0, ze dla dowolnych
dwoéch par (a, ), (b,y) € G X G o odleglo$ci mniejszej
niz ¢ iloczyny a - x oraz b -y sa w odleglo$ci mniejszej
niz €. Pojecie ciagtosci odwzorowania jest stabsze

od jednostajnej ciaglosci, lecz te dwa pojecia

sie jednak pokrywaja, jesli ograniczymy sie do
podzbioréw domknietych i ograniczonych w przestrzeni
euklidesowej, czyli podzbioréw zwartych. Dodajmy
jeszcze, ze odleglo$¢ pomiedzy dwoma punktami x i y
w przestrzeni R™ okreSlona jest przez norme ||z — yl|

z rézmicy  —y = (L1 — Y1, -, Tn — Yn)-

Przypomnijmy, ze sfery S°, S, S? sa grupami
topologicznymi. Topologia algebraiczna dostarcza
silnych metod matematycznych, ktére umozliwiaja
wykazanie, ze w kazdym innym przypadku, to jest dla
n #0,1,3,7, na sferze S™ nie istnieje ciagle dzialanie
grupowe. Wobec tego prawdziwe jest nastepujace
twierdzenie:

Twierdzenie klasyfikacyjne. Sfery S°, St i S? sq
jedynymi sferami, ktore posiadajq strukture grupy
topologicznej.


https://deltami.edu.pl/2016/10/liczby-zespolone-i-kwaterniony/

Sfera dwuwymiarowa. Na zakonczenie wykazemy,

ze sfera S?, od ktérej zaczeliémy ten artykul, nie moze
byé¢ grupa topologiczna. Potrzebne nam bedzie pojecie
stycznosci wektora do sfery, ktére najtatwiej wprowadzi¢
przy uzyciu iloczynu skalarnego:

(z,y) = T1y1 + T2y2 + T3Y3
dla x = (xl,.’L'Q,xg), Yy = (y17y27y3)~

Tloczyn skalarny pozwala wyrazi¢ w sposob algebraiczny
prostopadtosé dwbdch wektordéw x i y, o ktérych
(w sposéb geometryczny) myslimy jak o strzaltkach

2
(1,22, ®3) — (—x123, —T23,1 — x3) to
pole ,,z potudnia na péinoc”
(1,22, x3) — (—x2,21,0) to pole
»z zachodu na wschéd”

O twierdzeniu Poincarégo pisaliSémy juz
w A87. Czytelnika zainteresowanego
ogblnoscig moze zaciekawic¢ fakt, ze
podobne twierdzenie jest prawdziwe dla
sfer §2,8%,8%,... — pole styczne na kazdej
z nich posiada miejsce zerowe. Dobrym
¢éwiczeniem jest samodzielne przekonanie
sig, ze wyklucza to istnienie struktury
grupy topologicznej na tych sferach,
zgodnie z rozumowaniem przedstawionym
nizej.

zaczepionych w punkcie (0,0,0) i grotach (odpowiednio)
w punktach z i y. Powiemy, ze wektory = i y sa
prostopadle, jezeli (x,y) = 0.

Za wektor styczny do sfery w punkcie z € S? uznajemy
dowolny wektor y € R? prostopadly do wektora z, czyli
spelniajacy réwnoéé (z,y) = 0. Przykladowo w punkcie
(1,0,0) styczny jest kazdy wektor postaci (0, y2, y3).

W ogélnosci, jesli wektor y € R3 nie jest styczny w o € S?,
to jego skladowa prostopadla do sfery w tym punkcie
wyraza sie wzorem (y, x)x, a zatem rzut prostopadly
punktu y na plaszczyzne styczna wynosi y — (y, z).

Przez (ciagle) pole styczne rozumiemy ciagla funkcje ¢: S? — R3, ktéra kazdemu
punktowi x € S? przyporzadkowuje pewien wektor styczny w punkcie x. Innymi
stowy, zadamy, by spelniona byla tozsamoéé (o(x),z) = 0 dla z € S2. Przyklady
takich pél stycznych mozna zobaczy¢ na marginesie, warto tez stworzy¢ wlasne
przyklady. Ich wspdlna cecha jest istnienie miejsc zerowych, czyli takich
punktéw x € S?, ktérym przyporzadkowano wektor zerowy (0,0, 0). Twierdzenie
Poincarégo méwi, ze nie da si¢ tego uniknaé:

Twierdzenie Poincarégo. Kazde pole styczne p: S* — R? posiada co najmniej
jedno miejsce zerowe.

Twierdzenie Poincarégo (znane takze pod nazwa twierdzenia o zaczesaniu sfery)
ma nastepujace popularnonaukowe ujecie: Nie da sie wybrac niezerowych wektorow
stycznych do sfery S? we wszystkich jej punktach w ten sposéb, by wybor zaleial
w sposdb ciggly od punktow stycznosci. Jeszcze inaczej: Sfery porosnietej wiosiem
nie da sie uczesac, czyli kazdy wlos polozyc stycznie do sfery.

Dowdd twierdzenia klasyfikacyjnego w przypadku n = 2. Przypusémy, ze
na sferze S? istnieje ciggle dzialanie grupowe z elementem neutralnym e € S2.

Skonstruujemy wéwczas pole styczne pozbawione miejsc zerowych,
co doprowadzi do sprzecznoéci z twierdzeniem Poincarégo.

z =+ ) Dla wybranego elementu a € S? rozwazmy przeksztalcenie zastepujace dowolny
| punkt z € S? iloczynem a - x, a nastepnie jego rzutem prostopadtym p,(a - x) na
a-z plaszczyzne styczng w punkcie x. Daje to funkcje

p: S? — R?,

p(x) =psla-z)=a -z —(a z,2)2.

Funkcja ta jest jednostajnie ciggla, co wynika z jednostajnej ciaglosci dziatania
grupowego. Styczno$é¢ ¢(x) mozna tez sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem:
(p(z), z) = 0. Pozostaje wiec wykluczyé istnienie miejsc zerowych ¢, i w tym celu
konieczne bedzie uwazne wybranie odpowiedniego elementu a.

Wektor ¢(x) jest tym wektorem stycznym
do sfery w z, ktéry wskazuje w kierunku
punktu a - x

Kiedy wiec zachodzi réwnosé p(x) = 07 Otéz wtedy, gdy wektor z = do a - x jest
prostopadly do sfery, a to zachodzi w dokladnie dwdch przypadkach: 1) a -z = x

oraz II) a - = —x (zob. rysunek obok). Réwno$é¢ w przypadku I) sprowadza sie
doa=x- 271 czyli a = e. Latwo jest wiec ten przypadek wykluczyé — wystarczy

dobraé a # e.

Trudniej jest z réwnoscia w I1). Poniewaz sfera S? jest zwartym (czyli
domknietym i ograniczonym) podzbiorem przestrzeni euklidesowej R3, mozemy

skorzystaé z jednostajnej cigglosci dzialania grupowego u: S? x S? — S2.

W definicji przyjmijmy wartosé liczby 6 > 0 odpowiadajaca € = 2 i odczytajmy,
co warunek jednostajnej ciaglosci oznacza dla par postaci (e, ) i (a, ). Odleglosé
miedzy tymi parami jest réwna odleglosci od a do e (mierzonej w przestrzeni
3-wymiarowej). Otrzymujemy wiec, ze jesli odleglos$é a od e jest mniejsza niz 4,
to odlegtodé a - x od e - x, czyli od z, jest mniejsza niz 2. To ostatnie stwierdzenie
Swiadczy, ze a - x # —z, gdyz odleglto$¢ —x od z jest réwna 2.

Wystarczy wiec wzia¢ punkt a € S? odlegty od e € S? o mniej niz §, a jednoczeénie
wiecej niz zero. Dotychczasowe rozumowanie pokazuje, ze woéwczas pole

styczne ¢ nie ma miejsc zerowych, a uzyskana sprzeczno$é¢ z twierdzeniem
Poincarégo dowodzi, ze poczatkowe zalozenie o istnieniu ciaglych dziatan

grupowych na S? bylo falszywe. O
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Odcinek RNA w réznych wirusach zwija
si¢ w podobne struktury. Fragmenty RNA
w czterech wirusach poddanych analizie
w badaniu miedzynarodowego zespotu
naukowcéw z Warszawy, Krakowa

i Madrytu. Zrédlo: Miedzynarodowy
Instytut Biologii Molekularnej

i Komérkowej w Warszawie

O strukturach dynamicznych

Idea przygladania sie strukturze przestrzennej bioczasteczek pojawita sie

do$é dawno, na przyklad w rozwazaniach o enzymach i substratach (model
zamka i klucza). Sama po raz pierwszy uruchomitam biochemiczna wyobraznie
przestrzenna, patrzac na model DNA zrobiony z drucikéw przedstawiony przez
Jamesa Watsona i Francisa Cricka w 1953 roku. Uprzednio wystarczalo mi
przyswajanie z podrecznikéw biochemii dwuwymiarowych obrazéw czasteczek
wchodzacych ze soba w oddzialywania.

Badania proceséw zwijania sie biopolimeréw w okreslone struktury przestrzenne
musialy by¢ poprzedzone uzyskaniem wiedzy o ich budowie chemicznej. Z jakich
podjednostek skladajg sie DNA, RNA i biatka i jak sg one potaczone w nié¢?

W polimerze kolejne podjednostki lacza si¢ ze soba chemicznymi wiazaniami.
Jednocze$nie dluga ni¢ moze sie zwija¢ w bardzo zwarte struktury dzieki
»,bocznym” oddzialywaniom elektrostatycznym miedzy réznymi podjednostkami.
Czesto taka struktura przestrzenna ze wzgledu na energie oddziatywania jest dla
danego polimeru optymalna, a wiec powtarzalna. Opracowano wiele metod na
oznaczenie ksztaltéw przestrzennych biopolimeréw, a uzyskanie ich detali stato
si¢ mozliwe, czasami nawet rutynowe, w naszym XXI wieku.

Problem ksztaltu zwinietych struktur nici polimeréw byl szczegétowo badany
w przypadku bialek — polimeréw sktadajacych sie z aminokwaséw. Kilkanascie
lat temu dzieki poznaniu budowy chemicznej wielu biatek i wiedzy o ich
zwijaniu sie w okreslone, powtarzalne struktury podjeto szerokie badania

w celu uzyskania mozliwosci przewidywania tych struktur. Postep nastapit

po wprowadzeniu do tej dziedziny metod bioinformatycznych. Duze zastugi
potozyto tu kilka polskich zespotéw biologéw molekularnych. Okazato sie, ze
tylko zwiniete w okreslony, przewidywalny sposob biatka wykazuja aktywnosé
biologiczna.

W przypadku RNA zauwazono wspoélczesnie podobne zjawiska w grupie
koronawiruséow. Wsréd nich wyrédzniaja sie podgatunki typu beta, ze wzgledu
na patogennos¢ oraz wywolanie epidemii oraz globalnej pandemii. Rozpoznanie
wspolnych cech struktury tej grupy wiruséw moze przyczynic sie do szybszej
diagnozy i skutecznej terapii wirusow juz poznanych i tych, ktére pojawia sie
w przyszlosci.

Genomami koronawiruséw sa jednoniciowe czasteczki RNA o diugosci

okotlo 30 tys. podjednostek, nukleotydéw. Kolejnosé (sekwencja) ulozenia
nukleotydéw (4 rodzaje) stanowi informacje genetyczna wirusa. Poczatkowych
500 nukleotydéw, o réznorodnej sekwencji w réznych wirusach, wykazuje
jednak (czego nie oczekiwano) pewne cechy wspélne. Region 500 nukleotyddéw
pelni podstawowa role w procesie namnazania wirusa w zakazonej komorce,

w obszarze tej sekwencji rozpoczyna sie synteza kodowanych przez wirusa bialek.
W miedzynarodowym zespole naukowcow z Warszawy, Krakowa i Madrytu
(liderem projektu jest prof. Janusz Bujnicki z Miedzynarodowego Instytutu
Biologii Komérkowej i Molekularnej (IIMCB) w Warszawie) odkryto, ze ten
odcinek RNA zwija sie w réznych wirusach w podobne struktury modelowane

z atomowa, rozdzielczoscia. Rozrézniane sa odcinki zwiniete helikalnie i miedzy
nimi jednoniciowe odcinki tacznikowe. Wspomniane fragmenty RNA w czterech
wirusach zanalizowano, stosujac bogaty zestaw metod biochemicznych,
biofizycznych, bioinformatycznych; w czesci badain wykonano pomiary zaleznosci
badanych struktur od temperatury — w podwyzszonej rozpadaja sie helisy. Raz
jeszcze zadziwiajaca wydala sie cecha znacznego podobienstwa wykrywanych
struktur wobec znaczacych rozbieznosci w sekwencjach nukleotydéw. Poza
sekwencja nukleotydéw, o aktywnosci uktadéw biologicznych, decydujaca role
moze odgrywaé , kod” wyzszego rzedu — struktura przestrzenna. Rozpoznanie
takich struktur w koronawirusach moze doprowadzi¢ do nowych rozwiazan
diagnostycznych i terapeutycznych. Oczywiscie chcieliby$my wiedzie¢ juz teraz,
co wlasciwie dzieje sie¢ w zakazonej komérce, co robia te strukturalne ,haczyki” —
poszukiwania trwaja i w Polsce, i w Hiszpanii.

Magdalena FIKUS (magda.fikus@gmail.com)
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Topologiczne przejsScia fazowe
Aleksandra NAPIERALA-BATYGOLSKA*, Piotr TOMCZAK*

* Wydzial Fizyki, Uniwersytet
im. Adama Mickiewicza w Poznaniu

namagnesowanie

0 1 2 3
temperatura [J/kg]

Rys. 1. Zalezno$¢ namagnesowania,

liczonego na jeden wezetl sieci, od

temperatury dla dwuwymiarowego

modelu Isinga [2]:

1
m(T) = (1 — sinh™* (;)) :

[

0,5

funkcja korelacji I'(r)

Rys. 2. Funkcja korelacji I'(r)
w zalezno$ci od odlegtosci r. Powyzej Tc

(kolor niebieski) I'(r) zanika wykladniczo,

ponizej To (kolor zielony) I'(r) — m?2,
a w T (kolor czerwony) I'(r) zanika
w sposéb potegowy

Ciagle przejscia fazowe

Jedli zelazny magnes podgrzejemy do temperatury powyzej 1043 K (770°C),
znanej jako temperatura Curie dla zelaza, to straci on swoje wlasnosci
magnetyczne (namagnesowanie rozumiane jako suma wektorowa momentéw
magnetycznych pochodzacych od wszystkich atoméw zelaza). Mozna
zaobserwowac, ze ta utrata namagnesowania nastepuje w ciagly sposéb, w miare
jak temperatura zelaza zbliza sie do temperatury Curie (T¢), nazywanej takze
temperatura krytyczna. To zjawisko jest przyktadem cigglego przejscia fazowego.
Takie przejscia fazowe zostaly w bardzo przejrzysty sposob przedstawione

w artykule Jacka Migkisza O spinach i genach A3s; — przed dalsza lektura warto
zapoznadl sie z czescia tego artykutu dotyczaca ,,spinéw”.

Aby zrozumieé zjawisko utraty namagnesowania w temperaturze T,
wprowadzono liczne modele magnetykéw majace dwa istotne skladniki: sie¢ (dla
ustalenia uwagi przyjmijmy, ze bedzie to dwuwymiarowa sie¢ kwadratowa) oraz
znajdujace sie w jej weztach momenty magnetyczne nazywane takze spinami,

z reguly oddziatujace tylko z momentami magnetycznymi z najblizszych weztow.
Najprostszy z nich to model Isinga: zaktadamy, ze momenty magnetyczne

moga by¢ skierowane wylacznie ,w gére” albo ,w dél” wzgledem wybranego
kierunku, a energia pary oddziatujacych spinéw skierowanych w jednym
kierunku jest nizsza od energii pary oddzialujacych spinéw skierowanych

w réznych kierunkach. Stanem podstawowym (to jest stanem o najnizszej
mozliwej energii, w temperaturze 0 K) takiego modelu jest wiec stan, w ktérym
wszystkie momenty magnetyczne zwrécone sa w tym samym kierunku, a uklad
jako calo$¢ wykazuje maksymalne namagnesowanie.

Jesli taki uklad spinéw bedzie pobieral ciepto od otoczenia, to przypadkowe
spiny beda zmienialy kierunek, energia bedzie rosta, a namagnesowanie

bedzie spadalo. Jednakze catkowicie zaskakujacym faktem jest to, ze

w temperaturze krytycznej, To = 2,2692 (liczonej w jednostkach [é], J — dzul,
kg ~ 1,38 10723 J/K - stala Boltzmanna), namagnesowanie staje si¢ réowne 0.
Pokazano to na rysunku 1.

Mowimy takze, ze w temperaturze krytycznej T nastepuje spontaniczne
zlamanie symetrii: uklad, aby ,si¢ uporzadkowacé” ponizej T, lamie symetrie
i sposréd dwéch standéw o réwnej energii, lecz przeciwnym namagnesowaniu
(,goéra” — ,d61”) ,wybiera” jeden.

Chcac opisaé ilosciowo to zjawisko, definiuje sie dwa parametry:
namagnesowanie (zobacz artykul O spinach i genach) oraz funkcje korelacji
spin-spin:

> a(0)a(r) exp (— zoh)

>exp (- k? )
I'(r) to funkcja korelacji miedzy spinami odlegtymi o r, sumowanie przebiega po
wszystkich mozliwych konfiguracjach (rozkladach) zmiennych spinowych o, a E;
oznacza energie konkretnego rozkladu zmiennych spinowych.

(1) I(r) =

Charakter zanikania funkcji korelacji z odlegtoscia miedzy spinami jest rézny

w zaleznosSci od temperatury. I tak ponizej T funkcja korelacji maleje wolno

z odlegloscia r, zbiegajac do m? (kwadrat namagnesowania) dla r — oo.
Konsekwencja takiego malenia funkcji korelacji ponizej T¢ jest istnienie
niezerowego namagnesowania ponizej Tc. W temperaturze doktadnie rownej T
oraz powyzej Tc dla r — oo mamy zanik I'(r) — 0, ale charakter zanikania funkcji
korelacji w obu tych przypadkach jest rézny — potegowy w Te: T'(r) ~ ﬁ
(zanika bardzo wolno, n = i dla dwuwymiarowego modelu Isinga, d-wymiar),
natomiast wykladniczy powyzej Te: T'(r) ~ exp(—r/const), zobacz rysunek 2.
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Rys. 3. Do odwrécenia momentéw
magnetycznych oznaczonych kolorem
czerwonym i ograniczonych wielokatem
o dlugosci L = 20 potrzebna jest
energia 40.J

Mozna zauwazyc¢, ze w wystarczajaco wysokiej temperaturze,

Istnienie niezerowej T wynika takze w sposob niezbity z eleganckiego
argumentu Peierlsa. Dla dwuwymiarowego modelu Isinga na sieci kwadratowej
wyglada on nastepujaco. Wyobrazmy sobie, ze chcieliby$my odwrécié wszystkie
spiny z obszaru ograniczonego duzym wielokatem o obwodzie L (zobacz rys. 3).
Zwiazana z tym zmiana energii wewnetrznej U wynosi 2LJ. Takie odwrécenie
obszaru spinéw ograniczonego wielokatem powoduje takze zmiane entropii S
uktadu, bo istnieje wiele mozliwosci wybrania zamknietego wielokata

o dhugoéci L. Liczba tych mozliwosci jest réwna w przyblizeniu 3%, dlatego

ze okrazajac obszar ograniczony wielokatem, mamy do wyboru 3 niezalezne
kierunki w kazdym wezle. W rzeczywistosci, aby wielokat zamknal sie, ta
liczba powinna by¢ nieco mniejsza. Zmiana energii swobodnej AF potrzebna
do odwrdcenia obszaru spindéw wynosi wiec

AF = AU — TAS = 2LJ — kgT'ln 3" = L (2J — kgT'n 3).

kT _ 2
J 7 In3

~ 1,8205,

odwrdécenie obszaru spinéw nie prowadzi do zmiany energii swobodnej, a wiec
moze nastapi¢ samorzutnie. Takie samorzutne odwrdcenie obszaru spinéw to
fluktuacja; fluktuacje w T powstaja we wszystkich skalach dlugoéci (dla takiej
temperatury zachodzi AF = 0 niezaleznie od L), to wlasnie prowadzi do zerowego

parametru porzadku.

Prébe zrozumienia przejscia fazowego w zelazie po raz
pierwszy podjal Piotr Curie. Te prébe okredlamy dzisiaj
jako teorie pola $redniego. Jej sformutowanie (1937)

w postaci obecnie uzywanej pochodzi od Lwa Landaua.
Postuluje ona istnienie parametru porzadku, ktéry ma
niezerows wartos¢ w fazie uporzadkowanej i zerowsg,

w nieuporzadkowanej. Ten sposéb podejécia do opisu
przejs¢ fazowych jest podstawsg ich zrozumienia

od ponad 50 lat. Jednak, jak zaznaczono powyzej,
bezposrednim powodem istnienia niezerowego
parametru porzadku, co postulowal Landau, byl sposéb
zanikania funkcji korelacji ponizej T¢.

Ciaggtle topologiczne przejscia fazowe

W polowie lat siedemdziesiatych ubieglego wieku
John M. Kosterlitz i David Thouless stwierdzili [3, [4],
ze dla pewnego bardziej zaawansowanego modelu
namagnesowania, zwanego modelem XY, funkcja
korelacji w calym zakresie temperatur zanika

T
w sposob potegowy: I'(r) ~ (£)27, T liczona jest

w jednostkach [é] Taka zalezno$é oznacza brak
porzadku dalekozasiegowego. Zauwazmy, ze wyktadnik
okreslajacy malenie funkcji korelacji zalezy od
temperatury T

Zasadnicza réznica miedzy oméwionym wcezedniej
modelem Isinga a modelem XY polega na tym, ze
kierunek momentu magnetycznego w kazdym wezle
sieci modelu XY moze by¢ scharakteryzowany przez
kat 6; z wybranym kierunkiem, zmieniajacy si¢

w sposéb ciaglty od 0 do 27. Energia calego uktadu

oddzialujacych momentéw magnetycznych wyniesie
wiec

E = —JZ cos(0; — 6;).
(4,9

Sumowanie w powyzszym wzorze przebiega po
wszystkich N parach (i, j) bedacych najblizszymi
sasiadami. Jesli zalozymy, ze kierunek momentu
magnetycznego zmienia si¢ nieznacznie od wezta do
wezla, to mozemy rozwina¢ funkcje cosinus w szereg
i pomina¢ wszystkie wyrazy tego rozwiniecia poza
pierwszymi dwoma: cos(0; — 6;) ~ 1 — (6, — 0;)2.

W dalszym ciagu zaklada sig, ze rozklad momentéw
magnetycznych na sieci mozna przyblizy¢ przez
ciagle skalarne pole 6(z,y), ktére zawiera informacje,
jak zmienia si¢ kierunek momentu magnetycznego

w zaleznosci od wspélrzednych. Wyrazy (6; — ;)2

z rozwiniecia cosinusa w granicy ciaglego pola 0(z, y)
przybliza sie kwadratem dtugoéci gradientu |V6|?.
Energia pola 6(z,y) dana jest wzorem:

(2) E= %/|V0|2 dz dy,

catkowanie odpowiada sumowaniu po najblizszych
sasiadach, a wyraz —NJ zostal pominiety. Wzor
moze by¢ takze zrozumiany w taki sposéb: w przypadku
,wolnej” zmiany pola 6(z,y) z odlegloscia, zmiana jego
energii powinna by¢ skalarna funkcja jego gradientu V6.
Odpowiednim niezmiennikiem, ktory nie zalezy od
wyboru uktadu wspélrzednych, zawierajacym V6 dla
skalarnego pola 6 okazuje si¢ wlasnie |V6|%.

Pole 6(x,y) jest w stanie podstawowym (o najnizszej energii), kiedy kierunek
momentu magnetycznego nie zalezy od wspotrzednych. Wtedy gradient V6

pod calka réwny jest 0. Trzy przyklady takich pél pokazano na rysunku 4.
Zauwazmy, ze mozna narysowacé nieskonczenie wiele takich przyktadow, bo obrot
wszystkich strzalek reprezentujacych pole 6(z,y) o ten sam kat nie prowadzi do
zmiany energii ukltadu. W takiej sytuacji méwimy, ze stan podstawowy takiego
modelu ma nieskoniczong degeneracje.
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Rys. 4. Trzy przyktady stanéw
podstawowych (o jednakowej energii —
zdegenerowanych ze wzgledu na energie)
modelu XY dla stalych kqtow 0 z prosta
pozioma: od géry 0 = &, T, &
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Rys. 5. Wysokotemperaturowe
wzbudzenia topologiczne w modelu XY:
wir (z lewej), antywir (z prawej).
Pogladowa interpretacja wzoru jest
nastepujaca: przechodzac wzdluz brzegu
wiru w kierunku przeciwnym do ruchu
wskazéwek zegara, stwierdzamy, ze
czerwona strzaltka obraca si¢ o 27 po
pelnym okrazeniu wiru. W przypadku
antywiru (po prawej) niebieska strzatka
obraca si¢ 0 —27 po jego pelnym
okrazeniu przeciwnie do ruchu wskazdwek
zegara
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Rys. 6. Niskotemperaturowe wzbudzenie
topologiczne w modelu XY: para
wir-antywir. Przechodzac wzdluz brzegu
w kierunku przeciwnym do ruchu
wskazéwek zegara, stwierdzamy, ze
niebieska strzaltka obraca si¢ po pelnym
okrazeniu pary wir-antywir o kat réwny 0
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[6

Zgodnie z twierdzeniem Mermina—Wagnera taki uktad nie wykazuje
uporzadkowania dalekozasiegowego w temperaturach poza bezwzglednym zerem.
Jesli bedzie on pobierat cieplo od otoczenia, to jego temperatura bedzie rosta,

a dalekozasiegowy porzadek obecny w stanie podstawowym zostanie zniszczony
przez niezwykle wzbudzenia. Maja one postaé¢ wiréw albo antywiréw (rys. 5),
par wir-antywir (rys. 6).

Pary wir-antywir moga wystapi¢ ponizej pewnej temperatury Txr, wiry

i antywiry — powyzej tej temperatury. Miedzy tymi typami wzbudzen istnieje
gleboka réznica natury topologicznej. Mozna ja scharakteryzowaé w nastepujacy
sposob. Jesli wzbudzenie typu wir (albo antywir) otoczymy krzywa zamknigta,
ktéra obiegamy w kierunku przeciwnym do ruchu wskazdéwek zegara, i obliczymy
po niej catke krzywoliniowa [5]:

(3) W = j{VQ(x,y) -dl,

to wartos¢ tej calki bedzie zawsze r6zna od 0 — okreslony zostal w ten sposéb
winding number, ktéry jest charakterystyka topologiczna dla wzbudzen typu
wir (lub antywir). Jesli te samg operacje wykonamy dla par wir-antywir, to
wynik calkowania bedzie zawsze réwny 0. Wzbudzenia typu wir (antywir)
réznia sie wiec topologicznie od wzbudzen typu wir-antywir: jedne nie moga
by¢ przeksztalcone w sposéb ciggly w drugie. Z tego powodu omawiane przejscie
nazywane jest topologicznym przejéciem fazowym, a temperature Tk, w ktérej
niszczone sa pary wir-antywir i wzbudzenia przyjmuja wyltacznie posta¢ wirdw
(albo antywiréw), nazywamy temperatura krytyczna (Kosterlitza—Thoulessa).
Tk rozdziela wiec dwie fazy: niskotemperaturowa, w ktérej wzbudzenie ma
postaé par wir-antywir (zobacz rys. 6), oraz wysokotemperaturowa, w ktérej
wzbudzenia maja postaé¢ swobodnych wiréw lub antywiréw (zobacz rys. 5).

Istnienie tego przejscia mozna takze uzasadnié¢, odwolujac sie do argumentu
Peierlsa. Nalezy wiec, tak jak w przypadku modelu Isinga, oszacowaé¢ warto$é
energii wzbudzenia (wiru) oraz zmiane entropii ukladu, ktéra jest zwiazana
z jego powstaniem. Aby, stosujac réwnanie , oszacowad energie potrzebna do
powstania jednego wiru na sieci o dlugoéci L i stalej sieciowej a, nalezy znaé¢ V§.
Z rysunku 5 mozna odczytaé, ze |VO| ~ % Oznacza to, ze energia potrzebna
do wykreowania jednego wiru wynosi (catka liczona jest we wspdlrzednych
biegunowych):

J

L 1 27 L
(4) EwiT:EL r—zrdr ; d(ﬁzﬂJlng.

Taki wir, jak wida¢ na rysunku 5, mozna utworzy¢ w przyblizeniu

na (%) sposobow. Zwiazana z tym zmiana energii swobodnej wyniesie

L L\’
(5) AF = Jlog —- kBTlog(<a) )

Stad wynika, ze dla kBT < 5 mamy AF > 0, i powstawanie wiréw jest

niekorzystne energetycznle. W tych temperaturach wzbudzenia beda mialy

postaé par wir-antywir, ktére mozna w ciagly sposéb przeksztalci¢ do stalego
pola 8(z,y), bo ich winding number réwny jest 0. Jedli natomiast kBT > 37,
to AF < 0, wowczas powstawanie wiréw jest korzystne energetyczme, a wiec
pary wir-antywir wystepujace w nizszych temperaturach ulegaja rozerwaniu

i wiry oraz antywiry moga istnie¢ samodzielnie.

Podsumowujac, w modelu XY mamy brak uporzadkowania magnetycznego
dalekiego zasiegu w calym zakresie temperatur, ale w skonczonej temperaturze
Trr wystepuje niezwykle przejécie fazowe. Polega ono na roztaczaniu par
wir-antywir i powstawaniu nieréwnowaznych im topologicznie pojedynczych
wirdow i antywirdw. Istota tego przejscia jest zmiana topologii obiektow bedacych
wzbudzeniami ukladu spinowego. Pieé¢dziesiat lat po odkryciu topologicznych
przejé¢ fazowych, co zostato uhonorowane Nagroda Nobla w 2016 roku, ten
obszar jest wciaz przedmiotem intensywnych badan naukowych, nie tylko

w kontekscie prac eksperymentalnych, ale takze zastosowania metod sztucznej
inteligencji do rozpoznawania i klasyfikowania topologicznych faz materii [6].
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Ciag dalszy nastepuje

Filip GRALINSKI*

Temat duzych modeli jezyka (Large Language
Models, LLMs), w szczegdlnosci najstynniejszego ich
przedstawiciela, czyli ChataGPT, jest ostatnio bardzo
modny. Styszymy o ich niezwyktych mozliwosciach,
niektérych niepokoja pewne potencjalne zagrozenia

z nimi zwigzane.

Ciekawe, ze modele jezyka opierajg sie na bardzo
prostej zasadzie. W gruncie rzeczy sa to po prostu
uniwersalne ,autouzupelniacze”, ktore sa w stanie
dokonczyé dowolny tekst, czasami z lepszym, czasami

z gorszym skutkiem. W kazdym razie maja ,nawijke”,
z ktéra zaden czlowiek nie moze sie réwnaé. Co wiecej,
zwykle nie planuja one wiele krokéw w przdd, a jedynie
przewiduja nastepne stowo.

PrzesledZzmy dziatanie modelu jezyka na prostym
przyktadzie. Uzyjemy otwartozrodtowego modelu Polish
GPT-2. Jest to wprawdzie model gorszy niz komercyjny
ChatGPT, ale mozemy go tatwo uruchomi¢ na swoim

komputerze bez placenia i pytania kogokolwiek o zgode.

Mamy tez nad nim pelng kontrole i mozemy zajrzeé
do jego ,wnetrznosci”, co jest przydatne w poznawaniu
zasady jego dzialania.

Powiedzmy, ze chcieliby$Smy poprosi¢ model jezyka
o dokonczenie takiego prostego zdania:

Dzisiaj rano posztem do piekarni i. . .

Czy wlasnie napisatem poszlem?! Prawidlowa
polszczyzna wymaga tutaj oczywiscie formy poszedlem,
ale krétsza forma jest, w gruncie rzeczy, czescia
systemu (niestarannej) polszczyzny; dobry model jezyka
powinien sobie radzi¢ nie tylko z jezykiem piecknym

i formalnym, lecz takze z potocznym czy niechlujnym.

Zastanéw sie Czytelniku, jakie stowa moga wystapi¢
dalej. Skonfrontujemy to pézniej z przewidywaniami
modelu.

Jak juz wspomniatem, model w kazdym kroku skupia
sie po prostu na przewidywaniu nastepnego wyrazu,
a méwiac Scislej, nastepnego tokenu. Token to taki

Karta graficzna to zasadniczo urzadzenie
stuzace — jak sama nazwa wskazuje — do
rysowania dwu- i tréjwymiarowych
obrazéw. Zeby narysowaé kosmite,

z ktérym walczymy w strzelance 3D,
trzeba jednak wykonaé¢ mnéstwo
przemnozen wektoréw i macierzy.
Kilkanaécie lat temu kto$ wpadt na
pomystl, ze kart graficznych mozna uzyé
wladnie w sztucznej inteligencji!

*Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu

wyréb wyrazopodobny, czeste i krotkie wyrazy sa
zazwyczaj jednym tokenem, ale dluzsze i rzadsze moga
rozpas¢ sie na dwa lub wigksza ich liczbe. Podzial na
tokeny, czyli tokenizacja, jest doS¢ prosta mechaniczna
procedura. Na przyklad poczatek naszego zdania po
tokenizacji za pomoca modelu Polish GPT-2 bedzie
wygladal tak:

‘Dzisiaj H ranoH poszHlemH doH piekar‘

Jak widaé, nasze nieszczesne posziem rozpadlo sie na
dwa tokeny, podobnie stowo piekarni. Zwroémy jeszcze
uwage na to, ze spacje doklejaja sie do nastepujacych
po nich wyrazach.

Co sie dzieje dalej? Duze modele jezyka sa przyktadem
szerszej klasy algorytméw nazywanych sieciami
neuronowymi. Chwileczke, czy jesli mowa o neuronach,
to ten artykul nie powinien pojawié¢ sie w dziale
biologicznym? Nie, nie, choé¢ sieci neuronowe

sg luzno inspirowane tym, co wiemy o uktadzie
nerwowym czlowieka i innych organizméw, to nie sa
to zadne moézgi w stoikach. Sieci neuronowe sa czysto
matematycznym ,ustrojstwem” — wlasciwie nie robia
nic innego, tylko przemnazaja i dodaja duzo liczb.

No wlasnie, skoro modele jezyka, bedac sieciami
neuronowymi, moga operowaé tylko na liczbach,
oznacza to, ze musimy w jaki$ sposéb przerzucié¢
most miedzy Swiatem sléw a Swiatem liczb. Robimy
to, zanurzajac stowa (czy wlasciwie tokeny)

w wielowymiarowej przestrzeni, a wiec przypisujac
tokenom wektory, czyli ciagi liczb.

Co sie dzieje dalej? Sie¢ neuronowa przyklada. ..
katomierz i mierzy katy miedzy tymi wektorami. Z tym
katomierzem to nawet nie jest bardzo duze uproszczenie
i ubarwienie naszej opowieéci — rzeczywidcie mierzymy
katy miedzy wektorami reprezentujacymi stowa,

w ten sposéb sprawdzajac, jak bardzo jedno stowo

jest podobne do drugiego. Mierzenie kata w zasadzie
sprowadza sie do liczenia iloczynu skalarnego miedzy
wektorami.

Tak wiec do sieci neuronowej trafiaja wektory reprezentujace kolejne tokeny,
te wektory sa przemnazane w kolejnych warstwach, réwniez przez macierze,
czyli ,tabelki” liczb. Nie wchodzac w szczegdly, karta graficzna musi dokonaé
miliardéw przemnozen i dodawan.

No dobrze, zobaczmy w koncu, co model jezyka zrobi z naszym zdaniem. Skrypt
w jezyku programowania Python, ktory uruchomi nasz model, jest tak krétki, ze
mozemy go tutaj przytoczyé¢ w calosci.

Najpierw musimy zatadowaé potrzebne
biblioteki, tokenizator i wladciwy model
(linie 1-6). Jedli nie mamy karty
graficznej, model uruchomi si¢ na
zwyklym procesorze (,,cpu”), bedzie
trwalto to wolniej, ale tez zadziala.

2 import torch

1 from transformers import AutoTokenizer, AutoModelForCausallM

3 model_name = ’sdadas/polish-gpt2-x1’
4 tokenizer = AutoTokenizer.from_pretrained(model_name)

s device = ’cuda’ if torch.cuda.is_available() else ’cpu’
6 model = AutoModelForCausallM.from_pretrained(model_name) .half () .to(device)
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Nastepnie tokenizujemy tekst, efekt
widzieliSmy juz wyzej (linie 7-8).

W koncu uruchamiamy nasz model

(linie 9-10). ..

...1 wysSwietlamy 10 najbardziej
prawdopodobnych kontynuacji naszego
tekstu (linie 11-14).

@

Rozwigzanie zadania M 1781.
Po podniesieniu do kwadratu obu stron

réwnosci Vz + /y = 2v/2 i wykorzystaniu

nieréwnosci x + vy > 2,/xy dostajemy
8 =a +y+2sqrt(zy) < 2(z +y),

skad x + y > 4. Ponadto z nieréwnosci

miedzy Srednig arytmetyczna

a kwadratowg mamy:

. 1 .
(%) 22 +y7 > —(z+7v)7,

S
2

wiec x° 4+ yz > 8. Ponownie korzystajac z
nieréwnoéci miedzy $rednig arytmetyczng

a geometryczng, mamy:

oz +y | gzty?
64 = % > \/21’2+y.21’+yz =

2
_ 2%(772+y+m+!/2) > 2%(4+8) — 96 —

Zatem x + y = 4 oraz 22 —+ y2 = 8.

Jednakze oznacza to, ze w nieréwnosci

mamy réwnosé, stad x =y = 2.

Zwréémy uwage — jakze rézne rodzaje
rozkladéw prawdopodobienstwa
otrzymujemy z modelu — czasami jest

wigksza liczba kandydatéw ze stosunkowo

duzymi prawdopodobieristwami,

a czasami mamy pewniaka, ktéry bierze
wigcej niz polowe masy
prawdopodobienstwa.

7t = ’Dzisiaj rano posziem do piekarni i’
s tokens = tokenizer.encode(t)

9 out = model(torch.tensor(tokens).to(device))
10 probs = torch.softmax(out[0] [-1], 0)

11k = 10

12 top_values, top_indices = torch.topk(probs, k)
13 for p, ix in zip(top_values, top_indices):

14 print (tokenizer.decode(ix), p.item())

Najciekawsze, ze model nie wskazuje po prostu kolejnego stowa, tylko rozktad
prawdopodobienstwa na wszystkich mozliwych tokenach-kontynuacjach. Oto
lista 10 wypisanych tokenéw wraz z prawdopodobienistwami:

kupitem 0.321533203125 nie 0.0157623291015625
zobaczylem 0.0263824462890625 poprositem  0.014801025390625
tam 0.02154541015625 w 0.011260986328125
chciatem 0.0174407958984375 widze 0.01025390625
wzigtem 0.017303466796875 po 0.0101776123046875

Model zachowat sie catkiem rozsadnie, chyba Ty tez, Czytelniku, przewidziates
kupilem jako najbardziej prawdopodobna kontynuacje? Ale kolejne propozycje
tez sa zupelnie sensowne.

Zwréémy uwage, ze model musi mieé ,zaszyta” gdzies w sobie, w swoich
wektorach i macierzach, calkiem spora wiedze, zaréwno o jezyku (na przyklad
zeby nie zmienil w polowie zdania formy meskiej na zenska albo pojedynczej na
mnoga), jak i o $wiecie (co sie robi w piekarni?).

Od modelu jezyka oczekujemy jednak, ze wygeneruje nam dtuzszy tekst, a nie
tylko rozktad prawdopodobienistwa. .. Rozwiazanie jest proste: doklejamy
token z najwyzszym prawdopodobienistwem (kupilem) do poczatkowego wejscia
i po prostu uruchamiamy model jeszcze raz. Otrzymamy teraz taki rozklad:

sobie  0.19384765625 dwa 0.01904296875
chleb 0.08404541015625 gwieze 0.0187530517578125
bu 0.031890869140625 3 0.0170745849609375
butki  0.031402587890625 2 0.0161590576171875
dwie 0.020751953125 kilka 0.01425933837890625
... wiec doklejamy sobie i jeszcze raz:

bu 0.1282958984375 dwie  0.018768310546875
chleb  0.0789794921875 kilka 0.01861572265625
butki  0.06201171875 dro 0.0183258056640625
pa 0.033447265625 dwa 0.0176239013671875
swieze  0.0189208984375 bagie 0.016815185546875

Dlaczego bu?! A, zapewne to stowo bulke ucigte w srodku. Uruchommy model
kolejny raz i sprawdzmy:

tke 0.6474609375 tek 0.00867462158203125
Yeczki  0.2005615234375 1 0.004360198974609375
te 0.10736083984375 1y 0.0034503936767578125
tka 0.011138916015625 Tki  0.0014162063598632812
te 0.00937652587890625 lki  0.0012111663818359375

Mielismy wiec racje. A jak wyglada caly tekst dogenerowany przez model Polish
GPT-27 Jesdli wykonamy 20 iteracji, to otrzymamy:

‘Dzisiaj H ranoH poszHlemH doH piekar‘ ‘ kupilemH sobieH bquk(—;‘

’ szyan@‘ serem‘B’ WHrécilem H doH domu“ zjadHlem‘B

—

Taki malo ekscytujacy tekst. Zeby jednak wiedzieé, jak go wygenerowaé,
korzystajac z modelu, potrzeba catkiem sporo matematyki: algebry liniowej,
geometrii, teorii prawdopodobienstwa. Nie wspominajac o uczeniu modelu, co
wymaga ,wciggniecia” kolejnych dzialéw matematyki i informatyki.
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95% ludzi tego nie rozwiaze!
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RO P PR

Czy znajdziesz calkowite dodatnie

wartosci dla .S& oraz ?

-]

Rozwigzanie zadania F 1096.
Polozenie réownowagi odpowiada
minimum potencjatu. Obliczmy pochodna
U(x) wzgledem z i przyréwnajmy ja do
zera, aby znalezé wspélrzedna
zo minimum. Mamy:

2a b 2a

/ —_ —_— R o —
U'(x) = 3 + o — 20 =

o
Site F'(z) dzialajaca w punkcie z
otrzymamy jako F(z) = —U’(z). Obliczmy
jej wartos¢ w punkcie bliskim minimum:
x = x9 + 2:
2a b
— ~
(zo + 2)3 (zo + 2)2
’ "
~ U (xg) — U (x0)=.
Poniewaz interesuja nas mate drgania,
wigc dokonaliSmy rozwiniecia sily do
wyrazéw liniowych w z. Mamy U’ (zg) =
a zatem otrzymujemy przyblizone
réwnanie ruchu w poblizu punktu
réwnowagi (z¢):
d?z bt
m— = ——-2z.
dt? 8a’
Jest to réwnanie oscylatora
harmonicznego o okresie:

V2am.

F(xo+ 2z) =

4ma

T =
b2

Jak usprawnié poszukiwanie rozwigzan?
Warto skorzystaé z obserwacji, ze dla
ustalonych z i y mozna szybko znalezé
przyblizone rozwiazanie ze wzgledu
na z procedurami numerycznymi (lub
korzystajac ze wzoru na rozwigzania
réwnan stopnia 3).

|
L

Jej wysokosé krzywa eliptyczna
Bartosz NASKRECKI*

Internet jest peten krzykliwych hasel majacych przyciggnaé¢ uwage uzytkownika.
Lekarze nie cheg, bys poznal cudowne wlasnosci tego wodorostu!, Ta prosta
sztuczka pozwoli ci zarabiac miliony bez wychodzenia z lazienki!, Mezczyzna
probowal podzieli¢ przez zero, zobaczcie, co sie stafo dalej! — to tylko wymyslone
na poczekaniu przyklady, wcale nieodlegle od pierwowzoréw. Wsrod tych fraz
szczegblne miejsce zajmuja te rachunkowo-logiczne, rozpoczynajace sie od

K % ludzi tego nie rozwigze!, gdzie K € [90,100). Przyjrzyjmy sie jednemu

z takich clickbaitéw, przedstawionemu na marginesie — sprawdzmy, czy jako
osoby o Scistych inklinacjach znajdujemy sie w chlubnych (100 — K)% populacji.

Dla Czytelnikéw Delty nie ma niestety zadnych jablek, bananéw i ananaséw — sa
za to calkowite dodatnie liczby x, v, z, ktére maja spelnia¢ rownanie
(1) - Y SR,

Y+ z Z+x Tty
Czy takie istnieja? Szukajac jakichkolwiek rozwiazan, mozemy zastanowic¢ sie
najpierw, czy nie istnieja takie, ktore spelniaja pewne upraszczajace zalozenia.
Gdy = = y = z, nasze rOwnanie sprowadza sie do postaci % = 4, zatem wtedy
rozwiazan nie ma. Z kolei gdy przyjmiemy tylko x = y, to sprowadza sie do
rownania kwadratowego ze wzgledu na z, ktérego rozwiazanie to z = %(7 +/65)x.
Oznacza to, ze wtedy réwniez brak rozwiazan catkowitych (liczby z i z nie
moga by¢ jednoczesnie catkowite). A czy ktéras z tych liczb moze byé réwna
0?7 Niestety nie — gdyby na przyklad zachodzita réwnosé = = 0, to ponownie
statoby sie réwnaniem kwadratowym z rozwigzaniem z = (£2 + v/3)y, co réwniez
jest niemozliwe dla liczb caltkowitych y, z. Podstawowe préby uproszczenia
rownania dodatkowymi zalozeniami spelzty zatem na niczym.

Bywa, ze umystowa ekwilibrystyka musi ustapi¢ brutalnej sile. Nietrudno
napiszemy prosty skrypt, ktéry przejrzy wszystkie trojki liczb catkowitych
dodatnich od 1 do, powiedzmy, 100 i sprawdzi, czy spelniaja one rownosé .
Okazuje sie, ze taki program nie znajdzie zadnego rozwigzania w tym zakresie.
Jesli z ciekawosci pozwolimy mu przegladaé liczby ujemne (o module nie
wigkszym niz 100), to z doktadnoscia do kolejnosci oraz skalowania dostaniemy
dwa rozwiazania: (—1,4,11), (—5,9,11). Wspomniane skalowanie wiaze si¢

z obserwacja, ze jesli (z,y, z) jest rozwiazaniem (), to jest nim réwniez
(ax,ay,az) dla a # 0 — w naszych poszukiwaniach mozemy zatem ograniczy¢
sie do trojek, ktorych najwiekszy wspélny dzielnik jest réwny 1.

Problem z naszym podej$ciem polega na tym, ze ztozonos$é takiego
prymitywnego programu (tzn. liczba tréjek liczb do sprawdzenia) zwicksza sie
szeSciennie wraz z wielkoscia zakresu. Przy odrobinie cierpliwosci mogliby$my
zatem w ten sposéb poszukaé rozwiazan w przedziale od 1 do 1000, ale juz
przedzial [1,10%] pozostaje raczej poza mozliwosciami zwyktego laptopa. Przy
odrobinie pomystowosci mozemy jednak uzyskaé z grubsza kwadratowy koszt
przeszukiwan i w ten sposéb przekonaé sie, ze nie istnieja rozwiazania w tym
przedziale. Céz, jesli tak proste réwnanie jak nie ma rozwiazan catkowitych
w tak szerokim zakresie, to na pewno nie ma ich w ogble — a cala zagadka jest
pomytka albo zlosliwym zartem.

Okazuje sig, ze owszem mamy do czynienia ze zlo$liwym zartem, ale bardziej
przewrotnym nizby moglo si¢ nam wydawaé — otéz wyjsciowe réwnanie istotnie
ma rozwigzania w liczbach caltkowitych dodatnich, przy czym najmniejsze z nich
jest postaci:

X 4373612677928697257861252602371390152816537558161613618621437993378423467772036,

Y
Z = 36875131794129999827197811565225474825492979968971970996283137471637224634055579,

154476802108746166441951315019919837485664325669565431700026634898253202035277999,

gdzie x ma az 79 cyfr! Jak mozna odnalezé tak ogromne rozwiazania i skad
wiadomo, ze nie ma mniejszych? Temu zagadnieniu po$wiecona bedzie dalsza
czes$¢ artykulu.
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Rys. 1. Krzywa C okre$lona

réwnaniem , wraz z zaznaczonymi
punktami P = (—9/5, —11/5)
i@Q=(—1/4,11/4). Ma ona trzy spéjne
sktadowe. Kolorem oznaczono zbiér
punktéw krzywej o obu wspéirzednych
dodatnich

Rozwigzanie zadania M 1782.

Jesli ab = 0 lub a + b = 0, teza zadania
jest jasna. Zalézmy wiec, ze ab # 0
ia+b#0.7Z tozsamosci

(@® =b°)% = (a”" = b")(a® = b®) =
— ®b3 (a2 — )2
wynika, ze a®b® € Q. Z kolei z réwnosci
(@ =) — (@™ — b')(a® — %) =
=a®b*(a® — b*)%(a® + b%)?
wnioskujemy, ze
(a% = b%)% + 4a2b? = (a® + %) € Q,

3,3
skad a’b? € Q. Zatem ab = % € Q.

aZb
Poniewaz

(a® =) (" —b") — (' —b'%) (a® —b%) =
— @ (a? — b%)2(a? + b?) (0 + 1),
wiec
(a® — b%)2 4+ 2a%b% + a%b2(a® + b%) =
= (a® + b)) (a* +0*) € Q,
wiec a® +b% e Q. Finalnie

1 ad—p3 " a?—b?

a—b= ———— oraz a+b=
a?+ab+b? a—b

sa wymierne, skad a i b tez sa wymierne.

Uwaga: Mozna pokazac, ze a i b sa
catkowite — pozostawiamy to jako
¢wiczenie dla Czytelnika Wnikliwego.

Tréjki réznych od zera liczb catkowitych (z,y, ), ktérych najwigkszy wspdlny
dzielnik jest réwny 1, mozna jednoznacznie zakodowaé jako pary (u,v), gdzie
u=u1x/z1iv=y/z. Po takim zabiegu réwnanie staje sie réwnaniem dwdch
zmiennych nastepujacej postaci:
(2) (u+v)* — 6uv(u+v) — 3(u+v)* = 3(u+v) +uv+1=0.
Jest to réwnanie pewnej krzywej C stopnia 3, przedstawionej na rysunku 1.
Zaznaczono na niej punkty P = (—9/5,—11/5) i Q = (—1/4,11/4) odpowiadajace
rozwiazaniom (—9,—11,5) i (—1,11,4) réwnania . Kolorem oznaczono
te fragmenty krzywej C, ktére leza w I ¢wiartce. Jesli znajdziemy na tym
kolorowym fragmencie punkt o wspolrzednych wymiernych — odtad punkty
takie bedziemy nazywa¢ wymiernymi — bedzie on odpowiadal dodatniemu
rozwigzaniu . Tylko jak takich punktow szukaé¢? Z pomoca przyjdzie nam. . .
geometria! Okazuje si¢ bowiem, ze

jesli prosta o nachyleniu réznym od —1 przecina krzywa C' w dwoch
(V) réznych punktach wymiernych P i @, to przecina ja jeszcze

w dokladnie jednym punkcie wymiernym R.

Dowdd tego faktu wynika z zastosowania wzoréw Vieta po wstawieniu do
liniowej zaleznosci v = au + . Szczegdly uzasadnienia zamieszczone sg na koncu
artykulu — jest tam réwniez przedstawiony jawny wzor pozwalajacy wyznaczy¢
wspoélrzedne punktu R w zaleznosci od wspdlrzednych P i Q.

Dla przyktadu, jesli na rysunku 1 poprowadzimy prosta przez punkty P i Q,
to przetnie ona krzywa C' w jeszcze jednym punkcie R o wspolrzednych
(—9071/9841,5951/9841). Daje nam to kolejne calkowite rozwiazanie (1))

(x = —=9071, y = 5951 i z = 9841), ktére jednak wciaz nie jest dodatnie.

Na pierwszy rzut oka na tym koriczy sie nasza przygoda z generowaniem
nowych punktéow — kazda prosta ma co najwyzej trzy punkty przeciecia

z krzywa C'. Z pomoca przychodzi nam operacja wrecz trywialna — zamiana
wspdélrzednych miejscami! Jesli (u, v) spelnia réwnanie , to (v, u) réwniez

je spelnia. Jesli zatem punkt R lezy na C, to symetryczny do niego wzgledem
prostej u = v punkt R’ réwniez — i, rzecz jasna, on tez ma wspolrzedne wymierne
(rys. 2). Te dwie operacje: branie trzeciego punktu przeciecia z C' oraz zamiana
wspolrzednych miejscami, pozwalaja nam wygenerowaé¢ dowolnie wiele punktéw
wymiernych. Pozostaje nam mieé¢ nadzieje, ze w koncu trafimy w ten sposéb na
punkt o wspélczynnikach dodatnich.

PrzeprowadZzmy poszukiwania w sposob systematyczny. Dla utatwienia notacji
wyzej przedstawiong konstrukcje punktu R’ z punktéw P i Q oznaczmy jako
m(P, Q). Z powodéw, ktdre stana sie zrozumiale pdzniej, wprowadzmy lezacy
na krzywej C punkt T = (—1,1) i przyjmijmy oznaczenia P; = m(T, P) oraz
P,y1 = m(P,, P). Zgodnie z wezedniejszymi obserwacjami wszystkie punkty P,
leza na krzywej C. Mozemy kolejno obliczaé¢ ich wspoélrzedne (raczej przy
pomocy komputera), az w konicu. .. Udalo si¢! Punkt Py ma obie wspdlrzedne
dodatnie, a wiec wyznacza nam pewne dodatnie rozwiazanie naszego
oryginalnego problemu . Jest to doktadnie to gigantyczne rozwiazanie, ktére
przedstawiliémy wczesniej — jak widac, potrzeba sporo jablek. ..

Zaskakujace jest to, ze kazda z liczb z,y, z tego rozwigzania ma okoto 80 cyfr.
Z pewnoscia takiego rozwiazania nie znalezlibySmy recznie. Pozostaja wiec
pytania:

(A) Czy mozna znalez¢ mniejsze (w sensie maksimum) rozwigzanie?
(B) Czy wykorzystana operacja m(P, Q) ma jaki$ glebszy sens?
(C) Cazy i kiedy znajdziemy ,male” rozwiazanie poczatkowe w ogélnej sytuacji?

W dalszej czesci sprobujemy — na tyle, na ile jest to mozliwe — uzasadnié
negatywna odpowiedz na pytanie (A). Wykorzystamy do tego strukture

grupy zwiazana z odpowiedzia na pytanie (B) i zakoniczymy bardzo trudnymi
pytaniami matematycznymi, ktére wiaza sie z odpowiedzia (wciaz niepelna!l) na
pytanie (C).

Przyjrzyjmy sie uwazniej operacji m(P, Q). Wiemy juz, ze nie wyprowadza
ona poza zbiér punktéw C' o wymiernych wspotrzednych. Jest tez w oczywisty
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Niektorzy Czytelnicy zapewne sprébuja
udowodnié¢ te réwnosé za pomoca jawnych
rachunkéw algebraicznych. Powodzenial!

Rys. 3. Konstrukcja punktu m(P, P)

Krzywe eliptyczne w matematyce
pojawily si¢ juz w starozytnosci. Maja tez
zwigzek z obliczaniem pewnych calek, ale
to juz odrebna historia...

]

Rozwigzanie zadania F 1095.

Para wodna z dobrym przyblizeniem
spelnia réwnanie gazu doskonatego.
Czasteczke pary wodnej tworzg trzy
(niewspélliniowe) atomy, a wiec molowe
cieplo wlasciwe pary ogrzewanej w statej
objetosci ¢y = gR = 3R. Masa molowa
wody pw = 2pH + po = 18 g. Cieplo
potrzebne do ogrzania 54 g pary od

t1 = 100°C do to = 200°C wynosi wiec
Q = mecy (Tz — t1)/pw; liczbowo:

Q = 7,483 -10° J.

Rys. 4. Hlustracja réwnosci 67 = O

sposob symetryczna, tzn. m(P, Q) = m(Q, P). Okazuje sig, Ze ma jeszcze inng
przydatna, cho¢ nietatwa w uzasadnieniu wlasnoé¢: dla dowolnych punktéw
P,Q, R na C zachodzi:

m(m(P,Q), R) = m(P,m(Q, R)).

W fachowej terminologii oznacza to, ze jest to operacja {gczna, i dzieki
wczesniejszej symetrii mozemy o niej mysle¢ jak o zwyklym dzialaniu, takim
jak na przyklad dodawanie. Przeszkadzaé¢ moze odrobine, ze operacja m(P, Q)
zdefiniowana byla dla rdéznych punktéw P i @ (by mozna bylo poprowadzié¢
przez nie prosta). Cheac zdefiniowaé m(P, P), mozemy jednak pomysle¢ o granicy
m(P, Ry,), gdzie R,, jest ciagiem punktéw na C zbiegajacych do P. Wéwczas

w pierwszym kroku operacji m zamiast prostej przechodzacej przez dwa punkty
bierzemy styczna do C' w punkcie P (rys. 3). Inna trudnos$é pojawia sie, gdy
chcemy wykonaé operacje m(P, Q) na dwich punktach symetrycznych wzgledem
prostej y = . Z dowodu stwierdzenia (©), zamieszczonego na koricu artykutu,
wynika, Ze nie istnieje wtedy trzeci punkt przeciecia prostej PQ z krzywa C.
Jesli powiemy, ze wowczas wynikiem zawsze ma by¢ pewien abstrakcyjny

punkt O, o ktéry wzbogacamy krzywa C (mozna o nim mysleé jako o punkcie
definiujacym kierunek (—1,1)), to juz nic nie stoi na przeszkodzie, aby mysle¢
o m jako o porzadnym ,dodawaniu” punktéw na krzywej C' — od tej pory
przyjmujemy zatem oznaczenie P 4+ @ := m(P, Q). Pozwala nam to tez mnozy¢
punkty przez liczby catkowite: dla n € N punkt nP to efekt n-krotnego dodania
do siebie punktu P, zas —nP to odbicie symetryczne nP wzgledem prostej u = v.
Zdefiniowane w ten sposéb dzialanie dodawania punktéw krzywej trzeciego
stopnia daje w rezultacie strukture grupy nazywana krzywg eliptyczng.

WspominaliSmy juz, ze rozwiazania rownania mozna ograniczy¢ do tréjek
liczb (x,y, 2), ktérych najwigkszy wspdlny dzielnik jest réwny 1. Warto tu
zaznaczy¢, ze wowczas liczby x,y, z sa parami wzglednie pierwsze. Istotnie,
réwnanie (1) mozna sprowadzi¢ do postaci

23 4% + 2% — 32y — 3022 — 3wy® — 3wz — 3y?z — 3y2? — Sayz =0,
z ktorej wynika, ze kazdy wspdlny dzielnik pierwszy dowolnych dwéch
sposrod liczb x,y, z dzieli tez trzecia z tych liczb, wigc réwniez najwigkszy
wsp6lny dzielnik calej trojki — czyli 1. Ta obserwacja oznacza réowniez, ze jesli
wspdélrzedne dowolnego wymiernego punktu (u,v) krzywej C' przedstawimy
w postaci nieskracalnej, to bedzie to postaé¢ (z/z,y/z), thumaczaca sie
bezposrednio na rozwiazanie (x,y, z) réwnania .

Wprowadzimy teraz pewng ciekawa funkcje, nazywana wysokoscig. Dla
wymiernego punktu P = (u,v) definiujemy h(P) = log;o(max{|al, [b[}), gdzie ¢
jest nieskracalna postacia u + v. Na przyklad dla P = (—=9/5,—11/5) otrzymujemy
zatem h(P) =log,, 4. Zauwazmy, ze jesli P = (x/z,y/z) ma wspélrzedne
dodatnie, to h(P) < log;o(max{z + y, z}), zatem h(P) < log;o(2 max{z,y, z}).

Z doktadnoscia do log,(2) = 0,3 funkcja h ogranicza wiec z dotu liczbe cyfr
najwiekszej sposrod liczb x,y, z — moze by¢ zatem uzyteczna dla badania
fenomenu ogromnego rozwiazania rownania .

Zachodzi nastepujace ciekawe twierdzenie: dla kazdego punktu P wymiernego na
C e s . . h(2" P) . 2

krzywej C istnieje granica ciagu (T) Oznaczamy te granice przez h(P)

i nagywamy wysokosciqg kanoniczng. Jak zostato udowodnione przez

André Nérona i Johna Tate’a (na dwa rézne sposoby!):

(a) h(nP)=n2h(P) (tzn. h(P) jest forma kwadratows);
(b) A(P + Q) + h(P — Q) = 2h(P) + 2h(Q) dla dowolnych punktéw P, Q
(tzw. prawo réwnolegloboku);
(c) istnieje stala k> 0 taka, ze |h(P) — h(P)| < r niezaleznie od wyboru
punktu P.
Uzbrojeni w takie nowe narzedzia mozemy teraz bez trudu wyjasnié¢, dlaczego
skonstruowany wczesniej punkt Py = 9P + T tlumaczyl sie na tak monstrualnej
wielkosci rozwigzanie réwnania (I)). Mozna sprawdzié, ze 3T = (—1,—1) (rys. 4)
oraz 2(—1,—1) = O, zatem 67 = O i dlatego zgodnie z wlasnoscia (a) zachodzi
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Rozwigzanie zadania M 1780.

D

A

Zaznaczmy na odcinku M N taki
punkt E, ze EM = MD. Wtedy
BN = NE. Wykorzystujac
réwnoramiennosé tréjkatéow EDM i EBN
oraz réwnosé
XABC + ¥CDA = 180° = xMEN,
dostajemy

XABE + XADE = ¥AEB + XAED.

Gdyby ¥xABE > xAEB, to

XADE < XAED, skad AB < AE < AD,
sprzecznosé¢. Podobnie nie moze zachodzié
nieréwnos$é ¥ ABE < X AEB. Zatem

AB = AE = AD, wigc pary tréjkatow
ABN i AEN oraz AEM i ADM sa
przystajace. Wobec tego

XANM 4+ xCAM = XANB + xCAM =
= 180° — XxBAN — XABN + xCAM =

=180° — ¥BAN — ¥ABD — ¥ MAD =
o 1 o
= 180° — S xBAD — xABD = 90°,

co latwo daje teze zadania.

[*] Andrew Bremner i Allan Macleod,
An unusual cubic representation
problem, Annales Mathematicae et
Informaticae, 2014.

h(T) = %E(O) = 0. Z prawa réwnolegloboku wynika zatem, ze dla dowolnego
punktu S oraz i € N zachodzi:

h(S + (i +1)T) + h(S + (i — 1)T) = 2h(S +47T).

Oznacza to, ze ciag (E(S + zT))Z jest ciagiem arytmetycznym. Z drugiej

strony S + 67 = S, zatem jest to jednoczesnie ciag okresowy, wiec musi by¢
ciggiem stalym. Wstawiajac S = 9P, dostajemy h(9P + T') = h(9P), i ponownie
wlasnos¢ (a) implikuje h(9P) = 81h(P). Zgodnie z (c) mozemy zatem zapisac
h(9P 4+ T) =~ 81h(P) (Blad przyblizenia  nie zalezy od wyboru punktu, a jedynie
od samego réwnania krzywej C'!) Mozna to zinterpretowaé w taki sposéb, ze liczba
cyfr najwiekszej liczby w nieskracalnym zapisie 9P + T wzrosta okolo 81 razy
w stosunku do analogicznej liczby cyfr dla punktu P. Zauwazmy, ze ta jakoSciowa
analiza bardzo dobrze odpowiada uzyskanym przez nas dokladnym wynikom.

Ale skad wiemy, ze punkt 9P + T jest najmniejszy w sensie liczby cyfr,
ktory dopuszcza dodatnie rozwiazania? Odpowiedz kryje si¢ w twierdzeniu
udowodnionym przez Luisa Mordella w 1922 roku. Aby sformulowaé je

w pelnym brzmieniu, zdefiniujmy rz¢d punktu S jako najmniejsza liczbe
naturalng n taka, ze nS = O (jesli takiej liczby nie ma, przyjmujemy rzad
réwny oo). Twierdzenie Mordella glosi, ze na krzywej eliptycznej istnieje
skoticzony zbiér punktéw 77, ... Ty (skonczonego rzedu) oraz P, ..., P,
(rzedu nieskoriczonego) taki, ze kazdy punkt wymierny zapisuje sie jako suma
> aiPi 4>, b Th, gdzie a;, by, sg liczbami catkowitymi. Dla kazdego punktu
liczby te sa wyznaczone jednoznacznie. Liczbe r nazywamy wowczas rangg
krzywej eliptycznej C, a punkty P; i T jej generatorams.

W przypadku naszej krzywej C' dodatkowe rachunki algebraiczne (zdecydowanie
wykraczajace poza ramy tego artykulu) pozwalaja udowodnié, ze kazdy punkt
wymierny jest postaci kP + [T. Zatem kazdy punkt wymierny na naszej
krzywej ma wysoko$é kanoniczng réwna iL(kP +IT) = kziL(P), odpowiadajaca
w przyblizeniu ,zwyktej” wysokosci. Pozostaje wiec tylko upewnié sie, ze
wszystkie punkty kP 4 IT dla —9 < k < 9 oraz 0 < [ < 5 nie maja obu
wspOlrzednych dodatnich (ograniczenie na [ wynika z faktu, ze 6T = O).

W ten sposéb nasze rozwazania prowadza do jednego z najstynniejszych
probleméw w matematyce, czyli hipotezy Bircha—Swinnertona—Dyera. Postuluje
ona istnienie efektywnego algorytmu wyznaczajacego generatory punktéw na
krzywej eliptycznej. Dodatkowo hipoteza ta — jesli jest prawdziwa — pozwala
opisaé zwiagzek miedzy wysokosciami punktow generujacych i arytmetyka samej
krzywej eliptycznej. Przy zalozeniu, ze ranga krzywej eliptycznej wynosi 0

lub 1, hipoteza BSD zostala udowodniona dla nieskoniczenie wielu krzywych
eliptycznych.

Na koniec polecamy Czytelnikom interesujace eksperymenty. Mozemy
poszukiwaé ,prostego” (minimalnego w sensie wysokosci) rozwiazania
rownania , w ktorym liczba 4 zostata zastapiona inna liczba wymierna. Sa
czedciowe wyniki na ten temat, wiecej informacji mozna znalezé w artykule [].
Okazuje sie, ze generatory krzywej eliptycznej moga by¢ naprawde ogromne!

Uzasadnienie stwierdzenia (O©). Zastanéwmy sie, ile punktéw
wspélnych moze mieé krzywa C' z prosta. Taka prosta moze mieé
réwnanie postaci v = au + 8 dla «, 8 € R. Wstawiajac te zalezno$é
do 7 dostaniemy wielomian zmiennej u, ktérego poczatkowe
wyrazy wygladaja nastepujaco:

3) Wa,p(u) = (a3 —3a? —3a+ 1) ud+

+ (302830 —6aB — 5 — 38— 3) u + (...).
Jest to wielomian 3 stopnia, ktéry moze mieé co najwyzej
3 pierwiastki — oznacza to, ze punkty przecigcia sg réwniez
co najwyzej trzy. Ponadto z podstawowej teorii dotyczacej
wielomianéw (twierdzenie Bézouta) wynika, ze jesli istnieja
dwa rézne pierwiastki, to istnieje tez trzeci — o ile tylko v # —1,
gdyz woéwczas degeneruje sie do wielomianu stopnia 2. Zatem
jesli prosta przechodzaca przez punkty P i @ lezace na C' ma
nachylenie rézne od —1, to przecina krzywa C w jeszcze jednym
punkcie R.
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Zastanéwmy sig, jak majac wspélrzedne punktéw P = (up,vp)
i Q = (ug@,vq), mozna wyznaczy¢ wspélrzedne (ug,vg) punktu R.
Prosta przechodzaca przez punkty P i @ ma réwnanie

v=au+pg,

vp—vQ
up—uQ
zatem pierwiastkami réwnania W,/ g (u) = 0. Zgodnie ze wzorami
Viéta ich suma jest réwna —22 | gdzie a; to wspdtczynnik

a3

gdzie o’ = oraz ' = vp — &’up. Liczby up,uq,ur sa

stojacy przy u' w wielomianie Wy gr. Oba te wspétczynniki
przedstawiliémy w , co daje nam wzér jawny (choé¢ bardzo
skomplikowany) na ug:

3a/28" —3a’? — 60/’ —5a’ —38" —3
a3 —3a/2 =3/ 4+ 1

UR =

—up —uQ

i dalej vg = a@’ur + B’. Z powyzszego wzoru wynika, ze jesli liczby
up,vp,uQ,vQ sa wymierne, to liczby ugr,vr réwniez.


https://ami.uni-eszterhazy.hu/uploads/papers/finalpdf/AMI_43_from29to41.pdf
https://ami.uni-eszterhazy.hu/uploads/papers/finalpdf/AMI_43_from29to41.pdf

Zadania z fizyki nr 778, 779
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

Klub 44 F

778. Na osi dlugiej rury o lustrzanej powierzchni wewnetrznej znajduje sig
punktowe, izotropowe zrédlo $wiatta oraz caltkowicie pochlaniajaca swiatto kulka
o promieniu r = 1 cm. Srodek kulki znajduje sie w odlegloéci | = 2 cm od Zrédia.
Jaki powinien by¢ promien wewnetrzny rury, aby kulka pochlaniata potowe
energii emitowanej przez Zréodlo?

Termin nadsylania rozwiazan: 31 VII 2024

779. W pionowo ustawionym naczyniu, pod ciezkim tlokiem znajduje
ie niewielka ilos¢ helu. Nie ma ci$nieni mosferyczn tok ,wisi” n
764 (WT = 1,66), 765 (WT — 3,4) sig evxie' a 1losc helu e a_c S .e a at 'os e,y'c ego, tto » 's a
2z numeru 10/2023 wysokosci H nad dnem naczynia, a jego tarcie o Scianki naczynia jest
Tarnéw 17-44 + 1,44 zaniedbywalne. Tlok bardzo szybko podniesiono na wysokoéé¢ 10H wzgledem dna
Gliwice . . . . . , .
naczynia (tak, ze podczas podnoszenia nie dochodzilo do zderzen z czasteczkami

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan

Tomasz Wietecha
Marian Lupiezowiec

Jacek Konieczny Poznan 38,28
Konrad Kapcia Poznar 2-35,60 gazu) i po ustaleniu sie réwnowagi puszczono swobodnie. Na jakiej wysoko$ci
Ryszard Baniewicz Witoctawek  1-34,07

52607 Nad dnem naczynia tlok zatrzymat si¢, gdy ustaly jego drgania? Naczynie
3-22,20 nie przewodzi ciepla, pojemnos¢ cieplng $cianek i ttoka mozna zaniedbadé, hel
traktujemy jako gaz doskonaty.

Pawetl Perkowski Ozaréw Maz.
Andrzej Nowogrodzki Chocianéw
Jan Zambrzycki Biatlystok

Rozwigzania zadain z numeru 1/2024
Przypominamy tre$¢ zadan:

770. Z izolowanego cieplnie naczynia o objetosci wewngtrznej V odpompowano wypelniajacy je
gaz, osiagajac wysoka préznie. Otaczajace powietrze ma temperature Ty i ciSnienie pg. W pewnym
momencie otworzono kran zamykajacy naczynie, i nastapilo jego szybkie napelnienie powietrzem
atmosferycznym. Jaka temperature 7' mialo powietrze w naczyniu po jego napelnieniu i zamknieciu
kranu? Powietrze traktujemy jako gaz doskonaly, ktérego wyktadnik adiabaty v = ¢, /cy jest dany,
pojemnoéci cieplnej Scianek naczynia nie uwzgledniamy.

771. Czastke punktowg o masie m i tadunku @ umieszczono w odlegtoéci R od nieskonczonej
plaszczyzny przewodzacej i puszczono swobodnie. Po jakim czasie czastka doleci do plaszczyzny?
Sity ciezkosci nie uwzgledniamy.

Rys. 1 770. Napelianie naczynia zachodzi szybko, mozna wiec zaniedba¢ wymiane ciepta
miedzy powietrzem wchodzacym do naczynia a powietrzem atmosferycznym. Powietrze
wchodzi do naczynia w postaci strumienia, ktérego energia kinetyczna uzyskana zostaje
dzigki pracy W wykonanej przez sile parcia powietrza atmosferycznego. Energia ta
zamienia si¢ na energie chaotycznego ruchu czasteczek powietrza w naczyniu, wiec zmiana

energii wewnetrznej powietrza, ktére dostato si¢ do naczynia, réwna jest pracy W.
AU:TLCV(T—To):VV,

gdzie n jest liczbg moli powietrza, ktére weszto do naczynia, a cy jego cieptem
molowym przy stalej objetosci.

(1)

Rys. 2

Poniewaz zaréwno sita Coulomba, jak i sita grawitacji
sg odwrotnie proporcjonalne do kwadratu odlegtosci
miedzy oddzialujacymi obiektami, mozemy wykorzystaé

Aby obliczy¢ prace W, mozemy wyobrazi¢ sobie, ze nasze
opréznione naczynie znajduje sie wewnatrz wypetnionego
powietrzem duzego cylindra z ruchomym tlokiem (rys. 1).

Cisnienie i temperatura wewnatrz cylindra sa takie same jak

w atmosferze. Procesowi napelniania naczynia towarzyszy

przemieszczanie tltoka, przy zachowaniu statego ci$nienia pg.

Poniewaz do opréznionego naczynia weszto dokladnie tyle

powietrza, ile wyparl przemieszczajacy sie ttok, mozemy

napisac:

(2) W = po‘/o = nRTo,

gdzie V jest zmniejszeniem objetosci cylindra, a R stalg

gazows.

Z i temperatura konicowa wyraza si¢ zalezno$cia:
T="T, (1 -+ R/Cv) = ’}/To,

Wynik nie zalezy od objetosci naczynia ani od wartosci

ciénienia atmosferycznego. Nie zalezy tez od tego, czy

zapelnianie naczynia zostanie doprowadzone do konca, gdy

ciénienie w nim wyréwna si¢ z ciSnieniem atmosferycznym,

czy tez naczynie zamkniemy wczesniej.

771. W obecnoéci czastki natadowanej na ptaszczyznie
przewodzacej pojawiaja sie tadunki przyciggane przez te
czastke. Ich dzialanie réwnowazne jest dzialaniu tadunku
obrazu o wartosci —(@ umieszczonego w takiej samej
odleglosci od ptaszczyzny po jej drugiej stronie.

20

nasza wiedze z grawitacji. Wprowadzmy mase M
umieszczona w punkcie O (rys. 2), ktérej sita oddziatywania
grawitacyjnego z czastka o masie m odlegla o z od

punktu O jest taka sama, jak sita oddziatywania
kulombowskiego czastki o tadunku @ z tadunkiem obrazem:

F =GMm/z® = kQ?/42>, stad M = kQ®/4Gm.
Rozwazmy teraz czastke o masie m, ktéra krazy wokot
nieruchomej masy M po orbicie kolowej o promieniu R. Jej

okres obiegu Ty = 274/ R3/GM.

Zmniejszajac predkosé tej czastki w punkcie A, otrzymujemy
tory eliptyczne, ktérych jedno z ognisk znajduje sie

w punkcie O, a drugie dazy do punktu A, gdy predkosé
poczatkowa czastki dazy do zera. Ta graniczna elipsa

o pélosi wielkiej réwnej a = R/2 to tor czastki o masie m
spadajacej na mase M. Zgodnie z trzecim prawem Keplera
okres obiegu po tej elipsie

T =To\/a®/ao® = To/2\/§, gdzie ap = R.

Szukany czas, po ktérym czastka naladowana doleci do
plaszczyzny, jest dwa razy krotszy:
T wR |Rm

=o oV e



Klub 44 M

Zadania z matematyki nr 881, 882

Redaguje Marcin E. KUCZMA

881. Ciag ag, a1, az,. .. jest okreslony wzorami: ag = 3, a,41 = a2 — 2. Obliczyé

granice

1-44

n—1
. 1
lim — H a;
n—oo Ay,

=0

Termin nadsylania rozwiazaii: 31 VII 2024 lub wykazaé, ze ta granica nie istnieje.

882. Na bokach AB, BC, CD, DA réwnolegtoboku ABC D wybrano,

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
867 (WT = 1,85) i 868 (WT = 1,48)
z numeru 10/2023

odpowiednio, punkty K, L, M, N, rézne od wierzchotkéw. Wezmy pod uwage
tréjkaty ANK, BKL, CLM, DM N. Udowodnié, ze kazda z nastepujacych
czworek punktéw stanowi czworke wierzchotkéw pewnego réwnolegloboku:

Zadanie 882 zaproponowal pan Michal Adamaszek z Kopenhagi.

Eadoflﬁw_K“jawa ‘I’;’rolfiaw igv?g (a) ortocentra tych tréjkatow;

awe: ajman rakow N , . P ;. s 7

Jerzy Cisto Wroclaw 42,30 (b) $rodki cigzkosci tych trojkatow;

Janusz Fiett Warszawa 42,00 (¢) $rodki okregéw opisanych na tych tréjkatach.
Marek Spychata Warszawa 41,47

Adam Woryna Ruda Sl 40,91

Janusz Olszewski Warszawa 40,89

Pawel Kubit Krakéw 38,15 . : -

Piotr Kumor Olsztyn 3794 Rozwigzania zadan z numeru 1/2024
Piotr Widniewski Warszawa 36,97 Przypominamy treéé¢ zadati:

Fukasz Merta Krakéw 36,08

Do matematycznego Klubu 44 wchodzi
pan Radostaw Kujawa. A tuz pod linig
mety widzimy wielkie zageszczenie —

oczekujemy masowego jej przekraczania

w najblizszych dwéch seriach. prostej.

874. Liczba /7 zostala zapisana w systemie dwéjkowym jako 10, ¢icacs ..

873. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC. Niech ¢ bedzie dowolng prosta przecinajaca boki AB

i AC odpowiednio w takich punktach P i Q, ze ¥x ACP + ¥ APQ = 90°, i niech X bedzie rzutem
prostokatnym punktu C na prostg £. Udowodnié¢, ze (dla ustalonego tréojkata ABC') wszystkie
punkty X, uzyskane w ten sposéb przy réznych dopuszczalnych polozeniach prostej ¢, lezg na jednej

.; to znaczy,

VT =24 Zfil ;27" ¢; € {0,1}. Dowie$¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 suma ijn c;

jest dodatnia.

873. Oznaczmy <xCAB = a. Wezmy dowolng prosta ¢

i punkty P, @, X, jak w tresci zadania. Rachunek katow
w tréjkacie AC'P pokazuje, ze xCPQ = 90° — a. Skoro
XCPQ < 90°, to punkt X lezy na pélprostej PQ™

(na odcinku PQ lub na jego przedtuzeniu). Zatem takze
xCPX =90° — a.

Prowadzimy wysokosé C'D. Usytuowanie punktéw A, D, P
na prostej AB moze by¢ rézne (rysunki ilustruja dwie
wybrane mozliwosci), ale dalsze rozumowanie nie zalezy
od konfiguracji. Okrag o érednicy C'P przechodzi przez
punkty D oraz X. Punkty P i D leza po jednej stronie
prostej CX, skad wynika, ze xCDX = xCPX =90° — a.

I

Prosta DX przecina bok AC w punkcie, ktéry nazwiemy M.

Tak wiec xADM = 90° — xCDX = «, i wobec tego tréjkat
ADM jest réwnoramienny: AM = DM. To oznacza, ze

w tréjkacie prostokatnym ADC punkt M jest srodkiem
przeciwprostokatnej AC.

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsyta¢ rozwiazania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwiagzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesyltaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez
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W ustalonym tréjkacie ABC punkty D i M sa jego
ustalonymi punktami; spodek wysokosci z wierzchotka C'

i srodek boku AC. Punkt X lezy na prostej wyznaczonej
przez te dwa charakterystyczne punkty tréjkata ABC. Jest
to prosta, o ktérg chodzi w tezie zadania.

874. Przypusémy, wbrew tezie zadania, ze dla pewnego
n > 1 cyfry (binarne) ¢; o numerach i =n,...,2n sa
wszystkie zerami. Niech

n—1
A, =24+ Z 2 ;.
=1

Dostajemy dwustronne oszacowanie:

[e o]
0<VT—Ap< Y 27 %a<a™
i=2n41
Mnozymy uzyskana nieréwnoéé podwdjnag przez /7 + A,
biorac ponownie pod uwage, ze A, < V/7:
0<7—AL <4 "(VT+A,) <47 2V7.

Po pomnozeniu jeszcze przez 4™ otrzymujemy

0<4m 7 (27714,) < L VT
Liczba w nawiasie jest calkowita, wiec powyzsza réznica

musi by¢ réwna 1 (to jedyna liczba calkowita w przedziale
(0, £+/7)). Zatem

12
(2"7'4,)" =4"t T -1

Ale kongruencja z*> = —1 (mod 7) nie ma rozwigzan.

Sprzeczno$é konczy dowdd.

wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania

z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje

on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana

do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.



@Prosto z nieba: Jak powstajg gwiazdy neutronowe i czarne dziury?

W procesie fuzji termojadrowej energia
jest wydzielana gtéwnie poprzez laczenie
sie jader lzejszych pierwiastkéw (np.
wodoru czy helu), ktére maja nizsza
energi¢ wigzania na nukleon niz jadra
zelaza. Natomiast dolgczenie dowolnej
liczby nukleonéw do jadra zelaza wymaga
dostarczenia dodatkowej energii.

Nazwa historycznie odnosi si¢ do gwiazd
nowych, w rzeczywistosci ciasnych
uktadéw podwdjnych, ztozonych z biatego
karta i gwiazdy-towarzysza. Mechanizm
wybuchu to eksplozja termojadrowa
materii akreowanej z towarzysza na
powierzchnie biatego karta.

Zachowanie si¢ krzywej zmian blasku jest
gléwng metoda klasyfikacji supernowych:
typ I nie zawiera wodoru w widmie, typ
II zawiera wodér; podtypy: Ib — brak
zjonizowanego helu, Ic — stabe linie helu,
II-P /L — brak waskich linii widmowych,
II-P — osigga ,plaskowyz” w krzywej
zmian blasku, II-L — liniowy w czasie
spadek jasnosci, IIn — waskie linie
widmowe.

Ping Chen et al., ,A 12.4-day periodicity
in a close binary system after

a supernova”, Nature (2024).

T. Moore et al., ,SN 2022jli: A Type Ic
Supernova with Periodic Modulation of
Its Light Curve and an Unusually Long
Rise”, The Astrophysical Journal Letters
(2023).

/Niebo W maju

Nadejsécie maja oznacza, ze Stonce dotarto juz prawie

do szczytu swojej rocznej drogi po niebie, dni sa dlugie,

a noce krotkie. 20 dnia miesiaca Storice przekroczy
réwnoleznik 20° deklinacji i od tego momentu do trzeciej
dekady lipca jego potozenie na niebie zmieni si¢ tylko o 3,5°,
z kulminacja 20 czerwca, w dniu przesilenia letniego.

Gwiazdy o masie poczatkowej wigkszej od okolo 8 M, osiagaja kres swojego ,zycia”
w bardzo spektakularny sposéb. Ewolucja takich gwiazd polega na stopniowym
przetwarzaniu wodoru w hel (i kolejne ciezsze pierwiastki az do zelaza), przy
jednoczesnej emisji energii w postaci promieniowania (zob. Alg). Jadro zelaza jest
najsilniej zwiazanym jadrem atomowym — ma najwyzsza energie wiazania na nukleon —
co oznacza, ze nie nadaje sie do produkcji energii termojadrowej. Gwiazda z zelaznym
jadrem przestaje wigc efektywnie produkowaé promieniowanie, ktére utrzymuje

ja w stanie réwnowagi wzgledem grawitacji; gwiazda ,,nie ma innego wyjscia”, jak
tylko zaczaé sie zapadaé pod wlasnym ciezarem. Eksplozje bedaca skutkiem takiego
zapadniecia sie gwiazdy nazywamy supernowq.

Astronomowie uwazaja, ze po wybuchu tego typu supernowej co§ pozostaje: bardzo
geste, zgniecione przez implozje jadro gwiazdy. W zaleznosci od tego, jak masywna
jest gwiazda, pozostalosé ta jest albo gwiazda neutronows — obiektem o duzo wiekszej
gestosci niz gestosé jader atomowych (lyzeczka materiatu gwiazdy neutronowej
wazy wigcej niz cata obecna ludzka populacja!) — albo czarna dziura: skrajnie
relatywistycznym obszarem czasoprzestrzeni ugietej w tak ekstremalny sposob, ze
,odcina” wnetrze czarnej dziury od $wiata zewnetrznego (spod horyzontu czarnej
dziury nie da sie uciec, nawet poruszajac sie z predkoscia §wiatla). Tyle teoria. A co
na to obserwacje? Jak do tej pory znaleziono wiele posrednich dowodéw sugerujacych,
ze po wybuchu supernowej co$ zostaje. Takim dowodem jest np. obecnosé¢ gwiazdy
neutronowej — pulsara PSR B0531+21 w Mglawicy Krab (M1 w katalogu Messiera),
ktéra powstata po wybuchu supernowej w 1054 roku. Jednak nigdy wczesniej nie
zaobserwowano calego procesu ,na zywo” od poczatku do korica. Przetom nastapit
w 2022 roku, gdy astronom-amator Berto Monard odkryl supernowa SN 2022jli

w pobliskiej galaktyce NGC 157 (odleglodé: 75 milionéw lat $wietlnych). Doniosloéé
tej obserwacji zostata zauwazona przez profesjonalistow z grup Instytutu Weizmanna
w Izraelu i Queen’s University w Belfascie.

Zazwyczaj po eksplozji jasnosé supernowych zmniejsza sie wraz z uptywem

czasu w jeden z kilku charakterystycznych sposobéw. Ma to zwiazek ze skladem
chemicznym gwiazdy i obecnoscia pierwiastkéw radioaktywnych, ktére sg zréodiem
energii rozéwietlajacej rozszerzajaca sie, goraca chmure materii. Zachowanie SN
2022jli byto jednak bardzo osobliwe, poniewaz jej jasno$¢ zmieniala si¢ regularnie

z okresem okoto 12 dni. Taki efekt mozna wyttumaczy¢ obecnoscia wiecej niz jednej
gwiazdy w uktadzie. Masywne gwiazdy czesto znajduja sie w uktadach podwdjnych.
Niezwykle jest to, ze gwiazda-towarzysz przetrwala wybuch supernowej i pozostata
w uktadzie podwéjnym.

Dokladne obserwacje teleskopéw Europejskiego Obserwatorium Poludniowego
(NTT, New Technology Telescope, oraz VLT, Very Large Telescope) pozwolity

na odtworzenie przebiegu wydarzen: gwiazda-towarzysz weszla w interakcje

z materialem wyrzuconym przez supernowa, powiekszajac nieco swoja atmosfere.
Nastepnie pozostalo$é po wybuchu oddziatywala regularnie z atmosfera towarzysza
podczas jego ruchu po orbicie, akreujac materie, rozgrzewajac ja i wywolujac
przejéciowe zmiany jasnosci. Z energetycznego punktu widzenia takie zmiany
jasno$ci moga by¢ wywolane jedynie przez gwiazde neutronowa lub czarng dziure.
Powstajacy wlasnie teleskop ELT ESO (Extremely Large Telescope), o lustrze
mierzacym 40 metréow, pozwoli na szczegdlowe zbadanie tego niezwyklego ukladu.
Niestety musimy poczekaé¢ na jego uruchomienie do 2028 roku.

Michat BEJGER

Zaklad Astrofizyki, Departament Badan Podstawowych, Narodowe Centrum Badan Jadrowych

W tym miesiacu zaczyna sie sezon na dwa zjawiska
widoczne tylko latem. Sa to obloki srebrzyste i tuk
okolohoryzontalny. Obloki srebrzyste to wysoko
zawieszone w atmosferze chmury typu cirrus, o$wietlone
przez schowane plytko pod horyzontem Storice. Natomiast
luk okolohoryzontalny (wiecej o nim na angielskiej
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stronie: www.atoptics.co.uk/cha2.htm) to mala,

lecz intensywna tecza 46° na potudnie od Stonca, na
niebie zasnutym cienkimi chmurami. Do tego zjawiska
moze dojsé tylko wtedy, gdy wysokosé Stonca nad
horyzontem przekracza 58°, co na naszych szeroko$ciach
geograficznych ma miejsce tylko od korica maja do konca
lipca.

Ksigzyc 1 maja przejdzie przez ostatnia kwadre, a tydzien
pdzZniej — przez néw, stad przez kilka pierwszych

dni miesigca mozna go dostrzec o $wicie nisko nad
poludniowo-wschodnia czescia niebosklonu. Obserwacje
Ksiezyca sg trudne, poniewaz ekliptyka o tej porze doby
wiosna tworzy maly kat z horyzontem, a ponadto Srebrny
Glob znajduje sie kilka stopni pod nig.

Jedynym wartym odnotowania zjawiskiem zwiazanym

z Ksiezycem w tym czasie jest zakrycie $wiecacej

7 jasnoscig obserwowang +4,5" gwiazdy ¢ Cap, 2 maja.
Tego ranka Srebrny Glob pokaze tarcze o$wietlona w 43%
i okolo godziny 4:30, 1,5 godziny po swoim wschodzie,
minie te gwiazde w malej odleglosci. Zakrycie da sie
dostrzec jedynie na bardzo malym obszarze naszego kraju
— w Bieszczadach, na potudniowy wschod od Sanoka.

Jak co roku w dniach 5-6 maja maksimum aktywnosci
osiagaja meteory z roju n-Akwarydéw. Sa to szybkie

i jasne meteory. Ich predkosé zderzenia z atmosfera,
wynosi 66 km/s i czesto pozostaja po nich dlugo trwajace
smugi. W maksimum aktywnosci mozna spodziewaé sie
okoto 50 zjawisk na godzing. W tym roku maksimum
jest przewidywane 5 maja, okoto godziny 23 naszego
czasu. W Polsce 6 maja rano mozna spodziewaé si¢ mniej
wiecej 20% tej aktywnosci, ale i tak warto udaé si¢ na
ich obserwacje. Radiant roju znajduje si¢ nieco ponad 1°
pod gwiazda (1 Aqr i okolo godziny 3:30 zajmuje
pozycje na wysokosci 10° nad wschodnim horyzontem.
W obserwacjach nie przeszkodzi bliski juz nowiu Ksiezyc.

Srebrny Glob na wieczorne niebo powréci juz 8 dnia
miesigca. Néw nastapi przed godzina 5:30, a 15 godzin
pézniej, 30 minut po zachodzie Storica mozna prébowaé
dostrzec bardzo cienki sierp naturalnego satelity Ziemi,

zawieszony na wysokoéci 5°, blisko punktu NW horyzontu.

Niezbedna jest do tego jednak bardzo dobra przejrzystosé
powietrza. Przyda sie takze lornetka lub teleskop z malym
powiekszeniem i duzym polem widzenia, poniewaz sierp
Ksiezyca pokaze wtedy faze 0,5%, i moze nie udaé sie

go odnalezé bez pomocy przyrzadéw optycznych. Jest to
jedna z lepszych, jedli nie najlepsza okazja w tym roku

na dostrzezenie ksiezycowej tarczy w ekstremalnie malej
fazie. W odlegtosci 4° na godzinie 7 wzgledem Ksiezyca
znajdzie sie planeta Jowisz, ale nie bedzie raczej mozliwe
dostrzezenie jej nawet przez teleskop.

W kolejnych nocach Srebrny Glob stanie si¢ ozdoba
wieczornego nieba, bardzo tadnie prezentujac tzw. Swiatto
popielate, czyli swoja nocna strone, oswietlong swiatlem
stonecznym odbitym od Ziemi. Warto pamigtaé, ze fazy
Ksiezyca widzianego z Ziemi i Ziemi widzianej z Ksiezyca
uzupelniaja sie do pelni. Jesli zatem na Ziemi Ksiezyc
jest bliski nowiu, to na Ksiezycu Ziemia jest bliska pelni
i odwrotnie. Dodatkowo atmosfera naszej planety odbija
w przestrzen kosmiczng duzo wiecej padajacego nan
promieniowania niz pozbawiona atmosfery powierzchnia

Ksiezyca. Ziemia ma tez ponad 3-krotnie wigksza $rednice.
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To wszystko sprawia, ze na ksigzycowym niebie $wieci ona
znacznie jasniej niz Ksiezyc na naszym. Stad nie nalezy
si¢ dziwié, ze jesli Srebrny Glob jest w fazie sierpa, to jego
nocna strona jest dobrze widoczna gotym okiem.

Dostrzezenie Ksiezyca nie sprawi juz klopotu 9 maja.
Godzing po zachodzie Stonca zajmie on pozycje na
wysokosci 9° i w takiej samej odleglosci od Aldebarana,
najjaéniejszej gwiazdy Byka, widocznej na godzinie 7
wzgledem niego. Sierp Ksigzyca urosnie do tego czasu

do 4%. Dobe pdzniej faza Srebrnego Globu zwigkszy si¢
do prawie 9% i dotrze on do gwiazdy El Nath, drugiej co
do jasnoéci gwiazdy Byka. Oba ciata niebieskie przedzieli
dystans 2,5°.

11 i 12 maja Srebrny Glob odwiedzi gwiazdozbior
BliZniat. Najpierw jego tarcza w fazie 16% pokaze sie

3° od Mebsuty, gwiazdy 3. wielkoéci, oznaczanej na
mapach nieba grecka litera €. Nastepnie Ksiezyc zwigkszy
faze do 24%, docierajac na odleglosé 3° od Polluksa,
najjasniejszej gwiazdy BliZzniat. 13 maja ksiezycowa tarcza
przejdzie przez $rodek gwiazdozbioru Raka, zwigkszajac
faze do 34% i $wiecac 4° na péinoc od M44, widocznej na
ciemnym niebie goltym okiem gromady otwartej gwiazd.
15 maja za$ Ksiezyc osiagnie I kwadre, Swiecac na linii
taczacej Regulusa, najjasniejsza gwiazde Lwa, z gwiazda n
Leonis, 3° na péinoc od pierwszej z wymienionych gwiazd.

Miegdzy I kwadra a pelnia warto odnotowac¢ spotkanie
Ksiezyca ze Spika, najjasniejsza gwiazda Panny,

20 i 21 maja. Do tego czasu jego faza przekroczy 90%

i najpierw jego tarcza pokaze si¢ 6° na pdélnocny zachod,
drugiej za$ nocy — 6° na potudniowy wschéd od Spiki.

Pelnia Ksiezyca przypada 23 maja po poludniu naszego
czasu, stad zaréwno w nocy z 22 na 23, jak i z 23 na

24 maja jego tarcza pokaze praktycznie faze 100%.
Drugiej z wymienionych nocy Srebrny Glob wzejdzie

w towarzystwie Antaresa, najjasniejszej gwiazdy
Skorpiona. Tuz po wschodzie obu ciatl niebieskich przed
godzina 23 dystans miedzy nimi przekroczy 3°, by do
rana zmniejszy¢ sie do 1,5°. Srebrny Glob 26 maja rano
spotka si¢ z jadniejsza od 3™ gwiazda Strzelca, Kaus
Meridianalis, oznaczanej na mapach nieba grecka litera 6.
Okolo godziny 2 oba ciala niebieskie przedzieli dystans 30'.
5° pod ta para znajdzie si¢ jasniejsza o 1" gwiazda Kaus
Australis, czyli € Sgr.

30 maja Ksiezyc przejdzie przez ostatnia kwadre,

a ostatniego poranka miesiaca spotka sie z powracajaca
na niebo planeta Saturn, do ktoérej zblizy sie na 4°.
Széstej planety od Stonica mozna szukaé w trzeciej
dekadzie maja nisko nad wschodnia czescig niebosklonu,
Swiecacej z jasnoécia +1,2™. W tym i przyszltym sezonie
obserwacyjnym warto zwréci¢ uwage na te planete

o tyle, ze w marcu przysztego roku (pechowo, bo akurat
wtedy znajdzie sie ona w koniunkcji ze Storicem) Ziemia
przejdzie przez plaszczyzne pierscieni Saturna, a zatem
znikna one w malych teleskopach i Saturn zacznie
przypomina¢ Jowisza. Tak samo jak na Jowiszu, na tarczy
Saturna réwniez beda pojawiaé sie cienie jego wszystkich
ksiezycow, a takze sami ich wlasciciele. W maju i czerwcu
stosunek maltej do wielkiej pélosi elipsy pierscieni osiagnie
tegoroczne minimum 0,03. Jesienia urosnie on do 0,09, ale

potem zndéw zacznie sie zmniejszac.
Ariel MAJCHER
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ktualnosci (nie tylko) fizyczne

Komputer na wode i inne rodzaje broni

W pewnym kraju znajduje sie N miast. NaleZy polgczyc je liniami kolejowymsi
tak, by lgczna diugosé linii kolejowych byla mozliwie najmniejsza. Miasta mogq
by¢ wezlami kolejowymi, w ktorych zbiegajq sie linie, mozna takze budowad wezly
kolejowe poza miastami.

Przedstawione zadanie jest jednym z mozliwych sformutowan tzw. problemu
drzewa Steinera. Jest to problem NP-trudny. Co ciekawe, lepiej i szybciej niz
na komputerze mozna go rozwiazywaé, przeprowadzajac eksperymenty fizyczne.

Na czym polega odpowiedni eksperyment, wie kazdy, kto kiedykolwiek puszczat
banki mydlane. Ze wzgledu na istnienie napiecia powierzchniowego warstewka
wody z mydlem rozpieta na zakrzywionej petli przybiera ksztalt minimalizujacy
powierzchnie. Do rozwiagzania problemu drzewa Steinera wystarczy wigc wziaé
pleksiglasowa plyte, whi¢ w odpowiednie miejsca kotki i calo$é¢ zanurzy¢

w wiadrze z mydlinami. Wyjmujac, dobrze jest troche potrzasa¢ ukladem,

a fizyka sama juz ustali polaczenia kotkow blong mydlang o najmniejszej
powierzchni, a wiec, jesli patrzeé¢ z kierunku prostopadlego do plyty, polaczy
wybrane punkty liniami o minimalnej sumie dlugosci krawedzi.

Takie wlasnie doswiadczenie przedstawita druzyna z Ecole Polytechnique,
reprezentujaca Francje, na odbywajacych sie¢ w kwietniu w Zurychu zawodach
16. Miedzynarodowego Turnieju Fizykéw. Dzigki odpowiedniemu doborowi
sktadu chemicznego substancji zawodnicy byli w stanie tworzy¢ elastyczne

i trwale blonki. Popisowym elementem rozwiazania problemu drzewa Steinera
dla N = 13 bylo zaproponowanie najkrotszej sieci kolejowej taczacej trzynascie
najwigkszych miast Francji. Algorytmowi komputerowemu znalezienie
rozwiazania zajelo okolo trzech minut. Wtozenie odpowiedniej plytki do wiadra
z woda i chwila potrzasania — zaledwie pét minuty.

Jezeli umiesci¢ kotki miedzy dwiema pleksiglasowymi plytami, ktérych odlegtoéé
nie jest stata, gdyz sa wzgledem siebie nachylone albo ich powierzchnia nie

jest plaska, mozna rozwiazywac inne problemy optymalizacyjne. Dla plyt
nachylonych szerokosé¢ btonki zmienia si¢ liniowo w zaleznosci od potozenia —
dokladnie tak samo jak energia stalego i jednorodnego pola grawitacyjnego.

W takich warunkach dwa kotki beda polaczone krzywa tancuchowa, czyli
ksztaltem, jaki przybiera, zwisajac, lina zaczepiona na koncach.

Opisane wyzej doswiadczenia sa dos¢ typowe dla rozwigzan przedstawianych
na Miedzynarodowym Turnieju Fizykéw. Oglaszane z wyprzedzeniem zadania
maja charakter polotwarty — to do rozwiazujacego nalezy okreslenie, co

i jak nalezy zbadaé, a doswiadczenia mieszaja zazwyczaj elementy fizyki
wkuchennej” i zaawansowanych badan naukowych. Rozwiazania zadan sg
publicznie dyskutowane na scenie. Rola oponenta (z innej druzyny) jest
wskazanie mozliwych ulepszen rozwiazania podczas dyskusji koordynowanej
przez moderatora (z jeszcze innej druzyny). Za poziom wykonania kazdej z rél
miedzynarodowe jury przyznaje punkty, ktore z odpowiednimi wagami licza sig¢
w ogdlnej klasyfikacji Turnieju.

W tegorocznej edycji Turnieju braly tez udzial druzyny z Polski, z Uniwersytetu
Warszawskiego i z Uniwersytetu Jagielloniskiego, ktére zajety, odpowiednio,
piate i dziewietnaste miejsce. Kazda uczelnia moze zglosi¢ swoja druzyne

do rozgrywek, a kto wezmie udzial w zawodach miedzynarodowych, ustalane
jest w trakcie eliminacji krajowych, ktére organizowane sg przez przedstawiciela
krajowego. W Polsce jest nim autor niniejszego tekstu, ktéry goraco zaprasza
do udziatu. Naprawde warto!

Krzysztof TURZYNSKI

Zdjecia pochodzg z prezentacji druzyny Ecole Polytechnique przedstawionej podczas finatu
16. Miedzynarodowego Turnieju Fizykéw. Nagranie finalowej potyczki dostepne jest w serwisie
YouTube pod adresem https://www.youtube.com/live/v13kmfSo-ws?si=91NHSGAvICcX7PjK4
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Odmnazanie wielomianow
Barttomiej BZDEGA

Rozwazmy wielomiany
A(x) = ag + a1z + apa? + azz® + ...,

W powyzszych sumach tylko skoniczenie wiele wspétczynnikéw jest niezerowych —
indeks najwiekszego z nich to stopienn wielomianu. Takie przedstawienie ma swaj

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

B(z) = by + b1z + boz® + bgz® + ...

plus. Po pomnozeniu tych wielomianéw otrzymamy wielomian

C(x) := A(x)B(x) = co + c12 + cox® + ez + ...,

w ktérym
(%)

Jesli dla przykladu k > deg A, to wcale si¢ nie musimy
przejmowaé tym, ze w wielomianie A(x) ,nie ma” a.
Ono tam jest i jest réwne 0.

Majac dane wielomiany A i B, mozna tatwo obliczyé
wielomian C. Rzecza trudniejsza jest odtworzenie
wielomianéw A i B na podstawie wielomianu C'.
Pokaze metode, ktéra jest dobra dla wielomianéw
wzglednie niskich stopni, przy dodatkowym zalozeniu,
ze wszystkie rozwazane wielomiany maja wspélczynniki
catkowite. Wielomiany, ktore da sie roztozyé¢ na iloczyn
wielomianéw nizszych stopni o wspotczynnikach
catkowitych, nazywamy rozktadalnymi nad Z.

Przyktadowo niech C(z) = 6 + x + 622 + 2% + 22
Poniewaz deg C' = 4, wielomian C moze by¢ iloczynem
wielomianéw stopnia 11 3 albo 21 2. W pierwszym
przypadku wielomian C' musialby mie¢ pierwiastek
wymierny. Na mocy twierdzenia o pierwiastkach
wymiernych moze to byé jedna z liczb: +1, 42, £3,

cr = aogbg + a1bp_1 + asbr_o + ... + arp_1b1 + axbg.

+6, i%, i%. Bezposrednio sprawdzamy, ze zadna z nich
nie jest pierwiastkiem wielomianu C. Pozostaje wiec
deg A = deg B = 2. W tym przypadku, na mocy ,
otrzymujemy:

agbg =6, agby +a1bg =1,
a1b2 + a2b1 = 1, agbg = 2.

Para (ag,bs) jest jedna z par: (1,2), (2,1), (—1,-2),
(=2, —1). Ze wzgledu na mozliwo$¢ zamiany miejscami
wielomianéw A i B (maja réwne stopnie) oraz
mnozenia ich obu przez —1 mozemy przyjaé bez utraty
og6lnodci, ze as = 11 by = 2. W dalszym ciagu mozemy
rozwazy¢ wszystkich osiem mozliwych par (ag, bo)

o iloczynie 6, az uzyskamy rozwiazanie A(z) =22+ +2,
B(x) =22% — 2z + 3.

agbs + a1b1 + asby = 6,

Uwaga. Gdyby kazda z mozliwosci w powyzszym
rozwiazaniu prowadzita do sprzecznosci, oznaczaloby
to, ze wielomian C' jest nierozkladalny nad Z.
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Trudno$é tego zadania roénie bardzo szybko wraz ze stopniem wielomianu C'.
Na koniec pokaze twierdzenie, ktore pozwala wykaza¢ nierozktadalno$é
w przypadku niektérych wielomianéw, niezaleznie od stopnia.

Kryterium Eisensteina. Niech C(z) = ¢y + c17 + co2” +. .. bedzie wielomianem
stopnia k o wspotczynnikach catkowitych. Jesli istnieje liczba pierwsza p, dla
ktorej:

-5 Ck—1,

pTCk, p|Co,C1,-~ pZTCo,

to wielomian C jest nierozkladalny nad Z.

Dowdd. Przypusémy, ze C jest rozkladalny nad Z i C(x) = A(x)B(x) jest jego
rozkladem. Poniewaz ¢y = agbg, przy czym p | co, ale p? { ¢, wiec wnioskujemy,
ze dokladnie jedna z liczb: ag, by dzieli sie przez p. Niech to bedzie ag. Dla

Jj <k,jeslip|ag,ai,...,a;—1, to na mocy wzoru na c;, wobec p 1t by,
otrzymujemy p | a;. W ten sposéb dowodzimy indukeyjnie, ze p | ag, @1, . ., Gp—1-
Dodatkowo p | ag, gdyz ar =0, bo k > deg A. Ale wtedy p | ¢x na mocy wzoru
na cg — sprzecznosc.

Zadania

1. Rozlozy¢ nad Z ponizsze wielomiany lub wykazac, ze to niemozliwe:
(a) 1 — 22 + 222 — o* + 25, (b) 1 — 222 — 23 + 2%,
2. Dla liczb naturalnych n > m > 0 roztozyé¢ wielomian
1420 +...+ma™ L4 ma™+ ... +ma" 4. 4 2gnTm3 g2,

Rozstrzygnaé, czy wielomian 721 + 722 + 2127 + 272! jest rozkladalny nad Z.

4. Niech f(N) oznacza liczbe takich a € {1,2,..., N}, ze dla kazdego
catkowitego dodatniego n wielomian x™ + a jest nierozktadalny nad Z.
Dowiesé, ze limy_ o0 w =1.

5. Liczba p jest pierwsza. Dowiesé, ze wielomian ®,(z) =1+ x + 2%+ ...+ 2P~ !

jest nierozktadalny nad Z.

bad
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https://deltami.edu.pl/2021/07/jednoznacznosc-rozkladu-w-n-czesc-2/
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