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W kolejnym numerze goscimy autoréow
z Uniwersytetu Adama Mickiewicza
w Poznaniu. Wydzial Fizyki oraz
Wydzial Matematyki i Informatyki
UAM obchodzily niedawno jubileusz
30-lecia.
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Polowanie na uroczy wieloScian

* Nauczyciel, Warszawa

Zastosowana w sposobie 1 technika

nazywa sie¢ podwdjnym zliczaniem.

Skorzystamy z niej tu jeszcze kilka razy.

Rys. 1

Dzigkuje Antoniemu Derylo za

postawienie tego brzemiennego w skutki

pytania.

. . . . . 8
O niezmiennikach pisaliSmy np. w A7,

7
oraz Afjgh

Zapis a|b oznacza, ze liczba a jest
dzielnikiem liczby b.

Czytelnik Wnikliwy zauwazy, ze argument

lokalny jest skuteczny w wiekszej
ogoélnosci niz zaproponowana
w punkcie iii). My$l te rozwija

zadanie 3b.

Pawet Rafat BIELINSKI*

Nasza saga, jak niejedna w matematyce, rozpoczyna sie od stosunkowo
nietrudnego zadania.

Zadanie. Na scianach szescianu napisano liczby 1, 2, 3, 4, 5, 6, kazda na
doktadnie jednej Scianie. Nastepnie w kazdy wierzcholek wpisano sume liczb
znajdujacych sie na Scianach sasiadujacych z tym wierzchotkiem. Czy jest
mozliwe, ze w kazdym wierzchotku otrzymano taka sama sume?

Zadanie to ma co najmniej dwa istotnie rézne rozwiazania.

Sposéb 1 (globalny). Poniewaz kazda $ciana sasiaduje z czterema
wierzchotkami, wiec suma liczb wpisanych w wierzcholki danego szescianu jest
rowna 4-(1+2+ 34445+ 6) = 84. Nie jest ona podzielna przez 8 (a tyle jest
wierzchotkow), zatem nie jest mozliwe, by liczby w wierzchotkach byty rowne.

Sposéb 2 (lokalny). Przypatrzmy sie dowolnie wybranej krawedzi. Powiedzmy,
ze liczby na Scianach z nia sasiadujacych to z i y, a na $cianach, z ktorymi
dzieli ona tylko wierzcholek, to a i b (rys. 1). Najblizsze otoczenie tej krawedzi
symbolicznie przedstawia rysunek na marginesie. Sumy wpisane w wierzchotki
bedace jej koncami to « + y + a oraz = + y + b. Zeby wiec byly rowne, potrzeba
i wystarczy, aby a = b. To jest jednak niemozliwe, bo na $cianach szescianu
napisano parami rézne liczby.

Cala historia moglaby sie w tym miejscu zakoriczy¢, gdyby nie to, ze akurat

w tej chwili postanowita sie zaczaé. Po rozwigzaniu warto wszak podjaé
refleksje nad pewnymi uogoélnieniami obu metod, choéby na pozostate
wielosciany foremne. Dla wygody wprowadzimy tu nowe pojecie: dla wieloscianu
o S scianach pieknym numerowaniem tych Scian nazwiemy takie napisanie

na nich liczb 1,2,3,...,5, ze sumy liczb na $cianach sasiadujacych z kazdym
wierzchotkiem sa réwne.

Cwiczenie. Sciany ktorych wielocianow foremnych (rys. 2) mozna pieknie
ponumerowaé¢? W ktorych przypadkach mozna to pytanie rozstrzygnac
argumentem globalnym, a w ktorych lokalnym?

Polowanie czas zaczaé. Celne pytanie postawil jeden z uczniow, ktorzy
w czasie zajeé¢ rozwigzali podane zadanie sposobem globalnym; mianowicie:
czy gdyby otrzymana suma okazala sie podzielna przez liczbe wierzchotkow,
to $wiadczyloby to o wykonalnosci pieknego numerowania?

Formalnie odpowiedz jest oczywiscie negatywna: to, ze nie widzimy przeszkod,
nie §wiadczy jeszcze o nieistnieniu takich przeszkod. Przekonat sie o tym kazdy,
kto rozwiazywal choé¢by najprostsze zadania zwiazane z metoda niezmiennikdw.
Wprawny retor rzektby, ze brak dowodu nie dowodzi braku. Z punktu widzenia
dydaktyki warto jednak nie tylko sie powymadrzaé, ale tez zilustrowaé swoj
argument stosownym przykladem. (Dzigki temu mozna zreszty powymadrzaé
sie troche dtuzej). Poszukamy wiec takiego wieloscianu, ktérego Scian nie mozna
pieknie ponumerowaé, przy czym faktu tego nie mozna wykazaé¢ argumentem
globalnym. Chcieliby$Smy jednak, aby wynikal on z argumentu lokalnego — wszak
jakos musimy dowie$¢ niemozliwosci owego pieknego numerowania.

Problem. Czy istnieje wieloscian o S $cianach i W wierzcholkach speliajacy
ponizsze warunki?

i) Istnieje liczba n taka, ze kazda $ciana jest n-katem;

i) Win-(1+2+3+...4+5);
iii) w kazdym wierzchotku spotykaja sie dokltadnie 3 krawedzie.
Wieloscian taki nazwiemy wieloScianem uroczym.

Przyjrzyjmy sie jeszcze powyzszej definicji. Warunek i) gwarantuje, ze argument
globalny da sie sformutowaé¢ bez wiekszych zmian; warunek ii) — ze argument
ten zawodzi; wreszcie dzieki iii) skuteczny jest argument lokalny, w szczegolnosci
dany wieloscian istotnie nie dopuszcza pieknego numerowania $cian.

1


https://deltami.edu.pl/2019/08/gdy-zadaniu-nie-podolasz-to-zalatwi-je-niezmiennik/
https://www.deltami.edu.pl/2009/07/niezmienniki-na-szachownicach/

Niestety przyktadu wieloscianu uroczego podczas tej lekcji nie znaleziono,
10 - 12 MAJA 2024 s mimo ze uczniowie, zacheceni obietnica szostek, czekoladek i usciskéw dloni,

. / wyprobowali szereg rozmaitych pomystéw. Stowem — konieczne okazato sie
wezwanie artylerii.

WMI UAM POZNAN

Rysopis poszukiwanego. Poszukiwania wielo$cianu zaczniemy od zdobycia
e »g LCZ 8 o nim dodatkowych informacji. Na przyktad, skoro kazda $ciana wieloscianu

uroczego jest n-katem (pierwszy warunek), a kazda krawedz przylega do dwoch
Scian, to nS = 2K (ponownie stosujemy zasade podwojnego zliczania), gdzie
K jest liczba jego krawedzi. Podobnie z warunku iii) mamy, ze 2K = 3W.

OGOLNOPOLSKA
KONFERENCJA
STUDENTOW

MATEMATYKI Powszechnie znany jest wzor na kolejne liczby trajkgtne:

1
14+2434...+5=25(S+1).
Koto Naukowe Matematykow UAM 2

serdecznie zaprasza na XI edycje . . o . . P 1
Odlnopolskie] Konforeneji Studentow Przeksztalcajac rownowaznie warunek ii), otrzymujemy kolejno: W' |n - 55(S + 1),

Matematyki 0¢icZe, ktora odbywac sic  2W [ nS(S + 1), 2W |3W (S + 1), 2|3(S + 1), 2| S + 1. Zatem S jest liczba
bedzie 10-12 maja 2024 r. na Wydziale : : P o . . L 1s

Matematyki i Informatyki Uniwersytetu nieparzysta. Wiemy za$, ze nS = 2K, wiec n musi by¢ liczba parzysta.
im. Adama Mickiewicza w Poznaniu.

W tym roku z dedykowang Sesja Podsumujmy nasze wnioski.
Informatyczna! Wiecej informacji
na stronie http://oblicze.edu.pl/} Stwierdzenie. Wieloscian o S Scianach n-katnych, K krawedziach

i W wierzcholkach jest uroczy wtedy i tylko wtedy, gdy spelnia nastepujace warunki:

i") n jest liczba parzysta;
ii") S jest liczba nieparzysta,;
iii) w kazdym wierzchotku spotykaja sie doktadnie 3 krawedzie.

Ponadto zachodzi woéwczas rownosé nS = 2K = 3W.

Stwierdzenie to samo w sobie stanowi dramatyczne uproszczenie wczesniejszej
definicji wielo$cianu uroczego. Bezposrednie poszukiwania nadal jednak nie
przynosza skutku. Moze wiec uda sie w jakis sposéb wykluczy¢ istnienie
wielo$cianéw uroczych?

Wigcej o wzorze Bulera mozna przeczytaé¢  Detektyw Euler na pomoc. Sprobujemy zastosowaé stynny wzor Eulera.
np. w “Al

Twierdzenie (wzoér Eulera). Jezeli w dowolnym wypuktym wielo$cianie
oznaczymy przez S liczbe Scian, przez K — liczbe krawedzi, a W — liczbe
wierzchotkow, to spetniona jest zaleznosé S+ W = K + 2.

Jest to juz kolejna napotkana przez nas zaleznosé wiazaca S, K, W. Podstawiwszy
do niej spelnione w uroczym wieloscianie réwnosci K = %nS oraz W = %nS,
wnioskujemy, ze S + %nS = %nS + 2. Stad, po prostych przeksztatceniach,
otrzymujemy réwnosé S - (6 —n) = 12.

7Z otrzymanej rownosci wynika, ze S jest dzielnikiem liczby 12. Oczywiscie jako

liczba $cian pewnego wielo$cianu S > 4. Jedynymi mozliwymi wartosciami S sa
wiec 4, 6, 12 — same liczby parzyste. Nie moze by¢ zatem spelniony warunek ii’),
a w konsekwencji nie moze istnie¢ wypukly wieloscian uroczy.

Powyzsze rozwazania pokazuja, ze zalezno$ci podobne do wzoru Eulera moga

Genus 0
by¢ bardzo uzyteczne. Musimy jednak przenies¢ poszukiwania na inne obszary.
Koto ratunkowe. Szczesliwie si¢ sktada, ze odpowiedniki wzoru Eulera istnieja
takze dla wielo$cianéw niewypuklych. Kluczowa charakterystyka wielo$cianu
jest jego genus, ktéry mozna rozumieé¢ — przynajmniej na poziomie intuicyjnym —
‘. jako liczbe dziur owego wieloscianu.
- Twierdzenie (og6lny wzor Eulera). Dia wieloscianu genusu g o S Scianach,
Genus 2 K krawedziach i W wierzchotkach zachodzi zwigzek S +W = K +2(1 — g).
i Podobnie jak ostatnio, dla uroczego wieloScianu genusu ¢ otrzymujemy stad
z%g% S(6—n) =12(1 — g).
A\ Na swoj sposob obiecujaco wyglada wiec przypadek g = 1, w ktorym prawa strona
1 . 2 PR 2 . 3 . 2
Goms 5 tej rownosci jest réwna 0, zatem musi zachodzi¢ n = 6, za to S moze by¢ dowolna,
enus

liczba. Ta swoboda daje nadzieje na owocne poszukiwania.
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Wielosciany Szilassiego

Przedstawiony rysunek prawdopodobnie
nie jest przekonujacym dowodem istnienia
wieloscianu Szilassiego. Autor zacheca do
wykonania modelu — gotowe siatki sa
dostepne w Internecie. Warto tez zajrzec
do wspomnianej pracy, w ktorej
przedstawione sa szczegdlowe obliczenia.

Teraz, po zawezeniu obszaru poszukiwan do wieloScianéw ,z jedna dziura’

i o szesciokatnych Scianach, mozemy poprosi¢ o pomoc wyszukiwarke
internetowa. Istotnie, z jej pomoca udato sie znalezé nie jeden, ale dwa urocze
wielosciany! Oba zostaly odkryte przez Lajosa Szilassiego i opisane w pracy

7 1986 r.

Pierwszy wieloscian ma znacznie prostsza strukture — to zwykly szescian

z chytrze wydrazona dziura. Jednak to ten drugi zostal zapamietany jako
wielo$cian Szilassiego. Ma on szereg innych interesujacych wlasnosci. Na
przyktad kazda jego $ciana sasiaduje z kazda z pozostatych, co jest najgorsza
mozliwa sytuacja dla pieknego numerowania Scian. Wsréd wieloscianow jest to
zjawisko niesamowicie rzadkie.

Szereg dalszych i pobocznych rozwazan zawarty jest w zamieszczonych ponizej
zadaniach i ich rozwigzaniach na stronie deltami.edu.pl.

Zadania 4. Wykaz, ze kazdy wieloScian wypukly ma Sciane, ktora
1. Rozwiaz zadanie o pieknym numerowaniu Scian jest wielokatem o co najwyzej pieciu bokach.

szeScianu sposobem innym niz dwa przedstawione na 5. Znajdz wieloscian, ktéry ma doktadnie 16 $cian,
poczatku artykutu. Dla jakich innych wielo$cianéw 32 krawedzie i 16 wierzchotkow.

mozna go zastosowacé? 6. Wykaz, ze nie istnieje uroczy wieloscian genusu 2

2. Jak zmodyfikowaé tresé¢ zadania o pieknym ani 3.

numerowaniu $cian szescianu (inaczej niz zmieniajac 7. Wykaz, ze nie istnieje uroczy wieloscian genusu 2% + 1,
wieloscian), tak aby nadal mozna je bylo rozwiazaé gdzie k jest dowolna liczba naturalna.

sposobem lokalnym, ale nie globalnym? 8. Ile $cian moze mieé¢ uroczy wielo$cian genusu 47

3. Wykaz, ze nie jest mozliwe pickne ponumerowanie 9. Wykaz, ze kazdy wieloscian uroczy ma co najmniej
$cian: a. zadnego graniastostupa; b. zadnego ostrostupa. 7 $cian.

i Zadania

Przygotowat Dominik BUREK

M 1777. Dana jest nieparzysta funkcja rosnaca f. Udowodnié¢, ze dla dowolnych
liczb a, b, ¢ o sumie zerowej zachodzi nieré6wnosé

fla)f(b) + f(b)f(c) + f(e)f(a) < O.

Rozwiazanie na str. [I0]

M 1778. Dane sa liczby caltkowite 0 < a < b < ¢ < d. Udowodnié¢, ze
NWD(a! + 1,6l + 1Ll + 1,dl + 1) < d“5".
Rozwiazanie na str. [J]

M 1779. Dany jest wielokat, ktorego kazde dwa sasiednie boki sa prostopadte.
Dwa z jego wierzcholkow nazywamy wrogimi, jesli dwusieczne katow wielokata
wychodzace z tych wierzchotkéw sa prostopadle. Wykazaé, ze dla dowolnego
wierzchotka liczba wrogich mu wierzchotkéw jest parzysta.

Rozwiazanie na str.

Przygotowat Andrzej MAJHOFER

F 1093. Komin ma wysoko$é H = 50 m. Temperatura gazu w kominie

Tx = 350 K, a temperatura powietrza na zwenatrz Ty = 270 K. Oszacuj predkosé,
z jaka cieply gaz wydostaje sie z komina. Przyspieszenie ziemskie g ~ 10 m/s%.
Dla uproszczenia przyjmujemy, ze na zewnatrz i wewnatrz komina mamy
powietrze (ten sam gaz).

Wskazowka: Spowodowane grawitacja zmiany gestosci powietrza do wysokosci
50 m mozna pomina¢.

Rozwiazanie na str.

F 1094. Zabytkowy zegar szafkowy ma wahadlo wykonane z mosiadzu.

Chod zegara zostal dokladnie wyregulowany w temperaturze t; = 25°C. Zima
w pomieszczeniu, w ktorym stoi zegar, panuje temperatura to = 18°C. Czy zima
zegar spieszy sie, czy podzni? Po jakim czasie odstepstwo wskazan od dokladnego
czasu przekroczy 1 minute? Wspolezynnik rozszerzalnosci termicznej mosiadzu
B=19-10"6 K!.

Rozwigzanie na str.
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Jajko czy kura? Historia pewnej zagadki

Kacper DEBSKI

Doktorant na Wydziale Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego

Chyba kazdy z nas nie raz styszal te stynna zagadke. Okazuje sie, ze to pozornie
proste pytanie porusza bardzo ciekawy problem zwigzany z pojeciem przyczyny

@

Od niepamietnych czasow ludzie zastanawiali sie,

gdzie tkwi koniec tancucha przyczynowo-skutkowego
taczacego narodziny kury wykluwajacej sie z jajka

7 samym procesem powstania jajka, stworzonego

w ciele jakiejs innej kury. Ta zagadka, bedaca czescia
antycznego folkloru [, choé tylko jako ciekawostka,
stala sie pézniej zagadnieniem nie raz analizowanym
przez powaznych filozoféw pokroju Arystotelesa czy
Plutarcha. W ich czasach pytanie to stanowito metafore
dla glebszych rozwazan nad naturg rzeczywistosci.
Arystoteles, na przyklad, uzywal tej zagadki jako
ilustracji dla swojej teorii o potencjalnosci i aktualnosci,
sugerujac, ze odpowiedZ na pytanie o to, co byto
pierwsze, jajko czy kura, zalezy od perspektywy, z jakiej
patrzymy na cykl zycia.

przyjrzymy.

Nie wszyscy filozofowie pochylali sie nad tym
problemem, ale pozwalajac sobie na odrobine fantazji,
mozna spekulowaé, co rézni mysliciele mogliby o tym
sadzi¢. Wielu z nich poruszalo podobne kwestie,

choé¢ nie zawsze bezposrednio. Nie kazdy filozof jest
Arystotelesem, gotowym otwarcie dyskutowaé o jajkach
i kurach, prawda?

Immanuel Kant, podchodzac do zagadki z perspektywy
swojej filozofii krytycznej, mogltby argumentowac,

ze zaréwno jajko, jak i kura sa czescia Swiata
zjawiskowego, postrzeganego przez pryzmat naszych
wewnetrznych kategorii. Wedlug niego prawdziwa
natura tej relacji przyczynowo-skutkowej jest poza
zasiegiem ludzkiego poznania.

David Hume, jako empirysta, mogtby podchodzié

do zagadki z perspektywy do$wiadczenia i percepcji.
Mogltby argumentowaé, ze nasze rozumienie relacji
przyczynowo-skutkowej miedzy jajkiem a kura jest
wynikiem naszych nawykéw i do$wiadczen, a nie
odkrycia jakiejs wewnetrznej prawdy o naturze. Wedlug
Hume’a nie mozemy mieé¢ pewnosci co do prawdziwej
natury tej relacji, poniewaz nasze poznanie jest

zawsze ograniczone przez subiektywne do$wiadczenie.
Fryderyk Nietzsche prawdopodobnie skupitby sie

na aspekcie woli mocy i przetrwania w kontekscie
ewolucji. Mogltby argumentowaé, ze zagadka ,,jajko czy
kura?” jest przejawem ludzkiego dazenia do nadawania
sensu i porzadku w chaotycznym $wiecie. W jego
interpretacji zagadka ta moglaby symbolizowaé ciggly
rozwoj i przezwyciezanie starych form przez nowe

w nieustannym procesie stawania sie i przemijania.

Ludwig Wittgenstein z kolei mogtby podchodzié do
zagadki tej jako problemu jezykowego. W jego filozofii
jezyk i sposob, w jaki formulujemy pytania, maja
kluczowe znaczenie. Mogltby zasugerowac, ze pytanie ,,co
byto pierwsze: jajko czy kura?” jest bltedne lub niejasne
z jezykowego punktu widzenia i ze poszukiwanie
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i skutku, ale takze samej natury czasu — jezeli tylko odpowiednio sie temu

odpowiedzi jest bezsensowne bez jasnego zdefiniowania,
co rozumiemy przez ,,jajko” i kure”.

7 punktu widzenia wspotczesnej biologii pytanie o to,
co byto pierwsze — jajko czy kura, nie jest juz tak
problematyczne, jak mogtoby sie wydawaé¢. Rozwdj
nauk biologicznych, szczegblnie w dziedzinie genetyki
i teorii ewolucji, pozwala nam zrozumieé, ze przed
pojawieniem sie kur istnialy inne gatunki ptakow —
ich przodkéw — ktore rowniez wylegalty sie z jajek.
Wynika z tego, ze pierwsza kura, znana nam dzisiaj,
wyklula sie z jajka. Jednakze to jajko zostato ztozone
przez stworzenie, ktore, Scisle rzecz ujmujac, nie byto
jeszcze kura, lecz gatunkiem przodka kur. W wyniku
stopniowych zmian genetycznych w sekwencji DNA
tego przodka doszto do narodzin pierwszej kury

w dzisiejszym rozumieniu tego gatunku [2].

Paradoksalnie w tej zagadce najwazniejsze nie jest samo
rozwiazanie, ale mnogos$é interpretacji, ktére mozna
przeanalizowaé¢. Wréémy teraz do mniej spekulatywnej
czesci naszej dyskusji, aby wspomnieé¢ o tym, ze
postrzeganie przyczynowosci jest gleboko zakorzenione
w naszym umysle. Postrzeganie powiazan pomiedzy
zdarzeniami jako tanicuchéw przyczynowo-skutkowych
jest w pewnym sensie rownoznaczne z naszym
postrzeganiem czasu. To wlasnie na tej zasadzie

nasi przodkowie wymys$lili koncepcje liczenia lat.
Obserwujac regularne zmiany zachodzace w przyrodzie,
byli w stanie wywnioskowaé, ze te zmiany pojawiaja
sie z pewna regularnoscia. Jednakze idea czasu,

ktorg w ten sposob stworzyli, rozni sie znaczaco od
tego, co wspolczesnie rozumiemy pod tym pojeciem.
Cyklicznosé zmian w §wiecie przyrody sugerowala im,
ze czas rOwniez moze mie¢ nature cykliczna, ktora
lepiej obrazuje okrag niz linia, jaka przyjmujemy we
wspolczesnym mysleniu.

W naszej cywilizacji to dopiero tradycja
judeochrzescijariska wprowadzila idee linearnego
postrzegania czasu, jako zjawiska majacego swoj
poczatek i koniec. W kontekscie cyklicznego
postrzegania czasu pytanie o pierwsza przyczyne traci
na znaczeniu, podobnie jak pytanie o poczatek obreczy.
Natomiast myslenie w kategoriach czasu jako linii
otwiera droge do zadawania pytan o poczatek i koniec,
chociaz i tutaj mozna przypuszczaé, ze linia ta rozciaga
sie w nieskonczonosé.

Z punktu widzenia naszych rozwazan ciekawsa
koncepcje prezentowal w swojej filozofii przywolywany
juz wezesniej Fryderyk Nietzsche. Uwazal on, ze

czas ma charakter cykliczny, czyli doktadnie tak,

jak uczyli starozytni. Jego koncepcja, znana jako
wieczny powroét, zaklada, ze wszystkie zdarzenia

w naszym Wszechs§wiecie powtarzaja sie nieskoniczenie



w identyczny sposob. Ta idea, chociaz filozoficzna,
niesie ze soba glebokie implikacje dotyczace naszego
postrzegania rzeczywistosci i naszego miejsca w niej.

W kontekscie zagadki ,,jajko czy kura?” Nietzscheanska
idea cyklicznosci sugerowataby, ze pytanie o ,pierwszos¢”
jest w pewnym sensie bez znaczenia, poniewaz w jego
koncepcji wszech$§wiatowej petli kazde zdarzenie,
zar6wno powstanie jajka, jak i narodziny kury,
nieustannie si¢ powtarza.

Co ciekawe, pomyst ten w bardzo podobnej formie
pojawil sie rowniez jako matematycznie ugruntowana
teoria w ramach mechaniki klasycznej. Tak zwana
teoria o powracaniu Poincarégo, opracowana przez
francuskiego matematyka Henriego Poincarégo, mowi,
ze w okreslonych warunkach systemy dynamiczne po
wystarczajaco dtugim czasie moga powrdci¢ do stanu
dowolnie podobnego do poczatkowego. W kontekscie
naszych rozwazan teoria ta wprowadza fascynujaca
perspektywe na kwestie czasu i przyczynowosci,
sugerujac, ze w skali kosmicznej, zaréwno przesztosé,
jak i przyszlo$é moga by¢ Scidlej ze soba powiazane, niz
mogliby$my przypuszczaé. W ten sposob zagadnienie
»jajko czy kura?”’ nabiera nowego wymiaru, gdy
my$limy o nim w kontekscie nieskoniczonych powtorzen
i powracajacych cykli czasowych.

Jakby tego byto malto, swoje trzy grosze do dyskusji
moze dodaé takze mechanika kwantowa. Przez moment
wyobrazmy sobie innego stynnego filozofa, Blaise’a
Pascala, znanego ze swojego zamitowania do hazardu.
Pascal, ktory nawet pytanie o istnienie Boga potrafit
przedstawi¢ jako zaktad bukmacherski, przypuszczalnie
podobnie podszedtby do tytulowego pytania. Mogtby
powiedzieé, ze to tylko kwestia prawdopodobieristwa,
ze jedna z odpowiedzi jest poprawna, i ze zawsze
mozna rzuci¢ moneta, gdy nie wiemy, ktora odpowiedz
wybraé. W koricu to zawsze jakie$ podejscie, gdy

nie wiemy, co zdecydowaé. W przypadku zwyczajnej
monety oczywiscie prawdopodobienistwo wypadniecia
orta albo reszki jest rowne i szanse na to sg po 50%.

W zwiagzku z tym hipotetyczny Blaise Pascal

z prawdopodobienistwem 50% wybierze odpowiedz, ze to
jajko bylo pierwsze, bazujac na tej samej logice.

Okazuje sie jednak, ze kiedy mamy do czynienia

z moneta kwantowa, cala sprawa staje sie jeszcze
bardziej skomplikowana. W $wiecie mechaniki
kwantowej, znanym z paradoksu Schrodingera o kocie,

ktory jest jednoczesnie zywy i martwy, moneta

moze roOwniez znajdowaé sie w stanie superpozycji,
oznaczajacym, ze jednoczesnie wskazuje orla i reszke.
W takim przypadku nasz kwantowy Blaise Pascal
mogltby twierdzié, ze pierwsze bylo tak jajko, jak i kura.
Moze sie to wydawaé tylko umystowa ekwilibrystyka,
bo przeciez w rzeczywistosci istniala konkretna
odpowiedz, a nasz kwantowy filozof po prostu nie
moze sie zdecydowaé¢ na zadna z opcji. Jednak prawda
jest jeszcze bardziej zaskakujaca. Okazuje sie, ze gdy
zaczynamy rozwazaé zwiazki przyczynowo-skutkowe na
pograniczu mechaniki kwantowej i teorii wzglednosci,
tradycyjna chronologia moze przesta¢ mie¢ znaczenie.

Skad bierze sie zalezno$¢ zmiany kolejnosci zdarzen pod
wplywem mechaniki kwantowej i teorii wzglednosci?
Kluczowe jest polaczenie dylatacji czasu z superpozycja
kwantowa. Dylatacja czasu wystepuje zaréwno

w formie kinematycznej, gdy zegary poruszaja sie

z duza predkodcia, jak i grawitacyjnej, gdzie zegary
umieszczone sa w poblizu silnych zrédel grawitacji,
takich jak czarne dziury. Dylatacja czasu sprawia, ze
np. zegary umieszczone w silnym polu grawitacyjnym
zwalniaja zgodnie z zasadami ogdlnej teorii wzglednosci.

Rozwazmy teraz dwa zsynchronizowane zegary,

kazdy z przymocowanymi fajerwerkami — jeden
strzelajacy zo6tta, a drugi niebieska kaskada iskier.

Po umieszczeniu ich w poblizu czarnej dziury zegar
bedacy blizej niej zwolni wskutek dylatacji czasu.

Jesli blizej czarnej dziury jest zegar z niebieskimi
fajerwerkami, to dla odleglego obserwatora jako
pierwszy wystrzeli ten z z6ttymi iskrami. Dzieje sie
tak, poniewaz zegar znajdujacy sie dalej od czarnej
dziury tyka szybciej, co skutkuje szybsza detonacja
fajerwerkow. Odwracajac sytuacje, tzn. gdy czarna
dziura jest blizej zegara z zottymi fajerwerkami, wtedy
pierwsze wystrzela niebieskie iskry. Ten prosty przyktad
pokazuje, jak teoria wzglednosci moze wpltywac¢ na
kolejnosé zdarzen. Kiedy wtlaczymy do tego wszystkiego
mechanike kwantowa, sytuacja staje sie jeszcze bardziej
skomplikowana, a zarazem fascynujaca. Wystarczy tylko
wyobrazi¢ sobie kwantowa czarna dziure, a wszystko
stanie sie zupelnie jasne! Niech nasza czarna dziura —
podobnie jak kot Schrodingera, ktory jest jednoczesnie
zywy i1 martwy, oraz moneta Pascala wskazujaca
jednoczesnie orta i reszke — bedzie teraz jednoczesnie
po obu stronach zegarow.
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Zgodnie z mechanizmem detonacji fajerwerkow opisanym powyzej oznacza to, ze
kolejnos¢ zdarzen (wybuchow) rowniez musi znajdowaé sie w superpozycji, mogac
wystepowaé¢ w dwoch wariantach jednoczesnie. Jest to przyktad tzw. nieokreslonego
porzadku czasowego (ang. indefinite temporal order), ktory rzuca nowe $wiatto na
nasze rozumienie przyczynowosci i zagadke ,,jajko czy kura?”’ w $wiecie kwantowym.
Fizyka wspolczesna uczy nas, ze istnieja 3 mozliwoéci, ze dwa zdarzenia, ktore
zazwyczaj wystepuja jedno po drugim, moga zamieni¢ si¢ kolejnoscia, a nawet
wystepowaé¢ w dwoch alternatywnych kolejnosciach jednocze$nie. Oznacza to, ze
w kwantowym rozumieniu przyczynowosé nie zawsze musi podazaé za linia czasu,
otwierajac drzwi do nowego sposobu myslenia o zagadkach typu ,,jajko czy kura?”.
W ten sposob starozytna zagadka staje sie oknem na glebokie rozwazania o naturze
rzeczywistosci, pokazujac, jak pytania, ktére wydaja sie proste, moga prowadzié
do ztozonych i fascynujacych dyskusji.
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Astrofotografia glebokiego nieba. Czes$é II — techniczna

Autor fascynuje si¢ astronomia od 15 lat.
W astrofotografii stawia na proste,
dostepne dla amatoréw rozwiazania,
eksperymentujac przy tym i starajac sie
pokaza¢ wybrane obszary nieba w nowy
sposob, co zostalo dostrzezone m.in. przez
jury miedzynarodowego konkursu
AstroCamera, w ktorym w 2023 roku
uzyskal glowna nagrode w kategorii
,Obiekty glebokiego nieba”.

O wezyku pisalem w poprzednim artykule.

Dla przypomnienia — jest to urzadzenie,
ktore pozwala nam na programowanie
czasu ekspozycji zdjeé. Zamiast wezyka
dobrze sprawdzi sie tez laptop lub tablet
z odpowiednim oprogramowaniem.

Warto zadbaé, aby klatki kalibracyjne
byly wykonane w tym samym ISO co
klatki z obrazem nieba.

Przykltadowa klatka dark

Przykltadowa klatka flat

Im dluzsza ogniskowa obiektywu, tym
wiecej wyzwan zwiazanych z precyzja
pracy montazu paralaktycznego,

a wymagania rosna w tempie
geometrycznym wraz ze wzrostem jej
dlugosci. W praktyce, do 100-135 mm
ogniskowej, dobre ustawienie na biegun
poéinocny i dobre wywazenie zestawu
zainstalowanego na montazu sa
wystarczajace do uzyskania
satysfakcjonujacego efektu.

Ireneusz NOWAK

W czesci pierwszej tego artykuhu, opublikowanej w |A3,, opisywatem teorie
astrofotografii. Teraz pora przejs¢ do praktyki. A ta sktada sie z kilku
podstawowych elementow. Na poczatek techniczna obrobka zdjecia.

Zbieranie materialu — akwizycja

Astrofotografia jest dos¢ dziwng dziedzing fotografii, gdyz material zrodlowy

i zdjecie koricowe na pierwszy rzut oka niewiele maja ze soba wspolnego. Zdjecia
gwiazd sa bardzo jasne i wyrazne — co przeklada sie miedzy innymi na to, ze
jasnosé gwiazd jest gtownym elementem, do ktoérego dobiera sie czas ekspozycji.
Niestety poziom sygnatu zwiazany z ,nie-gwiezdnymi” obiektami glebokiego
nieba jest na tyle szczatkowy i staby, ze detale ledwo rejestruja sie w obrazie
pojedynczej klatki. Do tego sa one czesto znieksztalcone przez szum, jaki
generuje matryca, oraz uktady elektroniczne aparatu.

Co zatem mozna zrobié, aby pozby¢ sie zakldcen, zwiekszyé szczegdlowosé
zdjecia i uzyska¢ obraz obiektow glebokiego nieba? Podstawowym sposobem

na zwiekszenie poziomu sygnalu wzgledem szumu w obrazie jest wykonanie jak
najwiekszej ilosci ekspozycji tego samego obszaru nieba. Dynamiczne zmiany
w obiektach glebokiego nieba sa niezwykle rzadkie, wiec astrofotografie to czesto
usredniony wynik dziesiatek, a nawet i setek ekspozycji. Tu nie ma zadnej magii,
ustawiamy kadr, programujemy wezyk i wykonujemy wielokrotne ekspozycje.
Generalnie — im wiecej uzyskamy materiatu, tym wiecksza jest szansa na lepsza
jakosé zdjecia koricowego.

Ale to nie wszystko. Istnieje pelna gama zaklocen wpisanych w wykonane przez
nas zdjecia nieba. Mozemy je usunaé¢ albo przynajmniej mocno zredukowac,
wykonujac odpowiednie klatki kalibracyjne. Mozna wyr6zni¢ ich trzy rodzaje:

e Klatki kalibracyjne bias to seria zdje¢ wykonanych przy zakrytym obiektywie
i krotkim czasie ekspozycji (1/1000, 1/250) — im wiecej ich bedzie, tym lepiej.
Te klatki rejestruja stan poczatkowy pikseli z matrycy wzbogacony o szum
odczytu.

e Klatki ciemne (tzw. darki) to zdjecia wykonane z zakrytym obiektywem
i tym samym czasie naswietlania co pozniejsze zdjecia nieba — znéw, im ich
jest wiecej, tym lepiej — te klatki shuza do zebrania informacji, ile sygnatu
pojawilo sie w pikselach bez rejestracji swiatla wpadajacego przez obiektyw.
Tak naprawde darki zawieraja w sobie te same informacje co te zapisane
w klatkach bias, a ponadto szum termiczny matrycy per piksel. Zaréwno biasy,
jak i darki powinny by¢ wykonane w tych samych warunkach co ekspozycje
nieba, gdyz poziom szumoéw w elektronice jest zalezny od temperatury
otoczenia.

e Klatki ,ptaskiego pola” (ang. flat frames), nazywane w dalszej czesci artykutu
flatami, to zdjecia plaskiej, rownomiernie o$wietlonej powierzchni. Celem
tych zdje¢ jest zarejestrowanie poziomu tlumienia sygnatu, przez nasz tor
optyczny, na drodze od obiektywu do sensora. Klatki te rejestruja tzw. winiete
obiektywu (czyli pociemnienia brzegowe, patrz rysunek) oraz wszystkie
zanieczyszczenia matrycy (tzw. paprochy). W Internecie mozna spotkaé
rézne sposoby na wykonanie flatéw, jednak najlepszym sposobem jest uzycie
dedykowanego panelu swietlnego, tzw. flatownicy, naktadanej na obiektyw.
Flaty nalezy wykonaé¢ tuz przed lub tuz po skoriczeniu ekspozycji nieba.
Kalibracja tymi klatkami jest niezbedna w astrofotografii. Im ich wiecej —
tym lepiej.

Kalibracja materialu i jego zlozenie

Spedzilismy cala noc w pieknym, ciemnym miejscu, zaden ze sprzetéw nas

nie zawiodl, obiektyw nie zaparowal, bateria w aparacie wytrzymalta, montaz
paralaktyczny na statywie utrzymat ustawienie na biegun i bezblednie pracowat
przez cala noc, dzieki czemu mamy w punkt ostre zdjecia. Zebralismy dziesiatki
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W astrofotografii znaczace korzysci daje
format pliku zapisujacy wartos$¢ piksela
w postaci zmiennoprzecinkowej

(IEEE 754), z wykorzystaniem 32 bitéw
na kazda z trzech sktadowych koloru
(RGB). Taki format pozwala uzyskaé
bardzo wysoka rozdzielczo$¢ informacji
w ,cieniach” naszego obrazu.

Glownymi algorytmami standaryzujacymi
w astrofotografii sa: skalowanie +
przesunigcie zera (ang. scaling + zero
offset), wyréwnanie strumienia (ang. fluz
equalization), normalizacja addytywna
(ang. additive normalization),
normalizacja multiplikatywna (ang.
mutliplicative normalization), skalowanie
oraz normalizacja lokalna. Po wiecej
szczegblow zapraszam na strone
https://pixinsight.com.

Usrednienie polega na obliczeniu
$redniej arytmetycznej (lub mediany)
sygnaltu kazdego piksela ze stosu
wczesniej przygotowanych klatek.

- -

Master BIAS

BIAS
‘ Master DARK
DARK

Normalizacja (standaryzacja) zdjecia
ma na celu przeksztalcenie go w taki
sposob, aby usunaé réznice w sile sygnatu
i érednich wartosciach tta. Poprawnie
przeprowadzona standaryzacja jest
kluczowym elementem obrébki zdjecia.

Najlepsza klatka nieba powinna mie¢:
wysoki stosunek poziomu sygnaltu do
szumu (SNR), wysoki kontrast, niski
poziom znieksztalcenia gwiazd
(odchylenie od ksztaltu kulistego) i niski
poziom rozmycia gwiazd (liczony

w szerokosci polowkowej, FWHM — full
width at half mazimum).

zdjeé interesujacego nas obszaru nieba, zebraliSmy odpowiednig ilos¢ klatek
ciemnych, biaséw, no i nie zapomnieliémy o flatach. Mamy czas, aby zasias¢ do
materiatu i wydoby¢ z niego to, co najlepsze.

Tutaj bezwzglednie musimy skorzystaé¢ ze specjalnego oprogramowania
przeznaczonego do astrofotografii (np. DeepSkyStacker, Siril, Astro Pixel
Processor, PixInsight), ktory ma zaimplementowane odpowiednie algorytmy
oraz wsparcie dla specyficznych formatow obrazow. W zaleznosci od
uzytego oprogramowania do wyboru bedziemy mieli bardzo rozbudowane
opcje, umozliwiajace doktadne sprecyzowanie algorytmoéw i ich
parametréw, albo mocno uproszczone. Niemniej wszystkie programy
beda mialy jedna ceche wspolnag — najczesciej okno interfejsu nakazuje
nam podac¢: liste plikow z powtorzonymi zdjeciami nieba (ang. light
frames), liste plikow z flatami, liste plikow z darkami oraz liste plikow

z biasami.

Zasadniczo przetwarzanie obrazu w astrofotografii to czysta statystyka

w stuzbie teorii sygnalow. Niestety nie ma w niej zlotego rozwiazania. Nie ma
cudownego algorytmu, ktory zadziata zawsze. W zaleznosci od uzytego zestawu
fotograficznego, warunkow atmosferycznych, a takze celu, jaki chcemy osiagnaé
— rodzaju obiektu astronomicznego — dany algorytm moze sie okazaé zaréwno
wyborem idealnym, jak i najgorszym z mozliwych. Dlatego tez najbardziej
rozwiniete oprogramowania daja nam bardzo duza elastyczno$é w wyborze
Sciezki przetwarzania sygnalu i jego parametrow.

Na poczatek polecam w oprogramowaniu wybraé¢ tryb ,auto”. Nastepnie
uruchamiamy caly proces przetwarzania obrazu i czekamy na wynik. Dosé
dtugo czekamy. .. bo komputer naprawde ma co liczy¢. Calosé, w zaleznosci
od komputera, moze trwac kilkadziesiat minut lub nawet kilka godzin. A co
konkretnie si¢ dzieje? Takie typowe, uogélnione przetwarzanie obrazu, zwane
technicznie ,stackowaniem”, odbywa si¢ mniej wiecej wedlug nastepujacego
schematu:

1. Wyliczenie tzw. master bias — usrednienie wszystkich klatek bias bedacych
obrazem szumu odczytu.

2. Wyliczenie tzw. master dark — u$rednienie wszystkich darkéw bedacych
obrazem sumy szumu odczytu i szumu termicznego.

3. Odjecie od kazdej z klatek flat klatki master bias. Nastepnie normalizacja
wszystkich wstepnie skalibrowanych klatek flat do tego samego poziomu
jasnosci (z powodu minimalnych réznic w powtarzalnosci pozycji przymykania
sie mechanicznej przestony obiektywu flaty moga si¢ od siebie nieznacznie
ro6zni¢ jasnoscia) i usrednienie skalibrowanych flatéw. W ten sposob powstaje

tzw. master flat.
O =07

Master BIAS Master FLAT

FLAT

4. Kalibracja klatek nieba. Na poczatek wybieramy sobie najlepsze (naszym
zdaniem) zdjecie nieba, ktore udato nam sie wykonac¢. Wzgledem niego beda
normalizowane i wyréwnywane pozostale klatki nieba. Nastepnie od kazdej
z klatek nieba odejmujemy wyliczona wczesniej klatke master dark i dzielimy
przez odpowiednio przeskalowana klatke master flat.

‘Q.@[]@

Master DARK Master FLAT
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Jednym z najczestszych zaktécen

w zdjeciach nocnego nieba sa $lady
pozostawione przez przelatujace satelity,
samoloty badz meteory. Sa to zaklocenia,
wobec ktorych srednia algebraiczna jest
bezsilna. Aby je usuna¢ stosowane sa
algorytmy: Percentile Clipping, Sigma
Clipping, Median Sigma Clipping,
Winsorized Sigma Clipping, Median MAD
Clipping, Linear Fit Clipping,
Generalized Extreme Studentized Deviate
Test.

*Instytut Matematyki Stosowanej
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

[ S S L W7 4
Ditarn oAyt o] 3 TR
o pmila) SIANP Ani)al i35 amuliFy o3

: SR PR

Studia wody. Na dwoéch rysunkach
przedstawiony jest przeplyw wody przez
ptlaska przeszkode

W eksperymencie Taita powstaja stabilne
struktury pierscieni wirowych.

Peter Tait, Lectures on Some Recent
Advances in Physical Science,
MacMillan & Co., Londyn 1876

5. W dalszej kolejnosci nastepuje pozycjonowanie wszystkich klatek sygnatu
w oparciu o uktad gwiazd z doktadnoscia do jednego piksela — uwzgledniajac
przy tym korekte dystorsji zdjecia. Ciekawostka moze by¢ fakt, ze mozliwe
jest takze pozycjonowanie klatek z doktadnoscia mniejsza niz rozmiar jednego
piksela. Takie pozycjonowanie stosuje sie m.in dla zdjeé¢ z teleskopu Hubble’a,
wykorzystujac algorytm Drizzle.

6. I wreszcie scalenie materialu, na ktoére sktada sie normalizacja klatek sygnatu
(lokalna lub globalna), odrzucenie wezesniej ustalonych wartosci skrajnych
sygnalu (np. tzw. hot pizels i cold pizels), a w konicu usrednienie sygnatu ze
skalibrowanych klatek sygnalu i wygenerowanie obrazu wynikowego.

Uzyskany w wyniku tego dos¢ ogolnie opisanego procesu obraz koncowy ma
znacznie wytlumione zaklécenia wprowadzone przez nasz zestaw fotograficzny
(szum wprowadzony przez elektronike lub tor optyczny), usuniets wiekszosé
zaklocen o losowym charakterze, poprawiong, rozpietosé tonalna oraz zwiekszony
stosunek sygnatu do szumu (patrz zdjecie ponizej). Ale to nie koniec! Nasz
obraz jest wcigz daleki od ideatu i nadal skazony $wiatlem emitowanym lub
rozproszonym przez atmosfere. W nastepnym artykule opisze, jak sprawi¢, aby
nasze zdjecie stalo sie piekne.

Poréwnanie efektu stackowania 40 klatek (po lewej) w odniesieniu do tego samego fragmentu
pojedynczej klatki (po prawej)

Leonardo da Vinci i hydrodynamika
Grzegorz LUKASZEWICZ*

Hydrodynamika to nauka o dynamice ptynéw. Zachowane pisma Leonarda

da Vinci (1452-1519) zawieraja kilkaset stron jej poswieconych. Sa to czesci
traktatow, rozbudowane schematy pomystéw hydraulicznych i hydrologicznych
oraz niezliczone rysunki i notatki.

W holistycznej wizji nauki Leonarda dotyczacej form zywych woda

jest elementem centralnym, Srodowiskiem i nosicielem zycia, zar6wno

w makrokosmosie — §rodowisku zyjacej Ziemi, jak i w mikrokosmosie — w ciatach
zwierzat i roslin. Bez wody nie ma zycia. Woda wystepuje takze w kilku
obrazach religijnych tego wszechstronnie utalentowanego badacza — jako
nosicielka zycia w sensie symbolicznym, jako medium przekazujace sakrament
chrztu. Da Vinci dostrzegal niebanalne analogie pomiedzy strukturami uktadu
hydrologicznego Ziemi, uktadu krwionosnego i komoérkami przewodzacymi roslin,
wskazujac na aspekty funkcyjne i cechy charakterystyczne dynamiki.

Wszystkie zywe struktury posiadaja cechy samej wody, takie jak plynnosé,
roznorodno$é, adaptacyjnosé i stabilnos¢ — zachowanie formy przy
jednoczesnym ciaglym strumieniu przeplywajacej materii. Prowadzac badania
hydrodynamiczne, Leonardo chcial zrozumieé¢ nature i site prokreacyjna samego
zycia. Jego badania nad wirami i strukturami spiralnymi, taczacymi w sobie
zmiennos¢ i zarazem stabilno$é, przywodza na mysl XIX-wieczne badania

lorda Kelvina i Petera Taita nad pier§cieniami wirowymi, ktére w ich wirowej
teorii atomu mialy stanowi¢ podstawowa strukture materii. Leonardo da Vinci
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Rozwigzanie zadania M 1778.
Oznaczmy

n=NWD(a! +1,bl + 1,c! 4+ 1,d! + 1).

Wtedy n | (b!+ 1) — (a! + 1), wiec
n| ' —a)=allla+1) ...-b—1].
Jednakze NWD(a! + 1, a!) = 1, stad
n|(a+1)-...-b— 1. Wobec tego

n<(a+1)-...-b—1<b *<d ™"

Podobnie n < d°~? oraz n < d*”°. Zatem

nP=n-n-n<d "¢ 4. g4 c = (1‘17“,

co oczywiscie daje teze zadania.

Urzadzenia Leonarda da Vinci stuzace do

podnoszenia wody

Ilustracja prawa Bernoulliego:
p2 —p1 = pg - (h1 — h2)

Tlustracja prawa ciaglosci:
A1 v = szz

odkryt ruch wirowy na dtugo przed Kartezjuszem (XVII wiek), a jego dynamike,
w swoich badaniach nad turbulencja — przed Helmholtzem (ok. 1858 r.).

Pozostajac czesciowo pod wpltywem nauki Arystotelesa, w swoich badaniach
hydrodynamicznych prowadzonych w latach 1485-1515 Leonardo wybiegal
jednoczesnie daleko wprzod, o kilkaset lat wyprzedzajac obserwacje, eksperymenty
i odkrycia pézniejszych uczonych, ktorym je przypisano. Naleza do nich: odkrycie
zasady ciggtosci (przed Benedetto Castellim, ok. 1628 r.), lepkosci przeptywu (przed
Izaakiem Newtonem, ok. 1687 r.), uniwersalnosci przeptywu (przed Danielem
Bernoullim, ok. 1738 r.), dekompozycji turbulencji (przed Osbornem Reynoldsem,
ok. 1895 r.), kaskady Richardsona (przed Lewisem Richardsonem, ok. 1922 r.),
wlasnosci dynamiki wiréw (przed Hermannem von Helmholtzem, ok. 1858 r.)

i metody wizualizacji przeptywu (przed Osbornem Reynoldsem, ok. 1883 r.).

W artykule Leonardo da Vinci i topologia |G. Lukaszewicz, A3,| przedstawiono

hydrodynamiczne motywacje Leonarda dla jego badan topologicznych. Pokrewna
do hydrodynamiki dziedzing jego dziatalnosci byta hydrologia — zajmujacy

sie woda dzial geografii. Osiagniecia genialnego uczonego w tej dziedzinie

sa tak znaczne, ze hydrolodzy uwazaja go za jednego z jej ojcow zalozycieli.

W tym artykule opowiemy o wybranych kierunkach badan hydrodynamicznych

Leonarda da Vinci, w tym o jego nowatorskich eksperymentach i teoriach.

Zasada uniwersalnosci. Wlasnosé uniwersalnosci proceséw ewolucyjnych

to podobieristwo pewnych cech dla calej ich klasy. Poszukujac praw ogolnych
dla ruchu i transformacji ptynéw, Leonardo zalozyl, ze pewne podstawowe
wlasnosci sa wspolne dla nich wszystkich. Aby to potwierdzi¢, eksperymentowat
nie tylko z woda, ale takze z krwia, winem, olejem oraz z materiatami sypkimi,
piaskiem i ziarnami. Zdal sobie sprawe, ze pewne wlasnosci przeptywu wody,
takie jak lepkos¢ czy lokalny ruch wirowy, mozna wywnioskowaé i doktadniej
zbadaé, obserwujac ruch materiatéw sypkich, prostszych dla obserwacji,
bowiem widoczne sa wtedy poszczegdlne czastki poruszajacej sie materii.
Mamy tu do czynienia z nowoczesnym, wspotczesnym podejsciem do badania
ztozonych zjawisk przy pomocy prostszych modeli. Tym rodzajem rozumowania
Leonardo wyprzedzal znacznie swoje czasy. Jego badania byty przy tym glownie
jakosciowe. Na zlozone obliczenia zwigzane z procesami dynamicznymi byto
jeszcze za wezesnie, wszak roéwnania rézniczkowe zaczely raczkowaé dopiero

w XVII wieku. Pierwsza prébe zastosowania ogélnego newtonowskiego prawa
dynamiki do ruchu ptynéw podjat Daniel Bernoulli w swojej Hydrodynamice

w 1738 roku. Podal on proste, fundamentalne prawo szeroko uzywane dzi$

w najrozmaitszych badaniach przeptywowych, od inzynierii po medycyne.

W swojej najprostszej postaci prawo to wyraza formuta

1
P+ ipV2 + pgh = constant,

mowiaca, ze suma ci$nienia statycznego, dynamicznego i hydrostatycznego jest
stata. Jest ona prawdziwa dla duzego spektrum cieczy i przeptywow o réznych
wlasnosciach. W przypadku bezruchu (predkos¢ V' = 0) otrzymujemy znane ze
szkoly prawo moéwiace, ze réznica cisnienia hydrostatycznego na dole i na gorze
stupa wody jest réwna wysokosci stupa wody pomnozonej przez gesto$é wody

i stala przyspieszenia ziemskiego: pa — p1 = pg(h1 — ha).

Przedstawiona ponizej zasada ciaglosci posiada te same cechy co zasada
Bernoulliego — bedac prostym, ilociowym prawem majacym liczne zastosowania,
ma fundamentalny charakter uniwersalnosci.

Zasada cigglosci. Wlasnosé ciaglosci przeptywu wody (lub dowolnej innej
cieczy niescisliwej) mowi, ze w danej chwili do dowolnego wyrdznionego
obszaru przeptywu wplywa ta sama ilosé wody, co z niego wyptywa. Zostata
ona odkryta przez Leonarda da Vinci, ktory w konicu XV wieku pracowat dla
Francesco Sforzy w Mediolanie, takze jako nadzorca hydraulicznych projektow
inzynierskich.

Problem mierzenia ilosci przepltywajacej wody w licznych rzekach i kanatach
nawadniajacych pola uprawne Niziny Lombardzkiej byl wazna kwestia
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Rozwigzanie zadania M 1777.

Bez straty ogélnosci mozemy zalozy¢, ze
a,b > 0 oraz ¢ < 0. Poniewaz f jest
funkcja nieparzysta, mamy f(0) = 0 oraz
f(a+b) = —f(c). Dodatkowo

z monotonicznosci f(a +b) > f(a) >0
oraz f(b) > 01 dlatego

fla+b)f(b) = f(a)f(b), czyli

f(a)f(b) + f(b)f(c) < 0. Dodajac do tego
nieré6wnosé f(c)f(a) < 0 (wynikajaca

z f(c) < 0), otrzymamy tez¢ zadania.

techniczng i administracyjna. Wtedy, i jeszcze znacznie pdzniej, ilosé
przeplywajacej wody w kanale szacowano polem jego przekroju, nie biorac pod
uwage predkosci plynacej wody.

Leonardo powiazal ilo$¢ przeplywajacej wody z przekrojem rzeki i z jej
predkoscia. W | Kodeksie Atlantyckim” pisze:

Rzeka transportuje na kazdym przekroju swojej dtugosci w tym samym czasie
takg samg ilosé wody.

Jest to wlasnie prawo ciaglosdci, w tym szczegblnym przypadku wyrazane
wzorem Ajv; = Asvg, w ktorym A; i Ay to pola przekrojow rzeki w wybranych
miejscach, a v1 i1 vo to predkosci wody na tych przekrojach. Wynika z niego, jak
pisze w ,Manuskrypcie A”, ze:

Rzeka o jednakowej gtebokosci bedzie miata szybszy przeptyw na mniejszej
szerokosci miz na wiekszej tyle razy, ile razy wieksza szeroko$é przewyzsza
mniejszq.

Aby klarownie zilustrowaé¢ zasade ciagtosci, uczony postuzyl sie uproszczonym
modelem zwartego regimentu wojska maszerujacego przez miasto:

Przypusémy, zZe mezczyini wypelniajg te aleje swoimi ciatami i ze muszq
maszerowac w sposob ciqgly. Kiedy mezczyini w najszerszym miejscu robig
jeden krok, (...) ci na posredniej szerokos$ci zrobig dwa, a ci na trzecim miejscu,
o szerokosci jednej czwartej poprzedniej, zrobig osiem krokow w tym samym
czasie. I znajdziesz te proporcje we wszystkich ruchach, ktore przechodzq przez
miejsca o roznej szerokosci.

Podobnie jak w przypadku zasady uniwersalnosci, Leonardo postuzyt sie tu
prostszym modelem, pozwalajacym zaréwno intuicyjnie wnikna¢ w istote
zagadnienia, jak i dostrzec relacje ilo$ciowe. Zasade ciagtosci odkryl ponownie
Benedetto Castelli i w 1629 roku opublikowal w poswieconej hydraulice ksiazce
pt. O pomiarze biezgcej wody.

Tarcie i lepko$é. Leonardo da Vinci jako pierwszy systematycznie badat
uniwersalne w przyrodzie zjawisko tarcia. Bardzo doktadnie i wszechstronnie
analizowal jego role w konstrukcjach inzynierskich, a takze w badaniach ruchu
wody.

W hydrodynamice rozrézniamy dwa podstawowe rodzaje tarcia: tarcie
wewnetrzne miedzy czasteczkami poruszajacego sie ptynu, ktére nazywamy
lepkoscia ptynu, oraz tarcie miedzy pltynem a ograniczajaca je powierzchnia,
czyli brzegiem. Leonardo opisywal wplyw obu jego rodzajéw na ruch plynu.
Lepkosé¢ okreslat jako spojnosé wody samej w sobie. Rozumial, ze powoduje
ona tarcie miedzy ciecza i brzegiem obszaru przeplywu oraz miedzy sasiednimi
warstwami wody plynacymi z r6znymi predkosciami. Obserwowat i opisywatl
wplyw tych sil, ktére nazywamy dzi§ naprezeniami $cinajacymi, na ruch wody.
W ,Manuskrypcie H” pisze, ze dno zapewnia wiekszy opor, dlatego woda porusza
sie bardziej na powierzchni niz przy dnie, a w ,Manuskrypcie I”; ze rzeki, gdy sq
proste, ptyng z duzo wiekszym impetem w Srodku swej szeroko$ci niz przy brzegu.

Zachowanie sie plynu przy brzegu obszaru jego przelywu jest niezwykle
zlozonym zjawiskiem. Mimo rozmaitych prob jego modelowania, podjetych
dopiero w XX wieku, problem znalezienia analitycznego opisu tego przeplywu
pozostaje problemem otwartym. Zrodltem trudnosci jest zwiazek ruchu ptynu
w warstwie przysciennej z jeszcze bardziej nieuchwytnym analitycznie, choé
powszechnie obserwowanym, zjawiskiem turbulencji. Richard Feynman

w swoich wyktadach z fizyki (1963) napisal: Turbulencja jest najwazniejszym
nierozwigzanym problemem fizyki klasycznej — 1 takim pozostaje do dzis.

Leonardo opisatl i przeanalizowatl rozmaite aspekty turbulentnego, czyli
burzliwego, ruchu wody. Jednym z nich jest obecnos¢ wirow zajmujacych
centralne miejsce w teorii turbulencji.
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Po lewej: szkice Leonarda da Vinci
przedstawiajace eksperymentalne
zbiorniki do badania fal i pradow

w wodzie.

Po prawej: Szkice przedstawiajace jego
teorie na temat wiréw w zastawkach serca

Rysunek wiru wodnego

Bibliografia

F. Capra, Learning from Leonardo. Decoding the Notebooks of

a Genius, San Francisco, CA, 2014.

A. Corsini, Modeling (understanding and controlling) turbulent
flows: the heritage of Leonardo da Vinci in modern
computational fluid dynamics, Conference on Modelling Fluid

Wiry wodne. Leonardo da Vinci nigdy nie zrealizowal swojego $mialego
zamiaru napisania Traktatu o wodzie, w ktérym zamierzal podaé precyzyjny

i kompletny opis ruchu wody. Takie przedsiewziecie jest niemozliwe do
zrealizowania nawet dzis. Zafascynowany woda badacz wykonal setki bardzo
wnikliwych ilustracji jej ruchu w réznych sytuacjach. Prace te ze wzgledu

na wielka ztozonosé ruchu wody sa dwojakiego rodzaju. Pierwsze wyrazaja
bezposrednie obserwacje i graja role dzisiejszej fotografii, drugie to schematyczne
diagramy, wyrazajace bardziej prawa ruchu niz jego doktadny obraz. Co nie
jest charakterystyczne dla calej pozostatej tworczosci naukowej Leonarda,

w badaniach hydrodynamicznych rysunki stanowia czesto tylko uzupelnienie
tekstu. Stwierdzamy tu problem braku wtasciwego jezyka opisu wynikajacy

z ogromnej ztozonosci przedmiotu badan. Podobne zjawisko mozna tez zauwazy¢
w Principiach Newtona, gdzie np. w czesci poswieconej badaniu ruchu ksiezyca
Newton napotyka wymykajace sie opisowi analitycznemu zagadnienie trzech cial,
i z koniecznosci ucieka sie do nieprecyzyjnego opisu stownego.

Jak wspomnielismy wyzej, Leonarda szczegélnie fascynowalty wiry, jako struktury
taczace w sobie zmienno$¢ i stabilnosé, cechy charakteryzujace wszystkie formy
zycia. Zamierzal podac¢ pelng klasyfikacje wiréw. Pisze o tych zamierzeniach

w ,Manuskrypcie F”:

O wirach na powierzchni i o tych, ktére powstajqg na réznych gtebokosciach wody;
tych, ktore zajmujq catq te gtebie, ruchomych i stabilnych; o dtugich i okrggtych;
tych, ktore okresowo zmieniajg swdj ruch, i tych, ktore sie dzielg; tych, ktore
przeksztalcajg sie w wiry, z ktorymai sie tgcza; @ tych, ktore mieszajq sie ze
spadajgcg @ odbijajaca sie wodg i wprawiajq jg w ruch obrotowy.

Leonardo opisal, jak powstaja wiry w réznych sytuacjach, nazwal ich rézne
rodzaje i jako pierwszy uczony badat ich strukture. Jedna z przyczyn tworzenia
sie wiréw jest napotkanie przez przeptyw przeszkody. W , Manuskrypcie A”
pisze:

Praqd poruszajgcej sie wody stara sie utrzymaé swdj bieg zgodnie z sita, ktora
go spowodowata, a kiedy napotka przeciwng przeszkode, koriczy rozpoczety kurs
okreznymi @ wirujgcymi ruchami.

Opierajac sie na obserwacjach, zidentyfikowal trzy rodzaje wiréw: te o poziome;j
powierzchni, te z wypuktymi srodkami i te z obnizonymi §rodkami. Powiazal
tez miare zaglebienia srodka wiru z predkoscia poruszajacej sie wody.

W ,Manuskrypcie F” pisze:

Wir z gtebszym zagltebieniem bedzie tym, ktory powstaje w wodzie o szybszym
ruchu; i ten wir bedzie miat mniejsze zaglebienie, jesli jest wytwarzany w gtebszej
wodzie, ktora nie ma takiego samego ruchu, ale jest wolniejsza.

Leonardo rozrézniat tez wiry wolnoobrotowe, ktorych predkosé katowa obrotu
jest praktycznie stata, od tych, ktérych predkosé katowa obrotu wzrasta wraz
ze zmniejszaniem sie odleglosci od $rodka wiru. W | Kodeksie Atlantyckim” pisze:

Spiralny lub wirowy ruch kazdej cieczy jest tym szybszy, im blizej srodka jej
obrotu. Ten fakt, na ktory zwracamy uwwage, jest wart odnotowania, poniewaz
ruch kotowy kota jest tym wolniejszy, im blizej srodka obracajgcego sie obiektu.

Na pelniejszy opis struktury i dynamiki wiréw musiano czekaé¢ nastepne 350 lat,
kiedy to Herman Helmholtz podjal badania Leonarda i podal matematyczny
opis niektérych z nich. W tym krotkim artykule moglismy przedstawié tylko
niewielki fragment badan Leonarda da Vinci w zakresie hydrodynamiki,
gdyz, jak juz wspomnieli$my, jego zachowane pisma zawierajg kilkaset stron
poswieconych tej dziedzinie.
Flow (CMFEF’18) The 17th International Conference on Fluid
Flow Technologies Budapest, Hungary, September 4-7, 2018.
I. Marusic, S. Broomhall, Leonardo da Vinci and Fluid
Mechanics, Annu. Rev. Fluid Mech., vol. 53, 1-25, 2021.
G. Lukaszewicz, Leonardo da Vinci i topologia (A3,),

Hydrodynamika a hydraulika (A%), Problemy z réwnaniami
hydrodynamiki (A3, razem z K. Mizerskim).
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Rozwigzanie zadania F 1093.

Na szczycie (u wylotu) komina ci$nienie
gazu na zewnatrz i wewnatrz komina jest
takie samo. Przy powierzchni ziemi
cisnienie na zewnatrz jest wieksze od
ci$nienia wewnatrz, bo gaz w kominie jest
cieplejszy i w zwiazku z tym ma mniejsza
gestos¢. Wznoszenie sie cieplego gazu

w kominie spowodowane jest réznica
zewnetrznych ci$nien powietrza na dole
komina, p(0), i u jego szczytu, p(H).
Zgodnie z prawem Bernoulliego wzdluz

linii pradu gazu o gestosci p poruszajacego

sie z predkoscia v w polu grawitacyjnym
o przyspieszeniu g wartosé¢ wielkosci

1 2
p+ pgh + 5/}1)

pozostaje stala — h oznacza wysokosé
punktu nad wybranym poziomem
odniesienia. Po podstawieniu danych dla
spoczatku” (h = 0) i konca” (h = H)
strumienia gazu w kominie otrzymujemy
réwnanie:

p(0) = p(H) + pv® + prgH,
w ktérym pi oznacza gestos$é gazu
w kominie, a v jego predko$¢ u szczytu
komina, natomiast p(0) i p(H) oznaczaja
cis$nienie powietrza na zewnatrz komina,
gdzie ma ono gestosé po.
U wylotu komina ci$nienie wewnatrz jest
réowne ci$nieniu atmosferycznemu na

zewnatrz. Mamy wiegc: p(0) — p(H) = pogH

(pomijamy zmiany gestosci gazu
z wysokoscig). Otrzymujemy:

1 .
pogH — pxgH = gﬂK'Uz =

= 27 :QQH(7p07PK>.
PK

Gestosé gazu doskonalego
o temperaturze T, pod ci$nieniem p jest
proporcjonalna do ilorazu p/T, a wigc
po o< p(H)/To oraz pr o< p(H)/Tk
i ostatecznie:

v? = 29H ( u) .

< T

Po podstawieniu danych liczbowych:
v~ 17 m/s.
W polu grawitacyjnym ziemi,
w temperaturze 300 K gesto$¢ powietrza
na wyskosci 50 m stanowi 99,4% gestosci
przy powierzchni ziemi. Dym w kominie
jest skomplikowana mieszaning
gazow i pylu niespalonych resztek paliwa.
Nasz prosty model odpowiada raczej
szybom wentylacyjnym niz kominom.
Oszacowana wartosé¢ predkosci
uzmystawia, dlaczego trudno jest gasic¢
pozary wysokich budynkow.

O nowosciach (?7) onkologicznych

Nowy typ szczepionek ,mRNA” chronigcych przed covidem wywolal glosy sceptykow
co do tempa ich masowego stosowania. My, popularyzatorzy nauki, nie nadazaliSmy
z informowaniem o historii badan naukowych i klinicznych w tym zakresie.
Przypominano réwniez, ze od lat do terapii nowotworéw poszukuje si¢ lekow nowej
generacji z zastosowaniem mRNA.

I oto w pierwszych dniach lutego pojawita sie elektryzujaca $wiat wiadomosé o istotnych
sukcesach w tym zakresie pochodzaca z firmy Moderna (tak, to oni zrobili szczepionke,
ktora wielu z nas przyjeto) i od grupy naukowcow kierowanej przez dra Davida Pinato,
onkologa klinicznego na Wydziale Chirurgii i Raka w Imperial College w Londynie.

Musze tu dodaé¢ garsé informacji z zakresu nauki podstawowej. Uprzedzam, ze bedzie
to najogoélniej streszczona wiedza, bez szczegbétéw o budowie i funkcjach wspominanych
tu czasteczek.

W kazdej zywej komorce istnieje kopia ,,jej” DNA. DNA jest dlugim laricuchem
potaczonych ze soba 4 réznych czasteczek podstawowych. Moga by¢ ich miliony

w danym DNA, ich kolejnos¢ nie jest przypadkowa: to informacja, swojego rodzaju
alfabet genetyczny. Z tej kolejnosci korzysta komorka, syntetyzujac ,kopie”, inna
taricuchowsq czasteczke, mRNA (mowa tu o podstawowych odkryciach lat 60. XX
wieku). Te synteze (transkrypcje) mozna poréwnaé z zapisywaniem tekstu (DNA)

w innym, podobnym jezyku (RNA). RNA jest zbudowany bardzo podobnie, ale nie
identycznie z DNA. Efektem niewielkich réznic chemicznych jest nietrwatosé czasteczek
RNA, moga one by¢ w komorce tylko sekundy lub minuty. DNA jest trwaly, poki dana
komorka zyje.

Wytworzony w komérce mRNA jest nastepnie uzywany jako przepis na synteze
innych duzych czasteczek — bialek. Biatka w komoérce odgrywaja role funkcjonalna,
np. powstaja z nich struktury komoérkowe albo prowadza okreslone reakcje chemiczne
(jak przeksztalcenie cukrow lub tluszczow). Takie funkcje mozna nazwaé ogélnie
cechami komérki (organizmu).

Okoto 25 lat temu nauczono sie oznaczaé kolejnosé ,liter” w DNA, ta kolejnosé
charakterystyczna dla danego gatunku to genom. Od 2002 roku znamy genom
czlowieka (3 miliardy podstawowych czasteczek budulcowych), a réznice miedzy
osobnikami wynoszg ponizej 1%. To wystarcza, aby identyfikowa¢ jednoznacznie
pojedyncze osobniki. W konsekwencji kazdemu indywidualnemu genomowi odpowiada
specyficzny zestaw czasteczek mRNA — nazwany transkryptomem. A jezeli jakas
choroba indywidualna wiaze si¢ z istnieniem osobnej struktury (np. nowotworu), to
powstaja ,mate” transkryptomy, charakterystyczne dla danego nowotworu, a co za tym
idzie — takze charakterystyczne dla tego nowotworu biatka. Nowe dla organizmu biatka
wywolujg reakcje uktadu immunologicznego.

Mozna sobie wyobrazié, ze przygotowanie ,szczepionki” z wybranym mRNA
kodowanym tylko w nowotworze wywola obronng reakcje immunologiczng w stosunku
do nowotworu. Proste? Przez wiele lat taki pomyst nie byl realizowany, miedzy innymi
dlatego, ze obcy, ,nowotworowy” mRNA wywolywal silne stany zapalne.

Przyjrzalo sie temu zjawisku dwoje uczonych: Wegierka Katalin Karikoé i Amerykanin
Drew Weissman (laureaci Nagrody Nobla w medycynie i fizjologii z 2023 roku).

Dr Kariké (dzi§ pracujaca w USA) wykazala, ze mRNA w organizmie jest nietoksyczny
i trwalszy niz w probdéwce, poniewaz ulega dodatkowym, pozornie drobnym,
modyfikacjom chemicznym. Jedna taka modyfikacje wprowadzono do szczepionki
covidowej, co sprawilo, ze stala sie ona wysoce bezpieczna i skuteczna. Ocenia sie, ze
do chwili obecnej szczepieniom na covid poddano setki milionéw ludzi, nie obserwujac
powaznych skutkéw ubocznych.

To, co napisano w prasie nie-naukowej o probach leczenia
przez ,szczepionki mRNA” nowotworow, sprawiajacych
wcigz wiele trudnosci w leczeniu tradycyjnym litych guzow
(trzustka, ptuca, czerniak), wymaga jednak ostroznej oceny.
Nie znajduje informacji o badaniach naukowych, ktore
powinny wyprzedzaé i towarzyszy¢ badaniom klinicznym. Lek
podawany jest nie wedlug powszechnie uznawanych w takich
probach procedur: terapii nie towarzysza odpowiednie proby
kontrolne zapewniajace obiektywna (zewnetrzna) ocene
wynikow. Takie warunki spelniono, nim zaczeto masowo
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stosowaé szczepionki z mRNA w zapobieganiu covidowi.
Nowym doniesieniom towarzysza zapewnienia, ze jest jeszcze
bardzo daleko do upowszechnienia takiej terapii. Wlasnie!

Eksperymentalne terapie medyczne, ktére moga dotyczyé
milionéw chorych, wymagaja szczegdlnie ostroznej kontroli
przed zatwierdzeniem, zwlaszcza stosowania przyjetych od
lat i sprawdzonych etapéw startowych. Zaniedbania moga
mieé¢ (znamy takie przyklady) tragiczne konsekwencje.

Magdalena FIKUS (magda.fikus@gmail.com)



Filatelistyczne uroki fizyki w okienku pocztowym

7 Sadze, ze stowo ,okienko” wystarczajaco podkresla ubodstwo filatelistyki (znaczki,
Jan SWADZBA kartki pocztowe, datowniki okolicznosciowe. .. ) wobec ogromu fizyki. Sposrod
wielu znaczkéw zwiazanych z fizyks wybralem tylko te, ktore moéwia o niej
co nieco. ,Lektura” tych znaczkow (wzory, rownania, rozne rysunki), jak
i dotaczonych do nich tekstow jest bardzo skromna. Popatrzmy, bo warto!

Swiatowy Rok Fizyki 2005 (rys. 1, 2 i 3)! Kto dzi$ o nim pamieta? Uwazam,
ze filatelisci, wystarczy otworzy¢ klaser i... Wéréd wielu znaczkéw wydanych
na te okolicznosé przez rozne poczty na prozno szukaé znaczka polskiego (nie
bylo go réwniez przy okazji Swiatowego Roku Matematyki 2000). Logo Roku to
tzw. stozek $wietlny, za§ wybor roku 2005 przypomina niezwykte prace Alberta
Einsteina sprzed 100 lat.

Tales (rys. 4) jako pierwszy glosil, ze wszystko jest z wody, a Demokryt

(rys. ), ze materia zbudowana jest z atomoéw (gr. atom — niepodzielny),
pomijajac w ten sposob zywioly. Tales odkryl, ze bursztyn (gr. elektron)
przyciaga lekkie przedmioty. 2400 lat temu Arystoteles (rys. 6) wprowadzil
nazwe fizyka (z gr. physiké, physis — natura). Nazwy greckie projektant znaczka
ulokowal na obrzezach: fizyka, biologia, psychologia...; w tle widzimy gtowe
Aleksandra Macedonskiego, ucznia Arystotelesa. Archimedes (rys. 7) — tworca
nauki o mechanice; projektant dowcipnie poltaczyl prawa o wypornosci oraz

o rownowadze na dzwigni. Ibn al-Haitham (rys. 8) — ojciec optyki. Zajmowal
sie m.in. teorig konstrukeji camera obscura (z tac. ciemny pokéj). 900 lat pozniej
bracia Lumiére udoskonalona ,camere” zamienili na aparat do zdje¢ i projekcji
filmow (rys. 9).
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Na znaczku z rys. 10 widzimy $migltowiec Leonarda da Vinci. Galileusz
przedstawiony jest na znaczkach 11 i 12. Znaczki wiernie, choé¢ skrotowo, oddaja
jego osiagniecia. Na znaczku 12 zamyslony Galileusz po odkryciach na nocnym
niebie, ktore uczony opisal w pracy ,,Siderus nuncius”, czyli ,,Postanie z nieba”,
umieszczonej na znaczku 11. Otto von Guericke (rys. 13) — wynalazca
pompy prozniowe] (ok. 1650 r.). Na znaczku widzimy tak zwane potkule
magdeburskie, ktorych po opréznieniu z powietrza 16 koni nie byto w stanie
rozdzieli¢. Izaak Newton upamietniony jest na znaczkach 14-17. Pierwsze trzy
znaczki zaskakuja bogactwem tresci (rys. 17 to ¢wiczenie domowe; zob. s. [15)
oraz. . .data urodzin. Newton urodzil si¢ jako 7-miesieczny wezesniak, w Swieto
Bozego Narodzenia w 1642 roku — wedlug kalendarza julianskiego, zas wedtug
gregorianiskiego w 1643 (Wielka Brytania przyjela kalendarz gregorianski

w 1752 r.). Warto wiedzie¢, ze pierwszy znaczek na $wiecie ukazal sie w Wielkiej
Brytanii w 1841 roku — byl na nim tylko portret krolowej Wiktorii i nominal.
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I tak bylo do roku 1964, w ktérym obok portretu krolowej Elzbiety ulokowano
portret Williama Szekspira. Portret Newtona znalazl sie na znaczku w serii
wydanej w 2010 roku z okazji 350-lecia The Royal Society; sa w niej takze
Ernest Rutherford i Benjamin Franklin.

SVERIGE]
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Na znaczku 18 znajduje sie Anders Celsius i jego termometr (wynaleziony ok.

| Anders Celsius BEMIAMINFKUN . . . . . . .
e 1730 r.). Znaczek 19 upamietnia 250 rocznice urodzin Benjamina Franklina;
Rys. 18 i 19 ilustracja wedlug obrazu Westa Benjamina ,Sciagniecie elektrycznosci z nieba”
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— dzi$ widzimy go na 100-dolarowym banknocie! Na znaczku 20 przedstawiono
widmo stoneczne, a na nim ciemne linie — linie Josepha von Fraunhofera.
Michael Faraday odkryt indukcje elektromagnetyczna (1831). Byt samoukiem
— znaczek 21 przypomina, ze jego kolejne pomysty i eksperymenty daly ludzkosci
swiatto. Prog pomystowosci przekroczyt takze projektant, lokujac to swiatlo

w jego glowie. Poczta Nikaragui w serii ,,Dziesie¢ formut matematycznych, ktore
Rys. 20 zmienily oblicze ziemi” wydala znaczek z réwnaniem Maxwella, ujmujacym
matematycznie zaleznos¢ miedzy polem elektrycznym i magnetycznym; obok
widzimy antene radiowa emitujaca fale radiowe (rys. 22). Maxwell skromnie
podkreslal, ze to ,Michael Faraday jest i musi na zawsze pozostaé¢ ojcem
elektromagnetyzmu”. Dokonania Alexandra Bella sa uwiecznione na znaczkach
23 i 24. Projektant znaczka 23 pomystowo polaczyt stos Volty (zrodlto pradu)

z telefonem (1876). Znaczek 25 upamietnia pierwsze publiczne wykorzystanie
elektrycznosci do o$wietlenia miasta, do ktérego doszto 14 lipca 1882 roku

w Grenoble.
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Znaczki 26, 27 i 28 przypominaja nie tylko odkrycie fal elektromagnetycznych

s przez Heinricha Hertza, ale i historie nie tak bardzo odlegla. Pierwszy

’ 2 wydata Poczta Niemieckiej Republiki Demokratycznej, trzeci Republika

1 Federalna Niemiec, a drugi, po prostu, Niemcy. Znaczek 29 przedstawia

_ laureatow pierwszej Nagrody Nobla (1901), na pierwszym planie znajduje

" sie Wilhelm Conrad Roéntgen. Na okoliczno$é 100-lecia odkrycia

peuTSCHIAND przez niego ,promieni X” (jak sam je nazwal) zostal wydany znaczek 30.
Guglielmo Marconi, konstruktor radiotelegrafu i noblista (1909), uhonorowany
zostal na znaczkach 31-33. Uzyskal on tacznosé radiows przez Kanal La Manche
(1899), a potem Ocean Atlantycki (1920). Niezaleznie od Marconiego nadajnik
radiowy zbudowal takze Aleksandr Popov (1895), ktory ponadto dokonal
pierwszej transmisji tekstu za pomoca alfabetu Morse’a (1896) i uzyskal tacznosé
radiowa na odlegtos¢ 5 km (1897). Znaczek 34 zostal wydany w Zwiazku
Radzieckim (1923/24) z napisem w jezyku esperanto ,Inventisto de radio — Popov”,
ktory mial przekona¢ Wtochow, ze to Popov wyprzedzit Marconiego. . .
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Na znaczku 35 znajduja sie noblisci z 1903 roku — Antoine H. Becquerel,
Pierre Curie oraz Maria Sktodowska-Curie. Przypomnijmy, ze Maria
Sktodowska-Curie jeszcze raz otrzymalta Nagrode Nobla w 1911 roku. Na
pierwszym planie kolejnego ,noblowskiego” znaczka (rys. 36) znajduje sie
Ernest Rutherford. W roku 1918 przeprowadzil on w swoim laboratorium
pierwsza kontrolowana przez cztowieka reakcje jadrowa, zilustrowana na
kanadyjskim znaczku 37. Rutherford jest tez autorem ciekawego zdania: ,Cata
nauka dzieli si¢ na fizyke i zbieranie znaczkow”.

£ P Tz et ltalanos relativitaselmélet (1915)
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Rys. 37-41

Max Planck, przedstawiony na znaczku 38, szeroko otworzyt okno na
mikro$wiat (postulat istnienia kwantow energii elektromagnetycznej, 1900,
znaczek 39), zag Albert Einstein (znaczki 40 i 41) na makroswiat (teorie
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Wskazowka do ¢wiczenia domowego ze wzglednosci: szczegolna, 1905, i ogolna, 1915). Na znaczkach z Einsteinem
;tr?\:g plnglgciii;?ZZZ:;\L?ZVE;’ETI]e (ktorego portrety sa nieraz zaskakujace) spotykamy réwniez wzor E = mc?.
poziom plynu w butelce? Znaczkow tych jest wiele, niestety ubogich w tres¢ w poréwnaniu ze znaczkami
z Galileuszem i Newtonem. Trojkatne znaczki Paragwaju urzekaja bogata
i rzetelna trescia (na przyklad na znaczku 11 Ziemia krazy po okregu, a na
14 juz po elipsie). Projektant znaczkow Kostaryki przy uzyciu wspolnego
zabkowania (rys. 42) symbolicznie podkreslil, ze teorie Plancka i Einsteina tacza
problemy, ktére wymagaja znajomosci kazdej z nich. Nagrode Nobla Planck
otrzymal w 1918 roku, za$ Einstein w 1921 (wyszczegolnionym przez Komitet
Noblowski powodem byto odkrycie efektu fotoelektrycznego, znaczek 43).
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Rys. 42-45

NIELS BOHRS ATOMTEORI
1913:1963 2

Na znaczku 44 uwieczniony zostal Georges Lemaitre. To on w roku 1927
jako pierwszy stwierdzil, ze jesli Wszechswiat sie rozszerza, to musial mieé¢

: swoj poczatek! To, co widzimy na znaczku — moment Wielkiego Wybuchu, czyli
\ J Big Bangu — czekalo cztery lata na aprobate Einsteina. W 1931 roku Einstein,
zaproszony z Lemaitrem przez Edwina Hubble’a do jego obserwatorium,
przyznal na konferencji prasowej, ze Wszechswiat istotnie jest dynamiczny,

a galaktyki poruszaja sie w przestrzeni z ogromnymi predkosciami. Po wykladzie
Lemaitre’a w Pasadenie stwierdzit zas: ,Nigdy nie styszatem piekniejszego

i bardziej satysfakcjonujacego wyjasnienia momentu stworzenia” [3]. Znaczek
wydano w 1994 roku, w stulecie urodzin ksiedza Lemaitre’a. Wspomnijmy
jeszeze, za [3], ze fakt, iz Lemaitre byt ksiedzem, ,nie dodawal wagi jego
rachunkom. Przeciwnie, uwazano, ze (...) jest to [jego wyniki| proba
wykorzystania fizyki i matematyki do uzasadnienia dogmatu o stworzeniu
Swiata”.
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Znaczek 45 przedstawia uhonorowane Nagroda Nobla (1914) ugiecie promieni
rentgenowskich na siatce krystalicznej, przeprowadzone przez Maxa von Laue
(1912). Niels Bohr, noblista z 1922 roku, i jego planetarna budowa atomu
(1913) znajduja sie na znaczku 46. Znaczek rytowal Czestaw Stania, nadworny
grawer Krolestwa Szwecji. Na znaczku 47 projektant skrotowo przedstawit tzw.
Jfale materii” (1924), wprowadzone przez Louisa V. de Broglie’a (Nagroda
Nobla 1929), ktorych istnienie potwierdzono w 1927 roku. Werner Heisenberg
(noblista z 1932 r.) zostal na znaczku 48 przedstawiony wraz ze sformutowana
przez siebie zasada nieoznaczonosci (1927).

Kolejny noblista (1949) w naszej kolekcji to Hideki Yukawa (rys. 49), autor

hipotezy ,mezonéw” (1935). Do ich odkrycia doszto 12 lat pozniej w Boliwii, na

wysokosci okoto 5200 m n.p.m. Na znaczku 50 widnieje podobizna Otto Hahna,

Rys. 50 ktory wraz z asystentem, Fritzem Strassmannem, doprowadzil do rozszczepienia
jadra atomowego uranu na jadra baru i kryptonu (1938). W roku 1944 otrzymal

PRIMA REAZIONE 2 . . . . . .. . . .
3 Nagrode Nobla (samodzielnie, cho¢ wielu uwaza, iz razem z nim powinna jg
otrzymac Lise Meitner).

Tekst na marginesie znaczka 51 informuje, ze wydano go z okazji 25 rocznicy
pierwszej tancuchowej reakcji jadrowej. Doszlo do tego na Uniwersytecie

w Chicago, gdzie 2 grudnia 1942 roku zaczal dziata¢ zaprojektowany

i zbudowany przez Enrico Fermiego (Nagroda Nobla 1938) pierwszy na Swiecie
reaktor atomowy (tlo znaczka). Maria Goeppert-Mayer (rys. 52) urodzita
sie w Katowicach. Fakt ten upamietnia tablica na budynku przy ul. Mtynskiej 5
oraz ulica jej imienia w tym miescie. Studia ukoniczyta we Wroctawiu (Breslau).
Po wyjsciu za maz za Amerykanina Josepha Mayera wyjechata w 1930 roku

do Stanéw Zjednoczonych, gdzie m.in. brata udzial w atomowym ,Projekcie
Manhattan”. Otrzymata Nagrode Nobla w 1963 roku — jest jedna z 11 $laskich
noblistow [4]. W Stanach Zjednoczonych moéwiono o niej w prasie, radiu,
telewizji: ,,Pierwsza Amerykanka laureatka Nobla z nauk $cistych”. Znaczek
wydata Poczta Stanéw Zjednoczonych dopiero w 2013 roku.
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Rys. 54

Na ilustracji 53 widzimy Mariana Danysza i Jerzego Pniewskiego,
odkryweow tzw. hiperjader. Jerzy Przystawa w [3] pisze: ,W 40 rocznice
tego odkrycia Poczta Polska wydala specjalny znaczek i koperte ze zdjeciami
obu profesoréw”. Gwoli §cistosci, nie byl to znaczek, ale kartka pocztowa

z wytloczonym na niej znakiem optaty 1500 ztotych.

Okolicznosciowa kartka byla tez wydana z okazji 60-lecia Polskiej Stuzby Miar.
Na wyttoczonym znaku mamy napis: ,,metr, kilogram, sekunda, amper, kelwin,
mol, kandela”. ..
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ndrzej K. Wréblewski Historia fizyki: od czasow najdawniejszych do wspotczesnosct,
5] Andrzej K. Wroblewski Historia fizyki: od 5 jd €], h d it Sci
Wydawnictwo Naukowe PWN, 2007.

Jak wykryé statki kosmiczne Obcych?

Fatemeh HOSSEIN-NOURI*

Ogolna teoria wzglednosci (1916) Alberta Einsteina
jest jedng z najbardziej fascynujacych teorii w historii
nauki. Wyjasnia nie tylko nature sily grawitacji jako
geometrycznej cechy czasoprzestrzeni, ale takze zawiera
zdumiewajace przewidywania dotyczace egzotycznych
obiektow fizycznych i zjawisk, takich jak czarne dziury,
a nawet napedy warp, znane z dziet science fiction.

Zgodnie z przewidywaniami ogdlnej teorii wzglednosci
wszelkie laczace sie masywne obiekty, takie jak
czarne dziury i gwiazdy neutronowe, wytwarzaja

fale grawitacyjne, jesli tylko uktad ich mas porusza

Podobnie do promieniowania
elektromagnetycznego, w ktoérym
promieniowanie jest wynikiem
przyspieszonego ruchu tadunkow
elektrycznych, fale grawitacyjne powstaja,
gdy masy poruszaja sie z przyspieszeniem.
W zwigzku z prawami zachowania
masy-energii oraz pedu promieniowanie
grawitacyjne jest co najmniej
kwadrupolowe (promieniowanie
elektromagnetyczne moze byé¢ dipolowe,
poniewaz w tym przypadku mamy jedynie
prawo zachowania tadunku
elektrycznego).

‘Wsérod pomystodawcoéw pierwszego
detektora fal byli Mikhail Gertsenshtein,
Vladislav Pustovoit, Rainer Weiss —
poézniejszy autor sukcesu LIGO — oraz
Joseph Weber, ktory jest stynny

z powodu innego typu detektoréw fal
grawitacyjnych, tzw. walcow
rezonacyjnych.

Charakterystyka sygnalu zostala
niedawno opisana przez Luke’a Sellersa

i wspolautoréw w pracy arXiv:2212.02065;
nazywaja oni naped warp akronimem
RAMAcraft (ang. Rapid And/or Massive
Accelerating spacecraft).

*Centrum Fizyki Teoretycznej, Polska Akademia Nauk

sie z przyspieszeniem i zmienia swoj catkowity

moment kwadrupolowy. W teorii Einsteina fale
grawitacyjne rozchodzg sie z predkoscia Swiatla, co
zostalo potwierdzone obserwacja zjawiska GW170817

z 2017 roku. Kiedy fala grawitacyjna dociera do
obiektu, sciska go i rozciaga w okreslonych kierunkach.
Innymi slowy — odleglo$¢ miedzy punktami zmienia sie.
Zmiany te sa jednak tak niewielkie, ze wykrywanie ich
bylo ogromnym wyzwaniem inzynieryjnym: technika
doktadnych pomiaréw musiata znacznie sie rozwinac,
aby bylo mozna stworzy¢ urzadzenie zdolne do pomiaru
tak malych réznic odleglosci.

W latach 60. powstaly pierwsze pomyslty zbudowania interferometru laserowego
do wykrywania fal grawitacyjnych. Detektor ma dwa, najczesciej prostopadte,
ramiona, kazde o dtugosci L rzedu kilku kilometréow. Fotony $wiatta laserowego
przemieszczaja sie wewnatrz ramion detektora i sa odbijane przez lustra na

ich koncach. Kiedy fala przechodzi przez detektor, odlegltosci w ramionach
zmieniaja sie (bardzo niewiele, okolo 10718 m, czyli znacznie mniej niz rozmiar
protonu), a zmiany te powoduja zmiany obrazu interferometrycznego wiazek
laserowych, ktore spotykaja sie w punkcie centralnym interferometru. Wzgledna
zmiana dlugosci ramienia, h = AL/L, jest mierzona amplituda fali grawitacyjnej.
Pierwszy sygnal zostal wykryty we wrzesniu 2015 roku przez LIGO (Laser
Interferometer Gravitational-Wave Observatory). Pochodzil on z dwoch
taczacych sie czarnych dziur znajdujacych sie w odleglosci 400 Mpc od Ziemi.
Od tego czasu detektory LIGO i Virgo wykryly ponad 100 sygnatow z roznych
ukltadéw podwodjnych, zawierajacych czarne dziury o réznych masach oraz
gwiazdy neutronowe. Wykrycie fal grawitacyjnych jest z pewnoscia wielkim
osiggnieciem, ale co wazniejsze, mozliwos¢ ich detekcji daje nowe narzedzie do
obserwacji Wszechswiata.

Uktady podwdjne nie sa oczywiscie jedynym zrodiem fal grawitacyjnych. Oprocz
badania zjawisk naturalnych detektory fal grawitacyjnych moga pomdc nam

w poszukiwaniu pozaziemskiej inteligencji. Zgodnie z teoria wzglednosci fale
grawitacyjne moga byé¢ generowane przez wspomniane na wstepie napedy warp.
Sygnal bylby wynikiem zaawansowanego mechanizmu transportowego i wiazalby
sie z faktem, ze uktad mas poruszajacych sie z przyspieszeniem wytwarza fale
grawitacyjne: jesli statek kosmiczny bytby masywny i znajdowaltby sie wystarczajaco
blisko nas, mogliby$my go wykry¢, gdy przyspiesza.
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Podstawowe réwnanie dotyczace zwiazku
zmiany predkosci v ze stalym
przyspieszeniem A w czasie t od 0 do T'
to oczywiscie v(t) = At + vg.

‘W ogodlnej teorii wzglednosci, w stabym
polu grawitacyjnym, metryka g,., ktora
opisuje zakrzywienie czasoprzestrzeni,
moze by¢ zapisana jako metryka
przestrzeni ptaskiej 7, i metryka
opisujgca perturbacje h,,, czyli

v = Muv + hyo. Uktad fizyczny powinien
mie¢ niezerowy moment kwadrupolowy,
aby emitowa¢ fale grawitacyjne. Jesli
zapiszemy réwnania teorii dla odlegtej,
wolno poruszajacej sie materii,
otrzymamy wzoér na moment

2
a1, .
kwadrupolowy: h;; = ;C'; dt;J , gdzie I,
=

jest kwadrupolowym momentem rozkladu
masy. Dla punktowej masy poruszajacej
sie wzdluz osi z mozna pokazaé, ze
wszystkie sktadowe I;; sa zerowe

z wyjatkiem I.. = M(t)z%(t). W ogélnym
przypadku, w ktéorym masa statku
kosmicznego zmienia si¢, mamy: h., =

= 29 (2M7;2 +AMz: +2M25 + MZQ),

gdzie kropka oznacza rézniczkowanie
wzgledem czasu t w ukladzie detektora.
W gléwnym tekscie przyjeliSmy
upraszczajace zalozenie, ze odrzut i jego
masa sa zaniedbywane. Po zastosowaniu
tego zalozenia i zasady zachowania masy,
pedu i trzeciego prawa Newtona
dostaniemy wzér wyrézniony w tekscie.

Ttumaczenie:
Michat BEJGER

Podobnie jak fale elektromagnetyczne, fale grawitacyjne moga by¢ spolaryzowane na
dwa sposoby: hy i hy. Mozna sobie wyobrazi¢ spolaryzowana fale hy poruszajaca
sie w kierunku prostopadlym do plaszczyzny, w ktérym znajduje sie plaski, kotowy
rozktad mas testowych. Fala h, naprzemiennie rozciaga i Sciska rozktad mas;
fala spolaryzowana wylgcznie w polaryzacji hy robi to samo, ale pod katem 45°.
Aby wykry¢ fale, musimy obliczy¢ sktadowe h i hy w celu okreslenia, jak silnie
czasoprzestrzen jest zaburzana przez fale grawitacyjna nadchodzaca z okreslonego
kierunku i odlegtosci. Nastepnie przeszukujemy dane obserwacyjne, uzywajac
zbioru ,szablonéw” (modeli) fal grawitacyjnych, ktore przewidujemy dla roéznych
zrodet o okreslonych parametrach.

Historia wyglada tak samo w przypadku przyspieszajacego statku kosmicznego.
Wyobrazmy sobie, ze porusza sie on ze stalym przyspieszeniem wzdtuz osi z,
masa statku kosmicznego nie zmienia si¢ znaczaco, a fale sa emitowane

w plaszczyznie prostopadlej do kierunku ruchu (np. sa spolaryzowane
polaryzacja hy). Przyjmujac te zalozenia i wykonujac pewne obliczenia
matematyczne w ogodlnej teorii wzglednosci, a nastepnie stosujac zasady fizyki
Newtona, takie jak zachowanie masy i pedu oraz trzecie prawo Newtona,
otrzymamy

h= G0y (1)2,

gdzie h jest bezwymiarowa wielkoscig reprezentujaca odksztatcenie
czasoprzestrzeni pod wplywem fali grawitacyjnej (obserwowane wielkosci
bytyby rzedu 1072 lub mniejsze). Parametr M to masa statku kosmicznego,
G to stala grawitacyjna, ¢ to predkos¢ swiatta, R to odlegtos¢ miedzy zrodtem
a detektorem i wreszcie v(t) to predkosé¢ statku kosmicznego, ktora zmienia sie
w czasie: im masywniejsze zrodto i im blizej sie znajduje, tym silniejszy sygnat.

Zalozmy, ze obiekt ma predkos$é¢ poczatkowa vg i podlega stalemu
przyspieszeniu A, poczawszy od t = 0, przez okres T'. W wyniku otrzymamy
rownanie na amplitude fali h zalezna od czasu i przyspieszenia:

4361}{[1}3 t <0,
41?01‘\1/1 (At + 'U())2 0<t<T.

Zakladajac, ze caly czas przyspieszenia jest objety czasem obserwacji, mozna
wykazaé, ze sygnaly te moga by¢ wykrywane przez wspoélczesne detektory.
Interferometry LIGO lub Virgo moga wykrywac sygnaly w szerokim zakresie
czestotliwosci od 10 Hz do 10* Hz. Zalézmy, ze czas obserwacji to okolo 5 minut,
a czas przyspieszania to 10 sekund, i wybieramy energie kinetyczng statku
kosmicznego w zakresie od 1079 My c? do 0,25Mc? (czyli od statku kosmicznego
o ,normalnych rozmiarach” az po gigantyczny obiekt o masie Stoica osiagajacy
predkosci relatywistyczne).

Przy takich zalozeniach okazuje sig, ze np. statek kosmiczny o masie ~ 1072 M,
(10 mas Jowisza) zmieniajacy predkosé o 0,1¢ emitowalby fale grawitacyjne
wykrywalne do odlegtosci 10°-10° pc od Ziemi, czyli mniej wiecej takiej, jaka
dzieli nas od galaktyki Andromedy. Na dolnym koiicu zakresu widzimy, ze
masy w skali Merkurego ~ 10~" M, przechodzace te sama zmiane predkosci

sa wykrywalne do 1-10 pc, czyli w okolicy gwiezdnego otoczenia Ukltadu
Stonecznego (odleglosé do najblizszej gwiazdy, Proxima Centauri, to 1,3 pc).

Masa statku kosmicznego zwicksza sie zgodnie z teoria wzglednosci. Na przyktad
statek o masie spoczynkowej 1073 Mg, bedzie mial relatywistyczna mase

M = My/+/1 —v2/c? ~ 1,33 x 1073 M, gdy porusza sie z predkoscia 0,5 c.
Energia rownowazna tej dodatkowej masie wynosi 0,00033Mgc? ~ 6 x 1043 J:
jest jasne, ze Obcy potrzebuja zaawansowanych technologicznie silnikow, aby
przyspieszy¢ swoj statek kosmiczny do tej predkosci.

Dotychczas obserwatoria LIGO i Virgo nie wykryty zadnego silnego sygnatu
tego typu, a zatem mozna zaryzykowaé stwierdzenie, ze w ciagu ostatnich kilku
lat w naszej Galaktyce nie bylo przyspieszajacego statku kosmicznego o masie
poréwnywalnej do masy Jowisza. Jednak rozwijajac metodologie, poprawiajac
czulos$é detektorow, byé moze juz wkrotce, gdy na odlegtej planecie Obcy
uruchomig silniki swojego statku kosmicznego, bedziemy w stanie je ustyszec.
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Nalezy domyslac sie, ze autor mial na
mys$li sumowanie nastepujacych ciggow:

_ (=pm — (=pnt
(A) an = ST (B) bn = —
(C) e =(-1)™, (D) d, =n.
Watpliwosci tego typu mozna uniknag,
zapisujac sume przy uzyciu duzej litery
sigma:

o oo oo
20 an, 3 bn, 30 cn, ...
n=0 n=1 n=0

Zadanie 1. Ze wzoru

2" —1l=(zx—1)(="" 4. . Fax+1)
wyprowadzi¢ jawny wzor na sumy
kolejnych wyrazéw (A) i wywnioskowad,
ze zbiegaja one do %

Zadanie 2. Wykazaé zbieznos¢ szeregu
(B) do In(2). Mozna przyja¢ bez dowodu,
ze réznica miedzy 1 + % + é + ...+ %
(suma odwrotnosci pierwszych n liczb
naturalnych) a In(n) jest ciggiem
zbieznym.

(Dowéd tego faktu mozna znalezé w Agg,
na marginesie artykutu Grzegorza
Lukaszewicza).

Godne polecenia sa artykuly na
angielskojezycznej Wikipedii poswigcone
szeregom (C) (Grandi’s series,
Summation of Grandi’s series) oraz (D)
1+2+43+4+...). ,Uzbieznianiu” (B)
oraz (C) i (D) poswiecone sa $wietne
filmiki autorstwa Mathologera na
platformie YouTubie:

Powell’s m Paradox: the genius 14th
century Indian solution,

Numberphile v. Math: the truth about
1+2+3+...=—15.

Zadanie 3. Sprawdzi¢, ze metoda Cesaro
otrzymujemy

1—-14+1—-1+4...
O+1—-14+1-1+...

1+0+04+... 21,
co ilustruje, ze ta metodag mozna dwa
szeregi sumowac wyraz po wyrazie.

C 1
=1,
C 1
=1,

Z trzema kropkami trzeba uwazac. ..
Michat MISKIEWICZ*

... zwlaszcza gdy kryje sie za nimi konieczno$é wykonania nieskoriczenie wielu
operacji. Zwiazane z tym putapki zobaczymy na przykltadzie nastepujacych
nieskoriczonych sum, podanych w kolejnos$ci od najmniej do najbardziej
podejrzanej:

1 1 1 2 1 1 1
A) 1—-4+-_—4 == B) 1—--4+=-—-+...=1In(2
(A) 5t1 st T (B) stz—7+ n(2),
1 1
(C) 1,1+1,1+“_:§, (D) 1+2+3+4+...:7ﬁ.

Pierwsza pultapka jest do$é powierzchowna: trzeba sie domysli¢, jakie sa
kolejne wyrazy sumy. Trudno$é¢ te mozna ominaé, podajac ogolny wzor (jak

na marginesie); w przypadku (A) bedzie to a, = (_211)”7 dlan=0,1,2,...

Druga putapke szybko zauwazymy, gdy odruchowo chwycimy za kalkulator

i zaczniemy dodawaé (wzglednie odejmowac) kolejne wyrazy. Otoz wyrazow
sumy jest nieskoniczenie wiele, a zatem przed nami nieskonczenie duzo pracy.
Odruch moze si¢ jednak oplaci¢ — w przypadku (A) po uwzglednieniu pierwszych
czterech wyrazéw mamy 0,625 i kazdy nastepny wynik tez zaczyna si¢ od 0,6.
Po dziesieciu wyrazach na wyswietlaczu kalkulatora widzimy 0,666015625 i trzy
szostki juz zostaja. Ogodlnie 4k wyrazow wystarczy, by k pierwszych cyfr po
przecinku ustalito sie jako same szostki. W ten sposéb dochodzimy do konkluzji,
ze suma (A) wynosi 0,(6), czyli wlasnie 2.

Szeregi zbiezne i rozbiezne. W ten sam sposoéb okresla sie wartosé
nieskoniczonych sum (uczenie méwimy: szeregéw) w wielu innych przypadkach.
Ot6z patrzymy na tak zwany ciag sum czeSciowych: ag,ag + a1,a9 + a1 + as, . ..
Jesli ciag ten jest zbiezny, to jego granice przyjmujemy za szukana wartos¢;

w przeciwnym przypadku szereg (sume) uznajemy za rozbiezny, nieposiadajacy
dobrze okreslonej wartosci. Wedlug tej procedury w przypadku (B) uzyskujemy
ciag sum czesciowych (w obcieciu do trzech cyfr po przecinku):

1,000, 0,500, 0,833, 0,583, 0,783, 0,616, 0,759, 0,634, 0,745, 0,645, ...
Co prawda wcale tego nie wida¢, ale zbiega on do logarytmu naturalnego z 2,
czyli w przyblizeniu 0,693 — przyjmijmy to na wiare.

Niestety juz dla (C) sumy cze$ciowe wynosza na przemian 1 i 0, a wiec nie
tworza ciggu zbieznego. Matematykom zesztych stuleci bardzo zalezato, zeby
temu i innym szeregom przypisaé jednak jakas wartosé, wymyslili wiec (nomen
omen) szereg alternatywnych metod sumowania. Najprostsza jest sumowalnosé
w sensie Cesaro — nasza dotychczasowa procedure wzbogacamy po prostu
o dodatkowy krok, mianowicie ciag sum czesciowych zastepujemy ciagiem ich
kolejnych érednich (n-ty wyraz takiego ciagu jest srednia z pierwszych n sum
czesciowych). Zamiast 1,0,1,0,... otrzymujemy w ten sposob

1,000, 0,500, 0,666, 0,500, 0,600, 0,500, 0,571, 0,500, 0,555, ...,

co nieuchronnie zbiega do % Warto odnotowacé, ze metoda ta jest spdjna
z poprzednia: jesli ciag sum czesciowych jest zbiezny, to ciag ich srednich tez,

i to do tej samej granicy.

Do nadania sensu rownosci (D) potrzeba jeszcze wiecej gimnastyki, gdyz wiaze
sie to z tak zwanym przedtuzeniem analitycznym funkcji dzeta Riemanna.
Metoda ta ma malo wspélnego z sumowaniem kolejnych liczb, wiec uzycie tu
trzech kropek mozna uzna¢ za naduzycie. Zainteresowany Czytelnik moze jednak
dowiedzie¢ sie wiecej, siegajac do odnosnikow na marginesie (lub do wielu innych
dobrych opracowai).

Szczegbdly wspomnianych tu metod sumowania nie beda dla nas istotne, wazne
jest jedynie to, ze maja szereg wlasnosci wspolnych ze zwyczajnym sumowaniem
skoriczenie wielu liczb. Na przyklad, jesli sumie a1 + a2 + . .. jakas metoda
nada wartos¢ A, a sumie by + by + ... wartos$¢ B, to ta sama metoda sumie

(a1 + b1) + (a2 + b2) + . .. przypisze wartos¢ A + B. Metody te pozwalaja wiec
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Rozwigzanie zadania F 1094.

Okres drgan T wahadta fizycznego

o masie m, momencie bezwladnosci
wzgledem osi obrotu odlegtej o d od
srodka masy wahadla wynosi (g oznacza
przyspieszenie ziemskie):

I
T =27 .
mgd

Zmianie temperatury o At = ta — ¢
towarzyszy zmiana odleglosci

atomow materialu wahadla o« = 1 4+ At
razy. W tym samym stosunku zmieni sie
tez odleglo$¢ osi obrotu od $rodka masy
wahadta, przyjmujac wartosé¢ d’ = ad,

a moment bezwladnosci przyjmie wartosé
I' = o®1. Masa wahadla oczywiscie
pozostaje niezmieniona. Tym samym
zima okres wahadla wyniesie:

II
mgd’

T =27 =TVa.

Dla podanych wartosci temperatur zima
a=1-1,33-10"% < 1, co oznacza, ze
zegar sie¢ spieszy. Roéznica wskazan

w stosunku do czasu dokladnego wyniesie
wiec 1 minute po okoto 1,5 - 101 minutach,
czyli po okoto 250,6 godziny, tj. ponad 10
dniach, jesli zalozymy, ze przez caly ten
czas w pomieszczeniu

panowala temperatura to = 18 °C. Warto
zauwazy¢, ze, jak pokazuje nasze
rozumowanie, wszystkie zegary

z wahadlami wykonanymi z mosiadzu

o takim samym skladzie beda sie
jednakowo spieszyty.

yudawacd”, ze mamy do czynienia ze zwykla sumg. Ale tutaj czeka na nas ostatnia
putapka. ..

Twierdzenie Riemanna. Dodawanie jest przemienne: 1 + 2 = 2 + 1 i ogblnie
suma dowolnie wielu liczb nie zalezy od kolejnosci sumowania. I tutaj udawanie
sie konczy. W sumie (B) ustawmy wyrazy w innej kolejnosci:

1 1 1 1 1 1 1
B’ —
(B) 11 6+ '

1
1+3 2+5+7 4—’_9+

a wiec zawsze po dwa dodatnie i jeden ujemny. Suma pierwszych trzech wyrazow

to % ~ 0,833 i tatwo sie przekonaé, ze kolejne sumy czedciowe juz nigdy nie

spadaja ponizej tej wartosci, bo kazda kolejna trojka daje dodatni wktad.

W granicy na pewno otrzymujemy wiec inny wynik niz w (B); istotnie, okazuje

sie, ze jest to 21n(2) ~ 1,039.

Moze byé gorzej! Twierdzenie dowiedzione przez Bernharda Riemanna mowi, ze
odpowiednio dobierajac kolejnosé wyrazéw, mozemy w granicy otrzymac kazdg
liczbe rzeczywista. Co wiecej, tak samo jest dla kazdego innego szeregu > ay,
zbieznego warunkowo, czyli takiego, ze szereg wartosci bezwzglednych Y |ay|
sumuje sie do nieskonczonosci (co oznacza, ze ciag sum czesciowych jest zbiezny
do nieskoniczonosci).

I z tej putapki jest wyjscie. W ramach kursu analizy matematycznej studenci
poznaja zazwyczaj twierdzenie mowiace, ze suma szeregu » . a, nie zalezy od
kolejnosci sumowania, o ile szereg jest zbiezny bezwzglednie, co znaczy, ze szereg
> |an| jest zbiezny. Twierdzenie to czesto pozostawia wrazenie, ze nieskoriczone
sumowanie nie jest przemienne, a jedynie pewne dodatkowe zalozenia pozwalaja
te przemiennos¢ wymusic¢. Ale czy tak musi by¢? Postaram sie przekonad
Czytelnika, ze nie.

Sumowanie a la Lebesgue. Zaczniemy od sumowania
nieskonczenie wielu liczb nieujemnych. Dla wiekszej
przejrzystosci konstrukeji rozwazmy nie tyle sume ciagu
liczb, co sume wartosci funkeji a: X — [0, 00) okreslonej
na pewnym zbiorze X. Jako warto$¢ sumy Y a
przyjmiemy supremum zbioru

{ Z a(y) : Y C X jest skoriczonym podzbiorem}.
yey

Jest to najmniejsza liczba nie mniejsza od wszystkich
pojawiajacych sie wewnatrz klamerek powyzej.
Innymi stowy, rozpatrujemy tylko skoriczone sumy
wartodci funkcji a; jesli zbioér tych skonczonych sum
jest ograniczony z gory, to za Y  a przyjmujemy
najmniejsze ograniczenie gérne; w przeciwnym
przypadku przyjmujemy > a = oo.

Podstawowa zaleta tej definicji jest oczywista: okreslona
przez nas suma nie zalezy od kolejnosci elementow
zbioru X, bo tez zadnej kolejnosci nie wyrdznilismy.

Za zbioér X mozna przyjac zbior liczb naturalnych N,

a funkcje a: N — [0, 00) utozsamié¢ z ciagami (a,)

o wyrazach nieujemnych. W ten sposob otrzymalismy
pojecie sumowalnosci szeregdw o wyrazach nieujemnych
zupelnie nieczute na kolejno$é¢ wyrazow.

Zadanie 4. Sprawdzi¢, ze okreslona wlasnie suma ) a
pokrywa sie z suma Y a,, okreslona jako granica ciagu
sum czesciowych.

Zeby rozszerzy¢ to pojecie na szeregi > a o dowolnych
wyrazach rzeczywistych, sumujemy osobno wyrazy
dodatnie i ujemne (przed tymi drugimi dostawiajac
minus) — jesli jedne i drugie maja skonczona
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sume, odpowiednio S} i S_, to za sume calosci
przyjmujemy Sy — S_.

Zadanie 5. Przekonagé sie, ze powyzszy warunek
sumowalnosci szeregu > a jest rownowazny warunkowi
> la| < oo, a okreslona wlasnie suma pokrywa sie

Zy an.

Gdy ktoras z sum S, S_ jest nieskoiiczona, szereg
uznajemy za niesumowalny (co niestety ogranicza nasza
metode do szeregdéw bezwzglednie zbieznych).

Jaki z tego moral? Po pierwsze, mozemy odetchnaé
z ulga, ze przemiennosé jest cecha przystugujaca sumom
tak skonczonym, jak i nieskoriczonym, a fenomen
twierdzenia Riemanna mozna ztozyé na karb zbyt
tolerancyjnych metod sumowania szeregow.

Po drugie, opisany spos6b sumowania nie jest jedynie
wymyslona ad hoc sztuczka; wrecz przeciwnie, jest to
szczegblny przypadek catki Lebesgue’a. Czytelnik znajacy
to pojecie — na przyklad z artykutu w A3, — wie, ze
catka Lebesgue’a to sposob ,nieskoniczonego sumowania’
naturalnie stowarzyszony z miara. Przyktadem miary na
zbiorze liczb naturalnych N jest miara liczgca ¢, kazdemu
zbiorowi A C N przypisujaca jego licznosé. I okazuje sie,
ze suma y  a jest tozsama z calka Lebesgue’a [y a(n)dl(n)
wzgledem miary liczacej £.

)

Ostatni moral jest nieco pesymistyczny. Sprowadzajac
zagadnienie sumowania do problemu mierzenia,
wpadamy z deszczu pod rynne — dziedzina ta jest
bowiem bogata w paradoksy, jak choéby twierdzenie
Banacha-Tarskiego (zob. O kul rozmnazaniu w Af,).
Coz, trzeba uwazac. . .


https://www.deltami.edu.pl/2022/04/miara-i-calka/
https://www.deltami.edu.pl/2017/04/o-kul-rozmnazaniu/

Klub 44 M

1-44

Termin nadsytania rozwigzan: 30 VI 2024

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiagzan zadan

865 (WT = 1,27) i 866 (WT = 2,68)
z numeru 9/2023

Radostaw Kujawa
Pawel Najman
Marek Spychatla
Adam Woryna
Janusz Fiett
Jerzy Cisto

Piotr Kumor
Janusz Olszewski
Pawel Kubit
Piotr Wisniewski

kel

Rozwigzanie zadania M 1779.
Polézmy wielokat tak, aby wszystkie jego
boki byly poziome lub pionowe.
Wierzchotki wielokata mozna podzieli¢ na

‘Wroctaw
Krakow
Warszawa
Ruda SI.
Warszawa
‘Wroctaw
Olsztyn
Warszawa
Krakow
Warszawa

43,57
43,16
41,47
40,91
40,89
38,97
37,94
37,56
36,11
33,64

4 typy: 7, 7, L, 3. Oznaczmy liczbe

wierzchotkéow kazdego z typoéw przez Si,

Sa, S3, Sa.

Bez utraty ogoélnosci rozwazmy

wierzcholek A typu 2. Wtedy wierzcholki,

ktore sa z nim wrogie, sa typu 1 lub 4,
zatem ich liczba to S1 4+ S4. Rozwazmy

dowolny poziomy bok. Jego lewy koniec
moze by¢ typu 1 lub 3, natomiast prawy

typu 2 lub 4. Kazdy wierzchotek jest
koncem doktadnie jednego poziomego
boku. Poniewaz liczba lewych koncow
bokoéw poziomych jest rowna liczbie
wszystkich prawych koncéw bokow

poziomych, otrzymujemy réwnosé
S1 + S3 = S + S4. Podobne rozumowanie

z bokami pionowymi daje réwnosé

S1+ Sz = S3 + S4. Laczac obydwie

réownosci, dostajemy, ze 257 = 254, czyli

S1+ S4 = 2854 jest liczba parzysta.

872. Oznaczmy W;(1) = ¢;. Wezmy dowolng

Zadania z matematyki nr 879, 880
Redaguje Marcin E. KUCZMA

879. Funkcje f i g, o wartosciach rzeczywistych, sa okreslone na przedziale [a, b];
funkcja g jest rosnaca; f(a) > 0> f(b). Wiadomo ponadto, ze roznica f — g jest
funkcja ciagta. Udowodnié, ze w pewnym punkeie przedziatu (a,b) funkcja f
przyjmuje wartosc 0.

880. Rozstrzygnaé, czy zbidr wszystkich dodatnich liczb wymiernych Q. daje
sie przedstawi¢ w postaci sumy dwoch zbioréw roztacznych A, B tak, by miaty
miejsce nastepujace implikacje (dla z,y € Q4 ):

ejeslizy=1,tox € A, yc Alubz € B, y € B,

ejesli|[x—y|l=1,tox e A, ye Blubz € B, y € A.

Zadanie 880 zaproponowat pan Pawet Kubit z Krakowa.

Rozwigzania zadan z numeru 12/2023

Przypominamy tres¢ zadan:

871. Dana jest liczba catkowita parzysta n > 0.

(a) Dowies¢, ze w przedziale [n+1, 2n+1] zawiera si¢ n-elementowy zbiér liczb catkowitych M taki,
ze zaden jego element nie jest dzielnikiem sumy wszystkich liczb zbioru M.

(b) Wyjaséni¢, czy zawsze istnieja (w tym przedziale) co najmniej dwa rézne zbiory n-elementowe
o powyzszych wtlasnosciach.

872. Wielomiany Wi, ..., W,, (jednej zmiennej), stopni dodatnich, majg dodatnie wspotczynniki
calkowite. Wykazac¢, ze dla nieskoriczenie wielu liczb catkowitych n > 0 wartosci Wi (n), ..., W,,(n) sa
jednoczesnie liczbami ztozonymi.

871. Niech M* = {n+1,n+2,...,2n+1} i niech S bedzie suma elementow
zbioru M*. Niech My, = M*\ {k} (dla k € M*). Bedziemy mowili, ze liczba

k € M* jest ciekawa, gdy suma elementow zbioru My, (czyli liczba S — k) nie
dzieli sie przez zaden z nich.

(a) Nalezy wykazaé, ze co najmniej jedna liczba k € M* jest ciekawa.
Przyjmijmy dalsze oznaczenie:
Ny={ie M*: i|S—k}.
Odnotujmy proste wlasnosci:
W1. Jedli Ny =0, to liczba k jest ciekawa.
W2. Jesli k|S, to k € Ny, (wiec Ny # ().
W3. Jedli k|S oraz |Ni| =1, to liczba k jest ciekawa.
W4. Zbiory Ny sa parami rozlaczne.
Wrtasnosci W1, W2, W3 sa oczywiste. Dowod W4: gdyby 1o € Ny N N; (k> 1),
to iglk — [; a to niemozliwe, bo ig > n+ 1, zas k — 1 < (2n+1) — (n+1) = n.
7 wtasnosci W4 wynika, ze
(%) >IN < M
keM~*
Suma (%) ma n + 1 sktadnikow. Jezeli ktorys z nich jest zerem, to jest to juz
teza (a) (wlasnosé W1). Jezeli nie, to wszystkie sg rowne 1. Prosty rachunek
pokazuje, ze S = cd, gdzie c=n+1,d = %n +1 (¢,d € M*); wiec i teraz
dostajemy teze (a), bo (dzieki W3) liczba ¢ jest ciekawa (d zreszta tez).

=n+1.

(b) Tu tez odpowiedz jest twierdzaca: wykazemy, ze w zbiorze M* sa co
najmniej dwie liczby ciekawe. Jesli wsrod skladnikoéw sumy () sa co najmniej
dwa zera, to gotowe (W1). Jesli wszystkie sa dodatnie, to sa jedynkami i znow
(wobec W3) liczby ¢ i d sa obie ciekawe.

Pozostaje przypadek, gdy wérod sktadnikow sumy (x) jest dokladnie

jedno zero; niech np. |N.| = 0: liczba e jest wigc ciekawa (W1); e # ¢, d, bo

N¢, Ng # 0 (W2). Pozostale sktadniki sumy (*) to albo same jedynki, albo
dwdjka i poza nig jedynki. Co najmniej jedna z liczb ¢, d musi by¢ wérod jedynek
— jest wiec ciekawa (W3); dowod zakoniczony.

duzych n wartos¢ W;(n) przekracza c;; jest wiec liczbg

liczbe n postaci n = key ...cp + 1 (k € N). Ustalmy zlozona. Tak jest dla kazdego numeru j, skad wniosek,
j€{1,...,m}. Roznica W;(n) — W;(1) dzieli si¢ przez ze dla dostatecznie duzych n (rozwazanej postaci)

n — 1, wiec i przez ¢;. Skoro ¢; = Wj(1), znaczy to, ze wszystkie wartosci Wi(n), ..., Wy, (n) sa liczbami
W;(n) dzieli sie przez c;. Przy tym dla dostatecznie ztozonymi.
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Klub 44 F

Termin nadsytania rozwigzan: 30 VI 2024

Rys. 1
R
C C
—
Rys. 2 ?
v
—_—
Sa
=.
Rys. 3
K1

Czolowka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
762 (WT = 3,01), 763 (WT = 2,46)

z numeru 9/2023

Tomasz Rudny Poznan
Marian Lupiezowiec Gliwice
Tomasz Wietecha Tarnow
Jacek Konieczny Poznan
Konrad Kapcia Poznan
Ryszard WozZniak Krakow
Ryszard Baniewicz ~ Wloclawek

Pawel Perkowski
Andrzej Nowogrodzki Chocianow
Pawel Kubit Krakow
Jan Zambrzycki Biatystok

1-32,41

Ozaréow Maz. 5-24,61

3-22,20
15,73
4-13,69

W rozwiagzaniu zadania 762 w numerze
styczniowym prawa strona réwnania
wyrazajacego zasade zachowania energii

powinna mieé postaé: 3, /pft c2/9 + m2ct.

Kazdy moze nadsylaé¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konica miesiaca n + 2. Szkice rozwiazan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsytaé¢ rozwiazania czterech, trzech,
dwoch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robi¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan
z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektronicznag pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez

Zadania z fizyki nr 776, 777
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

776. Na poziomej powierzchni stoi jednorodna, cienka obrecz o masie M

i promieniu R. Pozioma $rednice obreczy stanowi lekka, gltadka rurka, wewnatrz
ktorej umieszczono kulke o masie m przylegajaca do rurki i potaczong z obrecza
dwiema sprezynami o wspotczynnikach sprezystosci k (rys. 1). Przytrzymujac
obrecz, kulke odchylono w lewo o z, po czym uktad pozostawiono samemu sobie.
Znalez¢ przyspieszenie srodka obreczy w chwili poczatkowej, zaktadajac brak
poslizgu obreczy.

777. Trzy jednakowe kondensatory o pojemnosciach C' polaczono szeregowo,
podlaczono do zrédla o sile elektromotorycznej € i po naladowaniu odltaczono od
baterii. Nastepnie do uktadu podtaczono jednoczesnie dwa oporniki o oporach R
(rys. 2). Jaka ilos¢ ciepla wydzieli sie na kazdym oporniku? Jakie natezenia
maja prady plynace przez oporniki w chwili, gdy napiecie na srodkowym
kondensatorze jest 10 razy mniejsze od sily elektromotorycznej baterii?

Rozwiazania zadain z numeru 12/2023
Przypominamy tres¢ zadan:

768. Otwarta z dwoch stron rurka w ksztalcie litery U porusza si¢ z predkoscia v réwnolegle do
powierzchni cieczy (rys. 3). Przekroj zanurzonej w cieczy dolnej czesci rurki wynosi S1, a gornej,
znajdujacej sie¢ nad ciecza, jest rowny Sa. Jaka sila zewnetrzna dziata na rurke w kierunku
poziomym? Tarcie i powstawanie fal nalezy zaniedbaé¢. Gestos$é cieczy wynosi p.

769. W ukladzie przedstawionym na rysunku 4 na poczatku wszystkie klucze sa otwarte,

a kondensatory o pojemnosciach C; i C2 nienatladowane. Klucze K, i K3 zostaly zamknigte i po
ustaleniu réwnowagi otwarte, po czym zamkniety zostal klucz K. Znalezé napiecie koricowe na
kondensatorze C;. Sita elektromotoryczna baterii wynosi £.

768. W inercjalnym uktadzie odniesienia zwiazanym z rurka, ciecz w dolnej
czesci rurki porusza sie z predkoscia v. W czasie At do rurki wptywa porcja
cieczy o masie m = pS1vAt i pedzie p; = mv = pS1v2At. W tym samym czasie
porcja o takiej samej masie wycieka z gornej czesei rurki z predkoscia u = vS1/Ss,
a jej ped pa = pSeulAt = pv2512At/Sg. Wektor zmiany pedu cieczy w rurce

w czasie At ma warto$é Ap = mv — (—mu) = pSy (1 + S1/S2) v2At i skierowany
jest w prawo. Ciecz dziala na rurke w lewo, a szukana sila zewnetrzna dzialajaca
na rurke nie zalezy od wyboru inercjalnego ukladu odniesienia, skierowana jest
w prawo i ma wartosé

F = Ap/At = pSl (1 + Sl/SQ) 1)2.
769. Po zamknieciu kluczy K; i K3 kondensatory sa polaczone réwnolegle
z bateria, a fadunki na nich to @1 = Ce 1 Q2 = Cae. Sytuacje przed zamknieciem

klucza K, przedstawia rysunek 5. Po zamknieciu klucza Ky do prawej
oktadki kondensatora Cy doptywa tadunek ¢, z lewej okladki kondensatora C

; odptywa taki sam tadunek. Caltkowity tadunek na wewnetrznych oktadkach

pozostaje niezmieniony (rys. 6). Z drugiego prawa Kirchhoffa mamy:

0= (Q2—q)/Cs — (Q1+q)/C, stad ¢ = C1Ca¢e/(Cy + Cs). Napiecie koncowe

na kondensatorze C'; wynosi:
U= (Q1+q)/C1=e(C1+2C)/(CL+ Cy).

Q1 Q2 q+Q1 q—Q2
C Cs
K>
&

= [+ —| [+
Cl CQ

/|
Rys. 5 Rys. 6 el

wspo6lezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe

o0s6b, ktore nadestaly rozwiagzanie choéby jednego zadania

z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktow
otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie 1 w ktorejkolwiek z dwoch konkurencji (M lub F), zostaje

on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana

do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegolowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.
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Rys. 1. Wielki Pierscien. W szarych
obszarach absorbowane jest
promieniowanie jonéw magnezu
wskazujace na obecnos$¢ materii. Pierscien
nie jest widoczny golym okiem na niebie,
ale gdyby bytl, to mialby $rednice okoto
15 tarcz Ksiezyca. Zrédto: University of
Central Lancashire
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wschod

5 < T T
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Rys. 2. Ogromny Luk odkryty 3

w 2021 roku przez Alexie Lopez. Zrodlo:
Lopez, Alexia M., et al. (2022), MNRAS,
516

i
—600

Rys. 3. Wizja artystyczna Wielkiego
Pierscienia (na gorze) i Ogromnego Luku
(na dole), tak jak wygladalyby na niebie.
Zrodlo: Stellarium i University of Central
Lancashire

@Prosto z nieba: Wielki Pierscien to wielki problem

W styczniu 2024 roku Uniwersytet Srodkowego Lancashire opublikowat
komunikat prasowy o odkryciu przez jedna z doktorantek — Alexie Lopez — nowej
ogromnej struktury galaktyk. Poniewaz struktura ta jest duza i ma ksztalt
pier§cienia, nazwano ja oczywiscie. .. Wielkim Pier$cieniem (ang. Big Ring,
rys. 1). Wielki Pierscient ma $rednice 1,3 miliarda lat Swietlnych i obserwujemy
go takim, jaki byl okoto 6 miliardéw lat temu. Jest nie tylko duzy, ale tez

jest potencjalnie duzym wyzwaniem (zeby nie powiedzie¢ problemem) dla
standardowego modelu kosmologicznego. Poniewaz wedlug tego modelu. .. nie
powinien istniec.

Standardowy model kosmologiczny jest naszym najlepszym modelem opisujacym
Wszech$wiat i wszystko, co sie w nim znajduje od poczatku jego istnienia

az do wspolczesnosei. Opiera si¢ oczywiscie na serii zalozen. Miedzy innymi

na zasadzie kosmologicznej, ktéra mowi, ze Wszech$wiat jest jednorodny

i izotropowy w duzych skalach przestrzennych. Innymi stowy — dla kazdego
obserwatora znajdujacego sie w dowolnym miejscu Wszech$wiat wyglada
podobnie. A jeszcze innymi stowy, oznacza to, ze po usrednieniu na odpowiednio
duzej skali przestrzennej materia jest jednorodnie roztozona we Wszechswiecie.
Jak duza jest ,odpowiednio duza” skala? To zalezy od modelu. W kazdym razie
zalozenie to ustawia teoretyczny limit rozmiaru struktur, jakie moga (wg. tego
modelu) istnie¢ we Wszech§wiecie. Limit ten nazywamy skala jednorodnosci. Dla
Wszechswiata istniejacego 6 miliardow lat temu (moment, w jakim obserwujemy
Wielki Pierscienn) wedlug standardowego modelu kosmologicznego wynosi okoto
1,2 miliarda lat swietlnych. Obserwacje struktur wiekszych niz ten limit stanowia
potencjalne wyzwanie dla zatozenn modelu kosmologicznego.

Wielki Pierscien tamie ten limit, bo jest... wiekszy. Co gorsza, nie jest tez
pierwsza tego typu struktura, jaka zaobserwowalidmy. Juz w 1991 roku odkryto
grupe kwazaréw (mniej wiecej w tej samej odlegtosci co Wielki Pierscien)
rozciagajaca sie na dlugosci ponad 2 miliardéw lat §wietlnych; od 2003 roku
wiemy tez o istnieniu ,Wielkiej $ciany” — megastruktury galaktyk o rozmiarze
1,5 miliarda lat §wietlnych. W 2021 roku ta sama studentka, Alexia Lopez,
odkryta Ogromny Luk (ang. Giant Arc) rozciagajacy sie na az 3,3 miliarda lat
swietlnych (rys. 2). Co ciekawe, ta ostatnia struktura i Wielki Pierscien znajduja
sie bardzo blisko siebie (tylko ~ 12° na niebie) i istnialy w tym samym momencie
ewolucji Wszechswiata (rys. 3).

Oczywiscie moglo sie zdarzy¢, ze te ogromne skupiska materii powstaty
przez przypadek, poniewaz materia na poczatku istnienia Wszechswiata byta
roztozona losowo. Mogly wystapi¢ w niej duze losowe zageszczenia lokalne.
Mozemy obliczy¢ prawdopodobieristwo powstania takich zageszczen. I tak
prawdopodobieristwo powstania odpowiednio duzego zageszczenia materii dla
powstania Wielkiego Pierscienia wynosi az 1:3 milionéw (nie uwzgledniajac
pozostaltych ogromnych struktur, ktore zaobserwowalismy).

Czy mamy wiec niesamowite szcze$cie i te ogromne struktury powstaly
przez przypadek? A moze Wszech$wiat wcale nie jest jednorodny? Czy nasze
zalozenie zasady kosmologicznej jest zbyt rygorystyczne? Czy nasz najlepszy
model Wszech§wiata jest zty? A moze wystarczy tylko troche zwiekszy¢ skale
jednorodnosci?

Na razie nie znamy odpowiedzi na zadne z tych pytar. Jednak w $wietle
kolejnych obserwacji i doniesienn o koniecznosci modyfikacji modelu
kosmologicznego jedno wiemy na pewno — zyjemy w fascynujacych czasach dla
kosmologow.

Artykul ten pisany byl na poczatku stycznia 2024 roku, nie istnieje jeszcze publikacja naukowa
na temat Wielkiego Pierscienia. Artykul oparty jest na komunikacie prasowym Uniwersytetu
Srodkowego Lancashire| i prezentacji Alexii Lopez|z 243 spotkania Amerykanskiego Towarzystwa
Astronomicznego.

Anna DURKALEC

Zaktad Astrofizyki, Departament Badan Podstawowych, Narodowe Centrum Badan Jadrowych
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https://www.uclan.ac.uk/news/big-ring-in-the-sky
https://www.uclan.ac.uk/news/big-ring-in-the-sky
https://youtu.be/fwRJGaIcX6A?feature=shared

/ Niebo w kwietniu

W czwartym miesigcu roku Stonce nadal szybko wedruje na
péinoc, wyraznie ograniczajac mozliwo$¢ nocnych obserwacji
cial niebieskich. Przez caly kwiecieri dzien w srodkowej
Polsce wydltuzy sie o prawie dwie godziny i wyniesie okolo
15 godzin. W kwietniu Storice przemiesci sie od srodka
gwiazdozbioru Ryb do $rodka gwiazdozbioru Barana.

Na poczatku miesiaca noce sa ciemne, prawie pozbawione
blasku Ksiezyca. Mimo tego, ze 2 kwietnia przejdzie

on przez ostatnia kwadre, to znajdzie sie wtedy

w gwiazdozbiorze Strzelca i dodatkowo kilka stopni pod
ekliptyka (niecale 3° na potudnie od jasnej gwiazdy Nunki,
o Sgr). Dlatego Ksiezyc pojawia sie na niebie pod koniec
nocy astronomicznej i zanim zdazy sie wznie$¢ troche wyzej,
niebo sie rozjasni. Mozna oczywiscie probowaé dostrzec

go w dzien. Niemalze do nowiu, 8 kwietnia, cienki sierp
Ksiezyca przy czystym niebie rankiem da sie odnalezé
kilka-kilkanascie stopni nad potudniowo-wschodnig, czescia
niebosktonu.

Dla mieszkaricow wiekszosci Ameryki Polnocnej (poza
Alaska) bedzie to szczegdlny now, poniewaz dojdzie wtedy
do catkowitego za¢mienia Storica. Pas fazy caltkowitej
przetnie Ziemie mniej wiecej od panstwa Kiribati na Oceanie
Spokojnym poprzez Meksyk, srodkowo-wschodnig czesé¢ USA
i Nowa Fundlandie w Kanadzie, by opusci¢ powierzchnie
naszej planety gdzie$ na poinoc od archipelagu Azorow

na Atlantyku. Najdluzej faza calkowita zaé¢mienia potrwa
w Meksyku, gdzie korona stoneczna pozostanie widoczna
przez 4 minuty i 28 sekund. Szczesliwcy po zachodniej
stronie za¢mionego Slorica ujrza planety Wenus, Mars

i Saturn, po wschodniej zas — Jowisza z Merkurym oraz
prawdopodobnie jasna wtedy, wedrujaca jakies 7° na
poocny zachod od Jowisza komete 12P /Pons-Brooks.

W Europie niestety za¢mienie jest niewidoczne.

Przed nowiem na wieczornym niebie nisko nad zachodnim
horyzontem mozna obserwowa¢ wspomniane juz planete
Jowisz i komete 12P /Pons-Brooks oraz planete Uran.
Oczywiscie najlepiej widoczny jest Jowisz, ktérego blask
przekracza —2™, a $rednica tarczy — 34", Najwicksza
planeta Uktadu Stonecznego zbliza sie coraz bardziej do
Urana. 20 kwietnia dystans miedzy planetami zmniejszy si¢
do 30’. Uran $wieci jednak z jasnoscia +5,8™ i wtedy zginie
juz raczej w zorzy wieczornej. Te planete mozna probowaé
odnalez¢ na poczatku miesiaca. Kometa 12P /Pons-Brooks
zacznie miesiac w odleglosci niewiele przekraczajacej 1°

od Hamala, najjasniejszej gwiazdy Barana, by w drugiej
dekadzie kwietnia przej$¢ nieco ponad 3° od Jowisza. Jesli
prognozy sie sprawdza, kometa wyraznie odetnie sie na tle
ciemnego nieba. Pozostanie ona jednak widoczna tylko

na poczatku miesigca. Potem zniknie w blasku Storica,
wschodzac i zachodzac w czasie dnia.

Na pozegnanie ze wszystkimi wspomnianymi ciatami Ukladu
Stonecznego spotka sie bardzo waski sierp Ksiezyca. Jego
tarcze mozna probowaé odnalezé juz 9 kwietnia, jakies

26 godzin po nowiu, gdy jego tarcza o zmierzchu zajmie
pozycje na wysokosci zaledwie 2° nad zachodnig czescig
niebosklonu, prezentujac faze niewiele wicksza od 1%.

W jego odszukaniu moze przydac sie lornetka oraz planeta
Jowisz. Ksiezyc znajdzie sie na 5 godzinie, ponad 15°

od niej. Dobe pdzniej dostrzezenie tarczy Ksiezyca nie
sprawi klopotu, gdyz o tej samej porze wzniesie si¢ on

na wysokos¢ 15°, zwiekszajac faze do 5%. Tego wieczora
Jowisz pokaze sie¢ 3,5° na lewo od Srebrnego Globu, kometa
natomiast w podobnej odlegtosci, ale pod nim.

W kolejnych nocach planety i kometa zbliza si¢ do
horyzontu i wkrotce znikna w blasku Stonca, Ksiezyc zas
powedruje wysoko, rozswietlajac nocne niebo. 11 kwietnia
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jego faza zwiekszy sie do 12% i zajmie on pozycje 2,5°

od Plejad, jasnej gromady otwartej gwiazd w Byku.

Tej nocy Srebrny Glob zakryje $wiecaca z jasnoscia
obserwowana +5,5" gwiazde 36 Tau. Przy czym cale
zjawisko da sie zaobserwowaé tylko na poinoc od linii (mniej
wiecej) Cieszyn — Chrzanéw — Kielce — Lukéw. Na potudnie
od niej Ksiezyc zajdzie przed odkryciem 36 Tau. Gwiazda
zniknie za ciemnym brzegiem ksiezycowej tarczy okoto
godziny 22:45, by pojawié sie po jej jasnej stronie 50 minut
pozniej. Zjawisko tadnie zaprezentuje sie w lornetce lub
teleskopie z malym powiekszeniem.

Nastepne dwie noce naturalny satelita Ziemi spedzi na
pograniczu gwiazdozbioréw Byka i Woznicy, odwiedzajac
druga co do jasnosci gwiazde Byka El Nath. Najpierw
ksiezycowa tarcza w fazie 20% dotrze don na odleglosé 6°
od strony zachodniej, dobe pézniej faza Ksiezyca zwiekszy
sie do 30% i pokaze sie on w podobnej odleglosci po stronie
wschodniej EI Nath. 15 kwietnia Srebrny Glob w I kwadrze
zblizy sie na 3° do Polluksa, najjasniejszej gwiazdy Bliznigt.
Miedzy I kwadra a pelnia warto wspomnieé¢ o spotkaniu,

16 kwietnia, Ksiezyca w fazie 60% z jasna gromada otwarta
gwiazd M44 w Raku. Oba ciala niebieskie przedzieli
dystans 3,5°. O 2° blizej znajdzie si¢ gwiazda Asellus
Borealis (v Cnc), stanowigca pémocno-wschodni rog
trapezu gwiazd otaczajacego M44. Dwa dni p6zniej Ksiezyc
zwigkszy faze do 78% i pokaze sie niecale 4° od Regulusa,
najjasniejszej gwiazdy Lwa.

20 dnia miesiaca Srebrny Glob dotrze do gwiazdozbioru
Panny, zwiekszajac faze do 91%. Tej nocy dojdzie do
zakrycia jeszcze jasniejszej gwiazdy Zavijava (8 Vir), lecz
przy znacznie mniej sprzyjajacej obserwacjom fazie Ksiezyca.
Tym razem przez Polske przebiegnie poludniowa granica
zjawiska. Na linii przebiegajacej mniej wiecej od jeziora
Gardno poprzez Bytow, Torun, Strykéw koto f.odzi, Checiny
koto Kielc po Jasto dojdzie do zakrycia brzegowego. Na
zachdéd od niej do zakrycia nie dojdzie. Im blizej granicy,
tym zakrycie potrwa krocej. Na przyktad w Krosnie od
zakrycia do odkrycia minie tylko 9 minut, w Suwaltkach —
36 minut. Do zakrycia dojdzie okoto poinocy.

W nocy z 22 na 23 kwietnia juz prawie pelny Ksiezyc zblizy
sie do Spiki, najjasniejszej gwiazdy Panny. Nad ranem
dystans miedzy tymi cialami niebieskimi zmniejszy sie

do 1°. Kolejnej nocy Srebrny Glob przejdzie przez pelnie

w obszarze nieba pozbawionym jasnych gwiazd, w polowie
drogi miedzy Spika a gwiazda Zuben Elgenubi w Wadze.
Pod ta druga gwiazda Ksiezyc pokaze sie w nocy z 24 na
25 kwietnia, zblizajac sie don na okoto 4°.

Do korica miesiaca Ksiezyc spotka sie jeszcze z Antaresem
w Skorpionie w nocy z 26 na 27 kwietnia, z tarcza
o$wietlong wciaz w ponad 90%. Naturalny satelita Ziemi
wzejdzie niewiele przed polnoca w odleglosci 1,5° od
najjadniejszej gwiazdy Skorpiona, a w trakcie nocy dystans
miedzy tymi cialami niebieskimi zwigkszy si¢ o 2°.

W kwietniu wcigz jasna jest dlugookresowa gwiazda
zmienna R Leonis, ktéra w ostatnich dniach marca osiagneta
maksimum swojej jasnosci i nadal powinna przekraczaé
granice widocznosci gotym okiem. R Leo znajduje sie 5°

na zachéd od Regulusa, niedaleko gwiazd 18 i 19 Leonis,

i géruje po godzinie 21, wznoszac sie wtedy na wysokosé
okolo 50°, by zniknaé za horyzontem po godzinie 4. Jest
zatem dobrze widoczna przez mniej wiecej 5 godzin.
Gwiazda wyroznia sie ciemnowisniowa barwa, wyraznie
widoczng nawet w lornetkach czy malych teleskopach. Latwo
ja dzieki temu zidentyfikowac.

Ariel MAJCHER



ktualnosci (nie tylko) fizyczne

Poetycka strona fizyki

Fizyka jest dla wielu os6b niezwykle piekna, ale takze chtodna i konkretna.
Doswiadczenia i rozumowania fizyczne rzadko obdarzane sa uwaga poetow.
Warto zatem odnotowaé kilka przypadkow przeczacych tej regule.

Tworce ,,Ballad i romanséw” nieczesto mozna przytapaé¢ na wycieczkach w strone
nauk $cistych. Tym bardziej wyroznia sie w tworczosci Adama Mickiewicza
niewielki wiersz poswiecony w catosci elektromagnetyzmowi. ,/ Toasty” koricza,
sie nastepujaca zwrotka.

Tak gdy zrosniem w okrqg wielki
Przez magnesowang stycznosé,
Wowczas z lejdejskie; butelki
Palniem: WIWAT elektrycznosé!

W XIX wieku badania nad elektrycznoscia i magnetyzmem byty nowoscig

i nierzadko interesowaly osoby niemajace na co dzieni nic wspoélnego z fizyks.
Glosne byty np. pokazy Benjamina Franklina dla paryskiej socjety. Nie
zaskakuje zatem, ze Zygmunt Krasinski wykorzystal jakze poreczna metafore
fizyczna, piszac ztowroga przepowiednie:

Mord elektrycznym prgdem sie rozpostrze,
Syn przeciw ojcu pochwyci za ostrze,
Brat przeciw bratu — siostra przeciw siostrze

Nurt fizyczny i poetycki potaczyly sie w tworczosci Jamesa Clerka Maxwella,
ktorego rownania zunifikowaty takze elektrycznosé i magnetyzm. Maxwell miatl
w zwyczaju wyjasniaé¢ swoje pomysty takze wierszem, w utworach adresowanych
do przeciwnikéw jego teorii. Pojecie pola upowszechnial na przyklad nastepujaca

strofa:

Sita to zatem Sita, ale vwaga! — wektor, nie rzecz,

Zadziornym twym strzatom brakuje zZgdla, Widmo
bezsilne, idzze precz!

Twaj rzqd, o Sito, dobiegl juz korica. Nie masz juz
nic. Czymze twe dziatanie?

Odpychanie zostawia nas tam, gdzie bylismy — jak

przycigganie.

W poezji XX wieku rzadziej spotyka sie takie dlugie

i kunsztownie splecione wersy. Absolutny mistrz
polskiej mowy, jakim byl Julian Tuwim, potrafit obrocié
w liryke absolutnie wszystko. Fizyka jako tto duchowego
rozedrgania wypada niezwykle przekonujaco w wierszu
,Nauka”:

Wiem o kuli, napetnionej lodem,
O bursztynie, gdy sie go pociera...
Wiem, Ze ciato pograzone w wode
Traci tyle, ile... et cetera.

Rozwo6j nauki przektadal sie zawsze dosé szybko

na rozwo]j techniki, a zycie stawalo sie coraz

bardziej wygodne dzieki nowym i coraz bardziej
skomplikowanym urzadzeniom. W polowie XX wieku
mogto to nieraz powodowaé uczucie bezradnosci.
Humorysta amerykariski, Ogden Nash, spopularyzowany
w Polsce przez Stanistawa Barariczaka, wyrazit te
bezradno$é¢ dosadnie w wierszu ,,Znad taczki”

O, po trzykro¢ nieszczesliwy domu,
Ktérego pan nie rozrdéznia watéw od omow!

Trzeba by¢ dobrym fizykiem i dobrym poeta, by fizyka
nie stanowila jedynie ozdobnika wérod innych

srodkow literackich, ale byta esencja poetyckiego
imaginarium. Taka jedno$é¢é mozemy odnalezé

w wierszach Grzegorza Bialkowskiego, fizyka czastek
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elementarnych, profesora i rektora Uniwersytetu
Warszawskiego, ktory stworzyl unikalny jezyk poetycki.

Zanim sie spostrzegtem nastgpita noc
rzektem stowo

7

stata sie ciemnosé

nie rozumiem go: jest

miedzybytem

jest rozbijaniem namiotu

miedzy mnag

a gwiazdami atomow

Bytoby przesada twierdzié¢, ze poezja Bialkowskiego
jest pisana dla fizykoéw. Trudno jednak oprzeé sie
wrazeniu, ze uderza ona celnie w zasoéb wiedzy
fizycznej, by delikatnie kasaé¢ t¢ emocjonalna

strone fizykow, zazwyczaj dobrze ukryta miedzy
laserami, mikroskopami i wzorami. Po co? Bialkowski
podsumowal to doskonale: ,,Podobienistwa miedzy
poezja i nauka wynikaja z rozmaitych przyczyn. Ich
wspolna podstawa jest to, ze obie stuzg modelowaniu
rzeczywistosci. Fizyka modelowaniu rzeczywistosci
materialnej, za$ poezja modelowaniu rzeczywistosci
psychologicznej i spotecznej”.

Krzysztof TURZYNSKI

Wiersze angielskojezyczne w ttumaczeniu wlasnym.
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Potegi dwojki

Barttomiej BZDEGA

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Tym razem bez wprowadzenia teoretycznego — zapraszam na porcje zadan
o réznej tematyce, zwiazanych z potegami dwojki.

Zadania

1.

e

10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.
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Rozstrzygnaé, czy istnieje taka liczba naturalna k, ze w zapisie dziesietnym
liczby 2% kazda z cyfr: 0,1,2,...,9 wystepuje taka sama liczbe razy.
(LXX OM)
Liczby rzeczywiste x, y, z spelniaja rownosé x + y + z = 0. Udowodnié, ze
x 2% +y-2Y + 2-2% > 0. (XI Wielkopolska Liga Matematyczna)
Rozstrzygnaé, czy istnieje wielokat, ktérego boki maja dlugosci wyrazajace
sie réznymi potegami dwojki o wyktadnikach catkowitych nieujemnych.
Niech a,, oznacza najmniejsza liczba calkowita dodatnia, ktéra ma doktadnie
n dzielnikow. Udowodnié, ze w tym ciagu wystepuje nieskonczenie wiele
poteg dwojki.
Ustalmy liczbe nieparzysta n. Dla k = 1,2, ..., n okreslamy taka liczbe
naturalng ay, ze 2+ 1 < % < 2%, Udowodni¢, ze a1 + az + a5 + ... + a, = n.
(IX WLM)
Wykazaé, ze dla catkowitych dodatnich n liczba n! nie dzieli si¢ przez 2™.
Niech k£ > 2 bedzie liczba naturalna. Dowies¢, ze jedli iloczyn k kolejnych
liczb naturalnych dzieli sie przez 4%, to dokladnie jeden z czynnikéw dzieli
sig przez 281, (XI WLM)
Dane sa liczby caltkowite dodatnie k, m i n, dla ktorych NWD(km,n) = 1.
Udowodnié¢, ze istnieja takie liczby calkowite dodatnie a, b, ¢, ze a* + b™ = ™.
W pewnym kraju jest n 4+ 1 miast, ponumerowanych liczbami od 0 do n.
Miasta o numerach a i b maja poltaczenie drogowe wtedy i tylko wtedy, gdy
a + b jest potega dwojki. Udowodnié, ze z kazdego miasta mozna dojecha¢ do
kazdego innego. (XIII WLM)
Dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n poréwnaé liczby 2™ i (27)!.
W ciagu niemalejacym (aq, a9, as, . ..) wystepuja wylacznie liczby catkowite
dodatnie. Kazda liczba wystepuje w nim doktadnie tyle razy, ile wynosi
najwiekszy wyktadnik potegi dwojki dzielacej te liczbe. Poczatkowe wyrazy
wygladaja nastepujaco:

2,4,4,6,8,8,8,10,12,12,14, 16, 16, 16, 16, 18, 20, 20, . ..

Udowodnié, ze a,, > n dla wszystkich catkowitych dodatnich n. (XIII WLM)
Wyznaczyé wszystkie liczby catkowite dodatnie, ktoére mozna przedstawié
w postaci ¢ + ‘;T"’i dla pewnych catkowitych dodatnich a i b. (Matematyczny
Kalendarz Adwentowy 2021)

Rozwazmy wszystkie liczby nieparzyste, ktére w zapisie dwojkowym maja
doktadnie 120 jedynek. Udowodnié, ze wsrod nich jest nieskonczenie wiele
kwadratow liczb naturalnych. (MKA 2023)

Dana jest liczba naturalna n > 2. Niech r; oznacza reszte z dzielenia

przez n liczby 1+ 2 4+ ... + k. Wyznaczy¢ wszystkie liczby n, dla ktérych
(ri,7r9,...,mn—1) jest permutacja ciagu (1,2,...,n —1). (LX OM)
Wyznaczyé liczbe sposobéw zapisu liczby catkowitej dodatniej n w postaci
sumy poteg dwojki o wyktadnikach catkowitych nieujemnych, jesli kazdy

z wyktadnikow moze powtorzy¢ sie co najwyzej trzy razy. (LXVI OM)
Rozwazmy bardzo dlugi rzad wiaderek. W $rodkowym znajduje sie

n krowek, pozostale sa puste. Mozemy wykonywaé operacje dwoch

typow: albo z wiaderka liczacego co najmniej 3 krowki przenosimy jedna
krowke do wiaderka bezposrednio po prawej stronie i dwie krowki do
wiaderka bezposrednio po lewej, albo z wiaderka z co najmniej 2 krowkami
przenosimy jedna krowke do wiaderka bezposrednio po prawej stronie i jedna
zjadamy. Zal6zmy, ze po jakims czasie nie da sie juz wykonaé¢ zadnego ruchu.
Wykazaé, ze liczba pozostatych krowek réwna jest liczbie jedynek w zapisie
dwojkowym liczby n. (USA MTS 2019, zmodyfikowane)


https://deltami.edu.pl/2021/05/algorytm-euklidesa/

UNIWERSYTET WARSZAWSKI

Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki [=]:
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