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* Nauczyciel, Warszawa

O zasadzie szufladkowej pisaliSmy
np. w Ag4 oraz A?S.

Dziekuje Szymonowi Gramatnikowskiemu
za zainspirowanie przedstawionego obok
rozumowania.

W ogdélnym przypadku, jesli liczba 9 nie
jest w czerwonej grupie, to zamienmy ja
miejscami z liczbg mniejsza niz 15

z czerwonej grupy (jezeli taka liczba nie
istnieje, to po prostu dotézmy 9 do tej
grupy). W efekcie otrzymamy nowy
podzial na grupy, w ktérym liczba 9 juz
jest w czerwonej grupie, a ponadto jesli
iloczyn 142 nie byl przekroczony
wczesniej, to nadal nie bedzie.

Uwaga. Osiggnietego tu oszacowania nie mozna juz
poprawié¢. Istotnie, jesli w pierwszej grupie umieécimy
liczby 3, 5, 7, w drugiej — 9 i 15, a w trzeciej 11 i 13, to
otrzymujemy iloczyny 105, 135, 143, z ktérych zaden

nie jest wiekszy od 143.

Kto da wiecej? Pawel Rafal BIELINSKI*

Czytelnik musi zostaé ostrzezony, ze w niniejszym artykule btyskotliwe chwyty
prowadzi¢ beda do gorszych wynikéw. Znacznie lepiej sprawdza sie brutalne,
brudne metody. Kto liczy na zwyciestwo sprytu i dobrego stylu, niech lepiej
zmieni lekture.

Zadanie. Danych jest 7 liczb: 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15. Zostaly one w nieznany
sposéb podzielone na 3 grupy. Dla wybranej przez siebie liczby naturalnej k
udowodnij, ze iloczyn liczb w pewnej grupie musi wynie$¢ co najmniej k.
Im wieksze k, tym lepiej.

Sposéb 1, k = 105. Wykorzystujac zasade szufladkowa, mozna przekonaé sie, ze
w ktoérejs z trzech grup muszg znalezé si¢ co najmniej 3 liczby. Istotnie, gdyby
w kazdej z trzech grup bylo nie wiecej niz po dwie liczby, to tacznie byloby ich
nie wiecej niz 3-2 =6 < 7. Iloczyn liczb w takiej grupie wynosi za$ co najmniej
3-5-7=105.

Uwaga. Niekiedy oszacowanie tego rodzaju mozna poprawi¢, ignorujac
najmniejsze liczby, zeby skupié¢ uwage na wiekszych. W tym przypadku,
odrzucajac liczby 3, 5, 7, pozostajemy z czterema: 9, 11, 13, 15. Sa to 4 liczby
w trzech grupach, wiec ktoras z grup musi zawieraé¢ przynajmniej dwie z nich.
Jej iloczyn wynosi wéwczas co najmniej 9 - 11 = 99. Zgodnie z zapowiedzia spryt
wcale nam si¢ nie optacit.

Sposéb 2, k = 127. Aby poprawié¢ poprzedni wynik, sprébujemy wykorzystaé
sztuczke podobna do zasady szufladkowej, ale bezposérednio do iloczynu danych
liczb. Ot6z gdyby iloczyn liczb w kazdej z grup wynosil mniej niz 127, to iloczyn
wszystkich liczb we wszystkich grupach bytby nie wiekszy od 126 - 126 - 126 =
= 2000376. Jest to niemozliwe, bo iloczyn danych liczb jest nam znany i wynosi
3:5-7-...-15=2027025. Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi tezy.

Uwaga. Poniewaz 127 - 127 - 127 = 2048 383, wiec technika ta nie zadziala

dla zadnego wigkszego k. Mozna natomiast nieco poprawi¢ otrzymany wynik,
zauwazajac, ze iloczyn liczb w kazdej grupie musi by¢ dzielnikiem liczby 2027 025.
Wyklucza to wszystkie liczby od 127 do 134 wlacznie i pozwala uzyskaé¢ k = 135.

Sposéb 3, k = 143. Przypusémy, ze iloczyn w kazdej z grup jest mniejszy

od 143. Analizujac wszelkie mozliwe sytuacje, doprowadzimy do sprzecznosci.
Grupe, w ktorej sktad wchodzi liczba 15, nazwiemy grupa czerwona. W grupie
tej moze znajdowac sie jeszcze co najwyzej jedna liczba, bo w przeciwnym

razie jej iloczyn wyniéstby co najmniej 15 -3 - 5 = 225. Liczba ta moze by¢

co najwyzej 9, bo juz 15 - 11 = 165. Mozemy bez straty ogdlnosci zalozy¢, ze
liczba 9 jest w czerwonej grupie (wyjasnienie znajduje si¢ na marginesie). Poza
czerwong grupa znajduja sie liczby 3, 5, 7, 11, 13. Grupe, w ktérej wystepuje 13,
nazwiemy niebieska. Oprécz liczby 13 moze by¢ w niej jeszcze co najwyzej
jedna liczba, bo juz 13 -3 -5 = 195. Liczba ta moze by¢ rowna co najwyzej 7,
bo 13- 11 = 143. Podobnie jak ostatnio, mozemy zalozy¢, ze liczba 7 jest w grupie
niebieskiej. Oznacza to, ze w pozostalej grupie, ktéra nazwiemy zotta, znajduja
sie liczby 3, 5, 11, ktérych iloczyn wynosi 165! Otrzymalidmy sprzecznosé, ktora
dowodzi tezy.

pracy. Tymczasem Sposob 3 wymagal bardzo
skrupulatnej analizy, ktéra bylaby znacznie trudniejsza
do przeprowadzenia, gdyby danych liczb byto nie 7,

ale chocby 10.

Czytelnikowi pozostawiamy nastepujace wyzwanie.

Powyzsze przyklady obrazuja, ze im glebiej wejdzie

sie w strukture problemu, im wiecej jego szczegdlnych
cech si¢ wykorzysta, tym silniejsze wnioski mozna
wyciggnaé. Tym niemniej, mozna doceni¢ Sposoby 1

i 2, bo one réowniez daja niezle, by¢ moze zadowalajace
oszacowania, i to przy znacznie mniejszym nakladzie

Problem. Danych jest 9 liczb: 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13,

15, 17. Zostaly one w nieznany sposéb dobrane

w 4 grupy. Dla wybranej przez siebie liczby naturalnej k
udowodnij, ze iloczyn liczb w pewnej grupie musi
wynie$¢ co najmniej k. Im wieksze k, tym lepie;j.
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* Uczennica, XIV LO im. Stanistawa
Staszica w Warszawie

**Doktorant, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet
Warszawski

Binarne wyszukiwanie po wyniku
Ewa GOEASZEWSKA*, Marcin WIERZBINSKI**

Wyszukiwanie binarne to algorytm stuzacy do odnalezienia okreslonego elementu
w posortowanej tablicy. Jego zaleta jest to, ze umozliwia znalezienie elementu
w znacznie krétszym czasie niz w przypadku tradycyjnego przeszukiwania
tablicy, polegajacego na ,,przechodzeniu” po niej element po elemencie

i porownywaniu napotykanych elementéw z szukanym.

Zalézmy, ze dana jest posortowana tablica [ag,a1,...,an—1],a0 < a1 < ... < ap_1
oraz pewna wartos¢ z. Celem algorytmu wyszukiwania binarnego jest znalezienie
pozycji elementu o wartosci x albo stwierdzenie, ze ten element nie pojawia sie

w tablicy (wéwczas algorytm zwraca —1).

Przykladem moze by¢ tablica liczb T = [3,4,4,10,11,17,18,19,21], dla ktérej
chcemy sprawdzi¢, czy zawiera element x = 17. Algorytm wyszukiwania binarnego
dziata w nastepujacy sposéb. Rozpoczynamy od wybrania elementu w $rodku
tablicy — wéréd wartosci [ag, a1, ..., as] tym elementem jest ay = 11 (pozycje

w tablicy indeksujemy od 0). Nastepnie poréwnujemy ten element z wartoscia 17.
Poniewaz 11 jest mniejsze od 17, to szukany element na pewno nie znajduje

sie w lewej polowie tablicy — jedli jest w tablicy, to bedzie w jej prawej czesci.
W kolejnym kroku ograniczamy sie wiec tylko do prawej polowy [as, ag, a7, ag] —
jej srodkowym elementem jest ag = 18 (réwnie dobrze moglibySmy wziaé az,
poniewaz tablica, do ktérej sie ograniczyliémy, ma parzysta liczbe elementéw).
Poréwnujac go z 17, stwierdzamy, ze musimy szukaé¢ w lewej czesci prawej
potowy. Wowczas zostaje nam tylko element as = 17, czyli nasz = jest w tablicy
na pozycji .

Zauwazmy, ze podobne podejécie czesto stosujemy intuicyjnie, na przyktad
przy wyszukiwaniu stowa w stowniku. Majac do znalezienia stowo Delta, nie
zaczynamy przegladaé slownika od pierwszej strony wyraz po wyrazie, tylko
otwieramy go we w miare losowym miejscu, patrzymy, jakie wyrazy si¢ tam
znajduja, a z tego juz wiemy, czy Delta jest na wczeéniejszych, czy na dalszych
stronach.

Algorytm wyszukiwania binarnego mozna zapisa¢ w postaci pseudokodu
nastepujaco:

Algorytm. Wyszukanie binarne

function BINARYSEARCH(T, z, n)
lewy + 0
prawy <—n — 1
while lewy < prawy do
Srodek + LM”""ZMJ
Srodkowa Warto$é + T'[$rodek]
if srodkowaWartosé = x then

return srodek > znalezliSmy x
else if srodkowaWartosé < x then
lewy < Srodek + 1 > sprawdz w prawej potowie
else
prawy < Srodek — 1 > sprawdz w lewej potowie
return —1 > nie udalo si¢ znalezé.

Tak jak zauwazyliSmy w przykladzie, porownujac jakis element a; z szukana
wartoscia x, dowiadujemy sie, czy szukany element jest na lewo, czy na prawo
od a;. Pozwala to w kazdym kroku wyeliminowa¢ polowe elementow tablicy,

a wiec otrzymujemy zlozonos$é czasowa O(logn). Tradycyjne przeszukiwanie
tablicy, przegladajace ja element po elemencie, w najgorszym przypadku moze
wymagaé az O(n) poréwnari.

Intuicyjnie jest jasne, ze wyszukiwanie binarne dziata poprawnie. Formalne
udowodnienie poprawnosci algorytmu wyszukiwania binarnego wymaga jednak
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odwolania sie do poje¢ takich jak ,niezmiennik petli”,
ale w tym krétkim artykule nie bedziemy o nich méwié.

Przykladem wykorzystania wyszukiwania binarnego
jest zadanie ,,Wieza”, ktore pochodzi z Obozu
Naukowego PROSERWY 2010, a jego autorem jest
Jacek Tomasiewicz.

Zadanie ,,Wieza”: W Bajtocji wybudowano wysoka
wieze. Wejscie na wieze sktada sie z m schodkéw,

a kazdy schodek ma pewna wysokosé. Bajtocka wieze
chce odwiedzi¢ n mieszkancéw. To, czy dana osoba
jest w stanie pokonaé¢ kolejne schodki, zalezy od jej
wzrostu. Aby mieszkaniec Bajtocji mégl wej$é na
pewien schodek, musi by¢ wyzszy od schodka. Jesli
pewien schodek jest nie do przejscia przez mieszkanca,
to zatrzymuje sie on w danym miejscu na wiezy — wyzej
nie bedzie moégl wejéé¢. Znajac wysokosci kolejnych
schodkéw i 0s6b zwiedzajacych wieze, chcielibySmy
wiedzieé¢, w ktorym miejscu zatrzyma sie kazdy
mieszkaniec Bajtocji.

Zachgcamy Czytelnika do proby samodzielnego
rozwiazania powyzszego zadania przed przeczytaniem
naszego rozwigzania.

Rozwigzanie: Aby rozwiazaé¢ zadanie, dla kazdego
schodka s najpierw obliczymy wysokoS¢ najwyzszego
schodka lezacego na drodze od spodu wiezy do

samego s (np. dla kolejnych wysokosci schodkéw
1,5,3,6,2,1,7 stworzymy ciag 1,5,5,6,6,6,7). W tym
celu przechodzimy tablice od pierwszego do ostatniego
elementu, co krok aktualizujac najwieksza znaleziona
dotychczas liczbe poprzez poréwnanie jej z wysokoscia
aktualnego schodka. Otrzymujemy w ten sposob

w czasie O(m) niemalejacy ciag. Zauwazmy, ze
mieszkaniec o wzrodcie h wejdzie na schodek s tylko
wtedy, gdy najwyzszy schodek na drodze od spodu
wiezy do s jest nizszy niz h. W zwigzku z tym dla
kazdego mieszkanica mozemy w czasie O(logm) znalezé
miejsce, w ktérym si¢ on zatrzyma — bedzie to pierwszy
schodek nie nizszy od jego wzrostu. Cale rozwigzanie
dziala wiec w czasie O(m + nlogm).

Przygotowat Dominik BUREK

i Z.adania

Wiadomo, ze

M 1771. W liczbie naturalnej A przestawiono cyfry i otrzymano liczbe B.

A-B=11...1
N

dla pewnej liczby catkowitej dodatniej N. Znalez¢é mozliwie najmniejsza
warto$¢ N, dla ktérej takie liczby A, B istnieja.

Rozwigzanie na str. [5]

M 1772. Na plaszczyznie dany jest zbior punktéow, z ktérych zadne trzy nie
leza na tej samej prostej. Narysowano pewna liczbe odcinkéw o konicach w tych
punktach. Wiadomo, ze kazda prosta, ktéra nie przechodzi przez dane punkty,
przecina parzysta liczbe narysowanych odcinkéw. Udowodnié¢, ze kazdy punkt
jest koncem parzystej liczby odcinkéw.

Rozwigzanie na str. 6]

M 1773. Dany jest ostrostup SA; A, ... A,, ktérego podstawa jest wypukly
wielokat A1 Ay ... A,. Dla kazdego i = 1,2,...,n w plaszczyznie podstawy
ostrostupa konstruujemy tréjkat X;A; A;+1 przystajacy do tréjkata SA;A;4q
i lezacy po tej samej stronie prostej A4;4;4+1 co podstawa (przyjmujemy
Anq1 = A;). Udowodnié, ze skonstruowane tréjkaty pokrywaja w catosci

podstawe.
Rozwigzanie na str.
N Przygotowal Andrzej MAJHOFER
bAgy F 1089. Jak zmieni si¢ predko$é¢ propagacji fal na powierzchi jeziora, jesli wode
WA Nl zastapimy rtecia, a jak, gdyby przyspieszenie ziemskie g wzroslo czterokrotnie?

3

Gestos¢é rteci: ppy ~ 13,55 g/cm?.
Rozwiazanie na str. [J]

F 1090. Napiecie powierzchniowe roztworu wody z mydlem graniczacego

7 powietrzem wynosi: o = 3 - 1072 N/m. Roztwér postuzyt do ,,produkeji” baniek
mydlanych. Jaki warunek musi spelnia¢ temperatura powietrza 7; w bance

o promieniu r = 2 cm, zeby zaczela unosi¢ sie w powietrzu o temperaturze

T = 300 K? Ciénienie atmosferyczne py = 10° N/m?.

Rozwigzanie na str. [7]



* Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

tScidle rzecz biorac, uzywa ona skréconej
wersji ,babo babo zjem!”, ale ma dopiero
pottora roku, wiec pewnie jeszcze sie
nauczy.

Ponizej foremki w réznych ksztattach —
na szaro zaznaczone sg poziomice,

a kolorem krawedzie powstalych
kopczykéw.

Rys. 1. Koto

Rys. 2. Kwadrat

Rys. 3. Zaokraglony kwadrat

Rys. 4. Serce

Jesli a jest gérnym ograniczeniem na kat
spadku (zaleznym od parametréw uzytego
piasku), to warunek na d przyjmuje
postaé ogdlnego warunku Lipschitza

|d(x) — d(y)| < L|x — y| ze stalg L = tga.
Dla uproszczenia rozwazan przyjeliSmy tu,
ze L = 1.

Babo, babo, udaj sie!
Michat MISKIEWICZ*

... bo jak nie, to cie zjem! Od kiedy moja céreczka zaczela odwiedzaé place
zabaw, a w szczegdlnoéci piaskownice, regularnie stysze to dziecinne zaklecie.
Podczas jednej ze wspdlnych zabaw zdarzylo mi sie bezwiednie wsypywaé¢ do
odwréconych foremek suchy piasek. Ten materiat stabo nadaje si¢ do tworzenia
wigkszych konstrukeji. Chociaz dokladalem go do oporu z kazdej strony, piasek
bezlitoénie przesypywal sie przez krawedzie foremki i pozostawial jedynie
niewysoki kopczyk.

Zauwazylem jednak, ze ksztalt kopczyka zalezy w nieoczywisty sposéb od
ksztaltu foremki (przyklady widaé na rysunkach 1-4). W okraglej foremce
naturalnie tworzyt sie piaskowy stozek, charakteryzujacy sie gladka powierzchnia
z kazdej strony oraz czubkiem w najwyzszym punkcie. Foremka kwadratowa
pozwalata utworzyé¢ piramide na wzér tych egipskich — ma ona cztery krawedzie
zbiegajace sie u szczytu. W piaskownicy miatem tez dostep do imponujacej
wiezy, ktérej podstawa byl kwadrat o zaokraglonych kantach. Kopczyk nadal
przypominal piramide, ale jego krawedzie ,,urywaly sie” przed dojsciem do
brzegu. Dalo mi to do mys$lenia i wyprébowatem jeszcze kilka foremek, co
potwierdzilo moje przypuszczenia — jesli badana foremka miala gladki fragment
brzegu, to krawedzie kopczyka tam nie siggaly.

Dlaczego tak jest? Dla weteranéw piaskownic odpowiedz by¢ moze jest
oczywista, dla mnie jednak nie byla. Zapraszam wiec Czytelnika, by razem ze
mna przeszed! przez wyjaénienie, do ktérego doszedtem. Okazuje sig, ze oprocz
rozwiazania Zagadki Kanciastych Kopczykéw pozwala tez ono z nietypowej
strony obejrzeé¢ ciekawe zakatki analizy matematyczne;j.

Kopczyki a funkcja odleglosci. Opis ksztaltu kopczyka zacznijmy od
podstaw: przyjmijmy, ze foremka ma ksztalt dwuwymiarowej figury F C R?,
a powierzchnia kopczyka jest wykresem funkcji d: F' — R mierzacej wysokos¢
n.p.b.f. (nad poziomem brzegu foremki). Z definicji wynika wiec, ze d(x) =0
dla punktéw x lezacych na brzegu foremki (oznaczanym odtad przez OF') oraz
d(x) > 0 dla punktéw wewnatrz. Sktonnoéé piasku do osypywania sie daje
ograniczenie na to, jak stromy moze by¢ kopczyk. Dla uproszczenia przyjmiemy,
ze maksymalne nachylenie to 45°, a wiec dowolne dwa punkty na wykresie
(x,d(x)), (y,d(y)) sa odlegte w pionie nie wiecej niz w poziomie. Sprowadza
si¢ to do warunku Lipschitza na funkcje d:

d(x) —d(y)| < [x—y| dlaxyeF
Funkcji spelniajacych te warunki jest oczywiscie duzo. Nas interesuje ta, ktora
odpowiada najwickszemu mozliwemu kopczykowi, rozpatrujemy bowiem
sytuacje, w ktorej piasek dosypany w dowolnym miejscu obsypuje sie poza
foremke. Do rozwigzania mamy wiec problem optymalizacyjny z wiezami:

d(x) =max dlax e F

wsrod funkeji spelniajacych

|d(x)_d(Y)|<‘X_Y‘ dlax,yeF,

d(x)=0 dla x € OF.
Rozwiazanie mozna zaczaé od obserwacji, ze dla y z brzegu i x dowolnego
z przyjetych wiezéw i nieréwnosci trojkata wynika nieréwnoscé:

d(x) <d(y) +[x -yl =[x -yl

Otrzymana nieréwnos¢ daje najwiecej informacji, gdy y jest punktem brzegu
najblizszym punktowi x; mozemy wiec skonkludowaé, ze d(x) nie przewyzsza
min{|x —y| : y € F}. Te ostatnia wielko$¢ nazwiemy odlegloscia x od brzegu
i oznaczymy przez dyp(X).
Pozostaje sprawdzi¢, ze funkcja dgp rowniez spelnia nalozone ograniczenia —
woéwcezas bedziemy mieli pewnosé, ze to wlasdnie jest szukana funkcja
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Rys. 5. Nieréwnosé tréjkata zastosowana
dla Axix2ys (oraz Axix2yi1) pozwala
poréwnadé wielkosci dop(x1) i dop(x2)

Nietrudno si¢ przekonaé, ze jesli funkcja d
jest rézniczkowalna w (z1, z2), czyli
istnieje para liczb a1, as spelniajacych ,
to jest ona tylko jedna. Funkcje liniowa
L(z1,x2) = a1x1 + azxs nazywamy wtedy
rézniczkaq, a wektor [a1, az] gradientem d
w (z1,x2). Wektor ten wyznacza kierunek
najszybszego wzrostu funkcji d, a jego
dlugos$é odpowiada za lokalne tempo tego
wzrostu.

W naszym przypadku warunek Lipschitza
implikuje ograniczenie af + ag < 1, ktore
geometrycznie mozemy interpretowaé jako
ograniczenie odchylenia plaszczyzny
stycznej od poziomu.

®

Rozwigzanie zadania M 1771.
Odpowiedz: 9.
Jak wiadomo, kazda liczba daje taka

samyg reszte przy dzieleniu przez 9 jak jej
suma cyfr. Dlatego tez
9|A—-—B=11...1,
—
N
wiec 9 | N i tym samym N > 9. Wartosé
N = 9 mozna uzyska¢ w nastepujacy

sposob:

9012345678 — 8901234567 = 111111111.

odpowiadajaca najwigkszemu mozliwemu kopczykowi. Warunek d(x) = 0 dla x
z brzegu jest spelniony automatycznie, gdyz minimum jest przyjmowane dla
y = x. Natomiast jesli dane sa dwa punkty xi1,xs € F' oraz najblizsze im punkty
v1,¥2 € OF (jak na rys. 5), to z nieréwnosci tréjkata mamy:

Ix1 —y1| < [x1 = yo| < |x1 —x2| + [x2 — y2l,

N—— ——

dor(x1) dor(x2)

a wiec dor(x1) — dor(x2) < |X1 — X2|. Po polaczeniu z analogiczna nieréwnoscia,
w ktérej x1,Xo sg zamienione miejscami, daje to warunek Lipschitza dla dgp.
Whiosek: szukana funkcja d jest dgp.

Krawedzie kopczykéw w jezyku analizy. Okazuje sie, ze analiza
matematyczna dysponuje wlasciwym jezykiem do opisu gladkich i niegtadkich
fragmentow kopczykéw — kluczem jest tu pojecie rézniczkowalnosci funkcji d.
Zacznijmy od obserwacji, ze cecha odrézniajaca gladkie fragmenty od krawedzi
i wierzcholkéw jest mozliwosé okredlenia plaszezyzny stycznej (przydatna, gdy
zdecydujemy sie ozdabiaé kopczyk fragmentami muszelek). Ogdlne réwnanie na
plaszczyzne przechodzaca przez wybrany punkt wykresu (z1, 22, d(x1, 23)) to:

(21,29,23) 1 23 =d(x1,22) + a1 - (21 —x1) + ag - (22 — 2),
natomiast plaszczyzne taka nazywamy styczna, gdy dobrze przybliza ona wykres
funkcji d, a wiec gdy z3 wyliczone ze wzoru wyzej jest blisko wartosci d(z1, z2).
Warunek ten mozna $cisle sformutowaé poprzez zbieznosé:

(%)

d(z1,22) + a1 - (21 — x1)2+ az - (22 — :;2) —d(z,22)
vz —21)? + (22 — @) przy (21, 22) — (21, 2).

Czytelnik majacy za soba kurs analizy matematycznej wielu zmiennych rozpozna
w powyzszym warunku definicje rézniczkowalnoéci. Konkretnie, funkcje d
uznajemy za rézniczkowalna w punkcie (x1,x2), jesli istnieja liczby aq, as
spelniajace warunek @ Pojecie rézniczkowalnosci jest kluczowe dla tej
dziedziny i wypada poswieci¢ mu kilka stow, ale pozostawmy je na marginesie
obok.

Dla wyrobienia lepszej intuicji wré¢my na chwile do rysunku 2. Jesli przyjmiemy,
ze kwadrat na rysunku to zbiér zadany nieréwnosciami |z1], |z2| < 1, to funkcja
odlegtoéci od brzegu d jest dana wzorem 1 =+ z; 2, zaleznie od czeéci kwadratu.
Na przyklad w tréjkacie zadanym przez —zq < x2 < 1 mamy d(z1,z2) = 1 — x1,
a wiec sama funkcja d jest liniowa! Nie jest wiec zaskakujace, ze w kazdym
punkcie wewnetrznym tego tréjkata para a; = —1, as = 0 spelnia warunek (ED
— po prostu licznik si¢ zeruje dla z dostatecznie bliskich x. Z kolei w punktach
lezacych na przekatnych (z1 = tx2) par a1, as spelniajacych (ED po prostu

nie ma.

Zagadka Kanciastych Kopczykow. Wyjasnienie zagadki opiera sie na
nastepujacym twierdzeniu, ktére tutaj przytoczymy bez dowodu:

Twierdzenie. Jesli C C R? jest gladkq zamknictq krzywq, to funkcja
odleglosci d¢ jest roiniczkowalna w kazdym punkcie r-otoczki C, czyli zbioru
C, = {x €R?: |x —y| < r dla pewnego y € C’},
o ile r > 0 jest odpowiednio male (mniejsze od odwrotnodci krzywizny w kazdym
punkcie C ).

Jest to szczegdlny przypadek twierdzenia o otoczeniu tubularnym, ktére stali
Czytelnicy Delty moga znaé z artykutu o obwarzankach w|A5,. W naszym
przypadku wystarczy za krzywa C przyjaé brzeg OF, by przekonad sie, ze
gladki brzeg gwarantuje rézniczkowalnos¢ d w pewnym otoczeniu OF, a wiec
krawedzie (skladajace sie z punktéw nierdzniczkowalnosci) do tego brzegu
nie moga dochodzié¢. Jest mozliwa nawet bardziej iloéciowa analiza: jesli na
rysunku 3 przyjmiemy, ze zaokraglone kanty to tuki okregu o promieniu r, to
krzywizna brzegu jest ograniczona z géry przez 1/r. I rzeczywiscie, krawedzie
konicza sie dokltadnie w odlegloéci 7 od brzegu.
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Rys. 6. Zaokraglone serce albo
dwupalczasta stopa

Rys. 7. Wykres funkcji y = |z|3/2

(mozna sobie wyobrazi¢, ze dopelniony
tukiem od géry)

W odréznieniu od ,zewnetrznych
kopczykow” te ,wewnetrzne” zawsze maja
jakas$ niegltadkosé. Dobrym ¢wiczeniem
jest pokazanie, ze funkcja dgpr nigdy nie
jest rézniczkowalna w punkcie x € F
najdalszym od brzegu.

* Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

el

Rozwigzanie zadania M 1772.
Oznaczmy przez S zbiér punktéw
z zadania. Rozwazmy jeden z punktéw

A € S, ktory jest konncem dokladnie
a odcinkéw. Rozpatrzmy prostg ¢
przechodzaca przez A, ktéra nie jest

réwnolegta do zadnej z prostych
taczacych pary punktéw z S. Przesuwajac
réwnolegle prostg £, mozemy otrzymac
proste £q i £ (réwnolegte do £), ktére

w pasie pomiedzy nimi nie zawieraja ani
jednego punktu z S, za wyjatkiem
punktu A.

Niech prosta ¢; przecina doktadnie

z odcinkéw wychodzacych z punktu A.
Wtedy {2 przecina pozostate a — x
odcinki, gdyz kazdy odcinek wychodzacy
z punktu A przecina doktadnie jedna

z prostych ¢; i 2. Ponadto kazdy odcinek
taczacy dwa punkty z S, rézne od A, albo
przecina obie proste ¢1 i £, albo zadnej.
Wobec tego liczby odcinkéw przecietych
prostymi ¢1 i £3 réznig si¢

oz — (a—x) =2z — a. Zgodnie

z warunkami zadania liczba ta musi by¢
parzysta. Oznacza to w szczegdlnosci, ze
a jest liczba parzysta.

Co dalej? Dalsza zabawa piaskiem prowadzi do wniosku, ze sytuacja jest
jeszcze ciekawsza. Sg ksztalty, jak na rysunku 6, gdzie foremka ma kant, ale
kopczyk jest gtadki mimo to. Kluczowe jest tutaj, ze kant jest skierowany
do wewnatrz; powoduje on, ze funkcja odleglosci nie jest rézniczkowalna na
zewngtrz foremki, ale tego juz nie widzimy. Podobny efekt uzyskamy, jesli
nasypiemy sobie piasku na stope.

Sa tez foremki jak ta na rysunku 7, ktora wydaje sie gtadka, ale kopczyk ma
krawedz az do brzegu. Tu diabel tkwi w szczegdlach — okazuje sie, ze brzeg

foremki nie jest dostatecznie gladki. Owszem, ma wszedzie okreslong prosta
styczna, ale jego krzywizna jest nieograniczona. W jezyku analizy: funkcja |z
jest rozniczkowalna, ale tylko raz, a dwukrotnie juz nie.

|3/2

Wreszcie, ciekawy jest przypadek, gdy usypujemy kopczyk na zewngtrz foremki
— w nastepnym numerze ukaze si¢ artykul Stawomira Dinewa po$wiecony temu

zagadnieniu. Trudno sobie wyobrazié, jak taki kopczyk wykona¢ w piaskownicy —
na plazy by¢ moze bylaby szansa — ale sam problem okazuje sie¢ catkiem bogaty
od strony czysto matematycznej. Foremki, dla ktérych ,zewnetrzne kopczyki” sa
gladkie, catkowicie charakteryzuje twierdzenie Motzkina. .. ale o tym za miesiac!

O czym lepiej zapomniec?
Wojciech PRZYBYSZEWSKI*

Mam wrazenie, ze jeszcze kilka lat temu kazda reklama laptopa skladata

sie wylacznie z wykrzykiwanych przez lektora kolejnych angielskich skrétéw
(np. RAM, SSD, HDMI), czasami wraz z warto$ciami liczbowymi je opisujacymi.
Wydaje mi sig, ze celem tych reklam nie bylo przekazanie widzowi informacji

o parametrach sprzedawanego sprzetu, a jedynie zrobienie wrazenia na tych,
ktérzy nie wiedzieli, co oznaczaja wymienione skréty i wartosci liczbowe, tak aby
zyskali przekonanie, ze prezentowany laptop korzysta z najnowszych technologii
w ich najlepszym wydaniu. Z biegiem czasu ilos¢ takich reklam sie zmniejszata,
pewnie przez fakt, ze coraz wiecej konsumentéw ma Swiadomos¢, czym rézni sie
np. pamie¢ RAM od dysku SSD.

W tym artykule skupimy sie wlasnie na parametrach zwiazanych z pamiecia.
Wiemy, ze rodzajow pamiegci w komputerze jest kilka — mamy m.in. rejestry,
cache, RAM, dysk SSD, dysk twardy. To, czym si¢ one od siebie réznia, $wietnie
opisal Tomasz Idziaszek w artykule Pamieé w komputerze w Ajq. Nie bedziemy
tutaj powtarza¢ calego artykulu, ale wspomnimy tylko najwazniejszy wniosek
— gléwne roznice pomiedzy wymienionymi rodzajami pamieci to ich cena

i szybko$¢ dostepu do danych. Im szybszy jest jaki$ rodzaj pamieci, tym jest
drozszy i mniej mamy go w komputerze. Dla przykladu laptop, na ktérym pisze
ten artykul, ma 477 GB pamieci na dysku SSD i 16 GB (czyli prawie 30 razy
muiej) szybszej pamieci RAM.

W jaki sposéb ta zaleznos$é miedzy iloscia a szybkoscia réznych rodzajéw
pamieci wplywa na dzialanie procesora? Generalnie zasada jest prosta — jesli
procesor musi skorzystaé¢ z danych, ktére znajduja sie w wolniejszej pamieci,

to przenosi je do szybszej pamieci, aby mie¢ do nich latwiejszy dostep. W teorii
brzmi $wietnie, ale przeciez szybszej pamieci mamy mniej. Co, jesli procesor
chce przenieéé jakies dane z dysku SSD do pamieci RAM, ale okazuje sig, ze
jest ona juz w calodci wypelniona? Nie ma rady, trzeba wtedy co$ z pamieci
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Rozwigzanie zadania F 1090.
Roztwér wody z myditem tworzy powloke
banki. Ma ona dwie powierzchnie
rozdzialu roztworu i powietrza:
wewnetrzng i zewnetrzna. W zwiagzku

z tym zwiekszenie pola powierzchni

S = 47r? powloki (rozmiaru banki) o dS
wymaga wykonania pracy dW = 20dS.
Na powloke banki dziata réznica cisnien
wewnatrz banki p i ci$nienia
zewnetrznego pg. W stanie réwnowagi dla
banki o promieniu r praca tych sit
potrzebna do powigkszenia promienia

o dr jest rébwna pracy potrzebnej do
kszenia powierzchni powloki

0 dS = 4n((r +dr)? — r?) ~ 8mwrdr:

zZwie

(p—po)Sdr = '177‘“)([)
a wiec:
4o
p=rpo+—.
”

Zgodnie z prawem Archimedesa barka
bedzie sie¢ unosita, gdy gestosé p
powietrza w jej wnetrzu bedzie mniejsza
od gestosci pp powietrza na zewnatrz
(pomijamy ciezar powloki banki). Jest to
mozliwe, gdy temperatura 7T}, w bance
jest wyzsza niz temperatura 7' na
zewnatrz. W intere
temperatur i ci$ni

sujacym nas przedziale
i powietrze doskonale
spelnia réwnanie gazu doskonalego.
Gestosé gazu doskonalego

o temperaturze 7' pod cisnieniem p
wynosi:
np

RT’

o oznacza tu mase molowa gazu

(powietrza), R uniwersalng staly gazows.
Otrzymujemy warunek:

Ao

s Ty, —T > T.

P < po
Po

Dla danych z tresci zadania
T, — T > 0,018 K.
Mozemy jeszcze sprawdzi¢, czy pominiecie
masy powloki banki nie jest zbyt grubym
przyblizeniem. Grubosé takiej powtoki
§ ~ 1 pm, a jej gestosé jest réwna gestosci
wody, 1 g/cm®. Masa powtoki bariki
o promieniu 2 cm wynosi wigc
okoto 5,1 mg, co stanowi okolo 12% masy
powietrza wypartego przez banke.
Dane liczbowe w tym zadaniu zostaly
zaczerpniete z pracy o ksztalcie wielkich
baniek mydlanych: C. Cohen,
B. D. Texier, E. Reyssat, J. H. Snoeijer,
D. Quére, and C. Clanet, PNAS 114,
2515 (2017).

W gérnym rzedzie * oznacza, ze wystapil
blad braku strony. Z kolei w trzech
dolnych wierszach trzymamy zawartos$é
pamieci szybkiej po wezytaniu kolejnej
strony, w kolejnosci, w jakiej byty
zaladowane do pamieci.

po)dr = 87nr - 20dr,

RAM usunaé (np. zapisa¢ cze$é¢ danych z powrotem na dysku SSD, zwalniajac
fragment RAM-u). No dobrze, ale jak wybraé, ktére dane odeslemy na SSD?
Na pewno jesli w RAM-ie mamy jakie$ dane, z ktérych nie bedziemy korzystaé
w najblizszym czasie, to wydaja sie one dobrym kandydatem — przeciez i tak
nie sg nam potrzebne w pamieci z szybkim dostepem. Ponadto, jesli do jakiejs
porcji danych odwotujemy sie co chwila, to odestanie ich na dysk SSD skonczy
sie tym, ze za chwile znéw bedziemy musieli je Sciagga¢ do RAM-u, co spowolni
dziatanie komputera. Wida¢ wiec, ze podjecie wtasciwej decyzji jest kluczowe dla
zapewnienia efektywnego dziatania komputera.

Teoretyczny model pamieci w komputerze

Aby przeanalizowaé przedstawiony problem w szczegdlach, postuzymy sie
uproszczonym modelem pamieci w komputerze. Zatozymy mianowicie, ze mamy
tylko dwa jej rodzaje — pamieé¢ szybka i pamie¢ wolna. Komputer zwykle operuje
na wiekszych fragmentach pamieci, nazywanych stronami (w zaleznosci od
kontekstu méwimy tez o blokach albo ramkach) — typowy rozmiar strony to
co$ rzedu 4 kB. Przyjmiemy wiec, ze w pamieci szybkiej mozemy pomiescié
maksymalnie k stron danych (inaczej mozna powiedzieé, ze sklada sie ona

z k ramek), natomiast pamie¢ wolna jest nieograniczona i moze pomiescié
nieskonczenie wiele stron. W trakcie swojego dzialania procesor potrzebuje
czasami odwola¢ sie do danych znajdujacych sie na konkretnych stronach. Jesli
strona s, do ktoérej procesor chce sie¢ odwotaé, znajduje sie akurat w pamieci
szybkiej, to nie ma zadnego problemu. Gorzej, jesli strony s w pamieci szybkiej
nie ma — wtedy mamy do czynienia z bledem braku strony (ang. page fault).
Procesor musi sprowadzi¢ strone z pamieci wolnej do pamiegci szybkiej, co
zajmuje pewien czas. Ponadto, jesli w pamieci szybkiej mamy juz zajete
wszystkie k ramek, to procesor musi wybraé jedna strone s’, ktéra aktualnie
znajduje sie w pamieci szybkiej, i usunaé ja (inaczej: zapomnieé) poprzez
odestanie jej do pamieci wolnej. Oczywiscie chcielibyémy w taki sposéb wybiera¢
strong do zapomnienia, zeby zminimalizowaé¢ liczbe bltedéw braku strony

w czasie dziatania procesora. W ten sposob zapewnimy, ze komputer bedzie
dziata¢ efektywnie.

Strategia FIFO

Jednym z mozliwych algorytméw wyboru, ktéra strone zapomnieé, jest
strategia FIFO (ang. first in, first out). Zgodnie z jej zalozeniami, jesli musimy
zapomnie¢ ktéras strone, to wybieramy te, ktéra byla najdawniej zaladowana
do pamieci szybkiej. Przesledzmy dzialanie tego algorytmu na konkretnym
przykladzie. Zal6zmy, ze w pamieci szybkiej mozemy zmieéci¢ k = 3 strony, zas
procesor generuje kolejno odwotania do stron D, E,C, A, D, E,B,D,E,C, A, B.
Oczywiscie na samym poczatku nasza pamieé¢ szybka jest pusta, wiec pierwsze
odwolanie do strony D spowoduje btad braku strony i zaladowanie D. Podobnie
bedzie przy dwéch kolejnych odwolaniach do stron E i C. Po tych trzech
pierwszych odwotlaniach mamy 3 btedy braku strony i trzymamy w pamieci
szybkiej strony D, E,C. Kiedy procesor generuje odwolanie do strony A, znowu
mamy blad braku strony. Tym razem jednak musimy zdecydowaé, ktéra ze
stron aktualnie trzymanych w pamieci szybkiej zapomnimy. Skoro trzymamy
si¢ strategii FIFO, to decydujemy sie na usuniecie D, poniewaz ona byta
najwczeéniej dodana. Mamy wiec juz 4 btedy braku strony, a w pamieci szybkiej
trzymamy FE, C, A. Dalszy przebieg algorytmu zaznaczamy w tabelce ponizej.

Ciagodwotan | D| E|C|A|D|E|B|D|E|C|A|B
Zawartosc DIDID|IE|C/A|D| D D|E|B|B
szybkiej E|E|C|A|D|E|E|E|B|C|C
pamieci C/A/D|E|B|B|B|C|A|A

Tabela 1. Strategia FIFO z trzema ramkami w pamieci szybkiej
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Rozwigzanie zadania M 1773.
Rozwazmy dowolny punkt P podstawy.

Udowodnijmy, ze jest on pokryty jednym
z tréjkatéw z zadania. Rozwazmy sfere w
lezacg wewnatrz ostrostupa i stycznag do
podstawy w punkcie P. Zwigkszamy jej
promien, zachowujac punkt stycznosci, do
momentu az po raz pierwszy w bedzie
styczna do pewnej Sciany ostrostupa — bez
straty ogdlnoéci przyjmijmy, ze jest to
$ciana SAj A, a przez Q oznaczmy punkt
stycznosci tej $ciany z w.

Wtedy z réwnosci odcinkéw stycznych do
sfery PA1 = QA oraz PAs = QA,,
zatem tréjkaty PA1 Az i QA1 Az sa
przystajace. Oznacza to, ze obracajac
Sciang SA; Az wokél Ay As, tak aby
pokryta si¢ z tréjkatem X, A1 Az

w plaszczyznie podstawy, otrzymujemy,
ze punkt Q przechodzi na punkt P.

W szczegdlnosci P lezy wewnatrz tréjkata

X1A1As.

Laszl6 Bélady (1928-2021) — wegierski
informatyk pracujacy zaréwno na
uniwersytetach, jak i w sektorze
prywatnym.

Tym razem w trzech dolnych wierszach
trzymamy zawartos¢ pamiegci szybkiej po
wczytaniu kolejnej strony w kolejnosci
ostatniego odwotania.

Okazalo sie, ze dla tego ciagu strategia FIFO spowodowala az 9 btedéw braku
strony. Jednak prawdopodobnie bylo to spowodowane tym, ze mieliSmy tylko

k = 3 ramki do dyspozycji. Oczywiscie, gdyby ramek bylo wiecej, to bltedéw braku
strony byloby mniej. Dla przykladu zobaczmy w tabelce, co dzieje sie dla k = 4.

Ciagodwoltan | D | E| C|A|D|E | B|D|E|C|A|B
Jovartose | P |D|[D|[D|D|[D[E|[C|A|B|D|E
avg. 08¢ E|E|E|E|E|Cc|A|B|D|E]|C
SZyDEIS) clclclc|A|lB|D|E|C]|A
patmect A|A|A|B|D|E|C|A|B

Tabela 2. Strategia FIFO z czterema ramkami w pamieci szybkiej

Czyli rzeczywiscie dla wiekszej liczby dostepnych ramek algorytm FIFO zrobit
mniej bledéw braku strony. Zaraz! Przeciez teraz mieliémy 10 takich bledéw,

a dla trzech ramek bylo ich tylko 9! Jak to mozliwe, ze gdy mamy wiecej
dostepnej pamieci, powstaje wiecej bledéw braku strony, ktére spowalniaja
procesor? Czy w takim razie, zeby przyspieszyé¢ nieco swéj komputer,
powinienem zmniejszy¢ ilo$¢ dostepnego RAM-u? Przeciez to brzmi absurdalnie.

Cecha niektérych algorytmoéw wymiany strony jest to, ze przy odpowiednio
spreparowanym ciagu odwolan zwiekszenie liczby dostepnych ramek w pamieci
szybkiej zwieksza liczbe bledéw braku strony. Taka sytuacje nazywamy anomalig
Bélady’ego, od nazwiska informatyka, ktéry w 1969 roku zademonstrowal ja po
raz pierwszy. Nie oznacza to jednak, ze przy kazdym ciggu odwolan zwiekszenie
liczby ramek bedzie skutkowalo wieksza liczba bledéw. Dla przykladu, jesli dla
rozwazanego ciggu zwiekszymy dostepna szybka pamieé¢ do k = 5 ramek, to wtedy
bledéw braku strony bedzie juz tylko 5.

Algorytm FIFO, mimo ze jest bardzo prosty w implementacji (wystarczy
trzymaé jedna kolejke ze stronami wezytywanymi do pamieci szybkiej), nie jest
w praktyce uzywany we wspolczesnych systemach operacyjnych. Wynika to

z tego, ze nie bierze pod uwage, czy do jakiej$ strony byly ostatnio odwolania,
a tylko kiedy byla wczytana, co intuicyjnie nie ma zwiazku z czestoscia
korzystania z niej.

Strategia LRU

Strategia, ktora wydaje sie lepszym rozwiazaniem problemu zarzadzania
pamiecia, to LRU (ang. least recently used). Méwi ona, zeby usuwaé te strone,
ktora byla uzywana najdawniej. Jest ona trudniejsza do implementacji od
strategii FIFO, ale we wspdlczesnych systemach operacyjnych uzywa sig jej
albo jakichs$ jej przyblizen. Zobaczmy, jak strategia ta radzi sobie z rozwazanym
ciagiem odwotan, analizujac jej dzialanie dla k = 3 ramek w tabelce ponizej.

Blad x| ok [k [ x| x| x| % x| o+ | x
Ciagodwotan | D | E|C|A|D|E|B|D|E|C|A|B
Zawartosé DD/ D|IE|C|A|D|E|B|D|E]|C
szybkiej E|IE|C|A|D|E|B|D|E|C]|A
pamieci C/|A|D/ E|B|D|E|C|A|B

Tabela 3. Strategia LRU z trzema ramkami w pamieci szybkiej

Wyszto nam 10 bledéw braku strony. Czy jesli dotozymy jeszcze jedna ramke
(k = 4), to liczba bledéw sie zwigkszy? Zachecamy Czytelnika do samodzielnego
sprawdzenia, ile bledow wtedy wyjdzie. Okazuje sie, ze w ogdlnosci zachodzi
nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie. Strategia LRU jest wolna od anomalii Bélddy’ego. To znaczy, dla
dowolnego ciggu odwolar do pamieci S i liczb k1 < ko liczba bledow braku strony
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Rozwigzanie zadania F 1089.
Powstawanie fal na powierzchni jeziora
polega na propagacji okresowych zmian
glebokosci wody. Dzialajaca tu sila jest
sita ciezkosci proporcjonalna do masy
wody. Miarg bezwladnosci jest ta sama
fal na

masa wody, a wigc predkos
jeziorze nie zalezy od gestoSci cieczy
wypelniajacej jezioro. Mozna si¢ o tym
przekonaé na podstawie analizy
wymiarowej. Zalézmy, ze predkos¢
propagacji fal ¢ zalezy od gestosci
cieczy p, gltebokosci cieczy h i wartodci

przyspieszenia grawitacyjnego g, wedlug
wzoru:
@ 3 Yy
cox g- -p- - h
Przeanalizujmy wymiary: kilogram
wystapi tylko w gestosci i nigdzie wiecej,
a wi

gesto Dalsza analiza prowadzi do
1

wniosku, ze a = v = 5. Czterokrotny

wzrost wartosci przyspieszenia

grawitacyjnego powoduje wiec dwukrotny

wzrost predkoéci fal.

Czytelnik Dociekliwy, catkiem stusznie,

1

zapyta, dlaczego w ana
uwzgledniliémy glebokc
uwzglednilismy dlugosc
o wymiarze dlugosci.
sytuacje, gdy h < A. Dla h > X

otrzymujemy:

izie wymiarowej
¢ h, a nie

fali A\, takze

c g A

Doktadna analiza teoretyczna dla fal

o malej amplitudzie prowadzi do ogélnego

wzoru:

w ktérym ,tgh” oznacza funkcje tangens
hiperboliczny. Zadanie i przytoczona
analiza dotyczy tzw. fal grawitacyjnych.
Fale kapilarne opisuja inne zwiazki
uwzgledniajgce napiecie powierzchniowe.

Tym razem w trzech dolnych wierszach
trzymamy zawarto$¢ pamieci szybkiej po
wczytaniu kolejnej strony w kolejnosci,
w jakiej odwolamy si¢ do tych stron

w przyszlosci.

Konkretnie Sleator i Tarjan pokazali
w 1985 roku, ze jesli algorytm optymalny
z kopT ramkami popelni ¢t btedéw braku
strony, to algorytm LRU z kpru = kopT
ramkami popelni takich btedéw
Cco najwyzej

kLru

—(t+ k .
kLru — kopT + 1( oPT)

3 = 0, czyli predkoé¢ nie zalezy od

»Nasz” wzér opisuje

dla ciggu S przy strategii LRU z ko dostepnymi ramkami w pamieci szybkiej nie
bedzie wieksza niz dla strategii LRU z k1 ramkami.

Szkic dowodu. Wystarczy poréwnaé zawartos¢ pamieci szybkiej w obu
algorytmach przy danym ciaggu odwotan. W kazdym momencie algorytm

z ko ramkami w pamieci szybkiej trzyma ko stron, do ktérych ostatnio byto
jakies odwotlanie. Skoro ki < ko, to algorytm z ky ramkami przechowuje podzbiér
tych stron. Jesli wiec na jakiej$ pozycji w algorytmie z ko ramkami wystepuje
btad braku strony, to tym bardziej wystapi on w algorytmie z k1 ramkami.

Nie dosé¢ wiec, ze w algorytmie z k; ramkami wystepuje co najmniej tyle samo
bledéw co w algorytmie z ko ramkami, to jeszcze w algorytmie z mniejsza liczba
ramek btad braku strony wystepuje zawsze, gdy wystepuje on w algorytmie

z wiecksza liczba ramek. O

Strategia optymalna

Rozpatrzylismy juz dwa algorytmy wymiany stron. Dla rozwazanego ciagu

przy strategii FIFO z trzema ramkami wystapito 9 btedéw braku strony, a dla
strategii LRU z taka sama liczbg ramek bylo ich 10. Mozna zada¢ sobie pytanie,
ile najmniej bledéw braku strony moze sie pojawi¢ przy odpowiednio dobranej
strategii korzystajacej z takiej liczby ramek. No i oczywiscie jak taka najlepsza
mozliwa strategia wyglada.

Okazuje sie, ze strategie optymalng mozna bardzo tatwo opisaé — z pamieci
szybkiej nalezy zapominac te strone, do ktoérej odwolanie nastapi najpozniej
w przysztodci. Dla rozwazanego ciagu jesli zastosujemy strategie optymalna

z k = 3 ramkami, to po pierwszych trzech bledach braku strony, kiedy to
wezytamy do pamieci D, E, C, widzac nastepne odwolanie do strony A,
zapomnimy z pamieci strone C'. Rzeczywiscie, do strony D bedziemy sie
odwolywaé juz w kolejnym kroku, do strony E jeszcze w kolejnym, podczas
gdy nastepne odwotanie do strony C' wystepuje dopiero za szes¢ krokow. Jak
dokladnie zadziata algorytm optymalny dla k = 3, przeanalizujmy w ponizszej
tabelce.

Blad * | ok | x| x * * | *
Ciggodwoltan | D | E| C|A|D|E | B|D|E|C|A|B
Zawartosé DD/ D/ D|E|D|/D|E|B|B|B|B
szybkiej E|E|E|D|E|E|B|E|C|]A|A
pamieci C|lA/A|/A/B|D|D|/E|B|C

Tabela 4. Strategia optymalna z trzema ramkami w pamieci szybkiej

Tym razem byto tylko 7 btedéw braku strony, czyli rzeczywiscie mniej niz dla
strategii FIFO i LRU. Pozostawiamy Czytelnikowi dowdd, ze tak zdefiniowana
strategia jest rzeczywiscie optymalna, czyli dla kazdego mozliwego ciggu
odwotan popelni nie wiecej btedéw braku strony niz dowolna inna strategia

z taka samg liczba ramek. Oczywiscie wlasnos¢ ta oznacza, ze strategia
optymalna jest wolna od anomalii Bélady’ego.

Skoro znamy strategie optymalna, to czemu w ogdle rozwazaliémy FIFO i LRU?
Jako ze jest optymalna, to przeciez najbardziej oplaca sie ja zaimplementowaé
w systemie operacyjnym! Otéz strategia optymalna ma jedng podstawowsa
wade — nie da sie jej zaimplementowaé¢ w praktyce. Decyzja o tym, ktora strone
usunaé, wymagala, zeby przeanalizowaé, jakie odwotania do stron pojawia

sie w przyszloéci, a przeciez zaden komputer nie potrafi przewidzieé, co zaraz
zrobi uzytkownik. Ma on wiedze tylko o tym, jakie odwotania pojawiaty sie

w przeszlodci. Tak to niestety sie czasami zdarza, ze teoretycznie najlepsze
rozwiazania nie sa mozliwe do zrealizowania w praktyce. Okazuje si¢ jednak,

ze strategia LRU z 2k stronami popelni z grubsza dwa razy wiecej btedéow braku
strony niz strategia optymalna z k stronami. To jednak temat na zupelnie inny
artykul.
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Kolejne petle algorytmu odpowiadaja
kolejnym wierszom pélszachownicy.
Wartoécig 0 oznaczamy fakt, ze w danym
wierszu nie postawiliSmy wiezy.

Jezeli mamy wiecej wiez niz wierszy, to
nam si¢ nie uda — zwracamy 0 (linia 2).
Jezeli postawiliSmy juz wszystkie wieze,
to zwracamy 1 (linia 3). Jezeli zaden

z tych warunkéw nie zachodzi, to jest co
najmniej jedna wieza do postawienia,

a wierszy co najmniej tyle co wiez.
Najpierw rozpatrujemy niepostawienie
wiezy w ostatnim wierszu (linia 4),

a nastepnie postawienie jej kolejno

w kolumnach 1,2,...,n, jezeli sa puste
(linie 5-9).

Oznacza to z grubsza, ze liczba krokéw,
jakie algorytmy wykonuja, moze by¢
rzedu n!l.

Potszachownica Oskar SKIBSKI*

Rozstania sa ciezkie. Czasem trzeba podzieli¢ sie wspdélnymi ksigzkami, czasem
wspolnym psem. Najgorzej jest jednak, gdy mamy wspdélna szachownice. Jezeli
nie dojdziemy do porozumienia, to mozemy skonczy¢ z potowa szachownicy.

A jak negocjacje p6jda bardzo Zle, to z poltowa tréjkatna, na ktérej nie mozemy
nawet poéwiczy¢ debiutdw.

Dla takiej dziwnej pélszachownicy zastanowimy si¢ nad klasycznym problemem:
na ile sposobow mozemy rozstawi¢ kilka, powiedzmy 4, nieatakujace si¢ wieze?
Wieze atakuja sie, kiedy sg w tym samym wierszu lub w tej samej kolumnie.

Jezeli uczylismy sie kiedy$ programowac, to aby odpowiedzie¢ na to pytanie,
mozemy napisaé¢ prosty program, ktéry rozwazy wszystkie mozliwe rozstawienia
wiez i dla kazdego sprawdzi, czy jest poprawne. Jesli jest — dodajemy do naszego
licznika jeden. Ponizej znajduje sie pseudokod takiego programu (w ktérym,
o dziwo, wcigcia tworza pélszachownice).

1: ile<+ 0

2: for i1 < 0to 7 do

3: for i3 < 0 to 6 do

4: for i3 < 0 to 5 do

5: for iy + 0 to 4 do

6: for i5 < 0 to 3 do

7: for ig < 0 to 2 do

8: for i7 + 0 to 1 do

9: if wérdd (iq,...,i7) sa 4 dodatnie liczby i sa rézne then
10: tle < ile + 1

11: return ile

Ten algorytm dziala i wyznaczyl liczbe 1701. Czuje jednak, ze Bardziej
Doswiadczeni Czytelnicy, widzac go, mogli ztapac sie za glowe. Nasze
rozwigzanie nie jest bowiem idealne (tagodnie méwiac). Widzimy na przyklad,
ze gdybysmy mieli plansze o 20 wierszach, musielibySmy napisa¢ nowy program,
ktory miatby 20 petli. Czy da si¢ tego uniknaé? Oczywiscie, ze tak — wystarczy
uzy¢ rekurencji.

Napiszmy funkcje, ktéra — wiedzac, ile wierszy (n) i wiez (k) zostalo jeszcze
do rozpatrzenia oraz ktére kolumny sa juz zajete (kolumnyl[i] € {0,1} to liczba
wiez w i-tej kolumnie) — policzy, ile jest rozmieszczen wiez. Funkcja ta bedzie
wywolywala siebie sama dla mniejszej liczby wierszy. Nie jest to problemem,
musimy tylko zadbaé¢ o warunki brzegowe, aby obliczenie si¢ zakonczyto.

1: function LicZBAROZSTAWIEN(n, k, kolumny)

2 if n < k then return 0

3 if £k =0 then return 1

4: ile < L1CZBAROZSTAWIEN(n — 1, k, kolumny)

5: for i <1 ton do

6 if kolumny[i] = 0 then

7 kolumnyl[i] + 1

8 tle < ile+L1CZBAROZSTAWIEN(n — 1, k — 1, kolumny)
9 kolumnyl[i] + 0

10: return ile
11: return LICZBAROZSTAWIEN(7, 4, [0,0,...,0])

Ten algorytm tez dziala i tez wyszto mu 1701. Zaczynamy podejrzewac, ze jest
to zatem dobry wynik. A jak szybkie sg nasze algorytmy, czyli jaka jest ich
ztozonosé? Koszmarna! O(n!)! Zamiast programowaé, musimy chyba jednak
pomysleé.

Oba powyzsze algorytmy w trakcie dzialania przegladaja wszystkie mozliwe
rozstawienia wiez. Nie musimy jednak tego robi¢ — zalezy nam przeciez tylko
na ich liczbie. Niech A(n, k) bedzie szukana liczba rozstawien k wiez na
potszachownicy o n wierszach. Zastanowmy sie, jak, znajac liczbe rozstawien
dowolnej liczby wiez dla mniejszej pdlszachownicy, wyznaczyé A(n, k).
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21 3 1

311 6 7 1

411 10125 |15 | 1

51115165 [90(31] 1

6 | 1 |21 (140(350|301| 63 | 1

71 1 |28 [266|1050(1701|966 127 | 1

Okazuje sie, ze tabelka tez jest
pélszachownica. Przypadek?

;1} =7, bo mamy

7 podzialéw zbioru {1, 2, 3,4}:
{{1},{2,3,4}}, {{1,2},{3,4}},
{{1,3},{2,4}}, {{1,4},{2,3}},
{{1,2,3}, {4}}, {{1,2,4},{3}} i w koiicu
{{1.3,4}, {2}}.

Przyktadowo {

Tak, tak, mozna tez wybra¢ nudng Sciezke
i pokazaé, ze liczby Stirlinga spelniaja
analogiczne réwnanie rekurencyjne

i warunki brzegowe. Ten dowdéd, chociaz
poprawny, ma w sobie tyle polotu co nasz
pierwszy algorytm.

8 7 6 5 4 3 2

Powyzsze rozstawienie wiez odpowiada
podzialowi {1,...,7,8} na 4 podzbiory:

{1,5,7,8}, {2}, {3,4}, {6}.

W rozstawieniach tych albo w ostatnim wierszu jest wieza, albo nie. Rozstawien
bez wiezy jest dokladnie tyle samo co rozstawien k£ wiez na planszy bez
ostatniego wiersza, czyli A(n — 1, k). Rozstawienia z wieza w ostatnim wierszu to
po prostu rozstawienia k — 1 wiez na planszy bez ostatniego wiersza rozszerzone
o dostawienie wiezy w ostatnim wierszu. Te wieze zawsze mozemy dostawié

na n — (k — 1) sposob6w, bo (k — 1) kolumn jest juz zajetych. Dostajemy wiec
nastepujace réwnanie rekurencyjne:

An k) =An—-1,k) +(n—k+1)An—1,k—1) dlan>k>0.
Dodatkowo musimy przyja¢ A(n,0) =1 oraz A(n,k) = 0 dla n < k. Mozemy
teraz sformutowaé algorytm dynamiczny oparty na powyzszym réwnaniu
rekurencyjnym, ktéry po prostu wypelnia tabelke znajdujaca si¢ na marginesie.

1. A < int[0..n][0..n]

2: for i <~ 0 ton do

3: for j < 0 ton do

4 if j > i then Afi,j] + 0

5: else if j =0 then A[i,j] + 1

6: else Afi,j] « Ali — 1,j]+ (i —j+1)Ali — 1,5 — 1]
7

return Aln, k] >Unasn=71ik=4

Ten algorytm dziata w czasie O(n?). No i znowu znalezlismy liczbe 1701!

Jezeli zalezato nam tylko na efektywnej metodzie znalezienia wyniku, to moze
nam to wystarczy¢, jednak z naukowej ciekawosci fajnie byloby troche lepiej
zrozumieé, czym sg liczby w tej tabelce. Na pierwszy rzut oka nie przypominaja
niczego szczegblnego. Sprébujmy jednak jakos je wytropic.

W tym celu wpiszmy ciag zlozony z kolejnych wierszy (1,1,1,1,3,1,1,6,7,...)
w internetowa encyklopedie ciagdw: joeis.org. Okazuje sie, ze jest to ,,odbity
tréjkat liczb Stirlinga drugiego rodzaju”. Co to znaczy? Liczby Stirlinga drugiego
rodzaju opisuja liczbe réznych podzialéw zbioru na podzbiory. Konkretniej, dla
liczb naturalnych n, k, {Z} to liczba mozliwych podzialéw zbioru zltozonego
z n rozréznialnych elementéw na k podzbioréow. Rzeczywiscie, patrzac na trojkat
liczb Stirlinga, widzimy, ze wyglada prawie identycznie jak nasz — jest tylko
troche przesuniety (o jeden wiersz i kolumne w dél) i kazdy jego wiersz ma
odwrécona kolejnos¢. Dokladniej:

n+1
Aln,k) = {n—|—1—k
Chwila, chwila, zliczaliémy rozstawienia wiez i wyszly nam podzialy zbioru?
Jakiemu podzialowi ma niby odpowiadaé rozstawienie wiez z poczatku artykutu?
Jest to co najmniej dziwne. Okazuje si¢ jednak, ze istnienie tej odpowiedniosci
to prawda! I to nie byle jaka, bo to taka prawda, ktéra mozna ladnie udowodnié.
A takie prawdy to jest to, co w Delcie lubimy najbardziej.

} = liczba podzialéw {1,...,n+1} na n+1—k podzbioréw.

Dodajmy sztuczny (n + 1)-szy wiersz i ponumerujmy kolumny péiszachownicy od
prawej do lewej, zaczynajac od 2. Teraz polszachownica sktada si¢ z wszystkich
pol o wspélrzednych (i,7), gdzie 1 < i < j < n+ 1 (pierwsza wspdlrzedna
odpowiada wierszowi, a druga kolumnie). Postawienie wiezy w i-tym wierszu
bedziemy teraz odczytywaé jako informacje, ktora liczba jest po i w jej
podzbiorze. Jezeli wieza stoi na polu (4, ), to po i jest j (np. wieza na polu (1,5)
oznacza, ze po 1 jest 5). Z kolei jezeli i-ty wiersz jest pusty, to 4 jest ostatnia
liczba w swoim podzbiorze. Z faktu, ze wieze sie nie atakuja, wiemy, ze

te informacje sa niesprzeczne — nie wiecej niz raz wskazemy poprzednika

i nastepnika kazdej liczby. Laczac te fakty, dostajemy pewien podzial zbioru
{1,...,n+ 1}. Na ile czesci? Tyle, ile wierszy jest bez wiez, czyli dokladnie

n + 1 — k. Doktadnie tak, jak miato wyjsé!

7Z réznych rozstawien wiez oczywiscie wyjda rézne podzialy. Ale czy dostaniemy
je wszystkie? No tak, bo latwo wskaza¢ konstrukcje dzialajaca w druga

strong: z podzialu mozemy dosta¢ rozstawienie nieatakujacych sie wiez,

po prostu wypisujac pary elementéw sasiadujacych w jego zbiorach, np.
{{1},{2,5,6,8},{3},{4,7}} da nam wieze (2,5), (5,6), (6,8), (4,7). I to konczy
nasz piekny dowdd.
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BC — Before Copernicus
Kopernikiem

Na podstawie: Eugeniusz Rybka,
Przemystaw Rybka Kopernik — czlowiek
i mysl, Wiedza Powszechna, 1972.

przed

Astronomia BC Krzysztof PETELCZYC*

Jesliby zdefiniowa¢ poczatki inteligentnego zycia na Ziemi przez czynne, a nie
bierne pojmowanie Swiata, przez prébe jego zrozumienia i wykorzystania do
swoich potrzeb, prawdopodobnie momentem przetomowym bytaby chwila, gdy
czlowiek po raz pierwszy spojrzal w niebo. By¢ moze pierwsza obserwacja
naukowsg byt ruch Storica na sklepieniu niebieskim i jego powiazanie z dniem

i noca. Obserwacja ta nie byla motywowana jedynie ciekawoscia, ale miala
praktyczne konsekwencje. Jak daleko mozna sie oddali¢ od bezpiecznego
schronienia, aby méc powrdcié¢ przed pelna niebezpieczenstw noca? W ktora
strong i8¢, aby trafi¢ z powrotem do swojej siedziby?

Plemiona ludzkie wiodace koczowniczy tryb zycia, szczegdlnie te zyjace nad
morzem, potrzebowaly mozliwoéci orientowania si¢ w terenie takze po zachodzie
Slonca. Stad obserwowano i Ksiezyc, i gwiazdy, szybko dochodzac do wniosku,
ze nie pozostaja one w spoczynku, lecz poruszaja sie stale, pozwalajac okresli¢
pore nocy, a takze kierunki éwiata. Z kolei osiadte ludy Ziemi zajmowaly sie
rolnictwem. Zajecia te byly silnie zalezne od pory roku — siew czy zbiory musza
by¢ dokonywane w odpowiednim czasie, wiec trzeba bylo je w miare precyzyjnie

kalendarze.

okreslaé, co powiazane zostalo z cyklami faz ksiezyca. Powstaly pierwsze

Wkrotce zaczeto rozrézniaé rodzaje cial niebieskich. Oczywiscie najwazniejszym
z nich byto Stonce regulujace rytm zycia czlowieka i calej przyrody. Drugim
stal sie Ksiezyc, ktéry, jak zauwazono, nie tylko zmienia swoje fazy, ale takze
przesuwa sie wérod gwiazd. Grozg napelnialy ludzi takie zjawiska, jak za¢mienie

Stonca czy Ksiezyca, dajace argumenty kaptanom za przychylnoscig lub nie
rzadzacych niebem boéstw. Najwazniejsza jednak obserwacja byl fakt, Zze nie
tylko Stonce i Ksiezyc wschodza i zachodza za horyzont, ale cate sklepienie
niebieskie dokonuje w ciggu doby pelnego obrotu. Zauwazono takze, ze niektére
gwiazdy wylamuja si¢ z tego wspélnego ruchu, zakreslajac na niebie zawile drogi,
a nawet czasowo zmieniajac kierunek swojego ruchu. Nazwano je ,,gwiazdami
bladzacymi”, czyli planetami (z greckiego plano — bladze).

Dla czlowieka pierwotnego Ziemia byta czyms$ stalym

i niezmiennym. Zmysty podpowiadaly, ze wokot tego
nieruchomego punktu odniesienia poruszaja sie gwiazdy
i planety (czasem bedace uosobieniem béstw), cztowiek
za$ — centrum przyrody — zyje na plaskiej powierzchni,
ktora konczy sie gdzies na horyzoncie znajdujacym

sie bardzo daleko. Podobny schemat powtarza sie
praktycznie w kazdej pierwotnej religii, od starozytnego
Babilonu przez kulture Aztekéw i Majéw po wierzenia
stowianskie.

Wiadcy i ludnosé poszczegdlnych nacji czerpali

swa wiedze od kaplanéw, to oni bowiem studiowali
zjawiska i zaleznosci astronomiczne, jak réwniez
bacznie obserwowali przyrode, aby konstytuowaé¢ boskie
namaszczenie wladcy oraz przewidywac¢ niecodzienne
zjawiska, np. zaémienia, ktore, jak wierzono, mialy
wplyw na losy swiata. Czesto wiec astronomia
przeradzala sie w astrologie, ktéra oczywiscie nie
miala juz nic wspélnego z nauka. Stanowila jednak
silny bodziec do obserwowania i préb zrozumienia
ruchéw cial niebieskich. W Mezopotamii na podstawie
systematycznych i dlugotrwatych zapiséw poznano
ruch Ksiezyca i ustalono reguly wystepowania jego
za¢mien. Takze ruchy planet oraz okresy ich obiegéw
synodycznych, tj. odstepy czasu pomiedzy dwiema
kolejnymi opozycjami, gdy planeta byla widoczna

po przeciwnej stronie nieba niz Stonce, mozna bylo
obliczy¢ i wykorzystaé¢ w astrologii. W Egipcie
opracowano kalendarz stoneczny, dzielac rok na
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12 miesiecy po 30 dni oraz 5 dni dodatkowych. Dzieki
temu mozliwe stalo sie przewidywanie corocznych
wylewéw Nilu, ktére byty kluczowe dla rolnictwa na
tym obszarze. Co ciekawe, w kalendarzu tym co 120 lat
poczatek roku przesuwal sie o 30 dni, wystepujac
kolejno we wszystkich porach roku w ciaggu 1460 lat.

Prawdziwy rozwoj nauki, w tym przede wszystkim
astronomii, wymagal jednakze bardziej otwartego
spojrzenia na otaczajacy swiat. Takie warunki
charakteryzowaly starozytna Grecje. Nie stanowila
ona jednolitego organizmu panstwowego, dzielac

sie na wiele wspdlpracujacych i walczacych ze soba
panstw-miast. Nie istniala w zwiazku z tym wplywowa
grupa kaptanéw oraz silna wladza panstwowa. Grecy
uwazali sie wiec za ludzi wolnych, szczegdlnie w zakresie
my$sli. Réwniez mitologia grecka opisywalta bogoéw jako
bardziej ,,ludzkich”, z wadami i zaletami cztowieka,

a czesto takze wchodzacych w bezposrednie relacje

z ludZzmi. Wielu ludzi w Grecji mienito si¢ filozofami
(z gr. ,milosnikami madrosci”) i staralo si¢ nie tylko
obserwowaé niebo, ale takze zrozumie¢, co si¢ na nim
dzieje. Po raz pierwszy stawiano pytanie ,dlaczego”,

a nie tylko pytanie , jak”.

Pierwsze ogdlne mysli o Swiecie sformulowal na
przetomie VII i VI w. p.n.e. Tales z Miletu. Stwierdzit
on m. in., ze Ksiezyc $wieci $§wiattem odbitym od
Stonca. Postulowal, ze woda jest pierwotna substancja,
z ktorej pochodza inne rodzaje materii. W jego



obrazie przyrody rewolucyjny byl brak jakiejkolwiek
nadprzyrodzonej istoty. Podobne poglady gtosit
Anaksymander z Miletu, sugerujac, ze gwiazdy

to wirujace kota sprezonego powietrza, byé¢ moze
wypelnione ogniem, ktory przez mate otworki wydostaje
sie na zewnatrz. Za¢mienie Storica wiazalo sie wiec

z zatkaniem owych otworkéw. Z kolei na Ksiezycu byt
jego zdaniem tylko jeden otwér (jak w miechu) i dlatego
jego Swiecenie zalezalo od obrotu. Warto wymieni¢
jeszcze Heraklita z Efezu, ktéry uznawal, ze $wiat jest
wieczny i nie zostal stworzony przez zadnego z bogow,
a pramateria byl ogien, ktéry odpowiednio zapalajac
si¢ i przygasajac, podtrzymuje istnienie Swiata. Materia,
jego zdaniem, jest w wiecznym ruchu (gr. panta rhei)

i nieustannym procesie przeobrazania sie.

Mimo tych $miatych pogladéw, ktére z dzisiejszego
punktu widzenia moglibysmy uznaé za racjonalne,
poglad na temat ksztaltu Ziemi i jej miejsca we
Wszech$wiecie byl nadal bardzo prymitywny, uwazano
ja za plaszczyzne, walec, niecke, a nawet gigantyczny
korzen zwezajacy sie ku dotowi. Pierwsza koncepcje
sferycznosci Ziemi przypisuje sie Pitagorasowi, choé
jest bardziej prawdopodobne, ze byla ona dzietem
jego uczniéw, zwanych pitagorejczykami. Oryginalne
uzasadnienie tej koncepcji nie jest znane, ale mozliwe,
iz bazowala ona na pozaobserwacyjnych przestankach,
takich jak idealnosé¢ ksztattu kulistego w geometrii.
W kazdym razie powstal w ten sposéb pierwszy
geocentryczny model kosmosu — kulista, niczym
niepodparta Ziemia okrazana byta przez wszystkie
gwiazdy i planety z Ksiezycem i Sloricem na czele.

Swiat czlowieka nadal byl jednak nieruchomy. Dopiero
w V wieku p.n.e. Filolaos z Tarentu oglosit oryginalna
koncepcje, ze w centrum $wiata znajduje sie ogien,
zwany Hestia, oSwietlajacy i ogrzewajacy wszystko.
Ziemia, podobnie jak wszystkie inne ciata niebieskie,

w tym Stonce, miala okraza¢ ten ogien raz na dobe,
obracajac sie do niego zawsze niezamieszkaltg strona

w taki sposéb, ze ognia tego nie mozna byto ujrzeé.
Ten ruch obrotowy ttumaczyt jednak dobowy ruch
sfery niebieskiej. Warto odnotowac, ze w modelu

tym Slonice nie $wiecito wlasnym swiattem, lecz
odbijato blask Hestii. Do wyjaénienia ruchéow Ziemi,
Ksiezyca, Slonca, znanych wéwczas pieciu planet:
Merkurego, Wenus, Marsa, Jowisza i Saturna oraz
gwiazd potrzeba bylo dziewieciu sfer obracajacych

sie wspotsrodkowo. Jednakze pitagorejczycy uwazali

10 za liczbe doskonata, wiec Filolaos ,,poprawil” swdj
model, dodajac dodatkowa sfere, po ktérej miato
krazy¢ fikcyjne cialo niebieskie — Przeciwziemia. Model
oczywiscie nie byt stuszny, a ruch sfery niebieskiej
latwiej byto wyjasni¢ po prostu jej obrotem wokot
wlasnej osi, co zaproponowal Ekfantos. Niemniej jednak
byt to pierwszy opis Wszechswiata dopuszczajacy, ze
Ziemia nie stanowi nieruchomego centrum, lecz porusza
sie w przestrzeni. Koncepcja ta nie przyjeta sie szeroko
wsrdd greckich filozofow.

W 360 r. p.n.e. Platon oglosit swéj dialog Timaios,
w ktérym wytozyt koncepcje budowy Wszech$wiata
przyréwnanego do istoty zywej obejmujacej w sobie
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wszystkie inne istoty zywe. Wszech$wiat wedlug
Platona mial ksztalt obracajacej si¢ kuli, poniewaz Bog
yuwazal, ze taki ksztalt jednostajny jest bez poréwnania
piekniejszy od niejednostajnego”. Na szczescie koncepcja
zywego kosmosu takze sie nie przyjela, cho¢ uczen
Platona, Eudoksos z Knidos, zainspirowany pogladem
mistrza wyjasnil ruchy cial niebieskich za pomoca
systeméw wspolsrodkowych (homocentrycznych) sfer,
majacych Ziemie za $rodek. Gwiazdy umieszczone

byly na najbardziej zewnetrznej sferze obracajacej sie
raz do roku. Wyjasnienie ruchéw Stonica (dobowych

i rocznych) wymagalo dwéch sfer obracajacych sie
wokot roznych osi. Ksiezyc wymagal az trzech sfer,
ktérych obroty zlozone razem ttumaczyty dopiero
wszelkie aspekty jego ruchu. Lacznie model ucznia
Platona byt skomplikowanym zespotem bardzo wielu
sfer wspotsrodkowych, obracajacych si¢ wokdt réznych
osi i z r6znymi predkosciami. WyobrazZnia przestrzenna
i geniusz Eudoksosa nie uchronity go przed krytyka.
Planety obracajace sie¢ wokél Ziemi powinny jawié sie
stale tej samej wielkosci 1 jasnosci, a z tym nie zgadzaly
sie obserwacje.

Podsumowaniem modeli sfer homocentrycznych byly
poglady Arystotelesa. Filozof uwazal, ze materia
ziemska sktada sie z czterech elementéw: Ziemi —
najciezszej, tworzacej srodek Swiata, wody — lzejszej,
tworzacej na powierzchni Ziemi morza, jeziora

i rzeki, powietrza — jeszcze lzejszego, otaczajacego
Ziemie kulista warstwa, oraz ognia — najlzejszego
elementu siegajacego az do sfery Ksiezyca. Ten ziemski,
podksiezycowy $wiat byl niedoskonaly — przemijajacy
i zniszczalny. Ponad sfera Ksiezyca znajdowal sie eter
budujacy i wypelniajacy wszystkie ciata niebieskie

— doskonaly, wieczny i niezniszczalny. Wszystkie

ciata niebieskie znajdowaly si¢ w nieustannym ruchu
kotowym, a wszystkimi zjawiskami rzadzila celowosc¢
zapoczatkowana przez ,,pierwszy czynnik poruszajacy”.
Swiat podzielony wiec zostal na materialna, dostepna
naszemu poznaniu Ziemie oraz nierozpoznawalne,
rzadzace si¢ innymi prawami Niebo.

W drugiej potowie IV wieku p.n.e. nastgpil moment
zwrotny w historii cywilizacji greckiej i terenéw
Bliskiego Wschodu. Podboje Aleksandra Macedonskiego
sprawily, ze Grecy objeli wladze nad terenami dawnych
cywilizacji Mezopotamii i Egiptu. W Aleksandrii
zalozono stynna Biblioteke Aleksandryjska i Muzeum
(Musejon), bedace w rzeczywistosci $wietnie
wyposazonym osrodkiem badawczym, w sktad ktérego
wchodzily m.in. obserwatorium astronomiczne,

ogroéd zoologiczny i botaniczny. W szczytowym
momencie rozwoju w bibliotece tej zgromadzonych
byto 400-700 tysiecy zwojow rekopiséw. Cywilizacja
grecka przechodzila z okresu myslenia i modeli do ery
pomiaréw i eksperymentowania.

Eratostenes po raz pierwszy obliczyt obwod Ziemi,
mierzac kat padania promieni stonecznych w Syene
(obecnie Asuan) i Aleksandrii. Otrzymal wynik

250000 stadionéw, lecz wartosé tej jednostki nie jest
do konica znana. Wedltug najbardziej prawdopodobnych
szacowan oznaczalo to okoto 39 000 km, co jest



wynikiem zaskakujaco poprawnym, biorac pod uwage
wiele nieécistoéci w pomiarach. Podejmowane byty takze
préoby ustalenia odlegloéci do innych cial niebieskich
dowodzace miedzy innymi, ze Storice jest wielokrotnie
wieksze od Ziemi. Pomiary wykonane przez Arystarcha
z Samos (ok 310-230 r. p.n.e.) naprowadzily go na
koncepcje, ze niemozliwe jest, aby Stonce, ktére ma
300 razy wieksza objetosé od Ziemi, krazylo wokél niej
(w rzeczywistosci Storice jest 109 razy wigksze od Ziemi)
— 1 ta idea, mimo ze nie przyjela si¢ 6wezesnie (a nawet
byta zwalczana), moze by¢ $émiato uznawana za zalazek
pierwszego modelu heliocentrycznego w historii nauki.

Gléwny nurt nauki poszedl tymczasem w innym
kierunku. Aleksandryjski matematyk Apoloniusz

z Pergi wprowadzil koncepcje ruchu ciala po tzw.
ekscentryku, a wiec kole, ktérego srodek nie lezat

w punkcie odniesienia, ale w pewnej odlegtosci

od niego. Korzystajac z tego modelu, astronom
Hipparch wyjasnil na nowo ruch Stonca i Ksiezyca

z uwzglednieniem nieregularnosci w dlugosci pér roku
i (pozornie) niejednostajnego ruchu Storica po niebie.
Poruszato si¢ ono wiec po ekscentryku wzgledem
Ziemi. Podobnie Ksiezyc, ktérego o$ obrotu obiegala
Ziemie co mniej wiecej 10 lat. Istnialo jeszcze inne
wyjasnienie niejednostajnego ruchu Stonca i Ksiezyca,
ktore sprowadzalo si¢ geometrycznie do tego samego
opisu. Wedlug tej koncepcji Ziemia znajdowala sie na
$rodku wielkiego kola zwanego deferentem, po ktérym
biegl z jednostajna predkoscia punkt bedacy z kolei
$rodkiem drugiego, mniejszego kota, zwanego epicyklem,
a po nim z jednostajna predkoscia bieglo Stonce.

Hipparch opracowatl jedynie teorie ruchu Stonca

i Ksiezyca, lecz jego koncepcja zostala rozwinieta przez
Klaudiusza Ptolemeusza, ktory, uzywajac koncepcji
deferentéw — ekscentrykdw i krazacych po nich epicykli,
skonstruowal kompletna teorie ruchu wszystkich
widocznych cial niebieskich, tj. Stonca, Ksiezyca, pieciu
znanych planet oraz sfery gwiazd stalych. Model ten
opisany w dziele ,Mathematike Syntaxis” (znanym tez
pod nazwami ,Megale Syntaxis” i ,Almagest”) stal sie
na pdéltora tysiaca lat zasadnicza podstawa astronomii.
System ten opieratl si¢ na pieciu nienaruszalnych
zasadach, w ktére 6wczesnie wierzono:

1. Ziemia spoczywa nieruchomo w srodku $wiata.

2. Obserwowane ruchy cial niebieskich sa ich ruchami
rzeczywistymi.

3. Wszystkie ruchy odbywaja sie po kotach, gdyz koto
jest najdoskonalsza krzywa; w celu wyttumaczenia
ztozonych ruchéw planet naklada si¢ na siebie kilka
ruchéw kotowych.

4. Ruchy po kolach sa ruchami jednostajnymi, jesli
jednak nie da sie zaobserwowanych ruchéw wyjasnié
bezposrednio ta zasada, to zawsze mozna znalezé we
wnetrzu kota taki punkt, z ktérego 6w ruch wydaje
sie jednostajny.

5. Sfera gwiazd stalych wykonuje jeden obrét w ciggu
doby, udzielajac tego ruchu pozostatym sferom.

Ptolemeusz traktowal ,Mathematike Syntaxis” jako
konstrukcje modelu matematycznego. Poszukiwanie
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fizycznego modelu Wszechswiata, wyjasniajacego

ruch cial niebieskich i ich odleglosci, zawart w swoim
drugim wielkim dziele pt. ,,Hipotezy planet”. Tam kota
zostaly zastapione sferami, pomiedzy ktérymi nie byto
pustych miejsc, a wigc gérna granica jednej z nich byta
jednoczesnie dolng granica nastepnej.

W VII wieku pojawita sie na Bliskim Wschodzie nowa
potega, ktora przeobrazila stare cywilizacje nie tylko
pod wzgledem politycznym, ale i kulturalnym — islam
i wyznajacy go Arabowie. Nowi muzulmanscy wiladcy,
tytutowani kalifami, popierali i otaczali opieka nauki,
a szczegblnie astronomie i astrologie. W miastach
powstawaly osrodki naukowe, takie jak Dzundiszapur
w Persji (dzi$ wschodni Iran), gdzie schronili sie
filozofowie greccy, i Harran w poélnocno-zachodniej
Mezopotamii (dzi§ potudniowo-wschodnia Turcja), gdzie
z powodzeniem uprawiano astronomie.

Zainteresowanie Arabow astronomia wynikato

z ich kultury. Jako kupcy odbywali dtugie podrodze,
czesto przez niezamieszkalte obszary, i niezbedna

byla umiejetnosé orientowania sie w kierunku drogi.

7 drugiej strony nakazy islamu zadaly, aby w czasie
modlitwy zwracaé sie w kierunku swietego miasta
Mekki, a kierunek ten byt mozliwy do okreslenia
jedynie w odniesieniu do gwiazd. Wreszcie okres postéw
wyznaczany byl przez Arabéw za pomoca kalendarza
ksiezycowego, ktéry opieral sie¢ na znajomosci ruchow
Ksiezyca i obserwacji jego potozenia. W $wiecie
muzutlmanskim gleboko zakorzenione byly takze
przepowiednie astrologiczne opierajace sie na pozycjach
Stonca, Ksiezyca i planet.

W 829 roku za czaséw kalifa al-Mamuna powstalo

w Bagdadzie jedno z pierwszych statych obserwatoriow
astronomicznych. Naukowcy studiowali tam dziela
Ptolemeusza, przekladajac je na jezyk arabski

i sporzadzajac doktadne tablice planetarne. Pomagato
im w tym opracowane w VIII wieku przez Ibrahima
al-Fazariego astrolabium. Byl to krag metalowy

z podziatka katowa i przeziernica stuzaca do
nastawiania na ciala niebieskie. Przy uzyciu tego
przyrzadu obliczano odlegtos¢ katowa gwiazdy albo
planety od zenitu.

W szczytowym okresie swojej potegi, w X i XI wieku,
Arabowie podbili Egipt i poludniowa Hiszpanie,
zaszczepiajac tam takze szacunek do osiggnieé¢
astronomii oraz zakladajac osrodki badawcze.

W XIIT wieku Mezopotamia zostala z kolei podbita
przez mogolskiego wodza Hulagu-chana (wnuka
Czyngis-chana), ktéry wystapit jako mecenas
astronomii, nie tylko przeznaczajac znaczne srodki
pieniezne, ale takze zakladajac nowe obserwatorium
w miejscowosci Maraga w iranskim Azerbejdzanie. To
tam Nasir al-Din al-Tusi, najwybitniejszy z astronomdw
islamskich, na podstawie precyzyjnych pomiaréw
skonstruowal tablice planetarne nazwane na czes$é
dynastii Hulagu Tablicami Ilchanidéw, a takze
opracowal nows geometryczna teorie ruchu planet.
Teoria ta wyjasniala polozenia planet jako zlozenie



jednostajnych ruchéw kolowych, przy zastosowaniu
specjalnie dobranych par wektoréw. Teorie te rozwinat

Ibn al-Shatir z Damaszku w polowie XIV wieku,
sprawiajac, ze zbedne staly sie ekscentryki, epicykle,
a promienie gtéwnych két poprowadzone zostaty

z Ziemi jako srodka, z ktorym zwiazane byly owe
pary wektoréow al-Tusiego. Opis ten, mimo swojego
geocentrycznego charakteru, bliski byl koncepcji
geometrycznej stosowanej pozniej przez Mikolaja
Kopernika.

Nieoceniona zastuga astronoméw muzulmanskich

byto wzbogacenie nauki olbrzymia ilo$cia danych
obserwacyjnych oraz przechowanie mysli naukowej
przekazanej przez uczonych greckich. Swoimi
dociekaniami i dzialaniami spieli jak gdyby klamra
wielki dorobek naukowy starozytnosci z powstajaca

w Europie $redniowieczna astronomia. W czasie
bowiem, gdy Arabowie przyswajali nauke grecka,

w Europie panowal chaos wywotany upadkiem
Cesarstwa Rzymskiego. Kulturowo wéréd europejskich
narodow rosto w sile chrzescijanstwo. Zaréwno na
zachowujacym w pewnym stopniu ciagtosé kulturowa
Bizancjum, jak i w targanym wojnami i wplywem
narodéw germanskich Zachodzie punkt ciezkodci nauki
przesunal sie z rozwazan filozoficznych na teologiczne.
Przykladem tej ,,nowej astronomii” bylo dzielo Kosmasa
Indikopleustesa z 535 roku pod znamiennym tytulem
,Chrzescijanska topografia $wiata oparta na swiadectwie
Pisma Swietego, w ktére nie wolno chrzescijaninowi
watpi¢”. Zawierala ona teze, ze ,nie mozna wierzy¢
$wieckiej nauce, ktora wyobraza sobie, ze rozumem
mozna objaéni¢ $wiat”. Opierajac si¢ na Biblii, glosit on,
ze na $rodku $wiata lezy Palestyna, jako Ziemia Swieta,
za$ na polnocy wznosi sie ogromna gora, za ktéra kryja
sie w nocy wszystkie ciata niebieskie, krazac po sferach
obracanych przez specjalnych aniotéw. Caly ten Swiat

z boku ograniczony byl pionowymi Scianami, a u géry
przykryty stropem. Ponad tak skonstruowanym swiatem
swa siedzibe mial Bég, ktéry nad nim czuwal. Na
zachodzie w my$l panujacej doktryny filozoficznej
zdefiniowanej przez $w. Augustyna, czyli augustynizmu,
wszelkie badanie §wiata bylo w ogéle grzechem proéznej
ciekawosci, a gléwnym celem ludzkiego umystu

bylo poznanie Boga i wlasnej duszy. Uznanie nauki
ypoganskim wymystem” doprowadzilo do niszczenia
dorobku naukowego i palenia ksiag i bibliotek nie

tylko na terytorium bylego Cesarstwa Rzymskiego,

ale takze na zdobytych w wyniku krucjat terenach
arabskich. Ponownie jedynymi oérodkami wzglednie
wysokiego wyksztalcenia staly sie klasztory, a wiekszosé
ludzi Europy niezaleznie od stanu bylta analfabetami.
Astronomia zostala ograniczona jedynie do konstrukeji
kalendarzy.

Stan ten zaczal ulega¢ poprawie dopiero w XII wieku,
gdy europejscy uczeni zainteresowali si¢ nauka
narodéw islamu i odkryli na nowo dzieta greckich
filozoféw. W XII wieku Albert Wielki i $w. Tomasz

z Akwinu opracowali nowa zasade, w mysl ktérej
nauki przyrodnicze byly wzglednie niezalezne od
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teologii, opisujac ten sam przedmiot, ale z innego
punktu widzenia. Nie mogly one jednak stawacé

w sprzecznosci wobec religii. Powstata scholastyka,
ktéra opierala sig¢ na analizie i dyskutowaniu dziel
starozytnych bez podwazania ich za pomoca wlasnych
teorii czy doswiadczen. Obraz tego przedstawiony jest
w ,Boskiej komedii” Dantego, gdzie Ziemie otacza
dziewieé sfer krysztalowych unoszacych ciala niebieskie,
z czego ostatnia nadaje ruch pozostalym. Planety sa
umocowane na mniejszych kulach, toczacych sie po
tych sferach. Kazdej ze sfer przyporzadkowany jest
aniot czuwajacy nad jej ruchem, przy czym im wyzsza
sfera, tym wyzszy stopien aniota w hierarchii niebieskiej.
Obszar ziemski sklada si¢ z czterech elementéw — ziemi,
wody, powietrza i ognia, za$ cze$¢ niebieska z eteru.

Sa to dobrze znane, prymitywne teorie z domieszka
powszechnej owczeénie hierarchii feudalnej. Jednakze
juz ich sformutowanie i dopuszczenie do publicznego
wydania stanowito postep w stosunku do wiekéw
poprzednich.

Sredniowieczna Europa zyla w przedwiadczeniu, ze
Ziemia jest nieruchomym $rodkiem $wiata. Astronomia
podazala droga donikad, jednakze skrepowanie wiezami
feudalizmu i wladzy Kosciota utrudniato zmiane

kursu. Sytuacja zmienita sie w epoce odrodzenia,

gdy wielkie odkrycia geograficzne udowodnity nad
wszelka watpliwo$é, ze Ziemia jest kula, a ich duch
napelnil umysty ludzkie odwaga do stawiania pytan

i poszukiwania na nie odpowiedzi za pomoca umystu.
Pojawit sie humanizm, ktéry nad sprawy Boze
przedkiadal uczucia ludzkie oraz wierzyt w czlowieka

i jego mozliwosci. Celem nauki przestala by¢ stuzba
Kosciotowi, a ponownie zaczeto by¢ poznawanie Swiata.
Budzito sie przekonanie, ze cztowiek stanowi cze$é
przyrody i niekoniecznie musi by¢ centralna istota
Wszechswiata.

W tych warunkach zaczely pojawia¢ sie pierwsze
koncepcje ruchu Ziemi, poczatkowo oparte na
mistycznych spekulacjach, ze centralng pozycje
przestrzeni zajmuje Bog, a nieskonczonosé
Wszech$wiata jest obrazem wszechmocy Bozej.

Taki kosmos nie mial geometrycznego srodka, wiec
wszystkie ciala niebieskie, w tym Ziemia, musiaty

by¢ obdarzone ruchem. Te idee oddzialywaly
szczegolnie na uczonych skupionych w nowo powstalych
uniwersytetach europejskich. Wyodrebnily sie nowe
nauki przyrodnicze oparte na materiale doswiadczalnym
i obserwacyjnym. Do ich rozwoju wydatnie przyczynito
sie wynalezienie druku przez Jana Gutenberga

w polowie XV wieku. Rozwijala si¢ takze astronomia.
Przelozono (z arabskiego) i przestudiowano doktadnie
dzieta Ptolemeusza i modele obrazujace jego uktad
planetarny. Na ich podstawie powstaly obszerne
podreczniki astronomii stworzone przez wiedenskich
badaczy Georga Puerbacha i Johanna Miillera, jednakze
dalszy rozwdj astronomii wymagal cztowieka o umyédle
krytycznym i przenikliwym, ktory potrafilby siegnaé
do sedna zagadnienia. Takim uczonym byt Polak,
Mikotaj Kopernik.



Zakrety ewolucji — bioréznorodnos¢é

Definicja: pod stowem ziemska bioréinorodnosé rozumiemy ,katalog”
odmian zZywych istot i ich wzajemnych oddziatywan na naszej planecie.
Jest to dynamicznie zmieniajgca sie sytuacja okreslana przez wymieranie
gatunkow i pojawianie sie nowych, w zmieniajgcych sie warunkach
Srodowiska.

Zycle na
ZY \~®153

Ocenia sie dzi$, ze zycie na Ziemi rozpoczeto sie 3,5-4,0 mld lat temu. ,,Drobne”
p6t miliarda niepewnodci, bo nie ma jak tego zbadaé¢ i zmierzy¢ doktadniej.
Standardowo uwaza sie, ze zycie rozpoczelo sig od jednego typu komorki (LUCA,
Last Universal Common Ancestor), a pasjonaci analiz genetycznych twierdza, ze
mozna przypisa¢ temu typowi komérek 355 dziatajacych jeszcze dzis na Ziemi
genéw. To sa przypuszczenia, poniewaz nie zachowaly sie zadne materialne
pozostatosci wezesnych organizméw, miekkich i nietrwalych. Odnajdowane

od niedawna $lady, ktore moglyby by¢ sladami dennych ,mat” bakteryjnych

(3 mld lat), to zgrabna wprawdzie, ale tylko hipoteza. Oznaczenia zawartosci
izotopéw wegla w materialach ubieglych epok wskazuja na poczatki zycia na
granicy 3-4 miliardéw lat.

J. Weiner i J. Weiner 3, ,Jak powstalo
zycie na Ziemi”, Wyd. Copernicus Center
Press, nagroda w konkursie Zlota Réza za
najlepsza polska ksiagzke popularyzatorska
z 2022 roku.

Z powodéw naturalnych (zmiany $rodowiska) wymiera okoto 10% wszystkich
gatunkéw w ciaggu miliona lat. Dzigki badaniom geochemicznym, geofizycznym,

Ostatni nosorozec bialty p6inocny
(podgatunek Ceratotherium simum
cottoni), calodobowo chroniony przez
straz przed klusownikami.

Autor fotografii: Matjaz Krivic, zdobywca
nagrody , Travel Photographer of the
Year 2022” WWW.TPOTY.COM.

jej kierunki.

geologicznym i biologicznym wiemy jednak, Ze zycie na Ziemi rozwijalo sie
burzliwie i nieliniowo. Badania naszej planety wskazuja takze na nastepstwa
kilku katastrof, z ktérymi laczy sie przyspieszone wymieranie gatunkéw

i rozpoczynanie zycia od nowa. Katastrofy przyspieszaja ewolucje, zmieniaja

Dzi$, w kolejnej epoce, ktora nazwalidmy antropocenem, wymieranie gatunkow

ulegto przyspieszeniu w wyniku réznorodnej, niepoddajacej sie globalnej

Warto tez przeczytaé: T. Ulanowski,
»Ostatnia minuta: Pieszo przez
antropocen”, Wyd. Czarne, 2022.

Rozmiary katastrof naturalnych wyceniono:

o ordowicka, 440 mln lat temu, wymarlo okolo
85% gatunkéw;

o dewonska, 374-359 mln lat temu, wymarto
40% wszystkich rodzajéw organizméw morskich;

o permska, 252 mln lat temu, wymarto ok. 90-95%
gatunkéw organizmdéw morskich, przeszto 60% rodzin
gad6w i plazéw i 30% rzedéw owaddw, wyginely tez
drzewiaste widtaki, skrzypy i paprocie;

o triasowa, 201 mln lat temu, wyginela cata gromada
konodontéw i 23-34% morskich rodzajéw zwierzat;

e kredowa, 66 mln lat temu, wygineto okoto
3/4 gatunkéw rodlin i zwierzat zyjacych na Ziemi.

W ostatnich dwu katastrofach wymarto 81% morskich
i 70% naziemnych (juz wyszly z oceanu na lad)
gatunkow. Kregowce odradzaly sie przez 30 mln lat.
W kazdej epoce geologicznej czasowe zmniejszanie sie
réznorodnosci form zycia prowadzitlo do powstawania
nowych nisz ekologicznych dla gatunkow, ktére
przetrwaly katastrofe. Najczesciej przywoluje sie tu
przypadek szansy, ktora uzyskaly ssaki (a wigc takze
nasi przodkowie) po odejsciu dinozauréw w kredzie
(65 mln lat). Co do przyczyn katastrof, snué¢ mozemy
jedynie przypuszczenia: najpowazniejsza katastrofa
$rodowiskowa zagrozila zyciu 2 mld lat temu, w wyniku
gromadzenia si¢ tlenu pochodzenia biologicznego
wytwarzanego przez nowe gatunki bakterii. Ale Ziemie
doswiadczaly takze wulkany, meteoryty, zlodowacenia
i ocieplenia... Wreszcie na 6 mln lat wstecz datujemy
pierwszego przodka czlowieka, poczatkowo bezbronna,
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regulacji, dziatalnosci czlowieka. Szacuje sie, ze obecne tempo wymierania jest
tysiac razy wigksze, niz gdyby$my tu na Ziemi nie istnieli.

bezwltosa malpe. I od tego czasu tempo wymierania
gatunkow jest skorelowane z przyrostem ludzkiej
populacji na naszej planecie. W 1900 roku na Ziemi
zyto 1,7 mld ludzi, w 1987 roku liczba ta osiagnela

5 mld, dzi$ jest nas 7,6 mld. Ale... dzi$ znany jest
jedynie jeden gatunek czlowieka. Réznorodnosé
gatunkowa zmienia si¢ w zaleznosci od lokalizacji na
globie, a wiec od temperatury, ilosci opadéw, polozenia
wzgledem poziomu morza, rodzaju gleby, rodzaju
oddzialywan miedzygatunkowych. Bioréznorodnosé
ladowa jest 25 razy wyzsza niz oceaniczna, a na

ladzie najwazniejszym Srodowiskiem zachowujacym
roznorodno$é sa lasy. Ziemia jest takze réznorodna
pod wzgledem wystepowania gatunkéw endemicznych
(charakterystycznych dla danego regionu geograficznego,
takiego jak lasy podzwrotnikowe Brazylii, Madagaskar
i Indie). Ocenia sie, ze na Ziemi zyje 8,7 mln gatunkéw
ladowych i 2,2 mln oceanicznych, a opisano zaledwie
1,2 mln ladowych i 194 tys. morskich. W zwiazku

7 przyspieszonym wymieraniem obecnie zyjacych
organizméw prawdopodobnie nie zdazymy poznaé¢ wielu
z tych jeszcze istniejacych obok nas. Czy antropocen
moze doprowadzi¢ do znikniecia zycia na Ziemi?
Takiego postulatu nauka nie formuluje. Pozostaje
jednak otwartym pytanie o przysztos¢ naszego gatunku.
A przysztosé zycia na Ziemi i jego koniec w bardzo
odleglej perspektywie mozemy jedynie rozpatrywacé

w powiazaniu z cyklem rozwojowym naszej gwiazdy,
Storica.

Magdalena FIKUS (magda.fikus@gmail.com)
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Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po zakonczeniu roku szkolnego 2022/2023
i po sprawdzeniu zadan
760 (WT = 2,6), 761 (WT = 1,83)

Tomasz Rudny Poznan 43,41
Marian Lupiezowiec Gliwice 2-40,56
Jacek Konieczny Poznan 38,28
Tomasz Wietecha Tarnéw 16-37,54
Konrad Kapcia Poznan 2-35,60
Ryszard Wozniak Krakéw 32,96
Ryszard Baniewicz Wtioctawek  1-29,40

Andrzej Nowogrodzki Chocianéw  3-20,97

Pawel Perkowski Ozaréw Maz. 5-20,95
Pawel Kubit Krakéw 15,73
Krzysztof Magiera FLosiéw 4-13,42
Jan Zambrzycki Bialystok 4-11,93

Lista obejmuje uczestnikéw ligi, ktérych
stan konta wynosi przynajmniej

10 punktéw i ktérzy przyslali rozwigzanie
co najmniej jednego zadania z rocznika
2021, 2022 lub 2023.

Zadania z fizyki nr 772, 773
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

772. Rakieta jest rozpedzana w wyniku wyrzucania cigglego strumienia gazu,
ktorego predkos$é¢ wzgledem rakiety jest stata i wynosi vg. Poczatkowa predkosé
rakiety jest rowna zeru. Ile wynosi predkos¢ rakiety, gdy jej energia kinetyczna
osiaga warto$¢ maksymalna? Sile ciezkodci zaniedbujemy.

773. Na gbrze ustawionej pionowo zwojnicy lezy cienki kawalek kartonu, a na
nim maty nadprzewodzacy pierscien z cienkiego drutu, ktérego $rednica d; jest
znaczaco mniejsza od srednicy pierscienia D (rys. 1). Po podlaczeniu zwojnicy
do zrédla napiecia U szeregowo z kondensatorem pierécien podskakuje, gdy

U > Uy. Jakie powinno by¢ napigcie zZrodla w analogicznym do$wiadczeniu

z pierscieniem o takiej samej srednicy, ale wykonanego z drutu o Srednicy ds?
Wspélczynnik samoindukeji takiego pierécienia wynosi w przyblizeniu

L =kDin(1,4D/d). Opér zwojnicy mozemy pominac.

Rozwigzania zadan z numeru 10/2023

Przypominamy tresé¢ zadan:

764. Na rysunku 2 pokazana jest zalezno$¢ wspélczynnika n zalamania osrodkéw I, IT i IIT od
wspoélirzednej z. Waska wigzka swiatla monochromatycznego pada na granice rozdziatu osrodkéw
IiII. Dla jakich katéw padania swiatto przejdzie do osrodka III?

765. Na nieruchomy poziomy walec o promieniu r nalozona jest cienka obrecz o promieniu R
(rys. 2). Znalezé¢ okres matych drgan obreczy w plaszczyznie pionowej. Nie ma poslizgu miedzy

obrecza i walcem.

764. 7 prawa zalamania wynika, ze wzdluz trajektorii promienia warto$¢ wyrazenia
n (z) sin a,; nie zmienia sie (o, — kat padania na granice rozdzialu, ktérej odpowiada
wspbélrzedna x).

Poniewaz w drugim obszarze wspdétczynnik poczatkowo maleje, katy padania beda
rosly w miare zblizania sie do granicy, ktérej odpowiada wspoétrzedna ;1. Styczna do
trajektorii promienia bedzie zblizaé sie do prostopadlej do osi z. Jesli kat padania
w oérodku II osiagnie warto$é m/2, to promieri nie wyjdzie z tego oSrodka. Natomiast
jesli kat padania bedzie mniejszy od 7/2, nawet na granicy o wspdlrzednej 1, gdzie
wspolezynnik zalamania osigga minimalna warto$¢, promien przejdzie z obszaru 11
do III.

W przypadku granicznym mamy:

. . . 1,2
nysinag = n (r1) sin 5 = sinag = T4 ~ 0,86; g~ /3.
Wiazka $wiatta przeniknie do obszaru III dla katéw padania

0<a<n/3.

765. Tarcie jest statyczne, mozemy wiec skorzystaé¢ z zasady zachowania energii
mechanicznej. Gdy srodek obreczy odchylony jest z polozenia réwnowagi o maty
kat ¢ (rys. 4), energia potencjalna ukltadu ma postaé:

E,=Mgh=Mg(R—7)(1—cosp) = Mg(R—7)¢*/2,
gdzie M jest masa obreczy. Energia kinetyczna Ej jest suma energii ruchu $rodka

obreczy, ktéry obraca sie wokoél osi walca z predkoscig V, oraz energii ruchu
obrotowego obreczy wirujacej wokét srodka masy w przeciwng strone z predkoscig v.

Poniewaz nie ma poslizgu, V = v. Zatem
2 2 2 2
Ey = % @% - MV? —M(R’r‘)2((f;:> .
Roézniczkujac po czasie obie strony réwnania E, 4+ Ej = const, otrzymujemy réwnanie
oscylatora harmonicznego:
d*p 9 _
@ tam—pr ="

Czestosé maltych drgan obreczy wynosi w = 1/¢/(2(R —r)), a okres drgan

T =2m/2(R—71)/g.

Zadanie mozemy tez rozwiazaé, traktujac ruch srodka obreczy jako czysty obrot
wokot chwilowej osi obrotu przechodzacej przez punkt stycznoscei z walcem A (rys. 4).
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Roéwnanie ruchu obrotowego ma postac:

2MR%s = —MgRsinp ~ —MgR,

stad przyspieszenie katowe ¢ = —gp/2R, a przyspieszenie liniowe a = eR. Z drugiej
strony a = (R — 1)) d?¢/dt?. Poréwnujac oba wyrazenia na a, otrzymujemy takie samo
jak poprzednio rownanie oscylatora harmonicznego.

Podsumowanie ligi zadaniowej Klubu 44 F w roku szkolnym 2022/2023

Sredni wsp6tczynnik trudnosci zadan w omawianym
okresie ma wartos¢ 2,66. W przypadku pieciu z nich jest
wiekszy od trzech.

Nie bylo poprawnych rozwiazan zadania 745 (WT = 3,85)
z kinematyki relatywistycznej. Nalezalo w nim znalezé
predkosé preta poruszajacego sie wzdhuz swojej osi, ktérego
dlugosé, widziana pod zadanym katem przez odlegtego
obserwatora, byta rowna jego dlugosci spoczynkowe;j.

W rozwiazaniu trzeba bylo uwzgledni¢ skrocenie dlugosci
preta w ukladzie spoczywajacego obserwatora oraz fakt,
ze $wiatto docierajace do niego w tym samym momencie

z obu koncéw preta przebywa rézne drogi. Wysylane

jest wczesniej z bardziej oddalonego konca preta, a pret
przemieszcza sie do chwili wyslania sygnatu z blizszego
konica.

W zadaniu 749 (WT = 3,47) nalezalo obliczy¢ sprawnosé
cyklu ztozonego z izobary o malejacej objetosci i izochory
o rosnacym cisnieniu polaczonych na wykresie pV prostym
odcinkiem. Autorzy nadestanych rozwiazan nie uwzglednili,
ze cieplo pobierane jest tylko na czesci tego odcinka, a na
pozostatej czedci oddawane.

Zadanie 754 (WT = 3,51) z elektrostatyki poprawnie
i elegancko rozwiazal Krzysztof Magiera.

W zadaniu 750 (WT = 3,14) nalezalo znalez¢ kat odbicia
od podloza spadajacego, rozkreconego do danej predkosci
kota rowerowego i uwzgledni¢ przypadki odbicia przed

i po zakonczeniu poslizgu. Najlepsze rozwiazanie z bledem
rachunkowym, ktéry spowodowal jednak, ze rozwiazania
dla dwoéch przypadkow sie nie ,zszywaly”, przystal
Marian Lupiezowiec.

Zadanie 743 (WT = 3,1) dotyczylo obwodu ze

zrodlem pradu statego potaczonego szeregowo z dwoma
kondensatorami. Do jednego z kondensatoréw dotaczono
réwnolegle, polaczone w szereg cewke i diode. Poprawnie
na wszystkie pytania odpowiedzial Ryszard Baniewicz,
a z bledem rachunkowym Jan Zarzycki.

W zadaniu 759 (WT = 2,95) metalowe, okragle, réwnolegle
ptytki, ktérych érodki potaczone byty przewodnikiem,
obracaly sie w przeciwnych kierunkach wokél wspdlnej osi
w prostopadlym do plytek polu magnetycznym. Nalezato
znalez¢ napiecia miedzy punktami plytek znajdujacymi sie
naprzeciw siebie. Zadanie rozwiazal bezblednie Konrad
Kapcia, autorzy pozostalych rozwiazan nie uwzgledniali
sity elektrycznej dziatajacej obok sity Lorentza na
elektrony w plytce.

W zadaniu 742 (WT = 2,91) drewniana kulka
przymocowana byta za pomoca nici do dna cylindrycznego
naczynia z woda, w znanej odlegtosci od jego $rodka.
Pytanie byto: do jakiej predkosci katowej nalezato
rozkreci¢ naczynie, aby ni¢ odchylila si¢ od pionu o zadany
kat? Bezbledne rozwiazania nadestali Stawomir Bué

i Pawel Perkowski. W innych, co bylo zaskoczeniem,
pojawilo sie nieprawdziwe zalozenie, ze sita Archimedesa
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spowodowana cisnieniem wody dziata pionowo do gory,

a ni¢ odchyla si¢ na zewnatrz. Tymczasem w obracajacym
sie naczyniu sita odsrodkowa dzialajaca na drewniana
kulke jest mniejsza niz skladowa sity Archimedesa

w kierunku poziomym i warunek réwnowagi zapewnia
dzialajaca na zewnatrz sila naprezenia nici, zatem nié
odchyla sie do srodka naczynia.

Zadne z wymienionych dotychczas nazwisk nie powtérzyto
sie, co Swiadczy o tym, Zze poziom w omawianym roku byt
do$¢ wyréwnany.

W zadaniu 753 (WT = 2,73) z optyki $wiatto wychodzace
z przedmiotu przechodzilo przez soczewke, odbijato

sie od ustawionego pod katem 7/4 do jej osi optycznej
zwierciadla plaskiego, a nastepnie wpadalo do naczynia

z warstwa wody. Nalezalo znalezé odlegtosé tego

naczynia od osi optycznej, aby ostry obraz powstat

na dnie. Rozwiazania ocenione na jedynke, podobne

do ,firmowego”, przystali Konrad Kapcia, Pawet
Perkowski i Tomasz Wietecha. Autorem réwniez
poprawnego rozwigzania, ktére ocenitam subiektywnie
jako odrobine mniej eleganckie, byl Ryszard Baniewicz.
Spodobal mi si¢ pomyst Andrzeja Nowogrodzkiego,
ktory poréwnywal drogi optyczne przebyte przez promienie
w wodzie i powietrzu, ale niestety nie doprowadzil go do
pomyslnego kornca.

Pytania w niektérych zadaniach byly tak dobrane, zeby
mozna bylo na nie odpowiedzieé, stosujac narzedzia
elementarne. Uczestnicy ligi zdecydowanie preferowali
jednak bardziej zaawansowane metody matematyczne, co
czesto pozwalato uogdlni¢ rozwigzania, ale jednocze$nie
bardzo je wydluzato.

W zadaniu 760 (WT = 2,6) ze statyki sznurek przyczepiony
byl dwoma koncami do sufitu i znana byla odlegto$é
srodka sznurka od sufitu. Nalezalo znalezé naprezenie
sznurka w najnizszym punkcie i w polowie odleglosci

od sufitu. Zadanie rozwigzali poprawnie R. Baniewicz,

K. Kapcia, P. Perkowski i T. Wietecha, ale ku mojemu
lekkiemu rozczarowaniu powotlali si¢ na gotowe wzory
opisujace krzywa tanicuchows.

Zadanie 744 (WT = 2,7) dotyczylo pocisku balistycznego.
Pytanie byto: z jaka najmniejsza predkoscia i pod jakim
katem nalezy go wystrzeli¢ z bieguna, aby poruszajac

sie pod wplywem sily ciezkosci, trafit w punkt na
rowniku? S. Bué rozwiazat zadanie w podobny sposéb

jak proponowany, wykorzystujac wiedze, ze pocisk porusza
sie po fragmencie elipsy. T. Wietecha rozwiazal réwnanie
ruchu tego pocisku we wspélrzednych biegunowych.

Najwiecej rozwigzan ocenionych na maksymalna liczbe
punktéw przystali Konrad Kapcia (11), Pawel
Perkowski (10) i Tomasz Wietecha (8).

Bariere 44 punktow przekroczyli: P. Perkowski po raz
piaty, J. Zambrzycki po raz czwarty i S. Bué po raz
pierwszy.



Klub 44 M

1-44

Termin nadsylania rozwigzan: 30 IV 2024

Lista uczestnikéw ligi zadaniowej
Klub 44 M
po zakonczeniu sezonu
(roku szkolnego) 2022/23

Radostaw Kujawa 43,57
Pawel Najman 8-43,16
Adam Woryna 3-40,91
Marek Spychata 4-40,20
Janusz Fiett 3-39,62
Jerzy Cisto 16-37,70
Pawel Kubit 7-36,11
Szymon Tur 35,35
Piotr Kumor 15-35,26
Janusz Olszewski 23-33,61
Fukasz Merta 2-31,48
Piotr Wisniewski 29,69
Jedrzej Biedrzycki 29,54
Marian Lupiezowiec 1-28,80
Witold Bednarek 9-28,13
Krzysztof Kaminski 3-27,16
Janusz Wojtal 26,30
Roksana Stowik 2-23,94
Maciej Mostowski 1-22,90
Krzysztof Zygan 1-21,89
Marcin Malogrosz 4-20,62
Andrzej Kurach 3-20,51
Michal Kieza 4-20,46
Grzegorz Wigczkowski 19,95
Karol Matuszewski 1-19,74
Stanistaw Bednarek 3-17,73
Btazej Zmija 2-17,31
Patryk Jasniewski 1-16,62
Piotr Laba 14,50
Tomasz Wietecha 14-13,65

Legenda (przykladowo): stan konta
9-28,13 oznacza, ze uczestnik juz
dziewieciokrotnie zdobyl 44 punkty,
a w kolejnej (dziesigtej) rundzie ma
28,13 punktu.

Zestawienie obejmuje wszystkich
uczestnikéw ligi, ktérzy spelniaja
nastepujace dwa warunki:

— stan ich konta (w aktualnie
wykonywanej rundzie) wynosi co najmniej
13 punktow;

— przystali rozwiazanie co najmniej
jednego zadania z rocznika 2021, 2022
lub 2023.

Nie drukujemy wiec nazwisk tych
uczestnikéw, ktérzy rozstali sie z ligg trzy
lata temu (lub dawniej); oczywidcie jesli
kto$ zdecyduje si¢ wréci¢ do naszych
matematycznych tamigtéwek, nazwisko
tej osoby automatycznie wréci na liste.
Serdecznie zapraszamy!

Zadania z matematyki nr 875, 876
Redaguje Marcin E. KUCZMA

875. Dany jest ciag (z1,...,2n) 0 wyrazach x; € {0,1} (N jest ustalong

liczba nieparzysta). Niech ay = >, @i, b = Y, (1 — 24), e = ap, + by (dla
k=1,...,N). Wiadomo, ze dokladnie jedna liczba z wystepuje w ciagu (c1,...,cn)
nieparzyscie wiele razy. Dla ustalonego N wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartodci z.

876. Wykazaé, ze dla liczb x,y,z > 0 o sumie 3 zachodzi nier6wnoé¢:

T Y
> 1.
y2+y+1+22+z+1+m2+x+1

Zadanie 876 zaproponowal pan Witold Bednarek z Y.odzi.
Rozwigzania zadan z numeru 10/2023

Przypominamy tres¢ zadan:

867. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n > 3, dla ktérych istnieje n-elementowy zbiér réznych
liczb catkowitych M o nastepujacej wlasnosci: w kazdym tréjelementowym podzbiorze zbioru M sa
dwie liczby, ktérych suma jest potega liczby 2 o wykladniku catkowitym nieujemnym.

868. Ciag nieskonczony a1, as, ... jest dany wzorami: a1 = 1,
1 1 1 -
ant1 =14+ —+ —+... 4 dlan > 1.
ai as an,
Wykazac istnienie i znalez¢ wartos¢ granicy lim <<1,, — \/271).

n— oo

867. Przyklad zbioru szescioelementowego: {—1,3,5,—2,6,10}. Dowolny jego
tréjelementowy podzbiér ma dwa elementy lezace w tréjce {—1,3,5} lub w trdjce
{-2,6,10}; a kazda z nich ma wszystkie dwu-sumy postaci 2*.

Niech teraz M bedzie zbiorem n-elementowym; n > 7. Jesli ma on trdjelementowy
podzbidr ztozony z liczb niedodatnich, to w nim zadna para nie sumuje sie do
potegi dwdjki. Zajmijmy sie wiec przypadkiem, gdy w zbiorze M jest co najmniej
pie¢ liczb dodatnich. Niech z bedzie najwieksza z nich. Co najwyzej jedna suma
postaci x + z (gdzie 0 < x < z, x € M) moze by¢ potega dwojki — gdyby bowiem
byly dwie takie sumy z + 2 =27, y + 2 = 2% (0 < z < y < 2, wiec j < k), mieliby$my
y+ 2z =27 (x4 2) > 2z, wbrew temu, ze y < 2.

Istnieja zatem w zbiorze M co najmniej trzy liczby dodatnie a, b, c < z, z ktérych
zadna nie daje w sumie z liczba z wyniku postaci 2. Niech ¢ bedzie najwieksza

z nich. Rozumowanie, analogiczne do przeprowadzonego powyzej, pokazuje, ze co
najmniej jedna z sum a + ¢, b+ ¢ (przyjmijmy, ze a + ¢) nie jest potega dwdjki. Tak
wiec tréjelementowy zbidr {a, ¢, z} nie zawiera pary z suma: potega dwojki.

Stad odpowiedz: liczby n o postulowanej wlasnosci to 3, 4, 5, 6.

868. Podana rekurencja daje si¢ zapisaé¢ prosciej: ax4+1 = ar + i (dla k > 1). Stad

aiﬂ = ai + 24 a% Ustalmy n > 2. Sumowanie po k = 1,...,n—1 daje po redukcji
k
zaleznosé:
n—1 1 n—1 1
(%) ai:2n71+za—2:2n+za—2
k=1 & k=2 &

(bo a3 = 1). Stad widaé, ze a2 > 2n (dla n > 2). Zamieniamy literke n na k
i przepisujemy te nieréwnosé¢ jako a% < ﬁ (dla k > 2). Wstawiamy to ponownie
k

do wzoru (*) i dostajemy oszacowanie:

n—1
1
2. <2 — <2n+-H
an S+ 5p <+ g H,
k=2
(zwykle oznaczenie: H, =1+ 1 + ...+ 1). Tak wiec (dla n > 2):

2 1
as —2n s H,
0<a, —V2n=-—2 < 2 .
an +vV2n  2/2n
TIloraz po prawej stronie dazy do zera, gdy n — oo (znana asymptotyka: H,, ~ lnn).
Stad, ostatecznie, lim (an -V 2n) =0.
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Weterani Klubu 44 M
(w kolejnosci uzyskiwania
statusu weterana):

J. Janowicz (8), P. Kaminski (5),

M. Galecki (5), J. Uryga (4),

A. Pawltowski (4), D. Sowizdrzal,

T. Rawlik (6), M. Mazur, A. Bonk,

K. Serbin, J. Ciach (5), M. Prauza (4),
P. Kumor (15), P. Gadzinski (7),

K. Jedziniak, J. Olszewski (23),

L. Skrzypek (4), H. Kornacki,

T. Wietecha (14), T. Jézefczyk,

J. Witkowski (5), W. Bednorz,

B. Dyda (5), M. Peczarski,

M. Adamaszek (8), P. Kubit (7),

J. Cisto (16), W. Bednarek (9),

D. Kurpiel, P. Najman (8), M. Kieza (4),
M. Kasperski (5), K. Dorobisz,

A. Woryna, T. Tkocz, Z. Skalik (4),

A. Dzedzej, M. Miodek, M. Malogrosz (4),
K. Kaminski, J. Fiett, M. Spychatla (4),
A. Kurach, S. Bednarek, M. Pater
(jesli uczestnik przekroczyl bariere

44 punktéw wiecej niz trzy razy,
sygnalizuje to liczba w nawiasie).

Pozostali czlonkowie Klubu 44 M
(alfabetycznie):

»dwukrotni”: Z. Bartold, A. Czornik,

A. Daniluk, Z. Galias, L. Garncarek,

J. Garnek, A. Idzik, P. Jedrzejewicz,

G. Karpowicz, H. Kasprzak,

T. Komorowski, Z. Koza, J. Lazuka,

J. Malopolski, L. Merta, J. Mikuta,

E. Orzechowski, R. Pagacz, K. Patkowski,
K. Piéro, F. S. Sikorski, J. Siwy,

R. Stowik, S. Solecki, T. Warszawski,

Q. Zakrzewski, B. Zmija;

»jednokrotni”: R. M. Ayoush,

T. Bieganski, W. Boratynski, P. Burdzy,
T. Choczewski, M. Czerniakowska,

P. Duch, P. Figurny, M. Fiszer,

L. Gasinski, A. Gluza, T. Grzesiak,

K. Hryniewiecki, K. Jachacy,

M. Jastrzebski, P. Jasdniewski, A. J6zwik,
J. Klisowski, J. Kraszewski,

A. Krzysztofowicz, T. Kulpa, A. Langer,
R. Latata, P. Lipinski, P. Lizak,

P. Labedzki, M. Lupiezowiec, W. Maciak,
J. Mandziuk, B. Marczak, M. Marczak,
M. Matlega, K. Matuszewski, K. Maziarz,
R. Mazurek, H. Mikotajczak, M. Mikucki,
J. Milczarek, R. Mitraszewski,

K. Morawski, M. Mostowski, W. Nadara,
W. Olszewski, R. Pikutla, B. Piotrowska,
W. Pompe, N. Porwol, M. Roman,

M. Rotkiewicz, A. Ruszel, Z. Sewartowski,
A. Smolezyk, P. Sobczak, Z. Surduka,

T. Szymczyk, W. Szymczyk, W. Tobis,
K. Trautman, P. Wach, J. Wegrecki,

K. Witek, A. Wyrwa, M. Zajac, Z. Zaus,
K. Zawistawski, K. Zygan, P. Zmijewski.

Podsumowanie ligi zadaniowej Klubu 44 M w roku szkolnym 2022/2023

Pora na doroczne oméwienie. Jak co roku, przyjrzymy sie wybranym zadaniom

z minionego sezonu, wiec gtéwnie tym, ktére okazaly sie trudniejsze — wysoki
wspélezynnik trudnosci (WT) i/lub niewielka liczba poprawnych rozwigzari (LPR).
Przedstawiamy ciekawe pomysty rozwiazan oraz komentarze uczestnikéw. Niektore
ich fragmenty umieszczamy w e-wydaniu (w zaktadce ,Zatacznik do elektronicznego
oméwienia ligi matematyczne;j”).

Warto zwréci¢ uwage na powtarzajaca sie sytuacje, gdzie, nietypowo — przy
»zasadniczo” wlasciwej koncepcji — uwadze rozwiazujacego umyka jaki$ niuans;
dopracowanie rozwiazania czesto jest catkiem proste — a niekiedy wcale nie
catkiem”. ..

* * *

. . 2
Zadanie 845. [z;,y; >0 (i,j=1,...,n) = (Zi# .Tiyj) > (Z#j a:ia:j) (Z#j yiyj)]
(WT = 2,41; LPR = 11). W oznaczeniach z rozwigzania firmowego (S = > _ i,

Sy =>Yi, Qv = Z:CZZ7 Qy = Zyﬁ, T =" z;y;) nalezy wykazaé, ze
(528y — T)2 > (Sg - Qz)(sj —Qy).

W kilku pracach zostalo to zrobione prosciej niz ,firmowo”. Dla ilustracji — Witold
Bednarek: rozwijamy kwadraty i grupujemy wedtug poteg Sz; daje to do wykazania
(po odrzuceniu banalnego przypadku @, = 0) nieréwno$é¢ kwadratowa wzgledem Sq:

QuS; = 2T8ySy + (T” + 5,Qz — QuQy) > 0.
Wystarczy, ze wyrdznik A tego tréjmianu bedzie niedodatni; a tak jest, bowiem
A=4(T? - Qny)(Ss — Qy) = 4(czynnik < 0)(czynnik > 0).

Réwnie prosto (i do$é podobnie): Michal Adamaszek, Piotr Kumor oraz Janusz
Olszewski, ktéry ponadto pokazal jeszcze kilka sposobéw (— e-wydanie).

Zadanie 847. [f: R — R ciagla; Va, b (a<b) Ju,v: a<u<v<bVz € [a,b]: f(u)<f(z)<f(b)
= f niemalejaca] (WT = 2,07; LPR = 12). Piotr Kumor zwrdécil uwage,

ze w zalozeniu mozna odrzuci¢ istnienie jednej z liczb u, v, na przyktad u,

wymagajac jedynie, by f(a) < f(v). Zadanie niezbyt trudne; bylo wszelako

kilka préob dowodu nie wprost opartych na domniemaniu, ze jesli funkcja ciagla

nie jest niemalejaca, to na pewnym podprzedziale jest malejaca. Tak jednak

by¢ nie musi; kontrprzyktady mozna znalezé w wielu miejscach; tu zacytujemy
http://math.stackexchange.com/questions/42326.

Zadanie 849. [4° +4Y +1=2" 2,y,2 e N= z,y,2 =7] (WT = 2,53; LPR = 8).
Ogodlniejsze warianty tego rownania znajduja sie w literaturze. Laszlé Szalay

w pracy z roku 2002 podat pelne rozwiazanie (w liczbach naturalnych) réwnania

2% +2° 4+ 1 = ¢%, na co zwrécil uwage Michal Adamaszek — a takze Piotr Kumor,
ktéry (jak niejednokrotnie bywalo) przystal obszerny esej (— e-wydanie) zawierajacy
oméwienie wzmiankowanej pracy oraz dwéch innych prac, wraz z potrzebnymi
odsylaczami (i garécia wlasnych refleksji).

Ponadto dobre rozwigzania przystali: W. Bednarek, J. Cisto, K. Kaminski,
J. Olszewski (dwa sposoby), M. Pater, P. Wisniewski.

Zadanie 850. [AABC ostrokatny; M — érodek BC; P na odcinku AM; BP N AC = D;
CPNAB=E; (cktABC)=Q; BPNQ={B,X}; CPNQ={C,Y} = 3T na
odcinku AM: T # A; T € (okrAXD) N (okrAY E)] (WT =2,92; LPR=3 (8 7)).
Zadanie zrobili: M. Adamaszek, S. Tur, M. Pater, J. Olszewski, A. Kurach,
T. Wietecha, J. Cisto, M. Spychata. Wszyscy bezblednie pokazali, Zze okregi
AXD i AY E przecinaja sie (poza A) w punkcie lezacym na prostej AM; ale tylko
trzej autorzy, wymienieni w pierwszej kolejnosci, pokazali, ze lezy on na odcinku AM;
w pozostalych pracach ten aspekt tezy albo zostal zignorowany, albo odczytany

z rysunku, ktéry ,wyglada, jak wyglada” — bez wyraznego uzasadnienia konfiguracji.

Zadanie 851. [Marcin sprasza gosci... Graf prosty (V, E); |[V| = 50;

T = {{i,j,k} C V: ij#k#i [{ij, ik, jk} 0 E| € {1,2}}; |T| = %(%); min |E| =7]
(WT =297, LPR =15 (7 7)). Wynik: 525. Dobre rozwiazania (niewiele si¢ rézniace

od firmowego): nieréwnos$¢ Cauchy’ego—Schwarza lub miedzy $rednimi plus konstrukcja
grafu realizujacego rownosé: M. Adamaszek, J. Cislo, J. Olszewski, M. Pater;
oraz P. Wisniewski z banalng konstrukcja grafu 21-regularnego (bo taki okazuje sie
optymalny): 50 punktéw na okregu, potaczenia miedzy punktami lezacymi w odlegtosci
> 15/50 (dtugosci okregu).
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W dwéch innych pracach powtarza si¢ rozumowanie: dorysowujemy krawedzie kolejno,
po jednej, tak by w kazdym kroku maksymalizowaé liczbe nowo powstalych dobrych
tréjek T (stop, gdy osiagniemy %(530))‘ Tu jednak znaczaca usterka logiczna: skad
wiadomo, czy jaka$ inna strategia, rezygnujaca z optymalizcji na kazdym kroku, nie
okaze sie globalnie bardziej skuteczna?

Zadanie 856. [Czy istnieje ciag (a;);2; taki, ze zaréwno on, jak i ciag (d;)2,, gdzie
d; = |ai—a;41], jest permutacja zbioru N ={1,2,3,...} 7] (WT = 2,20; LPR = 12).
Jest wiele takich ciggéw. Konstrukcja indukcyjna: w kazdym kolejnym kroku ciag
jest przedluzany o kilka wyrazéw; w rozwiazaniu firmowym — stale o trzy, wedlug
jednolitej procedury. Jednak zgrabniejsze byly rozwiazania, w ktérych procedura
zmieniala sig, czesto w zaleznosdci od biezacego stanu (w stylu: if. .. then. .. else...).
W e-wydaniu zamieszczamy trzy takie prace (M. Adamaszek, J. Cislo, J. Fiett),
gdzie metoda byla prosta, a opis klarowny (choé w najkrétszej z nich Czytelnik musi
sobie co$ w uzasadnieniu dopowiedzied).

Jeszcze dwie prace prezentujemy w e-wydaniu: Janusz Olszewski wskazal metode,

przy ktoérej kazdy z ciagéw (a;), (d;) oraz (e;), gdzie e; = |d; — di+1], stanowi
permutacje zbioru N; i przypuszcza, ze metode mozna tak usprawnié, by permutacje N
stanowily takze ciagi o wyrazach f; = |e; — eiy1|, gi = |fi — fi+1| itd., przez caly
(nieskoriczony) alfabet. O tym, ze tak jest w istocie, przekonuje Piotr Kumor,
podajac stosowne odsytacze do literatury.

Zadanie 858. [Zbiér Z = {A, B,C, D, E} w przestrzeni: AB= BC = CA = DFE =1;
(AABC) N (odcinekDE) A0 = 3X € ZVY € Z: XY < 1] (WT =3,60; LPR=1).
Najtrudniejsze w omawianym sezonie. Autor: Michal Adamaszek. Dobra praca:
Janusz Olszewski — zamieszczona w e-wydaniu (troche za dluga, by ja skrétowo tu
w druku przedstawi¢). To jedyne poprawne rozwiazanie, przy tym rézne od firmowego
(podanego przez Autora i niezaleznie — w nieco innym jezyku — przez redaktora

ligi). Byt jeszcze jeden ciekawy dowdd, niestety przy dodatkowym (upraszczajacym)

B zalozeniu, ze odcinek DE przecina brzeg tréjkata ABC.

Zadanie 861. [AABC: AC = BC; D € (odcAC),

E € (odeBD); 2AD = BD, 2BE = AD =

¥CDE =2xCED] (WT =1,93; LPR = 8). R6zne metody;
wszystkie przebija urodg rozwiazanie, ktore pokazat
Janusz Olszewski; niech (jak w firméwce) BE = a,

CD = b; okrag o $rodku C' i promieniu b przecina proste
BD oraz BC odpowiednio w punktach D,U oraz V, W,
przy czym BV < BW. Wtedy BD - BU = BV - BW, czyli
4a - BU = 2a - (2a + 2b); stad BU = a + b, wiec EU = b;
przy konfiguracji jak na rysunku (EU < ED) dostajemy
teze: XCDE = ¥xCUD =2 - xCED (!). (Koficéwka wymaga
niewielkiej modyfikacji, gdy EU > ED; ale Autor dostarczyt
jeszcze dwa inne rozwiazania, mniej zwiezte i efektowne, za
to dziatajace bez retuszu przy kazdej konfiguracji).

Zadanie 862. [Graf skierowany, skoniczony; krawedzie

w m kolorach; kazdy wierzchotek ma stopien

wychodzacy > m = z kazdego wierzchotka

wychodzi nieskoniczenie wiele nieskoniczonych Sciezek

o identycznej sekwencji koloréw] (WT = 2,64; LPR = 4).
M. Adamaszek, S. Bednarek, J. Olszewski, K. Zygan
przystali dobre rozwiazania — we wszystkich istota
rozumowania jest podobna jak w rozwigzaniu firmowym.
Ponadto w dwéch pracach pojawia sie dowdd (poprawny),
ze dla kazdej liczby naturalnej d mozna utworzy¢

zbiér identycznie pokolorowanych Sciezek dtugosci d

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsyta¢ rozwiazania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwiagzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Oceng mnozymy przez
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(wychodzacych z ustalonego wierzchotka), przy czym moc
tego zbioru rosnie, gdy d rosnie. To jednak jeszcze nie teza
zadania (,,dowolnie wiele dowolnie dtugich” to nie to samo
co ,nieskoniczenie wiele nieskonczenie dtugich”). Wypelnienie
tej luki nie jest banalne.

Zadanie 863. [Liczba pierwsza p > 2;

Vke{l,...,p—1}: p+4k*> — pierwsza; p =7] (WT = 2,33;
LPR =9). Styl przekombinowanego rozwiazania firmowego
udzielit sie (na szczedcie) niewielu uczestnikom. Typowg,
metoda bylo badanie serii przypadkéw, sterowanych
resztami z dzielenia p przez niskie potegi dwdéjki. Jako
wzorzec niech postuzy rozumowanie, ktére przeprowadzili
Jerzy Cislo i Krzysztof Kaminski: liczba p zapisuje
sie w doktadnie jednej z postaci 4k + 1, 8k + 3, 16k + 7,
16k + 15; wartoéé¢ wyrazenia p + 4k* wynosi wéwczas
odpowiednio (2k + 1)?, (2k + 1)(2k + 3), (2k + 1)(2k + 7),
(2k + 3)(2k + 5), co moze by¢ liczba pierwsza jedynie przy
k = 0; zatem p (liczba pierwsza) moze byé réwna jedynie

3 lub 7; i tatwo sprawdzié, ze 3 i 7 spelniaja wymagane
warunki.

Janusz Olszewski zauwazyl zbednoéé zatozenia, ze liczba p
jest pierwsza (— e-wydanie; tam réwniez zamieszczamy
interesujacy komentarz, jakim opatrzy! swoja prace Michat
Adamaszek).

wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania

z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje

on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana

do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdltowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
znajduje sie na stronie deltami.edu.pl.



,Zielony Milion”| powstal we wspélpracy
z grupa naukowcéw z Akademii
Goérniczo-Hutniczej (Piotr Faliszewski),
Uniwersytetu Jagielloriskiego (Jarostaw
Flis, Stanistaw Szufa) i Uniwersytetu
Warszawskiego (Piotr Skowron, Grzegorz
Pierczyniski).

O metodzie réwnych udzialéw, zanim
zostata wdrozona, pisaliSmy takze

w Delcie, w artykule Tyrania

wigkszosct. . . A;; Z naukowej uczciwodci
nie bedziemy sobie jednak przypisywacé
tego sukcesu. Wplyw prestizu publikacji
oraz wynikow teoretycznych na wdrozenie
tez moégtby by¢ jednak trudny do
udowodnienia.

Polecamy eksperyment myslowy: co by si¢
wydarzyto, gdyby metoda uzywana

w budzetach partycypacyjnych (czyli
kazdy wyborca zaznacza dowolng liczbe
kandydatéw i do sejmu wybierani sg ci

z najwiekszg liczbg gloséw) stosowana
byla w wyborach parlamentarnych?

‘W wyniku tak opisanej procedury

w skarbonkach wyborcéw moze zostaé
spora kwota, dlatego w metodzie réwnych
udzialéw poczatkowy budzet jest
sztucznie zwiekszony, aby to nie
poczatkowa ilos§é pieniedzy

w skarbonkach, ale wydana kwota
odpowiadala prawdziwemu budzetowi. Po
szczegbly odsytamy do wspomnianego
wyzej artykutu z Aj3
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Projekty wybrane przez metode¢ réwnych
udzialéw (po lewej) i te, ktére byltyby
wybrane, gdyby zastosowa¢ metode
wigkszoSciows (po prawej), na mapie
Wieliczki. Wielko$é kropki odpowiada
kosztowi wybranego projektu. Wigcej
statystyk znajduje sie na stronie
https://equalshares.net/

Aktualnosci (nie tylko) fizyczne
Jak madrze wydawaé miliony

W kwietniu 2023 roku w Wieliczce utworzono ekologiczny budzet partycypacyjny
pod nazwa ,,Zielony Milion”. Mieszkancy mogli zgtasza¢ wtasne pomysty na projekty
dotyczace ekologii i ochrony $rodowiska, a potem glosowac¢ na te, na ktorych zalezy
im najbardziej. Do finansowania zakwalifikowano 30 projektéw o catkowitym
koszcie rownym prawie milionowi ztotych. Pewnie nie napisaliby$my jednak o tym
w Delcie, gdyby nie fakt, ze Wieliczka jako pierwsza odwazyla si¢ zaufaé¢ naukowcom
i zastosowala nowa, sprawiedliwsza metode wyboru projektéw do finansowania:
metode réownych udzialow.

Metoda réwnych udzialéw zostala stworzona przez Piotra Skowrona (Uniwersytet
Warszawski) oraz Dominika Petersa (CMU /Toronto). Prace ja opisujace zostaly
opublikowane w 2020 i 2021 roku na czotowych konferencjach informatycznych:
ACM-EC (styk ekonomii i informatyki) i NeurIPS (sztuczna inteligencja).
Autorzy pokazali, ze jest to pierwsza metoda, ktéra posiada pozadane wlasnosci
proporcjonalnosci, a jej wynik da sig szybko (wielomianowo) obliczyé.

Aby wytlumaczyé, jak dziala metoda réwnych udzialéw, postuzmy sie nastepujacym
przykladem. Wyobrazmy sobie, ze grupa 10 dzieci znalazta na ulicy banknot
20-ztotowy i zadowolona idzie do sklepu. Aby wybraé¢ produkty, ktére dzieci kupia,
kazde z nich wskazuje te, na ktére ma ochote. Jako ze fanéw czekolady jest wiecej
niz innych przekasek, najwiecej gloséw dostaja smakolyki czekoladowe. Pieniedzy
starcza na kilka czekoladowych przysmakéw, wiec dzieci je kupuja, a fani kwasnych
zelkéw, chrupek i fit chipséw z marchewki bio musza obejéé¢ sie smakiem.

Dzieci pewnie zreflektowalyby sie, ze nie jest to zbyt sprawiedliwe, i zamiast
kolejnej czekoladowej przekaski kupityby co$ innego. Jednak doktadnie taka metoda
stosowana jest praktycznie we wszystkich budzetach partycypacyjnych — liczymy
glosy i finansujemy te projekty, ktére dostaty ich najwigcej. Nie dbamy o to, by
reprezentowaé wszystkie grupy wyborcéw. Pomijamy taiisze (np. lokalne) projekty
z mniejsza liczba gloséw. W ogdle nie zwracamy uwagi na to, czy kolejny wybrany
projekt to juz trzecia $ciezka rowerowa zakwalifikowana do finansowania, czy
pierwsze zajecia dla senioréw. Jedyna modyfikacja polega czasem na sztucznym
podzieleniu budzetu na dzielnice, co cze$ciowo eliminuje problem rozlozenia
geograficznego, ale ignoruje wszystkie inne podzialy wyborcow.

W jaki sposéb dzieci moglyby sprawiedliwiej wybra¢ przekaski? Moglyby po prostu
podzieli¢ si¢ pieniedzmi po réwno — kazde dostatoby 2 ztote. Wéowcezas, jezeli bytoby
na przyklad trzech fandéw kwasnych zelkdéw, to mogliby oni kupié sobie paczke zelkoéw
za 6 ztotych, niezaleznie od tego, ilu jest fanéw czekolady. Taka idea przy$wieca wladnie
metodzie réwnych udziatow. Najpierw budzet dzielony jest po rowno miedzy wyborcéw,
wszyscy maja wiec réwne udziaty. Potem po kolei rozpatrywane sa projekty, zaczynajac
od tych, ktére dostaly najwiecej glosow. Jezeli wyborcy, ktérzy zagltosowali na dany
projekt, majg wystarczajaca iloéé¢ srodkow, to jest on finansowany, a ich wirtualne
skarbonki odpowiednio odchudzone. Jezeli nie, projekt jest odrzucany. Procedura konczy
sie, kiedy zaden projekt nie moze juz zostaé sfinansowany.

»Zielony Milion” okazal sie sporym sukcesem. W poréwnaniu z metoda wiekszo$ciowa
byto istotnie mniej wyborcow, ktorzy nie dostali nic, czyli glosowali na same
niewybrane projekty (18% versus 28%). Kazdy wyborca zaglosowal $rednio na

2,54 projektu, z czego $rednio 1,61 zostalo wybranych (przy metodzie wigkszosciowej
byloby to 1,47). Wybrane projekty sa tez bardziej réwnomiernie roztozone
geograficznie, co mozna zobaczy¢ na marginesie.

Po Wieliczce metode réwnych udzialéw zastosowaly kolejne dwa miasta: Swiecie
(woj. kujawsko-pomorskie) oraz Aarau w Szwajcarii. Czekamy na kolejne. Szlak jest
przetarty, uchwaty czekaja na skopiowanie.

Za swoje wyniki, ale takze prace na rzecz sprawiedliwych budzetow
partycypacyjnych, Piotr Skowron obsypany zostal w 2023 roku licznymi
wyrdznieniami. Otrzymal prestizowy grant ERC na badanie proporcjonalnych metod
wyborczych, nagrode Social Choice and Welfare Prize oraz zostal laureatem nagrody
naukowej tygodnika , Polityka” w dziedzinie nauk Scistych.

Oskar SKIBSKI
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https://zb.wieliczka.eu/
https://deltami.edu.pl/2022/11/tyrania-wiekszosci-jak-budzet-partycypacyjny-w-polsce-dyskryminuje-mniejszosci/
https://deltami.edu.pl/2022/11/tyrania-wiekszosci-jak-budzet-partycypacyjny-w-polsce-dyskryminuje-mniejszosci/
https://equalshares.net/pl/elections/zielony-milion/

Niebo w lutym

W drugim miesiacu roku Slonice wyraznie zwigksza wysokosé
gérowania i dtugosé czasu spedzanego nad widnokregiem. Do
kotica lutego, ktéry w tym roku ma 29 dni, Storice zacznie
przecinaé¢ potudnik lokalny na wysokosci ponad 30°, a dzien
wydtuzy sie do 11 godzin. W tym czasie Storice przejdzie od
$rodka gwiazdozbioru Koziorozca do $rodka gwiazdozbioru
Wodnika.

Ostatniego dnia miesigca Stonice spotka si¢ z planetami
Merkury i Saturn. Dla Merkurego bedzie to koniunkcja
gbérna, a zatem obie planety znajda sie wtedy za Stonicem.
Przed koniunkcja Merkury przebywa na niebie porannym,
gdzie ekliptyka tworzy juz bardzo maly kat z widnokregiem,
dlatego przez caly miesiac planeta pozostanie niewidoczna.
Saturn natomiast Swieci na niebie wieczornym, ale mozna
go zaobserwowac tylko w pierwszych dniach lutego tuz po
zmierzchu nisko nad zachodnia czescig niebosktonu. Potem
Saturn zniknie w zorzy wieczornej.

Na pozegnanie mozna sprébowaé dostrzec Saturna 11 lutego,
wykorzystujac przy tym wracajacy na niebo wieczorne
Ksiezyc. Godzine po zachodzie Storica Ksiezyc w fazie 4%
zajmie pozycje na wysokosci 9°, Saturna za$ nalezy szukaé
réwniez okoto 9°, na godzinie 5 wzgledem Ksiezyca. Blask
Saturna wynosi +1™. Sam Srebrny Glob w kolejnych dniach
szybko nabierze wysokosci nad horyzontem, stajac sie ozdoba
wieczornego nieba. Przez pierwszych kilka nocy bardzo
dobrze widoczne stanie sie tzw. Swiatto popielate, czyli
nocna czeé¢ Ksiezyca osSwietlona swiattem odbitym od naszej
planety.

W dniach 14 i 15 lutego naturalny satelita Ziemi spotka si¢
z parg planet Jowisz-Uran. Obie planety powoli zblizaja si¢
do majowych koniunkcji ze Stonicem, ale w lutym ich warunki
obserwacyjne pozostajg bardzo dobre, choé¢ obie planety
wyraznie przesung sie na zachdd i zaczng gérowaé jeszcze
przed zachodem Storica i znikaé z niebosklonu przed péinoca.
Jowisz stopniowo dogania Urana, i do konca miesigca dystans
miedzy planetami zmniejszy si¢ od 12° do 8°. Najwigksza
planeta Uktadu Stonecznego w lutym zmniejszy blask od
—2,4™ do —2,2™ oraz érednice tarczy z 40" do 36”. Uran
$wieci blaskiem +5,8™, i do jego odszukania przyda sie
lornetka. 14 lutego Ksiezyc w fazie 29% pokaze si¢ 8° na
zachdd od Jowisza, dobe pézniej jego faza zwigkszy sie do
40° i przejdzie on na pozycje 5° na zachéd od Urana.

Posiadacze lornetek i teleskopéw 22 lutego moga
zaobserwowadé koniunkcje dolng Kallisto, krazacego najdalej
od Jowisza ksiezyca galileuszowego tej planety ze swoja
planeta macierzysta. Okolo godziny 22 Kallisto przejdzie 6"
na potudnie od brzegu tarczy Jowisza (24" od jej centrum).
Tej samej nocy od okoto 21:40 na tarcze planety wejdzie jej
kolejny ksiezyc lo, co da si¢ dostrzec w teleskopach. Nieco
ponad godzine pdzniej natomiast na tarczy Jowisza pokaze
sie cien lo, co da sie dostrzec w wiekszych lornetkach. Na
przeszkodzie moze stanaé jednak niskie juz wtedy potozenie
planety nad widnokregiem, zaledwie 4°, ktéra zajdzie
niewiele ponad pét godziny pdzniej. Kallisto $wieci na
naszym niebie blaskiem +6™, To jest o 0,5™ jadniejsza.

16 lutego wieczorem Ksiezyc przejdzie przez I kwadre,
spotykajac sie jednoczesnie z Plejadami, znana gromada
otwarta gwiazd w Byku. Okolo godziny 22 Ksiezyc zblizy sie
na 1° do centrum tej gromady gwiazd. Kolejnej nocy Srebrny
Glob zwiekszy faze do 63% i utworzy tréjkat réwnoramienny
z dwiema najjasniejszymi gwiazdami Byka: Aldebaranem

i El Nath. Do obu gwiazd Ksigzycowi zabraknie po 10°.

18 lutego na ciemniejagcym niebie Ksiezyc w fazie 73% zajmie
pozycje 2° na wschéd od El Nath, by do swojego zachodu po
godzinie 3 oddalié¢ sie od tej gwiazdy na prawie 7°.

23

W nocy z 20 na 21 lutego tarcza Srebrnego Globu zwiekszy
faze do 89% i zblizy sie¢ na niewiele ponad 2° do Polluksa,
najjasniejszej gwiazdy Blizniat. Trzy noce pézniej Ksigzyc
w pelni odwiedzi Regulusa, najjasniejsza gwiazde Lwa,
mijajac ja w odlegtosci troche ponad 3°. Ksiezycowa tarcza
28 lutego zmniejszy faze do 83% i wzejdzie po godzinie 21 —
w towarzystwie Spiki, najjasniejszej gwiazdy Panny, odlegtej
wtedy od Ksiezyca o prawie 4°.

Luty naturalny satelita Ziemi réwniez zacznie od spotkania
ze Spika. W nocy z 1 na 2 lutego jego tarcza wzejdzie 8°
od niej, prezentujac faze 59%. Kolejnej nocy Srebrny Glob
przejdzie przez ostatnia kwadre, mijajac w odlegtosci 3,5°
Zuben Elgenubi, druga co do jasnoéci, lecz oznaczana na
mapach nieba grecks litera «, gwiazde Wagi. Sama gwiazda
jest o tyle ciekawa, ze jest to bardzo szeroki uktad podwdjny,
w ktérym sktadniki o jasno$ciach +2,8 i +5,1™ dzieli na
niebie dystans prawie 4’. Na ciemnym niebie obie gwiazdy
mozna zatem dostrzec golym okiem, a w lornetce tworza
tadna pare, podobna troche (choé wyraznie wezsza i ze
stabszymi sktadnikami) do pary Mizar-Alkor w Wielkim
Worzie.

Po ostatniej kwadrze Ksiezyc powedruje ku nowiu, przez
ktory przejdzie 9 lutego przed péinoca. Niestety znajdzie sie
wtedy daleko na potudnie od ekliptyki, stad Srebrny Glob
pozostanie widoczny na nocnym niebie tylko przez kilka
pierwszych dni miesigca. 4 lutego jego sierp w fazie 38%
zajmie pozycje 4° na zach6d do Dschubby, jasnej gwiazdy
Skorpiona, oznaczanej na mapach nieba grecka litera .
Dobg pézniej sierp Ksiezyca w fazie 28% wzejdzie niecate
2° na wschdd od Antaresa. Jeszcze 6 lutego przy czystym
niebie powinno daé sie dostrzec jego sierp w fazie 18%,
ktory na godzine przed wschodem Slorica zajmie pozycje
na wysokosci 5° nad potudniowo-wschodnim widnokregiem.
Mozna go wtedy wykorzysta¢ do odszukania znikajacej

w zorzy porannej planety Wenus, ktéra znajdzie si¢ ponad
20° na lewo od Ksiezyca, ale wzniesie sie na zaledwie 2,5°.
W przebiciu si¢ przez jasne tlo nieba pomoze jej blask
wynoszacy —3,9"". To ostatnia szansa na dostrzezenie tej
planety przez najblizsze kilka miesiecy.

26 lutego maksimum swojej aktywnosci osiagnie
dhugookresowa gwiazda zmienna R And. Jest to miryda,
czyli olbrzym typu M, periodycznie zmieniajacy fizycznie
swoja jasno$é¢ wraz ze wzrostem i kurczeniem sie jego
rozmiaréw i temperatury powierzchni. W tym przypadku
nastepuje zmiana jasnoéci od +5,8™ do +15,2"™ w czasie
409 dni. Jak widaé¢, blisko maksimum jasno$ci R And jest
dobrze widoczna przez lornetke. Gwiazda ta jest o tyle
tatwa do odnalezienia, ze znajduje sie 4,5° na poludniowy
zachéd od Galaktyki Andromedy, lub 50’ na péinocny
wschod od gwiazdy 5. wielkosci p And, ktéra tworzy tréjkat
z jaéniejszymi o 0,5 gwiazdami 6 i o And. Miesci sie wiec
w jednym polu widzenia lornetki z galaktyks M31.

Pechowo akurat przelom zimy i wiosny jest najmniej
korzystnym czasem do obserwacji tej gwiazdy. Najlepiej

ja widaé jesienia, gdy géruje prawie w zenicie. Mimo to
okolo godziny 18:30 wcigz zajmuje ona pozycje na wysokosci
przekraczajacej 30° nad zachodnig czescia widnokregu.
Potem R And zbliza si¢ do linii horyzontu, o ktéra ociera si¢
okoto godziny 2. Na jej obserwacje nalezy wiec przeznaczy¢
poczatek nocy. Moze tu niestety przeszkodzié¢ bliski pelni
Ksiezyc. Na szczescie podczas obserwacji tej gwiazdy ma sie
go za plecami. Na przetomie lutego i marca najlepszy okres
widocznoéci R And przypada na czas, gdy Srebrny Glob jest

jeszcze pod horyzontem.
Ariel MAJCHER



*Jak to w astronomii bywa, kwestia
nazewnictwa to skomplikowana sprawa.
W pierwszych artykutach opisujacych
nowe odkrycie uzyto nazw ,izolowane
obiekty o masie planetarnej” i ,planety
swobodne”. Prasa popularnonaukowa
uznala je za malo chwytliwe

i przechrzcilta te obiekty na rogue planets,
starless planets, wandering planets

albo free-floating planets.

Wielka Mgtawica Oriona (Messier 42,
M42 lub NGC 1976) jest najjasniejsza
mglawicg dyfuzyjna na niebie. Jest
potozona w Drodze Mlecznej, na potudnie
od Pasa Oriona w gwiazdozbiorze Oriona.
Jest przykladem gwiezdnego ztobka,

w ktérym rodza si¢ nowe gwiazdy.

Masa 0,6 masy Jowisza to mniej wigcej
dolna granica tego, co moze
zidentyfikowa¢ JWST, a 13 mas Jowisza
to przyblizona granica migdzy najbardziej
masywng planetg a najmniej masywnym
brazowym kartem.

Trzy rézne obiekty JuMBO, czyli uklady
podwdéjne planet o masie Jowisza,
znalezione w bardzo malym regionie
Mgtlawicy Oriona. Za S. G. Pearson and
M. J. McCaughrean arXiv:2310.01231

Prosto z nieba: Setki bezgwiezdnych planet

Pytanie na dzi$: Majac za zadanie znalezienie planety o masie Jowisza, gdzie
byscie jej szukali? Gdzies blisko gwiazdy, prawda? Bo przeciez tak wygladaja
uklady planetarne — jest gwiazda (np. Slornice), a wokél niej orbituja planety.
To oczywiscie prawda, ale ponadto istnieja tez samotne planety, swobodnie
przemierzajace przestrzen kosmiczna*. Naukowcy szacuja, ze w naszej Galaktyce
moze ich by¢ wigcej niz gwiazd (okolo dwa razy wiecej). Problem w tym, ze
niestychanie trudno je zaobserwowaé (przynajmniej do teraz) oraz nie do korica
wiadomo, jak powstaja.

Teoretycznie istnienie planet swobodnych przewidywano od dawna. A juz

w 2000 roku udalo sie zaobserwowa¢ kilka takich obiektéw w Wielkiej Mglawicy
Oriona. Jednak duze iloéci swobodnych planet zaobserwowano dopiero

pod koniec 2021 roku, gdy zespél astronoméw, wykorzystujac dane z kilku
teleskopéw Europejskiego Obserwatorium Poludniowego (ESO), odkryt

70 nowych planet swobodnych w naszej Galaktyce. Byl to absolutny rekord,
ktory oczywiscie w 2023 roku pobit. .. Kosmiczny Teleskop Jamesa Webba
(JWST). Juz w pierwszej fazie pracy za jego pomoca zaobserwowano ich prawie
8 razy wiecej.

A konkretnie astronomowie Mark McCaughrean and Sam Pearson, obserwujac
Gromade Trapez w Wielkiej Mglawicy Oriona, z wykorzystaniem JWST, odkryli
okolo 540 obiektéw o masach zblizonych do masy Jowisza (od 0,6 masy Jowisza
do okoto 13 mas Jowisza). Jest to znacznie wiecej niz przewidywalyby symulacje
i poprzednie modele mgtawic gwiazdotworezych. Co wiecej, okazalo sie, ze az 9%
tych obiektéw znajduje sie w uktadach podwéjnych (tzn. orbituja wokdt siebie
— patrz zdjecie). A nawet znaleziono dwa uklady potréjne! Tego typu obiekty
nie byly nigdy wcze$niej obserwowane. Nazwano je JuMBO — z angielskiego
Jupiter-Mass Binary Objects. Ich odkrycie moze mie¢ powazne implikacje dla
modeli powstawania i ewolucji planet.

Nasz wspélczesny model powstawania gwiazd i planet, w bardzo duzym
uproszczeniu, jest nastepujacy. Jesli wszystko, co mamy, jest chmura gazu
molekularnego, to ulega ona fragmentacji, rozpadajac sie na kurczace sig
skupiska gazu. Tam, gdzie gesto$¢ gazu ro$nie najszybciej, zaczynaja powstawac
nowe protogwiazdy. Protogwiazdy zazwyczaj tworza wokol siebie dyski
protoplanetarne. Z kolei w obrebie kazdego dysku powstaja niedoskonatosci
grawitacyjne, ktore rosna i prowadza do powstawania rdzeni protoplanetarnych.
Najwigksze rdzenie protoplanetarne przeksztalcaja si¢ w planety (lub nawet
protogwiazdy) i moga tworzy¢ wlasne dyski, w ktérych powstaja uklady
ksigzycowe (lub planetarne).

Skad wigc wzigly sig¢ samotne, bezgwiezdne planety? Scenariusze sa dwa.
Swobodne planety uformowaly sie w taki sam sposéb jak gwiazdy i brazowe
karty, tj. w wyniku zapadnigcia sie chmury gazu, tylko mniej masywnej albo
juz jako w pelni uformowane planety orbitujace wokél protogwiazdy zostaly
wystrzelone z uktadu planetarnego. Problem z pierwszym scenariuszem jest
taki, ze dotychczas sadzono, Ze jest malo prawdopodobne, aby w ten sposéb
powstaly obiekty o masie mniejszej niz 3—5 mas Jowisza. A przeciez najnowsze
obserwacje JWST pokazuja istnienie duzo mniej masywnych planet swobodnych,
o masie tylko 0,6 mas Jowisza! Problem z drugim scenariuszem jest taki, ze nie
jest w stanie wytlumaczy¢ istnienia uktadéw podwdjnych planet swobodnych
(znowu obserwowanych przez JWST). Jedli takie uklady uformowaly sie tak jak
planety, a nastepnie zostaly wyrzucone, to nalezy wyjasni¢, dlaczego uktad nie
rozpad! sie podczas procesu wyrzucania.

Dopiero przyszle, zaplanowane dla JWST pomiary ruchu wlasnego planet
swobodnych moga rozstrzygnadé, czy obiekty te uformowaly sie jako wyrzucone
planety, czy ,jak gwiazdy” — wyrzucone planety powinny wykazywaé wysokie
ruchy wlasne, a obiekty uformowane , jak gwiazdy” powinny wykazywaé ruchy

wtasne podobne do pobliskich gwiazd gromady.
Anna DURKALEC

Departament Badari Podstawowych (BP4),
Zaklad Astrofizyki, Narodowe Centrum Badan Jadrowych
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Wielomiany podzialu kola — czesé 2
Barttomiej BZDEGA

Przed przystapieniem do lektury polecam zapoznaé sie z poprzednim
kacikiem (A3,). Udowodnili$my w nim istnienie ciagu wielomianéw @ (z),

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Dy(z), ..., ktére dla kazdej liczby naturalnej n spelniaja
(1) [[2a(z) =2 1.
d|n

W tym kaciku przyjrzymy sie rozkladowi na czynniki pierwsze liczby ®,,(a) dla
a > 2. Niech p bedzie liczba pierwsza, ktéra dzieli ®,,(a). Poniewaz ®,,(a) | a™ — 1,
wiec p | a™ — 1. Istnieje zatem najmniejsza taka liczba catkowita dodatnia r, ze

p | a” — 1. Nazywamy ja rzedem a modulo p. Rzad jest dzielnikiem kazdej liczby
naturalnej w spetiajacej p | a¥ — 1, w szczegdlnosci r | n. Zapiszmy n = rmp*,

przy czym p{m. Niech v,(N) oznacza wykladnik najwiekszej potegi p dzielacej N.
Dla p > 2 otrzymujemy

@) @ =D +k L =) E S @) D IS v (@ (),

Din djm j=0

przy czym (i) wynika z lematu o zwiekszaniu wykladnika p-adycznego (zob.
kacik nr 24 w AS2), a (i) wynika z (1). Réwno$¢ (iii) wynika z obserwacji, ze
jesli v, (@q(a)) jest niezerowe, czyli p | ®p(a), to p|a® — 1, a wiec r |D; natomiast
kazdy podzielny przez r dzielnik n jest postaci rdp’, w ktérej d | m i j < k.

Z réwnosci (2) wnioskujemy kolejno, ze:

(A) jeSlin=r (k=0im=1),toyy(a" - 1) =
= Vp(Pn(a));

(B) jeslin =rp* (k> 0im=1), to v,(®,(a)) =1,
co uzasadniamy indukcja po k;

(C) jeslin = rmp® (k> 01im > 1), to v,(®,(a)) =0

Uzasadnienia powyzszych implikacji mozna powtérzy¢
dla p =21in > 3, wykorzystujac czesé¢ 2(c) lematu

o zwiekszaniu wykladnika, sformutowanego w kaciku
nr 24. Dzielniki pierwsze liczby ®,,(a) dla n > 3 mozna
zatem podzieli¢ na trywialne (speliajace n = rp* dla

k > 0) i nietrywialne (spelniajace n =r). Te pierwsze jest
tatwo znalez¢é, bo sa dzielnikami n. Jest nawet proéciej:
zgodnie z Malym Twierdzeniem Fermata a?~! =1
(mod p), czylir | p—1ir < p, a zatem z réwnosci

n = rp¥ wynika, ze p jest najwieksza liczba pierwsza
dzielaca n. Dlatego ®,,(a) ma co najwyzej jeden dzielnik
trywialny.

Trudniej znalez¢ dzielniki nietrywialne. Wykazemy tu,
ze niemal zawsze jest co najmniej jeden taki dzielnik.
Niech p bedzie najwigkszym dzielnikiem pierwszym
liczby n. Wystarczy wykazaé, ze ®,(a) > p — w takiej
sytuacji nawet gdyby p okazal sie dzielnikiem
“Kuozoyoysetu 3sof -+ “(g)d ‘(2)d ‘(1)d | Zadania
:qzo1] z MeIm[oNRI01Y yoLok[e1zp
yoAzsmiatd qzo1] 101qz 03 ‘YoAIImojed
YoeNIuuAzojodsm O WOURIWO[RIM WAFRISoIU
180l () 1ol 07 ‘QezerAm zeio) AzdIe)sAA\
‘(u powr) T =d oz ‘eqIuim ‘u 1soulm
d onpow » pkzl 9z ‘0899 Z SBZOMOAN\ 3.
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trywialnym, to réwnosé v, (®,(a)) = 1 implikuje istnienie
dzielnika ®,,(a) réznego od p, a zatem nietrywialnego.
Zapiszmy n = mp. Nietrudno udowodnié, ze dla p | m
zachodzi @, (x) = ®,,(2P), a w przeciwnym przypadku
D, ()P, (x) = @y (aP) — wystarczy poréwnaé pierwiastki
wielomianéw po obu stronach (por. Ai,). Ta pierwsza
réwnosé pozwala tez wywnioskowaé, ze jesli kazdy
dzielnik pierwszy liczby ¢ jest dzielnikiem pierwszym
liczby m, to @y (2) = Py (2h).
Poniewaz (a — 1)¢™ < @, (a) < (a+1)?™ dla a > 2
(znéw |Ad,), otrzymujemy

®,,(aP) (aP—1)#m) aqP—1 _2P—1
max{1,®,,(a)} = (a+1)¢(m = a+1 = 3
Jest jasne, ze sz’l >pdlap > 3. Jezeli p =2, to
n =2F =2t oraz ®,(a) =a’+1>2. Dlap=3
mozliwe sg dwie sytuacje. Dla n = 3¥ = 3t mamy
®,(a) =a? +a' +1 > 3. Jesli n = 2k 3%2 = 6t, to mamy
®,,(a) = a®" — a® + 1, co jest wieksze od 3, gdy a > 2 lub
t > 1. W przypadku a = 2 i t = 1 mamy Pg(2) = 3, i nie
ma tu dzielnika nietrywialnego. WykazaliSmy zatem:
Twierdzenie. Jeslin > 3, a > 2 oraz (n,a) # (3,2),
to liczba ®,(a) ma nietrywialny dzielnik pierwszy p,
tzn. rzqd a modulo p wynosi n.

= =

®,,(a) =

1. W zaleznosci od réznych m,n > 3 oraz a > 2 wyznaczy¢ NWD(®,,(a), @,,(a)).
2. Niech w(n) oznacza liczbe réznych dzielnikéw pierwszych liczby n.
Udowodnié, ze dla nieparzystego n zachodzi nieréwnoéé w(2" — 1) > 2« — 1,
Rozwazmy ciag (22 —1,2% 1,24 -1, ... ) Wykazaé, ze kazdy wyraz tego
ciagu ma dzielnik pierwszy, ktorego nie ma zaden wyraz poprzedni, z jednym
tylko wyjatkiem: 26 — 1. (Bang, 1886)

(Jest to szczegdlny przypadek twierdzenia Zsigmondy’ego, o ktérym jeszcze kiedy$

4. Udowodnié, ze dla kazdego naturalnego n > 2 istnieje nieskonczenie wiele liczb
pierwszych, ktore daja reszte 1 z dzielenia przez n.
(Jest to szczegdlny przypadek twierdzenia Dirichleta).
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