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* Wydzial Matematyki Stosowanej,
Politechnika Slaska

J. H. Conway, The weird and wonderful
chemistry of audioactive decay.

Sam John Conway przyznal, ze nie udalo
mu si¢ odgadnadé reguly rzadzacej ciagiem,
gdy ten zostal mu przedstawiony

w formie zagadki przez jednego ze
studentéw. Nalezy tutaj dodaé, ze
look-and-say jest nazywany ciqgiem
Conwaya, poniewaz rzeczony matematyk
jako pierwszy ten ciag zbadal, a nie
odkryl.

el

Rozwigzanie zadania M 1770.
Odpowiedz: 2n — 1.

Pokazemy najpierw, ze nie jest mozliwe,
aby wszystkie wieze znalazly si¢ w jednej
czesci. Zauwazmy na poczatku, ze

w kazdym wierszu oraz kolumnie znajduje
si¢ dokladnie jedna wieza. Niech A, B, C,
D beda kolejnymi naroznikami
szachownicy. Z symetrii wynika, ze pola
A i C musza nalezeé¢ do réznych czedci,
tak samo jak B i D. Oznacza to, ze albo
A1i B, albo Ai D leza w jednej czedci,

a pozostale dwa narozniki znajduja sie

w drugiej czesci.

Bez straty ogélnoéci zalézmy, ze narozniki
A i B leza w tej samej cze$ci. Wtedy
wszystkie pola migdzy nimi réwniez
musza leze¢ w tej czesci. Istotnie, jesli
pole X lezy w czesci drugiej, to istnieje
pewna Sciezka z X do C, a ponadto

w czedci pierwszej znajduje sie jeszcze
Sciezka z A do B. Wtedy te Sciezki dzielg
wspélne pole, co jest niemozliwe.
Oznacza to, ze caly bok A-B szachownicy
lezy w pierwszej czesci, a zatem jedna

z wiez takze. Dokladnie tak samo
dowodzimy, ze w drugiej czesci takze
znajduje sie co najmniej jedna wieza.
Oznacza to, ze w jednej czeéci nie moga
znajdowac si¢ wszystkie wieze.
Nastepujacy przyktad pokazuje
odpowiedni sposéb podziatu szachownicy
i rozmieszczenia na niej 2n — 1 wiez.

X

X

Wieze znajduja sie na polach (i, ¢) dla
i< n, (t,i+1)dlan <i<2n—1oraz
na polu (2n,n + 1).

Jak dotad jest dobrze  Bartlomiej PAWLIK*

Dziwaczna i zachwycajgca chemia audioaktywnego rozkladu. Jedna
z popularniejszych rekreacyjnych sekwencji liczbowych jest ciag look-and-say
wprowadzony przez Johna Conwaya w 1986 roku:

1, 11, 21, 1211, 111221, 312211, 13112221, ...

Czytelnikowi, ktéry widzi powyzszy ciag po raz pierwszy, sugeruje na chwile
zatrzymad lekture i zastanowi¢ sie, jaka powinna by¢ nastepna liczba.

Nazwa look-and-say idealnie oddaje istote ciagu — kazdy kolejny wyraz powstaje
przez opisanie tego, co widzimy, patrzac na wyraz poprzedni. Przykladowo,
patrzac na piaty wyraz ciagu (111221), widzimy trzy (3) jedynki (1), dwie (2)
dwdjki (2) i jedna (1) jedynke (1), wiec kolejny wyraz to 312211. Rzeczona
autodeskrypcyjnoéé¢ stanowi najwiekszy urok ciagu Conwaya: wyznaczenie
kolejnych wyrazéw nie ma nic wspélnego z niedostepna dla niewtajemniczonych
matematyka wyzsza. Mozna si¢ nawet pokusi¢ o przypuszczenie, ze
spostrzegawczy laik ma wigksze szanse na odgadniecie reguly rzadzacej ciagiem
niz do$wiadczony matematyk. Moda na ciag Conwaya nie omineta Delty, na
tamach ktorej w ostatnich latach pojawily sie warte uwagi teksty traktujace

o look-and-say: w ALl o najwazniejszych wlasnoéciach pisze Wojciech Czerwiriski,
a w Al. mozna znalez¢ bardziej szczegélowy tekst Karola Gryszki.

Jak dotad jest dobrze. Bohaterem niniejszego artykulu jest pewien mniej
znany ciag autodeskrypcyjny, ktéry zadebiutowal w|OEIS| (The On-Line
Encyclopedia of Integer Sequences — bardzo przydatna baza ciagéw) w 2005 roku
jako wytwor Erica Angeliniego — belgijskiego pasjonata matematyki rekreacyjnej.
Zanim przedstawimy sam ciag, przyjmijmy nastepujaca konwencje dekodowania
liczb. Niech N > 10. Liczba powstala przez ,odciecie” ostatniej cyfry liczby N
(czyli czes$é catkowita liczby N/10) bedzie oznaczaé ilo$é, a ostatnia cyfra

liczby N (czyli reszta z dzielenia N przez 10) bedzie oznaczala sama siebie, czyli
— nomen omen — cyfre. Liczbe N dekodujemy jako odpowiednia ilo$¢ tej cyfry.

Przyktadowo 26 dekodujemy jako dwie cyfry ,,67, a 8945 jako osiemset
dziewiecdziesigt cztery cyfry ,57.

Sekwencja true-so-far jest rosnacym ciggiem liczb catkowitych, ktérego
pierwszym elementem jest liczba 10, a kazdy kolejny to najmniejsza liczba, ktora
po zdekodowaniu poprawnie opisuje liczbe wystapien danej cyfry we wszystkich
dotychczasowych elementach ciagu (lacznie z wprowadzonym). Zatem drugim
elementem ciagu nie moze by¢ liczba 11 (11 dekodujemy jako jedna ,jedynka”,
podczas gdy ciag (10, 11) zawiera trzy jedynki!), natomiast liczba 12 tak (ciag
(10,12) faktycznie zawiera jedna cyfre ,2”). Sto poczatkowych elementéw ciagu
true-so-far to:

10, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 23, 24, 25,
26, 27, 28, 29, 30, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 45,
46, 47, 48, 49, 50, 56, 57, 58, 59, 60, 67, 68, 69,
70, 78, 79, 80, 89, 90, 102, 103, 104, 105, 106, 107, 108,

109, 112, 113, 114, 115, 116, 117, 118, 119, 123, 124, 125, 126,
127, 128, 129, 134, 135, 136, 137, 138, 139, 145, 146, 147, 148,
149, 156, 157, 158, 159, 167, 168, 169, 178, 179, 180, 189, 190,
192, 193, 194, 195, 196, 197, 203, 204, 205.
Ostatnia z zapisanych powyzej liczb, 205, informuje, ze w tabeli znajduje sie
dokladnie dwadziescia cyfr ,,5”.

Czy rozpatrywany ciag jest nieskoriczony? Odpowiedz uzyskamy, taczac liczenie
na palcach (komputerowych) z prostym rozumowaniem.

Jak sie okazuje, po otrzymaniu dwa tysiace dwudziestego czwartego
elementu ciagu true-so-far — 8945 — liczby wystapien poszczegdlnych cyfr sa
nastepujace:

0|12 |3 |4|5]6]7[8]9
624 (822|834 (864|874|894|779|697|697|617
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Kolejny, dwa tysiace dwudziesty piaty element ciagu musi mie¢ zakodowana
licznos¢ jednej z dziesigciu cyfr. Zauwazmy, ze nie moze on odnosi¢ si¢ do
cyfry ,,57: liczba 8955 nie pasuje, gdyz zwieksza liczbe piatek o dwie, a nie

o jedna; podobnym argumentem odrzucamy liczbe 8965 (oczywiscie wigkszych
kandydatéw nie ma sensu rozpatrywac).

Analogicznie mozna uzasadnié, ze kolejny element nie moze mieé¢ na koncu
cyfry 8. Pozostali kandydaci to:

6250, 8231, 8352, 8653, 8754, 7806, 6987, 6189 i 6199,
jednak odrzucamy kazda z tych propozycji ze wzgledu na zalozenie, ze
rozpatrywany ciag ma by¢ rosnacy — kazda z dziewigciu powyzszych liczb jest
mniejsza od 8945. Ostatecznie ciag true-so-far ma doktadnie 2024 elementy.

Pod koniec powyzszego uzasadnienia skonczonoéci powoltalidémy sie na
monotoniczno$é¢ rozpatrywanego ciagu. Jak sie okazuje, true-so-far ma
skoniczong liczbe elementow réwniez w wariancie, w ktorym nie zakltadamy,
ze jest rosnacy. Jednak liczba elementéw tej wersji ciagu przez dlugi czas nie
da nam dobrego pretekstu do przedstawienia go na tamach Delty — zgodnie
z informacja zamieszczona w bazie OEIS wynosi ona 5191 475.

ﬁ Zadania

Uwaga: Fragment tablicy nazwiemy
spojnym, jesli jest mozliwe przejscie

w obrebie tego fragmentu migdzy
dowolnymi jego polami, za kazdym razem
przechodzac do pédl sasiadujacych bokiem.

Przygotowal Dominik BUREK

M 1768. Liczba catkowita n jest taka, ze réwnanie
x2+y2+227xyfyzfzx:n
ma rozwigzanie w liczbach catkowitych z, y i z. Udowodnié¢, ze rownanie
z? + y2 —TYy="n
ma rozwigzanie w postaci pary liczb catkowitych z,y.

Rozwigzanie na str.
M 1769. Znalez¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie n, dla ktorych istniejg

takie parami rézne liczby catkowite dodatnie ai, as, ..., a,, ze liczba
aq a2 [£2%
—+ = 4.+
a2 as ai

jest calkowita.
Rozwiazanie na str. [4]

M 1770. Dana jest liczba catkowita dodatnia n. Na szachownicy 2n x 2n w taki
sposob rozmieszczono 2n wiez, aby zadne dwie z nich nie znajdowaly sie w tym
samym rzedzie lub w tej samej kolumnie. Nastepnie tablice przecigto wzdluz
linii rozdziatu pdél na dwie spdjne czesci symetryczne do siebie wzgledem $rodka
tablicy. Jaka jest maksymalna liczba wiez, ktére moga znajdowaé sie w jednej

z takich czesci?

Rozwigzanie na str.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1087. Kropla niescidliwej cieczy zostata pobudzona do matych drgan
polegajacych na zmianach ksztaltu wzgledem ksztaltu sferycznego. Jak
czestosé f tych drgan zalezy od napiecia powierzchniowego cieczy -, jej
gestosci p oraz promienia kropli r?

Rozwigzanie na str. [J]

F 1088. W jaki spos6b Newton, na podstawie znanych w jego czasach
rozmiaréw wielkich pélosi orbit i okreséw obiegu Ziemi wokét Stonca, Ksiezyca
wokol Ziemi oraz Callisto wokdl Jowisza, moégl wyznaczy¢ stosunek masy
Stonca Mg i masy Jowisza M; do masy Ziemi M7

Potrzebne dane: okres obiegu Ziemi T, = 365,26 dni, wielka p6tos orbity

a, = 149,598 - 10° km; okres obiegu Ksiezyca Tk = 27,32 dni, wielka,

pétos ax = 0,384 - 105 km; okres obiegu Callisto T = 16,69 dni, pétos

ac = 1,883 - 10 km — wartosci znane wspdlczesnie.

Rozwiazanie na str. 20]
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* Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Doktladniej pojawienie si¢ tej metody
uzasadniali$my tak:

,Udowodnilismy wiec, ze jest najwyzej
jedno rozwigzanie problemu bankructwa
spéjne z rozwigzaniem sporu o ubiér. Jak
ono wyglada? O tak:”

1

Liczbe k wyznaczamy jako najwicksze
j € {0,...,n}, dla ktérego zachodzi

7 ¢i/24 (n—5)ec;/2 < min{E,C—E}.

i=1

Od pewnego czasu gry koalicyjne
pojawiajg si¢ w Delcie regularnie raz do
roku: pojawily si¢ w numerach A%é, A;?,
Ad,| 1A%}

Na ponizszych obrazkach zakreskowane
pola odpowiadajg wartosciom (F — c¢1)4
oraz (E — c2)4, czyli ilosci wody, jaka
zostanie zonie, jezeli woda wypelni druga
polowe naczynia. Pola oznaczone tymi
samymi symbolami (o, A, O) sg tej samej

wielkosci.
o “

Nzl
7277
7257
7207
7257
2207
7207
:} ;J[;
7277
7257
777 7207
777 7257
AAAAY 7257
4 7257
fesszd

[e]

O PN
E<c ci < E<ec co < FE

Powrdot do Talmudu Oskar SKIBSKI*

W artykule Problem bankructwa z Talmudu AL}l opisaliémy pewna tajemnice,
ktora tkwita w Talmudzie Babiloniskim przez setki lat. Historia byta nastepujaca.
Mezczyzna, umierajac, zostawil trzy zony, ktérym obiecal odpowiednio 100, 200
i 300 srebrnych monet. Jego majatek nie byt jednak tak duzy, aby splacié te
zobowigzania. Jak powinno sie podzieli¢ pozostawiony majatek miedzy zony?
Talmud rozstrzyga te kwestie w konkretnych przypadkach: jezeli majatek to

100 monet, to powinno sie go podzieli¢ po réwno. Jezeli 200 monet, to pierwsza
zona powinna dosta¢ 50 monet, a pozostate po 75. Z kolei jezeli majatek stanowi
300 monet, to powinno si¢ go podzieli¢ proporcjonalnie: kazda zona dostanie
wéwcezas polowe obiecanej kwoty. Skad biorg sie jednak te sposoby podziatu?

Rozwiazanie tej zagadki znalezli dopiero w 1985 roku Robert Aumann

i Michael Maschler. Nie tylko przedstawili oni metode podziatu, ktéra pasuje do
wszystkich trzech scenariuszy, ale tez podali kilka jej uzasadnien. O tej metodzie
i uzasadnieniach pisaliSmy w poprzednim artykule, jednak nie powiedzieliSmy,
skad ta metoda w ogdle si¢ wzieta. Autorzy sami przyznaja, ze metode te
znalezli, uzywajac gier koalicyjnych. O tym, jak mozna to zrobié¢, opowiemy

w tym artykule.

Problem bankructwa matematycznie definiuje si¢ jako ciag nieujemnych liczb
dodatnich (EF;cy,...,c,), gdzie E to majatek, a ¢; < -+ < ¢, to roszczenia
n oséb, ktére (zgodnie z historia powyzej) bedziemy nazywaé zonami, przy czym

majatek E nie przekracza sumy roszezein C' =Y 1 | ¢;.

Metode podzialu znaleziong przez Aumanna i Maschlera obrazowo opisa¢ mozna
systemem naczyni potaczonych znajdujacym sie na rysunku obok. Jest w nim

n naczyn o pojemnosci ¢y, ..., ¢y, kazde zlozone z dwoch poléw potaczonych
bardzo cienka rurka o pomijalnej objetoéci. U podstawy wszystkie naczynia
taczy réwnie cienka rurka. Do tego systemu wlewamy E wody i kazdej zonie
przyznajemy tyle majatku, ile wody znajdzie si¢ w jej naczyniu.

Z uktadu widzimy, ze jezeli majatek jest mniejszy niz polowa sumy roszczen,
czyli E < C/2, to pierwszych k zon (dla pewnego k) dostanie polowe swojego
roszczenia. Pozostate zony podziela sie reszta po réwno, przy czym k
wyznaczamy tak, aby nie dostaly mniej niz k-ta zona. Jezeli E > C/2, to mozemy
mysle¢ o dzieleniu nie majatku, a jego brakujacej czesci — pierwszym k zonom
bedzie brakowalo po polowie ich roszczen, a pozostate tak podziela sie reszta,
aby brakowalo im po tyle samo.

FLatwo sprawdzi¢, ze metoda ta zgadza sie z wariantami problemu bankructwa
opisanymi w Talmudzie.

Mato zon, maly klopot

Zastandéwmy sie, gdzie mozemy znalezé te rzekoma gre koalicyjna?
Przypomnijmy, ze gra koalicyjna to para (N, f), gdzie N jest zbiorem graczy,

a f: 2N — R funkcja, ktéra kazdej grupie graczy, nazywanej koalicjg, przypisuje
pewna warto$¢ (zakladamy f(0) = 0).

Zacznijmy, tak jak w poprzednim artykule, od sytuacji, w ktoérej sa tylko dwie
zony: (Ej;eq,ce). Jak argumentowali w swojej pracy Aumann i Maschler na
podstawie innej historii z Talmudu (sporu o ubidr), podzial powinien wygladaé
nastepujaco. Jezeli majatek jest wigkszy niz zadanie drugiej zony (czyli E > c2),
to cala nadwyzka E — ¢y powinna trafi¢ do pierwszej zony. Analogicznie, jezeli
majatek jest wiekszy niz zadanie pierwszej zony (E > ¢1), to E — ¢; powinno
trafi¢ do drugiej zony. Cala reszte, czyli sporny kawalek, dzielimy po réwno
miedzy zony. Uzywajac notacji (z)4 = max{0,z}, otrzymujemy wyplate zony
ie€{1,2}:

vi= (B —¢)) +5 (B~ (B—e)y — (B—c;)y), diaj={1,2}\ (i)

Podzial ten zgadza sie z metoda Aumanna i Maschlera, dowéd obrazkowy
znajduje si¢ na marginesie.

3
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Rozwigzanie zadania M 1769.

Odpowiedz: n = 1 oraz n > 3.
Dla n = 1, biorac dowolng liczbe calkowita
dodatnig a;, mamy -1 = 1.

Y oaq

Dla n > 3 rozwazmy liczby
a; = (n—1)"""

Wtedy

(it=1,...,n).

ai az An
—_t 4.+ —=
as as ai

:(7171)~n7i1+(n71)"71:

=1+m—-1""".
Zalézmy teraz, ze istnieja dwie rézne
liczby catkowite dodatnie a; i as takie, ze
suma Z—; + Z—f jest catkowita. Niech
a1 = kd, as = 4d, gdzie d > 1 oraz
nwd(k, £) = 1. Wtedy

kd ~td  k®+¢°
ld

kd ke

jest liczba catkowita, co oznacza, ze

kO | k% + 2. W szczegblnosci k | £2, wigc
k =1, gdyz nwd(k, £) = 1. Podobnie

¢ =1, skad a1 = as — sprzecznosé.

Wartoéci Shapleya i Banzhafa to
zasadniczo wazona Srednia tak zwanych
wkladow marginalnych — dla gracza
w grze (N, f) mamy:

ZSQN\{i} wi(S)(f(SU{i}) — f(9))
dla pewnych wag w;(S). Wartosé
Shapleya daje podzial (333,83%,831).
Warto$¢ Banzhafa daje podzial (25,75, 75),
co po znormalizowaniu, aby wartosci
sumowaly si¢ do 200, daje
(28%,852,853).

Lista a = (a1, ...,an) jest wigksza
leksykograficznie niz lista b = (b1, ...,by),
jezeli na pierwszej pozycji, na ktérej listy
sig réznig, warto$é na liScie a jest wigksza
niz na liscie b. Na przyktad lista (1, 3,4)
jest wigksza niz (1, 2, 5).

Przykladowo zysk koalicji {2, 3} to 50, bo
wedlug = otrzymuje ona 75 + 75 = 150,
a sama miataby 100.

Whikliwemu Czytelnikowi zostawiamy
sprawdzenie, czy nukleolus dla
pozostalych dwéch wariantéw
omawianych w Talmudzie, czyli
probleméw bankructwa (100; 100, 200, 300)
oraz (300; 100, 200, 300) rzeczywiScie daje
podzialy (33%,33%,33%) i (50, 100, 150).

Jak mozemy zamodelowac te sytuacje z uzyciem gier koalicyjnych? Mozemy
przyjaé, ze zony sa graczami, i kazdej grupie zon (czyli koalicji) przypisaé
kwote, jaka moze sobie ona zagwarantowaé. Pierwsza zona sama (bez zadnych
negocjacji) potrafi osiagnaé¢ wyplate (E — ¢2)+, po prostu splacajac cale
roszczenie drugiej zony. Analogicznie, druga Zona sama moze osiagnaé¢ (F — c¢1)+.
Razem zony maja do podzialu E. Dostajemy wiec nastepujaca gre koalicyjna:

S |10 {1} {2} {1,2}
)10 (B-c)y (E-a);y E

Podstawowym zagadnieniem w grach koalicyjnych jest wlasnie pytanie o to, jak
podzieli¢ sie wspdlnie uzyskana wyplata: f(IV). Praktycznie wszystkie (rozsadne)
metody podziatu dla tej gry daja dokladnie taki podzial, jaki zdefiniowalidémy
powyzej: kazdej zonie dajemy wartosé, jaka moze osiggnaé¢ sama, a calg reszte
dzielimy po réwno. Swietnie, tu podejécie teoriogrowe daje to, co chcieliémy
uzyskag!

Duzo zon, duzy klopot

A co, kiedy zon jest wiecej? Dzialajmy analogicznie i kazdej grupie zon
przypiszmy, ile moglyby sobie zagwarantowaé, gdyby splacily roszczenia reszty.
Dla og6lnego problemu bankructwa (Fjcy,...,c,) funkcja f zdefiniowana jest

wiec nastepujaco:
F8) =(E~- Y )+
i EN\S
Popatrzmy na gre, jaka powstanie dla problemu bankructwa (200; 100, 200, 300).
S |0 {1} {20 {3y {12} {1,3} {23} {1,2,3}
fS)lo o o o o0 0 100 200

Widzimy, ze w tej grze druga i trzecia zona maja symetryczne role — tak
jak w podziale (50,75, 75) opisanym w Talmudzie. Ponadto pierwsza zona
ma mniejsze znaczenie, co takze si¢ zgadza. Dlatego tez wszystkie sensowne
metody podzialu rozwazane w grach koalicyjnych przypisza pierwszej zonie
mniej, a pozostalym dwoém zonom tyle samo. Jak jednak dostaé¢ konkretnie
te warto$ci? Wartos¢ Shapleya, ktéra pojawila sie na tamach Delty juz
kilkakrotnie, przypisalaby pierwszej zonie 1/6 majatku. Warto$é Banzhafa
(po znormalizowaniu) dalaby pierwszej zonie 1/7 majatku. Okazuje sie
natomiast, ze 1/4 majatku pierwszej zonie i dokladnie taki wynik jak

w Talmudzie daje nukleolus!

O nukleolusie pisaliémy w artykule Jak podzielié lody. .. Aj,. Dla danego
podziatu z, zysk koalicji to jej wyptata pomniejszona o jej wartoéé w grze:
e(S,x) =3 ;cg i — f(S). Zyski wszystkich koalicji uporzadkowane rosnaco tworza
liste zyskow. Nukleolus to taki podzial wyptlaty, dla ktorego lista zyskow jest
maksymalna leksykograficznie. Nukleolus stara si¢ zatem zmaksymalizowaé zysk
koalicji, ktora zyskuje najmniej.

Popatrzmy na zyski koalicji przy podziale x = (50,75,75) (pomijamy koalicje
pusta i koalicje wszystkich zon, bo one maja oczywiscie zerowy zysk).

S [ {1 {23 {3} {12} {13} {23}
e(S,¢) | 50 75 75 125 125 50

Widzimy, ze lista zyskéw to L(x) = (50,50, 75,75,125,125). Najmniejszy zysk
maja koalicje {1} oraz {2,3}. Czy istnieje podzial wyplaty y, dla ktérego wektor
bedzie leksykograficznie wiekszy? Nie, bo przeciez jezeli zmniejszymy wyplate
pierwszej zony y; < 50, to jej zysk spadnie ponizej 50: e({1},y) < 50. Z kolei jezeli
zwiekszymy y; > 50, to ponizej 50 spadnie zysk koalicji {2,3}: e({2,3},y) < 50.
Musi zatem by¢ y; = 50 oraz ys + y3 = 150. Druga i trzecia zona uzyskane 150
musza podzieli¢ po réwno, aby kolejny zysk, jaki pojawia sie na liscie zyskow,
nie byt mniejszy niz 75.

Jak wyglada nukleolus dla dowolnej liczby Zon i dowolnych roszczen? Okazuje
sig, ze dokladnie tak, jak podzial z metody Aumanna i Maschlera. Czemu? To
teraz pokazemy.
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https://www.deltami.edu.pl/2022a/04/2022-04-delta-art-04-skibski.pdf

Precyzyjniej, jezeli & jest nukleolusem dla
problemu odwrotnego, to (¢; — &;)ien jest
nukleolusem dla oryginalnego. Aby to
pokazaé, w ponizszym dowodzie
wystarczyltoby zamieni¢ wode

7z powietrzem.

Dla problemu bankructwa (10;2,4, 4,6, 8)
ponizszy uktad hydrauliczny prezentuje
podzial y = (1,2, 3,4, 1). Zysk koalicji

S ={2,3} to e(S,y) =5, jest to bowiem
koalicja wodna: ilo§¢ wody w naczyniach
zon z S (zakreskowany obszar) jest
mniejsza niz ilo$¢ powietrza

w pozostalych naczyniach (zakropkowany
obszar). Koalicja powietrzna jest np.

S = {3,4,5}.

1/2

3/4 4/6 " 1/8

‘Whioskiem z naszej analizy jest zatem
fakt, ze zysk koalicji jest mniejsza

z wartosci ,ilo§¢ wody w naczyniach zon
z koalicji” oraz ,ilo§¢ powietrza

w naczyniach pozostalych zon”: e(S,z) =

= min{Z,gg Ti ZieN\S(ci B Il)}

Podziat z, jaki dostaniemy

z powyzszego y, jezeli odblokujemy rurki
taczace naczynia. Pierwszg pozycja, na
ktérej podzialy sie réznig, jest j = 3.
Obszary oznaczone (a) i (b) pokazuja, ze
koalicje {j} oraz N \ {j} sa odpowiednio
wodne i powietrzne.

1

Jj J+1

Gdyby podziat y réznil si¢ na kolejnej
pozycji (np. y = (1,2,2,2,3)), to kluczowy
jest fakt, ze wodna koalicja jest {k}, co
pokazuja obszary (c).

(e)

Dowdéd na podstawie artykutu:

Benoit, Jean-Pierre, “The nucleolus is
contested-garment-consistent: a direct
proof”, Journal of Economic Theory 77.1
(1997): 192-196.

Dowéd hydroaerobowy

Skupimy sie na przypadku, kiedy F < C/2: jezeli E > C/2, to latwo mozna
wykazaé, ze nukleolus dla problemu odwrotnego (C' — E;¢q,...,c,) jest
dopetnieniem nukleolusa dla oryginalnego problemu.

Wezmy dowolny podzial x. Zablokujmy rurki taczace naczynia w systemie
hydraulicznym i wlejmy wode tak, aby odpowiadata podziatowi . Czym jest
teraz zysk koalicji S7 Mamy dwa przypadki. Koalicje S nazwiemy wodng,

jezeli majatek nie przekracza roszczenia zon spoza S: E < ZieN\S ¢;. Mamy
woéwcezas f(S) = 01 zysk tej koalicji jest réwny iloSci wody w naczyniach zon

z S: e(S,x) = ), 2. Koalicje nazwiemy powietrzng, jezeli majatek jest nie
mniejszy niz roszczenia pozostatych zon: B> )7, N\s Ci- Jak pokazuja ponizsze
obliczenia, zysk tej koalicji jest natomiast réwny ilosci powietrza w naczyniach
pozostatych zon:

e(Sx) =Y mi—fS)=(E— Y m)—(E— > c)= > (ci—x)
i €S i EN\S i €N\S i EN\S

Jak poznaé, jakiego typu jest koalicja S? Musimy sprawdzi¢, czy cala woda
zmiescitaby sie w naczyniach zon spoza S. W tym celu dla dowolnego utozenia
wody w naczyniach wystarczy poréwnaé ilosé wody w naczyniach zon z S oraz
ilo§¢ powietrza w pozostalych naczyniach. Jezeli wody jest mniej niz powietrza,
to woda sie miesci, wiec mamy koalicje wodna. Jezeli powietrza jest mniej niz
wody, to woda sie nie miesci, i mamy koalicje powietrzna. Jezeli jest tyle samo,
to koalicja jest wodno-powietrzna (i wodna, i powietrzna).

Niech teraz = bedzie podzialem z metody Aumanna i Maschlera, a y dowolnym

innym podziatem. Udowodnimy, ze lista zyskow dla y jest leksykograficznie

mniejsza niz dla z. Niech j bedzie pierwsza pozycja, na ktérej oba podzialty

si¢ r6znia. Zastanéwmy sig, ktore koalicje S przy podziale x maja zysk mniejszy

niz ;7

— Jezeli S jest koalicjg wodna, to aby jej zysk byt mniejszy niz x;, nie moze ona
zawieraé zony j ani zadnej kolejnej (bo xy > z; dla k > j). Stad wniosek, ze
S jest podzbiorem {1,...,5 — 1} i jej zysk wedlug = i y jest taki sam.

— Jezeli S jest koalicjag powietrzng, to aby jej zysk byl mniejszy niz x;, to ani 7,
ani zadna kolejna zona nie moze by¢ poza S. Stad wniosek, ze S zawiera
{j,...,n} oraz podzbiér {1,...,j — 1} i tez ma taki sam zysk wedlug z i y.

Ta analiza pokazuje, ze kazda koalicja, ktéra ma mniejszy zysk niz x; wedlug
podzialu z, ma identyczny zysk wedlug podzialu y. Aby wykazac, ze lista
zyskow dla y jest leksykograficznie mniejsza niz dla x, wskazemy koalicje, ktéra
wedlug y ma mniejszy zysk niz z;, a wedlug x nie.

(a) Jezeli z; = ¢;/2 oraz y; < x;, to taka koalicja jest {j}. Jest to koalicja wodna,
co latwo zobaczy¢, odblokowujac rurki taczace naczynia, czyli w podziale x:
ilos¢ wody w jej naczyniu jest wowczas mniejsza badz réwna iloSci powietrza
w naczyniu kolejnej zony. Jej zysk to zatem y; < x;.

(b) Jezeli z; = ¢;/2 oraz y; > x;, to taka koalicjg jest N \ {j}. Ta koalicja
na pewno jest bowiem koalicja powietrzna: ponownie odblokowujac rurki,
widzimy, ze w podziale = kolejna zona sama ma co najmniej tyle wody, ile
powietrza ma zona j. Jej zysk to zatem c; — y; < x;.

(¢) W konicu jezeli z; < ¢j/2, to j-ta zona i wszystkie kolejne dostaja w x tyle
samo: z;. Skoro y rézni si¢ od x dopiero na pozycji j-tej, to j albo ktéras
z dalszych Zon, powiedzmy k, musi dostawa¢ mniej niz x;. Wéwczas szukang
koalicja jest {k}: jest to koalicja wodna, bo wedlug podziatu = woda z jej
naczynia nawet nie dopelni naczynia j-tej zony (lub kolejnej, jezeli j = k). Jej
zysk to zatem yi < x;.

To konczy dowdd.

Czy autorzy Talmudu znali pojecie gier koalicyjnych i nukleolusa? Jest to raczej
mato prawdopodobne. Niewatpliwie udalo im si¢ jednak wplynaé¢ na rozwdj
teorii gier koalicyjnych, mimo Ze (zgodnie z dostepng aktualnie wiedza) powstala
ona dwa tysiace lat pdzniej.

5



Jak zy¢ tak wysoko, jak?

Jest zimno. Wieje wiatr. Pada $nieg. Trudno oddychaé¢. Chce si¢ jesé, a tu tylko
porosty pod éniegiem. Jak zy¢?

Zycle na
ZY \~®153

Zycie na Ziemi moze trwaé¢ w réznych warunkach. Najlepiej przystosowujace sie
do warunkéw skrajnych sa mikroorganizmy zwane ekstremofilami. Znajdujemy
je w skrajnych temperaturach (gejzerach i na biegunie zimna), pod wysokimi
ci$nieniami (glebiny oceanéw), w rejonach wysokiej radiacji, zasolenia,
srodowiskach kwasnych i zasadowych, wykryto je nawet w asfaltowym jeziorze
na wyspie Trynidad. Badania tych skrajnie dziwnych organizmoéw rozszerzaja
wiedze o zyciu, ale tez umozliwiaja wykorzystanie ich w réznych celach —

od rekultywacji zanieczyszczonych terenéw (pokopalniane haldy, wylewy

ropy naftowej na oceanach) do produkeji enzyméw dla pralnictwa, a takze
pozytecznych i rzadkich odczynnikéw. Byé¢ moze poczatki zycia na Ziemi nalezy
lokalizowa¢ w ekstremalnych warunkach. ..

Dotychczasowa wiedza o ekstremofilnych organizmach i czasteczkach w nich
zawartych nie pozwalala zrozumieé, jakim to sposobem skrajne warunki

nie uszkadzaja waznych dla zycia struktur i proceséw. Dzieki badaniom
molekularnym udalo sie, cho¢ czesciowo, zrozumieé niektére z mechanizméow
ochronnych. Przyjmuje sie, ze ewolucja doprowadzila do niewielkich mutacji
w genach kodujacych biatka ekstremofili. Zmiany te poskutkowaly istotnymi
modyfikacjami przestrzennej struktury lancuchow biatkowych, ktére staly sie
odporne na skrajne warunki. Dane takie uzyskali biofizycy badajacy zjawisko
zaleznoéci funkcji biatka od przestrzennego zwiniecia jego tancucha.

Wiemy juz bardzo duzo o liczbie i rodzajach gatunkéw mikroorganizméw
ekstremofilnych, natomiast od dawna mieliSmy przekonanie, ze wsréd ssakow
takie skrajne formy gatunkowe nie wystepuja (chyba ze wierzyliSmy w yeti).
Tymeczasem trzy lata temu zdumieni naukowcy eksplorujacy wysokie Andy
zaobserwowali na zboczach wygaslego wulkanu, na wysokoéci 6700 m n.p.m. —
mysz! Temperatura nigdy nie wzrasta tam powyzej temperatury topnienia
lodu, a stezenie tlenu osiaga 40% stezenia na poziomie morza. Przypadek
jednostkowy?

Sadzono, ze najwyzej dziko zyjace ssaki to jaki (5000 m n.p.m.) i gérskie kroliki
na zboczach Everestu (6200 m n.p.m.). Nieprzyjazne warunki nie pozwalaja na
wytwarzanie przez maly, stalocieplny organizm wystarczajacych zapaséw energii.
Co prawda od 50 lat znane byty zmumifikowane przez mréz myszy znajdowane
na wysokosciach, w miejscach kultu religijnego Inkéw, sadzono jednak, ze jako
takie byly wnoszone tam przez kaptanéw i wiernych.

A jednak spotkania z zywymi wysokogérskimi myszami powtérzyly sie, oznaczono
ich gatunek jako Phyllotis vaccarum. Aby uzyskaé¢ wiecej informacji, w 2020 roku
w Andy wyruszyly ekspedycje badawcze obejmujace region 21 andyjskich szczytow.
Powyzej 6000 m n.p.m. odnaleziono 13 zmumifikowanych myszy, pojmano takze
500 zywych, reprezentujacych 18 réznych gatunkéw. Poniewaz mieszkaja one 650 m
wyzej, niz przebiega granica roslinnego wzrostu, zbadano DNA pobrany z ich
zotadkow. Na podstawie tych analiz wyciagnieto wniosek, ze jedynym zrédlem
pokarmu znalezionych w Andach ,liSciouchéw” (Phyllotis) sa porosty.

Naukowcy utworzyli takze imitujaca warunki
wysokogérskie laboratoryjna hodowle tajemniczych
andyjskich gryzoni, co umozliwito dalsza, doktadniejsza
ich obserwacje. Teraz do pracy zabrali sie genetycy.
Myszy posegregowano na grupy w zaleznoéci od
wysokosci, na jakiej zostaly schwytane. Ku zdziwieniu
ekologéw, oczekujacych odkrycia nawet nowych
gatunkow, genomy tak pogrupowanych myszy niewiele
réznity sie miedzy sobg oraz od genomu myszy zyjacej
na poziomie morza. Najwyzej mieszkajace myszy réznity
sie genetycznie wewnatrz grupy mniej niz analizowane
myszy z nizin. Takie fakty sugeruja, iz ewolucja tej
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grupy zwierzat zaczela sie raczej od esktremofili
zyjacych wysoko, ktére stopniowo migrowaly w doliny.
Taka ,,odwrécona” ewolucja.

Czytajac o tych zadziwiajacych myszach (maja uszka
przypominajace ksztaltem liscie), pomyslatam takze

o przyszlych (?) podrézach miedzyplanetarnych

i mozliwym pozytku plynacym z badan ekstremofilnych
ssakéw. Ale moze juz lepiej pozosta¢ w warunkach
standardu na Ziemi. .. i zadbaé o jej (Ziemi) i nasz
(ludzi) ekologiczny komfort?

Magdalena FIKUS (magda.fikus@gmail.com)



* Doktorant, Centrum Fizyki Teoretycznej
PAN

Energetyka jadrowa przezywa renesans,

a jej gléwng misjg jest zapewnienie takiej
stabilnosci wytwarzania energii
elektrycznej, jakiej nie daja odnawialne
zrodla energii. O roli energetyki jadrowej
mozna przeczytaé¢ chociazby w:

A. Strupczewski, Energetyka jedrowa
koniecznym elementem elektroenergetyki
polskiej, ,ACADEMIA. Magazyn Polskiej
Akademii Nauk” nr 1(65), 2021.

Szerzej o konstrukcji reaktora pisal
Przemystaw Olbratowski w A?Q.

|| I.I.l.
N
|l ::::..

Schemat rdzenia reaktora jadrowego na
przykladzie reaktora EPR projektu
francusko-amerykanskiego, widok z gory.
Niebieskie i czerwone pola to miejsca na
prety paliwowe. W kazdym takim polu
znajduje si¢ 265 pretéw o dlugodci

okotlo 4,5 m, zawierajacych lgcznie ponad
150 kg dwutlenku uranu. Czarne pola to
miejsca na 24 prety regulacyjne.

Na podstawie Framatome ANP, Inc.,
EPR Design Description, 2005.

.}

Rozwigzanie zadania M 1768.
Wystarczy zauwazy¢, ze

71,:,7:2+y2+22—:l:y—yz—z:r:

—@-"+ -2~ -y 2).

Gotow? Start!
Rozruch reaktora jagdrowego

Jakub KOPYCINSKI*

Wsiadam do auta, zapinam pasy, wciskam przycisk START/STOP (lub
przekrecam kluczyk w stacyjce). W tym czasie rozrusznik pobiera energie
elektryczng z akumulatora i przeksztalca ja w mechaniczna, m.in. obraca wat
korbowy i rozpoczyna prace silnika spalinowego. (Tak w duzym uproszczeniu).
A co sie dzieje, kiedy chcemy uruchomié nie stukonny silnik w aucie, ale reaktor
jadrowy o dziesiatki tysiecy razy wiekszej mocy?

Tylko w latach 2023 i 2024 na calym $wiecie przyltaczono do sieci
elektroenergetycznej (lub trwaja przygotowania do takiego przylaczenia) prawie
pietnascie nowych blokéw jadrowych. Powstaly one m.in. w Chinach, Stanach
Zjednoczonych, a troche blizej Polski — we Francji (Flamanville 3), Finlandii
(Olkiluoto 3) i na Bialtorusi (Ostrowiec 2). Wyglada na to, ze coraz czesciej
naglowki artykuléw beda informowaty: ,Nowy blok jadrowy ruszyl!”.

Zeby odpowiedzie¢ na pytanie, jak wyglada rozruch reaktora, przypomnijmy
pokrotcee, jak to urzadzenie jest skonstruowane. Ot6z typowy rdzen reaktora
(patrz rysunek) sklada sie z pretéw paliwowych zawierajacych zazwyczaj
dwutlenek uranu. Pomigdzy nimi utozone sa prety regulacyjne. Calosé z kolei
znajduje sie¢ w zbiorniku wypelnionym woda.

Kiedy reaktor pracuje, neutron uderza w jadro uranu-235, powodujac
rozszczepienie tego jadra i produkcje kolejnych dwéch albo trzech neutronéw
oraz duzej iloci energii, miliony razy wickszej niz otrzymana w wyniku spalenia
jednego atomu wegla. Takich reakcji nastepuje mnoéstwo, a w ich wyniku woda
zamienia sie w pare, para napedza turbiny, a te z kolei generator produkujacy
energie elektryczna. Neutrony wyprodukowane w wyniku rozszczepienia moga
trafi¢ w kolejne jadra i w ten sposdb podtrzymywana jest reakcja tancuchowa.
Zeby reakcja ta nie byla zbyt gwaltowna, cze$é neutronéw pochlaniana jest
przez prety regulacyjne. Im glebiej do reaktora wpuszczamy te prety, tym wiecej
neutrondéw jest w nich zatrzymywanych. Pozostaje pytanie — skad bierze sie
pierwszy neutron, pierwsze ogniwo tego lancucha?

Wyobrazmy sobie, ze mamy wazacy kilkaset ton rdzen zaladowany $wiezymi
pretami paliwowymi. Czy nie wystarczy podniesé pretéw regulacyjnych,

by reakcja lancuchowa zaszla samoczynnie? Przeciez uran jest naturalnie
promieniotwérczy. Otdz potrzeba czego$ na ksztalt rozrusznika, silniejszego
zrodla, ktore wpompuje duzy strumien neutronéw do $rodka. Do tego stuzy na
przyklad kaliforn-252.

Czemu akurat ten izotop? Po pierwsze uran rozpada sie samorzutnie duzo
rzadziej niz kaliforn. Po wtére za$, w wyniku rozpadu jadra uranu powstaje
$rednio mniej neutronéw niz w przypadku kalifornu. Sam uran produkuje zbyt
malo neutronéw, by rozpoczaé i podtrzymac reakcje tancuchowa. Ta stosunkowo
mata aktywnos$¢ uranu ma swoje dobre strony. Dzieki niej pracownicy zakladow
produkujacych paliwo jadrowe moga bezpiecznie operowaé nawet calymi pretami
paliwowymi.

W ten sposéb mozemy uruchomié¢ reaktor i doprowadzi¢ go do stanu
krytycznego. Jest to, whrew swej nazwie, stan bardzo pozadany, w ktérym
reakcja przebiega stabilnie, ani nie przyspiesza (co moze prowadzi¢ do utraty
kontroli), ani nie spowalnia (co z kolei spowodowaloby potencjalnie jego
wygasniecie). Raz zaladowany reaktor jest w stanie pracowaé¢ od pdlttora

roku do dwéch lat. Po tym okresie reaktor wylacza sie, a okolo 1/3 pretéw
paliwowych wymienia na nowe. Warto dodaé, ze przy ponownym wlaczeniu
nasz kalifornowy rozrusznik nie jest niezbedny. W uzywanym paliwie odkladaja
sie atomy chociazby ameryku, neptunu czy plutonu, ktére maja juz potencjal
rozpoczecia kolejnego cyklu reaktora.
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Nie wspomnialem jeszcze o bardzo waznym zagadnieniu, ba, w dzisiejszym
przemysle jadrowym absolutnie priorytetowym — o bezpieczenstwie. Zanim
reaktor w ogéle zostanie uruchomiony, podlega rygorystycznym testom.
Sprawdza sie zachowanie reaktora w przypadkach takich, jak awaria turbiny,
utrata zewnetrznego zasilania czy problem z obiegiem wody chtodzacej —
wladciwie we wszystkich istotnych sytuacjach zwigzanych zar6wno z normalna
eksploatacja, jak i awariami elektrowni.

Przy okazji opowiedzmy, jak dokonaé¢ wyltaczenia reaktora. Dokonuje sie tego
poprzez uzycie pretow regulacyjnych. Opuszczajac je, wygaszamy powoli reakcje
tancuchowa. W przypadku awarii reaktor powinien wylaczy¢ si¢ automatycznie.
Nalezy pamietaé, ze nawet wygaszony reaktor nadal wydziela energie zwana
cieplem powylaczeniowym. Musi by¢ ono odprowadzane za pomoca ukladéw
chlodzenia, mimo ze po wylaczeniu moc reaktora spada do utamkoéw procenta
mocy, z ktéra na co dzien pracuje.

Swiezo wybudowane bloki jadrowe beda mogly pracowac¢ przez ponad pét wieku,
dajac ludziom i przemystowi dostep do energii elektrycznej nieprzyplaconej
emisjami gazéw cieplarnianych. Czes¢ z nich zastapi stopniowo juz wylaczane
reaktory poprzedniej generacji, a inne — tak jak w przypadku Polski — beda
pierwszymi tego typu obiektami w historii swojego kraju.

BV

/) i

Problemy z dowodem prawa pdol w Principiach Newtona?

* Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

MATEMATYCZNE ZASA
FILOZOFII NATURALNEJ
@:.ﬁ.’, ~

Isaac Newton, Matematyczne Zasady
Filozofii Naturalnej, Copernicus Center
Press, 2015

Rys. 1. Drugie prawo Keplera to
szczegblny przypadek prawa pol

Grzeqorz LUKASZEWICZ*

Artykul ten poswiecam pamieci profesora Tadeusza Nadziei, bliskiego kolegt,
fascynata historii matematyki.

Twierdzeniem, od ktérego zaczynaja sie Principia, jest nastepujacy
fundamentalny rezultat.

Teza I. Twierdzenie I. Ksiega I (prawo pol). Powierzchnie zakreslane przez
pociggniete do nieruchomych centrow sit promienie wodzgce krgzZgcych cial

lezg we wspdlnych plaszczyznach i sq proporcjonalne do czaséw, w ktorych sq
zakreslane. [Newton, 2015]

Chodzi tu o centralne pole sit, a wigc uktad, w ktérym sita dzialajaca na

cialo P jest proporcjonalna do wektora OP (wektora wodzgcego), gdzie O jest
ustalonym punktem (centrum sily). Wéwczas w réwnych odstepach czasu
wektor wodzacy zakredla figury o rownym polu. Mozemy rozsadnie przyjaé, ze
Newtonowi chodzilo o dowolne ciagle pola sit i gladkie orbity. Celem Principiow
byto bowiem badanie realnego $wiata fizycznego, w szczegélnosci Ukladu
Stonecznego, a nie budowanie abstrakcyjnej teorii matematycznej. Przyktadem
opisanej tu sytuacji jest drugie prawo Keplera, w ktérym centrum sity jest
umieszczone w nieruchomym Stoncu, a cialami przyciaganymi przez nie sa
planety poruszajace si¢ po orbitach eliptycznych (rys. 1).

Michael Nauenberg w [Nauenberg, 2003] napisal, ze ,,Stusznie uwaza sie

te teze za kamien wegielny Principiow, poniewaz proporcjonalnosé miedzy
obszarem omiatanym przez wektor promienia orbity a upltywajacym czasem
umozliwila Newtonowi rozwiazywanie probleméw dynamicznych metodami
czysto geometrycznymi, uzupelnionymi przez argumenty ciaglego przejscia do
granicy, ktore sam rozwinal”.

Odnotujmy, ze Twierdzenie méwi o dwbdch wiasnosciach ruchu:

Wlasno$é 1. ruch odbywa sie w nieruchomej plaszczyZnie;
Wilasnosé 2. pola powierzchni zakreslonych przez promien wodzacy sa
proporcjonalne do czaséw, w ktorych sa zakreslone.
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Rys. 2. Ruch po trajektorii PQ to
odchylenie ruchu bezwtadnego w kierunku
PL spowodowane cigglq silg dzialajaca
w kierunku centrum S. Po pewnej

chwili h cialo znajduje si¢ w punkcie Q
(zamiast w punkcie L). Miarg tej sily

w punkcie P jest granica
limy, 0 (LQ/h?).

Odchylenie wzdluz przekatnej PQ
réwnolegtoboku PGQL odpowiadatoby
hipotetycznej sile impulsowej

w punkcie P, dla ktérej powyzsza granica
jest nieskonczona.

-]

Rozwigzanie zadania F 1087.
Postuzymy sie analiza wymiarows,
zaktadajac, ze poszukiwana zalezno$é ma
postad:

f= Ap(:,,ybrc'
Uzgodnijmy wymiary lewej i prawej
strony réwnania na f. A jest
bezwymiarowg stala. W ukladzie SI
f ma wymiar 1/s, p ma wymiar kg/mg,
a v wymiar N/m = kg/sz. Przyréwnujac
potegi, w jakich jednostki s, kg i m
wystepuja po obu stronach zalezno$ci,
otrzymujemy ukltad réwnan:
2b=1; a+b=0; ¢c— 3a =0, ktérego
rozwigzaniem sg: b = —a = 1/2 oraz
¢ = 3a = —3/2. Ostatecznie:

5
AL
pri

Analiza wymiarowa nie pozwala
wyznaczy¢ wspélezynnika A. Jego
warto$¢ zalezy od rodzaju drgania
(odksztalcenia wzgledem powierzchni
sferycznej). Odpowiednie wzory podal
Lord Rayleigh (Proceedings of the Royal
Society of London 29, 1129 (1879)). Dla
drgania ,podstawowego” (tj. o najnizszej
czestoéci) A = V/8/(27) ~ 0,45.

Metoda ,,drgajacej kropli” jest stosowana
do wyznaczania wspdélczynnika napiecia
powierzchniowego cieczy, np. cieklych
metali. Pomiar szybkodci ttumienia drgan
pozwala dodatkowo, w tym samym
pomiarze, wyznaczy¢ takze lepkosé cieczy.

f=

Rys. 3. Aproksymacja orbity

Analityczny dow6d prawa poél

Wspdlcezesny dowdd Twierdzenia I, standardowo przytaczany w podrecznikach
fizyki, opiera sie na pokazaniu, ze wektor momentu pedu L=7x p ciala

0 masie m poruszajacego sie w centralnym polu sit f nie zmienia sie w czasie;
jest to réwnowazne tezie Twierdzenia I.

Dowdd jest nastepujacy. Rézniczkujac L wzgledem czasu, otrzymujemy:

L dit e 9
oz _ 2 7x L —,
at —dt P dt
gdyz Z—f =v= % oraz ‘;—f = f, a iloczyn wektorowy wektoréw wspotliniowych

jest réwny zeru. To oznacza, ze wektor L jest niezmienny w czasie. Stalo$é¢ jego
zwrotu dowodzi wlasnosci 1, a staloéé¢ jego dtugosci — wiasnosci 2.

Trudnosci interpretacyjne Principiéw

Wobec nieostrosci okreslen w Twierdzeniu I, w jego dowodzie przedstawionym
ponizej, a takze w calych Principiach, Czytelnikowi naleza sie pewne
wyjasnienia. Otéz w swoim opus magnum Newton okresla podstawowe pojecia
nie zawsze w tych miejscach, w ktérych powinny byé precyzyjnie zdefiniowane,
wedlug naszych standardéw. Robi to jakby przy okazji, przewaznie tam, gdzie
ich uzywa w subtelniejszych dowodach. Nierzadko trzeba rozszyfrowywac,
jakie znaczenie danego okreslenia mial na mysli. Na przyklad komentatorzy
nie sg zgodni, czy w podstawowym dla calej teorii drugim prawie ruchu

sita jest impulsowa, czy ciggla [Pourciau, 2016]. Nalezy si¢ wielu rzeczy
doszukiwaé z kontekstow rozrzuconych po calych Principiach. Dotyczy to tez
pojecia sity uzytego w powyzszym twierdzeniu. Stad wtasdnie, paradoksalnie,
Principia sa dzielem aktualnym, zywym i inspirujacym, dzielem otwartym.
Inspiruja one kazdg kolejna generacje w nieco odmienny sposob, wlasnie dzieki
obecnym w nich mozliwosciach interpretacyjnych, ,,dziurach” czy pozornych
sprzecznosciach, oczywiscie w polaczeniu z rewolucyjnym charakterem samego
dzieta. Notabene opisane wyzej wlasnosci Principiow, przetomowego dzieta
naukowego, sa wspOlne takze dla wielu najwybitniejszych dziel religii, filozofii
i literatury.

Na potwierdzenie faktu, ze deszyfracja, bo tak trzeba nazwaé¢ odczytywanie
Principiow, jest bardzo trudna nawet dla znawcéw przedmiotu, podajemy dwa
konkretne przyktady. W artykule [Nauenberg, 1994] przedstawione sa (wraz

z obszernym komentarzem) dwie rézne opinie dotyczace kwestii podstawowej:
czy w Principiach znajduje sie dowod, ze prawo grawitacji Newtona implikuje
orbity stozkowe? Natomiast w artykule autora z AL) zarysowana jest historia
stynnego Lematu XXVIII w Principiach, dotyczacego niewspélmiernosci pola
wycinka owalu i opisujacej ten wycinek prostej, gdzie trwajace ponad trzy
stulecia zarzuty wobec jego dowodu znikaja dopiero po zrozumieniu, co Newton
uwazal za owal.

W tym artykule skupimy si¢ gléwnie na rozwazaniach dotyczacych Wiasnosci 1.
Dowdéd prawa pdél w Principiach

Ponizszy dowdéd Twierdzenia I, przedstawiony przez Newtona w Principiach, jest
opatrzony rysunkiem 3.

Zatozmy, Ze czas podzielono na jednakowe cze$ci i niech w pierwszej cze$ci

tego czasu cialo — pod dzialaniem bezwladnosci (vis insita) — porusza sie po
odcinku AB. W drugiej czesci tego czasu, przy braku bodzca, ruch zostalby,

na podstawie pierwszego prawa Newtona, podobnie przedluzony prosto do c
wzdiuz odcinka Be, réwnego odcinkowi AB, tak wiec promienie AS, BS, ¢S,
pociggniete do centrum, wyznaczylyby jednakowe powierzchnie ASB i BSc.
Zatozmy jednakze, zZe gdy ciato pojawia sie w B, dziata na nie nagle mocny
impuls sily dosrodkowej, ktory odchylajoc cialo z prostej linii Be, zmusza je do
kontynuowania ruchu wzdluz prostej linit BC'. Narysujmy odcinek cC réwnolegly
do BS i przecinajgcy sie z BC w punkcie C. [Na mocy Wniosku 1 z Praw], na
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Rys. 4. Rysunek do Lematu III, Ksiegi I,
pokazujacy aproksymacje pola pod ciagla
krzywa przez sume pél prostokatéw w nig
wpisanych i na niej opisanych.

‘W Lemacie IIT Newton dowodzi, ze gdy
podstawy tych prostokatéw sg coraz
mniejsze, to obie sumy daza (z doltu

i z géry, odpowiednio) do pola pod
krzywa a,c, E.

A

Rys. 5. Orbita i jej aproksymacja

Rys. 6. Aproksymacje orbit w polu sity
centralnej proporcjonalnej.

(1) do T%: (A) — diagram z De Motu
Newtona rozszerzony o 4 dodatkowe
impulsy, (B),(E) — orbity eliptyczna

i hiperboliczna z centrum sity w ich
ogniskach,

(2) do T% (F) — orbita spiralna

(Inr = ab),

(3) do r: (C) — orbita kolowa z centrum
sity w §rodku okregu, (D) — orbita
eliptyczna z centrum sity w $rodku elipsy.
[Nauenberg, 2018]

koncu drugiej czesci czasu ciato znajdzie sie w C, we wspolnej plaszczyinie

z trajkgtem ASB. Polgczmy S i C i zauwazmy, zZe skoro SB i Cc sqg réwnolegle, to
powierzchnia trdjkata SBC bedzie réwna powierzchni tréjkata SBe i stad rowna
tez powierzchni trojkgta SAB. Z podobnych przyczyn, jezeli sita dosrodkowa
dziata kolejno w punktach C', D, E itd. © zmusza ciato w kazdej pojedynczej
chwili czasu do zakreslania prostych odcinkéow CD, DE, EF itd., wszystkie

one bedq lezaly w tej samej plaszczyinie, a powierzchnia trojkgta SCD bedzie
rowna powierzchni trojkgta SBC, powierzchnia SDE réwna powierzchni SCD,
powierzchnia SEF réwna powierzchni SDE. I dlatego w jednakowych czasach
sq zakreslane jednakowe powierzchnie lezgce w jednej nieruchomej plaszczyzinie
1 — na zasadzie lgczenia — wszelkie sumy tych powierzchni, takie jak SADS,
SAFS, majg sie do siebie tak, jak czasy, w ktérych sq zakreslane. Niech teraz
liczba tych trojkgtow bedzie zwiekszona, a ich szerokosé zmmniejszona in infinitum.
[Na podstawie Wniosku 4 z Lematu III] ich ostateczna zewnetrzna granica ADF
bedzie linig krzywq i dlatego sita dosrodkowa, przez ktorg ciato jest ustawicznie
odciggane od stycznej do tej krzywej, bedzie dzialala w sposdb ciggly, a kazda

z zakreslonych powierzchni SADS, SAFS, ktore sq zawsze proporcjonalne do
czasow zakreslania, bedzie — rowniez w tym przypadku — proporcjonalna do tych

czasow. Q.E.D. [Newton, 2015].

Od czasu publikacji Principiow dowod ten byl i nadal jest komentowany,
krytykowany lub broniony przez kolejnych autoréw. Pierwsze zarzuty, jakie
sformutowano wobec dowodu Twierdzenia I — poczynajac od samego Edmonda
Halleya, promotora Principiow — dotyczylty argumentu przejscia do granicy

w jego koncowym fragmencie, rozpoczynajacym sie od stow Niech teraz liczba
tych trojkgtow bedzie zwiekszona, a ich szeroko$é zmniejszona in infinitum.
Rzeczywiscie, argumentacja Newtona jest tu dos¢ enigmatyczna. Pewne
uzupelnienie tego fragmentu dowodu zaproponowane jest w [Nauenberg, 2003].

Zastrzezenia wobec dowodu Wiasnosci 1

Calkiem niedawno Bruce Pourciau [Pourciau, 2016] stwierdzil, ze w dowodzie
jest luka natury logicznej i dotyczy wlasnosci ,,ruch odbywa sie w nieruchomej
plaszczyznie”. Natomiast po przesunieciu tej wlasnosci z tezy do zalozen
Twierdzenia I dow6d Newtona mozna juz przedstawié precyzyjnie, dokonujac
niewielkich zmian i uzupelnien. Taka modyfikacja prawa pdl oczywiscie je
ostabia. Gdybysmy mogli poprosi¢ Sir Isaaca o uzupelnienie jego wlasnego
dowodu, moze by nam pomégl, gdyz luka wyglada na istotna.

Zauwazmy bowiem, ze nawet gdybysmy nie wyrazali ewentualnych zastrzezen
wobec arqgumentu przej$cia do granicy, to na podstawie odniesienia do Wniosku 4
z Lematu IIT w dowodzie Twierdzenia 1 oraz samego Lematu III opatrzonego
rysunkiem 4 mozemy wnioskowaé, iz Newton milczgco zatozyt, ze wielokat
A,B,C,D,E F, ... jest wpisany w ciagla orbite poruszajacego sie ciata. W takim
razie sama orbita jest plaska, ale to wlasnie nalezy pokazaé. Konstrukcja
Newtona dotyczylaby zatem tylko orbit plaskich dajacych si¢ aproksymowac,

w sensie pola, wielokatami w nie wpisanymi.

Czy Newton mogtby popelnié tak elementarny blad? Wydaje sie to mato
prawdopodobne.

Szkic dowodu prawa pol w wersji ostabionej

Jak mozna doprecyzowaé¢ powyzszy dowdd prawa pél przy zalozeniu, ze orbity
leza w nieruchomych plaszczyznach? Pourciau zaproponowal odpowiednie
przeformulowanie dowodu [Pourciau, 2016], ktére tutaj zarysujemy.

Nalezy zaczaé od orbity. Niech pierwsze cialo porusza si¢ w polu centralnym
wokoét punktu S, po plaskiej orbicie. Zatézmy, ze w czasie od 0 do At
pokonuje ono tuk AB (patrz rys. 5). Przyjmijmy teraz, ze drugie cialo,
identyczne z pierwszym, pokonuje w tym samym czasie droge z A do B
ruchem jednostajnym po odcinku. Gdyby pozostalo bezwladne, w odstepie At
pokonaloby odcinek Be takiej samej dlugosci. Zalézmy jednak, ze w chwili At
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Rys. 8. Czes¢ listu Newtona napisanego
do Davida Gregory’ego w 1694 r.,
wyjadniajacego, jak postepowadé

w przypadku odwrotnego szescianu
uzytego we Wniosku III

dziata na nie impuls sily do$rodkowej, zmieniajac jego predko$é¢ o wektor
réwnolegly do SB w taki sposob, ze odcinek BC' pokonany w odstepie At
konczy sie ponownie na docelowej orbicie. Réwnosé pdl trojkatéw SAB, SBe,
SBC wynika wtedy z przystawania AB = Be i réwnoleglosci ¢C' || SB. Podobnie
kazdy kolejny trojkat zakreslony w odstepie At ma to samo pole.

Oczywiscie i w tym przypadku konieczny jest odpowiedni argument przy
przejéciu do granicy At — 0. Obszerne rozwazania dotyczace tego punktu mozna
znalezé w [Pourciau, 2016], patrz takze [Nauenberg, 2003, 2018].

Domysty dotyczace brakujacej czesSci dowodu Twierdzenia I

Wobec naszego przekonania, ze Newton nie moégt popelnié¢ opisanego wyzej
elementarnego btedu logicznego, oraz wobec prostoty argumentéw dowodu
analitycznego narzuca sie wrecz konstatacja, ze by¢ moze brakujaca czeéé¢
dowodu Twierdzenia I znalazla sie w manuskrypcie Principiow, lecz Newton
wykreslit stosowne uzasadnienia w momencie przekazywania dzieta do druku,
uznawszy je ostatecznie za tatwe do uzupelnienia przez czytelnikéw pokroju
Huygensa i Leibniza. Nalezy tu zaznaczy¢, ze koszty druku tak obszernego
dzieta byly wysokie. Pokryt je osobiscie Edmond Halley, gdyz Towarzystwo
Kroélewskie byto sptukane i moglo da¢ tylko swoje imprimatur, udzielone latem
1886 roku przez przewodniczacego Samuela Pepysa; jego nazwisko znajduje

sie dzigki temu na karcie tytutowej (rys. 7). To jednak tylko domysty, bowiem
kluczowe arkusze manuskryptu Principiow nie zostaly odnalezione. Nalezy tez
wziagé pod uwage fakt, ze w Principiach Newton stosowal polityke ukrywania
dowodow analitycznych stojacych za konstrukcjami geometrycznymi. Koronnym
przykladem jest jego dowdéd Wniosku IIT do Tezy XLI Zadania XXVIII.

Teza XLI. Zadanie XXVIII. Zakladajgc sile dosrodkowq dowolnego rodzaju
1 przyjmujgoc kwadratury figur krzywoliniowych, nalezy znaleé zarowno krzywe,
po ktorych ciala bedg sie poruszal, jak i czasy ich ruchow po tak znalezionych
krzywych [Newton, 2015].

Ogodlne relacje dotyczace krzywych i czaséw, ktére otrzymal Newton, sa
réwnowazne reprezentacjom catkowym z wspolczesnych podrecznikéw. Uwaga
o kwadraturach dotyczy mozliwoéci obliczenia catek. Po podstawieniu pod catke
danych dla newtonowskiego pola grawitacyjnego otrzymujemy krzywe stozkowe.
We Wniosku IIT do tego twierdzenia Newton opisal tez — w syntetycznej,
geometrycznej formie — krzywe dla sity proporcjonalnej do odwrotnoéci szeScianu
odleglosci od centrum. Wymagato to obliczenia trudnych catek, ktérych jednakze
Newton nie uznal za stosowne przytoczy¢. Zakonczyt za to swéj dowdd uwaga,
ktéra mogla sfrustrowaé kazdego czytelnika.

» Wszystko to wynika z poprzedniej Tezy XLI na drodze kwadratury odpowiedniej
krzywej, opis wyznaczania ktorej, jako dostatecznie tatwy, dla zwiezlosci
opuszcze”. [Pask, 2013]

Collin Pask dodaje: Nic dziwnego, Ze Newtonowi udalo sie zdenerwowac tak
wielu ludzi! Jedng z 0s6b, ktdre poprosily Newtona o pomoc, byt David Gregory,
i w 1694 roku Newton napisal do niego, wyjasniajgc, jak to dziata. O dziwo, list
przetrwal { widaé (rys. 8), Ze Newton uzywa do przeprowadzania catkowania
formy rachunku rézniczkowego, ktora jest nam dzisiaj dobrze znana.
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Nie wiem, czy wiesz. .. Pawel Rafal BIELINSKI*

* Nauczyciel, Warszawa

W przekonaniu autora, a wigc i w tekscie,
0 zalicza si¢ do liczb naturalnych.

W wyniku omawianych zdarzeri zaden

z Wikingéw nie doznal uszczerbku na
zdrowiu. Kazdy predko wrécil ze swojej
wyprawy, bo czego$ si¢ tam przestraszyl.

Roéwniez bohaterowie moga odetchnadé
z ulga dopiero w dniu masowego
wyplyniecia mniej dzielnych Wikingéw.

W niniejszym tekscie zapoznamy sie z sytuacjami, w ktorych interesujaca role
odgrywa wiedza lub niewiedza pojawiajacych sie postaci. Istotna moze by¢

tez ich wiedza o niewiedzy innych itd. Prezentowane scenariusze to wtasciwie
zagadki, w zwiazku z tym najwiecej radosci mozna uzyskaé, probujac rozwiazac
je samodzielnie przed przeczytaniem wyjasnienia.

Geniusze

Dwoém geniuszom wreczono — w wielkiej tajemnicy — po jednej liczbie naturalnej,
przy czym wiadomo byto, Ze sa to liczby rézniace si¢ doktadnie o 1. Geniusze siedza
naprzeciwko siebie i na zmiane zadaja sobie nawzajem pytanie: ,,Czy znasz moja
liczbe?”. Uzasadnij, ze predzej czy p6zniej padnie odpowiedz twierdzaca.

Wyjasnienie. Geniusza, ktéry jako pierwszy zadaje pytanie, nazwijmy Alojzem,
a drugiego — Bernardem. Gdyby Bernard mial liczbe 0, to znalby liczbe

Alojza. Istotnie, jedyna liczba naturalng sasiadujaca z zerem jest 1. Zatem,
odpowiadajac negatywnie, Bernard podaje do publicznej informacji, ze jego
liczba nie jest 0. Podobnie zapytany wowczas Alojz, jesli nie odpowie twierdzaco,
to ujawnia informacje, iz jego liczba nie jest réwna 0. Analogicznie, kolejne dwie
negatywne odpowiedzi wykluczajg u obu geniuszy liczbe 1, a jeszcze kolejne —
liczbe 2 itd. Ogdlnie, po 2n pytaniach jest wiadomo, ze nie jest mozliwa zadna
liczba mniejsza niz n. Jezeli wigc geniuszom wreczono liczby n oraz n + 1, to
nie pozniej niz w tym momencie geniusz z mniejsza liczba musi odpowiedzie¢
twierdzaco. Istotnie, od poczatku wiedzial, Ze drugi geniusz ma albo liczbe n — 1,
albo n 4 1, a pierwsza z nich zostata juz wykluczona.

Niedzielni Wikingowie

Na odleglej wyspie mieszkalo dwustu Wikingéw, o ktérych powszechnie
wiadomo, co nastepuje.

1) Kazdy Wiking jest mistrzem logiki.

2) Kazdy z nich jest bohaterem albo tchérzem. Te dwa rodzaje Wikingéw
bedziemy okresla¢ typami, a sama ceche — dzielnoscig.

3) Zaden z nich nie zna swojego typu. (Z wlasnej perspektywy nawet paniczna
ucieczka moze przypominaé blyskotliwe natarcie, a zeznania kolegéw nie
muszg byé wiarygodne).

4) Kazdy zna typ kazdego z pozostalych. (Patrzac trzezwo, da si¢ odréznié
paniczna ucieczke od blyskotliwego natarcia).

5) Wiking, ktéry w jaki$ sposéb wywnioskuje, ze jest tchérzem, przy
najblizszym zachodzie stonca odplynie samotnie, by zdobywa¢ chwale
w nieznanych krainach.

Pewnego dnia, kiedy wszyscy Wikingowie przebywali w sali biesiadnej, ukazal
sie tam Godny Zaufania Odyn, ktéry oznajmil im, ze nie wszyscy sa bohaterami.
Przez pewien czas skutki objawienia nie ujawnialy sie, dopiero setnego dnia grupa
zhanbionych Wikingéw odplyneta w sing dal. Ilu bohateréw mieszkato na wyspie?

Wyjasnienie. Rozwiazanie tej zagadki okazuje sie zaskakujaco podobne do
poprzedniego.

Przypus$émy, ze na wyspie zyl tylko jeden tchorz. Taki Wiking wiedzialby, ze
wszyscy pozostali sa bohaterami, a wigc z informacji od Odyna wywnioskowalby
swdj typ i odplynal. W takim razie juz drugiego dnia (tzn. nazajutrz od
objawienia) staje si¢ powszechnie wiadomym, ze tchérzy na wyspie jest

co najmniej dwoch. Ogdlnie, jezeli dnia n-tego bylo wiadomo, ze tchorzy

jest co najmniej n, to musi zdarzy¢ si¢ jedna z dwbch rzeczy.

A) Jedli tchorzy jest dokladnie n, to kazdy z nich wie o n — 1 tchérzach wéréd
pozostatych Wikingéw. Potrafi wiec wywnioskowaé, ze sam jest tchérzem,
i uda sie na wyprawe. Dotyczy to kazdego Wikinga tchérzliwego typu, skad
wynika, ze numer dnia jest réwny liczbie tchorzy.

B) Jezeli tchorzy jest wiecej niz n, to nikt nie moze ustali¢ swojego typu, wiec
nie wyrusza na wyprawe. Wobec A) oznacza to jednak, ze dnia n + 1 wszyscy
juz wiedza, ze liczba tchorzy wynosi co najmniej n + 1.
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Widzimy wiec, ze na wyspie musiato zy¢ doktadnie

stu tchérzy, a wiec takze stu bohaterow. .. oczywiscie
zakladajac, ze informacja przekazana przez Odyna byla
zgodna z prawda. Uzupelnienie tej luki stanowi tresé
jednego z zadan.

Historia ta jest o tyle intrygujaca, ze Odyn na pozor
nie podal Wikingom zadnej nowej informacji. Kazdy
przeciez dobrze wiedzial, ze w ich gronie sa tchoérze.
Jest to pewien paradoks, ktéry, zdaniem autora, mozna
jednak rozwiazac.

Zeby lepiej zrozumieé istote tego niecodziennego
zjawiska, wyobrazmy sobie wyspe, na ktérej mieszkalo
tylko dwéch tchérzy.

Omoéwiona tu sytuacja jest nieco zawila, ale wierzymy w Czytelnika.

Wéwczas rzeczywiscie kazdy wie o obecnosci tchérzy,
ale pierwszy tchorz nie wie, ze drugi wie! I wlasnie
tego dowiedzialby sie dzieki objawieniu. Jezeli tchorzy
byloby trzech, powiedzmy Alaf, Belaf i Celaf, to

np. Alaf wie, ze Belaf wie o obecnosci tchérzy, ale

nie ma podstaw sadzi¢, ze Belaf wie, ze Celaf wie.
Istotnie, Alaf, nie znajac swojego typu, musi sie

liczy¢ z mozliwoécia, ze jedynymi tchorzami sa Belaf

i Celaf (a woéwczas Belaf nie wiedzialby, ze Celaf wie).
Analogicznie uzasadniamy, ze cho¢ poczatkowo kazdy
wiedzial o obecnoéci tchorzliwych Wikingéw, to dopiero
po objawieniu stalo sie to wiedzg powszechng. To znaczy,
ze nie tylko kazdy o tym wie, ale tez kazdy wie, ze
kazdy wie, oraz kazdy wie, ze kazdy wie, ze kazdy wie,
i tak dalej... Ponadto kazdy wie, w ktorej chwili sie

ta wiedza upowszechnita. Dzieki temu mozliwe jest
przeprowadzenie przez mieszkancéw wyspy calego
opisanego powyzej rozumowania.

Zauwazmy jeszcze, ze do uruchomienia przedstawionej
reakcji tancuchowej wystarczytoby podanie do
publicznej wiadomosci prostego wniosku ze stwierdzenia
,»,8a8 wsréd nas tchorze i od teraz powszechnie o tym
wiadomo”, mianowicie: ,,jesli wsréd nas jest tylko jeden
tchérz, to odptynie dzis”. Jest on wart wypowiedzenia,
bo eksponuje znaczenie czasu i rozumowania nie
wprost.

Cérki
Rozmowa dawnych przyjaciél w autobusie:

— Kiedy ostatnio si¢ widzielismy, bylte$ krotko po lubie.
Doczekates si¢ juz dzieci?

— Owszem, mam trzy corki.

— Wspaniale! W jakim wieku?

— lloczyn ich wiekéw, w latach, wynosi 36, a suma ich
wiekéw jest rowna liczbie pasazeréw tego autobusu.

— Rozumiem, ale nadal nie wiem, ile maja lat.

— Najstarsza gra na pianinie.

- OK, teraz juz wiem!

Ile lat maja rzeczone cérki?

Wyjasnienie. Liczba 36 jest iloczynem trzech liczb
naturalnych na zaledwie kilka sposobow. Wypiszmy
je, notujac od razu sumy owych czynnikéw.
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36 =1-1-36, suma 38
36 =1-2-18, suma 21
36 =1-3-12, suma 16
36=1-4-9, suma 14
36=1-6-6, suma 13
36=2-2-9, suma 13
36 =2-3-6, suma 11

36 =3-3-4, suma 10

Zauwazmy, ze dla uczestnikéw rozmowy liczba
pasazeréw jest znana. Mimo to ustalenie wiekéw cérek
nie byto od razu mozliwe. Oznacza to, ze pasazeréw
musialo by¢ 13, poniewaz kazda inna suma odpowiada
tylko jednemu rozktadowi liczby 36 na czynniki.

Przy okazji, kiedy ci dwaj przyjaciele widzieli si¢ poprzednim razem?

Biorac to pod uwage, rozumiemy juz, w jaki sposéb
wtret dotyczacy gry na pianinie pozwolil ustali¢ wiek
kazdej z cérek: istnienie najstarszej wyklucza rozkltad
1-6-6, pozostawiajac tylko 2-2- 9.

A ty wiesz? (rozwiazania czesci zadan na str.

1. Popraw rozumowanie przedstawione w wyjasnieniu
zadania ,,Geniusze”, aby uzasadnié¢, ze twierdzaca
odpowiedZ musi pa$¢ nie p6Zniej niz w (n + 2)-gim
pytaniu (n nadal jest mniejsza z tajemniczych liczb).
Dziekuje Wojciechowi Przybyszewskiemu za zwrdcenie mojej uwagi na
fakt opisany w zadaniu 1.

2. Dwoém geniuszom wreczono — w wielkiej tajemnicy —
po jednej liczbie naturalnej, przy czym wiadomo, ze sa
to liczby rézniace sie o: a) co najwyzej 3; b) dokladnie
3. Geniusze siedzg naprzeciwko siebie i na zmiane
zadaja sobie nawzajem pytanie: ,Czy znasz moja
liczbe?”. Czy jest pewne, ze w konicu padnie twierdzaca
odpowiedz?

3. Przypomnijmy sobie scenariusz zadania ,,Niedzielni
Wikingowie”. Nadal jawnie obowiazuja zasady 1)-5),
a ponadto wiadomo, ze grupa Wikingéw wyplyneta
setnego dnia po objawieniu. Uzasadnij, ze deklaracja
Odyna byla zgodna z prawda.

4. Przypomnijmy sobie scenariusz zadania ,,Niedzielni
Wikingowie”. Jak zmienitby sie przebieg wydarzen,
gdyby ktéregos dnia trzech Wikingéw wybralo sie na
niezwigzana z hanbg wyprawe trwajaca trzy tygodnie?
Ustal, jak odpowiedz zalezy od numeru dnia i liczby
tchérzy w owej trdjce.

5. Podaj przyktad liczby, ktéra mozna by zastapié 36
w zadaniu ,,Cérki”.

6. Na niewielkiej wyspie mieszka n = wiele racjonalnych
i genialnych lwéw. Lew nigdy nie zje innego lwa

i jest w stanie przezy¢, jedzac drobne wyspiarskie
zwierzatka. Najsmaczniejsza jest jednak zaczarowana
koza, ktéra jako stworzenie bezbronne i pozbawione
instynktu samozachowawczego znakomicie nadaje sie
na przystawke. Klopot w tym, ze lew, ktéry pozartby
zaczarowana koze, sam si¢ w nig zamieni. Lwy nie
majg nic przeciwko byciu kozg, natomiast bycie
szybko zjedzona koza nie jest perspektywa ani troche
atrakcyjna. Znajdz wszystkie wartosci liczby n, dla
ktérych koza zostanie zjedzona.



7. Lolek i Tola napisali na karteczkach po liczbie
naturalnej, po czym przekazali je w tajemnicy Bolkowi.
Bolek wzial dwie karteczki, na jednej z nich napisal
sume, a na drugiej — iloczyn otrzymanych liczb.
Nastepnie zjadl obie otrzymane karteczki i jedna

ze swoich, a pozostala pokazal Lolkowi i Toli. Widniala
na niej liczba 1282. | Nie wiem, jaka liczbe przekazales
Bolkowi” — powiedziala Tola do Lolka. ,,Nie wiem, jaka
liczbe przekazala$ Bolkowi” — powiedzial Lolek do Toli.
Jaka liczbe przekazal Bolkowi Lolek?

Ekstremalne kosmiczne laboratoria, cze$¢ I Karolina ROZKO*

*Instytut Astronomii im. Prof. J. Gila,
Uniwersytet Zielonogdérski

Autorka tego tekstu pragnie podzigkowaé
dr. hab. Wojciechowi Lewandowskiemu,
prof. UZ za cenne uwagi do artykulu.

Piszac wkrétce, mamy na mysli czas okoto
jednego dnia, gdyz tyle potrzeba, aby
zelazowe jadro osiggnelo mase krytyczng.
Dla poréwnania: czas syntezy helu wynosi
okoto kilkadziesigt milionéw lat, czas
syntezy wegla — od kilkuset tysiecy do
miliona lat, czas syntezy neonu — kilka
tysigcy lat, a czas syntezy krzemu — kilka
lat.

Srednicg 20 km majg zimne gwiazdy
neutronowe, natomiast protogwiazdy
moga mieé¢ okoto 50 km.

Srednia gestoéé gwiazd neutronowych
wynosi okoto 4 X 1017kg/m3, co stanowi
10 gestosci Stonca.

Zasada zachowania momentu pedu glosi,
ze dla dowolnego izolowanego ukladu
punktéw materialnych catkowita suma ich
momentéw pedu jest stala.

‘W pierwszym przyblizeniu mozemy
przyja¢ moment bezwladnosci dla
jednorodnej kuli: %Mv"z7 gdzie M — masa
gwiazdy, r — promien gwiazdy.

1 Tesla to 10* Gausséw.

Ewolucja bardzo masywnych gwiazd, czyli takich, ktérych masa przekracza
okolo 8 mas Stonca, konczy sie w znacznie bardziej spektakularny sposéb
niz ewolucja obiektéw mniej masywnych (pisal juz o nich Miguel Figueira
w artykule Guwiezdne przedszkola w A3).

W konicowym etapie ewolucji bardzo masywne gwiazdy sa w stanie rozpoczaé
synteze zelaza w swoim wnetrzu. Jest to ostatni proces syntezy termojadrowej,
ktory moze zachodzi¢ we wnetrzu gwiazdy, poniewaz synteza ciezszych
pierwiastkow nie uwalnia energii, a wrecz przeciwnie — wymaga, aby dostarczy¢
ja z zewnatrz. Dlatego tez wkrotce po powstaniu zelaza w jadrze gwiazdy
calkowicie ustaja reakcje termojadrowe, a to z kolei sprawia, ze znika cisSnienie,
ktore chronilo jadro gwiazdy przed zapadnieciem sie, tzw. kolapsem, czyli
zapascig pod wplywem sity grawitacji. W wyniku tej zapasci grawitacyjnej
materia ulega silnemu zageszczeniu: elektrony sa dostownie wciskane do
protonéw, tworzac w ten sposéb neutrony. W efekcie jadro gwiazdy kurczy sie do
momentu, gdy ciSnienie zdegenerowanej neutronowej materii oraz pewne efekty
kwantowe sa w stanie powstrzymaé¢ dalsza zapa$é, co z reguly dzieje sie, gdy
zapadajace sie jadro osiagnie rozmiar kuli o rednicy okoto 20 km. Ze wzgledu
na swoja budowe obiekty takie nazywamy gwiazdami neutronowymi. Gdy swoja
ewolucje konicza najbardziej masywne gwiazdy (czyli te przekraczajace okoto

20 mas Slorica), nic nie jest w stanie powstrzymaé kolapsu grawitacyjnego

i wéwezas powstaja czarne dziury (trzeba jednak zaznaczyé, ze naukowcy wciaz
nie sa do konica pewni, czy ten podzial jest tak prosty). W obu przypadkach
zewnetrzne warstwy gwiazdy zostaja rozrzucone w wyniku wybuchu supernowej
bedacej jednym z najbardziej energetycznych zjawisk we Wszechswiecie.

Gwiazdy neutronowe — ciag ekstremalnych cech fizycznych

Gwiazdy neutronowe maja Srednice zaledwie 20 km, ale ich masa zawiera

sie zazwyczaj w przedziale miedzy 1 a 2 masami Stonca! Latwo zgadnaé, ze
takie obiekty maja ekstremalna gesto$é. Ale co to wlasciwie znaczy? Aby to
zrozumieé, zrébmy male poréwnanie: 1 tyzeczka (czyli 5 ml) takiej materii
wazylaby 5,5 x 10'2 kg. Jedli zatozymy, ze stoii wazy przecietnie 5,5 tony, to
mozemy powiedzieé, ze jedna tyzeczka materii z gwiazdy neutronowej wazy tyle
co miliard stoni.

Ogromna gesto$¢ nie jest jedyna niezwykla cechg gwiazd neutronowych.

Ze wzgledu na zasade zachowania momentu pedu nowo powstale gwiazdy beda
obraca¢ si¢ bardzo szybko: typowy okres rotacji wynosi zaledwie 10 milisekund
(tzn. ze obracaja sie 100 razy na sekunde). Dla poréwnania okres rotacji Stonica
wynosi az 27 dni! Poniewaz moment jest iloczynem momentu bezwladnosci

i predkosci katowej, gdy moment bezwladnosci gwaltownie maleje po zapasci
jadra, predkos¢ katowa musi tak samo gwaltownie wzrosnac.

Rownie znaczacy efekt wywiera prawo zachowania strumienia magnetycznego:
kompresji ulega pole magnetyczne jadra gwiazdy. W rezultacie gwiazdy
neutronowe majg ekstremalnie silne pola magnetyczne. Dla poréwnania pole
magnetyczne Storica wynosi okoto 0,3 Tesli. GdybySmy zmniejszyli promien
Stonca z okoto 700000 km do 10 km, to pole magnetyczne Stonca osiagneloby
wartosé 1,5 x 102 Tesli, czyli poréwnywalna z typowa wartoscia sity pola
magnetycznego gwiazd neutronowych.

Aby dopetnié ten obraz, dodajmy, ze pole grawitacyjne gwiazdy neutronowej
rowniez jest bardzo silne: z tego powodu najwyzsza gora, jaka mogtaby
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Tak naprawde z powodu silnego pola
grawitacyjnego niemozliwe jest stanie na
powierzchni gwiazdy neutronowej.

0§ obrotu
gwiazdy

o$ pola
magnetycznego

radiowe

zamknigte linie
pola magnetycznego

otwarte linie
Qola magnetycznego

Obiekty takie jak te opisane obok
nazywamy pulsarami zasilanymi energig
rotacyjng. Istniejg tez gwiazdy
neutronowe zasilane energia akrecyjna,
o ktérych jednak nie piszemy w tym
artykule.

Hewish, A.; Bell, S. J.;

Pilkington, J. D. H.; Scott, P. F.;
Collins, R. A., 1968, ,,Observation of
a Rapidly Pulsating Radio Source”,
Nature, 217: 709-713.

promieniowanie

powstac na jej powierzchni, mialaby zaledwie 3 mm wysokosci. Srednia wartosé
przyspieszenia grawitacyjnego przy powierzchni gwiazdy neutronowej wynosi
miedzy 102 a 10*® m/s?. Oznacza to, ze gdybyémy mogli stanaé¢ na powierzchni
gwiazdy neutronowej i zrzuciliby$my monete z wysokosci 1 m, to spadlaby ona
w ciagu zaledwie 12 us, a przy dotarciu do powierzchni gwiazdy osiagnetaby
predkosé¢ 2/3 predkosei $wiatla.

Podsumowujac, typowe gwiazdy neutronowe to obiekty o érednicy okoto 20 km,
charakteryzujace si¢ ekstremalnie duza gestoscia, silnym polem magnetycznym
oraz silnym polem grawitacyjnym i obracajace sie czeéciej niz raz na sekunde.

Gwiazda neutronowa jak latarnia morska

Gdy o8 pola magnetycznego nie pokrywa si¢ z osia obrotu gwiazdy neutronowej,
obiekty te wysylaja promieniowanie w zakresie radiowym w podobny sposéb,

w jaki $wieci latarnia morska. Aby to zrozumieé, spéjrzmy na chwile na schemat
pokazujacy tzw. model latarni morskiej. W samym $rodku znajduje sie gwiazda
neutronowa. Plazma, czyli naladowane czasteczki wyrywane z powierzchni
gwiazdy, uwieziona jest w obszarze wypelnionym zamknietymi liniami pola
magnetycznego. W pewnej odleglosci od powierzchni gwiazdy predkosé liniowa
rotujacej plazmy zbliza sie do osiagniecia predkosci $wiatta. Umownie obszar,
gdzie predkoséé liniowa czastek w magnetosferze osiaggnetaby dokladnie predkosé
Swiatla (co oczywiscie jest niemozliwe), nazywamy tzw. cylindrem swiatla.
Obszar ten dzieli magnetosfere gwiazdy neutronowej na dwie czedci: zamknietych
linii pola magnetycznego (ktére w calodci mieszcza sie wewnatrz cylindra
Swiatla) oraz otwartych linii pola magnetycznego. To wlasnie wzdluz otwartych
linii pola powstaje promieniowanie radiowe, ktére omiata Wszechswiat niczym
Swiatto latarni morskie;j.

W jaki spos6b to promieniowanie powstaje? W pierwszym przyblizeniu pole
magnetyczne pulsara moze by¢ traktowane jako dipol, a zgodnie z klasyczna
elektrodynamika rotujacy dipol magnetyczny powinien wypromieniowywacé
energie w postaci fali elektromagnetycznej. Méwiac troche bardziej szczegdltowo:
wyobrazmy sobie, ze z powierzchni gwiazdy w miejscu, gdzie wychodza

otwarte linie pola magnetycznego (jest to tzw. obszar czapy polarnej), na
skutek réznicy potencjalu elektrycznego miedzy powierzchnia czapy polarnej

a Wszech§wiatem wyrywane sa naladowane czasteczki (elektrony i protony).
Ulegaja one przyspieszeniu do ultra-relatywistycznych predkosci wzdtuz linii
pola i w efekcie moga tworzy¢ fotony ~, ktore z kolei z powodu obecnosci silnego
pola magnetycznego rozpadaja sie na pary elektron—pozyton. Proces ten ma
charakter lawinowy i doprowadza do powstania kaskady elektronéw.

Gdy wtorne elektrony poruszaja sie wzdhuz krzywizny otwartych linii pola
magnetycznego, ulegaja przyspieszeniu do$rodkowemu. Zgodnie z zasadami
elektrodynamiki przyspieszane naladowane czastki emituja promieniowanie,
ktore dociera na Ziemie w postaci regularnych blyskéw. To wlasnie ta cecha
gwiazd neutronowych pozwolila na ich odkrycie.

W 1967 roku Jocellyn Bell pomogta zbudowaé radioteleskop, ktory stuzyt m.in.
do poszukiwania kwazaréw. Jocellyn byla wéwczas studentka na Uniwersytecie
w Cambridge. Podczas analizowania zebranych danych zauwazyta dziwny
sygnal, ktory powtarzal sie z niezwykla regularnoscia. Poczatkowo wraz ze
swoim promotorem — Antonym Hewishem — przypuszczali, ze sa to zakldocenia
pochodzace z Ziemi. Sygnal ten powtarzal si¢ jednak wylacznie w konkretnym
miejscu na sferze niebieskiej. W roku 1968 w Nature ukazal sie artykut,

w ktérym zaproponowano, ze obserwowany sygnal moze pochodzi¢ od gwiazd
neutronowych, za$ ze wzgledu na niezwykla regularnosé, z jaka powracal,
obiekty te nazwano pulsarami. Do roku 1967 istnienie gwiazd neutronowych
byto jedynie przewidywane teoretycznie, dlatego bylo to bardzo znaczace
odkrycie naukowe, za ktére w 1974 roku Antony Hewish (a nie Jocellyn Bell)
otrzymat Nagrode Nobla. Obecnie pulsary traktowane sa przez wigkszosé
astrofizykéw jako kosmiczne laboratoria, to jednak temat na kolejna opowiesé
o tych fascynujacych obiektach. ..
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Czy Newton wiedzial? Statystyczna tajemnica skrzyni Pyx

*Instytut Podstaw Informatyki PAN,
Wydzial Matematyki i Nauk
Informacyjnych, Politechnika
Warszawska

Sam proces bicia (tloczenia) monet byt
skomplikowany technologicznie i wymagat
od ttoczacych duzej umiejetnosci

i wprawy. Jak pisze John Craig [1I,
niewielu z nich bylo tak zrecznych, zZeby
zachowad wszystkie swoje palce

w nieskoriczonosé.

1 funt jubilerski = 5760 ziaren =
373,24172 grama.

1 ziarno = 0,06479891 grama.
‘W 1848 roku tolerancj¢ zmniejszono do
12 ziaren na funcie.

Z jednego funta 22-karatowego zlota
(zawierajacego 91,67 procent czystego
zlota) bito 44,5 gwinei.

Pojecie niezaleznos$ci parami jest nieco
stabsze od wtlasnosdci, ze wszystkie te
zdarzenia sa niezalezne.

Jan MIELNICZUK*

Pyxem (the Pyz) nazwano w $redniowiecznej Anglii skrzynie, do ktérej
odkladano egzemplarze monet wytloczonych przez londyriska Mennice (The
Mint) w celu pézniejszej ich inspekcji (Trial of the Pyz). Nazwa wywodzi sie

od greckiego stowa pyzus, oznaczajacego wlasnie skrzynie. Pierwsza publiczna
inspekcja skrzyni odbyta sie w 1248 roku, a z 1279 roku pochodzi zachowany
edykt Edwarda I opisujacy calg procedure. Do potowy XIX wieku Mennica
byta instytucja niezalezng od Korony i funkcjonowala na podstawie kontraktu
z monarcha (Mint Indenture). Kontrakt specyfikowal zobowiazania Mennicy

i wynagrodzenie jej pracownikéw za bicie monet. Przewidywal on ttoczenie
monet o okreslonej jakosci i wadze z kruszcu dostarczanego przez kréla.

Co ciekawe i wazne dla tej historii, prawo dostarczania zlota w celu bicia monet
przystugiwalo, za oplata, kupcom bedacym importerami ztota lub zlotych monet
(np. francuskich luidoréw czy niderlandzkich guldenéw). W celu weryfikacji
jakoéci monet codziennie jeden losowo wybrany z produkcji egzemplarz

trafial do Pyxa. Zbiorcza inspekcja monet zgromadzonych w skrzyni byla
przeprowadzana w nieregularnych odstepach czasowych, co 2—4 lata, a czesto
dopiero wtedy, gdy skrzynia byta pelna. Sama inspekcja byta dokonywana przez
reprezentantow niezaleznej od krola gildii zlotnikéw, w obecno$ci monarchy lub
jego przedstawiciela. Jesli zakonczyla sie pomyélnie, cala kontrole wienczyla,
przypuszczalnie daleka od wegetarianskiej, uczta.

Sprawdzanie jakosci monet. Proces kontroli jakoSci monet obejmowat
kontrole préby zlota (procentowej zawartosci kruszcu w monecie) oraz kontrole
ich wagi. Kontrola wagi polegala na sprawdzeniu, czy laczna waga monet

w skrzyni miesci sie¢ w dopuszczalnych granicach dla takiej ich liczby. Jakie

byly te dopuszczalne granice? Oméwimy to na przykladzie zlotych gwinei, ktére
byty emitowane od XVII wieku do poczatku XIX. Na potrzeby tego artykutu
okreslmy tolerancje jako maksymalna dopuszczalna odchyltke (w gére lub w dét)
od nominalnej wagi. Nominalna waga jednej gwinei wynosila 129 ziaren (grains).
Dopuszczalna tolerancja na zlotych gwineach o lacznej nominalnej wadze 1 funta
(chodzi tu o tzw. funt jubilerski, troy pound) wynosila 40 ziaren, to znaczy ich
faktyczna waga nie mogla by¢ wieksza od 5800 ziaren i mniejsza od 5720 ziaren.
Tolerancja zwiekszala sie liniowo w zaleznosci od lacznej nominalnej wagi monet
w skrzyni, tak wiec jesli w skrzyni byly monety o nominalnej wadze 87 funtéw,
to tolerancja dla tej wagi wynosita 87 x 40 = 3480 ziaren.

W poczatkowym okresie kontroli skrzyni Pyx wynik pozytywny nie oznaczal
bynajmniej konica catego procesu. Mianowicie, w przypadku pozytywnego
wyniku kontroli, ale wskazujacego na to, ze sredni ciezar monety byl ponizej
ustalonej wagi, réznica w wadze dla caltoSci produkeji mennicy od poprzedniej
kontroli musiata by¢ zwrécona do skarbca krélewskiego. Pozniej tej praktyki
zaniechano (by¢ moze dlatego, zeby posada kierujacego Mennica byla jeszcze
bardziej intratna). Jak sie dalej okaze, byla to dla Korony bardzo zla decyzja.
Aby dokladnie uzasadni¢, dlaczego, przydadza nam sie pewne podstawowe
pojecia i fakty z rachunku prawdopodobienstwa. Czytelnicy, ktérzy sa
zaznajomieni z ta dziedzina — lub nie sa szczegdlnie zainteresowani czescia
techniczna — moga $miato kontynuowaé lekture za wzorem (ED

Jak powinna zmienia¢ sie tolerancja? Przypomnijmy kluczowa dla
odpowiedzi na to pytanie koncepcje statystycznej niezaleznosci. Méwimy, ze
dwa zdarzenia losowe A i B majgce niezerowe prawdopodobienstwa wystapienia
sa niezalezne, jesli zaobserwowanie jednego z tych zdarzen nie zmienia oceny
prawdopodobienistwa zajscia drugiego. W terminach prawdopodobienstwa
warunkowego P(A|B) := P(A N B)/P(B) wyraza si¢ to jako

P(A|B) = P(A).
Po przemnozeniu obu stron drugiej réwnosci przez P(B) > 0 jest to réwnowazne
réwnosci P(AN B) = P(A) - P(B). Ciag zdarzen losowych sklada sie ze zdarzen
parami niezaleznych, jesli dowolne dwa zdarzenia w tym ciagu sa niezalezne.
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Dla zmiennych losowych X i Y ich niezaleznosé
oznacza, ze zdarzenia polegajace na przyjeciu wartosci
z dowolnie okreslonych zbioréw sa niezalezne, to znaczy
P(X € C,Y € D)=P(X € C)-P(Y € D). Mozna sie
teraz domysli¢, jak zdefiniujemy niezaleznos¢ parami
ciagu zmiennych losowych Xi,..., X,,: oznacza to po
prostu, ze dowolne dwie zmienne losowe w tym ciagu sa
niezalezne.

Przypomnijmy teraz dwie podstawowe charakterystyki
zmiennych losowych. Pierwsza z nich to wartosé
oczekiwana: dla zmiennych, ktére moga przyjac
skonczenie wiele wartosci a1, ...,ay, jest to suma tych
wartosci przemnozonych przez prawdopodobienistwo ich
uzyskania, tzn.

N
EX =) P(X =a,)-a;
i=1

Zgodnie z prawem wielkich liczb $rednia wartosé
ciagu niezaleznych zmiennych losowych o tym samym
rozkladzie prawdopodobienstwa zbiega do wartosci
oczekiwanej pojedynczej zmiennej — temu wartosé
oczekiwana zawdziecza swoja nazwe.

Druga z istotnych dla nas wielkosci to wariancja, czyli
wartos¢ oczekiwana kwadratu odstepstwa od wartosci
oczekiwanej:

Var X = E(X — EX)”.

Zgodnie z nieréwnoécig Markowa dla zmiennej

losowej X przyjmujacej wartosci nieujemne i dowolnej
dodatniej liczby rzeczywistej a zachodzi P(X > a) < %
(krétki dowdd ponizej).

Z a P(X = a;) < Z a; - P(X = a;) <EX

i a;>a

aP(X > a) =
it a;>a

Podstawiajac pod X zmienng (X — EX)?2, dostajemy
nieréwnosé Czebyszewa: P((X —EX)? > a) < YarX,

a

ktéra mozemy przepisa¢ (podstawiajac ox = v Var X
ic=+/a/ox) w postaci:
1

P(X ~EX|>c-ox) < .

To oszacowanie jest bardzo zgrubne, stanowi jednak
proste uzasadnienie tego, ze ox (nazywane odchyleniem
standardowym) jest dobra ,jednostka” tolerancji —
widzimy, ze prawdopodobienstwo odstepstwa zmiennej
od jej wartodci oczekiwanej o wielokrotnos$é¢ ox

maleje co najmniej tak, jak kwadrat wspotczynnika
wielokrotnosci.

Przyjrzyjmy sie teraz, co mozna powiedzie¢ o wariancji
sumy zmiennych losowych. Zauwazmy, ze jesli X i Y sa
niezalezne i przyjmuja odpowiednio wartosci a; (i < N)
oraz b; (j < M), to

EXY =Y P(X =a;,Y =bj)a;b; =

2Y)
= ZP(X = al)}P’(Y = bj)aibj =
(2]

= P(X =a;)a;- Y P(Y =b;)b; =EX -EY.
i J
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Z powyzszej wlasnosci wynika wazna wlasnosé
wartosci oczekiwanej iloczynu scentrowanych (czyli
pomniejszonych o ich warto$¢ oczekiwana) zmiennych
losowych X —EX i Y — EY. Scentrowanie sprawia,
ze zmienna, jaka w rezultacie otrzymamy, ma
zerowa warto$é¢ oczekiwang. Ponadto (latwy dowdd
pozostawiamy do samodzielnego przeprowadzenia)
niezaleznos$¢ zmiennych losowych pociaga za soba
niezaleznos¢ ich scentrowanych wersji. Stosujac teraz
ostatnig réwnosé do zmiennych scentrowanych X — EX
iY —EY, dostaniemy:

E[(X —EX)(Y —EY)]|=E(X —EX) -E(Y —EY) =

=0-0=0.

Ostatecznie dla niezaleznych zmiennych losowych X,Y

Var(X +Y) = E((X —EX) + (Y —EY))” =
=E(X -EX)*+E(Y —~EY)?+2E(X ~EX)(Y —-EY) =
=Var X +VarY

(niejawnie skorzystaliémy z prostego, acz wielce
pozytecznego faktu, ze wartos¢ oczekiwana sumy
zmiennych losowych to suma wartosci oczekiwanych
tych zmiennych). Podobnie mozemy uzasadnié
analogiczna réwnosé dla sumy wiekszej liczby
niezaleznych sktadnikéw.

W naszej historii zmienna X; oznaczac¢ bedzie wage
(z dokladnoscia do jednego ziarna) i-tej monety

w skrzyni Pyx. Rozsadnym zalozeniem jest przyjecie,
ze waga i-tej monety nie zalezy od wagi zadnej innej
monety w skrzyni, czyli ze wagi monet sa parami
niezalezne.

Obliczmy teraz wariancje tacznej wagi monet w Pyxie.
Niech S,, = >, X; bedzie laczna waga monet
w skrzyni. Jak wcze$niej pokazalidmy,

Var S,, = Z Var(X;).
i=1

Niech 02 = Var S,,. Jedli przyjmiemy zalozenie, ze
rozklady wag monet sie nie réznia, to z ostatniej
rownosci wynika, ze

On =/no1.

Czytelnicy bardziej obyci z rachunkiem prawdopodobienstwa
doskonale zdaja sobie sprawe z tego, ze w kontekscie sumy
niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie odchylenie
standardowe staje si¢ idealng miara tolerancji w tym sensie, ze na
mocy Centralnego Twierdzenia Granicznego

lim P(|S, —ES,| >c-0o,) = 2(1 — @((;)),

n— oo

(%) oy, = noy,

czyli

gdzie ® jest dystrybuantq rozkladu normalnego. Zachodzi ponadto:
2
c

1 .
1—®(c) L ——e 2,
()\C T

co pokazuje, jak bardzo zgrubne jest w tej sytuacji wczesniejsze
oszacowanie wykorzystujace nieréwnosé¢ Czebyszewa.
UzasadniliSmy zatem istotna dla naszych rozwazan
wlasnoéé: jesli za miare zmiennodci zmiennej losowej
przyjmiemy jej odchylenie standardowe, to odchylenie
standardowe sumy n parami niezaleznych zmiennych
losowych o tym samym rozkladzie jest réwne odchyleniu
standardowemu pojedynczej zmiennej przemnozonemu
przez pierwiastek z liczby zmiennych.



Co z tego wynika?

Konsekwencje naszych rozwazan dla tolerancji
obowiazujacych Mennice trudno przeoczy¢. Granice
tolerancji w procedurze kontroli Pyxa byly ustawiane
za bardzo liberalnie, co powodowalo w szczegdlnosci,

ze konsekwentnie wybijajac monety o tej samej,
mniejszej niz nominalna wadze, mozna bylo i tak
zmiesci¢ sie w granicach tolerancji; przejsé przez
inspekcje i zachowaé posade. Dla przyktadu zatézmy, ze
dopuszczalna tolerancja na wadze jednej hipotetycznej
monety wynosi 1 ziarno. Wtedy na partii 100 monet
dopuszczalna tolerancja (zgodnie z wytycznymi
kontroli Pyx) wynosi 100 ziaren. Jednak zgodnie

z naszymi ustaleniami ta tolerancja powinna

byé rzedu /100 = 10 ziaren! Zmniejszajac wage
pojedynczej monety o 9/10 ziarna, mieécimy si¢

ciagle w granicach tolerancji, gdyz strata na wadze
wynosita (9/10) x 100 = 90 ziaren, co nawet po dodaniu
V100 = 10 ziaren, czyli ,wlasciwej” tolerancji, nie
przekracza zadanego putapu 100 ziaren.

Dlaczego ustalenie zbyt liberalnych granic tolerancji
byto grozne? Jesli monety byly zbyt lekkie i wchodzity
do obiegu, to po pierwsze, korzystata na tym

Mennica (przypomnijmy: Mennica byla niezalezna

od Korony), a po drugie obnizalo to zaufanie do
pieniadza — gwinea powinna by¢ tyle warta, ile kruszec,
z ktérego zostata wybita. Jesli monety byly zbyt
ciezkie, co bylo wychwytywane przez zlotnikéw, to
tracita na tym Korona, a zyskiwali zlotnicy. Monety
byly pozbawiane nadmiarowej czesci kruszcu przez
spilowanie, nastepnie po przetopieniu wracaty do
Mennicy do ponownego wybicia z nich monet. O tym,
ze proceder ten byl dosy¢ powszechny, $wiadczy fakt,
ze zbyt ciezkie monety poddane temu procesowi
doczekaly sie swojej wlasnej nazwy: ,powracajace
gwinee” (come-again-guineas). Jedli zestawimy to

z faktem, ze inspekcja skrzyni dotyczaca wagi tylko
dwukrotnie (i to w obu przypadkach przed 1550 r.)
zakonczyla sie werdyktem negatywnym, mozemy
wnioskowaé, ze monety w obiegu ,nie trzymajace wagi”
mogly by¢ zjawiskiem powszechnym, w kazdym razie
do momentu, gdy kierowanie Mennica objal Izaak
Newton. Jednakze umyslne zanizanie wagi zlotych
monet przez trzymanie si¢ dolnej granicy tolerancji
wytykano w parlamencie brytyjskim — co moze nie jest
zaskakujace — Francuzom. . .

Izaak Newton jako kierujacy Mennicg. Newton
byt zwiazany z Mennica przez ponad 30 lat, najpierw
piastujac funkcje nadzorcy (Warden), a p6ézniej, od
roku 1699 az do $mierci w roku 1727, kierujacego
Mennica (Master of the Mint). W odréznieniu od wielu
swoich poprzednikow, ktorzy traktowali to stanowisko
wylacznie jako zrédto dodatkowych dochodéw, Newton
bardzo zaangazowatl sie w dzialalno$¢ Mennicy

i doprowadzil do znacznego poprawienia efektywnosci
procesu ttoczenia monet.

‘W kontrakcie Newton mial réwniez wpisane $ciganie i wszczynanie

postepowan wobec falszerzy monet. Tego obowiazku Newton bardzo
nie lubit i prosit kréla o zwolnienie go z niego.
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W rezultacie zjawisko przetapiania zbyt ciezkich monet
i powtérnego ich bicia z uzyskanego kruszcu zostato
bardzo ograniczone. Nas interesuje jednak pytanie, czy
Newton zdawat sobie sprawe, ze tolerancja wagi monet
sprawdzana podczas kontroli Pyxa i wynoszaca za jego
czaséw 40 ziaren na funt jest zbyt liberalna?

Mimo ogromnej dbalosci o jakos$é bitych monet Newton nie uniknat
oskarzenia o zanizanie préby zlota. Stato si¢ to podczas kontroli Pyxa
w 1710 roku. Newton przekonujgco argumentowal, ze powodem tego

byta zbyt wysoka zawarto$é¢ zlota w referencyjnym stopie (trial plate),
ktéra wynosita 91,71 procenta zamiast wymaganych 91,66 procenta.

Dwa fakty sa interesujace w tym kontekscie. Fakt
pierwszy: Newton, cho¢ sam zbytnio nie interesowat
sie losowoscia, znal dobrze Abrahama de Moivre’a,
jednego z ,,0jcow” rachunku prawdopodobienstwa,

i mogt z nim rozmawiaé o tej kwestii. Wynik Jakuba
Bernoulliego, opublikowany w jego Ars Conjectandsi,
moéwiacy o tym, jak prawdopodobne jest odchylenie
frakeji ortéw od 1/2 w wielokrotnym rzucie moneta,
podane w terminach odchylenia standardowego

dla frakcji, byt de Moivre’owi, jesli nie Newtonowi,
doskonale znany. Drugi fakt to informacja, ze w chwili
$mierci Newton byl bogatym czlowiekiem, choé nie
zaliczal sie do takich przed zostaniem kierujacym
Mennicg, co nasuwa pytanie, czy wzbogacenie Newtona
nie bylo zwiazane z wykorzystaniem jego wiedzy

o zbyt liberalnej tolerancji dla wagi monet. Nalezy

tu jednocze$nie podkresli¢, ze jako kierujacy Mennica
pobieral sowite wynagrodzenie.

Historycy statystyki sa zgodni co do twierdzacej
odpowiedzi na postawione pytanie: Newton musial sobie
zdawaé sprawe, ze tolerancje wyznaczone w inspekcji
Pyxa nie wymuszaja pozadanej wagi pojedynczej
monety i dlatego przedsiewzial dziatania majace na
celu ulepszenie procesu bicia monet. Niestety, nie

ma jednak zadnych konkretnych dowodéw na to,

ze Newton wiedzial, ze zmienno$¢ sumy skaluje sie
proporcjonalnie do pierwiastka z liczby skladnikéw.
Posrednim argumentem w tych rozwazaniach, ktéry
przytaczamy za S. Stiglerem [2], moze by¢ jedynie
przeprowadzona przez Newtona analiza $redniej
dlugosci trwania rzadéw monarchéw poczyniona

na podstawie analizy 12 dynastii, od czaséw Judei

do wspodlczesnej mu Francji. Doprowadzita ona do
konkluzji, ze przecietna dlugo$é rzadéw wynosila od 18
do 20 lat [3]. Co ciekawe, Newton podaje przedzialowa
ocene dlugosci rzaddéw, a nie srednia wyliczong z danych
(wynoszaca 19,1 roku). Co wiecej, wynoszaca jeden rok
odchytka od $redniej i prowadzaca w przyblizeniu do
uzyskanego przez Newtona przedzialu zgadza si¢ niemal
doktadnie z odchyleniem standardowym policzonym

z danych, podzielonym przez pierwiastek z liczby
obserwacji. Niestety samego wyliczenia prowadzacego do
wartosci odchytki Newton nie podaje.

Jesli Newton wiedzial, to dlaczego nie starat si¢ zmienic¢
kryteriow kontroli skrzyni Pyx? Powdd jest oczywisty — nie
bylto to w jego interesie. Przypuszczalnie nie bylo to rowniez
w interesie kréla, ktéremu zalezalo na podtrzymaniu
zaufania do znajdujacych sie w obiegu monet.



Jeszcze o tolerancji

Istotna kwestia jest rowniez to, jak ustalono tolerancje
dla partii o ciezarze 1 funta. W 1850 roku na polecenie
Izby Gmin zwazono 10 tysiecy zlotych suwerendéw.

Zloty suweren to zlota moneta o wartosci jednego funta bedaca
w obiegu od 1817 roku.

Okazalo sie, ze rozklad wagi tych monet byt

w przyblizeniu normalny, a doktadnie 454 z nich byty
nienormatywne, to znaczy za lekkie lub za cigzkie
wzgledem tolerancji dla 1 funta monet (w 1848 roku
zmniejszonej do 12 ziaren na funt) po jej liniowej
transformacji na dopuszczalny ciezar jednej monety.
Tak wiec frakcja nienormatywnych monet wynosila
454/10000 ~ 0,05. Oznacza to, ze tolerancja dla
jednej monety byla wyznaczona bardzo rozsadnie:
odpowiadata malemu prawdopodobienistwu jej
przekroczenia przez jedna, losowo wybrana, monete.
Natomiast problem pojawia sie, gdy prawidtowa
tolerancje dla jednej monety liniowo przeksztalcimy
na tolerancje¢ dla partii monet o wadze jednego
funta.

Zamiast podsumowania

Wiedza, ze tolerancja w inspekcji Pyxa jest zbyt
liberalna, byla przypuszczalnie dostepna zardéwno
wiekszosci kierujacych Mennica, jak i zlecajacych
kontrole monarchom. Paradoksalnie, moglo to by¢ na
reke jednym i drugim. Kierujacemu Mennicg pozwalata
spaé spokojnie — bez strachu, ze zostanie odwolany

i, by¢ moze, dawata mozliwo$é uzyskiwania korzysci
finansowych w wyniku bicia nieco 1zejszej monety.
Kroélowi, bo zapewniala bardzo potrzebne zaufanie
spoteczne do pieniadza. By¢ moze, na co jednak nie
ma zadnych dowodéw, monarcha mégt wptywaé na
kierujacego Mennica, zeby bil nieco 1zejsza monete.

Na koniec warto dodaé, ze sam proces kontroli skrzyni
Pyx jest jednym z pierwszych, jesli nie pierwszym,

w historii przykladem dokonywanej systematycznie
statystycznej kontroli jakosci.

Literatura
[1] Craig J., Newton at the Mint, Cambridge, 1946.

[2] Stigler S., Statistics on the table, Harvard University Press, 1999.
[3] Newton I., Chronology of Ancient Kingdoms Amended, 1728.

Rozwigzania zadan z artykulu Nie wiem, czy wiesz. ..

1. Przyjrzyjmy sie doktadniej wnioskom z drugiej negatywnej
odpowiedzi. Ot6z skoro Bernard nie ma liczby 0 (i juz wie, ze Alojz
juz o tym wie), to po odpowiedzi Alojza moze wywnioskowaé
nie tylko, ze ten nie ma liczby 0, ale tez 1. Istotnie, gdyby Alojz
mial 1, to Bernard musialby mieé¢ 2. Rozumujac analogicznie
dla kolejnych etapéw zabawy, dochodzimy do wniosku, ze jesli
w pytaniu k-tym padta odpowiedz negatywna, to zaden z geniuszy
nie moze mie¢ liczby k — 2 ani mniejszej; w szczegdlnosci gdyby
padlo k = n + 2 przeczacych odpowiedzi, to zaden nie mégtby
mie¢ liczby k — 2 = n.

2. a) Nie. Poniewaz kazda liczba (w tym 0, co kluczowe) moze
by¢ sparowana z wiecej niz jedna, wiec pierwsza negatywna
odpowiedz nie dostarcza zadnej nowej informacji. Wobec

tego stan wiedzy kazdego geniusza po pierwszym pytaniu jest
doktadnie taki jak przed nim. Ten sam argument mozna wiec
zastosowaé do drugiego, trzeciego i kazdego kolejnego pytania.

b) Tak! Odpowiedzi twierdzacej nalezy spodziewaé sie nawet
wcezesniej niz w oryginalnym scenariuszu. Bernard znaltby
liczbe Alojza, gdyby sam mial 0,1 lub 2. Zatem jesli odpowie
»hie”, to wiadomo juz, ze ma co najmniej 3. Dalszy ciag
argumentu jest analogiczny jak w gléwnym tekscie artykutu.

3. Otéz gdyby Odyn ktamatl, znaczyloby to, Zze na wyspie sa
sami bohaterowie. Kazdy z nich widzialby poza sobg tylko
bohateréw, zatem ufajac Odynowi musiatby uznaé siebie
samego za tchorza. To oznacza, ze gdyby Odyn klamal, to
wszyscy Wikingowie odptyneliby juz w dniu objawienia, a nie
setnego dnia.

5. Naiwne poszukiwania nie sg tu, niestety, zbyt owocne.
Autor bezposrednio (cho¢ z pomoca komputera) sprawdzil,
ze wéréd liczb ponizej 100 dwa rozktady na trzy czynniki

o réwnej sumie maja jedynie 40 =1-5-8 =2-2- 10,
90=1-9-10=2-3-150raz96=1-8-12=2-3-16. Mozna
takze zauwazy¢, ze szukana liczba nie moze by¢ pierwsza, nie
moze by¢ tez potega liczby pierwszej ani iloczynem doktadnie
dwoch liczb pierwszych. Uzasadnienie tych wnioskéw nie jest
trudne i zostawiamy je Czytelnikowi.
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Sprébujmy wiec doktadniej odtworzy¢ sytuacje, ktéra
wystapita w zadaniu. (Nie twierdzac, ze inna jest niemozliwa).
Okazato si¢ tam, ze 1-6-6=2-2-9oraz 1+6+6 =
=242+ 9. Sprébujmy wiec znalezé takie liczby a, b, ze
1+ab+ab=a+a+b> (réwnosé 1-ab-ab=a-a-b* jest
oczywista). Przeksztalcajac, otrzymujemy 2a(b— 1) = b2 — 1

i w konsekwencji 2a = b + 1. Przykltad w zadaniu otrzymujemy,
ktadac a = 2. Natomiast a = 3 prowadzi do liczby 225.
Bezposrednio mozna sprawdzié, ze z liczba 225 w miejscu 36
zadanie ,Cérki” nadal jest sensowne, a jego rozwiazanie
przebiega analogicznie do przedstawionego w artykule.
Otrzymane wyniki sg tez w granicach wiarygodnosci jako
wiek czlowieka.

6. Gdyby na wyspie nie bylo lwow, koza bylaby bezpieczna.
Oznacza to, ze samotny lew moze ja zje$¢ bez obawy o swdj
los (bo stanie sie wtedy samotna, a wiec bezpieczna, koza).
Jesli wiec na wyspie zyja dwa lwy, to koza jest bezpieczna:
lew, ktéry by ja zjadl, zostalby koza na wyspie z jednym
Ilwem, czyli kozg zjedzona. Rozumujac tak dalej, wnioskujemy,
ze koza jest bezpieczna, gdy liczba lwéw n jest parzysta,

a zjedzona, gdy n jest liczba nieparzysta.

7. Oznaczmy liczbe Toli litera ¢, a Lolka — [. Skoro Tola nie
znala [, to znaczy, ze t jest dzielnikiem liczby 1282. Istotnie,
w przeciwnym razie nie mogtaby zachodzi¢ rownosé 1282 =t - [,
zatem mielibySmy 1282 =t + 1 istad [ = 1282 —t — o czym
wiedziataby Tola. Podobnie jak t, takze [ musi by¢ dzielnikiem
liczby 1282. Ponadto t > 1282/2, gdyz gdyby byto ¢t < 1282/2
it+1=1282, to !l > 1282/2. Jedynym dzielnikiem liczby
naturalnej wickszym od jej potowy jest ona sama, zatem Lolek
wiedzialby, ze t = 1282. Nie moze tez mieé liczby 1282, bo
wowczas wiedzialby, ze t = 1. Liczba Lolka musi wiec by¢
réwna 1282/2 = 641. W tym zadaniu kuszace jest wypisanie
dzielnikéw liczby 1282. Okazuje sie jednak, ze nie jest to
czynnos$é niezbedna; istotnie, powyzszy argument pozostaje
skuteczny po zastapieniu liczby 1282 dowolna inng liczba
parzysta, niezaleznie od jej dzielnikéw.



Klub 44 F

Termin nadsylania rozwigzan: 31 III 2024

W
B
Rys. 1
B
y T
Rys. 2

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
760 (WT = 2,6), 761 (WT = 1,83)

z numeru 6/2023

Tomasz Rudny Poznan 43,41
Marian Lupiezowiec Gliwice 2-40,56
Jacek Konieczny Poznan 38,28
Tomasz Wietecha Tarnéw 16-37,54
Konrad Kapcia Poznan 2-35,60
Ryszard Baniewicz ~ Wloclawek  1-29,40

Andrzej Nowogrodzki Chocianéw
Pawel Perkowski Ozaréw Maz.

3-20,97
5-20,95

Zadania z fizyki nr 770, 771
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

770. Z izolowanego cieplnie naczynia o objetosci wewnetrznej V' odpompowano
wypelniajacy je gaz, osiagajac wysoka préznie. Otaczajace powietrze ma
temperature T i cidnienie pg. W pewnym momencie otworzono kran zamykajacy
naczynie, i nastapilo jego szybkie napelnienie powietrzem atmosferycznym.
Jaka temperature T" mialo powietrze w naczyniu po jego napetnieniu

i zamknieciu kranu? Powietrze traktujemy jako gaz doskonaly, ktérego
wykladnik adiabaty v = ¢,/cy jest dany, pojemnosci cieplnej Scianek naczynia nie
uwzgledniamy.

771. Czastke punktowa o masie m i tadunku @ umieszczono w odlegtosci R od
nieskonczonej ptaszczyzny przewodzacej i puszczono swobodnie. Po jakim czasie
czastka doleci do plaszczyzny? Sity ciezkosci nie uwzgledniamy.

Rozwigzania zadan z numeru 9/2023
Przypominamy tresé zadan:

762. Przeksztalcenie fotonu w pare elektron—pozyton w prézni jest niemozliwe, ze wzgledu na zasade
zachowania pedu. Znalezé minimalna energie, jaka powinien posiadaé¢ foton, aby mogla powstaé para
elektron—pozyton w poblizu spoczywajacego elektronu.

763. Na poziomej powierzchni lodu narysowany jest okrag o promieniu R = 10 m. W chwili
poczatkowej zajac Z znajduje si¢ w srodku okregu, a wilk W na okregu, jak na rysunku 1. Zajac
porusza sie po prostej z predkosciag vo = 2 m/s. Wilk powinien poruszaé sie po okregu tak, aby
odleglo$é¢ miedzy nim a zajacem nie zmieniala sie. Do jakiego punktu na okregu uda mu si¢ w ten
sposéb dotrzeé? Wspdélczynnik tarcia wilka o 16d: p = 0,05. Wilk nie podskakuje.

762. Rozwazmy uktad odniesienia, w ktérym spoczywa srodek masy wszystkich
trzech czastek — wyjsciowego elektronu i tworzacej sie pary elektron—pozyton.
W tym uktadzie energia calkowita bedzie najmniejsza, jesli wszystkie te czastki
beda spoczywaly. W ukladzie laboratoryjnym odpowiada to sytuacji, gdy
wszystkie czastki po utworzeniu si¢ pary maja jednakowe wektory predkosci.
Masy czastek sa jednakowe, zatem jednakowe sg tez ich wektory pedu. Ped
fotonu przed powstaniem pary zostaje rozdzielony réwno pomiedzy trzy czastki
w stanie koncowym: py = 3p, gdzie p jest pedem kazdej z nich. Z zasady

zachowania energii:
prc+mc =, /p7c /9 +m3ct,

gdzie m jest masa elektronu. Stad szukana energia progowa fotonu wynosi 4mc?.

763. Zalézmy, ze w pewnej chwili zajac znajduje sie w punkcie A (rys. 2).
Zgodnie z trescia zadania wilk powinien znajdowaé si¢ w tej chwili w punkcie B —
wierzchotku tréjkata réwnoramiennego O AB. Wilk przemieszcza sie w kierunku
osi OX ze stala predkoscia vg/2, zatem jego przyspieszenie a ma kierunek
wysokosci trojkata OAB, a jego predko$é wypadkowa jest styczna do okregu

i wynosi V' = (vo/2) cos a. Przyspieszenie dosrodkowe aq = V?/R = acos , stad
a = v3 /AR cos® . Z drugiej strony a = T/M < ug, gdzie M jest masa wilka, a T
sila tarcia statycznego. Maksymalny kat opisujacy punkt na okregu, do ktérego
moze dotrzeé wilk, okresla réwnanie cos ag = /v3 /4Rpug =~ 0,59, stad ag ~ 54°.

.}

Rozwigzanie zadania F 1088. Dla ukladu dwéch cial o masach m i M trzecie prawo Keplera
podaje zwigzek okresu T' ich wzajemnego obiegu z wielkg osig orbity a oraz stala grawitacji G:
a® G(M + m)

T2 472
Gdy m < M, to w powyzszym wzorze moze zosta¢ pominigte. Otrzymujemy wtedy zwigzek:

a.}

M = Aﬁ’
w ktérym A = /17r2/G jest ,uniwersalna” stala. Mozemy teraz latwo wyznaczy¢ poszukiwane stosunki
mas:
Ms a3 Tgx M;  a}Th
S = 2K ~331000, —~ = -S-K ~316.
Mz ay T Mz aj . TZ

W kazdym z wymienionych ukladéw obserwowane rozmiary satelity sa znacznie mniejsze od
rozmiaréw ciala centralnego. Mozna wiec przyjaé, ze takze masy satelitéw sa znacznie mniejsze
od mas obieganych cial centralnych.
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Klub 44 M
1-44

Termin nadsylania rozwiazan: 31 III 2024

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiagzan zadan
863 (WT = 2,33) i 864 (WT = 2,40)
z numeru 6/2023

Krzysztof Maziarz  Londyn 44,68
Radostaw Kujawa  Wroctaw 43,57
Pawel Najman Krakéw 43,16
Adam Woryna Ruda Sl. 40,91
Marek Spychata Warszawa 40,20
Janusz Fiett Warszawa 39,62
Jerzy Cisto Wroctaw 37,70
Pawel Kubit Krakéw 36,11
Szymon Tur 35,35
Piotr Kumor Olsztyn 35,26

Pan Krzysztof Maziarz (niegdy$ z Jasta,
potem z Krakowa, teraz z Londynu)
zgromadzil byl do korica roku 2021 saldo
40,67p., po czym si¢ chwilowo z nami
rozstal; jego nazwisko wkrétce zniklo

z publikowanej czotéwki. Ale oto wrécit —
i od razu zgrabnym ruchem przeskoczyt
44 p., dolaczajac tym samym do
matematycznego Klubu 44.

Zadania z matematyki nr 873, 874
Redaguje Marcin E. KUCZMA

873. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC. Niech ¢ bedzie dowolna prosta
przecinajaca boki AB i AC' odpowiednio w takich punktach P i @, ze

XACP + xAPQ = 90°, i niech X bedzie rzutem prostokatnym punktu C' na
prosta £. Udowodnié, ze (dla ustalonego tréjkata ABC) wszystkie punkty X,
uzyskane w ten sposéb przy réznych dopuszczalnych potozeniach prostej 4, leza
na jednej proste;j.

874. Liczba /7 zostala zapisana w systemie dwéjkowym jako 10, cicacs. . .;
to znaczy 7 = 2! + Yo 27t ¢ € {0,1}. Dowiedé, ze dla kazdej liczby
naturalnej n > 1 suma Zfﬁn ¢; jest dodatnia.

Zadanie 874 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krakowa.

Rozwigzania zadain z numeru 9/2023
Przypominamy tresé¢ zadan:

865. W czworokacie wypuklym ABCD katy przy wierzchotkach A i C sa proste (ale nie przy
wierzchotkach B i D). Punkt M jest srodkiem przekatnej AC. Punkt E jest symetryczny do B
wzgledem M. Dowiesé, ze okregi opisane na trojkatach ABC i ADE sa przystajace.

866. Dane sa dwie rézne liczby pierwsze p, q takie, ze 2P — 1 oraz 29 — 1 tez sa liczbami pierwszymi,
a ponadto kazda z liczb 2P~! — 1 oraz 297! — 1 dzieli sie przez iloczyn pq. Udowodnié, ze jezeli
liczba calkowita dodatnia d jest dzielnikiem liczby 2P9 — 1, to liczba d — 1 dzieli si¢ przez pq.

865. Punkty A i C leza na okregu o Srednicy BD. Niech F' bedzie punktem
antypodycznym do A na tym okregu; odcinek AF tez jest jego $rednicg,

wiec czworokat ABF' D jest prostokatem. Odcinki AC i BE maja wspélny
grodek M, co oznacza, ze czworokat ABCE jest réwnoleglobokiem. Zatem

AE = BC, AD = BF; dostajemy tez zwiazki réwnolegloéci AE||BC oraz
AD||BF. Wynika z nich, ze XxDAFE = ¥xFBC (punkty C i F nie pokrywaja sie,
bowiem — z zalozenia — katy ABC' i C DA nie sg proste; z tego samego powodu
nie pokrywaja sie punkty D i E).

7 uzyskanych zalezno$ci wnosimy, ze trojkaty DAFE i F'BC sg przystajace;
zatem i okregi na nich opisane sa przystajace. Pozostaje zauwazy¢, ze
okrag F'BC jest tez opisany na tréjkacie ABC.

866. Rozwazmy najpierw przypadek, gdy d jest liczba pierwsza (nieparzysta,
skoro dzieli liczbe 2P9 — 1). Niech ¢ bedzie najmniejsza liczba catkowita dodatnia,
dla ktérej 2 =1 (mod d). Poniewaz (z zalozenia) 2P =1 (mod d), zatem

pq dzieli si¢ przez t.

Mozliwe sa trzy podprzypadki: t = pq lub ¢t = p lub t = ¢. W my$] matego
twierdzenia Fermata 2?7! =1 (mod d), zatem takze wyktadnik d — 1 dzieli sig
przez t. W podprzypadku t = pq jest to teza zadania.

W podprzypadku ¢t = p liczba d jest dzielnikiem liczby 2P — 1 (ktéra z zalozenia
jest pierwsza); to znaczy, ze d = 2P — 1. Stad d — 1 = 2(2P~! — 1). To znéw daje
teze, bo czynnik w nawiasie jest (z zalozenia) podzielny przez pg. Dla ¢t = ¢
rozumowanie biegnie tak samo.

Pozostaje przypadek ogélny — gdy d = d; ... d,, (iloczyn liczb pierwszych,
niekoniecznie réznych). Zalozenie d | 2P7 — 1 implikuje, ze d; | 2P7 — 1 dla
wszystkich i. Na mocy przypadku juz rozpatrzonego: d; = 1 (mod pq) dla
wszystkich i. Stad d =1 (mod pq) — czyli teza w przypadku ogdlnym.

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

w numerze n + 4. Mozna nadsyta¢ rozwiazania czterech, trzech, oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania

dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym

z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach, czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana

Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania Szczegbélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Oceng mnozymy przez znajduje sie na stronie deltami.edu.pl.
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Prosto z nieba: Mlode i energiczne czarne dziury wczesnego Wszech§wiata

Supermasywne czarne dziury, o masach przekraczajacych kilka miliardéw mas
Stonca, zostaly zaobserwowane we Wszech$wiecie liczacym sobie mniej niz

1 miliard lat (na przesunieciach ku czerwieni 6-7). Ich istnienie tak krétko po
Wielkim Wybuchu stanowi nie lada wyzwanie dla modeli teoretycznych opisujacych
powstanie i ewolucje struktur Wszechswiata. Problem stanowi czas, a konkretnie jego
brak. Astronomowie zadaja sobie pytanie, jak tak masywne obiekty mogly powstaé
w tak krétkim (w rozumieniu kosmicznym) czasie? Jakie byly ich poczatki? Jakie
procesy byly odpowiedzialne za dramatyczne zwickszenie ich masy? A moze ich masa
byla tak duza juz w momencie powstania?

GN-z11 przez dlugi czas (od 2016 r.) byta
absolutnie najodleglejsza galaktyka
zaobserwowang przez ludzi (pisaliémy

o niej wielokrotnie na tamach Delty).
Zostala zdetronizowana dopiero po
pojawieniu si¢ Kosmicznego Teleskopu
Jamesa Webba, ktéry zaobserwowal

8 jeszcze odleglejszych galaktyk (stan

na listopad 2023).

Wigkszo$¢ z tych pytan pozostaje do dzi$ otwarta, a otwarte pytania to jest to, co
astrofizycy lubig najbardziej. Na warsztat wzieli wiec oni jedng z najodleglejszych
zaobserwowanych galaktyk — GN-z11. Jest to niezwykle jasna galaktyka. Szacuje
sie, ze masa gwiazd tej galaktyki jest réwnowazna masie okolo miliarda Stonc — co
czyni ja wyjatkowo masywna, biorac pod uwage jej wiek (obserwujemy ja taka, jaka
byta, gdy Wszechdwiat liczyl sobie zaledwie 400 milinéw lat). Jednym z mozliwych
wyjasnien jej niesamowite]j jasnosci jest to, ze duza czesé swiatla tej galaktyki jest
wytwarzana nie przez gwiazdy, a przez aktywnie akreujaca (pochlaniajaca) materie
supermasywng czarng dziure w jej centrum (tak zwane aktywne jadro galaktyki,
AGN). Obecno$é AGN pomoglaby rozltadowaé napiecie zwigzane z wykryciem
GN-z11 i innych ,,zbyt” jasnych galaktyk obserwowanych coraz czesciej we wezesnym
Wszechswiecie. Chociaz jest to obiecujacy pomyst, to jego potwierdzenie wymaga
precyzyjnego wykrycia linii emisyjnych w widmie galaktyki — i tutaj wkracza
oczywiscie Kosmiczny Teleskop Jamesa Webba (JWST)!

Galaktyka GN-z11. Zdjecie wykonane
przez Teleskop Kosmiczny Hubblea.
Zrédlo: NASA, ESA , P. Oesch (Yale
University), G. Brammer (STScI),

P. van Dokkum (Yale University),
and G. Illingworth (University of
California, Santa Cruz)

Grupa naukowcéw pod kierunkiem prof. Roberto Maiolino

zidentyfikowala w widmie GN-z11 pare potozonych blisko siebie
linii emisyjnych (zwanych dubletami) zwiazanych z potréjnie
zjonizowanym neonem. Zjonizowanie neonu wymaga fotonéw
o bardzo wysokiej energii, ktére mogly zosta¢ wyprodukowane
tylko przez AGN. Wiec bingo! — GN-z11 posiada mloda czarng

ze aby osiagnaé swoja obserwowana mase, musiata
pochlania¢ materie w tempie znacznie przekraczajacym
teoretyczny limit Eddingtona.

Oba scenariusze sa prawdopodobne, ale co ciekawe, mozna
wykluczy¢ drugi scenariusz, przewidujac, co sie stanie

dziure o masie okolo miliona razy wiekszej od masy naszego
Stonca. Pozostaje wigc odpowiedzie¢ na pytanie: jak taka
bardzo masywna czarna dziura powstala?

Rozpatrzono dwa scenariusze. Pierwszy scenariusz
zakladal, ze mloda czarna dziura od swoich narodzin
rosta przez akrecje materii na tzw. granicy Eddingtona
(teoretycznym maksymalnym tempie akrecji). W tym
scenariuszu czarna dziura w centrum GN-z11 powstataby,
majac mase okoto tysiaca razy wieksza niz masa Storica
(jako tzw. ciezkie ziarno, ang. heavy seed). Uwaza sig, ze
takie czarne dziury powstaja w wyniku bezposredniego
zapadniecia sie masywnej chmury gazu, w przeciwienstwie
do typowej czarnej dziury, ktéra rodzi sie, gdy masywna
gwiazda osiaga koniec swojego zycia i zapada si¢ pod
wplywem wlasnej grawitacji. Z drugiej strony, w drugim
scenariuszu, zatozono, ze czarna dziura w centrum GN-z11
powstata wlasnie w taki typowy sposéb, w wyniku
zapadniecia sie masywnej gwiazdy o masie okolo

10-100 razy wiekszej od masy Stonica. Wéwcezas okazalo sie,

Niebo w styczniu

Poczatek roku zawsze oznacza najwieksze zblizenie

Ziemi do Stonca i maksimum obfitego roju meteoréow
Kwadrantydow. Nasza planeta przechodzi przez
peryhelium swojej orbity 3 stycznia. Kwadrantydy zas
promieniuja od 28 grudnia do 12 stycznia, z bardzo
krétkim maksimum 4. dnia miesiaca. Sa to meteory $rednio
szybkie, ich predko$¢ zderzenia z atmosfera Ziemi wynosi
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z czarng dziurg w GN-z11, gdy doroénie. Sledzac historie
wzrostu czarnych dziur w czasie, naukowcy odkryli, ze
ograniczona limitem Eddingtona ewolucja czarnej dziury
z tzw. ciezkiego ziarna pozwala przewidzie¢ zaréwno
obserwowana mase czarnej dziury GN-z11, jak i masy
obserwowanych populacji masywnych czarnych dziur na
nizszych przesunieciach ku czerwieni, podczas gdy drugi
scenariusz tego nie potrafi.

Oczywiscie zanim oglosimy sukces i potwierdzimy istnienie
populacji czarnych dziur powstalych z ,ciezkiego ziarna”
oraz ustalimy ich zwigzek z supermasywnymi czarnymi
dziurami pézniejszego Wszechswiata, trzeba przeprowadzi¢
jeszcze wiele badan. Co6z, szczesliwie mamy teleskop, ktory
umozliwia nam te poszukiwania!

Oparte na publikacji Roberto Maiolino et al. (2023), “A small and
vigorous black hole in the early universe”, arXiv:2305.12492.

Anna DURKALEC

Departament Badari Podstawowych (BP4),
Zaklad Astrofizyki, Narodowe Centrum Badan Jadrowych

okoto 41 km/s, a w okresie najwigkszej aktywnosci mozna
si¢ spodziewaé okoto 100 zjawisk na godzine. Zdarzaja sie
jednak lata, ze jest ich nawet 2 razy wiecej. Radiant roju
znajduje si¢ na pénoc od gléwnej figury gwiazdozbioru
Wolarza i nad potozonym blizej bieguna fragmentem
péocnej pétkuli Ziemi nigdy nie zachodzi. Kwadrantydy
najlepiej obserwowaé rano. U nas o godzinie 5 radiant



wznosi sie na wysokosci ponad 60° nad wschodnig czescia,
niebosklonu. Szkoda, ze w tym roku w ich obserwacjach
przeszkodzi Ksiezyc w ostatniej kwadrze.

Sam Srebrny Glob zdominuje swoim blaskiem poranne
niebo na poczatku stycznia, zaczynajac miesiac

w fazie 77% mniej wigcej 8° na wschéd od Regulusa,
najjadniejszej gwiazdy Lwa. Trzy dni pdZniej nastapi
wspomniana juz ostatnia kwadra, podczas ktérej
towarzystwa Ksiezycowi dotrzyma Porrima, jedna

z jadniejszych gwiazd Panny, znana z tego, ze jest
ciekawym ukladem podwojnym, gdzie dwie gwiazdy

o jasno$ciach obserwowanych okoto 3,5 obiegaja sie

co 169 lat, oddalajac si¢ od siebie na nawet 6”. Niestety
obecnie ta odleglo$¢ jest znacznie mniejsza. Ksiezyc
pokaze si¢ jakies 4° pod tym ukladem gwiazd. 5 stycznia
natomiast Ksiezyc wzejdzie 1,5° na wschéd od Spiki,
najjasniejszej gwiazdy konstelacji.

Naturalny satelita Ziemi podazy ku nowiu, przez ktory
przejdzie 11 stycznia. Ze wzgledu jednak na to, ze wedruje
wtedy gleboko pod ekliptyka, jego cienki sierp da sie tatwo
dostrzec jeszcze tylko 7. i 8. dnia miesiaca. Najpierw

jego tarcza zaprezentuje faz¢ 20% na tle poludniowej
czesci gwiazdozbioru Wagi. Dobe pdzniej jego sierp

dotrze do gwiazdozbioru Skorpiona, zmniejszajac przy
tym faze¢ do 13%. O $wicie Ksigzyc zdazy si¢ wznie$é

na wysokos¢ 9°, a wokél niego znajdzie sie duzo jasnych
cial niebieskich. W bezposredniej bliskosci po jego prawej
stronie pokaze sie tuk gwiazd z péinocno-zachodniej czesci
konstelacji z Graffias i Dschubba; na godzinie 8 wzgledem
niego pokaze si¢ Antares; troche dalej (9°) na godzinie 10
pokaze sie planeta Wenus; catkiem daleko juz natomiast
(ok. 20°) na godzinie 8:30 da sie odnalezé planete
Merkury. Ksiezyc w fazie 7% mozna prébowaé dostrzec
tez 9 stycznia, ale o tej samej porze zajmie on pozycje na
wysokosci niewiele ponad 2° miedzy Wenus a Merkurym.

Obie planety wewnetrzne sa w tym miesiacu widoczne
niezbyt dobrze, poniewaz wedruja przez okolice najbardziej
na potudnie wysunietej czesdci ekliptyki. Na szczescie

dla nas sa na péinoc od niej. Wenus dazy do koniunkcji
gérnej ze Storicem na poczatku czerwca, ale ze wzgledu na
niekorzystne nachylenie ekliptyki do porannego widnokregu
na przetomie zimy i wiosny zniknie z niebosklonu

juz w lutym. Planeta nie jest atrakcyjnym celem dla
posiadaczy teleskopow, gdyz jej tarcza o jasnosci —4™
pokaze malejaca $rednice od 14” do 12" z rosnaca faza

od 77% do 84%.

Merkury natomiast 12 stycznia osiggnie swoja maksymalna
elongacje zachodnia, wynoszacg tym razem calkiem

spore 23°. Niestety nie oznacza to jego dobrej widocznosci.

Najwigksza wysokos$¢ nad horyzontem planeta osiagnie juz
6 stycznia, wznoszac si¢ godzing przed wschodem Stonca
na wysoko$¢ zaledwie 5°, a zniknie w zorzy porannej jeszcze
w drugiej dekadzie miesiaca. W tym czasie jasnos$¢ planety
wzroénie od 4+0,1™ do —0,2™, jej $rednica katowa spadnie
od 8" do 6", faza za$ zwiekszy sie od okoto 35% do 75%.
Tuz przed konicem widocznosci Merkurego zblizy sie don
Wenus na odlegtos¢ 11°. Zdecydowanie jadniejsza Wenus
mozna wykorzystywaé¢ do odnalezienia slabiej widocznego
Merkurego. Pierwszej planety od Stonca nalezy szukaé

kilkanascie stopni od drugiej, patrzac w kierunku godziny 7.
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W styczniu zaczyna wyraznie poprawiac sie nachylenie
ekliptyki do wieczornego horyzontu, dlatego Ksiezyc po
nowiu stanie sie ozdoba nieba po zmierzchu. Zwlaszcza

w pierwszych dniach, gdy zaprezentuje tzw. $wiatto
popielate. Juz 13. dnia miesigca jego sierp w fazie 6%
mozna tatwo odnalezé jakie$ 12° pod Saturnem, wzglednie
20° na prawo od Fomalhauta, najjasniejszej gwiazdy Ryby
Poludniowej. Dobe pdzniej tarcza Ksiezyca w fazie 13°
zblizy sie na 3,5° do planety z pierscieniami. Sam Saturn
dazy do spotkania ze Stonicem 28 lutego i jego warunki
obserwacyjne pogarszaja si¢ wlasciwie z nocy na noc, gdyz
planeta zbliza sie szybko do linii widnokregu, i tak samo
szybko skraca czas przebywania na niebie po zmierzchu.
Saturn $wieci blaskiem +1™, majac tarcze o $rednicy 16”.

15 stycznia Srebrny Glob w fazie 23% spotka si¢

z Neptunem, zblizajac si¢ don na odleglto$é¢ 3,5°. Do konca
miesigca planeta dotrze na 43’ do gwiazdy 5. wielkosci

20 Psc, 22 stycznia mijajac w odleglodci 9 gwiazde

7. wielkosci HD 222878. Neptun $wieci znacznie stabiej

od Saturna, z jasnoscig +7,9™, stad cho¢ jego koniunkcja
ze Stoncem przypada 3 tygodnie po Saturnie, to zniknie on
w zorzy wieczornej nawet wczesniej.

18 stycznia rano Srebrny Glob przejdzie przez I kwadre,

a wieczorem spotka si¢ z Jowiszem. Okolo godziny 21

oba ciala przedzieli 2°, a do tego czasu faza Ksiezyca
uroénie do 57%. Dobe pdzniej, przy fazie o 10° wickszej,
czeka Ksiezyc spotkanie z Uranem w odleglosci 2,5°.
Jowisz przecina potudnik lokalny okoto godziny 18,

Uran zrobi to samo niecala godzine pdzniej, wznoszac

si¢ przy tym na ponad 50°. Obie planety powoli zblizaja
sig¢ do swoich koniunkcji ze Stonicem, stad ich jasnosci

i drednice katowe maleja. Szczegdlnie widoczne jest to

w przypadku Jowisza, ktory krazy blizej nas, a srednica
orbity naszej planety stanowi wiekszg czesé srednicy orbity
jowiszowej. Stad do konica stycznia jego blask zmniejszy sig
od —2,6™ do —2,4™, a tarcza skurczy sie od 44" do 40”.
Uran utrzyma blask +5,7™ i érednice tarczy niecate 4”.
Zmniejsza si¢ tez stopniowo dystans na niebie miedzy
samymi planetami. Ostatniego dnia miesiaca wyniesie on
11°. W kwietniu natomiast planety zbliza si¢ do siebie na
zaledwie 40’. Niestety wtedy juz prawie dogoni je Stonce,
i szczegdlnie Uran zacznie gina¢ w jego blasku.

W dniach 2022 stycznia Ksiezyc odwiedzi gwiazdozbiér
Byka, zwigkszajac faze od 77% do 92%. Pierwszej

z wymienionych nocy jego tarcza dotrze na pozycje

2° od Plejad, a nastepnie minie gwiazde El Nath, czyli
druga co do jasnosci mieszkanke tej konstelacji. 24. dnia
miesigca Ksiezyc prawie w pelni znajdzie sie 2° od
Polluksa, najjasniejszej gwiazdy Blizniat, by nastepne;j
doby przej$¢ przez pelni¢ w Raku. Silny blask Srebrnego
Globu uniemozliwi wtedy obserwacje stynnej gromady
gwiazd M44.

Na ostatnie kilka dni naturalny satelita Ziemi przeniesie
sie na niebo poranne, wizytujac ponownie obszar nieba

z poczatku miesiaca. 27 stycznia zaprezentuje tarcze
o$wietlona w 95%, mijajac Regulusa w odleglosci mniejszej
niz 3°, ostatniej zas nocy miesiaca zdazy dotrzeé¢ do Spiki,
Swiecac niecate 4° od niej.

Ariel MAJCHER



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Sytuacja w normie, nic nie dziata

Dziewieédziesiat lat temu Robert J. Van de Graaff zbudowal 12-metrowy
generator elektrostatyczny w laboratorium Round Hill nalezacym

do Massachussets Institute of Technology. Generator nie dzialal poprawnie,
gdyz gniezdzace si¢ w hangarze eksperymentalnym gotebie pozostawialy
niejednorodnosci natury organicznej na zewnetrznej elektrodzie, co powodowato
czeste lecz niepozadane przebicia do dachu.

Po émierci Roberta J. Van de Graaffa zwigzane z nig doniesienia prasowe
zainspirowaly trzech studentéw Uniwersytetu w Manchesterze do stworzenia
zespotu rockowego Van der Graaf Generator. Nie dosé, ze zrobili literéwki

w nazwisku uczonego, to jeszcze ich pierwszy publiczny wystep zakonczyt sie
po pieciu minutach przepaleniem wzmacniaczy.

Benjamin Franklin znany jest fizykom jako niestrudzony eksperymentator.
Podczas pobytu w Paryzu pono¢ popularyzowal on wiedze o elektrycznosci,
piekac indyki na elektrycznym roznie zasilanym ogromnym kondensatorem.
Przygotowujac te pokazy, Franklin zostal wielokrotnie porazony pradem,
co spowodowato u niego brak czucia w rekach.

Pierwszy elektromagnes zostal stworzony przez Williama Sturgeona. Badacz
ten zalozyl rowniez czasopismo naukowe pt. The Annals of Philosophical
Discovery and Monthly Reporter of the Progress of Practical Science, ktére
zostato zamknigte zaledwie po pierwszym roku wydawania.

Urodzony w Oslo Lars Onsager otrzymal Nagrode Nobla za sformutowanie
relacji wzajemnosci w termodynamice nieréwnowagowej, zwanych czasem
czwarta zasada termodynamiki. Jego wyklady z fizyki statystycznej

na Uniwersytecie Yale byly okreslane przez studentéw jako ,Norweski dla
zaawansowanych”, ze wzgledu na ich niezrozumialosc.

Michael Faraday rozpoczat swoja kariere naukowa jako
asystent Humphry’ego Davy’ego. Ten potrzebowatl
bowiem wsparcia w laboratorium, doznawszy uszkodzen
wzroku po tym, jak wybuchlta trichloramina, z ktora
eksperymentowat. Wkrétce takze Faraday zostal ranny
w wybuchu trichloraminy.

Frangois Arago byl entuzjastg falowej teorii

Swiatta w czasach, kiedy nie bylta ona powszechnie
przyjmowana. Aby potwierdzi¢ te teorig¢, zaproponowal
rozstrzygajacy eksperyment pomiaru predkosci $wiatla.
Niestety postepujaca cukrzyca z komplikacjami
niekorzystnie wplywajacymi na wzrok sprawila, ze nie
byl on w stanie wykonaé takiego doswiadczenia. Dzis
te klasyczne eksperymenty nazywa sie doswiadczeniami
Fizeau i Foucaulta.

Roéwnanie taczace wspoélczynnik zalamania substancji
z jej polaryzowalnoscia zostato po raz pierwszy

zaproponowane przez dunskiego fizyka Ludviga Lorenza.

Dziewie¢ lat pdzniej na ten sam pomyst wpadl bardziej
znany holenderski fizyk Hendrik Lorentz. Relacja ta jest
obecnie znana jako réwnanie Lorenza—Lorentza. Ludvig
Lorenz jest takze twérca tzw. warunku cechowania
Lorenza w elektrodynamice. Warunek ten jest czesto
wykorzystywany przez teoretykow, gdyz ma taka

samg posta¢ w dowolnym inercjalnym ukladzie
odniesienia z uwagi na swa niezmienniczos¢ wzgledem
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transformacji Lorentza szczegdlnej teorii wzglednosci.
Wigkszoéc¢ fizykow nie jest w stanie poradzi¢ sobie

z tym galimatiasem i przypisuje osiggniecia temu
stawniejszemu.

Wspélczesna astronomia wiele zawdziecza Arthurowi
Eddingtonowi, pionierowi zastosowan teorii wzglednosci
i fizyki jadrowej do opisu cial niebieskich. W jednej

ze swych prac Eddington dowodzil, ze odwrotnosé tzw.
statej struktury subtelnej o w widmie atomu wodoru,
wynoszaca w przyblizeniu 137, daje si¢ w mechanice
kwantowej zrozumieé jako liczba niezaleznych
elementéw symetrycznej tablicy 16 x 16 plus 1

na ruch orbitalny elektronu. Praca Eddingtona
doczekala sie nawet parodii, opublikowanej przez
Becka, Bethego i Riezlera w renomowanym czasopiémie
Die Naturwissenschaften, w ktérej autorzy ze Smiertelna
powaga dowodza, ze warto$¢ liczbowa temperatury
zera absolutnego wyrazona w stopniach Celsjusza to
—273 = —(2/a —1).

Uprawianie nauki bywa zmudne i frustrujace, bo wiele
préb odkrycia czegos nowego po prostu sie nie udaje,
a czasem nawet to, co wychodzi, nie jest odpowiednio
doceniane. Warto pamieta¢ i docenia¢ ten codzienny

i troche niewdzigczny trud pracy badawcze;j.

Kraysztof TURZYNSKI
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Wielomiany podziatu kota — czesé¢ 1
Barttomiej BZDEGA

Ponizsze twierdzenia sg podstawa tego kacika. Dla kompletnosci podaje ich dowody,
w ktérych wykorzystuje sie liczby zespolone. Czytelnik nieznajacy liczb zespolonych
moze je bez obaw pomingé i przejs¢ od razu do zadan.

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Twierdzenie 1. Istnieja (i sa okre$lone jednoznacznie) takie wielomiany unormowane
(tzn. majace wspoélczynnik 1 przy najwyzszej potedze zmiennej) @1, P2, @3, ...
o wspélczynnikach catkowitych, ze dla kazdego caltkowitego dodatniego n zachodzi

réwnosé:
(1) 2" =1 =[] 2a(a).
din

Wielomiany ®4(x) nazywamy wielomianami podzialu kota (lub cyklotomicznymi).

Twierdzenie 2. Niech ¢ oznacza funkcj¢ Eulera (zobacz kacik nr 45 w |A3,). Dla 2 > 1
zachodza nieréwnosci:

2) (z =) < @p(2) < (z + 1),
przy czym pierwsza z nich jest ostra dla n > 2, a druga dla n > 3. W szczegdlnosci dla
n>2ixz>2mamy ®,(z) > 1.

Liczbe zespolong ¢ nazywamy pierwiastkiem n-tego stopnia z 1, jesli (" = 1.

Jezeli ponadto (™ # 1 dla 1 < m < n, to liczbe ¢ nazywamy pierwotnym
pierwiastkiem stopnia n z 1. Niech ¢, = e2™/™ = cos 27” + isin %’T Woéwcezas zbior
pn = {Cn, €2, ¢3, ..., (7} stanowia wszystkie pierwiastki stopnia n z jednoéci, a zbiér
wh ={¢F: 1<k <n, WD(k,n) = 1} stanowia wszystkie pierwiastki pierwotne.
Lemat. Wielomiany ®,(z) = H(eu,ﬁ (z — ¢) spelniaja réwnosé .

Dowdéd. Wykazemy najpierw réwnosé p, = Ud|n uy. Utamek a/n dlaa=1,2,...,n
mozemy w spos6b jednoznaczny przedstawié w postaci k/d, w ktérej d | n, 1 < k < d
oraz NWD(k,d) = 1. Na odwrét, kazdy taki utamek k/d mozemy jednoznacznie rozszerzyé
do utamka a/n. Na tej podstawie tworzymy bijekcje zbioréw py, i Ud‘n 1y okreslong,

przez ¢ — % (k/d jest postacia nieskracalng utamka a/n). Pozostaje jeszcze zauwazyé,
ze woéwezas (& = e20™/" = g2k/d — ¢k, wiec ta bijekcja jest identycznoscia.
7 udowodnionej réwnosci wynika, ze

1= J@-0=]][[[ -0
CEUn dln CEpy

co koniczy dowdd lematu.
Dowdd twierdzenia 1. Oczywiscie wielomiany ®.,(z) z lematu sa unormowane.
Wybierzmy dowolne n > 1 i zaltézmy indukcyjnie, ze wielomiany ®,, maja wszystkie
wspoélczynniki catkowite dla kazdego m < n. Niech ¥y (x) = Hd‘n,d<n D4(x). Z lematu
wynika, ze @y (2)¥,(z) = (z" — 1). Na mocy zalozenia indukcyjnego ¥, (z) to
unormowany wielomian o wspétezynnikach catkowitych, skad (i z poprzedniej
réwnosci) @, (x) tez ma wspblezynniki catkowite, co koniczy dowdd indukeyjny
i uzasadnienie istnienia postulowanych w twierdzeniu 1 wielomianéw. Analogiczna
indukcja dowodzimy jednoznacznosci (wielomiany ®4 opisane w twierdzeniu dla d < n,
d | n oraz réwnosé jednoznacznie wyznaczaja wartosci wielomianu ®,,).

Dowdd twierdzenia 2. Poniewaz ®1(x) =2 — 11 ®2(z) = z + 1, teza jest oczywista

dla n < 2. Dalej niech n > 3. Jesli ¢ € uy,, to || =11 ¢ # £1. Wobec tego

z—1< |z — (] <x+ 1. Stopien wielomianu ®,,(z) jest réwny |ur| = ¢(n). Wynika

z tego, ze (z — 1)¥™ < |®,(z)] < (z + 1)*™). Pozostaje zauwazy¢, ze dla n > 3
wielomian @, () jest unormowany i nie ma pierwiastkéw rzeczywistych, wiec ®,(x) > 0
dla wszystkich rzeczywistych z, czyli |, (x)| = ®n(z).

Zadania

1. Udowodni¢, ze istniejg liczby naturalne a1, as, .
aiaz...ais = 22024 — 1.

. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n, dla ktérych liczba n'® + n® + 1 jest pierwsza.

3. Niech p i g beda dwiema réznymi liczbami pierwszymi i niech n > 2 bedzie liczba
naturalng. Dowiesé, ze liczby 1+nP +n? + ... +nl0™ VP { 14094 n20 4 4 pP—Da
maja wspolny dzielnik wigkszy niz 1.

4. Niech a > 1 bedzie liczbg naturalng. Dowiesé, ze jesli a®~ D™ + .
liczba pierwsza, to k jest liczba pierwsza, a n jest jej potega.

5. Niech p bedzie dzielnikiem pierwszym liczby 2™ — 1. Udowodnié, ze pP» < 3™, pray
czym H, =1+ 3+ 3 +...++.

6. Wykazac, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb naturalnych a o nastepujacej
wlasnosci: kazdy dzielnik pierwszy liczby a® + a + 1 jest mniejszy od +/a.

..,a15 > 1 spelniajace réwnosé

[\]

4 a®+a™ 41 jest
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