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Wstep do numeru specjalnego Delty

Dane to jeden z surowcéw, na ktoérych oparta jest Powstanie niniejszego numeru jest skorelowane
wspblczesna cywilizacja. Jak niemal kazdy surowiec, z odbywajaca sie w dniach 3-7 lipca 2023 roku
wymagaja pewnego przetworzenia, zanim stana sie w pelni w Warszawie konferencja The European Meeting
uzyteczne. Intelektualna rafineria, ktéra wypracowala of Statisticians, organizowang przez Polskie
ludzko$é, by radzié¢ sobie z bogatymi ztozami wydobywanej Towarzystwo Matematyczne, Politechnike

z wielka determinacja informacji, jest szeroko rozumiana Warszawska i Uniwersytet Warszawski. Uczestnicy
statystyka. Stanowi ona réwniez wspolny mianownik konferencji otrzymaja angielska wersje wydania,
artykuléw zamieszczonych w tym wydaniu Delty. Mamy ktéra mozna réwniez odnalezé (i polecaé¢ wérdéd
nadzieje, ze kazdy Czytelnik (nie tylko Statystyczny) swoich niepolskojezycznych znajomych) na stronie
znajdzie w tym zeszycie co$ odpowiadajacego jego deltami.edu.pl!

naukowym zainteresowaniom. Zyczymy pouczajacej lektury! Redakcja

* Wydzial Matematyki i Nauk
Informacyjnych, Politechnika
Warszawska

Niepewnosé

/\

Losowosé Nieprecyzyjnosé

L.A. Zadeh, Fuzzy sets, Information and
Control 8 (1965), 338-353.

O statystyce, braku precyzji i serach
Przemystaw GRZEGORZEWSKI*

Statystyka moze by¢ postrzegana jako sztuka podejmowania decyzji

w warunkach niepewnoéci. Dostarcza narzedzi do opisu, wyjadniania

i prognozowania zjawisk i proceséw zachodzacych w realnym Swiecie oraz
weryfikowania hipotez ich dotyczacych. Przez dlugi czas niepewnosé byla
utozsamiana z losowoscia, a w konsekwencji rachunek prawdopodobienstwa byt
uznawany za jedyna solidnie ugruntowanga teorie pozwalajaca opisa¢ niepewnosc.
W ciagu ostatnich pie¢dziesigciu lat pojawily sie¢ jednak pewne podejscia
rozszerzajace klasyczna teorie prawdopodobienistwa lub do niej ortogonalne. Ich
wspoélnag cecha jest préba zlagodzenia zatozen standardowych metod, aby mogty
radzi¢ sobie z innymi rodzajami niepewnoéci, takimi jak nieprecyzyjnos¢.

Nalezy pamigtaé, ze sama nieprecyzyjnosé nie jest (nomen omen) precyzyjnie
zdefiniowana. Do$¢ czesto wyniki eksperymentow sg nieprecyzyjne z powodu
niedoktadnosci aparatury lub bledéw popelnionych przez osoby dokonujace
pomiary. Czasami pozadany pomiar jest tak trudny do przeprowadzenia, ze
jego wynik, z reguly, powinien by¢ traktowany jako bardzo niepewny. Moze
rowniez zdarzyé sie, ze dokladna warto$¢ zmiennej jest celowo ukrywana ze
wzgledu na wrazliwy charakter gromadzonych danych. We wszystkich tych
sytuacjach obserwacje czesto sa rejestrowane jako zbiory (np. przedzialy)
zawierajace ich dokladne wartosci, nie dajace jednak pelnej informacji

o nalezacej do nich punktowej obserwacji x. Kazdy taki zbiér reprezentuje
pewien epistemiczny stan obserwacji. Istniejg jednak sytuacje, gdy dane
eksperymentalne sg nieprecyzyjne w samej swej istocie. Typowym przykladem
sa ludzkie odczucia, ktére nie maja obiektywnej wartosci (jak smak czy nastréj).
7 tego typu sytuacja mamy réwniez do czynienia, gdy dane dotycza zjawiska
ze swej natury zmiennego, z rozmytymi lub zmieniajacymi sie granicami,
elastycznymi przedziatami czasowymi lub skalami ocen itp. Kazda taka
obserwacja, nawet jesli nie jest precyzyjna, odpowiada pewnemu istniejacemu
stanowi rzeczywistoéci, a zatem ma charakter nieprecyzyjnosci ontycznej.

Wygodna metode matematycznego reprezentowania nieprecyzyjnosci
zaproponowal Lotfi A. Zadeh (1921-2017), ktéry wprowadzil teori¢ zbioréw
rozmytych stanowiaca rozszerzenie klasycznej teorii zbioréw. Zadeh, jeden

z najwybitniejszych my$licieli wspoltczesnoéci, zdal sobie sprawe, ze chociaz
jestedmy przyzwyczajeni do dzielenia wszystkiego na ,tak” i ,nie” lub na czarne
i biale, to nasz Swiat rysuje sie w odcieniach szarosci. Jego slynna teza, ze
wszystko jest kwestiq stopnia, stata sie gléwna mysla stojaca za logika rozmyta
i jej imponujacymi zastosowaniami. Warto w tym miejscu wyjasnié, ze logika
rozmyta w rzeczywistosci nie jest ,rozmyta” czy ,niedoktadna’” logika, ale logika,
ktéra opisuje i ujarzmia nieprecyzyjnosc.
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Zauwazmy, ze w teorii mnogosci funkcje
f: X — Y sa zazwyczaj definiowane jako
zbiory; dokladniej, podzbiory X X Y takie,
ze dla kazdego x € X istnieje dokladnie
jedno y € Y spelniajace (z,y) € f. W tym
sensie f(x) to jedynie konwencja
notacyjna oznaczajaca jedyne y, dla
ktérego (z,y) € f.

Rys. 1. Wykres przykladowej funkcji
przynalezno$ci A(z) liczby rozmytej A

@

Rozwigzanie zadania M 1750.
Rozwazmy dowolne rozmieszczenie liczb.
Zauwazmy, ze liczby od 1 do 2022
reprezentuja co najwyzej 2022 wiersze

i 2022 kolumny. Istniejg zatem wiersz

i kolumna zawierajace wylacznie liczby
wieksze od 2022. Iloczyn dowolnych
dwéch z nich jest rowny co najmniej
2023 - 2024, a to wiecej niz dowolna liczba
wpisana w tablice. Oznacza to, ze nie
istnieje rozmieszczenie liczb opisane

w zadaniu.

Podstawowym pojeciem wprowadzonym przez Zadeha jest zbior rozmyty.
Niech U bedzie ustalong przestrzenia rozwazan. Zbiér rozmyty A w U
jest utozsamiany z odwzorowaniem A : U — [0, 1], nazywanym funkcja
przynaleznosci, przypisujacym kazdemu obiektowi = € U liczbe rzeczywista
A(z) z przedziatu [0, 1], wskazujaca stopieni przynaleznosdci  do A. Zatem zbiér
rozmyty A moze by¢ postrzegany jako (standardowy) podzbiér U x [0, 1], tj.:
A={(z,A(z)) : 2 € U, A(x) € [0,1]}.
Interpretacja funkcji przynaleznosci jest naturalna: jesli A(z) = 1, to jesteSmy
pewni, ze element x nalezy do A, podczas gdy A(xz) = 0 oznacza, Zze x nie
nalezy do A. We wszystkich innych przypadkach, tj. gdy A(x) € (0,1), mamy
czedciows przynaleznos$é do A. Oznacza to, ze jesli A(x) jest bliskie 1, to
stopien przynaleznosci « do A jest wysoki, a jesli A(z) jest bliskie 0, to stopiei
przynaleznosci  do A jest niski. Jesli A(x) € {0,1} dla wszystkich « € U,
to A jest zbiorem w klasycznym rozumieniu (i odwrotnie, kazdy ,,zwykly” zbiér
moze by¢ traktowany jako zbiér rozmyty, ktérego funkcja przynaleznosci jest
funkcja charakterystyczna).

Innym waznym pojeciem zwigzanym ze zbiorami rozmytymi jest tzw. a-ciecie.
Dla kazdego « € [0, 1] a-ciecie zbioru rozmytego A, oznaczane jako A, jest

zdefiniowane jako
A — {reU:Alz) > a} dlaae(0,1],
“ \e{z eU: A(z) >0} dlaa=0,

gdzie cl oznacza operacje domkniecia (od tej pory zakladamy, ze taka operacja
jest zdefiniowana na U). Innymi stowy, a-cigcie to ,zwykly” podzbidr tych
elementow U, ktérych stopien przynaleznosci do A jest nie mniejszy niz a.
Mozna pokazaé, ze kazdy zbiér rozmyty jest jednoznacznie wyznaczony przez
rodzing wszystkich swoich a-cig¢ {Aq}taepo,1]- Dwa a-cigcia zastuguja na
szczegblng uwage: A nazywane jadrem, ktore zawiera wszystkie wartosci

w pelni zgodne z opisywanym przez A pojeciem, oraz Ay nazywane nosnikiem,
zawierajace elementy zgodne z tym pojeciem w jakim$ stopniu.

Wazna podrodzing zbioréw rozmytych sa liczby rozmyte. Méwimy, ze A jest
liczba rozmyta, jesli A: R — [0, 1] i wszystkie jego a-ciecia sa niepustymi
przedzialami domknietymi. Przyklad liczby rozmytej jest przedstawiony na
rysunku 1.

Przyklad. Ser Gamonedo to rodzaj sera plesniowego produkowanego

w Asturii (p6éinocna Hiszpania). Jest on wedzony, a nastepnie pozostawiany do
dojrzewania w jaskiniach lub innych suchych miejscach. W trosce o zapewnienie
odpowiedniej jakosci produktu eksperci (degustatorzy) oceniaja rézne cechy
sera: wizualne (ksztalt, skorka, wyglad), teksture (twardosé i kruchosé),
zapachowo-smakowe (intensywnosé i jakosé), a takze ogdélne o nim wrazenie.
Ostatnio zapostulowano, aby do opisu swych subiektywnych ocen degustatorzy
postuzyli sie trapezoidalnymi liczbami rozmytymi. Ten wlasnie typ liczb
rozmytych jest czesto stosowany ze wzgledu na tatwosé interpretacji oraz
przetwarzania. Ocena sera dokonywana jest w skali od 0% (najnizsza jakos$é)
do 100% (najwyzsza jako$é). Na poziomie 0 (por. rys. 2) degustator zaznacza
zakres wartosci, ktéry jest w jakims stopniu zgodny z jego opinia (tzn. jakosé
rozwazanej cechy z pewnoscig nie wychodzi poza ten zakres). Natomiast na
poziomie 1 ekspert zaznacza zakres wartosci, ktéry w pelni odzwierciedla

jego opinie odnosnie jakosci. Przyktad z rysunku 2 ilustruje sytuacje, w ktorej
tester uwaza, ze dany ser spelnia wymagania jakosciowe pod wzgledem badanej
cechy w 70-80%. Jednocze$nie jest on przekonany, ze wymagania jakoSciowe sg
spelnione w stopniu nie nizszym niz 50%, ale tez nie wyzszym niz 90%.

1

0.
0%

)
10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90%  100%

Rys. 2. Przyktad eksperckiej opinii reprezentowanej przez trapezoidalny zbiér rozmyty
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Warto podkredli¢, ze suma
trapezoidalnych liczb rozmytych jest
trapezoidalng liczbg rozmyta, tzn. jesli
A = (a1,a2,a3,a4)T

iB=(b
A+ B=

= (al

,b2,b3,ba)T, to

+ b1,a2 + b2, a3 + bz, a4 + ba)r.

Pomnozenie trapezoidalnej liczby

rozmytej

A = (a1,a2,a3,a4)r Przez

skalar 0 daje trapezoidalng liczbe

rozmyta:

0-a={

(0(11, Oaz, 0(13, 9‘14)T gdy 4 2 0,
(Qay,basz,0az2,0a1)r gdy 0 < 0.

Zakresy wartoSci oceny na pozostalych poziomach (poza 0 i 1) sg nastepnie
interpolowane liniowo, tak aby otrzymaé¢ trapezoidana liczbe rozmyta

(por. rys. 2). Przyklad ocen wyrazonych przez szeSciu degustatoréw,

ktore zostaly zamodelowane przy uzyciu trapezoidalnych liczb rozmytych,
przedstawiono na rysunku 3.

1 [l

I I I 1
T T

T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Rys. 3. Probka szesciu eksperckich opinii reprezentowanych przez trapezoidalne zbiory rozmyte

Bardziej formalnie, méwimy, ze A jest trapezoidalng liczbg rozmyta, jesli jej
funkcja przynalezno$ci jest dana wzorem

oas gdy a1 <z <ag,
1 gdy a2 < z < ag,
1) Alw) = gy BT80S
aa—a; B84y a3 <T < ag,
0 w przeciwnym przypadku,

gdzie a1, a9, as,a4 € R spelniajg a; < as < ag < ayq. Poniewaz trapezoidalna
liczba rozmyta jest charakteryzowana przez cztery liczby rzeczywiste, czesto
oznacza sie ja przez A = (a1, a2, a3, a4)7.

Zdefiniujemy teraz podstawowe operacje arytmetyczne na liczbach rozmytych.
Chociaz mozna je wprowadzi¢, operujac bezposrednio na funkcjach
przynaleznoéci, latwiejsza wydaje sie definicja wykorzystujaca a-ciecia. Suma
dwoch liczb rozmytych A i B jest okre$lona przez tzw. sume Minkowskiego
a-cigé sktadnikéw (patrz rys. 4), tj. dla kazdego « € [0, 1]

(2) (A+ B)y = [iana + inf B, sup A, +supBa],

gdzie inf I oraz sup I oznaczaja, odpowiednio, lewy i prawy koniec przedziatu I.

(A+ B)a

Rys. 4. Suma liczb rozmytych A i B

Podobnie, mnozenie liczby rozmytej A przez skalarng wartosé 6 € R jest okreslone
poprzez tzw. iloczyn Minkowskiego a-cie¢ (patrz rys. 5), tzn. dla kazdego

a € [0,1]

(3) (0-A)o = [min{finf A,, 0 sup Ay}, max{finf A,,fsup An}].

(=1,5-A)a
Rys. 5. Mnozenie liczby rozmytej A przez skalar
Niestety, w ogdlnosci A 4 (—1-A) # 1o (patrz rys. 6). W konsekwencji, dla réznicy
opartej na operacji Minkowskiego nie zawsze zachodzi (A + (—1- B)) + B = A.

Rys. 6. Ilustracja probleméw z odejmowaniem liczb rozmytych
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Rozwigzanie zadania M 1752.
Zauwazmy, ze dla dowolnych
M,a,b € [0,1] takich, ze M > a,b,
zachodzi nieréwnos¢:

(M —a)(M —b)(1—bM) >0,

co po przeksztalceniach daje

(1—bM +b°)(1—aM + M?) >1—ab+b>.

Aby udowodnié¢ nieréwnosé z zadania dla
n = 2, wystarczy w powyzszej nieréwnosci
wziaé a = b= x1 oraz M = xa.

Zalézmy, ze teza zadania zachodzi dla
pewnego n; wywnioskujemy stad jej
stusznoé¢ dla n 4 1. Bez straty ogdlnoéci

zalézmy, ze x,41 = max{z1,...,Tp4+1}.
Uzywajac powyzszej nieréwnodci dla
b=x,, M =x,41 oraz a = x1,
otrzymujemy:
; 2 2
(1 —zpxpgr +2,)(1 —xpp121 + ;1:”+|) >
2
> (1 —xzpxy +x,).
Dlatego
n+1

H(l —XiTie1 + :1:?) >

cykl

n

> HU —mimig o) > 1,

gdzie przez | | ” rozumiemy
cykl h

»zacyklony” iloczyn. Powolanie si¢ na
zasade indukcji konczy dowdd.

Aby sprostaé niektérym trudnosciom zwigzanym z brakiem ,porzadnej”
operacji odejmowania liczb rozmytych, zwtaszcza w kontekscie konstruowania
narzedzi do wnioskowania statystycznego, czesto rozwaza sie odleglosé

miedzy liczbami rozmytymi. Tak jak poprzednio, wygodnie bedzie do jej

opisu wykorzystaé a-ciecia. Odlegto$é miedzy dwoma odcinkami [a, b],

[c, d] mozemy okresli¢ jako odleglo$é miedzy punktami (a,b), (¢, d) na
plaszezyznie (czyli \/(a — ¢)2 + (b — d)2. Nastepnie odleglo$é miedzy liczbami
rozmytymi A, B zdefiniujemy jako érednig kwadratowa z odlegtosci miedzy A,
i B, po wszystkich «, co prowadzi do nastepujacego wzoru:

1
D(A7 B) = /[(inf Ay —inf BQ)Q + (SUP Ay —sup BQ)Q] do.
0

(4)

Odnotujmy, ze rzeczywiscie jest to odleglosé, czyli metryka (patrz np. artykul
Jarostawa Gérnickiego z A3,). Oczywista jest whasnoéé D(A, B) > 0, jak i to, ze
D(A, B) = 0 tylko w przypadku A = B. Nieco trudniejsza w uzasadnieniu jest
nier6éwnosé tréjkata D(A, B) + D(B,C) > D(A, C), ktora pozostawiamy jako
¢wiczenie.

Zalézmy teraz, ze mamy do czynienia z niezaleznymi, rozmytymi obserwacjami
dwéch populacji; n obserwacji z populacji pierwszej, € = (x1,...,Z,), oraz

m obserwacji z drugiej, y = (y1,...,Ym) (wszystkie x; oraz y; sa liczbami
rozmytymi). Cheemy przekonaé sie, czy wystepuje znaczaca réznica miedzy
tymi populacjami. W tym celu mierzymy odlegtosé miedzy Srednimi
arytmetycznymi wyznaczonymi dla obu prébek. Zauwazmy, ze faktycznie
potrafimy juz obliczaé¢ $rednia arytmetyczna liczb rozmytych (ktéra sama jest
liczba rozmyta), gdyz mamy narzedzia do ich dodawania i mnozenia przez
liczby rzeczywiste. Pozostaje pytanie, czy konkretna odlegto$¢ miedzy $rednimi,
np. 3,14, jest duza, czy mata? W tym miejscu na scen¢ wkracza statystyka
matematycznal

W Zargonie statystykdéw naszym celem jest weryfikacja hipotezy zerowej Hy,
mowiacej, ze obie probki pochodza tak naprawde z tej samej populacji, przeciw
hipotezie alternatywnej, ze populacje sie réznia. Jesli hipoteza zerowa jest
prawdziwa, oczekujemy, ze $rednie z obu prébek nie beda si¢ zbytnio réznié.
Natomiast znaczaca réznica miedzy $rednimi wskazuje na to, ze badane probki
pochodza z réznych populacji.

Aby zdecydowaé, czy mierzona odleglos¢ jest wystarczajaco duza, by uznaé ja
za znaczaca, statystycy czesto odwoluja sie do pojecia p-wartosci. W naszym
przypadku bedzie to prawdopodobieristwo (przy zalozeniu, ze hipoteza zerowa
jest prawdziwa) otrzymania co najmniej tak duzej odleglosci miedzy Srednimi,
jak ta zaobserwowana. Zgodnie z intuicja, jesli to prawdopodobienstwo jest
niskie, mamy dobry powdd, by odrzuci¢ hipoteze zerowa. Problem polega

na tym, ze w naszym przypadku nie mozemy dokladnie wyznaczy¢ tego
prawdopodobienstwa, poniewaz hipoteza zerowa orzeka jedynie, ze dwie
populacje mozna traktowac jak jedna, ale nie podaje nam konkretnego opisu
probabilistycznego tej populacji. Musimy zatem odwolaé sie do innego,
sprytnego pomystu.

Niech v bedzie zlgczeniem dwoch prébek, tj. v; = x; dla 1 < ¢ < n oraz v; = y;_n
dlan+1<17< N, gdzie N =n + m. Niech teraz v* oznacza permutacje
poczatkowego zbioru danych v. Z pierwszych n elementéow ciagu v* tworzymy
prébke ¥, natomiast z pozostalych m elementéw, probke y*. Innymi stowy,
dokonujemy losowego podziatu elementéw v na dwie prébki o rozmiarach,
odpowiednio, n i m. Zauwazmy, ze jesli hipoteza Hy jest spelniona, tj.

obie prébki pochodza z tego samego rozkladu, to taka operacja nie zmieni
losowoéci stojacej za obserwowanymi probkami (z punktu widzenia losowosci
dowolny taki podzial jest w pewnym sensie réwnoprawny). W konsekwencji
mozemy oszacowaé prawdziwa p-wartosé jako frakcje wszystkich mozliwych
permutacji v*, ktore prowadza do wigkszej roznicy miedzy érednimi * i y* niz
ta zaobserwowana.
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Réwnanie mozna traktowaé jako
definicje prawdziwej p-wartosci, pod
warunkiem zdarzenia, ze nasze prébki
sumujg sie (jako zbiory swoich wyrazéw)
do v. Takie podejécie jest dosé
standardowe przy projektowaniu tzw.
testow mieparametrycznych, np. testu
serii opisanego szczegétowo w artykule
o tej samej nazwie w A?T

Ponizsza tabela przedstawia opinie dwéch
ekspertéw dotyczace ogdlnego wrazenia
na temat lacznej liczby 78 prébek sera
Gamonedo, por. Ramos-Guajardo i in.
(2019). Kazdy ekspert ocenial inne

probki.

Ekspert 1

Ekspert 2

(65,75, 85, 85)
(35,37, 44, 50)
(66,70, 75, 80)
(70, 74, 80, 84)
(65,70, 75, 80)
(45, 50, 57, 65)
(60, 66, 70, 75)
(65, 65,70, 76)
(60, 65, 75, 80)
(55, 60, 66, 70)
(60,65, 70, 74)
(30,46, 44, 54)
(60,65, 75, 75)
(70,75, 85, 85)
(44, 45,50, 56)
(51, 56, 64, 70)
(40, 46, 54, 60)
(55, 60, 65, 70)
(80, 85, 90, 94)
(80, 84, 90, 90)
(65,70, 76, 80)
(75, 80, 86, 90)
(65,70, 73, 80)
(70, 80, 84, 84)
(55,64, 70, 70)
(64,73, 80, 84)
(50, 56, 64, 70)
(55, 55, 60, 70)
(60, 70, 75, 80)
(64,71, 80, 80)
(50, 50, 55, 65)
(50, 54, 60, 65)
(65,75, 80, 86)
(50,55, 60, 66)
(40, 44, 50, 50)
(70,76, 85, 85)
(44,50, 53, 60)
(34, 40, 46, 46)
(40, 45,51, 60)
(84,90, 95, 95)

(50,50, 63, 75)
(39,47, 52, 60)
(60,70, 85, 90)
(50, 56, 64, 74)
(39, 45,53, 57)
(55, 60, 70, 76)
(50,50, 57, 67)
(65, 67, 80, 87)
(50,50, 65, 75)
(50, 55, 64, 70)
(39,46, 53, 56)
(19, 29, 41, 50)
(40,47, 52, 56)
(54, 55, 65, 76)
(59,65, 75, 85)
(50, 52, 57, 60)
(60, 60, 70, 80)
(50, 54, 61, 67)
(40, 46, 50, 50)
(44, 50, 56, 66)
(60, 64, 75, 85)
(54, 56, 64, 75)
(50, 50, 60, 66)
(44, 46,55, 57)
(59,63, 74, 80)
(49, 50, 54, 58)
(55,60, 70, 75)
(44,47, 53, 60)
(19, 20, 30, 41)
(40, 44, 50, 60)
(50, 50, 59, 66)
(50, 53, 60, 66)
(50,52, 58, 61)
(60, 65, 72, 80)
(50,50, 55, 60)
(30, 34, 43, 47)
(19, 25, 36, 46)
(53, 63, 74, 80)

Formalnie mozna wyrazi¢ te ide¢ wzorem:

oo 1 .
(5) p-wartosé ~ NI Z (T (v*) = to),
w ktérym suma obejmuje wszystkie permutacje v* zbioru v, T'(v*) oznacza
odlegtos¢ migdzy Srednimi z probek x* i y*, zas to jest obserwowana odlegloscia
miedzy $rednimi z prébek x i y. Wartos$é wyrazenia 1(warunek) jest réwna 1,
jesli dany warunek jest spelniony, a 0 w przeciwnym przypadku.

v*

Wzér moze byé¢ dalej uproszczony dzieki wykorzystaniu faktu, ze permutacje
mozna podzieli¢ na grupy rozmiaru n!m!, w ktérych permutacje dajg te same
$rednie z probek x* i y* (sa to permutacje, z ktérych kazda mozna uzyskaé

z innej poprzez permutowanie pierwszych n i ostatnich m obserwacji). Jednak
nawet po dokonaniu takiego uproszczenia liczba skladnikéw rozwazanej sumy,
wynoszaca wOwczas (]T\Z ), ro$nie wykladniczo wraz z N (utrzymujac stosunek
n/N na ustalonym poziomie). Dlatego, zamiast uwzglednia¢ wszystkie mozliwe
permutacje, ograniczamy sie do $redniej obliczonej na podstawie (mozliwie
wielu) losowo wybranych permutacji. Konkretniej, niech v}, v;3,...,v}% beda
pewnymi losowymi permutacjami v (gdzie K jest odpowiednio duze, np. wigksze
niz 1000). Wtedy przyblizenie p-wartosci naszego testu jest okreslone przez:

K
s, 1 *
(6) p-wartosé ~ 74 321 (T (vg) = to).

Przyktad. Wykorzystamy teraz dane z pracy Ramos-Guajardo i in. (2019),
aby porownacé ogdlne wrazenia dwbdch degustatoréw na temat seréw Gamonedo.
Trapezoidalne liczby rozmyte odpowiadajace 40 opiniom wydanym przez
pierwszego eksperta oraz 38 opiniom drugiego sa zebrane w tabeli na
marginesie. Liczby w nawiasach odpowiadaja notacji uzywanej do opisu
trapezoidalnych liczb rozmytych, np. x; = (65, 75,85,85)7, y1 = (50,50, 63,75)1
itd. Chcemy sprawdzi¢, czy istnieje zgodno$¢ miedzy tymi dwoma ekspertami
co do ogdélnego wrazenia, jakie robia oceniane sery. Aby osiggnaé ten cel,
weryfikujemy hipoteze zerowa Hj gloszaca, ze nie ma istotnej réznicy

miedzy opiniami ekspertow, przeciwko temu, ze ich opinie na temat jakosci
sera roznia sie. Na podstawie danych z tabeli mozna wyznaczy¢ Srednie
wartosci T = (57,65; 63,20; 69,18; 73,48)r i y = (47,34; 51,21; 59,87; 66,84).
Podstawiajac te wyniki do , otrzymujemy warto$¢ statystyki testowej

to = D(w,y) = 11,26. Nastepnie, po zlaczeniu prébek i wygenerowaniu

K = 1000 losowych permutacji, stosujac (@, otrzymujemy przyblizenie p-wartosci
réwne 0,002. Jej interpretacja jest pokazana na rysunku 7, przedstawiajacym
histogram wszystkich uzyskanych symulacyjnie réznic D(z*, y*). Czarny punkt
oznacza obserwowana wartoscé tg

statystyki testowej. Stabo widoczny [
szary obszar na prawo od tego punktu
odpowiada prawdopodobienstwu 0.3

uzyskania odlegtosci miedzy $rednimi
x* a y* nie mniejszej niz ty. Dlatego
tez mozemy bez wiekszego wahania
odrzuci¢ hipoteze zerowa i wnioskowac,
ze nie ma ogdélnej zgody miedzy 0.0
opiniami rozwazanych ekspertéow na
temat sera Gamonedo.

0 2 4 6 8 10 12
Rys. 7

Przedstawiony permutacyjny test zgodnosci dwoch probek zawierajacych
nieprecyzyjne informacje jest jednym z wielu przyktadéw, jak modelowanie
rozmyte moze by¢ polaczone z klasycznym wnioskowaniem statystycznym.
Pomimo poczatkowego sceptycyzmu wobec prob polaczenia obu teorii z czasem
stalo sie jasne, ze zaréwno statystyka, jak i teoria zbioréw rozmytych nie
powinny by¢ uwazane za konkurencyjne i moga skutecznie sie¢ uzupelniaé.

Co wigcej, rozszerzenie statystyki o analiz¢ zbioréw rozmytych nie tylko
pomaga rozwigzaé pewne problemy, ale jednocze$nie stawia nowe pytania
badawcze. W szczegdlnosci, rozréznienie miedzy tzw. zbiorami ontologicznymi
i epistemicznymi prowadzi do réznych definicji nawet tak podstawowych pojeé
jak wariancja, a co za tym idzie — réznych narzedzi wnioskowania.
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Algorytm magicznych pigtek

* Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

T Zawarte w artykule tresci sg jedynie
(btednymi) pogladami autora i nie muszg
odzwierciedlaé (i nie odzwierciedlaja)
pogladéw redakeji (przyp. red.).

Kiedy piszemy, ze czas dzialania f(n) to
O(g(n)), to mamy na my$li, ze f jest

co najwyzej rzedu g, czyli dla duzych
warto$ci n funkcja f(n) rosnie nie
szybciej niz g(n). Formalnie: istnieja
takie state ¢ oraz ng, ze dla n > ng
zachodzi f(n) < ¢ g(n). Jest to zatem
oszacowanie gérne, ale zwykle nie
najlepsze, jakie da si¢ znalezé.

Oczytany Czytelnik moze mieé¢ (bardzo
trafne) skojarzenie z algorytmem
QuickSort. W algorytmie tym, aby
posortowac zbidr liczb, dzielimy go na
elementy mniejsze i wigksze od pewnego
elementu, a potem rekurencyjnie
sortujemy obie czedci. Nie jest
przypadkiem, ze autorem algorytmu
QuickSort jest wlasnie Tony Hoare.

Oskar SKIBSKI*

Wszyscy wiemy, ze magia istnieje. Naukowcy staraja sie tlumaczyé¢ wiekszosé
zjawisk matematycznymi rownaniami lub wymyslaja nowe definicje, aby udawac,
ze to, czego nie da sie opisa¢ réwnaniami, tez ma sens. Wiemy jednak dobrze,
ze udaje im si¢ przekonac tylko tych juz przekonanych. Jezeli krélika nie byto
w kapeluszu, a magik go z niego wyciagnal, to nie ma réwnania, ktore by to
opisalo. Jeden to jeden, a zero to zero.

Jako ze w Delcie konsekwentnie udajemy, ze magia nie istnieje, w tym artykule
oméwimy algorytm, ktéry wydaje sie magiczny, a magiczny nie jest. Mozemy
poréwnaé go do sztuczki magicznej, w ktérej magik po prostu wyciagnat
krolika z kapelusza, ale wcze$niej nie pokazal widowni, ze kapelusz jest pusty.
Przez chwile moze nas to zaskoczy¢ (,0! Krolik!”). Wnikliwa analiza i logiczne
wnioskowanie pozwalaja jednak wyttumaczy¢ te sztuczke: krolik musial siedzieé
magikowi na glowie przez cale przedstawienie, a przy zdejmowaniu kapelusza
magik zrecznie podwazyt mu tapki i dzigki temu mial co z kapelusza wyciagnaé.

Sztuczka magiczna: Mamy dany kapelusz z n kréli. . . nie, no badzmy choé
troche powazni! Mamy dany zbiér A zawierajacy n liczb (liczby moga sie
powtarzad). Jeden z widzéw podaje dowolna liczbe k od 1 do n. Magik w czasie
liniowym odpowiada, jaka jest k-ta co do wielko$ci liczba w zbiorze A.

Jak wykonaé sztuczke: Dla niektérych wartosci k zadanie to jest bardzo
proste, np. dla k = 1 nasz problem sprowadza sie do szukania najmniejszego
elementu w zbiorze, co latwo zrobi¢ w czasie liniowym. W ogdlnosci (np. jezeli
k = [n/2]) nie jest jednak jasne, jak mozemy to zrobié¢. Przypadek k = [n/2]
jest zreszta bardzo wazny dla statystykéw, gdyz dotyczy tzw. mediany, ktéra
potrafi mie¢ dla nich nawet wigcej uroku niz srednia. Naturalnym pomyslem jest
posortowanie wszystkich liczb i potem wskazanie tej z pozycji k-tej. Najszybsze
algorytmy sortowania dzialaja jednak w czasie O(nlogn), a nasz problem wydaje
si¢ duzo prostszy niz problem sortowania — jak rozwiaza¢ go w czasie liniowym?

Pomyst na rozwigzanie pozyczymy ze sztuczki magicznej polegajacej na
przepilowaniu asystentki na pét, albo, jak kto woli, z algorytmu Hoare’a. Wezmy
losowy element m ze zbioru A i podzielmy caly nasz zbiér na dwa niepuste
zbiory tak, aby w pierwszym zbiorze znalazly sie tylko elementy mniejsze

badz réwne m (zbidr A¢), a w drugim wigcksze badz réwne m (zbiér As). Aby
zbiory byly niepuste, mozemy np. do pierwszego z nich wrzuci¢ wszystkie
elementy mniejsze badZ réwne m i jezeli drugi zbiér okaze si¢ pusty, przerzucic
do niego m. Teraz jezeli A¢ ma co najmniej k elementéw, to szukany element
musi byé w A¢ — rekurencyjnie szukamy go zatem w tym zbiorze. Jezeli z kolei
A< ma mniej niz k elementéw, to szukany element jest w zbiorze A>: musimy
zatem rekurencyjnie znalez¢ tam element k — |A¢| co do wielkosci.

Pomyst jest prosty, jednak jego skutecznosé nie musi byé zbyt dobra — jezeli
bedziemy pechowo losowaé zawsze najmniejszy lub najwiekszy element, to co
krok nasz zbiér bedzie sie zmniejszal tylko o jedna liczbe. A skoro kazdy krok
zajmuje czas liniowy, to pesymistyczny czas dzialania naszego algorytmu bedzie
kwadratowy: O(n?). To gorzej, niz gdyby$my uzyli sortowania!

Nasz algorytm mozemy jednak poprawié¢, zmieniajac liczbe, wzgledem ktorej
dzielimy zbiér. Aby znalezé wskazang przez widza karte, magik zwykle nie zdaje
sie na los, ale starannie przekltada talie, tak aby kontrolowaé, gdzie ta karta jest.
My zrobimy tak samo — troche przetasujemy liczby i wyciagniemy taka, ktéra
zagwarantuje nam, ze zadna z czesci nie bedzie zbyt duza.

Tak wlasnie dziala algorytm magicznych pigtek. W dowolny sposéb podzielmy
nasz zbidr na piatki elementéw (ostatnia piatka moze by¢ niepelna) i dla
kazdej znajdzmy jej mediane. Teraz, korzystajac rekurencyjnie z naszego
algorytmu, znajdZzmy mediane median: oznaczmy ja przez m. Podzielmy nasz
zbidr na trzy czesci: elementy mniejsze od m (oznaczane A.), elementy réwne
m (oznaczane A_) oraz elementy wieksze od m (oznaczane A-). Teraz jezeli
|A<| > k, to rekurencyjnie szukamy w nim elementu k-tego co do wielkosci.
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Rozwigzanie zadania F 1076.

Jedli zaniedbamy efekty brzegowe, to po
naladowaniu okladek pojawi si¢ miedzy
nimi jednorodne pole elektryczne
prostopadte do powierzchni oktadek.
Jednorodne tez beda gestosci tadunkéw.
Przyjmijmy, ze catkowita powierzchnia
kazdej z okladek wynosi S, wév
gestosci tadunkéw wyniosg odpowiednio:
o1 =Q1/Sio0s=Q2/S. Na podstawie
prawa Gaussa stwierdzamy, ze wewnatrz
kondensatora kazda z okladek jest
zrédltem pola elektrycznego o natezeniu

>zas

[eg3

2e0

W powyzszym wzorze £p oznacza
przenikalno$¢ dielektryczna prézni. Pole
elektryczne skierowane jest ,,od oktadki”,
jezeli jej tadunek jest dodatni, i ,,do
oktadki” — jesli jest ujemny. Wypadkowe
pole elektryczne wewnatrz kondensatora
jest sumg pdél od obu oktadek i wynosi:

o1 — 02 Q1 — Q2

B =

E=FE —Fy= — = — .
25() 25()5
a warto$é réznicy potencjaléw:
Q1 — Q2)d
U=FEd= (B, — Ey)d= (@1 =~ Q2)d —
2e0S

(?| — (»22
20

el

Rozwigzanie zadania F 1075.
Obserwacje z kierunkéw pomiedzy
dwiema stycznymi do powierzchni gwiazd
(rysunek) zwigzane sg z pojawianiem sig
zaémien. Te styczne przecinajg si¢
w punkcie dzielacym odcinek d na odcinki
di ids, d=dy + d2. Odpowiada to
zakresowi katéw obserwacji «, dla
ktérych
. < T2

|sina| < . & 7
Rozwazany w zadaniu model opisuje
najprostszy przypadek uktadu
podwdéjnego. W ogdlnym przypadku
wzajemne oddziatywania grawitacyjne
moga prowadzi¢ do odksztalcen gwiazd
od ksztaltu kulistego do elipsoidalnego

1+ 7o

lub nawet do przeplywu materii pomiedzy

nimi.

7(]2;

Jezeli |A<| < k, ale |[A<| 4+ |A=| > k, to znaczy, ze k-ty co do wielkosci element
to po prostu m. Jesli za$ |A<| + |A=| < k, to naszego elementu musimy szukaé
rekurencyjnie w zbiorze As — jest on tam (k — |A<| — |A=|)-ty co do wielkosci.
Tadam!

Wyjasnienie sztuczki: No dobrze, ale skad pewnos¢, ze zadna z czesci nie
bedzie zbyt duza, a czas dzialania liniowy? Zauwazmy, ze w polowie pigtek
mediana jest mniejsza badz réwna m. W kazdej takiej piatce co najmniej
polowa elementéw jest mniejsza badZz réwna m. Wynika z tego, ze co najmniej
1/4 wszystkich elementéw jest mniejsza badz réwna m. To oznacza, ze
element6w wiekszych od m jest nie wiecej niz 3/4 wszystkich. Analogicznie,
elementéw mniejszych od m jest tez nie wiecej niz 3/4 wszystkich. Oznacza to,
ze niewazne, ktory przypadek wystapi, rekurencyjnie wywotamy nasz algorytm
na zbiorze zmniejszonym o co najmniej 25%.

elementy > m

O 00O OO OO 0O Ofo o000 O o0 0 0 O
v/ v/ A\ \%4 \4 A4 A4 A4 v/ v/ v/ \%4 \4 A4 A4 v/ v/ A\ \%4
O 00O 0O0O0O O O OJ00OO OO0 0 0 0 0 0
v/ v/ \4 \4 \% \% \4 v/ \ V/ \%4 \4 \4 A4 A4 v/ v/ v/ \%4
0<0<0<0<0<0<0<0<0<[@<0<0<0<0<0<0<0<0<0
\4 \4 v/ 4 v v/ V/ V/ \4 v/ v/ W 4 v/ V/ \4 \4 v/ 4
O 00O 0O0OO O O O O 0 0o 0 0 0 0 0 0 0
V/ \4 v/ v/ W 4 V/ V/ \4 \4 v/ \4 4 V/ V/ v/ \4 v/ v/
O 00O 0O0OO OO O OO0 O 0 0 O 0 0 0 0

elementy < m

Czy to wystarcza, aby nasz algorytm dzialal w czasie liniowym? Okazuje sie,
ze tak! Oznaczmy czas wykonania naszego algorytmu przez T'(n). Podzielenie
na piatki i wybranie z kazdej mediany wykonujemy w czasie liniowym — O(n).
Wybranie mediany median zajmie nam czas T'([%]). Ostatnim krokiem jest
wywolanie rekurencyjne dla ktoérejs z czedci. Jak juz uzasadniliSmy, zadna

z czedei nie jest wicksza niz 3/4 calosci, a zatem czas to T'([2]). Dostajemy
wiec nastepujace oszacowanie:

T(n) < O(n) +T<P;D +T(Fﬂ>

Jak sie okazuje, z oszacowania tego wynika, ze czas naszego algorytmu jest
liniowy! Kluczowa jest tu nieréwno$¢ + + 3 = 38 < 1, ktéra zapewnia, ze T'(n) nie
ro$nie zbyt szybko.

Zeby to zobaczyé, wezmy najpierw za n pewna potege liczby 20, aby tadnie
dzielila sie przez 4 i 5. Wiemy, ze czas potrzebny na podzielenie na piatki
i wybranie median mozemy oszacowac z géry przez cn dla pewnego ¢
naturalnego. Latwo pokazaé przez indukcje, ze zachodzi: T'(n) < 20c¢n:

T(n) <cen+ T(n) + T<3n> <ecn+ 200n<1 + 3) = 20cn.

5 4 5 4

7 oszacowania dla poteg 20 dostajemy natychmiast oszacowanie dla innych liczb:
Wezmy dowolne n i dobierzmy k tak, aby 20% < n < 20¥*+1. Skoro T jest funkcja
niemalejaca, to mozemy oszacowaé T'(n) przez T(205+1). Ale wiemy, ze n > 20F,
wiee T(n) < T(20"+1) < 20¢ - 20F+1 < 20%¢n.
Skoro istnieje taka stata 20%¢, ze dla dowolnego n zachodzi T(n) < 20%c - n, to
oznacza, ze nasz algorytm dziala w czasie O(n).

Na koniec pozostaje zadaé¢ pytanie — czemu akurat pigtki? Naturalne wydaje sie
wziecie liczby nieparzystej (aby istnialy wartosci srodkowe), ale czy nie moglismy
wziaé trojek albo siddemek? Albo jedenastek?

Okazuje sig, ze trojek wziaé nie moglismy: musielibySmy najpierw znalez¢
mediane 1/3 wszystkich liczb, a problem zredukowaliby$my znowu o 1/4.
Poniewaz 1/3 4+ 3/4 > 1, to odpowiednia rekurencja dalaby czas O(nlogn).
Mogliby$my natomiast wziaé¢ sibdemki, dziewiatki itd.: Szukanie mediany
wéréd 1/7 czy 1/9 liczb byloby nawet szybsze niz szukanie ich wéréd 1/5 liczb.
Wzréstby nam jednak koszt wyznaczania median (czyli to enigmatyczne ¢

w powyzszym dowodzie) i implementacja bylaby bardziej ztozona. W algorytmie
uzyte sa wiec piatki, bo pieé¢ jest najmniejsza liczba nieparzysta wigksza niz
cztery. Ot, cala magia.
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Bialko kapsydowe wirusa HPV typu 16.
Udostepnione na licencji CC BY-SA 4.0
przez Wikimedia Commons, autor:
Opabinia regalis
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Rozwigzanie zadania M 1751.

A Oz

O1
O

B Y X C

Niech O; i Oz beda $rodkami okregdéw
opisanych odpowiednio na tréjkatach
AOB i AOC. Oczywiscie O; lezy na
prostej OX, dlatego

XAO1 X =2XABO =7 — xAOB =

=7 —2¥ACB = ¥AY X,

a zatem O; lezy na okregu opisanym
na AXY. Analogicznie dowodzimy,
ze Og tez na nim lezy.

Wirus znaczy jad

Odkrycie wiruséw w ogoble — formy zycia wymagajacej jako gospodarza

pelnej komorki bakteryjnej, zwierzecej lub roslinnej — nie jest zbyt odlegte.

Ze zdziwieniem zauwazyl wirusa wécieklizny (jeszcze bez tej nazwy) Ludwik
Pasteur w koncu XIX wieku. Odkryl, Zze mozna wyodrebnié¢ czynnik zakazny,
przesaczajac wyciagi tkanek przez porcelanowe filtry zatrzymujace bakterie.

Byl to pierwszy sygnal, ze wirus wscieklizny musi by¢ od bakterii mniejszy.
Skonstruowanie po latach mikroskopu elektronowego spowodowalo, ze zobaczylidémy
rézne wirusy, poznaliSmy ich ksztalty. Urzadzenie to okazalo si¢ takze niebywale
pozyteczne w badaniach podstawowych przemian duzych czasteczek, bez ktorych
,hie ma zycia”: biatek, kwaséw nukleinowych i ich wzajemnych zaleznoéci
strukturalnych i metabolicznych. Stowo ,,wirus” znane jest powszechnie, cho¢
wiedza szczegdtowa o réznych wirusach jest dostepna juz tylko dla specjalistow.
Co pewien czas odnajdujemy w mediach wiadomosci o wirusach i o naszych z nimi
relacjach (pandemie!) — i wtedy pozytecznie jest postuchaé, co o nich wiedza
wirusolodzy.

W ostatnich dniach maja rozpoczeto w Polsce zapisy dzieci 12- i 13-letnich na
nieobowiazkowe, bezptatne szczepienia przeciw wirusom ludzkiego brodawczaka,
HPV. Niecodzienna wiedza i niecodzienne osiagnigcia medyczne stoja za tym
faktem. Wirusy brodawczaka wywotuja morfologiczne zmiany w komoérkach
ptaskiego nabtonka szyjki macicy, ktore z czasem przeksztalcaja sie w komorki
raka ptaskonabtonkowego. Niezwykte odkrycie uczonych, ze choroba nowotworowa
moze by¢ wywolana przez wirusy, uruchomilo poszukiwania i znalezienie(!!!)
szczepionki. Konstrukcja szczepionki opisana zostata 17 lat temu. Kliniczne
badania bezpieczenstwa szczepien przeprowadzono pod kontrolag Europejskiej
Agencji Lekéw. Istniejg takze dane o skuteczno$ci szczepionki: wedlug badania
przeprowadzonego na ponad 2000 kobiet z krajéw skandynawskich zapadalno$é¢ na
raka szyjki macicy obnizyla sie 0 90% w stosunku do liczby zachorowan w okresie,
gdy nie bylto tych szczepien. Przez 8 lat trwania badania wéréd uczestniczek nie
odnotowano ani jednego nowego przypadku tej choroby, co §wiadczy o wysokiej
skutecznosci szczepionki. Powszechne szczepienia wprowadzono najwczes$niej

w Australii, w 2007 roku, w 2008 roku w Wielkiej Brytanii, do 2019 roku nieomal
wszystkie kraje Unii Europejskiej juz takie bezplatne szczepienia dla dziewczat

i chtopcéw wprowadzily. Na calym §wiecie sa one stosowane w 125 krajach (wedlug
danych z maja 2023 r.).

Znanych jest ponad 150 typéw HPV, w tym typy niskiego ryzyka, ktére wywotuja
m.in. nieztogliwe brodawki narzadéw plciowych (klykeiny) i brodawczaki, oraz
typy o wysokim potencjale onkogennym odpowiedzialne za zmiany przedrakowe

i za raka szyjki macicy, a takze inne choroby nowotworowe. Do zakazenia HPV
dochodzi droga plciowa, najczesciej w poczatkowym okresie po rozpoczeciu
aktywnosci seksualnej. W ciggu swojego zycia 80% aktywnych seksualnie kobiet

i mezezyzn bylo lub bedzie zakazonych HPV. Zakazenia HPV moga prowadzié
rowniez do raka odbytu, pochwy, sromu, pracia, przestrzeni ustno-gardlowej

oraz okolic glowy i szyi. Wysoce onkogenne sa trzy najczesciej wystepujace

typy: HPV-16, HPV-18 i HPV-45, uwaza si¢ je za odpowiedzialne za 80-90%
réznych nowotworéw, o ktérych wspomniano wyzej. Na 1 mln kobiet zakazonych
wirusem onkogennym na raka zapada 8 tysiecy; $miertelno$¢ na raka szyjki macicy
wynosi 50%.

Konstruowane wedlug takiej samej zasady szczepionki maja jako antygen
wirusowe bialko L1. Skierowane na rézne typy wiruséw szczepionki skladaja sie

z réznych (choé chemicznie podobnych) bialek L1 specyficznych dla danego typu
wirusa. Sa to biatka powloki wiruséw ubezpieczajace przed zakazeniem danym
wirusem. Biatka te tworza wirusopodobne puste otoczki, we wnetrzu nie ma
zadnego materiatu genetycznego, nie wywoluja zakazen. Uzyskiwane sa dzieki
laboratoryjnej metodzie z zakresu metod inzynierii genetycznej, nie z preparatyki
prawdziwego wirusa.

Szczepionki przeciw HPV sa pierwszymi preparatami leczniczymi, ktérych
gléwnym celem jest zapobieganie chorobom nowotworowym. Dla mnie: rewelacja!

Magdalena FIKUS (magda.fikus@gmail.com)
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Skoro wszystkie modele sg bledne, to ktére sa uzyteczne?
*MI2.Al, Uniwersytet Warszawski, P’I’Z@myshl’w B[EOEK*

Politechnika Warszawska
Jedno z najbardziej znanych powiedzen zwigzanych z modelowaniem
statystycznym, ukute przez George’a Boxa, brzmi: ,Wszystkie modele sg
G. Box, ,Science and statistics”, Journal ~ bledne, ale niektore sa uzyteczne”. To krétkie zdanie stanowi gleboka refleksje
of the American Statistical Association nad zastosowaniami statystyki. Z definicji modele stanowig uproszczony opis

(7o) rzeczywistosci. Gdy analizujemy zlozone zjawiska (np. ekonomiczne, przyrodnicze,
medyczne. .. ), to niemozliwe jest stworzenie modelu uwzgledniajacego wszystkie
istotne czynniki. Pomimo tego nawet niedoskonale modele potrafia by¢ przydatne.
Uzywano ich przez dziesieciolecia, by formulowaé pytania i weryfikowa¢ hipotezy
dotyczace otaczajacego nas $wiata, takie jak: Czy analizowana terapia przynosi
pozytywne efekty medyczne?, Czy inwestycje w edukacje przekladaja si¢ na
wyniki uczniéw? To tylko dwa przyklady zagadnien badawczych, na ktére mozna
odpowiedzieé¢ za pomoca modeli statystycznych. Takie podejscie jest podstawa

", NP wszystkich nauk empirycznych.
RN X 27 U
. 6412.?5:1'3.’“:-; ‘. Nawet jezeli zgodzimy sie¢ z powiedzeniem George’a Boxa, to pozostaje wazne

. ,:.’:'}ii:' " d‘»"; N pytanie: jak stwierdzi¢, ktére modele sa przydatne? Niektore, ale nie wszystkie,

133-,' g ""' )'.’_;»é‘ ¢ wigc wybor wlasciwego modelu jest kluczowy dla poprawnego wnioskowania.
N én‘y !,l:,;:{:f'f;.’f‘-h - Standardowe podejscie do tego zagadnienia polega na ustaleniu pewnego

. 53?&': - e ": - kryterium jakos$ci dopasowania do analizowanych danych, a nastepnie wybraniu

?:":‘:ﬁi?“.:: N I’ﬁ‘ o modelu, ktéry ma najlepszy wynik w sensie wybranego kryterium. Istnieje

"oe J%’;ﬂ‘;.‘g: wie kilka popularnych kryteriéw uzywanych przez statystykéw, w tym: RMSE,
" ,!'. e et R?, AIC, BIC (wybacz, Drogi Czytelniku, ze nie rozwijam skrétéw ani nie

zdradzam technicznych szczegdétéow, jednak dla tego tekstu nie maja one istotnego
znaczenia); kilka innych stosowanych jest przez osoby zajmujace sie uczeniem
maszynowym. Ogdlna procedura pozostaje taka sama: zaczynamy od grupy
kandydujacych modeli, wybieramy najlepszy wedtug okreslonego kryterium

i uznajemy go za najlepszy opis rzeczywistosci.

Takie podejscie moze prowadzié¢ do ciekawych niespodzianek, jak réwniez
paradokséw. Jednym z nich jest opracowany 50 lat temu (dokladnie!) kwartet
F. Anscombe, ,Graphs in Statistical Anscombe’a. Francis Anscombe przedstawil cztery sztucznie utworzone zestawy
Analysis”, American Statistician (1973).  Japnych, kazdy z nich skladal si¢ z jedenastu par liczb (mozma sobie wyobrazié, ze
byly to wzrost i waga jedenastu noworodkéw). Dane byly tak skonstruowane,
ze dla kazdego zestawu najlepiej dopasowana liniowa zaleznos$é (w sensie
kryterium R?) byla taka sama (i dawala te¢ sama wartosé R?). Jednak kazdy
z tych zestawéw danych opowiada zupelnie inng historie! Aby to odkry¢, najlepiej
przedstawi¢ dane w sposéb graficzny z uzyciem wykresu kropkowego, jak na

rysunku 1.
5 (] P
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[ ]
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Rys 1. Kwartet Anscombe’a. Dla kazdego zbioru danych model y = z/2 4+ 3 ma najlepsze wéréd modeli liniowych dopasowanie do danych
ze wspolezynnikiem determinacji R = 0,66

Nawet najlepiej dopasowany do danych model liniowy moze prowadzi¢ do
blednych wnioskéw dotyczacych wystepujacych w nich zaleznoéci. Analiza
wizualna moze w takich przypadkach uzupelnia¢ wnioskowanie statystyczne,
dlatego tez wielu znanych statystykéw przez dekady proponowato nowe metody

J. Tukey, ,,Exploratory Data Analysis”, wizualizacji danych, ktére dzi§ okresla si¢ mianem narzedzi eksploracyjnej analizy
Pearson (1977). danych.
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L. Breiman, ,Statistical Modeling: The
Two Cultures”, Statistical Science (2001).

P. Biecek, H. Baniecki, M. Krzyzinski,

and D. Cook, ,Performance is not enough:
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Model Analysis”, CRC Press (2021).
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Anscombe pokazal, ze rézne zestawy danych opisujace rézne historie moga
dawaé ten sam model. Czy jednak moze by¢ odwrotnie? Czy jeden zbiér danych
moze prowadzi¢ do kilku réznych modeli przedstawiajacych rézne historie,

a jednak tak samo dopasowanych do danych? Twierdzacej odpowiedzi na to
pytanie udzielil Leo Breiman w opiniotworczym artykule , The Two Cultures”.
Opisane przez niego zjawisko znane jest dzisiaj pod nazwa ,perspektywa
Rashomona” lub ,,mnogos¢ dobrych modeli”. Nazwa ,, Rashomon” odnosi sie¢ do
filmu Akiry Kurosawy z 1950 roku, opisujacego pewne wydarzenie z perspektywy
czterech swiadkow, z ktorych kazdy przedstawia inna relacje tego, co sie
wydarzylo. Relacje sa tak rézne, ze nie sposéb odgadnaé, jak bylo naprawde.
Breiman uzyt tego terminu, aby opisaé¢ hipotetyczny scenariusz, w ktérym kilka
modeli ma réwnie dobre dopasowanie do danych, ale modele w rézny sposéb je
objasniajg. Taka sytuacja stawia pod znakiem zapytania wszelkie wnioskowania
oparte na ,jednym najlepszym” modelu. Na przyklad, co nalezy zrobi¢ w obliczu
dwéch modeli, ktére skutkuja réznymi wnioskami co do skutecznoéci danej terapii
medycznej? Ktéremu z tych modeli nalezy zaufaé, jesli oba sa réwnie dobrze
dopasowane do danych?

Aby zilustrowaé¢ problem mnogosci dobrych modeli, Breiman przedstawil przyktad
kilku modeli liniowych prowadzacych do réznych wnioskéw na temat danych,
ktére jednoczes$nie byty do nich w tym samym stopniu dopasowane, a stopien
tego dopasowania roznil sie nieznacznie od najlepszego mozliwego dopasowania.
Aby uczynié to zjawisko jeszcze bardziej wyraZznym, skonstruowaliémy niedawno
kwartet Rashomona. W naszym artykule przedstawiamy drzewo regresji, las
losowy, sie¢ neuronowa i model liniowy (szczegdly dotyczace tych modeli nie

sa w tym tekscie dla nas istotne). Wszystkie zostaly, w miar¢ numerycznych
mozliwoéci, najlepiej dopasowane do tych samych danych i miaty takie samo
dopasowanie, a jednoczesnie opisywaly catkowicie rézne historie.

... Chwileczke, ale skad mamy wiedzie¢, jakie historie pokazuja tak zlozone
modele jak sie¢ neuronowa czy las losowy zlozony z setek drzew? Z pomoca
przychodzg nam techniki wizualizacji rozwijane pod nazwa eXplainable Artificial
Intelligence (XAI) lub Explanatory Model Analysis (EMA). Jedna z nich

jest analiza zalezno$ci cze$ciowej modelu (Partial Dependence, PD), technika
zaproponowana przez Jerome’a Friedmana w jego stynnej pracy o metodzie
boosting. Profile PD mozna wyznaczy¢ dla modeli o dowolnej strukturze. Ze
wzgledu na te uniwersalnos¢ metoda ta szybko znalazta wiele zastosowan.

Przedstawmy intuicje stojaca za profilem zaleznoéci czesciowej. Wartosé PD

dla wybranej zmiennej S i jej potencjalnej wartosci ¢ to srednie przewidywanie
modelu dla dostepnych danych, w ktérych warto$é tej zmiennej zostala ,na sile”
ustalona wszedzie jako t.

Aby opisaé rzecz bardziej formalnie, zal6zmy, ze mamy N obserwacji p zmiennych
wejsciowych (np. dla N noworodkéw rejestrujemy wzrost, wage, kolor oczu. . . ),
gdzie i-ta obserwacja to (z;1,...,%;p). Na podstawie tych zmiennych chcemy
co$ przewidywaé (to co$ zwyklo si¢ nazywaé zmienng docelowg) i w tym celu
uzywamy funkcji f(z1,...,2,), ktéra jest naszym modelem. Zalezno$é czesciowa
s-tej zmiennej to funkcja okreslona wzorem

N
1
PDS(t) = W Z f(.’L'i71, .. ,xi7s,1,t, Tis41y--- 7(1,'1')1)).
=1

Profil PD méwi nam zatem, jak zmienia sie przewidywana warto$¢ zmiennej
docelowej, gdy zmienia sie wartosé interesujacej nas zmiennej wejsciowej,
przy jednoczesnym utrzymaniu wszystkich innych zmiennych wejsSciowych na
warto$ciach obserwowanych w analizowanych danych.

Profile PD kazdego modelu w kwartecie Rashomona przedstawiono na rysunku 2,
sugerujac wyrazne i rézne zaleznosci miedzy zmiennymi, szczegdlnie dla
zmiennych X5 i X3. Na przyklad zmienna X5 jest nieistotna w pierwszym modelu
(tzn. érednio jej zmiana nie wplywa na przewidywania modelu), ale ma dodatni
efekt w pozostalych modelach (tzn. srednio jej zwigkszenie powoduje wzrost
przewidywan modelu). Z kolei zmienna X3 jest nieistotna w pierwszym modelu,
ma ujemny efekt w drugim modelu i dodatni w trzecim i czwartym. Jednak skoro
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Rys. 2. Kwartet Rashomona. Kazdy rzad
opisuje inny model, a kolumny kolejne
zmienne wejsciowe. Panele pokazuja
profile zalezno$ci cze$ciowej. Te cztery
modele zostaly dopasowane do jednego

i tego samego zbioru danych.
Przedstawione wspélczynniki
dopasowania R? i RMSE pokazuja, ze
wszystkie te modele sa réwnie dobrze
dopasowane do analizowanych danych

C. Rudin, Ch. Chen, Z. Chen, H. Huang,
L. Semenova, Ch. Zhong, ,Interpretable
Machine Learning: Fundamental
Principles and 10 Grand Challenges”,
arxiv (2021).

0 ‘\ 'WPROWADZENIE DO
W' MobELowANIA PREDYKCYINEGO
2o oo —_—

PRzEMystaw BIECEK | ANNA Kozax
ALEKSANDER ZAWADA

wszystkie modele maja takie samo dopasowanie do danych, to jak okresli¢, ktory
z tych opisow jest poprawny?

Ktéremu modelowi powinnidmy zaufaé¢? A jesli nie wiemy, to dlaczego mamy
ufaé ktéremukolwiek z nich? Poniewaz ze wzgledu na losowe fluktuacje kazdy
z tych modeli potencjalnie méglby zosta¢ uznany za najlepszy, analizowanie tylko
jednego, najlepszego modelu z pominieciem tych nieco gorszych moze by¢ ztg
strategia.
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Profile PD moéwia wiele o modelach, ale nie sa jedynym narzedziem ich
wizualizacji. Mimo swojej uniwersalno$ci maja pewne ograniczenia, np. korelacje
miedzy zmiennymi lub interakcje moga znieksztalci¢ prezentowany obraz. Co
wiecej, analiza wplywu kazdej zmiennej bedzie trudna, jesli model wykorzystuje
setki lub tysiace zmiennych. Charakteryzacja zbioru najlepszych modeli jest
wcigz otwartym problemem badawczym. Aby zrozumieé Swiat, nie mozemy
polegaé¢ wylacznie na perspektywie jednego modelu, nawet jesli ma on najlepsze
wyniki w odpowiednich kryteriach. Musimy zestawiaé ze soba perspektywy
réznych modeli, po to aby odréznié hipotezy poparte danymi od hipotez, ktére sa
artefaktem wybranej struktury modelu.

Narzedzia do pelnego rozpoznawania sytuacji, w ktérych mozemy mieé¢ do
czynienia z perspektywa Rashomona, nie zostaly jeszcze opracowane. Do
czasu, az to nastapi, pozostaje nam eksploracja tych modeli z wykorzystaniem
szeregu nowych technik wizualizacji. Kwartet Anscombe’a pokazal, ze techniki
wizualizacji danych sa niezbedne do wnioskowania o naturze relacji miedzy
zmiennymi. Podobnie kwartet Rashomona pokazuje, ze techniki wizualizacji
modeli sa rownie przydatne.

Czytelniku, jesli chcesz poznaé kolejne metody wizualizacji i eksploracji
modeli, siegnij po komiks statystyczny ,,Mini Wprowadzenie do Modelowania
Predykcyjnego” dostepny na stronie https://betaandbit.github.io/MiniML/.

Na przyktadzie predykcji Smiertelnosci wirusa SARS-COV-2 omawia on proces
trenowania modeli predykcyjnych, a takze metody eksploracji tych modeli

z wykorzystaniem profili zaleznoéci czedciowej, wartosci Shapleya czy profili
Ceteris Paribus. Przedstawione powyzej przyklady oparte byly na sztucznie
wygenerowanych danych, jednak podobne wyzwania mozna napotkaé¢, analizujac
problemy ze $wiata rzeczywistego.

Podsumowujac, wszystkie modele sa btedne, a my nie mozemy by¢ pewni, ktére
z nich sa przydatne. Mozemy jednak przyjrzeé¢ si¢ wielu modelom jednoczesnie,
a spojrzenie na Swiat przez taka perspektywe jest niezbedne do oddzielenia
zaleznoéci prawdziwie wspieranych przez dane od takich relacji, ktére sa
artefaktami wybranej techniki modelowania.
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Chtopiec czy dziewczynka?
* Wydzial Matematyki, Informatyki L’U/kasz RA JKO WSK[*

i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Wyobraz sobie, Drogi Czytelniku, ze wybierasz sie w daleka podréz pociagiem.
Kiedy juz wygodnie rozsiadles sie na swoim miejscu i zaczale$ czytaé¢ ulubione
czasopismo, lektura zostala przerwana przez rubaszny okrzyk: ,,Hej, kogo ja
widze! Kope lat, co?”. Podnosisz glowe i Twoim oczom ukazuje sie przyjacielska
twarz, w ktérej przy odrobinie wysitku pamigciowego rozpoznajesz swojego dawno
niewidzianego znajomego z podstawowki.

,Taaak, kope lat...” — odpowiadasz, niechetnie zamykajac $wiezutki numer Delty.
,Co u Ciebie stychaé¢?” — kurtuazyjnie dopytuje znajomy.

Céz, nastepuje moment, w ktérym nalezy w jednym zdaniu stredci¢ kilkanascie
lat zycia, w zwiazku z czym odpowiadasz: ,,Dobrze! A co u Ciebie?”. Znajomy
otwiera usta i juz wiesz, ze pytanie bylo btedem — on faktycznie chce Ci strescié
ostatnich kilkanascie lat swojego zycia, zdecydowanie nie w jednym zdaniu. Po
jakiejs godzinie opowiadania o szkolno-zawodowych perypetiach w koncu przeszto
na sprawy rodzinne. W pewnym momencie ograniczasz si¢ do uprzejmego kiwania
glowa, uSmiechania si¢ i niezawodnego ,No tak...” a tak naprawde w swojej
glowie rozwiazujesz deltowe Zadania z Myszka [w tym numerze na stmm'e -
przyp. red.]. W ktérym$ momencie orientujesz sie, ze znajomy zaczal opowiadaé

o trudnoéciach w znalezieniu opieki dla swojego dziecka. Problem w tym, Ze
umknal Ci moment, w ktérym wspominal, ze je w ogdle ma.

Hm — mysélisz sobie — nie ustyszalem, czy to chlopiec, czy dziewczynka. Lepiej
w takim razie w przyszlosci wypowiadaé sie o nim/niej bezplciowo; inaczej mam
okoto 50% szans na niezreczng pomytke.

Podobnym trudnoéciom poswigcony jest W dalszej rozmowie okazuje sig, ze znajomy poszukiwat opieki nie dla jednego
utwér Lony i Webbera [Nie mam pojecia:  (qziocka, a dla dwéjki! Ponadto wychwycile$ w monologu zdanie ,,Poszedlem
z synkiem na spacer”, co ustala pte¢ jednego z tych dzieci. Ple¢ drugiego pozostaje
dla Ciebie tajemnica.

Ha, czytatem kiedys$ cos o tym w Internecie! — pomyslales — W pierwszej chwili
wydawaloby sie, ze szansa na to, ze drugie dziecko to tez chlopiec, jest réwna 50%.
Ale mozna na problem spojrzeé inaczej. Jesli zapomne o informacjach, ktore juz
posiadam, to szansa na to, ze starsze dziecko mojego znajomego jest chlopcem, to
50%; podobnie szansa na to, Ze miodsze jest chiopcem, to 50%, a zatem szamsa na
dwéch chlopcéow to 50% - 50% = 25%. Szansa na dwie dziewczynki to réwniez 25%.
Ch Dz Pozostaly jeszcze dwie mozliwosci, kazda z prawdopodobieristwem 25%: starsze to
chiopiec, mlodsze to dziewczynka i odwrotnie. Wiem juz, Ze znajomy ma synka,
a wiec z tych czterech réwnoprawdopodobnych sytuacji moge ograniczyé sie do
trzech (wykluczam dwie céreczki). A z tych trzech tylko jedna odpowiada sytuacji, ze
mdj znajomy ma dwdch synkéw, a wiec szansa na to jest réwna 1/3. Przyparty do
muru powinienem zatem obstawié coreczke!

Ch

NNNSNSSNSSINSINN
N Y
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Aby upewnié sie o stusznosci swojego rozumowania, dyskretnie wyciggnales

Dz kawalek papieru oraz otéwek i naszkicowate$ przekonujaca tabelke 2 x 2, ktérej
pola odpowiadaly réznym kombinacjom plci starszego i mtodszego dziecka
(reprodukujemy ja na rys. 1). Tak jak wczes$niej pomyélaltes, wszystko sie zga. . .

Rys. 1. Wiersze odpowiadaja pici

starszego dziecka, a kolumny — miodszego. (glos z offu) — NIE! Nic sie nie zgadza! Tak naprawde masz do czynienia z sytuacja,
Zakreskowany obszar stanowi 1/3 obszaru
zamalowanego

w ktérej losowo napotkana osoba (co z tego, ze to Twdj znajomy) okazuje sie
mie¢ dwojke dzieci oraz zaczyna Ci opowiadaé¢ o jednym z nich, ktére okazuje sie
chtopcem. Rozsadnie jest przyja¢, ze Twéj znajomy losowo wybral jedno ze swoich
dzieci (kazde z réwnym prawdopodobienistwem). Jezeli znajomy jest ojcem dwdch
chtopcow, to na pewno opowie o chtopcu. Jezeli jest ojcem chlopca i dziewczynki,
to ma szanse 50% na to, by opowiadaé¢ o chlopcu. Ujmujac rzecz nieco inaczej,

ze wszystkich ojcéw dwojga dzieci obojga plci tylko potowa zaczetaby opowiadaé
Ci o swoim synku. Twoja tabelka powinna zatem odpowiadaé tej na rysunku 2.
Ostatecznie z Twojej perspektywy szanse na to, ze znajomy ma dwédch synkow, to
niezmiennie 50%!
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https://www.youtube.com/watch?v=68laVhpHHa0

Ch Dz
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Rys. 2. Zakreskowany obszar stanowi
1/2 obszaru zamalowanego
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Rys. 3. Liczby odpowiadaja dniu
tygodnia, w ktéorym urodzito si¢ dane
dziecko. Zakreskowany obszar stanowi
13/27 obszaru zamalowanego
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Rys. 4. Zakreskowany obszar stanowi
1/3 obszaru zamalowanego

Co innego, gdyby$ sam poprosil znajomego: Drogi kolego, prosze, zacznij mi
opowiadac o jednym ze swoich synkow, jesli masz co najmniej jednego. Zaktadajac,
ze wtedy znajomy istotnie rozpocznie jakas opowie$é (i nie postanowi zmienié
miejsca siedzacego), przedstawione wezedniej rozumowanie oraz tabelka z rysunku 1
sg shuszne i szansa na to, ze ma on dwoch synkéw, faktycznie jest rowna Vs.

Na potrzeby dalszej czesci historii zal6zmy, ze tak wlasnie bytlo.

Monolog znajomego trwa. Znowu zajales sie czyms innym. W ktoryms momencie
do Twojej swiadomosci przebija sie informacja, ze wspomniany wczesniej synek
urodzil sie¢ w poniedziatek i od tamtego czasu poniedzialek jest ulubionym dniem
tygodnia Twojego znajomego (szczesciarz!). Wiadomosé ta sklonila Cie do pewnej
matematycznej refleks;ji.

Czy informacja, ktorg wilasnie uzyskatem, powinna zmieni¢ moje oszacowanie
szans na to, zZe mdj znajomy ma dwdch synkéw? Wydawaé by sie moglo, ze

w zZadnym wypadku — przeciez dzien tygodnia, w ktorym urodzil sie wspominany
przez niego synek, nie moze wplywac w jakikolwiek sposcb na pleé¢ pozostalego
potomstwa. Jednak z drugiej strony ta wiedza sprawia, Ze powinienem zmodyfikowac
naszkicowanq wczesniej tabelke. Teraz dla kaZdego dziecka, starszego i mlodszego,
powinienem odnotowad nie tylko jego plec, lecz rowniez dzien tygodnia, w ktérym
sie urodzito. Zakladajgc, Ze kazdy dzien tygodnia jest réwnoprawdopodobnym dniem
urodzin, daje mi to 14 réwnoprawdopodobnych konfiguracji par pleé¢ i dzien tygodnia
dla kazdego z dzieci, czyli tgcznie 14% = 196 konfiguracji dla obojga dzieci. Tym
razem 27 z nich odpowiada wystepowaniu chlopca urodzonego w poniedzialek,

a z tego w 13 przypadkach pozostate dziecko tez jest chlopcem. Tak wiec niniejszym
moje oszacowanie prawdopodobienstwa tego, Ze znajomy ma dwdch chlopcow,
powinno sie zwiekszyé z 1/3 do 13/27.

Poniewaz sytuacja Cie frapowala, przerysowaltes swoja tabelke, uzyskujac co$
zblizonego do rysunku 3 na marginesie. I chociaz z doswiadczenia wiesz, ze
z tabelkami si¢ nie dyskutuje, konkluzje, do ktorych doszedtes, wciaz Cig draznity.

(glos z offu) — 1 stusznie, gdyz takie rozumowanie jest powieleniem opisanego
wezesniej bledu. Tym razem nalezaloby uwzgledni¢ fakt, ze jesli Twdj znajomy ma
dwdéch chlopedw, z ktorych dokladnie jeden urodzit sie w poniedziatek, to zaczat
opowiada¢ wtadnie o nim, a mogl o ,,tym drugim” — co dwukrotnie zmniejsza
prawdopodobienstwo takiej konfiguracji z Twojej perspektywy. Uwzglednienie
tego w rozumowaniu konczy si¢ odpowiedzia: /5 (taka jak wczeéniej), o czym
mozna si¢ przekonaé, analizujac rysunek 4. Znowu — gdybys to Ty dopytat,

czy znajomy ma synka urodzonego w poniedzialek, to odpowiedz twierdzaca
pozwolilaby zmieni¢ oszacowanie szans na dwéch chtopcéw do 13/27, zgodnie

7z przedstawionym wczesniej rozumowaniem (a odpowied? przeczaca kazalaby
zmniejszy¢ to oszacowanie do %10, 0 czym polecamy przekonaé sie samodzielnie).

Po tej informacji temat dzieci si¢ urwal. Niebawem, po wystuchaniu jeszcze kilku
przejmujacych historii z zycia Twojego znajomego, pociag dojechal na miejsce —
nie zaskoczyto Cig, gdy wyszlo na jaw, iz obaj wysiadacie na tej samej stacji. Na
peronie czekata juz zona znajomego wraz z rozczochranym urwisem.

Pytanie 1. Jak teraz oceniasz szanse na to, ze znajomy ma dwdch synkow?

I juz zaczelidcie sie zegnaé, gdy za plecami Twojego szkolnego znajomego
pojawit si¢ nie kto inny, jak. .. Twoja niewidziana od dawien dawna kolezanka
z przedszkola! Zanim zdazyla cokolwiek powiedzieé¢, krzyknales do niej:

,Hej tam, nie widzieliémy sie cale wieki! Czy przypadkiem nie masz dwéjki dzieci,
z ktérych co najmniej jedno jest chlopcem urodzonym w poniedziatek?”.

Twoja kolezanka zaniemoéwila, a po chwili uSmiechneta sie chytrze i odpowiedziata:

,Owszem, mam dwdjke dzieci, w tym co najmniej jednego chlopca, przy czym
zadne z moich dzieci nie urodzito si¢ w poniedzialek”.

Pytanie 2. Jak oceniasz szanse na to, ze kolezanka ma dwoch synkow?

(Odpowiedzi na powyzsze pytania mozna znalezé na stronie .
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Odpowiedzi na pytania ze strony
Pytanie 1. W tej sytuacji nalezaloby
uwzglednié to, ze gdyby znajomy mial
synka i céreczke, to ich mama mialaby
tylko 50% szans na przyprowadzenie
synka. W zwiazku z czym tabelke

z rysunku 4 w artykule nalezatoby
zmodyfikowaé poprzez dwukrotne
zwezenie zamalowanych,
niezakreskowanych prostokatéw. Daje to
odpowiedz 50%.

Pytanie 2. Interpretacja tej sytuacji
wydaje si¢ do pewnego stopnia uznaniowa,
jednak w opinii autora artykutu
nalezaloby przyja¢, ze znajoma nie
odpowiedziata na nasze pytanie (Czy co
najmniej jedno dziecko jest chlopcem
urodzonym w poniedzialek?), lecz na dwa
osobne: Czy masz co najmniej jednego
synka? i Czy masz co najmniej jedno
dziecko urodzone w poniedzialek?
Gdybysmy faktycznie takie jej zadali

(w jakim$ sensie to zrobiliémy, gdyz to my
wybraliSmy poniedzialek), to szanse na
dwéch chlopcéw szacowaliby$my jako Vs
(warto wyobrazi¢ sobie graficzne
przedstawienie tej sytuacji na rysunku 3
z artykutu).

The ATLAS and CMS Collaborations.
2023. Evidence for the Higgs boson decay
to a Z boson and a photon at the LHC.
ATLAS-CONF-2023-025

Aktualnosci (nie tylko) fizyczne
Nowe odpowiedzi, nowe pytania

Jedenascie lat temu na lipcowej konferencji prasowej w CERN-ie ogloszono
odkrycie bozonu Higgsa. Blogostawienstwo wieku sredniego pozwala mi

by¢ zarazem dos$é starym, by rozumieé woéwczas znaczenie tego odkrycia,

i wystarczajaco mlodym, by pamietaé towarzyszace mu emocje. Jednak

z waznymi odkryciami czastek elementarnych jest troche tak jak z filmami
kryminalnymi — publicznosci pokazuje sie (czasem efektowne) morderstwo, po
czym do akcji juz poza zasiegiem kamer i scenariusza wkraczajg specjalisci,
dokumentuja zdarzenie i staraja si¢ lepiej zrozumieé, co sie¢ wtasciwie wydarzyto.

Takim wtaénie badaniom poddawany byl bozon Higgsa przez przeszilo dekade.
Poszczegolne wyniki, niekiedy dokumentowane na tych lamach, z coraz wicksza
doktadnoscia potwierdzaly, ze doswiadczalnie wyznaczone wlasnosci tej czastki
sa zgodne z przewidywaniami Modelu Standardowego czastek elementarnych.
A fizycy teoretycy cierpliwie czekali na pojawienie si¢ jakichs niezgodnosci, ktore
moglyby $wiadczy¢ o tym, ze Model Standardowy trzeba rozszerzyc.

Badanie bozonu Higgsa nie jest latwe. Jest on czastka pozbawiong tadunku

i oddziatlujaca jedynie stabo, co oznacza, ze prawdopodobienistwo jego produkcji
jest malenkie. Potrzeba naprawde duzych energii i wielkich liczb zderzajacych
sie czastek, aby zebraé jakakolwiek statystycznie istotna probke. Nawet w tak
wielkim zderzaczu jak LHC produkuje si¢ zaledwie jedna taka czastka na dwie
sekundy dziatania maszyny. Nic zatem dziwnego, ze wyznaczenie charakterystyk
niektérych rzadkich proceséw z udziatem bozonu Higgsa trwa calymi latami.

Przyktadem takiego rzadkiego procesu jest rozpad bozonu Higgsa na bozon Z,
masywna, neutralna czastke przenoszaca oddzialywania stabe, i znany

z oddzialywan elektromagnetycznych foton. Model Standardowy przewiduje,

ze zaledwie w 0,15% przypadkéw rozpad bozonu Higgsa przebiega wlagnie

w ten sposob. Co gorsza, pojawienie si¢ bozonu Z trzeba tez jako$ wykry¢.

Nie jest to tatwe, bo jest on tez czastka nietrwala, zyjaca zbyt krétko, by
mozna jg bylo bezposrednio zaobserwowac. Identyfikuje sie ja za pomoca
produktéw jej rozpadu — w pare elektron-pozyton lub mion-antymion, co zdarza
si¢ w przypadku 6,6% rozpadéw. Oznacza to, ze przy zalozeniu stuprocentowe;j
wydajnosci detektorow — a jest to przeciez bezsensownie optymistyczne
zalozenie! — zaledwie jeden na dziesie¢ tysiecy rozpadajacych sie bozonéw Higgsa
wyprodukuje interesujacy nas sygnal, ktéry moglibyémy zaobserwowac.

Znaczenie rozpadu bozonu Higgsa na bozon Z i foton polega na tym, ze

— zgodnie z Modelem Standardowym — nie nastepuje on bezposrednio,

tylko w pewnym sensie asystuja mu inne czastki obecne w przyrodzie, by¢
moze réwniez te, ktére nie zostaly jeszcze wykryte. Zatem, jeli zmierzone
prawdopodobienstwo tego rozpadu bytoby istotnie rézne od przewidywan
Modelu Standardowego, stanowitoby to argument za tym, ze takie nowe czastki

istnieja, a ich masy sg zblizone do skali energii osiaganych przez czastki zderzane
w LHC.

Aby wyznaczy¢ dos$wiadczalnie szukane prawdopodobiefistwo, konieczne bylo
potlaczenie sit zespolow fizykéw przy detektorach ATLAS i CMS. Uzywajac
metod sztucznej inteligencji do analizy danych, badacze stwierdzili, ze wynosi
ono 0,34% z niepewno$cig pomiarowg 0,11%. Z jednej strony moze to wzbudzaé
pewien niepokdj, bo wyznaczona wartosé jest 2,2 raza wieksza od przewidywan,
ale, z drugiej strony, niepewnosci pomiarowe sa jeszcze na tyle duze, ze
zgodnos$¢ z Modelem Standardowym nie jest jeszcze wykluczona, chociaz
prawdopodobiefistwo przypadkowej fluktuacji statystycznej takiego rzedu nie
jest wcale bardzo duze i wynosi tylko 6%. Na rozwigzanie zagadki, co wlasciwie
zostato zmierzone, przyjdzie nam zatem jeszcze zapewne poczekaé kilka lat. . .

Krzysztof TURZYNSKI

Wydzial Fizyki, Uniwersytet Warszawski
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*Wydzial Matematyki i Informatyki,
Uniwersytet Wroctawski

Pelna nazwa to Seminarium

z Matematyki Stosowanej Sekcji Ogdlnej
Wydzialu Zastosowarn Parnstwowego
Instytutu Matematycznego [1].

Czaszki z Ngandong sa grupa
skamienialosci ludzkich czaszek odkrytych
w 1931 roku w dolinie rzeki Solo na Jawie
w Indonezji. Czaszki te sa datowane na
okolo 100-200 tysigcy lat i sg uwazane za
pozostatosci hominidéw z gatunku Homo
erectus.

Jan Czekanowski (1882-1965) byt
antropologiem i etnografem. Studiowatl na
Uniwersytecie w Zurychu antropologie,
anatomig, etnografi¢ i matematyke. Byl
uczestnikiem Seminarium we Wroctawiu
(czterokrotnie, wedlug kroniki
Seminarium).
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Rys. 1

Stanistaw Kulczynski (1895-1975), zoolog,
arachnolog, taternik. Rektor
uniwersytetéw we Lwowie i Wroclawiu.
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Macierz rozbieznoéci Kulczynskiego

Poszukiwanie porzadku
Andrzej DABROWSKI*

W roku 1950 jedno z jesiennych posiedzen wroclawskiego Seminarium

z Matematyki Stosowanej poswiecone bylto czaszkom z Ngandong. Antropolodzy
oczekiwali od matematykéw uporzadkowania chronologicznego tych czaszek

na podstawie tablic Czekanowskiego przystanych nam laskawie przez

prof. dra T. Henzla (cytat z kroniki Seminarium).

Porzadek, rozumiany jako liniowy, jest oczekiwany w wielu dziedzinach. Tworzy
sie réznego rodzaju rankingi (dotyczace szkol, uczelni, poparcia politykow).
Trudno o widowiska sportowe bez rankingéw — opartych na mierzonym czasie,
dystansie czy punktach (pieciobdj). Aby poréwnaé czesto trudne do zestawienia
obiekty, buduje si¢ indeksy. W ekonomii stany gieldy ocenia si¢ przez indeksy
gieldowe (np. Dow Jones, WIG), a poziom cen — przez wskaZnik inflacji. Stan
zdrowia populacji ocenia si¢ przez oczekiwany éredni czas zycia czy wskaznik
$miertelnosci niemowlat. Metody poréwnania oparte na rankingach i indeksach
polegaja na przypisaniu obiektom jakiejs liczby. A liczby, jak wiadomo, tatwo
uporzadkowac.

Gorzej, kiedy obiekt mozna opisa¢ zespotem wielu liczb. Jeszcze gorzej, gdy
trudno przypisa¢ mu jakiekolwiek liczby. Taki problem powstaje, gdy trzeba
uporzadkowaé znalezione na starozytnym $mietnisku skorupy z réznymi
motywami (jest to tzw. zagadnienie seriacji w archeologii). Z podobnym
problemem — uporzadkowania w czasie czaszek z Ngandong — zwrécili sig
antropolodzy do matematykdw.

Tablice Czekanowskiego, ktérymi dysponowal zespot profesora Steinhausa
(Kazimierz Florek, Jézef Lukaszewicz, Julian Perkal i Stefan Zubrzycki),
zawieraly informacje o stopniu zréznicowania kazdej pary czaszek. Stopien ten
byl wyrazony przez odleglosé¢ euklidesowa w siedmiowymiarowej przestrzeni
parametréow reprezentujacych dhugosci charakterystycznych odcinkéw na czaszce.

Uogélniajac, taka tablice mozna potraktowac jako funkcje rozbieznosci. Jest to
dowolna funkcja d(x,y) okreSlona na parach elementéw zadanego zbioru X, ktéra
spelnia warunki:

d(z,y) >0,
Szczegdlnym przypadkiem funkcji rozbieznosci sa funkcje odlegtosci — metryki.
Metryka to funkcja rozbieznosci, ktora spelnia dodatkowo nieréwnosé trojkata:
d(z, z) < d(z,y) + d(y, z) dla kazdych z,y, z.

d(z,y) = d(y,z) oraz d(x,y) =0 & x = y.

Przyktad 1. Wazy. Odkryto 4 wazy z ozdobami. Kazdg waze traktujemy jako
zbiér namalowanych na niej ornamentéw. Funkcja rozbieznosci moze by¢ tzw.
rozbieznosé¢ Kulezynskiego okreslona dla dwoch zbioréw ornamentéw R i S
wzorem

IRN S|
2\ |R| '

Bl

Nietrudno sprawdzi¢, ze taka funkcja faktycznie jest funkcja rozbieznosci. Jest
ona tez do$¢ intuicyjna, gdyz %(UT;ISl + ‘nglsl) to $rednia arytmetyczna frakcji
wspélnych elementéw R i S, zawartych w zbiorze R i zawartych w zbiorze S.

Wynikajaca z tego wzoru macierz rozbieznosci przedstawiona jest na marginesie.
Zauwazmy, ze funkcja Kulczyniskiego nie jest metryka, gdyz d(B,D) =1 >
> 11512 =d(B, A) + d(A, D).

Funkcja rozbieznosci a porzadek liniowy. Jak wprowadzi¢ porzadek wsréd
obiektéw, na ktorych mamy zadana macierz rozbieznosci? Rozwazmy najpierw
szczegblny przypadek. Zaldézmy, ze obiekty to punkty rozmieszczone na prostej,
a za funkcje rozbieznoéci przyjmujemy odlegtosci miedzy nimi. Czy z samej
macierzy rozbieznosci mozna odtworzyé¢ uporzadkowanie punktéw na prostej?
Mozna — wystarczy wybra¢ takie uporzadkowanie, ktére minimalizuje sume
odleglosci miedzy kolejnymi punktami.
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A Dla wygody przyjmijmy, ze obiekty Oy, Os, ..., O, z rozbiezno$ciami

14 8 d;; = d(0;,0;) bedziemy reprezentowaé przez nieskierowany graf pelny G
B o n wierzchotkach O1, O, ..., Oy, ktérego krawedz O;0; ma wage d;;. Diugoscig
D Sciezki O;,O,, ... O, nazwiemy liczbe d; i, + digis + ... + di(,,_,yi,- Na rysunku 2
15 9 wida¢ przyklad takiego grafu dla 4 waz.
© . Wezesniejsza obserwacja sugeruje, aby porzadek obiektéw Oq, ..., 0, wyznaczala
Rys. 2. Graf z rozbiezno$ciami , .. . .. . . . ..
Kulczytiskiego (pomnozonymi przez 24) Sciezka w grafie G o minimalnej dtugosci, przechodzaca przez wszystkie jego
ze Sciezka ADBC o diugosci 47 wierzcholki ($ciezka optymalna).

Przyktad 2. Pieé¢ stolic. Ponizsza tablica przedstawia odleglosci drogowe
(w kilometrach) miedzy Amsterdamem, Berlinem, Paryzem, Rzymem
i Warszawa.

L [ als [rp[r[wW]
A 0 650 | 510 | 1650 | 1140
B | 650 0 1040 | 1460 | 570
P | 510 | 1040 0 1430 | 1550
) R | 1650 | 1460 | 1430 0 1730
Sy;;}iessijék;g;tymalna BCAD W | 1140 | 570 | 1550 | 1730 0

Sposréd 60 mozliwych Sciezek najkrétsza wiedzie z Warszawy przez Berlin,
Amsterdam, Paryz az do Rzymu i ma dlugo$¢ 3160 km.

Dendryty. Uporzadkowanie liniowe jest czesto niewystarczajace, a nawet
nieadekwatne. Przytoczmy tu obserwacje Juliana Perkala: Jak zauwazylem [...]
lintowe porzgdkowanie jest w wielu przypadkach nienaturalne, na przykiad linia
genealogiczna wlasnie czesto sie rozgalezia. [2]

Struktura, ktéra umozliwia zblizone do liniowego uporzadkowanie wierzchotkow
grafu, jest dendryt, szerzej znany jako drzewo — z powodéw historycznych
bedziemy tu uzywaé pierwszego okreslenia. Dendryt to graf bez cykli, ktéry
jest spojny. Te dwa warunki razem oznaczaja, ze kazde dwa wierzchotki sa
polaczone jednoznacznie wyznaczona Sciezka (rys. 4). Sama Sciezka tez jest
zreszta szczegdlnym przypadkiem dendrytu.

Rys. 4
A Dlugo$éé¢ dendrytu okredla suma wag jego krawedzi. Inspirowani wczedniejszymi
5 A rozwazaniami przyjmiemy, ze dendryt o minimalnej dlugosci (dendryt
o b optymalny) najlepiej odtworzy porzadek n wierzchotkéw grafu (rys. 5).
8
Taksonomia wroctawska. W przykladzie z wazami nietrudno bylo wskazaé
B optymalny dendryt. Wraz ze wzrostem liczby wierzchotkéw grafu powstaje
Rys. 5. Optymalny dendryt dla problemu : : : : : EN :
4 waz, Jego dlugosé 25 jost mniejsza od pytanie o glgorytmlczne jego wyznaczanie. W‘lr{formatyce zagadmenl-e t{) jest
dtugosci optymalnej sciezki BCAD klasyczne i znane pod nazwg poszukiwania minimalnego drzewa rozpinajgcego.

o dlugosci 26 Wedtug [3] najwczesniejsze opublikowane rozwiazanie tego problemu (1926)

pochodzi od czeskiego matematyka Otakara Boruvki, ktory zajmowat sig

nim w kontekscie opracowywania optymalnej sieci elektrycznej na Morawach.
Znane zapewne uczestnikom olimpiad informatycznych algorytmy Kruskala

i Prima zostaly opublikowane w latach 1956 i 1957. Wydaje sie, ze matematycy
wroclawscy jako pierwsi zaczeli zajmowaé sie tym problemem w kontekscie
metod porzadkowania i klasyfikowania (tzn. taksonomii) w antropologii, biologii
czy jezykoznawstwie. Ich metoda, opublikowana w 1951 roku [4], jest co do
zasady algorytmem Boruvki (z ktérego istnienia nie zdawali sobie sprawy), ale
w polskiej literaturze statystycznej nosi nazwe taksonomii wroctawskie;.

W ramach tych prac pierwszy krok w kierunku ogélnej konstrukeji optymalnego
dendrytu zrobil w roku 1949 Kazimierz Florek. Zwrécil on uwage na fakt, ze
w optymalnym dendrycie powinny sie znalezé odcinki taczace najblizsze obiekty
— to znaczy laczace pewien obiekt z jego najblizszym sasiadem. Odcinki te

A s10 P 1130 R nazwano polgczeniami rzedu I.

W przyktadzie z wazami takie postepowanie rozwiazuje sprawe — potaczenia
rzedu I tworza dendryt. Nie zawsze tak jest. Polaczenia rzedu I dla 5 stolic
Rys. 6 tworza niespdjny podgraf, przedstawiony na marginesie. Zauwazmy jednak, ze
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Rys. 8

w grafie polaczen rzedu I nie moga wystepowadé cykle — taki graf nazywamy
lasem i w naturalny sposéb rozbija sie on na dendryty.

Twércy taksonomii zaproponowali w 1950 roku konstrukcje optymalnego
dendrytu, bedaca iteracyjna wersja pomystu Florka:

Metoda W

1. Zbudowaé potaczenia rzedu I dla grafu G. Jedli tworza dendryt,
konstrukcja jest skoniczona. Jesli nie, przechodzi si¢ do punktu 2.

2. Utworzy¢ nowy graf G1. Wierzchotkami grafu G; sa poddendryty
utworzone z polaczen rzedu I grafu G. Rozbiezno$é miedzy poddendrytami
A i B jest rozbieznoscia najblizszych sasiadéw: d(A, B) := min{d(P, Q) :

P e A, Q € B}. Utworzy¢ polaczenia rzedu I dla grafu G (sa to polaczenia
rzedu IT dla G). Jesli tworza dendryt, konstrukcja jest skoniczona. Jesli nie,
powtarza sie postepowanie z punktu 2 dla grafu G;.

3. W ten sposéb utworzymy kolejno grafy G1,Gs,Gs,. .. i dla kazdego z nich
polaczenia kolejnego rzedu. Iteracje te muszg sie skonczyé¢, gdyz liczba
wierzchotkéw w kolejnych grafach G; maleje.

4. Konstrukcje ostatecznego dendrytu konczy sie, taczac dendryty
kolejnych rzedow krawedziami miedzy obiektami realizujacymi rozbieznoéc¢
najblizszego sgsiada.

Zobaczmy, jak dziala metoda W dla przyktadu 5 stolic. Polaczenia I rzedu
tworza poddendryty O; = {A, P, R} i Oy = {B,W}. Graf G; ma wierzchotki

O1 1 Oz. Minimum odleglosci z B do zbioru punktéw {A, P, R} wynosi 650 km,
minimum z W do {A, P, R} — 1140 km, zatem rozbiezno$é najblizszego

sasiada miedzy O1 i O jest réwna 650 km, i jest odlegloécig miedzy Berlinem

a Amsterdamem. G z polaczeniem rzedu II miedzy tymi stolicami jest juz
dendrytem. Konczy to konstrukcje, tworzac ostateczny optymalny dendryt, ktory
okazal si¢ éciezka W BAPR.

Dowdéd optymalnosci metody W. Bez straty ogdélnosci mozna zalozyé,
ze wszystkie niezerowe rozbieznosci w grafie G sa rézne. W razie potrzeby

. . .7 . . 7 . ! . . ! /
wystarczy bowiem zamieni¢ rozbieznosci d;; na d;; = di; + €5 (dla i < ), dj; =d;;
i g;; > 0 sy to dowolnie wybrane rézne liczby mniejsze niz min d;;. Po zakoriczeniu
konstrukcji nalezy powrdci¢ do rozbieznoéci d;.

Niech W bedzie dendrytem sporzadzonym metoda W. Przypusémy, ze

W nie jest dendrytem optymalnym, wiec jest rézny od pewnego dendrytu
optymalnego M. W dendrycie W istnieje zatem krawedz, ktéra nie wystepuje
w dendrycie M — powiedzmy, ze taczy wierzchotki A i B.

Przyjmijmy, ze krawedZ AB ma wage a i rzad k w dendrycie W. Laczy ona
dendryty U i V rzedu k — 1 o zbiorach wierzchotkéw U’ i V’. Pozostale dendryty
rzedu k — 1, ktére oznaczymy przez Dy, Do, ..., D,, maja zbiory wierzchotkéw
D{,D),...,D.. Zgodnie z konstrukcja W zachodzi jeden z dwéch przypadkéw:

1. a jest mniejsze niz kazda z rozbieznosci U z Dq,..., D,,
2. a jest mniejsze niz kazda z rozbieznosci V' z Dy, ..., D,.

Bez straty ogdlnosci przyjmijmy, ze zachodzi przypadek 1.

Wierzchotki A i B dendrytu M laczy $ciezka niezawierajaca krawedzi AB, ktéra
musi zawiera¢ krawedz CD taka, ze C nalezy do U’, a D nie nalezy. Przyjmijmy,
ze D nalezy do D). Waga krawedzi C'D jest nie mniejsza niz odleglosé d miedzy
dendrytami U i D1 w dendrycie W. Z kolei a < d, bo zachodzi przypadek 1.
Mozna wige stworzy¢ nowy dendryt M’ zawierajacy wszystkie krawedzie M —

z wyjatkiem CD zastapionej przez krawedz AB. Dtugo$é M’ jest mniejsza od
dlugosci M. Jest to sprzeczne z zalozeniem, ze M jest dendrytem optymalnym.

Podziat na grupy. Zbiér obiektéw moze by¢ niejednorodny: skorupy znalezione
na starozytnym smietniku czy czaszki znalezione na badanym terytorium moga
pochodzi¢ z kilku odrebnych okreséw. Jak podzieli¢ dane, tak aby dendryty
odpowiadajace podzialowi wskazaly na istotne réznice w tych grupach?
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W(Z1) W(Z2) W(Zs)
Rys. 9

W(Z1) W(Z2) W(Zs)
Rys. 10

Czantoria Wielka
Géra Bukowa — Szyndzielnia

Grzbiet miedzy Bidtnig i Klimczokiem
Koziniec Potok Gohura

Kubalonka Potok Barbara

Réwnica
Salmopol

grzbiet miedzy | Na ptd. od Cz. Wisetki
Sokraslka i Orfowa

@ Czantornia Wielka

@ Barania
‘Lasy Swierkowe
.Lasy bukowe
‘Lasy mieszne
@ Kobyla
Rys. 11

Rodzina k dendrytéw Dy, Ds, ..., Dy o zbiorach wierzchotkéw 71, Zs, ... Zj jest
podziatem grafu pelnego G o wierzchotkach Z, gdy

Z:ZluZQUUZk oraz ZZij:@dlaZ#j

Dlugosé podzialu jest suma dlugosci I(D;) sktadowych dendrytéw. Podzial jest
optymalny, gdy dlugo$é podziatu jest minimalna. Z definicji tej natychmiast
wynika, ze sktadowe podziatu optymalnego musza by¢ optymalne, mozemy wiec
przyja¢ D; = W(Z;).

Wréémy do przyktadu czterech waz. Mozna je podzieli¢ na dwie grupy na siedem
sposobéw:

Z {A,B} | {A,C} | {A,D} | {4,B,C} | {A,B,D} | {A,C,D} | {B,C, D}
Zs {C,D} | {B,D} | {B,C} {D} {C} {B} {A}
W(Z1) A-B | A-C | A-D | B-A-C | B-A-D | C-A-D | B-C-D
W (Z2) c-D | B-D | BC D c B A
LW (Z1)) + L(W (Z2)) 23 27 23 11 22 17 24

Optymalny podzial D1 = C-A-B , Ds = D jest podgrafem dendrytu uzyskanego
metoda W (rys. 5). Okazuje sig, ze tak jest zawsze.

Twierdzenie. Jezeli {W(Z1),W(Z2),...,W(Zy)} jest optymalnym podzialem
grafu G o wierzcholkach Z, to

W(Z))UW(Z3)U...UW(Zy) Cc W(Z).

Dowdd. Zaktadamy, jak poprzednio, bez straty ogdlnoéci, ze wszystkie niezerowe
rozbieznodci sa rézne. Przypusémy, ze w W(Z1) U W (Z3) U...UW(Z;) istnieje
krawedZ AB nienalezaca do W(Z). Istnieje w W (Z) éciezka sap laczaca te
punkty.

Z rozlacznodci Z; wynika, ze istnieje r takie, ze krawedz AB nalezy do W (Z,.).
Elementy Z, mozna podzieli¢ na podzbiory U i V w nastepujacy sposéb:

U sklada sie z wierzchotka A i wszystkich wierzchotkéw Z,., ktore sa polaczone
Sciezka w dendrycie W(Z,.) wychodzaca z A i niezawierajaca krawedzi AB;

V sktada si¢ z wierzchotka B i wszystkich wierzchotkéw Z,., ktére sa polaczone
Sciezka w dendrycie W (Z,.) wychodzaca z B i niezawierajaca krawedzi AB.

Sciezka s4p musi zawieraé¢ krawedz C'D taka, ze C € U, D ¢ U. Niech

d(A,B) =z, d(C, D) = y. Zachodzi nieréwnosé¢ y < z, w przeciwnym przypadku,
zamieniajac CD z AB w dendrycie W(Z), zmniejszylibySmy jego dlugosé, a to
bytaby sprzecznosé.

Zachodza dwa przypadki: D € Vi D € Z; dla s # r.

1. D e V (rys. 9). Wtedy, zastepujac AB przez CD w W (Z,.), uzyskujemy, Ze
dendryt W (Z,.) nie jest optymalny — sprzecznosé.

2. D e Z; dla s # r (rys. 10). Zastepujemy dendryt W (Z,.) przez dendryt
W(U)UCDUW(Z,) o dtugosci (W (U)) +y + (W (Zy)), zas dendryt W (Z)
przez W (V') o dtugosci [(W (V). Suma dtugosci k dendrytéw po zmianie jest
mniejsza niz suma ich dlugosci przed zmiana, co przeczy zalozeniu, ze podziatl
jest optymalny. To konczy dowdd.

7 powyzszego twierdzenia wynika uzyteczny w kontekscie szukania optymalnego
grupowania

Whniosek. Optymalny podzial grafu G na k poddendrytéw polega na usunieciu
z dendrytu W(Z) k — 1 krawedzi o najwiekszej rozbieznosci.

O zastosowaniach pare stéw. Seminarium z Matematyki Stosowanej bardzo
aktywnie propagowalo pomysl taksonomii, stosujac ja w réznych dziedzinach.
W Kalejdoskopie Matematycznym Steinhausa mozna przeczytaé o taksonomii
watrobowcéw (Hepaticae) w Beskidzie Slaskim. Dendryt odpowiadajacy czestosci
wystepowania réznych gatunkéw watrobowcow okazal sie powigzany z typem
lasu — co bylo ciekawym odkryciem (rys. 11).
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Charakterystycznym rysem pracy Seminarium bylo podejmowanie
kazdych, nawet najbardziej nietypowych probleméw. Na posiedzeniu

w styczniu 1952 roku Julian Perkal zakomunikowal, Ze zrobil dendryt piesni
ludowych dla corki prof. Czekanowskiego (cytat ze starannie prowadzonej
ksiegi protokoléw Seminarium). Klasyfikacja piesni ludowych metoda
taksonomii wroctawskiej stala sie jednym z waznych narzedzi badawczych
Anny Czekanowskiej-Kukliriskiej, profesorki Uniwersytetu Warszawskiego
(zm. 2021) i kierowniczki stworzonego przez nia Zakladu Etnomuzykologii.

Stefan Zubrzycki opublikowal w 1953 roku prace [5] wykorzystujaca taksonomie
wroctawska, w ktorej odpowiada na pytanie astronoma Wlodzimierza Zonna,
czy gwiazdy ukladaja sie¢ w nieprzypadkowe konstelacje (zwane przez autoréw
laricuszkami), czy tez rozmieszczone sa losowo na sferze niebieskiej. Wykazal, ze
ukladaja sie losowo, co potwierdza, ze gwiazdozbiory sa tylko mnemotechniczna
metoda zapamietania potozenia gwiazd.

Julian Perkal koniczy prace o taksonomii (op. cit.) ostrzezeniem: [...] mozna
skonstruowaé maszyne do robienia dendrytéow. Stwarza to niebezpieczeristwo
mechanicznego podejscia do przedmiotéow przyrodniczych i Zyrowania metodamsi
matematycznymi falszywych niekiedy weksli przyrodniczych. Warto o tym
pamietad.

Przygotowal Dominik BUREK

M 1750. Czy liczby od 1 do 20232 moga zostaé w taki sposéb wpisane w pola
kwadratowej planszy 2023 x 2023, by dla dowolnego wyboru pewnego wiersza
i pewnej kolumny mozna bylo znalezé na nich trzy liczby takie, ze jedna z nich
jest iloczynem dwoch pozostalych?

Rozwigzanie na str.

M 1751. Niech O bedzie érodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC. Punkty
X 1Y leza na boku BC' i spelniajg réownosci AX = BX oraz AY = CY. Wykazad,
ze okrag opisany na trojkacie AXY przechodzi przez srodki okregéw opisanych
na tréojkatach AOB i AOC.

Rozwigzanie na str.

M 1752. Niech z1,...,z, € [0,1]. Udowodnié, ze
(1—mao4at)- (1 —aowz+23) ... (1 —zp g2 +22_ 1) - (1 —zpzy +22) > 1.

Rozwiazanie na str. []

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1075. Fizycznie podwojny, zaémieniowy ukltad gwiazd o promieniach r1 i ry
obserwowany jest z Ziemi pod katem « do ptaszczyzny orbity wzajemnego ruchu
gwiazd. Jaki warunek wiaze kat «, promienie r1 i 7o oraz srednice d orbity?
Zakladamy, ze orbita jest kolowa.

Rozwigzanie na str. [7]

F 1076. Na jedna z okladek kondensatora plaskiego o pojemnoéci C naniesiono
ladunek @)1, a na drugg tadunek Q5. Ile wynosi réznica potencjatéw miedzy
oktadkami?

Wskazowka: Jak zwykle w zadaniach tego typu, zaniedbujemy efekty brzegowe.
Rozwigzanie na str. [7]
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Klub 44 F
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Rys. 1
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I 11
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C1 c
Rys. 2

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
752 (WT = 2,03), 753 (WT=2,73)

z numeru 2/2023

Jan Zambrzycki
Tomasz Rudny
Marian Lupiezowiec
Jacek Konieczny
Tomasz Wietecha
Ryszard Baniewicz
Konrad Kapcia

Biatystok 4-44+3,03

Poznan 43,41
Gliwice 2-38,81
Poznan 36,51
Tarnéw 16-23,66
Wtioctawek 1-20,97
Poznan 2-20,00

Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 3-19,70

Regulamin Ligi znajduje sie na naszej
stronie: https://deltami.edu.pl/delta/
redakcja/regulamin_klubu_44/

Klub 44 M
1-44

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
851 (WT =2,97)i852 (WT =1,17)
z numeru 12/2022

Norbert Porwol
Pawel Najman
Radostaw Kujawa
Adam Woryna
Marcin Kasperski
Szymon Tur
Piotr Kumor

Pierwsze réwnanie (1) pokazuje, ze 22 > a® + 4, co
w polaczeniu z nieréwnodcia kwadratowa (2) daje

Essen 40,25
Krakéw 39,93
Wroctaw 39,13
Ruda Sl. 38,27
Warszawa 37,65

35,35
Olsztyn 30,62

dwustronne oszacowanie:

3)

VvVat+4<z<2++va%+4.

Nietrudno sprawdzié¢, ze liczba a + 2 lezy w przedziale

[Va? +4, 2+ Va®+ 4] (dlugosci 2). Gdy a > 1, jest
to jedyna w tym przedziale liczba catkowita tej samej

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

Rozwigzania zadan z numeru 3/2023
Przypominamy tresé¢ zadan:

754. Okladki kondensatora ptaskiego o pojemnosci C natadowano do potencjaléw ¢ i (—¢)
wzgledem ziemi. Kazda z okladek tworzy z ziemiag kondensator o pojemnosci Cy. Znalezé stosunek
natezen pola elektrycznego miedzy okladkami kondensatora o pojemnosci C na poczatku i po
uziemieniu jednej z oktadek.

755. Zamkniete naczynie catkowicie wypelnione jest woda. Tuz nad dnem naczynia znajduje sie
pecherzyk powietrza. Jak zmieni si¢ ci$nienie na poziomie dna, gdy pecherzyk wyplynie?
754. Uklad réwnowazny do opisanego w zadaniu przedstawia rysunek 1.
Kondensator o pojemnosci C' natadowany jest tadunkiem ¢ = 2¢C, tadunki na
oktadkach kondensatoréw o pojemnosciach C; wynosza g1 = ¢C;. Caltkowity
tadunek na lewej ptytce jest réwny
(1) Q=q+q=02C+C)e.
Po uziemieniu prawej ptytki réwnowazny ukiad przedstawia rysunek 2. Ladunek
na okladkach kondensatora C wynosi ¢’ = p1C, przez o1 oznaczyliSmy potencjal
nieuziemionej oktadki. Ladunek kondensatora o pojemnosci C; wynosi ¢ = ¢1C1,
a calkowity tadunek lewej ptytki to
(2) Q' =d+aq=pC+C1)=Q.
Uwzgledniajac (1), otrzymujemy
p(2C + Ch)
c+0C, -
Natezenie pola elektrycznego miedzy oktadkami kondensatora jest ilorazem
napiecia i odlegltosci miedzy nimi, zatem szukany stosunek tych natezen wynosi
E 20 2(C+0C)
E1 ©®1 2C + Cl '
755. W stanie poczatkowym ciSnienie powietrza w pecherzyku jest takie samo,
jak cisnienie wody nad dnem naczynia. Réznica ci$nien miedzy dnem naczynia
a géra wynosi Ap = ogh, gdzie o to gestos¢ wody, h — wysoko$é naczynia. Podczas
wznoszenia sie pecherzyka jego objetosé nie zmienia sie, bo ciecz jest praktycznie
niescidliwa, nie zmienia sie wiec réwniez ciSnienie powietrza w pecherzyku. Gdy
pecherzyk znajduje sie u gory naczynia, to ciSnienie wody pod pokrywa réwne
jest ci$nieniu na dnie w potozeniu poczatkowym, zatem ci$nienie na dole wzrosto
o wielko$é Ap.

1=

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Rozwigzania zadan z numeru 3/2023
Przypominamy tresé¢ zadan:

857. Znalez¢ wszystkie pary dodatnich liczb catkowitych z,y, dla ktérych liczby z? — 4y oraz
y? — 4z sg kwadratami liczb catkowitych.

858. W przestrzeni znajduje si¢ trojkat réwnoboczny ABC o boku dlugosci 1 oraz odcinek DE
diugoséci 1, majacy punkt wspdlny z tréjkatem ABC. Udowodnié, ze pewien z punktéw A, B,C, D, E
jest w odleglosci nie wiekszej niz 1 od czterech pozostalych.

857. Szukamy rozwigzan uktadu réwnan

(1) 2 =a® + 4y, v =b% + da

w liczbach catkowitych x,y > 1, a,b > 0. Widaé, ze liczby =, a musza mieé
jednakowa parzystosé (tak samo liczby y, b).

Z uwagi na symetrie wystarczy rozwazy¢ sytuacje, gdy x > y. Wowczas

2?2 =a? + 4y < a® + 4z, czyli

(2)

22 — 4z —a?® <0.

parzystosci co a; zatem = = a + 2. Uktad réwnan (1)
wymusza réwnosci

y=a+1oraz (a+1)% =b*+ 4(a + 2).
Te ostatnia przepisujemy w postaci (a — 1)? = b + 8,

czyli
(a—1-=b)(a—1+0b) =38,

z jedynym rozwiazaniem (w liczbach naturalnych)
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a=4,b=1. Stad x = 6, y = 5. Czwdérka
(a,b,z,y) = (4,1,6,5) spelnia wyjsciowy uklad (1).

Gdy natomiast a = 0, nier6wnos$é¢ podwdjna (3) jest
spelniona przez dwie liczby parzyste: z =2 iz = 4.
Po wstawieniu do réwnan (1) pierwsza z tych wartosci
daje sprzecznosé, zas druga szybko prowadzi do
rozwiazania: (a,b,z,y) = (0,0,4,4).
Uwzgledniajac symetrie (czyli odrzucajac
zalozenie z > y), dostajemy odpowiedz: szukane pary
(z,y) to (4,4), (6,5), (5,6).
858. Tworzymy macierz zerojedynkowa:
i(A,D) i(B,D) i(C,D)
i(AE) i(B,E) i(C,E)
gdzie
0 gdy XY <1
ix,y)y=4> 8%
1 gdy XY >1

(XY oznacza dlugosé odcinka o konicach X,Y).

Poniewaz AB = AC = BC' = DE = 1, zadanie sprowadza
sie do wykazania, ze w tej macierzy ktéry$ wiersz lub
ktoéras kolumna sklada si¢ z samych zer. Przypusémy
wiec, ze tak nie jest. Wéwczas — po ewentualnej
permutacji symboli A, B,C i/lub D, E (co nie wplywa
na warunki zadania) — pojawia si¢ w macierzy uktad
jedynek [!'1!,]; w terminach geometrycznych (przy
oznaczeniach przyjetych wezesdniej):

AD>1, BD>1, CFE >1;

czyli

AD > AC, BD > BC, CE > DE.
Niech 7 bedzie ptaszczyzng symetralng odcinka C'D.
Uzyskane nieréwnosci oznaczaja, ze punkty A i B
leza po tej samej stronie plaszczyzny 7 co punkt C;
za$ punkt F lezy po tej stronie 7 co punkt D (i zaden
z nich nie lezy na niej). Tak wiec plaszczyzna m oddziela
tréjkat ABC od odcinka DE — wbrew zalozeniu, ze te
figury maja punkt wspdlny. Sprzecznoéé¢ dowodzi tezy
zadania.

Czy tu jest r6wnomiernie? ... czyli o metodzie V/V.x

Radostaw POLESKI*

W XXI wieku astronomowie pozyskuja ogromne

ilosci danych obserwacyjnych o réznym stopniu
szczegblowosci. Oczywiscie wyekstrahowanie

wiedzy z takiego kosmosu danych wymaga analizy
statystycznej. Te analizy moga by¢ bardzo réznego
rodzaju: od przetwarzania pikseli ze zdjecia nieba na
pomiary jasnoéci i pozycji obiektow, przez analize wielu
obserwacji w celu znalezienia okresu, z jakim zachodzi
jakie$ zjawisko (np. za¢mienia w ukladzie podwéjnym
gwiazd), po analize danych z réznych Zrédet w celu
okreslenia parametréw wybranego obiektu (np. jaka jest
odleglos¢ do centrum Galaktyki lub jaka cze$¢ masy we
Wszech$wiecie stanowi materia barionowa).

Warto tutaj zwréci¢ uwage na pewna istotna réznice

w pozyskiwaniu danych miedzy astronomia a fizyka.
Otéz ta pierwsza bazuje w znacznej mierze na
obserwacjach zjawisk, w ktére nie ingerujemy, natomiast
ta druga opiera sie przede wszystkim na wynikach
kontrolowanych doéwiadczen. Typowo obserwacyjny
charakter badan astronomicznych moze stanowié istotna
trudnosé — zwigkszenie probki badanych obiektéw moze
byé¢ bardzo kosztowne, jak réwniez moze wymagaé
czasu dluzszego niz przewidywany czas zycia badacza.
Z reguly mamy zatem do czynienia z prébka dalece
niekompletna (choé bardzo chcieliby$my, by byto
inaczej). Sa jeszcze inne przeszkody, jak na przyklad
to, ze informacje o badanych obiektach moga pochodzié¢
z obserwacji wykonywanych w réznych warunkach

i w réznym czasie itp. Uwzglednienie w analizie
statystycznej tych subtelnosci nie jest tatwe, ale
konieczne.

W niniejszym artykule chcialbym przedstawic¢
pewng typowo astronomiczng metode o egzotycznej
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nazwie ,V/Viax”. Zostala ona wymyslona pod koniec
lat 60., by rozwiaza¢ nastepujacy problem: mamy do
dyspozycji katalog kwazaréw o znanych jasnoéciach oraz
przesunieciach ku czerwieni i chcemy sprawdzié, czy
kwazary te sa rozmieszczone réwnomiernie w przestrzeni.
Kwazar (z ang. quasi-stellar object) jest to rodzaj galaktyki aktywnej,
ktéra emituje niezwykle jasne promieniowanie.

Zwroémy uwage, ze dla kwazaréw emitujacych najwiecej
Swiatla nasza prébka moze by¢ traktowana jako
kompletna dla duzych odlegloéci, jednak dla kwazarow
emitujacych mniej Swiatla prébka jest kompletna
jedynie dla maltych odlegloéci. Wynika stad, ze cho¢ na
pierwszy rzut oka moze wydawac sie, ze koncentracja
kwazaréw spada wraz ze wzrostem ich odlegtosci od
Ziemi, to moze to by¢ artefakt zaleznodci, ze im blizej
Ziemi jestesmy, tym wiecej kwazarow jestesmy w stanie
zaobserwowaé (por. rys. 11 2).
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Rys. 1. Rozmieszczenie Rys. 2. Rozmieszczenie kwazaréw
150 kwazaréw zaobserwowanych identyczne z tym z rysunku 1,
przez pewnego dwuwymiarowego z zaznaczeniem, do ktérej
astronoma w dwuwymiarowym z dwéch grup o ustalonych
Wszechswiecie. Kwazary jasnosci absolutnych nalezy
wykazuja pozorng koncentracj¢  kazdy obiekt. W ramach kazdej
wokél Ziemi (oznaczonej grupy kwazary sa rozlozone
symbolem @) réwnomiernie w calym obszarze,
w jakim mozna je zaobserwowad



Zacznijmy od pewnych prostych rozwazan. Zatézmy,
ze wszystkie kwazary maja te sama jasno$é absolutna
(czyli taka, jaka badany obiekt mialby, gdyby byl
widziany z odlegtosci 10 parsekéw). Gdyby wszystkie
kwazary byly réwnomiernie roztozone w przestrzeni,
to obserwowane kwazary bylyby réwnomiernie
rozmieszczone w obszarze (kuli), w ktérym mamy
szanse je zaobserwowadé (por. czarne kropki na rys. 2).
Niech Vihax bedzie objetoscia tej kuli. Dla kazdego

[ I I I I |
0,0 0.2 0,4 0,6 0.8 1.0

Rys. 3. Histogram warto$ci V/Vinax dla
sczarnych kwazaréw” z rysunku 2, o stalej
warto$ci Vimax. Wysokosé stupka
odpowiada liczbie kwazaréw o wartosci
V/Viax lezacych w przedziale
wyznaczonym przez podstawe stupka
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Rys. 4. Histogram warto$ci V/Vinax dla
wszystkich kwazaréw z rysunku 2
z zalozeniem staltej warto$ci Vimax
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Rys. 5. Histogram warto$ci V/Vinax dla
wszystkich kwazaréw z rysunku 2

7z Vimax Wyznaczong oddzielnie dla
kazdego kwazara
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kwazara K wyznaczamy jego odleglo$¢ od nas

i obliczamy objeto$¢ kuli Vi o promieniu takim jak

ta odleglos¢. Jesli zalozenie o rownomiernym rozkladzie
jest spelnione, to rozklad wartosci V/Viax powinien
by¢ jednostajny w przedziale [0, 1] (rys. 3), zatem
srednia warto$é V/Viax powinna byé w przyblizeniu
réwna 1/2. Jedli rozklad V/Vi,ax nie posiada tej cechy,
to hipoteze o réwnomiernym rozmieszczeniu kwazardw
w przestrzeni nalezy raczej odrzucié.

A co, jesli kwazary beda mialy rézne jasnosci absolutne (czyli tak jak

w rzeczywistosci)? Najpierw zalézmy (dla prostoty), ze dla kazdego kwazara
jasno$¢ absolutna przyjmuje jedna z dwéch wartosci (czyli tak jak na rys. 11 2).
Jak juz podkresliliSmy, wptynie to na probke obserwowanych kwazaréw, bo te
Swiecace jasniej beda widoczne z odlegtosci wiekszych niz te $wiecace stabiej.
Jesli uzyjemy takiej samej wartosci Vinax dla kazdego kwazara, to zobaczymy
histogram taki jak na rysunku 4, czyli znaczaco inny niz ten z rysunku 3.
Musimy zmieni¢ nasze obliczenia i warto$¢ Vi,a.x wyznaczaé¢ oddzielnie dla
kazdego kwazara, w zaleznosci od jego jasnosci absolutnej (dla kwazara K
oznaczmy ja teraz jako Viax k). Tym niemniej, jesli wszystkie kwazary sa
rozmieszczone réwnomiernie w przestrzeni, to dla kazdego kwazara wartosé
Vi /Vinax, ik mozemy traktowaé jak jednostajnie wylosowana z odcinka [0, 1],
niezaleznie od pozostalych. Innymi slowy, rozklad wartosci V/Vipax weiaz

jest jednorodny na odcinku [0, 1] (por. rys. 41 5), a jego $rednia wartosé jest
bliska 1/2. Te cechy maja zaréwno wszystkie kwazary z rysunku 2, jak i tylko
czarne lub tylko kolorowe.

Jestedmy teraz gotowi na uogdlnienie — kazdy kwazar ma inna jasnosé absolutna.
Dla kazdego kwazara mozemy obliczy¢ jego indywidualne wartodci Vi i Viax, k-
Znowu oczekujemy, ze dla réwnomiernego rozkladu kwazaréw rozktad V/Viax
wciaz jest jednorodny na odcinku [0, 1] i ma $rednig bliska 1/2. Jesli mamy
dane obserwacyjne, to wystarczy wyznaczy¢ V/Vinax, sprawdzié, czy wynik jest
zgodny z oczekiwanym i... gotowe!

Metoda V/Vinax doczekala sie réznych rozwinieé. Dla Ciekawskich Czytelnikéw
(i jednoczesnie tych, ktérzy sa odrobine bardziej obeznani z ta tematyka)
chciatbym szkicowo przedstawi¢ jedno z nich, moim zdaniem najwazniejsze. Jest
to mozliwosé analizy, jak zmieniaja sie parametry badanej populacji w zaleznosci
od czasu. Wyobrazmy sobie Wszechswiat w wieku odpowiadajacym przesunieciu
ku czerwieni z. Niech p(z) bedzie stosunkiem gestosci przestrzennej badanych
obiektéw wtedy i obecnie (tj. z = 0). Zamiast objetosci V' rozwazamy uogdlniona
objetosé: V'(z) = foz p(2)dV (Z), gdzie V(2) to objeto$¢ we wspdlrzednych
wspolporuszajacych sie, ktéra jest wyliczana na podstawie zalozonego modelu
kosmologicznego. Dla kazdego kwazara znamy jego przesuniecie ku czerwieni z g,
wigc mozemy obliczy¢ odpowiednie Vi (2x) i Vi, i (2x). Jesli zatozymy,

ze kwazary sa rozmieszczone réwnomiernie, i zalozymy funkcje p(z) bliska
prawdziwej, to rozktad V’/V,! . powinien by¢... (chyba nie bede sie powtarzal).
Skad mamy wiedzieé, jakiego p(z) uzy¢? Najprosciej jest sprébowaé wielu
réznych mozliwosci, dla kazdej z nich obliczyé V' /Vy ., a na koniec wybraé
zbiér tych, ktére daja oczekiwane wyniki.

Warto podkredlié, ze metoda V/Viax 1 jej warianty wciaz pojawiaja sie

w publikacjach naukowych. Dla przyktadu, kilka lat temu byta zastosowana
do zupelnie innego zagadnienia — badania czestosci wystepowania planet
pozastonecznych f(q) w zaleznosci od stosunku masy planety do masy
gwiazdy g dla bardzo matych wartosci tych stosunkéw, tzn. tam, gdzie

nasza wiedza jest dosy¢ uboga ([1], [2]). Problem polegal na tym, ze
uwzgledniono planety znalezione w danych zbieranych w niejednorodny sposéb.
Zamiast p(z) poszukiwana byla funkcja f(q), a zamiast V(z) uzywane bylo
prawdopodobienstwo znalezienia w danym ukladzie planety o innym stosunku
mas. Dokladny opis tych badan, a takze wynikow, to jednak jest juz temat na
inng opowies¢. . .
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Prosto z nieba: Drewniany zegar

Na podstawie ilosci radioaktywnego
pierwiastka obecnego w badanych
prébkach archeolodzy okreslaja ich wiek.
Wegiel-14, jako nietrwaly izotop, zamienia
sie z powrotem w azot, z czasem
pétrozpadu okoto 5750 lat. Dzigki
ciagglemu pobieraniu i wydalaniu materii
organizmy zywe utrzymuja mniej wiecej
staly poziom radioaktywnych
pierwiastkéw, natomiast w organizmach
martwych z czasem jest ich coraz mniej.

Kiedy wysokoenergetyczne promieniowanie kosmiczne zderza si¢ z géornymi
warstwami ziemskiej atmosfery, niektére kolizje prowadza do powstania
neutronéw, co prowadzi do reakcji neutron—proton, n—p, czyli zamiany jader
azotu 14N w radioaktywny wegiel-14, 13C: 13N + n — 2C + p. Wegiel-14 opada
na powierzchnie Ziemi i bierze udzial w zwyklej biochemii zywych organizméw,
w tym zostaje zwiazany podczas wzrostu drzew.

Badajac np. pnie drzew, a w szczegdlnosci réznice w zawartosci wegla-14

w poszczegdlnych stojach, mozna okresli¢ ilos¢ poczatkowa radioaktywnego
materiatu, czyli poniekad zbada¢ ewolucje iloéci promieniowania kosmicznego

w przeszlodci siggajacej nawet tysiecy lat. Zawartosé
wegla-14 zalezy tez od innych czynnikéow, np. od

pél magnetycznych Ziemi i Storica, ktére oslaniaja
powierzchnie Ziemi przed promieniowaniem kosmicznym
pochodzacym spoza Ukladu Stonecznego (wiecej
czastek dociera do Ziemi, gdy te pola sa stabsze,

a mniej, gdy sa silniejsze). Zmiany poziomu wegla-14
rejestrowane w stojach pni drzew przechowuja historie
zmian magnetyzacji Ziemi. Sa tez dowodem na 11-letni
cykl dynamo stonecznego, ktére jest zwiazane z polem
magnetycznym Stonica.

Drewno zawiera w sobie takze takie dane, ktorych nie
potrafimy wyjasni¢. W 2012 roku japonska fizyczka
Fusa Miyake odkryla znaczny skok zawartosci wegla-14
w stojach drzew z 774 roku. Tak duzy skok musiato
wywolaé¢ promieniowanie kosmiczne wielokrotnie
wieksze od przecietnego. Kolejne ,zdarzenia Miyake”
to lata 993 naszej ery i 663 przed nasza era, a takze
jeszcze wezedniejsze — z 5259, 5410 i 7176 przed nasza
era. Dobrze zlokalizowane w drewnie (i w czasie)
zdarzenia pozwalaja na precyzyjne okreslenie daty
konkretnych wydarzen z dokladnoscia co do roku.

I tak zdarzenie z 993 roku pozwolito na stwierdzenie
momentu powstania pierwszej europejskiej osady

w Ameryce — zalozonej w roku 1021 wioski wikingéw
w Nowej Fundlandii.

Jak dochodzi do tak ogromnego i krotkotrwatego
promieniowania? Wérdd ,,podejrzanych” sa pobliskie
supernowe, blyski promieniowania gamma, emisja

z namagnesowanych gwiazd neutronowych, a nawet
komety. Aktualnie najlepszym wyjasnieniem jest to,

ze zdarzenia Miyake sa zwiazane ze stonecznymi
superburzami. Te (hipotetyczne) erupcje ze Stonica
sa 50-100 razy bardziej energetyczne niz najwicksza
zarejestrowana w erze nowozytnej burza stoneczna,
obserwowana przez Richarda C. Carringtona

i Richarda Hodgsona w 1859 roku.

W swojej pracy Qingyuan Zhang i wspoétpracownicy
analizuja dostepne materiaty pochodzace ze stojow
drzew, znajdujac dowody na to, ze zdarzenia moga
pojawié sie¢ w kazdym momencie 11-letniego cyklu
aktywnosci Storica (o ktérym pisaliémy np. w Al,).
Z drugiej strony, rozblyski stoneczne maja tendencje
do wystepowania w okolicach szczytu cyklu. Kilka

z zarejestrowanych skokéw radioaktywnosci wydaje
sie trwa¢ dtuzej niz wskazywalby na to model
pojedynczej superburzy stonecznej. Sugeruje to, ze
czasami zdarzenia moga trwaé¢ dtuzej niz rok, co nie
jest oczekiwane w przypadku jednego gigantycznego
rozbtysku stonecznego, czyli ze mielibyémy do czynienia
z dtugotrwalg burzliwa pogoda stoneczna.

Gdyby takie zdarzenie zaistnialo dzisiaj, zniszczyloby
sieci energetyczne, telekomunikacyjne i wiekszos¢
satelitéw. Jesli takie zdarzenia wystepuja losowo, na
przyktad raz na tysiac lat, to prawdopodobienstwo
wystapienia burzy stonecznej w ciagu nastepne;j
dekady wynosi okolo 1%. To niezaniedbywalnie duze
prawdopodobienstwo!

Michat BEJGER

Centrum Astronomiczne im. Mikotaja Kopernika PAN,
Istituto Nazionale di Fisica Nucleare (INFN), Sezione di Ferrara, Wtochy

“Modelling cosmic radiation events in the tree-ring radiocarbon record”, Qingyuan Zhang i inni, Proc. R. Soc. A. 478 2022.0497, 2022.

Niebo w lipcu

Przez caly miesiac Storice obnizy wysokosé swojego
gérowania o ponad 4,5°, skracajac przy tym czas
przebywania nad horyzontem w $rodkowej Polsce

o ponad godzine. 24 lipca Storice przetnie rownoleznik
+20° deklinacji i tym samym skonczy sie okres
najdtuzszych dni i najkrétszych nocy. Jak co roku,
na poczatku lipca Ziemia znajduje sie w aphelium
swojej orbity, co oznacza, ze Stonice ma najmniejsza
tarcze w ciagu roku. Dlatego tatwiej jest ja zastonié
Ksiezycowi podczas ewentualnego zaémienia — i takie
zalmienia trwaja tez dtuzej.

W lipcu najjasniejsze planety Uktadu Stonecznego
w wigkszoéci sa widoczne stabo. Merkury zacznie
miesiac od gérnego zlaczenia ze Stoncem i podazy
ku maksymalnej elongacji wschodniej, ktora osiggnie
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w pierwszej dekadzie sierpnia, oddalajac sie wtedy
na bardzo duze 27° od Stonca. Niestety o tej porze
roku i doby ekliptyka jest nachylona niekorzystnie

do widnokregu, przez co planeta zachodzi mniej niz
godzine po Stonicu, i z duzych szerokosci geograficznych
jest niewidoczna. Szczegélnie ze z kazda kolejng
doba jasnosé planety staje sie coraz mniejsza,

od —0,4™ 19 lipca do +0,1™ 31 lipca. A szkoda, bo
28 lipca planeta przejdzie mniej niz 20’ od Regulusa,
najjasniejszej gwiazdy Lwa.

Warunki obserwacyjne Wenus sa jeszcze gorsze.
Druga planeta od Stonca po czerwcowej maksymalnej
elongacji szybko dazy do sierpniowej koniunkcji
dolnej ze Storicem. Oznacza to, ze planeta predko
zbliza si¢ do nas, zwigkszajac przy tym rozmiary
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tarczy i zmniejszajac faze. Na poczatku lipca Wenus
zaprezentuje tarcze o jasnosci —4,4™, $rednicy 34"

i fazie 31%. Ostatniego dnia miesigca odpowiednie
wielko$ci wyniosa: —4,2™, 53" i 5%. Niestety

planeta zanurkuje przy tym kilka stopni pod stabo
nachylona ekliptyke, ginac w zorzy wieczornej pod
koniec miesigca. Tarcza Wenus w lipcu jest zatem
atrakcyjnym celem obserwacyjnym dla posiadaczy
nawet nieduzych lornetek i teleskopéw, jednakze nie
dla tych przebywajacych daleko na péinoc od réwnika.

Na poczatku lipca po zmierzchu mozna prébowaé
dostrzec takze Marsa. Czerwona Planeta pierwotnie
przebywa niecale 4° od Wenus, ale potem Mars
powedruje dalej na potudniowy wschéd, a Wenus
zawréci w kierunku Stonca, wiec do 20 lipca dystans
miedzy planetami zwigkszy sie ponad dwukrotnie.

10 lipca Mars minie wspominanego juz Regulusa

w odleglosci niewiele przekraczajacej 0,5°. Marsowi
najtrudniej jest przebi¢ sie przez zorze wieczorna, gdyz
jest on juz daleko od Ziemi i Swieci z jasnoscia +1,7™,
czyli niewiele wieksza od pobliskiej najjasniejszej
gwiazdy Lwa.

Wszystkie te planety w trzeciej dekadzie miesiaca
odwiedzi Ksiezyc w fazie cienkiego sierpa. Now
Srebrnego Globu przypada 17 lipca i w nastepnych
dniach przeniesie sie on na niebo wieczorne, ale

tez ucierpi wskutek nisko potozonej ekliptyki. Jego
sytuacje poprawi nieco fakt, ze prawie caly czas, do
przypadajacej 25 lipca I kwadry, spedzi on na péinoc
od niej. Juz 18 lipca mozna sprébowac¢ dostrzec bardzo
cienki sierp Ksiezyca o zmierzchu, jednak jest to trudne
zadanie, wymagajace bardzo czystej atmosfery i nisko
odslonigtego widnokregu. 30 minut po zachodzie
Storica tarcza Ksiezyca w fazie zaledwie 1% zajmie
pozycje na wysokosci 3°. Tymczasem 7° na lewo od
Ksiezyca znajdzie si¢ planeta Merkury, kolejne zas

15° dalej — planeta Wenus. Z kolei 3,5° nad Wenus
pokaze sie Regulus, 5° od Regulusa, na godzinie 10.
wzgledem niego znajdzie sie planeta Mars. Ksiezyc,
Merkury i Wenus zajdg bardzo szybko, Regulus i Mars
nieco pézniej, w odszukaniu jednak wszystkich tych
cial niebieskich niezbedna moze si¢ okazaé¢ lornetka.

19 lipca Ksiezyc w fazie 4% przejdzie 4° nad Merkurym,
dobe péZniej natomiast, przy fazie zwiekszonej do 8%,
Srebrny Glob przejdzie 3° nad Regulusem i jednoczesnie
7° nad Wenus. 6° na lewo od Ksiezyca pokaze sie Mars.
21 lipca faza ksiezycowej tarczy uro$nie do 14%, Marsa
za$ nalezy wtedy szuka¢ w odleglosci 6° na godzinie 4.
wzgledem Ksiezyca.

Po minigciu planet naturalny satelita Ziemi

w okolicach I kwadry, 24 i 25 lipca, spotka sie ze Spika,
najjasniejsza gwiazda Panny. Warto jeszcze wspomnieé
o bardzo bliskim spotkaniu Ksiezyca z Antaresem,

28 lipca. W momencie zachodu Stonca tarcza Ksiezyca
w fazie 79% pokaze sie 0,5° od najjasniejszej gwiazdy
Skorpiona. Do korica miesiaca Ksiezyc pozostanie na
potudnie od ekliptyki, wedrujac nisko nad horyzontem.
Im blizej jednak konca lipca, tym ksiezycowa tarcza
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pelniejsza, gdyz 1 sierpnia wieczorem naszego czasu
Ksiezyc przejdzie przez pelnie.

Pod wplywem blasku tarczy Srebrnego Globu
uplynie réwniez poczatek miesiaca. Lipcowa pelnia
przypada 3 lipca w gwiazdozbiorze Strzelca. Przed
nig w pierwszych dwéch nocach miesiaca Ksiezyc
odwiedzi Skorpiona, $wiecac najpierw 6° na prawo,

a potem 8° na lewo od Antaresa. 7 lipca, prezentujac
tarcze o$wietlona w 83%, naturalny satelita Ziemi
zblizy si¢ na 5° do Saturna. Planeta z pierécieniami
w sierpniu przejdzie przez opozycje i bedzie poruszac
sie na poludniowy zachéd mniej niz 1° od gwiazdy 5.
wielko$ci o Aqr. Tarcza planety przekroczy Srednice 18",
Swiecac z jasnoscia +0,7™. Saturn bedzie gérowac

o Swicie, wznoszac sie na wysoko$¢ ponad 25°.

Srebrny Glob spotka sie z Neptunem 9 lipca, zblizajac
si¢ donl na odleglo$¢ 5°. Planeta we wrzesniu przejdzie
przez opozycje wzgledem Stonca i takze poruszaé sie
bedzie ruchem wstecznym. W tym roku zakresli petle
na pograniczu gwiazdozbioru Ryb i Wodnika, niedaleko
charakterystycznego, przypominajacego miniaturowy
Maly Woéz ukladu gwiazd 5. i 6. wielkosci, ktéry tworzg,
gwiazdy 30, 33, 27, 29, 24 i 20 Psc. W lipcu Neptun
znajduje si¢ okoto 1° na péinoc od 24 Psc, swieci

z jasno$cia +7,8™ i okolo godziny 2 wznosi sie na
wysokos¢ powyzej 20° ponad poludniowo-wschodni
widnokrag.

Ksiezyc przejdzie przez ostatnig kwadre 10 lipca,

a nastepnie podazy ku stabo widocznym planetom
Jowisz i Uran. 12 lipca nad ranem faza ksiezycowej
tarczy spadnie ponizej 30% i wzejdzie on tuz po
pélnocy 2,5° od Jowisza i jednocze$nie 9° na zachod
od Urana. Obie planety w nadchodzacym sezonie
obserwacyjnym zakresla petle na tle gwiazdozbioru
Barana w odleglosci kilku-kilkunastu stopni od siebie
i w listopadzie obie przejda przez opozycje wzgledem
Stonica. Na razie dzieli je mniej wiecej 10° i okolo
godziny 2 wznosza sie na 15° ponad wschodnig

czed¢ niebosklonu. Jowisz Swieci z jasnoscia —2,3™,
prezentujac tarcze o $rednicy 38", wiec z jego
dostrzezeniem nie ma klopotu. Co innego Uran,
ktorego jasno$é¢ wynosi 45,8 i ze wzgledu na malg
wysokos¢ na ciemnym niebie jego obraz zalezy od stanu
atmosfery.

Now Srebrnego Globu przypada 17 lipca wieczorem
naszego czasu i dzieki temu, ze jego orbita jest teraz
prawie maksymalnie wychylona na péinoc od ekliptyki,
jego cienki sierp wraz z tzw. $wiattem popielatym
pozostanie widoczny przez kolejne 4 dni. 13 dnia
miesigca sierp Ksiezyca w fazie 20% zblizy si¢ na 3°

do Plejad, dobe p6zniej jego faza spadnie do 13%

i przejdzie on 8° nad Aldebaranem, 15 lipca za$,

w fazie 7%, minie w odleglosci nieco ponad 2° El Nath,
dwie jasne gwiazdy Byka. 16 lipca o $wicie Ksiezyc

w fazie zaledwie 3% pokaze sie na wysokosci 7°, ponad
20° pod Capella.

Ariel MAJCHER



Lancuchy Markowa — czes¢ 1
Barttomiej BZDEGA

Rozwazmy nastepujace zadanie:

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Dwdéch zawodnikéw — A i B — gra w szachy, przy czym A rozpoczyna. Kazdy

ruch moze byé dobry lub staby. Wygrywa ten, kto jako pierwszy odpowie

dobrym ruchem na staby ruch przeciwnika. Zawodnik A wykonuje dobry ruch

z prawdopodobienstwem x, a staby z prawdopodobienstwem 1 — x. Analogicznie dla
zawodnika B z warto$ciamiy i 1 —y. Zakladamy, Ze 0 < x <170 <y < 1. Dla jakich
x 1y zwyciestwa A i B sq réwno prawdopodobne?

Rozwigzanie. Zwroé¢my uwage, ze poki nikt nie wygral, sytuacja w rozgrywce

zalezy tylko od ostatniego ruchu. Sa cztery mozliwosci: po dobrym/stabym ruchu
zawodnika A/B. Oznaczmy je przez A+, A—, B+, B—. Moment, w ktérym
zawodnik A rozpoczyna, mozemy rozwazy¢ oddzielnie, ale nie ma takiej koniecznosci,
bo jest on réwnowazny sytuacji B+. Mozemy wiec przyja¢ B+ jako punkt wyjscia.
Do tego dotézmy jeszcze: A (A wygral) i B (B wygral). Na rysunku pokazano

Taki obiekt nazywamy skonczonym {ancuchem

Markowa. Jest on opisany przez pewien zbiér stanow
S1,95,...,5y, oraz prawdopodobienstwa p; ; przejécia

w jednym kroku ze stanu .S; do stanu S; dla wszystkich
i,j €{1,2,...,n}. Oznacza to, ze bedac w stanie S;
tancuch z prawdopodobienstwem p; 1 przejdzie do stanu Si,
z prawdopodobienstwem p; » do stanu Sy i tak dalej. Dla

kazdego i zachowana jest r6wnos$¢ p; 1 +pio+ ... +Dip = 1.

Stany S;, z ktérych nie mozna wyj$é (p;; = 1), nazywamy
pochianiajgcymi. Interesuje nas prawdopodobienstwo
zwyciestwa zawodnika A, czyli ze proces zakoniczy sie

w stanie Sg, pod warunkiem, ze rozpoczat si¢ w Sy.

Na ten problem trzeba spojrze¢ ogdélniej — niech g;

wszystkie sze$¢ sytuacji, przyporzadkowano im liczby od 1 do 6 oraz polaczono je
strzatkami opisujacymi prawdopodobienstwa przejsc.

w stanie Sg, pod warunkiem, ze rozpoczal sic w stanie S;.
Zwrbéémy przy tym uwage, ze gg = 1 i g5 = 0. Ze stanu Sy
mozna przej$é do Sy (z prawdopodobienistwem x) lub

S3 (z prawdopodobienistwem 1 — ). Wynika z tego, ze

q1 = g2 + (1 — x)g3. Analogicznie otrzymujemy réwnosci:

©2=yn+0-yqu, g@=0-yqu, q@u=>10-z)g+z
Po rozwiazaniu uktadu czterech rownan z niewiadomymi

q1, 92, 43, g4 otrzymamy:

1 _ _ (1-y)
1= 0= Ty ety

wiec dla x i y speliajacych ostatnig réwnosé obaj gracze
maja jednakowa szanse na zwyciestwo. Zauwazmy, ze
w szczegolnosci musi zachodzi¢ x > y, gdyz prawa strona

= r—y=zy(l-2)(1-y),

oznacza prawdopodobienistwo, ze proces zakonczy sie
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ostatniej rownosci jest dodatnia.

Zadania

1. Kotek wedruje miedzy domem, przedszkolem, ogrodem, polem i lasem.
Zaczyna w ogrodzie — tam zawsze wybiera jedno z pozostaltych czterech
miejsc. W domu zawsze si¢ bawi, a nastepnie idzie na pole lub do ogrodu.

Po spacerze w lesie kot zawsze idzie albo do ogrodu, albo do przedszkola. Jesli
kot trafi do przedszkola, juz stamtad nie wychodzi (ach, te dzieci. .. ). Za$

na polu kot towi mysz i konczy wedrowke. Obliczyé prawdopodobienstwo
zakoriczenia wedréwki w polu. (Zakladamy, ze wybory kota sa losowe i zawsze
jednakowo prawdopodobne).

2. Student chce kupié¢ swéj ulubiony napdj energetyczny, ktéry

kosztuje 5 zlotych. Niestety, student ma tylko 2 zlote. Postanawia

w takim razie p6js¢ do kasyna, w ktérym za postawiong zlotéwke

z prawdopodobieristwem p mozna wygraé¢ 3 zlote albo straci¢ postawiona
ztotéwke z prawdopodobienstwem 1 — p. Student przestaje graé, gdy uzyska
kwote pozwalajaca kupi¢ napéj albo gdy zostanie bez pieniedzy. W zaleznosci
od p wyznaczy¢ szanse na to, ze student osiagnie swoj cel.

Uwaga. Autor kgcika zdecydowanie nie promuje napojow energetycznych ani
tym bardziej hazardu.

3. Jag i Malgosia rzucaja uczciwa moneta. Jesli w trzech kolejnych

rzutach pojawi sie konfiguracja ORR (O oznacza orla, a R reszke), gra
konczy sie wygrana Jasia, a jesli OOR — wygrana Malgosi. Wyznacz
prawdopodobienstwo wygranej Jasia.

4. Siedmioro dzieci stoi w kregu i bawi si¢ pitka. Kazde z nich, majac

w danej chwili pitke, rzuca ja do dziecka stojacego bezposrednio z lewej
strony (z prawdopodobieristwem p < %) lub bezposrednio z prawej

strony (réwniez z prawdopodobienistwem p) albo zabiera pitke i wraca do
domu (z prawdopodobiefistwem 1 — 2p). W zaleznoéci od p wyznaczyé
prawdopodobienstwo, ze do domu z pitka wréci to samo dziecko, ktére jg przyniosto.


https://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/rachunek_prawdopodobienstwa/2015/11/18/RROzwazania_O_RReszce_i_ORRle/
https://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/rachunek_prawdopodobienstwa/2015/11/18/RROzwazania_O_RReszce_i_ORRle/
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