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Podczas pisania tego artykutu nie
ucierpial zaden krélik.

—

Czytelnik moze zna¢ ten wzoér z wartosciag
n(n 4+ 1)/2 po prawej stronie. Nietrudno

. ., 1
jednak zauwazyé, ze (";r

) jest jej réowne:
dwa kréliki sposréd n + 1 krélikéw
mozemy wybra¢, najpierw wskazujac
pierwszego krélika (na n + 1 sposobéw),
a potem drugiego (na n sposobéw).

W ten sposéb dowolng pare¢ krélikéw,
powiedzmy Stefana z Edwardem,
wybierzemy dwa razy — raz wybierajac
pierwszego Stefana, a raz Edwarda.
Dlatego wynik musimy podzielié przez 2.

O tym, jak uzy¢ krolikéw
doswiadczalnych w matematyce
Oskar SKIBSKI

Twierdzenia w matematyce mogg by¢ dowodzone na wiele sposobow. Niektérzy
przescigaja sie w znalezieniu dowodu najprostszego, a niektorzy staraja sie
stworzy¢ dowdd najbardziej elegancki. W tym artykule przedstawimy jedna

z najmilszych, a na pewno najbardziej puszystych metod dowodzenia — uzyjemy
krolikéw doswiadczalnych.

Interpretacje kombinatoryczne — tak nazywa sie metoda, ktérej bedziemy
uzywaé — polegaja z grubsza na opowiadaniu bajek (wspomnieliSmy juz

o tym w A}.). Naszym celem jest opowiedzenie prostej historii, ktéra opisuje
(interpretuje) skomplikowane wyrazenie matematyczne. Opowiedzenie tej samej
historii inaczej pozwala czesto na przedstawienie tego samego wyrazenia w inny,
prostszy sposéb. Zamiast tworzy¢ niepotrzebne definicje skupimy si¢ jednak na
przykltadach — krolikom na pewno bardziej sie to spodoba.

W paru zadaniach pojawia sie wspélczynniki dwumianowe: dla dowolnych dwéch
liczb naturalnych n i k, (Z) to liczba mozliwych wyboréw k spoéréd n krolikéw.
Zakladamy oczywiscie, ze kroliki sa rozréznialne oraz — co przyda nam sie
pdZniej — ze maja rézna puszystosé, wolna wole, umieja jezdzi¢ na deskorolce

i méwic¢, a takze rozrézniaja kolory.

Nasza analize zaczniemy od prostych wzoréw, ktére Czytelnik pewnie juz
widzial, a moze nawet i dowodzil. Pierwsza formula bedzie suma liczb od 1 do n:

1
1424 4n= (n; )

Aby udowodnié¢ te formule, wyobrazmy sobie, ze mamy n + 1 krélikéw, ale
tylko dwie deskorolki. Musimy zatem wybraé, ktére dwa kroliki je dostana.

Po prawej stronie réwnania mamy oczywiscie liczbe takich wyboréw. Ustawmy
zatem nasze n + 1 krolikow w rzedzie rosnaco wedlug stopnia ich puszystosci

i zastanéwmy sig, jak mozemy zinterpretowaé lewa strone réwnania. Z dwéch
krélikéw, ktére dostana deskorolki, jeden (mniej puszysty) bedzie lewy, a drugi
(bardziej puszysty) bedzie prawy. Jezeli prawym krélikiem bedzie ostatni krélik
w rzedzie, to bedziemy mieli n opcji dopetnienia pary lewym kroélikiem. Z kolei
jezeli prawy krolik bedzie przedostatni w rzedzie, to bedziemy mieli n — 1 opcji.
Aha! A zatem liczbe k w naszej sumie mozemy interpretowaé jako liczbe takich
wyboréw krolikow, ze prawy krolik jest k& + 1 w rzedzie:

NN PN

k = liczba wyborow 2 sposrod n + 1 krélikéw, ktorym damy deskorolksi,
takich, ze prawy krolik jest na pozycji k + 1.

Sumujac po wszystkich mozliwych k, czyli réwnowaznie po wszystkich
mozliwych pozycjach prawego krélika, dostajemy wszystkie wybory dwéch
krélikow.

Wezmy sie zatem za trudniejsze wzory. Niech p bedzie dowolng liczbg naturalna.
Udowodnimy nastepujacy wzér na sume ciagu geometrycznego:

pn+1 -1

AP+t =
p—1

Zamienmy najpierw dzielenie na mnozenie (co by nie méwié¢, akurat w mnozeniu

kroliki sa bardzo dobre):

-1 +(p-1)-p 4+ +(p-1)-p=p" — 1L
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Moglismy takze bezposrednio udowodnié
wzor, w ktérym po prawej stronie jest
(p"*tt —1)/(p — 1). Latwo zobaczyé,

ze w 1/(p — 1) kolorowan, ktére aktualnie
zliczamy, ostatni nieszary krélik jest
fioletowy. Liczba (p"*t! —1)/(p — 1) to
zatem liczba kolorowan n + 1 krélikéw

p kolorami, w ktérych ostatni nieszary
krolik istnieje i jest fioletowy. Liczba pk
to wtedy czgéé¢ tych kolorowan, w ktérych
ostatni nieszary krolik jest na pozycji
k+ 1.

Uwaga! Ponizszy fragment zawiera

drastyczne elementy! Delikatniejszy
Czytelnik moze przyjaé, ze zamiast
wybieraé kréliki do pasztetu robimy
nabér ochotnikéw do testéw nowego
szamponu do wloséw.

Wréémy teraz szybko do naszych krolikow, zanim sie rozbiegna. Wyobrazmy
sobie, ze mamy p réznokolorowych farb, ktérymi chcemy pomalowaé wszystkie
kroéliki. Dla pierwszego krélika mamy p mozliwoéci, dla drugiego tez p i tak dalej.
W rezultacie dla n + 1 krélikéw dostajemy p"+! mozliwych kolorowan. Jezeli
odrzucimy teraz jedno konkretne kolorowanie, np. takie, w ktorym wszystkie
kroliki sg szare, to dostaniemy p™*t! — 1 kolorowan. Tak zinterpretujemy zatem
prawg strone rownania.

Przejdzmy teraz do lewej strony. Tak jak poprzednio, sprobujmy is¢ od konca.
Jezeli ostatni krolik nie bedzie szary, to pozostate moga mie¢ dowolne kolory.
Takich kolorowan jest p — 1 (kolor dla ostatniego krolika) razy p™ (dowolne kolory
dla wczesniejszych krélikéw). O, jest to zatem ostatni skladnik naszej sumy.

W ten sposéb policzyliSmy wszystkie kolorowania, w ktérych ostatni krélik nie
jest szary. Musimy jeszcze policzyé te, w ktérych ostatni krélik jest szary (ale
ktéry$ wezesniejszy szary nie jest). Rozpatrujac kolor przedostatniego krélika

w takich kolorowaniach, dostajemy p — 1 razy p”~! kolorowan, w ktérych ostatni
krolik jest szary, a przedostatni nie. Uogélniajac, znowu udato nam sie znalezé
regule: sktadnik (p — 1) - p* odpowiada kolorowaniom, w ktérych ostatni nieszary
krélik znajduje sie na pozycji k + 1:

k+1

PRI WA

(p—1)-p* = liczba kolorowar n + 1 krolikéw p kolorams,
takich ze ostatni nieszary krolik jest na pozycji k + 1.

Sumujac po wszystkich mozliwych pozycjach ostatniego nieszarego kroélika,
dostajemy wszystkie mozliwe kolorowania, w ktérych taki krélik jest, a zatem
prawg strone.

Swietnie, idzmy wiec dalej. Teraz rozpatrzmy nastepujacy wzér na sume
wspotczynnikéw dwumianowych:

() ()=

Jak ten wzdr zinterpretowaé¢? Wyobrazmy sobie, ze chcemy zrobi¢ pasztet. Mamy
n krolikéw, ale nie musimy braé ich wszystkich: moze wystarczg nam 3 kroliki,
a jak bedziemy gotowali dla wegetarian, to moze nie wezmiemy zadnego. Dla
ustalonej liczby k& mamy (Z) mozliwych wyboréw k krélikéw. A skoro tak, to
liczba pasztetéw, jakie mozemy zrobié¢, odpowiada lewej stronie réwnania. Jak
zinterpretowac teraz prawa strone? Wystarczy, ze oddamy te decyzje krélikom
(tak bedzie dla nas tatwiej — w poprzednich przyktadach zdazyliSmy sie juz

z nimi zaprzyjaznic¢). Podchodzimy kolejno do krélikéw i pytamy: ,,Panie kréliku,
czy chce pan i8¢ do pasztetu?” Kazdy krélik ma dwie mozliwosci, a zatem
mozemy uzyskaé 2" réznych zestawow odpowiedzi:

N 1 O ¢ - O - O B I

BB BhHHbHIHD

2" = liczba moZliwych wyborow grupy krolikéw sposréd n krolikéw,
ktore pojdg do pasztetu.

Skoro kazdy taki ciag odpowiada jednemu pasztetowi, to rownosé jest
udowodniona.

UdowodniliSmy juz pare prostych wzoréw. Niektérzy mogliby jednak uznaé to
za przerost formy nad trescia — wszystkie trzy wzory mozna przeciez do$¢ tatwo
udowodnié¢ przez indukcje. Dotychczas znaliSmy jednak wynik. Pokazemy teraz,
ze kroliki moga nam poméc ten wynik znalezé.
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Bardziej formalnie nasze wyrazenie to
liczba tréjek (X, f, ), gdzie:
n},

. XC{1,...,

o fiX —{1,...

e € X.

,p} oraz

Mieli$my juz sume liczb naturalnych k € {1,...,n}, mieliémy sume poteg p*,
w koncu mieliSmy sume wspélczynnikdw (Z) A co bedzie, jak potaczymy te
wszystkie sumy w jedno wyrazenie?

;(Z).p’“.k:(8).p0.0+(71’>.p1.1+...+(z>,pn.n

Czy umiemy powiedzieé, jaki bedzie wynik? Hmmm... jedno jest pewne —
bedziemy potrzebowali dtuzszej historii.

Nie ma si¢ jednak czego ba¢. MéwiliSmy juz przeciez, ze () to po prostu liczba
wyboréw k krélikéw do pasztetu. Wyrazenie p* to liczba sposobéw, na jakie
mozemy te k wybranych krélikéw pomalowaé p kolorami. Z kolei k to wybér
jednego z nich, ktory dostanie deskorolke. Liczymy zatem wszystkie kombinacje
wyboréw krolikow, ich kolorowan oraz opcji wreczenia jednej deskorolki.

Tak jak w poprzednich przyktadach, sprébujmy obliczy¢ nasza sume

w inny sposéb. Zamiast najpierw wybiera¢ i malowaé kroliki, zaczniemy od
wreczenia deskorolki. Mamy n krolikow, wiec opcji wreczenia tez jest n. Krolik
z deskorolka bedzie w pasztecie — to juz (niestety dla niego) ustaliliSmy. Nie
wiemy natomiast, jakiego bedzie koloru: tu dostajemy p mozliwosci. Wybér
krolika na deskorolce i jego koloru to zatem n - p opcji.

WezZmy sie teraz za pozostale kréliki: musimy wybraé ich czesé i pomalowaé je
na p koloréw. Spréobujmy znowu oddaé te decyzje w rece krélikéw. Podchodzimy
do pierwszego kroélika i pytamy: ,,Panie kréliku, czy chce pan iS¢ do pasztetu?”
Jezeli powie, ze tak, musimy go jeszcze pomalowaé. —,Panie kréliku, ktora
farbe pan wybiera?” Wybral. Zapisujemy decyzje: wybrany kolor lub jego brak,
jezeli krélik nie chcial iS¢ do pasztetu, i przechodzimy do kolejnego krélika. Po
wypytaniu wszystkich krélikéw mamy liste, na ktérej przy kazdym z n — 1
krolikéw jest zapisana jedna z p + 1 opcji. Latwo zauwazy¢, ze nasza lista
jednoznacznie wyznacza, ktére kroliki wezmiemy do pasztetu oraz jakie beda
mialy kolory. Wszystkie mozliwe kombinacje uda nam si¢ uzyskaé, a zmiana na
liScie oznacza zmiane kombinacji. A zatem wszystkich mozliwych kombinacji dla
krélikéw bez deskorolek jest (p + 1)"~ 1.

Y.aczac obie czesci, dostajemy wynik:

n . O- n . 1- ... n . na P . . nil
(0> P 0+(1> p -1+ +<n) ptn=n-p-(p+1)" .

n-p-(p+1)""1 = liczba moZliwych kombinacji wyboréw grupy sposréd n krélikéw
do pasztetu, ich kolorowan p kolorami oraz opcji wreczenia jednej deskorolks.

Nasza suma wygladala groznie, ale z krélikami przy boku znowu udalo nam sie
ja milo i przyjemnie wyznaczy¢.

Jezeli Czytelnikowi spodobaly sie powyzsze interpretacje kombinatoryczne, moze
sprobowaé samodzielnie udowodnié¢ w podobny sposéb ponizsze wzory:

- (1) - e () ()

" (i _(n+1 " /n o
c 2 () 7 lee) . Z<k>‘”’” = (a+b)",
k=0
n+i\  (n+k+1 " FE Nk
=0 k=0 1=0
Na koniec warto doda¢, ze nie musimy koniecznie uzywaé krolikow.

Rownie dobrze sprawdza sie koty, ryjowki albo dziki. W interpretacjach
kombinatorycznych ogranicza nas tylko nasza wyobraznia.
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Zar6wka modelem efektu cieplarnianego?

* Uniwersytet Rolniczy w Krakowie

Pawet TURKOWSKI*

Oéwietlona przez Stonice czarna, doskonale przewodzaca ciepto kula lub zarzace
sie¢ wolframowe widkno zaréwki zamkniete w pozbawionej powietrza szklanej
bance moga by¢ wykorzystane w celach dydaktycznych jako najprostsze modele
opisujace temperature Ziemi.

Modele w fizyce

Modele stanowia niezastapiona pomoc w nauczaniu
przedmiotéw Scistych. Modelowanie to takze metoda
badan stosowana miedzy innymi w fizyce, polegajaca na
zastapieniu badanego przedmiotu przez inny podobny do
niego ,,przedmiot”, ktory jest prostszy i tatwiej dostepny
w badaniu. Nazywajac model ,,przedmiotem”, ujeliSmy
to stowo w cudzystéw, poniewaz realizacja modelu moze
przybieraé rézne, niekoniecznie materialne, formy.

Wyréznimy tu trzy sposoby zastapienia skomplikowanego
obiektu przedmiotem do niego podobnym. Pierwszym

z nich jest uzycie miniatury lub powigkszenia

badanego obiektu. Dla przykladu, o$wietlony z jednej
strony globus moze stuzy¢ za pomoc dydaktyczna
wyjasniajaca istnienie pér roku jako nastepstwo

ruchu obiegowego Ziemi wokét Storica i nachylenia
ziemskiej osi do plaszczyzny orbity wokdlstoneczne;j.
Model nazwiemy mechaniczno-geometrycznym, gdy
badany obiekt wyobrazamy sobie jako uklad punktéw,
kul, osrodkéw lub wyobrazenie to przedstawiamy

w formie rysunku. Modele tego typu pozwalaja w prosty
sposéb wywnioskowaé szereg zjawisk jakoSciowo.

Jedli poshugujemy sie ukladem réwnan, opisujacym
wlasciwosci badanego obiektu, to taki model nazwiemy
matematycznym. Uklady rownan wystepujacych

w modelach matematycznych sa niekiedy skomplikowane
i rozwiazanie ich jest mozliwe jedynie metodami
numerycznymi. Dobrym przyktadem skutecznosci
takich metod sa krétkoterminowe, dwu- lub trzydniowe,
numeryczne prognozy pogody.

Budowanie modelu matematycznego tak, by speilniat
swoja funkcje, a zarazem byl stosunkowo prosty, jest
rezultatem pewnego kompromisu. Czasem trzeba
postuzy¢ sie modelem bardzo uproszczonym, by dojéé
do zrozumienia wynikéw pomiaréw i w pewien sposob je
uporzadkowaé.

Najprostszy matematyczny model temperatury
globalnej Ziemi

Przypomnijmy dwa fakty do$wiadczalne. Srednia

z pomiaréw temperatury powietrza i powierzchni
oceanow, wykonywanych w wielu punktach Ziemi
lezacych we wszystkich strefach klimatycznych na
péikuli dziennej i nocnej, wynosi okoto +15°C. Ponadto
w XX wieku ta Srednia temperatura wzrosta o okoto

% stopnia. Sredni@ temperature Ziemi w powyzszym
sensie nazwiemy temperatura globalna, a obserwowany
od poczatku XX wieku systematyczny jej wzrost to
globalne ocieplenie. Pojawiaja sie w zwiazku z tym
przynajmniej dwa pytania: dlaczego temperatura
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globalna ma taka, a nie innag wartos$¢ oraz jak ta
temperatura bedzie sie zmienia¢ w ciagu kolejnych stu
lat? Odpowiedzi mozna szukaé, analizujac odpowiednie
modele. Zastanéwmy sie nad pierwszym, prostszym
pytaniem dotyczacym wyjadnienia aktualnej wartosci
$redniej temperatury Ziemi.

Rozpatrywany tu model byl przedmiotem jednego z zadan etapu
wojewddzkiego XXV Olimpiady Fizycznej.

Opiszemy matematyczny model temperatury globalnej,
oparty na nastepujacych zalozeniach: Ziemia otrzymuje
energie jedynie od Stornica, Ziemia jest ciatem

doskonale czarnym (absorbuje catkowicie padajace

nan promieniowanie), doskonale przewodzi cieplo (ma
réwnomierna temperature), oddaje energie w postaci
promieniowania (w zakresie podczerwieni). Krétko
mowiac, w modelu tym zakladamy, ze Ziemia zachowuje
sie jak oswietlona przez Slonce czarna kula, wykonana

z doskonale przewodzacego cieplo materialu (rys. 1).

Rys. 1

Pierwszym krokiem w konstrukcji naszego modelu

jest sformulowanie rownania bilansu energetycznego,
opisujacego stan stacjonarny. Dla kuli z naszego modelu
w odpowiednio dlugim czasie t spelnione jest rownanie

E= Qa
gdzie F to energia promieniowania dostarczona kuli
przez Slonice w czasie t, natomiast @) to energia
wypromieniowana przez kule w tym czasie. Energia
dostarczona kuli przez Slonce w czasie t jest réwna
iloczynowi: S7 — pola powierzchni przekroju kuli kotem
wielkim, stalej stonecznej L (czyli energii, jaka poza
atmosfera ziemska promieniowanie sloneczne przenosi
w ciggu jednej sekundy przez jednostke powierzchni
ustawionej prostopadle do kierunku padania promieni
stonecznych, w éredniej odleglosci Ziemia—Storice) oraz
czasu t:
E = 5Lt
Energia wypromieniowana przez kule w czasie ¢:
Q = SQO’T4t,
gdzie Sy — pole powierzchni kuli, 0 — uniwersalna stala
Stefana—Boltzmanna, T' — temperatura kuli w skali
bezwzglednej. Wystepujacy tu iloczyn oT* to iloéé
wypromieniowanej energii przez 1 m? powierzchni ciala



doskonale czarnego w ciagu jednej sekundy (prawo
Stefana—Boltzmanna). Réwnanie bilansu energetycznego
przyjmuje zatem postac

SlLt = S20T4t.

Po prostych przeksztalceniach i podstawieniu wartosci
stalej stonecznej L oraz stalej Stefana—Boltzmanna o
otrzymujemy

r_afL . 1366 W /m?
io 4.5,67-10~8 W/m?K*

Nasz wynik odbiega o 9 stopni od zmierzonej wartosci
temperatury globalnej Ziemi. Czy jest to duza, czy
mala réznica? Dla wyrobienia sobie zdania na ten
temat poréwnajmy globalng temperature zmierzona na
powierzchni planety Wenus (4+464°C) z temperatura
obliczona na bazie naszego modelu (T = +54°C dla

L = 2,6 kW/m?). Z kolei dla powierzchni Marsa
$rednia zmierzona temperatura —63°C jest nizsza od
temperatury obliczonej modelowo (T' = —47°C dla
$redniej wartodci stalej stonecznej, dla Marsa réwnej
0,59 kW /m?).

= 279K =6°C.

Mozna powiedzieé, ze jak na model, ktory uproéciliémy
do granic mozliwoéci, dla przypadku kuli ziemskiej
otrzymalismy zaskakujaco dobry wynik. Pominiete

w modelu liczne i skomplikowane efekty szczesliwie
skompensowaly sie nawzajem. Natomiast nasz model
zastosowany do innych planet skalistych pracuje gorzej.
Szczegdlnie w przypadku Wenus otoczonej gesta
atmosfera, zlozona prawie wylacznie z CO, wlasciwie
zupelnie zawodzi.

Nasz skrajnie prosty model pozwala jednak rozstrzygnac
pewna watpliwosé: czy iloéé produkowanej aktualnie
przez ludzko$é energii jest w stanie zmodyfikowaé

w istotny sposéb wartos¢ obliczonej przez nas
temperatury globalnej? Przyjmijmy, ze ilos¢ energii
uzyskanej przez spalanie wegla, paliw ptynnych

i gazowych oraz dziatalnosé elektrowni jadrowych na
calym éwiecie nie przekracza 5,7 - 102° J rocznie. Stanowi
to okolo 0,0001 czesé energii uzyskanej przez Ziemie

w naszym modelu ze strony Stonca. Jak tatwo sprawdzi¢,
prowadzi to do podwyzszenia wyniku obliczonej
temperatury globalnej Ziemi zaledwie o okoto 0,007 K.
Zatem to nie ciepto wydzielane podczas spalania paliw
jest odpowiedzialne za rozbiezno$é¢ pomiedzy wynikiem
pomiaréw temperatury globalnej a temperatura
przewidywana przez model. Bardziej realistyczny model
temperatury globalnej musi uwzgledni¢ przynajmniej
jeszcze jeden element ukladanki — atmosfere planety.

W1iékno zaréwki otoczone lustrzang powierzchnia
jako model Ziemi z atmosfera

Traktujac Ziemie jako doskonale czarna kule, nie
musieliSmy zaprzata¢ sobie glowy ani tym, z czego
jest zbudowana, ani jakie mechanizmy transportu
energii, oprécz promieniowania, odpowiadaja za jej
temperature. Taki model jest bardzo przejrzysty.
Na temperature kuli nie wplywa nawet jej rozmiar.
Wystarcza znajomos$¢ wartosci stalej stonecznej oraz
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znajomos¢ prawa Stefana—Boltzmanna. Jezeli chcemy
uwzgledni¢ wplyw atmosfery na temperature globalna,
to musimy braé¢ pod uwage zaréwno jej specyficzny
sktad, jak i r6zne mechanizmy transportu energii.

W celach dydaktycznych mozna uzy¢ prostego modelu
mechaniczno-geometrycznego.

Takie matematyczne modele budowane dla celéw dydaktycznych
opisano w wielu zrédtach i warto je przesledzi¢. Pomijajac
katastroficzne przypadki atmosfery zapylonej, np. w wyniku wojny
nuklearnej, modele tego typu przewiduja temperature Ziemi wyzsza niz
w przypadku Ziemi pozbawionej atmosfery i zblizona do temperatury
obserwowanej. Jak zrozumieé¢, skad bierze si¢ ten wzrost temperatury?
Autorzy, nie ukrywajac, ze problem w szczegélach jest bardzo ztozony,
daja nam niekiedy propozycje uproszczonych odpowiedzi na takie
pytanie: powierzchnia Ziemi otrzymuje energie¢ nie tylko bezposrednio

od Stonca, ale takze dodatkowa porcje od atmosfery, ktéra wcezesniej
réznymi sposobami przechwycila energi¢ stoneczng.

Wyobrazmy sobie atmosfere jako rodzaj filtru

o sferycznym ksztalcie, ktéry dobrze przepuszcza swiatto
stoneczne docierajace z zewnatrz, ale promieniowanie
podczerwone Ziemi silnie pochtania, by nastepnie
wypromieniowaé uzyskang energie w przestrzen
kosmiczna, czedciowo zwracajac ja ku Ziemi. Otrzymamy
w ten sposéb jakosciowe wyjasnienie efektu wzrostu
temperatury powierzchni Ziemi otulonej atmosfera. Do
doswiadczalnego przebadania wplywu ograniczenia
emisji energii na temperature promieniujacego

ciala proponujemy postuzy¢ sie zaréwka z widknem
wolframowym oraz kawalkiem folii aluminiowej. Na
pierwszy rzut oka zarzaca sie zaréwka nie przypomina
zupelnie kuli ziemskiej. A jednak temperatura
wolframowego wldkna jest taka, a nie inna, wlasnie
dzieki bilansowaniu sie energii dostarczonej z zasilacza

7 energia przez nie wypromieniowana, podobnie jak

w rozpatrywanym powyzej modelu kuli oswietlonej przez
Stonce. Nasz model ma te zalete, ze w prosty sposéb
umozliwia badanie wplywu obecnosci atmosfery, ktora
symulowaé bedziemy, uzywajac oston z folii aluminiowe;j.

Za pomoca zarowek ilustrowaé¢ mozna prawa rzadzace
przeptywem pradu elektrycznego w obwodach pradu
stalego — zaréwno w formie zadan, jak i pokazéw.
Zaréwka jest tez zasadniczym elementem szkolnego
pirometru optycznego. W naszym modelu Ziemi
otoczonej atmosfera potaczymy te dwa zastosowania,
budujac odpowiedni obwdd elektryczny z zaréwka

i kontrolujac temperature jej wtokna, podobnie

jak w pirometrze. Elementy ukladu pomiarowego

to: zaréwka prézniowa z widknem wolframowym
niskonapieciowa (np. 13,5 V/0,18 A), oprawka
zarowki z przylutowanymi do jej zaciskéw dwoma
parami przewodoéw, zasilacz stabilizowany pradu
stalego o regulowanym od zera napieciu, woltomierz
i miliamperomierz cyfrowy, folia aluminiowa oraz
termometr pokojowy.

Centralna czeé¢ uktadu

@ pomiarowego (rys. 2)
+ stanowi zaréwka
[zAsiLACZ | }:‘ @ z wiéknem wolframowym,
- oznaczona na schemacie
symbolem ®. Do zaciskow
Rys. 2 oprawki zaréowki dotaczono



dwie pary przewodow. Jedna para przewodow wraz

z woltomierzem tworzy obwdd pomiaru napiecia.
Natomiast po lewej stronie schematu widzimy obwdd
zasilania zarowki, ktory tworza zasilacz i szeregowo
dotaczony miliamperomierz.

Wstepne pomiary polegaja na zasilaniu zardwki
napieciami stalymi o dwu réznych wartosciach,
obliczeniu oporéw widkna wolframowego oraz
oszacowaniu uzyskanej temperatury przez zarzace sie
wldkno. Nastepnie blyszczaca folia aluminiowa otulamy
banke swiecacej sie zarowki i obserwujemy niewielki
wzrost oporu widkna, $wiadczacy o kilkustopniowym
wzrodcie jego temperatury. O$wietlenie wiékna
czerwonym wskaznikiem laserowym daje podobny
efekt. Uzyskany wynik interpretujemy jako wzrost
temperatury rownowagowej widkna zasilanego stalym
napieciem, po ograniczeniu radiacyjnych strat energii.
Przez analogie wyjasniamy, ze w przypadku Ziemi
podobna do folii role pelni atmosfera ziemska, poniewaz

jej przepuszczalnosé dla fal elektromagnetycznych
promieniowanych przez Ziemie w zakresie $redniej
podczerwieni jest niewielka. W pelnej wersji artykulu
dostepnej na stronie deltami.edu.pl przedstawiamy
bardziej szczegblowo przebieg pomiaréw i przykladowe
wyniki.

Na koniec uwaga terminologiczna. Wplyw atmosfery
ziemskiej na temperature globalng poprzez ograniczenie
strat radiacyjnych nazywa sie efektem cieplarnianym.
Nazwa ta jest nieco mylaca, poniewaz przyczyny
podwyzszania si¢ temperatury w szklarni (,,cieplarni”)
réznia sie od czynnikéw wywolujacych efekt cieplarniany
w atmosferze. W tym pierwszym przypadku mamy do
czynienia gléwnie z ograniczeniem ucieczki powietrza

o wyzszej temperaturze na drodze konwekcji, w drugim
natomiast z ograniczeniem wypromieniowania energii

z powierzchni Ziemi wprost w przestrzen kosmiczna.
Nasz model z zaréwka ostonieta folia aluminiowa jest
blizszy atmosferycznemu efektowi cieplarnianemu.
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Przygotowal Dominik BUREK

i Zadania

M 1681. Wierzchotki tréjkata réwnoramiennego oraz $rodek opisanego na nim
okregu leza na czterech réznych bokach kwadratu. Wyznacz katy tego tréjkata.
Rozwiazanie na str.

M 1682. Wyznacz wszystkie funkcje f: R — R takie, ze dla dowolnych liczb
rzeczywistych x, y zachodzi réwnosé

Rozwigzanie na str. [J]

flxy) = f(@)y* + fy).

M 1683. Dla liczb wymiernych z, y, z wiemy, ze 22 4+ y? + 2, 22 +y + 22 oraz
x + y? + 22 sy calkowite. Udowodnij, ze 2z jest liczba calkowita.

Rozwiazanie na str. [I0]

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1029. Wigkszos¢ meteorytéw ulega catkowitemu spaleniu w atmosferze.

Rozwiazanie na str.

Czesé¢ z nich zderza si¢ jednak z powierzchnia Ziemi, powodujac powstanie
krateru. Oszacuj, jak srednica D powstajacego krateru zalezy od energii E
uderzajacego ciala, jesli dominujacym procesem podczas tworzenia krateru
jest kruszenie i deformacja podloza. Zaléz, ze kruszenie i trwate odksztalcenia
podloza nastepuja, gdy poddane jest ono ciénieniu przekraczajacemu warto$¢ Y.

F 1030. Spadajac bez spadochronu w atmosferze ziemskiej, cztowiek osiaga
graniczna predkosé v, ~ 200 km/h. Oszacuj, ile wynosilaby graniczna

predkosé v, przy podobnym skoku na Wenus. Przy powierzchni Wenus gestos¢
jej atmosfery wynosi p,, = 67 kg/m3, przyspieszenie grawitacyjne g,, = 8,87 m/s?.

Na Ziemi odpowiednie wartosci wynosza p, = 1,2 kg/m? i g = 9,81 m/s%.
Wskazéwka. Sita oporu dzialajaca na cialo poruszajace sie z predkoscia v

w gazie o gestoéci p wynosi F,, = %cpv25 , gdzie S jest polem powierzchni

ciala prostopadlej do predkosci, a ¢ wspdlezynnikiem zaleznym od ksztaltu ciata.

Rozwiazanie na str. [I9]
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Przekazac¢ horyzontalnie

Zjawisko poziomego (horyzontalnego) przekazywania genéw, w czasowej skali
odkry¢ genetyki molekularnej, znane jest od dawna. Mozliwos¢ przekazywania
informacji genetycznej ze srodowiska do mikroorganizmu udokumentowano

w latach 30. XX wieku i potwierdzono kilkanascie lat pézniej w klasycznych
do$wiadczeniach Avery’ego i wspétautoréw. Nazywamy je obecnie transformacja
bakteryjna. Avery wykazal, ze bakterie moga uzyskaé¢ dziedzicznie cechy
niesione przez czasteczki DNA znajdujace sie w srodowisku hodowli bakterii,
co uznaje sie za pierwszy eksperymentalny dowdd na biologiczna funkcje DNA.
7 innych obserwacji wynikalo, ze DNA moze by¢ przekazywany z bakterii do
bakterii w aktywnym procesie koniugacji, a takze ze bakteriofag, infekujac
komérke bakteryjna, moze wbudowaé we wlasny genom odcinek DNA swojego
gospodarza. Kiedy nastepnie ten sam wirus zakazi inna komorke bakterii, moze
przekazaé jej ten fragment DNA (transdukcja). Wiecej, oznaczenia sekwencji
ludzkiego genomu wykazuja istnienie w nim kilkunastu procent sekwencji
niewatpliwie ,,pozostawionych” niegdy$ przez zakazajace wirusy. Pionierskie
obserwacje z lat 30. XX wieku wskazaly takze na istnienie w roslinach
(kukurydza) ,ruchomych” elementéw genetycznych (fragmentéw DNA),

a procesy takiego przenoszenia wewnatrz genomu potwierdzono duzo podzniej
takze dla mikroorganizméw. Wbrew temu, co myslimy o staloéci i niskiej
zmienno$ci materialu genetycznego, DNA byt (jest) aktywnym wedrowcem

w procesach zyciowych.

Ztozona historie ,wedréwek” materialu genetycznego po réznych gatunkach (im
blizsze sobie gatunki, tym bardziej prawdopodobne to zjawisko) obejmujemy
wspdélng nazwa horyzontalnego przeniesienia genéw (HGT, Horizontal Gene
Transfer), rézniacego sie od pionowego przekazywania genéw od rodzicéw do
potomstwa. Dane takie zaczely narastaé¢ lawinowo od momentu pojawienia

sie instrumentéw i metod szybkiego i taniego sekwencjonowania DNA.

7 poréwnania sekwencji wynikaly hipotezy kolejnych etapow ewolucji gatunkow
i budowanie drzew i drzewek ewolucyjnych; w $wiecie mikrobéw takie ewolucyjne
wnioski utrudnia fakt czestego przenoszenia genéw miedzy gatunkami. Genetycy
zrozumieli tez od razu, ze HGT mogt byé¢ zrédlem utrwalania cech pozytecznych
i szkodliwych (najprostszy przyklad: nabywanie opornosci na antybiotyki

przez bakterie chorobotworeze, dla nich pozyteczne, szkodliwe dla chorych).
Wielokomérkowe organizmy, w ktérych nowe cechy nabywa ich mikrobiom,
uzyskuja mozliwosé przyspieszonego reagowania na zmiany otoczenia.

Przenoszenie genéw stalo sie podstawa laboratoryjnych manipulacji genowych
obejmowanych wspélnym terminem inzynierii genetycznej. Ulepszanie tej
techniki sprowadza sie do coraz dokladniejszego kontrolowania jej przebiegu

i efektu koncowego, tak aby kazdy zabieg byl $ciéle opisywalny i powtarzalny.

W majowym numerze (2021 r.) czasopisma ,Cell” ukazal si¢ artykul

o przeniesieniu genu z rosliny na zwierze, zapewne przez posredniczacego
wirusa. Gen, o ktérym mowa, znaleziony zostal w maczlikach (male owady,
dlugosci 0,2 c¢m), zerujacych na spodniej stronie lisci réznych gatunkéw
roslin, m.in. pomidoréw, papryki, kapusty, réwniez wielu roslin ozdobnych.
Wspélpracujacych badaczy z Chin i Szwajcarii zainteresowal fakt odpornosci
maczlika na roslinne fenolowe glikozydy, toksyczne dla owadéw. Oznaczajac
genom owada, zauwazyli w nim nowy, nieopisany dotychczas gen BtPMaT1,
niespotykany u innych owaddéw, neutralizujacy roslinne toksyny. Podobny
gen znaleziono w bazach danych jedynie w niektorych roslinach. Bardzo
prawdopodobna jest zatem teza, ze przenidst go z rosliny na owada

wirus, a moment tego transferu wyliczono na 35 mln lat temu (!). Widzac

w zjawisku mozliwo$¢ ochrony roslin przed szkodnikami, genetycy poszli dale;j.
Skonstruowali pomidora zdolnego do blokowania dzialania genu BtPMaT1.
Zerujace na tym pomidorze maczliki ginety. . .

Magdalena FIKUS (magda.fikus@gmail.com)
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Réwnowazne sformutowaniu

W. T. Kelvina jest sformulowanie

R. Clausiusa: Nie mozna zbudowaé
cyklicznie pracujacego urzadzenia,
ktérego jedynym skutkiem dziatania
byloby przekazanie ciepla ze zbiornika
zimniejszego do cieplejszego. Druga
zasada ma tez inne, bardziej abstrakcyjne
sformulowania, ale wszystkie one ida

w kierunku przeksztalcenia
termodynamiki z teorii fenomenologicznej,
tj. opartej na uogdlnieniu bezposrednich
obserwacji, w teori¢ dedukcyjng, tj.
oparta na abstrakcyjnych postulatach.

Druga zasada moéwi, ze nie mozna catego
ciepta pobranego z jednego zbiornika
przeksztalci¢ w prace. Najprostsze
mozliwe urzadzenie przeksztalcajace
cieplo w prac¢ mechaniczng musi wiec
skladac si¢ z przynajmniej dwéch
zbiornikéw ciepla. (Moze tez by¢ ich

i wiecej). Drugi jest potrzebny do tego,
by silnik mégt don przekazywad
»zmarnowane” ciepto, tj. to, ktérego

w mys$l drugiej zasady nie zuzyje na prace.

Wspétczynnik 7, czyli sprawnosé silnika,
méwi, jak duzo ciepta dany silnik
,marnuje”.
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Silnik Carnota dziata odwracalnie, tzn.
moze tez, dzialajagc w odwrotng strone,
przekazywaé cieplo ze zbiornika o nizszej
temperaturze T7, do zbiornika
cieplejszego, o temperaturze Ty > T,
kosztem pracy W = —W > 0 dostarczanej
mu z zewnatrz.

Taki sposOb przekazywania ciepta jest
juz zgodny z druga zasada
w sformutowaniu Clausiusa.

Do wniosku wyrazonego wzorem
doszed! francuski inzynier Nicolas
Léonard Sadi Carnot (syn Lazara
Carnota, ministra wojny z czaséw
Wielkiej Rewolucji Francuskiej —
pamigtamy: Danton, Robespierre,
jakobini, trybunatly rewolucyjne i tym
podobne przyjemne okolicznosci. . .)
w roku 1824, czyli na diugo przed
sformulowaniem drugiej zasady przez
Kelvina i Clausiusa (1851).

Naturalnie wielu bylo tez takich, ktorzy
w sposéb §wiadomy, wykorzystujac rézne
znane sobie (ale nie do konca...) procesy
fizyczne, usitowali zaprojektowaé
urzadzenie majace wyzszg sprawnosé

niz silnik Carnota. Celem takich préb
bylo zazwyczaj stworzenie tzw.
perpetuum mobile drugiego rodzaju, czyli
silnika o sprawnoéci n = 1. To oczywiscie
nie mogto si¢ udac. ..

Apologia termodynamiki
Piotr CHANKOWSKI*, Pawet JAKUBCZYK*

Termodynamika kojarzy si¢ niektérym wylacznie z zadaniami polegajacymi

na obliczaniu koncowej temperatury kilku réznych substancji umieszczonych

w jednym kalorymetrze. Mozemy $wietnie zrozumieé¢ brak entuzjazmu

uczniéw zmuszanych programem liceum do robienia takich obliczen, bo
rzeczywiscie nie sa to interesujace problemy. Nie stanowia one jednak istoty
termodynamiki! Ilustruja w gruncie rzeczy tylko jedna z zaledwie kilku
podstawowych zasad stanowiacych jej fundament, a mianowicie to, ze kazdy
makroskopowy (tj. skladajacy si¢ z wielu oddziatlujacych wzajemnie elementéw
— atoméw, czasteczek itp.) uklad fizyczny osiaga po pewnym (zazwyczaj dosé
krétkim) czasie stan tzw. réwnowagi termodynamicznej. Drugim fundamentem
termodynamiki jest zasada zachowania energii. Rozréznia ona tylko jej postacie
(energia ruchu czasteczek, energia momentéw magnetycznych w zewnetrznym
polu magnetycznym) i sposoby przekazywania (w postaci pracy lub ciepla),

bo jednym z ,kanonicznych” zagadnien fizyki (z ktérych w ogéle rozwineta sie
termodynamika) bylto przeksztalcanie energii cieplnej (zmagazynowanej np.

w kotle z wrzaca para wodna) w uzyteczng prace mechaniczna (np. napedzanie
lokomotywy). Najwazniejszy jest trzeci fundament termodynamiki, zwany jej
druga zasada. Mozna ja sformulowaé bardzo prosto stowami Lorda Kelvina:
niemozliwe jest stworzenie dzialajacego cyklicznie urzadzenia (maszyny cieplnej),
ktére pobierajac cieplo (z jakiego$ rezerwuaru), zamienialoby je calkowicie

w uzyteczna prace. To, co czyni termodynamike tak fascynujaca, to ogdlnosé
wnioskéw, jakie mozna wyprowadzié¢ z tak prosto i zdawaloby sie wasko
(interesujacej na pierwszy rzut oka tylko inzynieréw!) sformutowanej zasady.

7 drugiej zasady wynika jednak istnienie tajemniczej wielkosSci fizycznej zwanej
entropia oraz prawo niemalenia tejze we wszystkich procesach fizycznych,
chemicznych, biologicznych. .. Z kolei istnienie entropii pozwala wykorzystac
druga zasade w sposdéb matematyczny, co prowadzi do réznych ilosciowych

i czesto zupelnie nieoczekiwanych zwiazkéw wystepujacych miedzy zdawaloby
sie réznymi, bezposrednio mierzalnymi wielkoéciami fizycznymi. Ogdlnosé

i sita drugiej zasady bierze si¢ z tego, iz w zwarty sposéb ujmuje ona zasadnicze
ograniczenia, jakie na procesy fizyczne naklada funkcjonowanie przyrody

na poziomie mikroskopowym. Wnioski z niej wynikajace sa jednak czasem
nieoczywiste i zaskakujace nawet dla wytrawnych nauczycieli fizyki! Jeden

z takich wnioskow, dotyczacy bardzo prostej sytuacji fizycznej, a ilustrujacy

w znakomity sposéb, jak mikroskopowa struktura materii wptywa na zwykte
procesy, jest tak pouczajacy, ze warto go tu przedstawic.

Jednym z elementarnych wnioskow, jakie w zasadzie bez uzycia skomplikowanej
matematyki i wprowadzania pojecia entropii mozna wywiesé¢ z drugiej

zasady w sformultowaniu Kelvina, jest to, ze ze wszystkich silnikow cieplnych
pracujacych pomiedzy dwoma zbiornikami ciepta o ustalonych temperaturach:
wyzszej Ty i nizszej Tp, najwieksza sprawnoécia, tj. stosunkiem n = W/Q
wykonanej pracy mechanicznej W do pobranego (w calym cyklu) ciepla @,
odznacza sie silnik Carnota. Jego sprawno$é ne zalezy tylko od stosunku Tt /T
temperatur bezwzglednych wykorzystywanych w cyklu zbiornikow ciepta:

(1) 4

Ty
W szczegdlnosci, sprawnosé silnika musi maleé do zera, jesli 0T =Ty — Ty, — 0
(co jest po prostu wyrazem drugiej zasady w ujeciu Kelvina). Wniosek ,
zwany twierdzeniem Carnota, jest absolutnie niepodwazalny i catkowicie
réwnowazny drugiej zasadzie. Wszystkie konsekwencje drugiej zasady, w tym
istnienie entropii i prawo jej wzrostu, mozna wyprowadzi¢, rozpatrujac
elementarne silniczki cieplne i przyjmujac, ze ich sprawnosé nie moze
przewyzszy¢ sprawnosci odwracalnego silnika Carnota. Niemniej, niekiedy mozna
sie zapedzi¢ i o tym zapomnied. ..

nc=1-

Na pierwszej Miedzynarodowej Olimpiadzie Fizycznej w roku 1967 (odbywajacej
sie w Warszawie) uczestnicy otrzymali do rozstrzygniecia nastepujacy problem.
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Rozwigzanie zadania M 1682.
Zamieniajagc miejscami = i y, dostajemy
. 2

flzy) = f(y)z™ + f(=z).
Poréwnujac prawe strony naszych
réwnosci, mamy

2 2
fa™ + f(z) = f(@)y™ + f(y)

lub réwnowaznie

1) f@E*-1) = fy)E*-1).
Wobec tego

f(x) I (y)

z2 —1 y2 —1
dla dowolnych z,y # £1, skad istnieje
stata C, dla ktérej f(x) = C(z? — 1) dla
kazdego = # +1.
Jednakze wzoér ten zachodzi réwniez dla
x = *1, gdyz podstawiajac = := +1
w réwnaniu (1), dostajemy réwnosé

2 2
JED@W - 1) = fy)((£1)" - 1) =0,
zachodzacag dla dowolnego y # +1, skad
oczywiscie wynika, ze f(£1) = 0.
Podstawiajac wzér naszej funkeji do
wyjéciowego réwnania, dostajemy:

cz®y? —Cc=cCa®y - Ccg + g —C,

wiec funkcja f(z) = C(z? — 1) spelnia
warunki zadania dla dowolnej statej C.

Matematycznie wspélczynnik liniowej
rozszerzalnosci jest zdefiniowany jako

pochodna
1 (OR
a=—|(— .
R\ OT
p.g

Mozna go wyznaczy¢ doswiadczalnie.
Mozna go tez obliczy¢ teoretycznie, jesli
znany jest zwigzek promienia R

z temperaturg T. Nalezy tez przyjac¢ (tak
jak to wynika z dalszych rozwazan), ze
moze on zalezeé¢ od warunkéw, w jakich
znajduje si¢ kula: np. od ci$nienia p
(ktére w rozpatrywanym problemie jest
ustalone, i nie ma znaczenia dla
rozwigzania) i wartosci g pola ciezkosci
(przyjmujemy tu, tak jak wyjasnione to
jest w tekscie, ze rozpatrujemy zawsze
kul¢ przymocowang do stolu i zmieniamy
znak g). Zwigzek taki nazywa si¢
réwnaniem stanu (uktadu fizycznego,
jakim tu jest kula).

Dane sa dwie identyczne (jednorodne) kule, np. zelazne. Obie maja takie same
temperatury. Jedna z nich, kula A, spoczywa (w ziemskim polu grawitacyjnym)
na poziomej powierzchni, np. na stole, druga za$, kula B, zwisa z sufitu na
sznurze. Obu kulom dostarczona zostaje ta sama iloé¢ ciepta §Q. Ktéra z nich
bedzie miala wyzsza temperature? Wszelkie straty ciepla zwiazane z podlozem
(kula A) czy sznurem (kula B) i powietrzem nalezy pominaé (do$wiadczenie
mozna przeprowadzi¢ w prézni).

Oczekiwane przez autoréw rozwiazanie (nazwijmy je standardowym) zadania
miato by¢ proste i opieraé sie na wzieciu pod uwage rozszerzalnosci cieplnej ciat:
wskutek wystepowania tego zjawiska $rodek ciezkosci kuli A (lezacej na stole)
po jej podgrzaniu powinien sie¢ podnie$é. Tym samym czeéé energii dostarczonej
w formie ciepta kuli A zostalaby zuzyta na zwiekszenie jej energii potencjalnej

i tylko pozostala cze$é¢ spowodowalaby wzrost temperatury. Z tego samego
powodu przekazanie ciepla kuli B (zwisajacej) powinno spowodowaé obnizenie
jej srodka ciezkosci. Utracona dzigki temu energia potencjalna zamieniona
zostalaby na dodatkowe ciepto, ktore takze zostatoby zuzyte na zwigkszenie
energii wewnetrznej kuli. Oczekiwana odpowiedz miata wigc by¢ taka, ze to
kula B, wiszaca na sznurze, bedzie miata na konicu temperature wyzsza niz
kula A lezaca na stole.

Zanim za autorami analizy [¥] pokazemy, Ze rozwiazanie standardowe jest
sprzeczne z druga zasada termodynamiki, warto przeanalizowaé je nieco bardziej
ilosciowo. Przyjmijmy, Ze znamy pojemnos$é cieplna Cy kul (i tak jak sie to czyni
w rozwiazaniu standardowym, ze nie zmienia si¢ ona wskutek znajdowania

sie kul w polu cigzkosci), ich mase M, promienn R oraz wspdlczynnik ich
(liniowej) rozszerzalnosci a zdefiniowany w ten sposéb, ze zmiana promienia
kuli towarzyszaca zmianie jej temperatury o §7 jest réwna

(2) 0R = aRT.

Bilans energii w przypadku kuli A jest nastepujacy:

(3) 6Q = CydTy +Mg(5RA =CodTy + MgOéR(STA = (Co —I—MgaR) 0Ty .
Analogiczny bilans energii w przypadku kuli B ma postaé

(4) (SQ = (C() — Mg aR) (STB .

Poniewaz a > 0, z bilanséw tych wynika, ze T4 < dT5. Dobrze jest jednak
spojrze¢ na problem nieco inaczej, co okaze sie dalej bardzo wygodne. W tym
celu zauwazmy, ze kule wiszacg na sznurze mozna traktowac¢ tak jak lezaca

na stole (i don przytwierdzona), jesli przyjmie sig, ze znajduje si¢ ona w polu
ciezkosci skierowanym do goéry. Sytuacje obu kul mozna wiec odrézniaé tylko
znakiem stalej g: kula A znajduje sie¢ w polu cigzkosci g > 0, a kula B w polu
ciezkoéci g < 0. Pozwala to zdefiniowa¢ wzorem

(5) Cy(9) =Co+ MgRa

efektywna pojemnosé cieplng zalezna od wartodci g i zapisa¢ wzory i

w zwarty sposob jako

(6) 0T =8Q/Cy(g) -

Poniewaz wedlug rozwigzania standardowego efektywna pojemnos¢ cieplna Cy
kuli B jest mniejsza, bo g < 0, to wzrost jej temperatury 61 = 6Q/Cy(—|g|) jest
wiekszy.

Jednak w roku 2015 (niemal pét wieku po wspomnianej
Olimpiadzie!) zauwazono [¥], ze gdyby przytoczone
wyzej rozwiazanie standardowe byto poprawne, to
mozliwe by bylo skonstruowanie silnika o wyzszej
sprawnosci niz silnik Carnota (a wiadomo, ze francuska
technika jest zawsze najlepszal). Cykl dajacy taki
silnik sktadalby sie z nastepujacych etapéw. (1) Na
stole o temperaturze T, lezy zelazna kula, taka jak
rozpatrywane wyzej, takze o temperaturze Tp,. (2) Kule
te izolujemy od stolu i doprowadzamy do kontaktu
termicznego z duzym zbiornikiem ciepla (grzejnikiem)
o temperaturze Ty = Tr + 6T > Tp. Zgodnie
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z rozwigzaniem standardowym pobierze ona ciepto

0Q = (Co+ MgaR) T i $rodek jej masy podniesie

sie 0 R = aRJT. (3) Nastepnie, bez zmieniania
polozenia kuli, podwieszamy ja na sznurze do sufitu

i usuwamy spod niej stél. (4) W kolejnym kroku
doprowadzamy kule do kontaktu termicznego ze
zbiornikiem ciepla (chlodnica) o temperaturze Ty, (takiej
samej jak temperatura stotu). Po ozigbieniu sie kuli
do temperatury T, i przekazaniu przez nia ciepta do
chlodnicy jej promien powrdci do swej wyjsciowej
wartosci i tym samym Srodek kuli podniesie si¢ jeszcze
dodatkowo o 0R. W ten sposéb zyskalaby ona energie



potencjalng réwna 2M g 6 R, ktora mozna bez ktopotu
przeksztalcié, jako ostatni (5) etap cyklu, w prace
mechaniczng dW = 2M g § R, spuszczajac ja z powrotem
na stol. Jaka bylaby zatem sprawnosé takiego silnika
uzyskana w wyniku wykonania przezen calego cyklu? To

proste:
M) 77:@:02MgaR '

o+ MgaR
Sprawno$¢ ta jednak nie zalezy od réznicy temperatur
0T =Ty — T i tym samym nie maleje do zera,
gdy 0T — 0! Oznacza to, ze przy dostatecznie malej
réznicy 0T sprawno$¢ ta bylaby wyzsza niz sprawnosé
silnika Carnota wykorzystujacego te same zbiorniki
ciepla, czyli ze dzialanie takiego silnika byloby sprzeczne
z druga zasadag termodynamiki! Zatem rozwiazanie
standardowe problemu olimpijskiego musi by¢ btedne!
Gdzie jednak zostal popelniony w nim blad?!

SW

Odpowiedz skrywa sie w na pozér niewinnym i nawet
nie przedyskutowanym wyzej zalozeniu, ze kula
stanowiaca ,,serce” naszego silnika pozostaje kula,

tj. ma symetrie sferyczna niezaleznie od wartosci

(i znaku, gdy traktujemy kule zawieszona na sznurze

jak lezaca na stole) sily ciezkosci. Rzeczywista kula
ulega w takim polu odksztalceniu: kula A lezaca na stole
nieco sie splaszczy, a kula B wiszaca na sznurze (lub
przytwierdzona do stotu, ale znajdujaca si¢ w polu g
ujemnym) nieco sie wyciagnie. Tym samym S$rodek
ciezkosci kuli, stanowiacej serce naszego silnika, gdy
lezy ona na stole, jest nieco nizej niz zaktadalismy

i nieznacznie jeszcze sie obnizy, gdy podwiesimy ja na
sznurze i usuniemy spod niej st6t. Te niewielkie efekty
musza by¢ uwzglednione w analizie, zwlaszcza gdy
rozpatrujemy granice 67" — 0 i proporcjonalna do §T
zmiana potozenia érodka ciezkosci kuli powodowana
wymiang ciepla ze zbiornikami jest niewielka: efekty
powodowane odksztalceniami nie malejg w tej granicy
i przy dostatecznie malej réznicy temperatur 67 beda
wieksze niz uwzgledniana w rozwiazaniu standardowym
zmiana polozenia érodka cigzkosci proporcjonalna

do 6T. To wtadnie ten efekt ,ratuje” druga zasade
termodynamiki. Nalezy jednak odwrocié¢ kota do géry
ogonem i powiedzieé, ze to ta zasada méwi nam, ze
efekty odksztalcenia spowoduja, iz rzeczywisty silnik
nie bedzie mial sprawnoéci wyzszej niz silnik Carnota.

s>
)

<N
—rqg
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o
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A
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Mikroskopowg strukture kuli mozna sobie
wyobrazié¢ w postaci tréjwymiarowej
siatki malych kulek (atoméw zelaza)
polaczonych sprezynkami. (W tradycji
warszawskiego Wydzialu Fizyki taki
uktad nazywa sie materacem Brojana.)
W polu sily cigzkosci polozenia
réwnowagi sprezynek, ktére

w rzeczywistosci nie spelniaja doktadnie
prawa Hooke’a, ulegna pewnemu
przesunigciu, co spowoduje zmiang
skladajacych si¢ na energi¢ wewnetrzna
materialu energii kinetycznej drgan kulek
i energii potencjalnej sprezynek.

Réwnanie stanu (7,7, g) = 0 pelni tu te
sama role, jaka znane ze szkoly réwnanie
Clapeyrona pV — nRT = 0, czy mniej
znane réwnanie Van der Waalsa
(p+A/V?)(V — B) — nRT = 0, pelni

w termodynamice gazéw. Mocne
naduzywanie gazu doskonalego jako
,kanonicznego” przyktadu w nauczaniu
termodynamiki skutkuje na ogét
niezrozumieniem, a z pewnoscia
niedocenieniem ogélnosci tej picknej
teorii.

To, co czyni termodynamike interesujaca
takze z matematycznego punktu widzenia,
to jej zwigzek z formami rézniczkowymi
(w zasadzie w termodynamice
wykorzystuje sie tylko tzw. jedno-formy)
i ich klasyfikacja na rézniczki zupelne,
formy catkowalne, czyli majace czynnik
calkujacy (taka jest wladnie forma dQ),

i pozostate. Wigze si¢ z tym twierdzenie
C. Caratheodory’ego i jego sformulowanie
drugiej zasady termodynamiki.
‘Wspominamy tu o tym, aby zachegcié¢
Czytelnika do samodzielnych studiéw.

Wydawaé sie moze, iz bez skorzystania z informacji o wewnetrznej
mikroskopowej budowie materiatu, z ktérego wykonana jest kula, nie da

sie wyjs¢ poza podane wyzej jedynie jakoSciowe wyjasnienie, dlaczego

w rzeczywistym swiecie zaproponowany silnik nie bedzie lepszy niz silnik
Carnota. Co wiecej, wydaje sie, ze analiza taka musialaby byé dosé
skomplikowana, bo dotyczytaby zachowania si¢ wielkiej liczby czasteczek. Jednak
termodynamika — i to wladnie stanowi jej site i pigkno! — pozwala pdjs¢ dalej,
uwzgledniajac wplyw budowy materii w sposéb, jak to sie w fizyce méwi,
fenomenologiczny. Przedstawiona ponizej termodynamiczna analiza problemu,
ktéra jest adaptacja argumentéw wzietych z pracy [#, moze wydawaé sie
skomplikowana, ale nie chcemy jej pominaé, bo stanowi doskonala ilustracje
standardowych metod termodynamiki.

Analiza ta wymaga po pierwsze sparametryzowania ksztattu kuli (ktéra

w polu sity ciezkosci kula w sensie matematycznym by¢ przestaje, ale zeby

nie komplikowaé¢, bedziemy ja nadal nazywaé kula), np. odlegtoécia Y jej
srodka ciezkosci od podloza (wedlug konwencji, w ktorej kula zawsze spoczywa
na stole), i, po drugie, przyjecia, ze jej energia wewnetrzna, tradycyjnie

w termodynamice oznaczana litera U, zalezy nie tylko od temperatury 7T, ale
takze od wartosci g (i zapewne tez od ci$nienia, ale to, jako Ze jest ustalone, nie
odgrywa w analizie roli i bedziemy je tu pomijaé): U = U(T, g). Z tego, ze ksztalt
kuli zalezy zaréwno od jej temperatury, jak i od wartosci pola g wynika, iz musi
istnie¢ jaki$ zwiazek postaci

(8) f(T,Y,g9)=0,

pelniacy role réwnania stanu, ktory méwi, ze z trzech zmiennych tylko dwie
sa niezalezne, i pozwala wyrazi¢ np. Y jako funkcje T i g. Sila termodynamiki
polega na tym, ze nawet bez znajomosci konkretnej postaci energii
wewnetrznej U jako funkcji T' i g oraz dokladnej postaci tego rownania stanu,
korzystajac tylko z ogélnych zasad, mozemy rozwigzaé olimpijski problem!

Zachowanie energii, czyli pierwsza zasada termodynamiki, ma w przypadku kuli,
ktérej dostarczono ciepto dQ), postaé

(9) 0Q =6U + MgdY .

Wyraza ona po prostu to, ze cze$¢ ciepla 6Q) przekazanego ukladowi (kuli),
zostaje zuzyta na zmiane jego (jej) energii wewnetrznej, a cze$é na wykonanie
przez uklad pracy (ktéra, gdy g > 0, jest dodatnia, bo wykonywana przeciw
sile ciezkos$ci, 1 ujemna, gdy g < 0) przy przemieszczaniu sie §rodka ciezkosci
uktadu (kuli). W polaczeniu z druga zasada pozwala ona znalezé ogdlna postaé

10



Tak jak energia wewnetrzna U,

réwniez entropia S moze by¢ tu
traktowana jak funkcja niezaleznych
zmiennych T i g. Gdy jej oba argumenty
ulegna niezaleznym zmianom o dT i dg,
jej wartos$é ulega zmianie o

AS = S(T +dT, g +dg) — S(T, g) -

Na potrzeby prezentowanego tu
rozumowania wystarczy wiedzieé, ze
rézniczka dS jest po prostu gtéwna,
liniowg wzgledem zmian dT i dg, czescia
zmiany AS i mozna ja wyrazi¢ przez tzw.
pochodne czastkowe funkcji S po jej
argumentach

is=(2) ar+(2) a
—\or), a9 ) 2"

Pochodng (05/9T), oblicza sie tak jak
zwykla pochodna df /dx funkcji f(x)
jednej zmiennej, traktujac druga zmienna,
tj. g, jak stala. To wladnie oznacza
dopisek 4. Analogicznie oblicza si¢
pochodng (8S/0g)r.

Jako ze utozsamiliSmy 0Q z dQ = TdS(T, g), a przy
dostarczaniu ciepta kuli rozpatrywanej w naszym
problemie warto$¢ g pozostaje stala, czyli dg = 0,

zaleznosci pojemnosci cieplnej C, kuli od g, a to wtadnie, poprzez wzér @, da
prawidlowa odpowiedz, ktora z kul, A czy B, bedzie cieplejsza. Druga zasada
w sformutowaniu Kelvina poprzez rozumowania, ktére wykorzystuja cykle
Carnota, prowadzi do wniosku, ze gdy proces, jakiemu podlega uklad, jest
odwracalny (tak jak cykl Carnota), to pobrane przez uklad cieplo 6Q mozna
utozsamié z wyrazeniem rézniczkowym d@Q = T'dS, gdzie dS jest rézniczka
(wspomnianej juz) entropii uktadu, czyli infinitezymalna zmiang tej tajemniczej
wielko$ci przy zmianie stanu ukladu (tu zachodzacej pod wplywem pobrania
przez uklad ciepla). Poniewaz entropie, ktéra jest uczciwa funkcja stanu uktadu,
mozna traktowaé jak funkcje dowolnej pary z trzech zmiennych 7', Y i g, to
mozemy przepisa¢ réwnosé @ w postaci
(10) dU(T,g) =TdS(T,g) — MgdY (T\g).
Aby zredukowaé przeksztalcenia do niezbednego minimum, wygodnie jest
zamiast funkcji U(T, g) postuzy¢ sie nowa funkcja stanu (w termodynamice
nazywa sie ja entalpia) H(T,g) = U(T,g) + MgY (T, g). Jej rézniczka ma, jak
tatwo zobaczy¢, postaé

dH(T,g) =TdS(T,g9) + MY (T, g)dg.

Wykorzystujac w powyzszym wyrazeniu rézniczke entropii obliczona tak jak
na marginesie i poréwnujac tak otrzymane wyrazenie z definicja rézniczki
entalpii, uzyskujemy tozsamosci wiazace rézne pochodne, ktére przydadza sie
nam w dalszych obliczeniach:

ﬂﬂTg):T(?i);ﬂW—P<ZE>T+Aﬂ%ﬂgﬂdg

(52), (54),
zasade termodynamiki w postaci zwigzkow miedzy

zmianami funkcji stanu), czyli wykorzystanie wladnie
(matematycznej konsekwencji) drugiej zasady

(11)

CO oznacza, ze 95
dQ| —const. T() dT’
g oT B

przeto z poréwnania powyzszej rownosci ze wzorem ()
i wzorem (11]), wnioskujemy, ze

(1) —cuno

Wyznaczenie zaleznosci pojemnosci cieplnej Cy(T), g)
od g jest teraz kwestig zastosowania znanego twierdzenia
z analizy funkcji wielu zmiennych, ktére mowi, ze

og\orT ) ,) r or\ 99 )r),
Wynika z niego tzw. tozsamos$¢ Maxwella, czyli zwigzek
(0S/0g9)r = —M(0Y/0T),. Pozwala ona (ponownie

korzystajac z przemiennosci drugich pochodnych, tym
razem entropii) napisac:

(12) (W)T - (aagT@:i))T B

a (08 0’y
(5 (5),), 27 (5)
971/ g
0a(T, g)
= -MTY |a*(T — .
[a (T,9) + —57
Ostatnia réwno$é wynika z definicji wspotczynnika
rozszerzalnodci aY = (0Y/0T),, takiej samej jak na
marginesie na str. 9, tylko z R zastapionym przez Y.
Zwréémy tu uwage, ze kluczowe w wyprowadzeniu
tego wzoru bylo zapisanie pobranego ciepla w formie
TdS(T,g) (co z kolei pozwolito wyrazié pierwsza
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termodynamiki.

Uzyskany wzor daje zupelnie przeciwny wniosek

niz wynikajacy ze wzoru , zgodnie z ktérym

(0Cy4(T, g)/0g)r > 0. Pochodna da(T, g)/OT jest na ogdt
mata i w przypadku wiekszosci materiatéw, z ktorych
moze by¢ wykonana kula, dodatnia. Niewatpliwie
zawsze dodatni jest tez wyraz o?(T,g) i o znaku
pochodnej (0C,(T, g)/0g)r decyduje wystepujacy

po prawej stronie znak minus. Zatem konkluzja
plynaca z poprawnego zastosowania termodynamiki jest
przeciwna: to temperatura kuli A bedzie wyzsza!

Pora na wnioski. Jak wiadomo, fizyka teoretyczna jest
sztuka idealizacji polegajaca na pomijaniu ,nieistotnych”
elementow rzeczywistosci, ktore komplikowalyby

analize i uniemozliwialy ujecie zjawisk w mniej lub
bardziej proste, ale zawsze piekne matematyczne
réwnania. Jak pokazuje przedstawiony tu problem,

w takim postepowaniu kryje sie jednak niebezpieczna
pulapka, od ktérej moze nas (w takim przypadku jak tu)
uchroni¢ niezachwiana wiara w stusznos¢ drugiej zasady
termodynamiki. Rozpatrzony tu problem znakomicie
ilustruje takze status drugiej zasady termodynamiki
jako zasady par excellence fizycznej. Na gruncie czystej
analizy matematycznej mozna sobie wyobrazié¢ $wiat,

w ktérym ciala stale nie ulegaja odksztatceniom, lub
ulegaja takowym w dowolnie malym stopniu (ciata takie
nazywa sie w mechanice brylami sztywnym), i w ktérym
rozwiazanie standardowe problemu kul byloby stuszne.
Druga zasada termodynamiki w takim $wiecie nie
bylaby bezwzglednie stuszna — mozliwe by bytlo jej
obchodzenie. Jednak bezwzgledne jej obowiazywanie



w rzeczywistym Swiecie fizycznym moéwi nam, ze
idealizacja polegajaca na pominieciu odksztalcen jest
w problemie kul niedopuszczalna. Druga zasada jest
uogdblnieniem wnioskéw ptynacych z wielu réznych
do$wiadczen i w ten sposéb uwzglednia to, jakie

sa rzeczywiste wlasciwoéci materii wynikajace z jej
mikroskopowej (czasteczkowej) budowy. Przykiad

kul pokazuje tez funkcjonowanie termodynamiki

jako teorii fenomenologicznej: pole ciezkosci wplywa

w pewien sposéb na energie wewnetrzna U kuli, ale nie
musimy tego analizowa¢ na poziomie mikroskopowym.
Wystarczy wiedzieé, ze jest to zakodowane w rownaniu
stanu (8). A réwnanie to — poprzez zwiazek dQ = TdS,
bedacy matematyczna konsekwencja drugiej zasady
termodynamiki — dyktuje, jak U i w konsekwencji C,
zaleza od g. Potrzebne jest wiec tylko wyznaczenie
réwnania stanu , a kompletna informacja o jego

postaci jest zawarta w bezposrednio mierzalnych
wspotezynnikach, takich jak a.

Termodynamika, dzieki niewielkiej liczbie zasad, na
ktoérych jest oparta, jest najogdlniejsza z teorii fizycznych.
Stosuje sie ona do wszystkich makroskopowych ukltadéw.
Czasem, jak w przypadku takich egzotycznych ukladéw
jak czarna dziura, stusznos¢ jej zasad moze wydawacé
sie nieoczekiwana, ale pozostaje niewzruszonym faktem.
Odznacza sig¢ tez wielka elegancja formalna i znakomicie
stuzy wyrabianiu nie tylko intuicji fizycznej, ale takze
precyzji rozumowania i formulowania mysli. Dlatego na
zawsze powinna pozostaé¢ fundamentem wyksztalcenia
kazdego fizyka.
[*] G. De Palma, M. C. Sormani Counterintuitive effect of gravity
on the heat capacity of a metal sphere: re-examination of

a well-known problem, American Journal of Physics 83, 723
(2015).

O soczewkach grawitacyjnych produkujacych

nieparzystg liczbe obrazéw

*Student, Wydzial Fizyki, Uniwersytet
Warszawski

Konrad TOPOLSKI*

Jednym z najbardziej intrygujacych zastosowan topologii rézniczkowej

Rys. 1. Obraz odlegtego kwazara
RXJ1131-1231; centralnie polozona
galaktyka rozsmarowuje obraz tla,
tworzac jasny tuk (po lewej) i cztery
wyrazne obrazy.
ESA/Hubble/NASA /Suyu

Rys. 2. Piericienn Einsteina, o nazwie LRG
3-757, tworzacy niepelny okrag. Pierécien
Einsteina powstaje, gdy (silne)
soczewkowanie tworzy obraz okregu lub,
czesciej, tuku okregu.

ESA/Hubble &NASA

w astronomii jest twierdzenie o nieparzystej liczbie obrazéw w opisie zjawiska
soczewkowania grawitacyjnego. Mowi ono o tym, ze przy pewnych zalozeniach
na temat charakteru soczewki oraz zrédta liczba obrazéw, jakich moze
spodziewaé si¢ obserwator, jest zawsze nieparzysta. Czytelnicy zapoznani

z obserwacjami astronomicznymi moga zaprotestowaé — wiele przypadkéw
soczewkowania tworzy bowiem parzysta liczbe obrazéow. Maja tu oni oczywiscie
racje — przytoczone twierdzenie méwi bowiem o pewnym szczegdlnym
przypadku, realizowanym nie we wszystkich sytuacjach.

Niezgodnos$é pomiedzy teoria a praktyka spowodowana jest tu zaréwno
uproszczeniami w twierdzeniu, ktére wykluczaja pewne scenariusze obserwowane
w rzeczywistoéci, jak i trudnosdciami w znajdowaniu kolejnych obrazéw, z jakimi
musza mierzy¢ si¢ astronomowie.

Opowiemy teraz pokrotce, czym jest soczewkowanie grawitacyjne i kiedy
zachodzi. Przedyskutujemy potem treé¢ tytulowego twierdzenia, wprowadzimy
nieco aparatu matematycznego i przedstawimy szkic dowodu. Na zakonczenie
wskazemy potencjalne uogdlnienia i rozwiniecia tego pomystu.

Soczewkowanie grawitacyjne

Silne soczewkowanie wystepuje najczesciej w wyniku przejscia promieni
$wietlnych pochodzacych od galaktyki lub aktywnego kwazara przez soczewke,
ktora stanowi inna galaktyka badz gromada galaktyk. Charakterystyczne

dla tego soczewkowania jest powstanie wielokrotnych obrazéw zrddla oraz

w bardzo szczegblnym przypadku, gdy obserwator, soczewka i zrédto znajduja
sie w przyblizeniu na jednej prostej — pierscienia Einsteina. Taki pierscien

jest mocno zdeformowanym obrazem Zrédia. Model uzywany do opisu
soczewkowania zaklada zwykle przyblizenie geometrycznie cienkiej soczewki (tzn.
promien $wietlny porusza si¢ po linii prostej z wyjatkiem jednego odchylenia
zmieniajacego jego kierunek ruchu) i niewielkie odstepstwo od wspétliniowosci
sktadnikéw (rys. 3). Réwnanie dla takiej soczewki grawitacyjnej ma postac:

ﬂzQ—a(9)>

gdzie matematyczny opis zjawiska ugiecia promieni $wietlnych zawarty jest
w zaleznoéci a(6). Przy zadanym kacie S réwnanie dopuszcza wiele rozwiazan ze
wzgledu na 6, co oznacza powstanie obrazow wielokrotnych.

12



Rys. 3. Modelowanie soczewkowania

grawitacyjnego za pomocg geometrycznie

cienkiej soczewki. O jest polozeniem
obserwatora, S — zrédta, L — soczewki,
a I — obrazu. Zdefiniowane odleglosci
wyznaczone sg poprzez przeprowadzenie
linii prostej prostopadtlej do plaszczyzn
soczewki oraz zrédta. Na rysunku
zaznaczono tez katy: a — kat pomiedzy
obserwowanym obrazem a prawdziwym
polozeniem Zrédla, 8 — kat pomiedzy
linig prosta a prawdziwym polozeniem
zrodla oraz 6 — pomiedzy prosta

a obrazem

f(z)

>

\

Y

° )

Rys. 4. Ilustracja sfer uzywanych do opisu

soczewkowania grawitacyjnego. Zrédto
$wiatla znajduje si¢ w punkcie S,

a obserwator w punkcie O. Pomigdzy S
a O znajduje si¢ przezroczysta
galaktyka G. Definiujemy odwzorowanie
z mniejszej sfery A do wigkszej B.
Odwzorowanie f : A — B przypisuje
punktowi z na sferze A punkt f(z) na
sferze B, jesli promien $wiatta
przechodzacy przez punkty O i z

przecina B. Liczba obrazéw S widzianych

przez O jest réwna liczbie punktéw ze

sfery A, ktérych obraz pod dziataniem f

jest punktem S

FHwh

B

y f(=@)
Rys. 5. Schematyczne przedstawienie
odwzorowania f : A — B w przypadku
jednowymiarowym. Widoczne sg fatdy

nad punktem y € B, ktéremu odpowiada

przeciwobraz fﬁl({y}). Funkcja f jest
w otoczeniu V' jednego z tych punktéw
lokalnym dyfeomorfizmem na obraz f(
Zilustrowany jest punkt osobliwy x,

w ktérym funkcja nie jest odwracalna

i det(Df(z))

V).

Przytoczmy teraz tre$¢ interesujacego nas twierdzenia.

Twierdzenie. Liczba obrazow Zrodia po przejsciu przez przezroczystq,
nieosobliwg soczewke grawitacyjng o skonczonych rozmiarach jest nieparzysta.

Przezroczysto$é soczewki oznacza, ze $wiatlo ze zrédla nie jest pochtaniane
przez soczewke. Zalozenie o nieosobliwos$ci w tym twierdzeniu wyklucza miedzy
innymi mozliwo$¢ uwiezienia promieni Swietlnych w soczewce, np. przez czarna
dziure. Nie wyklucza to jednak mozliwosci fizycznego zaistnienia fenomenu
nieparzystej liczby obrazéw, gdy soczewka jest czarna dziura.

O topologii rézniczkowej w kilku stowach

Przyjmijmy, ze B to duza sfera (o $rodku w punkcie obserwacji O), na ktorej
znajduje sie zrodlo S, a A to ,mala” sfera odpowiadajaca kierunkom, z ktorych
dochodza do obserwatora promienie swiatta. Odwracajac bieg promieni, mozna
wprowadzi¢ funkcje f : A — B w nastepujacy sposob. Z punktu obserwacji
wysylamy promien w kierunku z € A, ktory oczywiscie moze sie wyginaé

przy przechodzeniu przez rézne galaktyki, i patrzymy, w ktérym miejscu

f(x) € B dochodzi do sfery B. Obserwowane obrazy zrédla odpowiadaja wtedy
przeciwobrazowi f~({S}) (gdzie S to obserwowane przez nas zrédto). Moze to
by¢ wiecej niz jeden punkt, co oznacza wiecej niz jeden obraz.

Niech f: A — B bedzie gtadka funkcja pomiedzy dwiema sferami
dwuwymiarowymi. Mozemy sobie wyobrazié, ze sfera A znajduje sie w obszarze
ograniczonym sfera B. Przeksztalcenie sfery A na B przy uzyciu funkcji f
mozemy sobie wyobrazi¢ jako rozciggniecie sfery A, tak zeby przyklei¢ ja od
wewnatrz do sfery B. Gladkos$¢ f oznacza, ze mozemy sfere A rozciagaé, zaginaé
tak, zeby przykleja¢ kilka warstw, ale nie wolno nam jej rozcinaé¢. Formalnie
jako zalozenie twierdzenia przyjmuje sig, ze funkcja f ma okre$lone wszystkie
pochodne.

Definicja 1. Zbiorem punktow krytycznych funkcji f nazywamy zbior wszystkich
punktow, w ktérych macierz pochodnych nie jest odwracalna,

S ={x €A | det(Df(x)) = 0}.

Zbiorem warto$ci krytycznych f nazywamy obraz powyziszego zbioru pod
dziataniem f, czyli f(X5). Punkty A, ktdre nie sq punktami krytycznymd,
nazywamy punktami reqularnymi funkcji f, a wartosci funkcji f, ktore nie sq
krytyczne — wartosciami regularnyms.

W naszym przyktadzie przyklejania sfery A do sfery B punkty krytyczne

to te znajdujace sie na brzegu faldy (na przyklad punkt  na rysunku 5).
Natomiast punkty regularne to te, w ktérych funkcja f jest lokalnie odwracalna,
czyli przeciwobraz punktu regularnego y moze zawiera¢ wiele punktow, ale
kazdy z tych punktéw ma otoczenie, ktére funkcja f przeksztalca w sposéb
jednoznaczny (i gtadki) na otoczenie punktu y. W punktach krytycznych
funkcja f moze nie by¢ odwracalna nawet lokalnie.

Definicja 2. Definiujemy stopieri topologiczny (stopieri Brouwera) warto$ci
reqularnej y jako:

deg(f,B,y)= > sgndet(Df(x)).
zef~1({y})

Ten pozornie skomplikowany wzér to suma znakéw wyznacznikéw macierzy
pochodnej, czyli w istocie suma jedynek i minus jedynek. Znak jakobianu
determinuje, czy otoczenie punktu x jest przyklejane do sfery B z zachowaniem
orientacji (znak plus), czy ze zmiang orientacji na przeciwng (znak minus).
Stopient topologiczny zlicza wiec, o ile wiecej (lub mniej) jest punktéw
przeciwobrazéw f~1({y}), w ktérych nie zmienia sie orientacja wzgledem
punktu y, od tych, w ktorych sie zmienia. W naszym przypadku punkty
F7L({S}) sa po prostu obrazami zrédta! Stopiei topologiczny oblicza natomiast
roznice miedzy liczbg obrazéw prostych i odwréconych.
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Rys. 6. Krzyz Einsteina (Q2237+4030,
QSO 223740305) to jeden z pierwszych
zaobserwowanych przyktadéw silnego
soczewkowania grawitacyjnego, ktérego
zrédlem jest kwazar oddalony od nas

o 8 miliardéw lat §wietlnych.
Soczewkowanie przejawia si¢ tutaj
poprzez zwielokrotnienie obrazu zrédla.
Widoczne sg bowiem cztery wyrazne
obrazy zewnegtrzne i jeden stabszy

w centrum; towarzyszy im ogdlne
znieksztalcenie. Obraz centralny jest
najstabszy, poniewaz zostal

w najwiekszym stopniu rozproszony na
masie soczewki.

NASA, ESA, STScl

Rys. 7. Ilustracja warunku koniecznego do
powstania wielokrotnych obrazéw.
Hiperpowierzchnia, na ktérej znajduje sig
obserwator, ma w jego otoczeniu plaska
metryke, a trajektorie swobodnych
fotonéw wystane w pewnym momencie

w przeszlodci przecinaja ja w ksztalcie
figury zblizonej do sfery. Pomiedzy
zrédlem a obserwatorem zachodzi
soczewkowanie
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Szkic dowodu

Kluczowy w naszym dowodzie jest fakt, ze stopien topologiczny funkcji f

w punkcie obserwacji S (rys. 4) jest réwny 1. Scigle rzecz biorac, okazuje sie,
ze stopien topologiczny funkcji gladkiej jest staly (na zbiorze spojnym, czyli
skladajacym sie ,,z jednego kawatka”). Latwo sobie wéwczas wyobrazié, ze
przynajmniej jeden punkt ze sfery B ma jednoelementowy przeciwobraz (czyli
istnieje punkt na sferze A, do ktérego faldy nie zawracaja). Poniewaz za$ sfera
jest spéjna, to kazdy punkt na niej ma stopienn rowny jeden!

Mozna to intuicyjnie zilustrowaé, zaniedbujac jeden wymiar (w przypadku
dwuwymiarowym dowdd jest troche bardziej ztozony, ale opiera si¢ na
analogicznych argumentach). Przypadek jednowymiarowy przedstawia rysunek 5.
Nad kazdym punktem przeciwdziedziny (y € B) leza faldy dziedziny (A). Jesli
pofatdowanie zmierza na rysunku w prawo, odpowiada ono obrazowi o orientacji
prostej, a jesli zawraca, to odpowiada mu obraz odwrécony. Skoro funkcja f
jest gladka, to pofaldowania nie moga sie przerywaé¢ — moga sie tylko rozciagaé
i zaginaé. Niezaleznie od tego, ile razy zawrdca, musza w koncu wrécié¢ do
pierwotnego kierunku — chcemy bowiem w sposoéb gladki odwzorowaé nasza
pierwotng sfere A. Oznacza to, ze dla kazdego punktu na sferze B mamy
zawsze przynajmniej jedng falde wiecej zmierzajaca w prawo niz w lewo. Faldy
zmierzajace w prawo nad punktem dodaja do stopnia topologicznego warto$¢ +1,
a te idace w lewo warto$é¢ przeciwna.

Gdy pek promieni przejdzie przez soczewke grawitacyjna, oczekujemy wielu
obrazéw pochodzacych z jednego zrédla. Zalézmy, ze jest ich lacznie n =ny +n_,
dla n4 odpowiadajacego liczbie obrazéw prostych, a n_ — odwréconych.

Stosujac rozwazania dotyczace pofaldowan dla punktu S, widzimy, ze zachodzi
ny —n_ = 1. Plynie stad prosty wniosek, ze n,. = n_ + 1, a zatem catkowita
liczba obrazéw to n = 2n_ + 1. Udowodnilidmy tym samym tytulowe twierdzenie.

Dyskusja i uwagi

Sformalizowanie powyzszego dowodu do postaci dziatajacej w pewnych ogdlnych
czasoprzestrzeniach mozna znalez¢ w [3] i [I], i wymaga ono sporo wysitku.
Pierwsza trudnoscia jest odpowiedni dobér powierzchni A i B takich, by

byty topologicznymi sferami oraz by funkcja f miata odpowiedni stopien
rézniczkowalnosci. Po drugie, istnienie choé¢by jednego punktu y € B takiego,
ze jego przeciwobraz jest zbiorem jednoelementowym, nie zawsze jest tak
oczywiste, jak w oméwionym powyzej szczegdlnym przypadku. Mozna sobie
wyobrazi¢ specyficzne ustawienie soczewki i zrodla, dla ktérego taki scenariusz
nie zaistnieje.

Najwazniejszym zastrzezeniem wobec powyzszego dowodu jest jednak fakt,

ze nie bierze on pod uwage struktury topologicznej (ksztalt) i metrycznej
(krzywizna czasoprzestrzeni, pomiar odleglosci). Jesli jednak ograniczymy

sie do rozsgdnych topologii czasoprzestrzeni oraz stabych pdl grawitacyjnych,
dowéd odbywa sie w przestrzeni euklidesowej (mozna go znalezé w [2]) i do jego
przeprowadzenia wystarczy wiedza z kursu analizy matematyczne;j.

Okazuje sig, ze odpowiedni warunek do uogolnienia twierdzenia na
czasoprzestrzen M o dowolnej topologii i metryce g formalnie brzmi
nastepujaco:

Przeciecia pekow geodezyjnych zerowych (trajektorie swobodnych fotonéw)
wychodzgcych ze Zrodia S z przestrzenng hiperpowierzchnig o metryce
lokalnie euklidesowej, na ktorej znajduje sie obserwator, tworzq powierzchnie
z osobliwosciami przyblizajgce (w sensie topologicznym) sfery. Warunek ten
ilustrowany jest na rysunku 7.

Zaawansowane narzedzia topologii rézniczkowej, w tym tzw. teoria Morse’a
zerowych geodezyjnych, pozwalaja Scisle rozwaza¢ warunki powstawania parzystej
badz nieparzystej liczby obrazéw, a nawet klasyfikowaé je ze wzgledu na ich
charakter (obrazy $ciete, powiekszone, przeksztalcone w tuki okregéw) [I].
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Radioteleskop LOFAR w Polsce
Leszek BLASZKIEWICZ, Andrzej KRANKOWSKI, Marian SOIDA,

Hanna ROTHKAFEHL,

L.B. i A.K. — Centrum Diagnostyki
Radiowej Srodowiska Kosmicznego,
Uniwersytet Warminsko-Mazurski

w Olsztynie; M.S. — Obserwatorium
Astronomiczne Uniwersytetu
Jagiellonskiego; H.R. — Centrum Badan
Kosmicznych PAN; R.P. — Poznanskie
Centrum Superkomputerowo-Sieciowe.

Rozdzielczosé wieloelementowego
instrumentu to

al/L,

gdzie L to odleglo$¢ miedzy skrajnymi
elementami, a to pewien parametr, dla
LOFAR-a wynoszacy 0,8, zas A to
dlugo$é fali radiowej w metrach.

W przypadku instrumentu LOFAR, gdzie
odlegto$é¢ migdzy skrajnymi
instrumentami to okoto 2000 km,
maksymalna zdolno$é rozdzielcza to mniej
niz 0,1 arcsec.

w

Rozwigzanie zadania M 1681.

Niech XY Z bedzie danym tréjkatem,

a punkt O bedzie jego $rodkiem okregu
opisanego. Przypusémy, ze X € BC,

Y e€eCD, Z e DA, O € AB, gdzie ABCD
jest kwadratem. Poniewaz odcinek OY
przecina odcinek X Z, to ¥ XY Z > 90°,
wiec X Z jest podstawa tréjkata XY Z,

tji. XY =Y Z. Wtedy tez OY L XZ, aich
rzuty na prostopadte proste BC'i AB,
odpowiednio, sg réwne (bokowi BC' = CD
kwadratu). Wobec tego réwniez

OY = X Z, czyli podstawa X Z jest rowna
promieniowi okregu opisanego na XY Z.
Oznacza to, ze tréjkat OX Z jest
réwnoboczny, czyli ¥ XY Z = 150°, skad
wynika oczywiscie, ze pozostale katy
maja po 15°.

Robert PEKAL

Radioastronomia to dziedzina badan Kosmosu, dzigki ktérej odkrylismy

i poznaliémy kwazary, pulsary czy tez kosmiczne masery. Za poczatek
radioastronomii uznajemy odkrycie dokonane przez Karla Jansky’ego (1905-1950),
ktéry podczas prac badawczych prowadzonych dla Bell Telephone Laboratories
odkryl, a pézniej opisal, promieniowanie radiowe Drogi Mlecznej. Juz przed

IT wojna $wiatowa inzynier Grote Roeber (1911-2002) eksperymentowal

z antenami kierunkowymi o klasycznym ksztalcie czaszy (jak np. antena
satelitarna), ale prawdziwy rozkwit radioastronomii nastapit dopiero pod koniec
lat 40.

Czym jest interferometr?

Od samego poczatku w radioastronomii kluczowa role odgrywatl ksztalt i rozmiar
czaszy radioteleskopu. Wplywa on na dwa wazne dla kazdego instrumentu
obserwacyjnego parametry: czulo$¢ instrumentu oraz jego rozdzielczo$é.

7 czasem tworzono coraz lepsze odbiorniki, ktore instalowano na coraz
wigkszych czaszach teleskopéw. Dzigki temu zwigkszano ich czultosé, ktéra
jest zalezna od powierzchni gléwnego zwierciadla radioteleskopu (analogia
tutaj moze by¢ tapanie deszczowki — im wigksza powierzchnia naczynia,

tym wiecej wody zlapiemy). Jednak czulo$é to nie wszystko. Wazna jest tez
rozdzielczo$¢ instrumentu, czyli zdolno$¢ do obserwacji obiektéw o okreslonej
odleglosci katowej, ktora determinuja rozmiary instrumentu oraz to, jakie fale
elektromagnetyczne obserwujemy. Przy tej samej érednicy teleskopu zdolnosé
rozdzielcza dla obserwacji fal radiowych jest zdecydowanie mniejsza niz dla
obserwacji wykonywanych w zakresie $wiatla widzialnego. Dlatego nawet
najwieksze pojedyncze radioteleskopy maja gorsza rozdzielczos¢ od matych
amatorskich teleskopow optycznych.

Radioastronomowie bardzo sprytnie poradzili sobie z problemem rozmiaréw
teleskopow, a mianowicie zaczeli taczyé ze soba mniejsze instrumenty.

Sir Martin Ryle (1918-1984) jako pierwszy przeprowadzil obserwacje za pomoca
dwdch anten jednoczesnie, a skomplikowane operacje zwiazane ze wspolna
analizg odebranych sygnaléw (zwane synteza apertury) pozwolily mu na
uzyskanie wyniku takiego, jakby uzyl teleskopu o Srednicy réwnej odleglosci
pomiedzy antenami. Tak narodzila si¢ technika zwana interferometrig radiowa,
dzi$ stosowana powszechnie, miedzy innymi jako interferometria wielkobazowa,
nazywana w skrécie VLBI (Very Long Baseline Interferometry).

Jak dziala VLBI?

W celu zwigkszenia rozdzielczosci obserwacji powstaly interferometry o zasiegu
globalnym — z antenami rozproszonymi po caltej kuli ziemskiej, a nawet
interferometry, w ktérych sklad wchodza anteny znajdujace sie w kosmosie.
Przykladem jest radioteleskop HALCA (Highly Advanced Laboratory for
Communications and Astronomy) dzialajacy w ramach projektu VSOP ( VLBI
Space Observatory Programme). Problem z interferometria radiowa pojawial
sie jednak, gdy probowano zastosowaé ja do detekcji fal radiowych o dlugosci
w okolicach metra i wiecej.

Kazdy z nas widzial zapewne, jak migocza gwiazdy. To efekt zwiazany z ruchami
powietrza, ktore znieksztalcaja ich obraz. Podobnie jest z falami radiowymi —
bardzo krétkie fale radiowe (do kilkudziesigciu centymetréw) przechodza przez
atmosfere bez wigkszych zaklocen, jednak te o dlugosci powyzej metra ulegaja
odksztatceniom w sposéb podobny do $wiatta, aczkolwiek wolniejszy i bardziej
wielkoskalowy. Prébowano oczywiscie budowaé interferometry pracujace na
falach metrowych, ale miaty one bardzo male rozmiary i byly nieskomplikowane,
tak aby mozna byto dokonaé korelacji sygnatlu poprzez analogowe systemy
elektroniczne. Wigksze rozmiary interferometréw (dluzsze bazy) sprawialy, ze
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Na poczatku dzialania cyfrowego
teleskopu LOFAR role systemu
przetwarzania danych odgrywat
superkomputer IBM Blue Gene/P

z przeszto ¢wiercig miliona procesoréw.
Dzi$ system obliczeniowy bazuje na
klasterze COBALT, na ktéry sklada sie
kilkadziesiagt kart graficznych NVIDIA
Tesla — ktére musza poradzié sobie ze
strumieniem okoto 13 terabitéw danych
na sekunde.
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Rozwigzanie zadania M 1683.
Liczby wymierne mozemy zapisac
w postaci

C

-’/*B: !/*B: v’/*B;
gdzie NWD(a, b, ¢, D) = 1. Wtedy
2 2 ‘_(12+I)2+(:D
"ty +z= T

jest calkowita, wigc D? | a? + b? +cD,
skad D | qz + QZ, Podobnie D | b2 + 2
oraz D \ c? + a?. Zatem liczba

2¢% = (b2 + &) + (a® + ) — (a® +b7)
jest podzielna przez D. Podobnie D | 2a?
i D|2b2.

Gdyby liczba pierwsza p > 2 dzielita D, to
z otrzymanych podzielno$ci wnioskujemy,

zepla,p|boraz p|c— co przeczy
zalozeniu NWD(a, b, ¢, D) = 1. Wobec
tego D jest potega dwojki.

Gdyby jednak 4 | D, to analogicznie

uzyskaliby$my podzielnosci 2 | a, 2 | b oraz

2 | ¢ — znéw sprzecznosé ze wzgledng
pierwszodcig a, b, ¢ i D.

Ostatecznie D € {1, 2}, skad 2z = %’ jest

liczbg catkowita.

Cyfrowy sygnat stacji B

sygnal byl znieksztalcony tak dalece, ze uniemozliwial obserwacje. Przez dlugi
czas wiec obserwowanie rozlegltymi interferometrami fal radiowych o dlugosci
powyzej metra nie bylo mozliwe. Na szczeScie nasza wiedza na temat jonosfery
jest obecnie tak duza, ze nawet dla interferometrow o duzych rozmiarach
jesteSmy w stanie uwzglednia¢ dynamike atmosfery ziemskiej w obserwacjach.
Dzieki temu zbudowano interferometr pracujacy na falach o dlugosci od metra
do okoto 17 metrow, ktory jest zdolny penetrowaé Wszechswiat na wczesniej
niezbadanych obszarach widma radiowego.

Mowa tutaj o interferometrze Low Frequency Array (LOFAR). Jest to sieé
radioteleskopéw o budowie hierarchicznej, gdzie pojedyncze zestawy elementéw
odbiorczych, zwane stacjami, powstaly na poczatku 2010 roku w Holandii,

a poézniej zaczely powstawaé w innych krajach Europy. Dzi$ cata sie¢ to 52 stacje
— 7 czego 38 stacji znajduje sie na terenie Holandii (24 stanowia tzw. Core,

w tym 6 ulokowano na sztucznej wyspie, w tzw. obszarze Superterp, czyli
centralnej czesci calego LOFARa. Pozostalych 14 stacji jest rozproszonych na
terenie calej Europy, trzy z nich zainstalowano w Polsce. Dodatkowo planowana
jest budowa kolejnych dwoch stacji we Wloszech i w Bulgarii. Kazda ze

stacji to dwa pola anten tworzacych tzw. uklad fazowy. Sklada sie on ze 192
(96 par) anten dipolowych pracujacych w zakresie 30-90 MHz oraz 3072 anten
dziatajacych w zakresie 110-240 MHz, pogrupowanych w 32-elementowe
zespoly. Kazda z anten pracuje, rejestrujac sygnal, ktéry jest préobkowany

200 milionéw razy na sekunde. Z zarejestrowanego sygnalu po procesie cyfryzacji
powstaje strumient nawet 10 GB/s danych. To bardzo duzo informacji. Te dane
trzeba przetworzy¢, co stanowi nie lada problem — szczegdlnie gdy wytwarza je
jednoczesnie ponad 100 tysiecy anten z calego interferometru!

Jak dokladnie dziata teleskop LOFAR?

Kazda stacja LOFAR sklada sie z duzej liczby pojedynczych dipoli.
Rejestrowana fala elektromagnetyczna wzbudza w nich zmienne prady
elektryczne, ktére w postaci napie¢ sg mierzone z czestotliwoscig 200 MHz.
Kazda z anten w stacji ,widzi” z grubsza cale niebo znajdujace sie ponad
horyzontem, przy czym jej czulos¢ jest najwieksza w pewnym zakresie obszaru
wokol zenitu (najwyzszego punktu na niebie w danym miejscu). Majac uklad
wielu anten, potaczonych przewodami réwnej dlugoéci z systemem sumujacym
ich sygnal, jestedmy zdolni obserwowac¢ obszar wokét zenitu, a wielko$¢ tego
obszaru zalezna jest od iloSci anten oraz od dlugosci rejestrowanej fali. Dzieje
si¢ tak dlatego, ze sygnal w postaci fali elektromagnetycznej dochodzi w tym
samym momencie do wszystkich elementéw teleskopu fazowego — i dzieki temu
wzmacnia sie. Tutaj dobrym przyktadem sa dwie dodawane do siebie sinusoidy.
Sygnat sumuje sig, gdy ich fazy sa zgodne, lub wygasza, gdy fazy sa przeciwne.

A co, jedli chcemy obserwowaé obiekt oddalony od zenitu? Wtedy wystarczy
,powiedzie¢” systemowi sumujacemu o sygnalach z poszczegélnych anten, do
ktérej z anten i w jakim momencie dotrze czolo fali (patrz rysunek). W ten
sposob sztucznie wprowadzane jest opdznienie, co wida¢ po prawej stronie
ilustracji. Oczywiscie proces ten, zwany formowaniem wiazki, jest realizowany po
wyborze wspélrzednych obserwowanego obiektu i dla dlugosci fal obserwowanych
teleskopem LOFAR.

Tak dzieje sie w pojedynczej stacji LOFAR, a jak wyglada sytuacja w przypadku
interferometru? Jest analogiczna, przy czym sygnal calej stacji traktuje sie
jako ten od jednego elementu ukladu. Musimy przy tym bardzo dobrze znaé
geometrie interferometru oraz precyzyjnie zsynchronizowaé zegary systemowe
we wszystkich stacjach. I nie bytoby klopotu, gdyby nie fakt, ze na ksztalt
czola sygnatu w czestotliwoéciach obserwowanych przez LOFAR ma wpltyw
jonosfera, ktéra nie jest jednorodna. I jeszcze jedna kwestia — pokazujaca, jak
poteznym jest i moze by¢ radioteleskop. Skoro w teleskopie LOFAR kazdy

jego element widzi jednocze$nie cale niebo, a my niejako tylko wybieramy
interesujacy nas kierunek, to czy mozna obserwowac¢ jednoczes$nie wiecej niz
jeden kierunek, to znaczy, czy mozna obserwowa¢ wiecej niz jedno zrédto w tym
samym momencie? OdpowiedZ brzmi: tak! Jednak sam proces formowania wiazki
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LOFAR w Polsce

Polska dotaczyla do systemu LOFAR jako
konsorcjum POLFAR. W jego sklad
weszlo 9 instytucji: Uniwersytet
Warminsko-Mazurski w Olsztynie,
Uniwersytet Jagiellonski, Centrum Badan
Kosmicznych PAN w Warszawie,
Poznanskie Centrum
Superkomputerowo-Sieciowe — jako
instytucje zaangazowane
infrastrukturalnie, a obecnie tworzace
konsorcjum operacyjne POLFARO, oraz
Centrum Astronomiczne Mikolaja
Kopernika PAN, Uniwersytet Szczecinski,
Uniwersytet Zielonogérski, Uniwersytet
Mikotaja Kopernika i Uniwersytet
Przyrodniczy we Wroctawiu.

W roku 2015 w trzech polskich
lokalizacjach powstaly stacje systemu:
Stacja PL612 w Baldach pod Olsztynem,
nalezaca do Uniwersytetu
‘Warminsko-Mazurskiego, gdzie
zainstalowano maksymalng konfiguracje,
czyli lacznie 3264 dipole. Podobna
konfiguracja znajduje si¢ w stacji

w Boréwcu pod Poznaniem, nalezgcej do
Centrum Badan Kosmicznych. Ostatnia
stacja, nalezaca do Uniwersytetu
Jagielloniskiego, zostata zbudowana

w Lazach koto Krakowa, w nieco
mniejszej wersji. Od poczatku 2016 roku
polskie stacje biora udzial w badaniach
prowadzonych w ramach Europejskiej
grupy — International LOFAR Telescope
(ILT). O transfer gigantycznej ilosci
danych oraz cze¢s$ciowo o ich
przechowywanie dba Poznanskie Centrum
Superkomputerowo-Sieciowe.

wymaga bardzo skomplikowanych systemow cyfrowych i informatycznych. Zatem
jesli te beda odpowiednio wydajne, to za pomoca interferometru LOFAR mozna
teoretycznie obserwowaé nawet 28, czyli 256 obiektéw jednoczesnie, co wiaze sie
z maksymalnym podzialem pasma na tylez kanaldw.

Co badamy radioteleskopem LOFAR?

Trwajace juz od ponad dekady obserwacje radioastronomiczne na falach
wczesniej nieeksplorowanych zaowocowaly wieloma znakomitymi wynikami,

na wyliczenie ktorych nie ma tu miejsca. Warto jednak podkredli¢, ze od
poczatku zainicjowano kilka wiodacych tematéw badawczych — nazwano je
projektami kluczowymi. W wielu z tych projektow uczestnicza naukowcy

z Polski. Jednym z nich sa obserwacje Stonca i Kosmiczna Pogoda — tematy
bardzo istotne nie tylko w sensie poznawczym, ale i spotecznym, bo wyniki
tych badan wykorzystywane sa w telekomunikacji satelitarnej. Wykorzystujac
LOFAR, mozemy tez na falach radiowych obserwowaé¢ najwczesniejsze momenty
istnienia Wszeché$wiata — tzw. epoke rejonizacji. Ponadto tworzymy przeglady
calego nieba uwzgledniajace odlegle obiekty kosmiczne, takie jak kwazary

czy radiogalaktyki, badajac m.in. ich pola magnetyczne. Wazng czescig pracy
systemu LOFAR (takze pojedynczych jego elementéw) sa obserwacje zjawisk

i obiektéw szybkozmiennych w czasie. Do takich zaliczamy pulsary, ktére akurat
w zakresach czestotliwosci LOFAR-a emituja najwigcej promieniowania. Dzigki
teleskopowi LOFAR badane sa tez promieniowanie kosmiczne oraz zjawiska
burzowe.

Warto na koniec dodaé, ze LOFAR to niezwykle wazny instrument dla
prawdopodobnie najbardziej rozbudowanego radioteleskopu, ktéry aktualnie
powstaje w Australii i RPA — jest bowiem swego rodzaju ,,pathfinderem”
technologii dla projektu Square Kilometre Array (SKA). Sam LOFAR niebawem
wkroczy tez w kolejna faze swojego istnienia. W 2022 roku zacznie si¢ bowiem
transformacja systemu do wersji LOFAR 2.0.

O pewnych Srednich w ulamkach tannicuchowych

Karol GRYSZKA*

* Wydzial Nauk Scistych i Przyrodniczych,
Uniwersytet Pedagogiczny w Krakowie

Prawo Benforda jest przykladem niezwyktlej zaleznosci obserwowanej wérod
danych liczbowych. Glosi ono, ze dla wielu zbioréw liczb o ré6znym pochodzeniu
(powierzchnia panstw, kwoty wystawiane na czekach, parametry pierwiastkéw
chemicznych, pierwsze cyfry kolejnych poteg liczby 143) pierwsze cyfry znaczace
tych liczb wystepuja z czestoscia w dobrym przyblizeniu okreslong przez wzor

(1) P(k) = logy, (1 + ;) ,

gdzie k =1,2,...,9. Tym samym okolo 30,1% wszystkich liczb w wielu zbiorach
danych rozpoczyna si¢ od 1, a tylko 4,6% od 9. Prawo to jest do$¢ uniwersalne,
cho¢ oczywiscie nie wszystkie dane liczbowe je spelniaja (np. wzrost czlowieka).

Jednak nie prawem Benforda bedziemy sie tu zajmowaé (o tym pisano juz

w A%, AfZ czy Alg). Nas interesowaé bedzie podobne w sformutowaniu pytanie
— o liczby, jakie znajduja sie w rozwinieciu liczby rzeczywistej w utamek
laricuchowy. Wyjasnijmy pokrétce to pojecie (oméwione np. w A3, ).

Ulamkiem lanicuchowym liczby « > 0 nazywamy wyrazenie postaci

1
$:a0+ )

a1+

przy czym kazde a; € N\ {0}.

as +

ax—2 +

ag—1+—
k=t ap + ...
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Rozwigzanie zadania F 1029.
Zderzenie meteorytu z powierzchnig Ziemi
jest zderzeniem catkowicie niesprezystym
i cala energia kinetyczna E ,pocisku®
przetwarzana jest na odksztalcenie

i kruszenie (cze$ciowo tez topienie)
materialu gruntu (skal) w objetosci V
odpowiadajacej objetosci krateru. Mamy
wigc E o< Y - V. Przyjmujac, ze kratery
uderzeniowe maja podobne ksztalty,
otrzymujemy, ze V o D37 gdzie D jest
$rednicg krateru. Ostatecznie:

D« E'Y/3.

Rozwazany w treéci zadania i w jego
rozwigzaniu model zakladajacy dominacje
proceséw , niszczenia” gruntu dotyczy
niewielkich krateréw o srednicach

rzedu 1 m. Glebokoséé krateru jest
proporcjonalna do jego $rednicy dla
krateréw niewielkich (do ok. 1 km).

K. A. Holsapple, Ann. Rev. Earth Planet,

Sci. 21, 333 (1993).
R. J. Pike, Proc. Lunar Planet. Sci.
Conf. 11th, pp 2159-2189 (1980).

Formalnie P(k) definiujemy nastepujaco.
Niech a = [ag; a1, az,...] oraz niech K, j
oznacza liczbe liczb k w rozwinieciu
liczby a w utamek tancuchowy na
pozycjach od 1 do n. Wtedy

P(k) = lim Hnke

n—oo N

kPk) || kPW®

1 0,415037|| 10 0,011973

2 0,169925|| 100 0,000141

3 0,093109(/1000 1,44 - 10~
4 0,058894| 10° 1,44 .10 %2
5 0,040642

Nietrudno uwierzyé w . Po
zlogarytmowaniu lewa strona staje sig
granicg $rednich logarytméw pierwszych
n liczb rozwiniecia x w ulamek
tancuchowy, a prawa strona wartoscig
oczekiwang logarytmu zmiennej

o rozkladzie Gaussa—Kuzmina.

Czesto zamiast rozleglej notacji stosuje sie notacje pozioma i zapisuje powyzszy
utamek w jednej linii jako wyrazenie

[ap; a1, ag,. .. ak,...].
Ulamki laricuchowe moga by¢ nieskoriczone (jak w zapisie obok) lub skoriczone.

Dowodzi sie ponadto, ze kazda liczba rzeczywista moze zostaé¢ zapisana
w postaci takiego utamka.

Wiasnosci. Utamek laricuchowy liczby wymiernej p/q jest skoniczony. Utamek
tancuchowy liczby niewymiernej jest nieskonczony. Jesli x jest pierwiastkiem
niewymiernym trojmianu kwadratowego o wspolczynnikach catkowitych, to jego
utamek laticuchowy jest okresowy. Na przyklad /114 = [10;1, 2,10, 2, 1, 20],
gdzie poziome nadkreslenie oznacza czesé okresows.

W dalszej czesei rozwazaé bedziemy tylko liczby rzeczywiste w przedziale [0, 1],
i wtedy réwniez ag = 0, jednak rozwazania mozna bedzie przeniesé na pelen
zakres liczb. W utamku tarficuchowym dowolnej liczby niewymiernej interesowaé
nas bedzie teraz problem nastepujacy: czy istnieje odpowiednik prawa Benforda
dla liczb aq, a9, agz i kolejnych? Zwroémy uwage na to, ze pytamy o liczby,

nie o cyfry wiodace kolejnych a;. Okazuje sie, ze dla prawie wszystkich (ktéry
to termin wyjadnimy niebawem) liczb rzeczywistych x oraz dowolnej liczby
naturalnej k > 0 granica P(k) czestoSci wystepowania k w coraz dtuzszym
rozwinieciu  w ulamek tancuchowy istnieje i dana jest wzorem

P(k) = log, (%) = log, <1 + M) .

Rozklad prawdopodobienstwa okreslony powyzszym wzorem nosi nazwe
rozktadu Gaussa—Kuzmina. Gauss rozwazal go juz na poczatku XIX wieku,
Kuzmin za$ w pierwszej potowie XX wieku okreslit rzad zbieznosci rozkladéw
kolejnych liczb ,losowego” utamka tancuchowego do powyzszego wyrazenia.

Tabela na marginesie przedstawia kilka wybranych wartosci rozktadu
Gaussa—Kuzmina. Niezwykle jest w nim to, ze cho¢ a; moze przyjmowaé
nieskoriczenie wiele wartosci, to z prawdopodobiefistwem nieco wigkszym niz 2/3
jest to jedna z liczb 1,2, 3. Ponadto liczby 14 wzwyz stanowia 10%, a od 144
wzwyz ponizej 1% wszystkich wspétezynnikéw wystepujacych w ,,typowym”
utamku tanicuchowym. W ogélnodci, liczby od 1 do N wystepuja w rozwinieciu
»wtypowej” liczby rzeczywistej w ulamek tancuchowy z czestoscia

(k+1)2

N
P(1) + P(2) +...+ P(N) =} _log, () IN +2
k=1

kk+2)) B2 N2

a ostatnig réwnos¢ nietrudno wykazaé przez indukcje.

We wezesniejszym sformulowaniu uzyliSmy okreslenia ,,prawie wszystkich”.
Okreélenie to oznacza, ze zbior liczb pozbawionych tej wlasnosci jest w pewnym
sensie niewielki, jego miara Lebesgue’a jest réwna 0. O mierze Lebesgue’a (ktéra
oznaczamy przez A) nie bedziemy sie szczegdlowo rozpisywaé (jej formalna
definicje mozna znalezé wA%,), tutaj zaznaczymy tylko, ze miara Lebesgue’a
odcinka jest jego dtugosé, zbiér jednoelementowy ma miare 0, tak samo jak
kazdy zbidr przeliczalny, w szczegdlnosci zbidr liczb wymiernych. Z kolei zbior
liczb niewymiernych zawartych w odcinku (a,b) ma miare réwna b — a.

Wréémy do rozkladu Gaussa—Kuzmina. Na jego podstawie mozna sformulowaé
i udowodnié¢ bardzo ciekawy wniosek dotyczacy Sredniej geometrycznej liczb
wystepujacych w rozwinieciu liczby = € [0, 1] w ulamek laricuchowy.

Twierdzenie. Dla prawie wszystkich x € [0, 1] ponizsza granica $rednich
geometrycznych istnieje i jest rowna

@) k+1)

00 ( log, k
lim /a;-as...-a, = — =: Kj.
I (k(k+2)) 0

Wystepujaca powyzej stata Ky nazywa si¢ stalg Chinczyna i jest ona
w przyblizeniu réwna Ky =~ 2,685452001. Jest to liczba, o ktérej niewiele wiadomo,
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http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/analiza/teoria_miary/2019/05/26/Miara/

Sredniq harmoniczng liczb ay, ..., a, jest
H( ) L
ai,...,0n) = —3 T
ar toeetan

Ztota liczba, ﬁ oraz \/§ majg okresowe
rozwiniecia w utamki tancuchowe, jako
rozwigzania réwnan kwadratowych

o wspolczynnikach catkowitych. Liczba e
ma rozwiniecie postaci

e=1[2;1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,...],

gdzie co trzecia liczba jest kolejng liczbag
parzysta, pozostale za$ sg réwne 1.

Zachecamy do przeczytania artykutu
,O potegach dwojki” Pawla Strzeleckiego
Z AS4, dostepnego réwniez on-line.

L. .}

Rozwigzanie zadania F 1030.
Graniczna predkosé spadku osiggana jest,
gdy sila oporu zréwna si¢ z suma sit
przyciagania grawitacyjnego ciala przez
powierzchnie planety i sily wyporu jej
atmosfery. Gesto$é ciata ludzkiego jest
niewiele V&l?k%éd od gestosci wody

p = 1000 kg/m — przyjmijmy, ze jest jej
réwna. Niech objetosé skaczacego

wynosi V. Mamy wéwczas: na Ziemi

1 2
pgV —p, Vg= 5(:/12 v, S
i na Wenus
, 1 2 o
Pgw V — pw Vgw = 5 CPw Uiy S,

gdzie przyjelidmy, ze wspotczynnik c,
objeto$¢ i powierzchnia czlowieka sa na
obu planetach takie same (wymagatoby
to zastosowania sztywnego skafandra ze
wzgledu na 91 razy wigksze ci$nienie
atmosfery na Wenus niz na Ziemi).

Otrzymujemy:

('U’w ) ? o (p = pw)pz guw

Vz (p=pz)pw g

Po podstawieniu danych otrzymujemy

vy = 0,123v, = 24,6 km/h — to mniej niz
7 m/s, czyli predkosé, z jakg na Ziemi
laduja skoczkowie spadochronowi.

poczawszy od tego, czy jest to liczba wymierna. Wiadomo jednak, Ze jest
rOowniez granicg wyrazenia zdefiniowanego dla p < 1:

+ap)1/17

P
a? + ...

K, = lim (1 C
n— o0 n

gdy p — 0. Okazuje sie, ze istnieje jawny wzoér na K. Jest on dany przez

wyrazenie podobne do tego z Twierdzenia:
(k+1)? >

K= kal < k(k+2)

Jesli podstawimy teraz p = —17 to we wzorze na K, otrzymamy granice Srednich
harmonicznych wyrazow rozwiniecia liczby x w ulamek tancuchowy, ktéra dla
prawie wszystkich x jest réwna K_; ~ 1,74540566.

<=

Wydaje sie, ze nie powinniémy mie¢ zadnego problemu ze wskazaniem

liczby z, ktorej liczby rozwinigecia w ulamek tancuchowy pojawiaja sie zgodnie
z rozkladem Gaussa—Kuzmina i spelniaja , skoro prawie wszystkie liczby
maja te wlasnosé. Okazuje sig, ze sprawa jest jednak zupelnie inna — do dzi$ nie
znamy zadnego jawnego (w sensie: niestworzonego tylko na te okolicznosé)
przyktadu liczby, ktéra ma przedstawione wlasnosci. Jest to fakt zdumiewajacy,
gdyz wcze$niej napisaliSmy, ze prawie wszystkie liczby rzeczywiste spelniaja to
prawo! Potrafimy co prawda wskazaé taki cigg liczb catkowitych, ktorych $rednie
geometryczne zblizaja si¢ do Ky, w szczegdlnosci wiec wiemy, jak moze wygladac
ulamek lancuchowy takiej liczby (a zatem i sama liczba). Nie potrafimy jednak
podaé zadnego ,szkolnego” przykladu, typu v/2, v/3, ,zlota liczba”, e (o tych
wiemy, ze nie spelniaja tego prawa) lub = (kwestia tej stalej pozostaje otwarta).

Roéwnosci wiazace state Ky oraz K, z odpowiednimi granicami sa faktami
przyporzadkowywanymi teorii liczb, jednak ich wspélczesne dowody
wykorzystuja w duzej mierze aparat teorii miary i elementy tak zwanej teorii
ergodycznej. Jest to dziedzina matematyki koncentrujaca sie na zachowaniu
uktadu zmieniajacego sie wraz z iterowaniem jakiego$ procesu. Ponadto
przestrzen standéw jest wyposazona w miare (probabilistyczna) ,wazaca” rézne
stany. Przedstawione w artykule wyniki mozna uzyskaé¢, wykorzystujac jedno
z najwazniejszych twierdzen teorii: twierdzenie ergodyczne Birkhoffa.

Stata Chinczyna Ky pojawia sie w wielu innych interesujacych tozsamosciach.
Ponizej prezentujemy jedna z bardziej eleganckich:

> In(1—1/k)In(1+1/k) =
k=2
Dowdd tej relacji jest dos¢ zlozony, dlatego nie bedziemy go przedstawiac
na lamach Delty. Co ciekawe, powyzsza tozsamosé ma swojego blizniaka
/ (z+ 1

wyrazonego w jezyku calek:
1
In[1
[,
1+
1 0

gdzie [z] oznacza czesé catkowita liczby z. Przypomnijmy — catka z funkcji
nieujemnej na danym przedziale jest réwna polu powierzchni czesci plaszczyzny
zawartej miedzy wykresem funkcji a osig OX.

—In(Kp)In2.

oo

(Ko lIl

Na koniec wréémy jeszcze na chwile do liczby m. Utamkiem tancuchowym tej
liczby jest

m=1[3;7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,.. ]
i cho¢ nie wiemy, czy Srednia geometryczna liczb rozwiniecia m w utamek
tancuchowy zbiega do Ky, to jednak wiemy, ze dla 17 001 303 poczatkowych
liczb ta $rednia jest rowna 2,686393, a zatem jest to wynik z doktadnoscig
do dwoch miejsc po przecinku. Podobnie srednia harmoniczna tych liczb
to 1,745882, a wiec zgodnosé jest do 3 miejsc po przecinku. Oczywiscie sa
to tylko dane empiryczne i nie mozna z nich wyciagaé¢ zadnych ogdlnych
wnioskéw. Podobne obserwacje zauwazono dla stalej Eulera v czy dla samej
statej Chinczyna K, jednak problem zbieznosci $rednich geometrycznych do
statej Ky pozostaje dla nich otwarty.
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http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/teoria_liczb/2011/03/07/O_potegach_dwojki/

Klub 44 F

Rys. 1

Rys. 3

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan

710 (WT = 2,33), 711 (WT = 2,55)
z numeru 1/2021

Michal Kozlik
Tomasz Rudny
Piotr Adamczyk
Konrad Kapcia
Pawel Perkowski
Stawomir Bué

Gliwice 4 — 42,82
Poznan 41,38
Warszawa 37,77
Poznan 1 - 36,18
Ozaréw 3 - 35,32
Mystkow 31,94

Klub 44 M

1-44

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

Rozwigzania zadan z numeru 4/2021
Przypominamy tresé¢ zadan:

716. Sztabka A moze poruszaé si¢ w prowadnicy poziomej, a sztabka B w prowadnicy pionowej
(rys. 1). Scianki prowadnic sg idealnie gladkie. Plaszczyzna styku sztabek nachylona jest do poziomu
pod katem «, a wspdélczynnik tarcia miedzy sztabkami wynosi . Jaka pozioma sile nalezy przylozyc¢
do sztabki A, aby wprawié¢ ja w ruch? Masa sztabki B jest réwna m.

717. Do ogrzewania budynku wykorzystywane jest cieplo oddawane przez pracujacy silnik cieplny.
Silnik ten napedza chlodziarke, ktora pobiera ciepto od wéd gruntowych i réwniez ogrzewa wode
w kaloryferach. Jaka jest maksymalna sprawnos¢ takiego cyklu ogrzewczego, jezeli temperatura
w kotle silnika cieplnego wynosi t; = 210°C, temperatura wody w kaloryferach réwna jest to = 60°C,
a wody gruntowe maja temperature t3 = 10°C?
716. Na rysunku 2 przedstawione sg sily oddzialywania miedzy sztabkami.
Warunek réwnowagi sil dzialajacych na sztabke B w kierunku pionowym ma
postac

Ncosa — T sina = mg.
Sily dzialajace na sztabke A w kierunku poziomym w stanie réwnowagi spelniaja
rownanie

F =Tcosa+ Nsino.
Dopodki sztabki pozostaja w spoczynku, T' jest tarciem statycznym i spelniony
jest warunek T' < uN. W przypadku granicznym

N(cosa — psina) = mg oraz F' = N(ucosa + sin a).
Sztabki zaczna si¢ przesuwad, gdy
F > mg(pcosa+sina)/(cosa — psina),

a wspolezynnik tarcia p < 1/tg .
717. Schemat dzialania uktadu przedstawia rysunek 3. Silnik S; pobiera z kotla
cieplo Q1 uzyskane w wyniku spalania paliwa, oddaje ciepto Q2 do uktadu
ogrzewczego i wykonuje prace W = Q1 — Q2. Zakladamy, ze silnik ten ma
maksymalna mozliwa sprawnosé n; = (T — Ts)/Ty = W/Q;. Stad
W = Ql(Tl — TQ)/T1 oraz QQ = Qng/Tl.

Cykl pracy chlodziarki Ss jest cyklem odwrotnym. Pobiera ona ciepto ¢ od
wbd gruntowych i przekazuje ukladowi ogrzewczemu cieplo Q3 = W + q.
Poniewaz znowu zaktadamy, ze jest to maszyna idealna, zachodza zwiazki
n2 = W/Q3 = (Tz — T3)/T>. Stad

Qs =WT/(To —T) = Qi(Ty — To) T2 /T1 (T2 — T3).
Cieplo zuzyte na ogrzewanie budynku wynosi

Q=Q2+ Q3= To(Ty —T3) /T (T2 — T3).
Uwzgledniajac, ze Th = 483 K, T, = 333 K, T3 = 283 K, otrzymujemy sprawnosé¢
uktadu
n=Q/Q1=2.
Fakt, ze sprawnos¢ ta jest wieksza od 1, nie przeczy prawom termodynamiki,
poniewaz pobierane jest tu cieplo z ubocznego zrédla — wéd gruntowych.

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Rozwigzania zadan z numeru 4/2021
Przypominamy tresé¢ zadan:

819. Niech n bedzie ustalong liczbg naturalng. Tréjkat rownoboczny o boku dlugosci n zostat
podzielony (prostymi réwnolegtymi do bokéw) na n? tréjkacikéw o boku 1. Rozwazamy ciagi kolejno
przyleglych tréjkacikéw, z ktérych zaden nie powtarza sie (tréjkaciki przylegte maja wspdlny bok).

(a) Wyznaczy¢ najwickszg mozliwg liczbe tréjkacikéw w takim ciggu.

(b) Czy i jak zmieni sie wynik, jesli dodatkowo zazadamy, by ostatni tréjkacik przylegat do
pierwszego?
820. Udowodni¢ nieréwnosé dla liczb dodatnich a, b, c:

a? b2 2

b2+bc+02+ca

w

a2+ab” 2
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819. Malujemy pola planszy (tréjkaciki jednostkowe) ciag zamyka sie w cykl, jego dlugosé jest liczba parzysta,
dwoma kolorami w ,,szachownice”: tréjkaciki podobne wiec nie przekracza n? — n.
do duzego tréjkata w jednokladnosci prostej — to pola

biale; w odwrotnej — czarne. Pola narozne (tj. majace Te wartosci sa osiagalne. Udowodnimy indukcyjnie takie

wspdllny wierzcholek z duzym tréjkatem) sa biale. Pola stwierdzenie:
przylegle maja rézne kolory. W ciagu dlugosci d (kolejno W tréjkacie o boku n istnieje cykl ztozony z n? —n
przyleglych pol) jest co najmniej |d/2| pdl czarnych. pél oraz istnieje ciag dtugosci n? —n + 1, majacy
Laczna liczba pdl czarnych wynosi (n? —n)/2 (nietrudne poczatek i koniec w dwdch polach naroznych,
sprawdzenie). Zatem d < n? —n + 1. Gdy ponadto taki dowolnie wybranych.

H Latwo sprawdzamy, ze dla n = 2 tak jest (dla n = 1 zadanie nie ma wiele

sensu). Ustalmy liczbe naturalna n > 3 i przyjmijmy stuszno$é stwierdzenia
dla n — 1. Wezmy trojkat ADH o boku n; na jego obwodzie zaznaczmy kolejno
punkty A, B, C, D, E, F, G, H, I, J, K, zas wewnatrz — punkty L, M
tak, by tréojkaciki ABK, CDE, GHI byly polami naroznymi tréjkata
ADH, za$ tréjkaciki KLJ, M EF — polami naroznymi tréjkata K EH,
o boku n — 1. W nim (z zaloZenia) istnieje ciag dtugoéci (n — 1) — (n — 1) + 1,
N M czyli n? — 3n + 3, laczacy pola KLJ i MEF. Polami trapezu CEK B
K /{ (w liczbie 2n — 3) dopeliamy go do cyklu dtugosci n? — n.
D

B C W tréjkacie K EH istnieje tez (z zatozenia) ciag dtugosci n? — 3n + 3, biegnacy
od pola GHI do M EF. Dotaczamy do niego pola réwnolegtoboku CEK A, od
CEM do KAB (jest ich 2n — 2). Dostajemy ciag dtugosci n? —n + 1, laczacy
pola narozne GHI, ABK. Przez obrét o 120° mozna dostaé poczatek i koniec
w dowolnie wybranych naroznikach.

UzyskaliSmy obie czesdci tezy indukceyjnej. Z udowodnionego stwierdzenia

wynikaja odpowiedzi dla obu czeéci zadania: (a) n? —n+1; (b) n? —n.

820. Poniewaz 2bc < b? + ¢2, zatem
a? S a® B 2a?
b2 +be = b2+%(b2+02) 3242
Podobnie szacujemy z dotu dwa pozostate sktadniki podanego wyrazenia.
Wystarczy wobec tego pokazaé, ze
a

2 2 2
(1) PSS
32+ 3c24+a?2  3a2+02 7 4

Oznaczmy: 3b% 4 ¢ = u, 3¢ + a? = v, 3a® + b> = w. Ten uktad trzech réwnan
z niewiadomymi a2, b2, ¢ ma jedyne rozwigzanie:

9 Yw—-3u+v 9 Yu—-3v+w 9 Yv—-3w+u
@ =T Ve T T w
Croléwka ligi zadaniowej Klub 44M  Lewa strona dowodzonej nier6wnosei (1) przybiera po wprowadzeniu wartosci (2)

w

po uwzglednieniu ocen rozwiazan ostaé

sadat 813 (WT = 2,95) i 814 (WT = 1,02) P 2 2 2 1 /9 9 9

z numeru 1/2021 L: :a_|_+c:(w_3+v+u_3+w+v_3+u>:
Jerzy Cisto Wroctaw 43,40 u v w 28 u U v v w w
Pawel Burdzy Warszawa 43,18
Jakub Wegrecki Krakéw 41,76 — g g E E _ g i E g E .
Mikolaj Pater Opole 40,11 28 \ v w U 28 28 \ u ) w
Michal Adamaszek Kopenhaga 35,88 . . . . . .
Tomasz Czajka Santa Clara 33,74 W ostatnim uzyskanym wyrazeniu sumy w nawiasach sg nie mniejsze niz 3
Witold Bednarek Lodz 33,04 LPNS ¥ 3 4 i3 3 3 .
Marein Kaspershi  Warezawa 3268 (nier6wnosé miedzy $rednimi). Teza (1) wynika stad natychmiast:
Kacper Morawski Warszawa 32,13 L> 9 3 9 4 1 3 3

~ 28 28 28 4

(Witold Bednarek, autor zadania, przedstawil ten ladny dowod).

Kazdy moze nadsylaé¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie wspolezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie

do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech, oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach, i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Mozna je przesylaé réwniez poczta elektroniczng pod adresem Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegélowy regulamin
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie

w skali od 0 do 1 z dokladnosciag do 0,1. Oceng mnozymy przez deltami.edu.pl.
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Prosto z nieba: W poszukiwaniu Tatooine

Luke Skywalker w zadumaniu spogladajacy na zachdéd dwéch storic. W tle rzewna
muzyka. Przed ekranem siedzacy w zadumie widz, wyobrazajacy sobie zycie na
planecie krazacej wokot dwéch gwiazd. W 1977 roku, gdy powstawata pierwsza
cze$¢ Guwiezdnych Wojen, taki system planetarny byl czysta fikcja. Bal W tamtych
czasach nikt nie mial dowodéw na istnienie planet poza Ukladem Stonecznym.

Oczywiscie teraz wiemy, ze egzoplanety, czyli planety pozastoneczne, nie tylko
istnieja, ale sa wrecz norma w Galaktyce. Jednak czy mogtaby istnie¢ planeta
krazaca wokol dwoch gwiazd? Toz to podrecznikowy problem trzech ciat! Ruch
obiektéw w takim ukladzie jest prawie catkowicie nieprzewidywalny. Na planete
znajdujaca sie w takim uktadzie dziataltyby liczne i zlozone sily. Jej orbita bytaby
bardzo niestabilna. W efekcie calkiem latwo moglaby zostaé wystrzelona w daleka
przestrzen lub rozbié sie o jedna z gwiazd. Zycie takiej planety byloby bardzo
krétkie i niesamowicie chaotyczne. Nie ma mowy, zeby istniala. Prawda?

Jak do tej pory zaobserwowaliSmy okoto
4000 planet spoza Ukladu Stonecznego.

... Prawda?

A jednak! Pierwsza taka planeta zostala odkryta juz w 2000 roku: PSR B1620-26b
krazy réwnoczesnie wokét pulsara i biatego karta. Od tego czasu zaobserwowali$my
juz 11 uktadéw binarnych gwiazd posiadajacych planete. Zdarza sie, ze jest tych
planet wiele. Ich orbity sa mniej lub bardziej stabilne, ale istnieja. Co wiecej,
znalezlidmy réwniez planete krazaca w uktadzie nie dwdch, nie trzech, a czterech
gwiazd!

)

Na planetach znajdujacych si¢ w ukladach podwéjnych gwiazd
najprawdopodobniej nie istnieje zycie w formie takiej jak na Ziemi. Drastyczne
zmiany temperatury wynikajace z obecnosci dwéch gwiazd sg wystarczajaca
przeszkoda. Aczkolwiek jedna z tych planet (Kepler-1647b) teoretycznie znajduje
sie w tzw. ,strefie zamieszkania” i na jej powierzchni mogtaby istnie¢ woda

w stanie cieklym. Planeta ta jest niestety gazowym gigantem, wiec szanse sa
bardzo male, mozemy jednak spekulowaé, ze zycie moglo rozwinac sie na jednym
z jej ksiezycow.

Dzieki coraz lepszym teleskopom jesteSmy w stanie dokladniej przyjrzec sie
uktadom podwdjnym gwiazd. W szczegdlnosci poszukujemy niewielkich zmian
jasnodci i potozenia gwiazd — wskazujacych na istnienie planet. Jednym z takich
instrumentéw jest satelita TESS ( Transiting Ezoplanet Survey Satellite). To
wladnie dzigki temu satelicie w 2020 roku odkryta zostala kolejna interesujaca
planeta w znanym ukladzie podwéjnym gwiazd. TOI-1338 to planeta wielkoSci
mniej wiecej naszego Saturna. Okraza dwie gwiazdy w ciagu niecatych 95 dni. To,
co ja wyroéznia spoérdd innych tego typu planet, to jej zadziwiajaco stabilna orbita.
Oszacowano, ze nie zmienita si¢ ona od okoto 40 000 lat. To dobra wiadomo$é

dla planety — oznacza, ze w najblizszym czasie nie zostanie ona wystrzelona ze
swojej orbity. Niestety, jest gazowym gigantem, wiec prézno doszukiwaé sie na niej
piaskéw Tatooine.

Ale wciaz szukamy.

... 1 niech moc bedzie z nami.

Anna DURKALEC

Niebo w sierpniu

Osmy miesigc roku jest pierwszym po przesileniu letnim,
w ktérym Stonce szybko wedruje na potudnie, obnizajac
w ciggu miesigca wysoko$é gérowania o ponad 10°. W Slad
za tym wyraznie zmniejsza si¢ czas przebywania Stonica
nad horyzontem, skraca sie dtugos¢ dnia i wydtuza dtugosé
nocy. W sierpniu na terenie calego kraju wystepuja noce
astronomiczne, a zatem przy nieobecnosci Ksiezyca mozna
obserwowa¢ nawet stabsze obiekty niebieskie, ktére zwykle

przy nie do konica ciemnym niebie sa trudne do dostrzezenia.
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Nie ma juz szans na pojawienie sie u nas zjawiska tuku
okolohoryzontalnego (wiecej o nim na angielskiej stronie:
www.atoptics.co.uk/cha2.htm), poniewaz Stonce wedruje
za nisko, ale warto pamigta¢ o nim podczas wyjazdéw

w basen Morza Srédziemnego lub dalej na potudnie, gdzie
sezon na to zjawisko trwa dtuzej. Na poczatku sierpnia
nad Baltykiem mozna jeszcze probowaé dostrzec obtoki
srebrzyste, ale nawet tam im blizej wrzesnia, tym szansa na
ich pojawienie si¢ zbliza si¢ do zera.


https://www.atoptics.co.uk/cha2.htm

W sierpniu dobrze, lub bardzo dobrze, widoczne sa cztery
ostatnie planety Ukladu Stonecznego. Jowisz i Saturn
przechodza w tym miesiacu przez opozycje wzgledem
Storica, Uran i Neptun tez szykuja sie do swoich opozycji,
przez ktore przejda we wrzeSniu (Neptun) i w pazdzierniku
(Uran). Planety typu ziemskiego z duzych pélnocnych
szerokosci geograficznych widoczne sa stabo badz

wcale. Merkury pierwszego dnia sierpnia przejdzie przez
koniunkcje gérna, czyli spotka sie ze Storicem, wedrujac
wtedy po przeciwnej jego stronie niz Ziemia. Nastepnie
podazy w kierunku maksymalnej elongacji wschodniej,

by w potowie wrzesnia oddali¢ sie na bardzo duza, jak na
te planete, odleglosé 27°. Elongacja wschodnia oznacza
polozenie na wschéd od Stonca i widocznoéé wieczorna.

O tej porze doby na przelomie lata i jesieni ekliptyka jest
nachylona do horyzontu pod malym katem. Wskutek tego
Merkury w dniu maksymalnej elongacji zachodzi mniej niz
pol godziny po Slonicu i jest niewidoczny. Bardzo dobre
warunki obserwacyjne tej planety wystepuja za to blizej
réwnika i na potkuli potudniowe;j.

Druga z planet wewnetrznych dazy do swojej maksymalnej
elongacji wschodniej, ktora osiagnie pod koniec
pazdziernika. Wenus niestety tez pada ofiara niskiego
polozenia ekliptyki — mimo tego, ze pod koniec sierpnia
oddali sie od Stonca na ponad 40°, to juz w momencie
jego zachodu zajmuje pozycje na wysokosci mniejszej
niz 10° i znika z niebosklonu zaledwie godzine péZniej.
Nie pomaga tutaj fakt, ze w sierpniu planeta przechodzi
na potudnie od ekliptyki i az do konca jesieni pozostanie
po tej stronie. Jednak pomimo tych przeciwnosci jej
zaobserwowanie jest mozliwe, a to dlatego, ze Swieci
bardzo jasno. Nie jest to latwe, gdyz na dostrzezenie

planety po zachodzie Slonica jest tylko kilkadziesiat minut.

W sierpniu blask Wenus wynosi —4™, a jej tarcza ma
$rednice 15" i faze ponad 75%. Znacznie lepiej widaé ja
na potudnie od Polski.

Dwie najwieksze planety Ukladu Slonecznego sa widoczne
catkiem dobrze. Nie mozna napisa¢, ze bardzo dobrze,
poniewaz Saturn goéruje na wysokosci okoto 20°, Jowisz
za$ tylko o 5° wyzej, i ich $wiatto przed dotarciem do
powierzchni Ziemi musi przej$é przez gruba warstwe
atmosfery. Pocieszeniem jest fakt, ze planety géruja kilka
stopni wyzej niz rok temu, a zatem ich obraz teleskopowy
jest mniej zdegradowany. Drugiego dnia sierpnia Saturn
znajdzie sie w opozycji wzgledem Slonca, zas 20 sierpnia
te sama konfiguracje zajmie Jowisz. Stad tez druga polowa
lata jest najlepszym okresem widocznosci obu planet,
ktore teraz maja najwigksze jasnosci i rozmiary katowe.
Jowisz $wieci z jasnoScig —2,9™ przy Srednicy tarczy 49",
blask Saturna natomiast wynosi 40,2, a jego tarcza

ma $rednice 19”. Jowisza od Saturna oddziela na niebie
niecate 20°.

W tym roku Jowisz przechodzi przez réwnonoc

i ptaszczyzna jego réwnika jest rownolegla do plaszczyzny
orbity Ziemi. W §lad za tym plaszczyzny orbit ksiezycdw
galileuszowych planety réwniez ustawione sa réwnolegle
do ekliptyki. W rezultacie co jaki$ czas dochodzi

do wzajemnych zakryé¢ i za¢mien jednych ksiezycow
galileuszowych przez inne, co przez teleskopy mozna
obserwowad jako zlewanie sie ksiezycéw ze soba, albo
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kilkugodzinne pociemnienie za¢miewanego ksiezyca.
Wiecej o tych zjawiskach mozna poczytaé na stronie
amerykanskiego czasopisma Sky and Telescope
(skyandtelescope.org/astronomy-news/mutual-event-
season-heats-up-at-jupiter/.

Neptun przechodzi przez opozycje w polowie wrzesnia,
natomiast Uran niecale dwa miesiace pdzniej.

Neptun w swojej wedrowce dotart juz na pogranicze
gwiazdozbiorow Wodnika i Ryb, przecinajac potudnik
lokalny 10° wyzej od Jowisza. Uran kresli swoja petle

w gwiazdozbiorze Barana i géruje o $wicie, ale pod
koniec nocy astronomicznej przekracza wysokos¢ 50° nad
widnokregiem. A zatem w sierpniu warunki obserwacyjne
dwoch ostatnich planet Ukladu Stonecznego sa znacznie
lepsze od dwoch najwigkszych. W sierpniu Neptun osiaga
jasnos¢ +7,8™, Uran natomiast jest o 2,1 jadniejszy.

Do dostrzezenia Neptuna potrzebna jest wigksza lornetka
lub teleskop. Urana na ciemnym niebie mozna dostrzec
golym okiem.

W sierpniu promieniuja meteory ze znanego roju
Perseidéw, osiggajac maksimum aktywnosci okoto

12 dnia miesiaca. Jest to najchetniej obserwowany rodj
meteoréw, gdyz o tej porze roku noce najczesciej sa
jeszcze ciepte, a i podczas wakacji zwykle jest wiecej
wolnego czasu. Radiant roju znajduje si¢ na pograniczu
gwiazdozbiorow Perseusza i Kasjopei. Okoto godziny 3,
na koniec nocy astronomicznej radiant osiaga wysoko$é
60° nad wschodnia czeécia niebosklonu. W maksimum
aktywnosci mozna spodziewaé si¢ nawet ponad 100
meteoré6w na godzing. W tym roku warunki obserwacyjne
Perseidéw sa bardzo dobre, nie przeszkodzi nam w tym
stabo widoczny wtedy Ksiezyc przed I kwadra.

Srebrny Glob zacznie miesiac od ostatniej kwadry

i spotkania z Uranem w gwiazdozbiorze Barana i podazy
do nowiu 8 sierpnia. O tej porze roku rano ekliptyka
tworzy duzy kat z widnokregiem, stad Ksiezyc mozna
obserwowaé prawie do samego spotkania ze Storicem.

Po drodze 2 sierpnia 35-procentowy sierp Ksiezyca
przejdzie 7° na poludnie od Plejad, dobe pdZniej

za$ odchudzony do 27% dotrze na 5° na pdéinoc od
Aldebarana. Kolejno 5, 6 i 7 dnia sierpnia bardzo cienki
juz sierp Srebrnego Globu odwiedzi gwiazdozbiér BliZzniat.
W tym czasie jego tarcza pokaze faze, odpowiednio, 12%,
6% i zaledwie 2%. Na godzine przed wschodem Storica

7 sierpnia bardzo cienki sierp Ksiezyca zdazy sie wzniesé
na wysokosé 6°, a kolejno 6° i 10° nad nim znajdzie si¢
para gwiazd Polluks i Kastor.

Po nowiu, 11 sierpnia, naturalny satelita Ziemi

w fazie 12% przejdzie 5° od Wenus, dwa dni p6zniej,

w fazie zwigkszonej do 30%, przejdzie 5° od Spiki

w Pannie, by 15 sierpnia osiagnaé I kwadre w Wadze.
Dobe pézniej tarcza Ksiezyca minie Antaresa w Skorpionie
w odleglosci nieco ponad 3°. Pelnia Ksiezyca przypada
na 22 sierpnia, a wczesniej odwiedzi on planety Saturn

i Jowisz. Przed koricem miesigca Srebrny Glob dotrze do
ostatniej kwadry, przechodzac wtedy miedzy Plejadami
a Hiadami. Zanim to nastapi, 24 sierpnia czeka Ksiezyc
spotkanie z Neptunem, za$ 4 dni pézniej — z Uranem.

Ariel MAJCHER
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne
Wtadca z glowag w gwiazdach

Nikt nie watpi, ze naukowcy, zwlaszcza zajmujacy sie¢ naukami Scistymi

i przyrodniczymi, sg bardzo umiedzynarodowiona spotecznoécia. Jednak,

gdy myslimy o tym, skad wzieta sie wiedza, na ktorej zbudowane sa obecne
przekonania o funkcjonowaniu Swiata, mamy niewatpliwa tendencje, by zawezaé
nasze my$lenie do osiagnie¢ kultury Zachodu.

Dlatego tylko wtajemniczeni wiedza, ze wnuk mongolskiego wodza Timura,
zwanego rowniez Tamerlanem, byl wybitnym pietnastowiecznym astronomem
(baza filmowa IMDb wrecz uwaza go za postaé fikcyjna). Ulug Beg
(1394-1449), bo o nim bedzie mowa, towarzyszyl swojemu dziadkowi

w podbojach, z woli ojca-wladcy zostal w wieku szesnastu lat gubernatorem
Samarkandy (obecnie Uzbekistan), a nieco pdézniej rzadzil réwniez cala
otaczajaca ja prowincja. Wybudowawszy w swej stolicy medrese, ktorej budowle
mozna do dzi$ podziwiaé, uczynil ja waznym osrodkiem zycia naukowego.

Ulug Beg pasjonowat sie przede wszystkim astronomia. Wybudowat wielkie
obserwatorium, doskonale wyposazone w réznorodne przyrzady naukowe, w tym
olbrzymi sekstans o promieniu 36 metréw, za pomoca ktérego moégl osiagnac
doktadnosé katowa w okreslaniu polozenia Stonca i Ksiezyca odpowiadajaca
rozmiarowi pieciogroszéwki ogladanej z odlegloéci poét kilometra. Dzieki temu
mégt np. wyznaczy¢ nachylenie osi obrotu Ziemi do ptaszczyzny obiegu Ziemi
wokot Stonca tak doktadnie, ze uzyskana przezen wartosé jest zgodna z mierzona
obecnie w zakresie dzisiejszych (!) niepewnosci pomiarowych.

Ulug Beg byt takze autorem niezwykle precyzyjnego katalogu ponad tysiaca
gwiazd, ktérego stworzenie moze si¢ rownaé z dokonaniami Ptolemeusza

i Tychona Brahe. Co wiecej, dzieki doskonalej precyzji swoich obserwacji Utug
Beg byl w stanie poprawi¢ bltedy w katalogu tego pierwszego, popelnione przez
samego autora, jak réwniez jego nastepcow uzupelniajacych te zestawienia.

Dzigki pozycji politycznej i bogactwu Utug Beg moégl prowadzi¢ swoje dziatania
w duzej skali. Zlecil budowe piecdziesieciometrowego gnomonu, za pomoca
ktérego wyznaczyl dlugosé roku gwiazdowego (okres obiegu Ziemi woko6t
Slonica) z dokladno$cig mniejsza niz minuta, a kilka lat pézniej uzyskal wynik
dwukrotnie doktadniejszy. Byt to wynik lepszy nawet od pdzniejszego — niemal
o stulecie — rezultatu przytoczonego przez Kopernika za Thabitem ibn Qurra,
ktory formalnie mial mie¢ dokladnos$é rzedu pojedynczych sekund, ale byt
zaburzony przez niepewno$ci systematyczne.

Trudno wyobrazié¢ sobie prace astronoma niekorzystajacego z funkcji
trygonometrycznych. Utug Beg sporzadzil zatem tablice wartosci funkcji

sinus i tangens z dokladnoscia do ésmego miejsca po przecinku. Opieraly sie
one na doktadnym obliczeniu wartosci sin 1°. Utug Beg zauwazyl, ze jest ona
rozwigzaniem pewnego rOwnania trzeciego stopnia, ktore wyznaczyl za pomoca
metod numerycznych. Wzgledna doktadnos$é tego rachunku byla lepsza niz jedna
stubilionowa.

Zaangazowanie naukowcow w polityke czesto przynosi marne rezultaty.

Po émierci ojca Ulug Beg ruszyt do stolicy cesarstwa Timurydéw, by objaé
opuszczony tron. Jednak ten sam pomyst przyszedl do glowy jego bratankowi,
ktory pobit wojska stryja, niweczac jego plany sukcesyjne. W miedzyczasie
przeciw Ulug Begowi wystapit takze jego najstarszy syn, ktéry wykorzystat
przewage militarng oraz bunt w Samarkandzie i pozbawil ojca wladzy. Ulug
Beg otrzymal zezwolenie na pielgrzymke do Mekki, ktora miata by¢ swoistym
wygnaniem, jednak wystani przez zapobiegliwego syna skrytobdjcy dopilnowali,
aby z niej nie powrdcil.

W tym roku pamieci Ulug Bega po$wiecona byla jedna z sesji
wielkiej, miedzynarodowej konferencji grawitacyjno-astrofizycznej
im. Marcela Grossmanna.

Kraysztof TURZYNSKI
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Sam nie wiem, co sie tu jeszcze miesci
Barttomiej BZDEGA

Ten odcinek kacika poswiecony jest zadaniom, w ktorych musimy rozstrzygac,

czy dana liczba obiektéw pewnego rodzaju miesci sie na okreslonym obszarze.
Najczesciej pytamy o najwieksza mozliwa liczbe obiektéw (niech m bedzie ta liczba)
— w takim przypadku rozwigzanie zadania powinno si¢ sktadaé¢ z dwoch czesci:

(1) wykazania, ze m obiektéw sie zmiesci;

(2) wykazania, ze nie zmiedci sie ich wiecej niz m.

Jako przyklad rozwiazemy nastepujace zadanie:

0. Na kwadracie o boku 2 nalezy wybraé najwigksza mozliwa liczbe punktow, tak
by odlegloé¢ pomiedzy kazdymi dwoma z nich byla nie mniejsza niz 1.

Cze$é (1) jest zazwyczaj prostsza — tu wystarczy podaé jedno rozmieszczenie

najwiekszej mozliwej liczby punktéow. Nietrudno zgadnaé, ze jest ich 9:

w naroznikach, na $rodkach bokéw i na érodku kwadratu.

Cze$é (2) jest trudniejsza — trzeba udowodnié, ze jesli wybrano wiecej punktéw,

to nie spelniaja one zalozen zadania, czyli rozwazy¢ wszystkie mozliwe wybory
wiekszej liczby punktéw. Jest ich na ogét bardzo duzo, a czasem — jak w tym
zadaniu — nieskonczenie wiele, wiec nie da sie przeanalizowaé ich wszystkich po
kolei; do tego potrzebna jest metoda. Pokaze tutaj dwie, pierwsza z nich pozwala na
dokoniczenie rozwiazania.

Metoda podzialu polega na tym, ze dzielimy obszar na kilka mniejszych, na
ktérych potrafimy oszacowaé liczbe obiektéw. Kwadrat o boku 2 mozna podzieli¢ na
9 kwadracikéw o boku % Z nieréwnosci %\/5 < 1 wynika, ze na kazdym kwadraciku
mozna wybraé¢ co najwyzej jeden punkt, a zatem ich liczba nie moze przekroczy¢ 9.

Druga jest metoda miary, ktora zazwyczaj stosujemy wtedy, gdy obiekty, ktore
umieszczamy, maja miare, czyli na przyktad pole lub objetosé. Idea jest bardzo
prosta: taczna miara umieszczanych obiektéw, o ile sa one parami roztaczne, nie
moze przekroczyé¢ miary obszaru, na ktérym je umieszczamy.

Metody miary nie mozemy bezposrednio zastosowa¢ do powyzszego zadania,

ale da sig¢ to zrobié po jego lekkiej modyfikacji. Jesli narysujemy kota otwarte

0 promieniu %, ktorych érodkami sa wybrane punkty, to te kola sa roztaczne,

bo odlegloéci miedzy wybranymi punktami wynosza co najmniej 1. Obszar, na
ktérym te kola si¢ znajduja, nie jest juz kwadratem o boku 2, bo moga one poza
ten kwadrat wystawac. Jest to kwadrat o boku 2 obudowany czterema prostokatami
o wymiarach 2 x % i czterema ¢wiartkami kola o promieniu % Jego pole jest rowne
8+ iﬂ', a pole pojedynczego kota to ir. Jezeli zatem n jest liczba umieszczonych
punktéw, to %71’ n <8+ iw, co daje n < 11. W tym przypadku metoda nie dala
pozadanego rezultatu, oszacowanie jest za stabe. No cdz... trzeba sprobowaé inaczej.

Zadania

1. Na szachownicy 8 x 8 nalezy umiesci¢ najwieksza mozliwa liczbe figur szachowych
danego rodzaju w taki sposob, by zadne dwie z nich si¢ nie atakowaly:
(a) wieze; (b) gorice; (c) skoczki; (d) krole.

2. Jaka najwigksza liczbe prostopadloscianéw o wymiarach 2 x 2 x 1 mozna zmiescic¢
w szeSciennym pudetku o krawedzi 37

3. Czy w kwadracie o boku 5 mozna tak umiedci¢ 6 punktéw, by kazde dwa z nich
byly oddalone co najmniej o 37

4. Rozstrzygnaé, czy w szesciennym pudetku o krawedzi 4 mozna umiesci¢ 65 kul
o érednicy 1 (52 OM).

5. Na ptlaszczyznie umieszczono 2017 punktéw w taki sposob, ze odlegltosé miedzy
kazdymi dwoma z nich jest wigksza od 1. Wykazaé, ze odlegtos¢ pomiedzy
pewnymi dwoma sposréd tych punktéw jest wieksza od 35 (69 OM).

6. Wewnatrz kota o érednicy 1 chcemy narysowaé¢ pewna liczbe okregéw o sumie
Srednic wiekszej niz 1. Dodatkowym warunkiem jest istnienie takiej prostej ¢,
ze kazda prosta réwnolegta do ¢ jest sieczna co najwyzej jednego narysowanego
okregu. Czy to jest mozliwe?
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