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* Wydzial Matematyki i Fizyki
Stosowanej, Politechnika Rzeszowska
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Odkryj wielokat! Jarostaw GORNICKI*

Punkty z rysunku 1, jako érodki kolejnych bokéw wielokata, koduja pewien
obrazek. Czy potrafisz go odtworzy¢? Spréobuj! Rozpatrzmy sytuacje ogdlna.
Problem. Czy (jak?, kiedy?) mozna odtworzyé wielokqt, gdy znamy $rodki jego
kolejnych bokow?

Rozpoczniemy od prostego przypadku, gdy na plaszczyznie dane sa trzy

rézne punkty Sy, Sa, S3. Zbudujemy trojkat AW WoWs taki, ze punkty S;

sa $rodkami jego bokéw. Pokazemy jednoczednie, ze zlozZenie trzech (ogdlnie
nieparzystej liczby > 3) symetrii sSrodkowych jest symetria $rodkowa.

Gdy bedzie to dla nas wygodne, na punkty plaszczyzny bedziemy patrzeé jak
na wektory zaczepione w poczatku ukladu wspélrzednych (oznaczenia wektoréw
pomijamy).
Wybieramy na plaszczyZnie punkt W rézny od wszystkich punktéw Si.
Symetryczne odbicie punktu W wzgledem punktu S; wyznacza punkt Wi,
symetryczne odbicie punktu Wy wzgledem Sy daje punkt Wa, a symetryczne
odbicie punktu Wy wzgledem Sz wyznacza punkt W3 (rys. 2). Takie
przeksztalcenie plaszczyzny W — Ws jest symetria srodkows.
Istotnie, eliminujac W, i Wy z réwnaii opisujacych warunki symetrii

Wy =28 —W, Wy=2S8—-W;, Ws=2S53—Ws,
otrzymujemy wzér W3 = 2(S; — Sz + S3) — W, a stad poszukiwany $rodek
symetrii -

Wi+ W
2 1

Jako jedyny punkt staly przeksztatcenia W — Ws, punkt W, = §(W3 + W) jest
jednym z wierzcholkéw tréjkata AW WoWs, ktéry latwo wyznaczyé (rys. 2).

=57 — Sy + 5;5.

Rozumowanie to dziala w przypadku kazdej nieparzystej liczby réznych
punktéw Sy, Sa, ..., Sor1 (k > 1) plaszczyzny, ktére sg srodkami kolejnych
bokéw wielokata. Proponujemy samodzielnie przeprowadzié te konstrukcje
dla punktéw S; z rysunku 1 — rozwiazanie (o §wiatecznym charakterze) na
stronie [TT1

Rozpatrzmy teraz przypadek, gdy na plaszczyznie dane sg cztery rézne punkty
S1, S92, S3, S4 bedace érodkami kolejnych bokéw wielokata. Pokazemy, ze w tym
przypadku zlozenie symetrii érodkowych jest translacja.

Wybieramy na plaszczyznie punkt W rézny od kazdego z punktéw S;.
Symetryczne odbicie punktu W wzgledem punktu S; daje punkt Wi,
symetryczne odbicie punktu W; wzgledem S, wyznacza punkt Wy, symetryczne
odbicie punktu W5 wzgledem S3 daje W5 i wreszcie symetryczne odbicie
punktu W3 wzgledem S; wyznacza punkt W,. Eliminujac punkty Wi, Wa, W5
z warunkow symetrii

W1:2517W7 WQZQSQ*WM
otrzymujemy

Wy =283 —Wa, Wy=28—W;,
Wy 22(54—5:3-|-SQ—Sl)-i-VV7

co oznacza, ze przeksztalcenie plaszczyzny W — Wy jest translacjg o wektor

2(S4 — S5+ S2 — S1). Gdy jest to translacja o wektor niezerowy, nie istnieje

czworokat, ktorego srodki bokéw sa zadanymi wezeéniej punktami (gdyz jeden

z wierzcholkow tego czworokata musialby by¢ punktem stalym wspomnianej

translacji).

Réwnosé W = W, (czyli istnienie czworokata spetniajacego warunki zadania) ma
miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy
So + 54
2 2
czyli gdy érodek odcinka laczacego punkty S; i Sy pokrywa sie ze Srodkiem
odcinka laczacego punkty S; i S3. Wéwcezas czworokatéow spelniajacych warunki

S1+ S

zadania jest nieskoniczenie wiele, punkt W (Ilub W), rézny od kazdego punktu S;,
mozemy wybraé¢ dowolnie (rys. 3).
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* Adiunkt, Narodowe Centrum Badan
Jadrowych

Gwiazdy typu OB to gorace, masywne
gwiazdy widmowe typu O (hiperolbrzymy
o temperaturze powierzchni

25000-50 000 K i masach >16 Mg) lub
wczesnego typu B (jasne, masywne,
2,1-16 M, olbrzymy o temperaturze

10 000-30000 K), ktére tworzg sie

w luzno zorganizowanych grupach
zwanych stowarzyszeniami OB. Oba typy
gwiazdowe sg bardzo masywne i krétko
zyjace, dlatego nie oddalajg si¢ zbyt od
miejsca swojego powstania.

* *
* *
R .
* *
* *
Pierwsze  Drugie Trzecie

Formacja
czwartego
pokolenia
w chmurze
pylu

pokolenie pokolenie  pokolenie

Rys. 1. Schematyczne przedstawienie
sekwencyjnego scenariusza tworzenia si¢
gwiazd z uformowanymi trzema
pokoleniami i czwartym pokoleniem
gwiazd tworzacym si¢ w chmurze pytu.
Strzalki wskazuja, ze do powstania
drugiego i wyzszych pokolen gwiazd
przyczynila sie bezpos$rednio podgrupa
wczesniejsza

Gwiazdy o masach wigkszych niz 8 Mg
nazywane sg gwiazdami o duzej masie.

Rozumowanie to pozostaje prawdziwe dla dowolnej parzystej liczby réznych

punktéw plaszczyzny Sy, S, ..., Sor (k > 2) bedacych §rodkami kolejnych bokéw

wielokata. OdkryliSmy w ten sposéb nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie (Edward Kasner, 1903). Niech S, Sa,..., S; (i = 3) bedg réznymi

punktami plaszczyzny, ktore sq $rodkamsi kolejnych bokow wielokgta.

(a) Jezelii jest liczbg nieparzystq (i =2k + 1, k > 1), to istnieje dokladnie jeden
wielokgt W1Ws ... W; taki, Ze

(%)
(b) Jezelii jest liczba parzystq (i = 2k, k = 2), to wielokgt W1Wy ... W;

spelniajgcy warunek (x) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy

S1+S3+...4+8Sok_1=82+8S4s+ ...+ So.

1 ) . .
S = 5Wi+Wji), §=1,2,....i, gdzie Wisy = W1

Punkt (b) geometrycznie oznacza, ze zbiory punktéw S; o indeksach
nieparzystych oraz parzystych maja ten sam Srodek ciezkosci. Wéwcezas takich
wielokatéw jest nieskoniczenie wiele i dowolny punkt plaszczyzny rézny od
punktéw S; moze peié role wierzchotka W;.

Powyzsze uwagi nie wyczerpuja zagadnienia. Rozwazania mozna prowadzic,
rozpatrujac dla i > 4 ,wieloboki przestrzenne”.

Opisana sytuacja to prosta ilustracja dziatania skoniczonych szeregéw Fouriera,
og0lniej — analizy harmonicznej, ktéra z matego zbioru informacji stara sie
odtworzy¢ ogdlniejsze zjawisko. Czasem mozna to zrobi¢ bardzo precyzyjnie,
innym razem tylko w ogblnym zarysie, a czasem jest to niemozliwe.

Collect and Collapse: obszary
zjonizowane a formowanie sie gwiazd

Miguel FIGUEIRA*

W potowie XX wieku astronomowie zaobserwowali kilka niezwiazanych ze

soba grawitacyjnie skupisk gwiazd wysokomasowych typu OB (tzw. asocjacji
gwiazdowych OB). Okazalo sie, ze kazda z tych grup zawiera gwiazdy mniej
wiecej w tym samym wieku, co moze sugerowaé, ze formowanie si¢ gwiazd

w tych obszarach nastepowalo w sposéb sekwencyjny: pierwsza generacja
spowodowala uformowanie drugiego pokolenia gwiazd o duzych masach, druga —
trzeciego i tak dalej (rys. [1)). Ten prosty, sekwencyjny scenariusz moze wyjasnié,
w jaki sposéb gwiazdy w kazdej z zaobserwowanych podgrup znajduja sie w tej
samej lub bardzo zblizonej fazie ewolucji.

Terminem H1I astronomowie okreslaja zjonizowany wodér atomowy (obszar

H1 to oblok neutralnego wodoru atomowego, a Hy to wodor czasteczkowy).

W artykule ,,Gwiezdne przedszkola — obszary H1I w galaktyce” (A3)),

opisalem tworzenie sie zjonizowanych (H1I) regionéw wokdl gwiazd o duzych
masach. Zasadniczo gwiazdy o duzej masie emituja fotony w zakresie
ultrafioletowych (UV) dlugosci fal elektromagnetycznych, ktére jonizuja chmure
wodoru wokoét nich. Kiedy liczba jonizacji jest réwna liczbie rekombinacji,
obszar H1I osiaga swoja poczatkows wielko$é nazywanag sfera Stromgrena.

Po utworzeniu sfery Stromgrena ci$nienie jonizacji wewnatrz obszaru H 11

jest wieksze niz ci$nienie otaczajacej go chmury. Ta réznica cisnien powoduje
rozpoczecie fazy ekspansji. NaddZzwigkowy front jonizacyjny (IF) tworzy

front uderzeniowy (SF), ktéry nastepnie $ciesnia chmure (A3,). Poprzez
rozszerzanie si¢ coraz wigcej materialu gromadzi si¢ pomiedzy frontami.
Stabilne ci$nienie utrzymywane pomiedzy frontami IF a SF sprawia, ze

chmura (w ksztalcie torusa) jest odporna na zapadanie grawitacyjne, az do
momentu osiagniecia gestoséci krytycznej, powyzej ktérej utrzymywany pomiedzy
frontami material rozpada si¢ na kawalki. Powstale w ten sposéb fragmenty
beda stanowity siedlisko dla kolejnych pokolen gwiazd. Mechanizm ten,

w ktérym nowe pokolenie gwiazd jest konsekwencja gromadzenia si¢ (collect)

2



H, to linia w widmie atomu wodoru
o dtugosci fali rzedu 656,28 nm.

Tlumaczenie: Katarzyna MALEK
1 Anna DURKALEC

materiatu i zapadania sie (collapse) otrzymanej chmury materialu, znany jest
jako Collect&Collapse (C&C) i zostal odkryty przez Bruce’a Elmegreena

i Charlesa Lade w 1977 roku. Zauwazyli oni, ze warstwa ogrzana przez region

H 11 sprzyja powstawaniu gwiazd o duzej masie, poniewaz masa otrzymanych
fragmentéw jest proporcjonalna do temperatury materialu w warstwie pomiedzy
frontami. Ponadto niestabilno$¢ w obszarze H 11, spowodowana wstrzasem

z rozpadu warstwy po osiagnieciu temperatury krytycznej, prowadzi do
powstawania wiekszych, a co za tym idzie, masywniejszych fragmentéw.

Innymi stowy, gwiazdy wysokomasowe moga wzbudza¢ powstawanie gwiazd
wysokomasowych, ktére nastepnie same moga indukowaé¢ powstawanie nowych
gwiazd wysokomasowych. Taka reakcja tancuchowa moze zachodzi¢ do momentu
wyczerpania zapasu gazu w chmurze.

W celu oszacowania wlasciwosci fizycznych zwigzanych z fragmentami warstw
astronomowie positkuja sie sformulowaniami analitycznymi. Ponizej przyjrzymy
sie dwém z nich — czasowi potrzebnemu do rozdrobnienia (fragmentacji) warstwy
oraz $redniej masie powstalych kawalkow:
-1 -5 4 -1 -5

tirag ~ 1,56 Myr - csll1 . Ll?c “ngt’ Mirag ~ 23Mg - cﬁ . Ll?c “ngt’
gdzie cg, N1yc oraz ng oznaczaja kolejno predko$é dzwieku, liczbe fotonéw
o energiach powyzej granicy Lymana emitowanych z masywnej gwiazdy
oraz poczatkows gestos¢ chmury, a Myr oznacza miliony lat. W pierwszym
przyblizeniu przyjmujemy, ze cs ~ T:, gdzie T jest temperatura chmury. Liczbe
fotonéw Npyc mozemy wyznaczy¢ z pomiaru linii H, (cecha charakterystyczna
zjonizowanego wodoru), emisji swobodno-swobodnej (free-free emission,
promieniowanie pochodzace z rozpraszania swobodnych elektronéw na jonach,
obserwowane w radiowych dlugosciach fal) lub z symulacji, o ile znany jest typ
spektralny gwiazdy o wysokiej masie. Warto$¢ ng jest trudna do oszacowania,
poniewaz poczatkowy rozklad pylu w chmurze nie jest znany. Generalnie
zakladamy, ze material neutralny zawarty w warstwie poczatkowo znajdowal
sie wewnatrz obszaru H1I.
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Rys. 2. Czas potrzebny do rozdrobnienia warstwy, teag (lewy panel) oraz $rednia masa fragmentéw
Mtrag (prawy panel) w funkcji poczatkowej gestosci chmury ng. Ciggte linie odpowiadaja modelowi

z typowymi wartosciami ¢s oraz Nipyc, linia przerywana otrzymana jest dla cs = 0,4 km s,

a kropkowana dla Npyc = 1049 g1

Na rysunku [2| ciagla linia przedstawiona jest zaleznosé czasu potrzebnego do
rozdrobnienia warstwy, teag, W funkcji parametru ng dla wartosci ¢; = 0,3 km s~
(T ~ 20 K) oraz Npyc = 10*® s71. Wraz ze wzrostem parametru ng krytyczna
gestosé, powyzej ktorej warstwa rozpada sie, osiagana jest szybciej, a wiec
thag jest nizszy. Réwniez wzrost Npyc (10 s™1, linia kropkowana) prowadzi
do skrécenia czasu teag. Jesli T wzrosnie o wspolezynnik 2 (cs ~ 0,4 km s™1,
przerywana linia), ty.e takze wzrosnie, gdyz temperatura bedzie przeciwdzialaé
zapasci grawitacyjnej. Na rysunku mozna zaobserwowad, ze masa fragmentow
zalezy gléwnie od czynnika cg, czyli posrednio od temperatury chmury, ale takze
od niestabilnoéci w warstwie, a nie od Nryc czy ng.

1

Wystepowanie masywnych fragmentéw nie jest gwarancja, ze gwiazdy o duzej
masie beda si¢ w nich skutecznie formowad, ale zdecydowanie wspiera teze, ze
gwiazdy o masach powyzej 8 M maja, poprzez mechanizm C&C, potencjal do
tworzenia nowego pokolenia gwiazd o duzych masach.
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*Instytut Matematyki, Uniwersytet
Gdanski
**Biuro Informatyki Ubezpieczeniowej
Pachocki i Ziajka S.C., Gdansk

Proponujemy jeszcze jeden przyktad
dydaktycznego wykorzystania zadania
znalezienia liczb autobiograficznych.
Polecamy nagranie Tanya Khovanova na
YouTube Can you solve the Leonardo da
Vinct riddle?

'LEONARDO DA VINCI'S
. SECRET VAULT |

=2

Sa podane dwie liczby 1210 i 3 211 000.
Aby wej$é do pomieszczenia, nalezy
podaé trzecia, najdtuzsza liczbe — szyfr
otwierajacy drzwi.

O liczbach autobiograficznych
Piotr ZARZYCKI*, Ryszard KUBIAK**

Rzadko sie zdarza, by matematyka pojawiala sie w gazetach codziennych,
bardzo rzadko ludzie niezajmujacy sie zawodowo matematyka o niej rozmawiaja,
(takie rozmowy zdarzaja si¢ najczeéciej w okresie egzaminéw koriczacych

jaki$ etap nauczania). Poczatek roku 2020 byl pod tym wzgledem wyjatkowy,
kilkoro znajomych (niematematykéw) pytalo nas, czy wiemy, jaka szczegdlna
ceche ma liczba 2020 — nie wiedzieliSmy. SprawdziliSmy. .. Okazalo sig, ze
doniesienia o niezwyklosci tej liczby pojawily sie w codziennej prasie. Na
przykltad w internetowym wydaniu Gazety Wyborczej z 1 stycznia biezacego
roku mozna znalezé artykul Piotra Cieslinskiego o tytule ,,2020”. Ten rok ma

w sobie matematyczna zagadke. Autor pisze tak: Zauwazmy, zZe jej pierwsza
cyfra jest zarazem liczbg zer w jej zapisie dziesietnym, druga — liczbg jedynek,
trzecia — liczbg dwdjek, czwarta — liczbg trdjek. [...] Podobng wlasno$é ma
liczba 8211000 [...] Liczby o takiej wilasnosci, ktérych zapis ,,opowiada”

o nich samych, nazywane sq liczbami autobiograficznymi. Jest ich bardzo malo.
Naprawde bardzo malto. Liczbami autobiograficznymi sa na przyklad: 1210, 2020,
21200, 3211 000. .. Wielokropek wskazuje tu, ze ta lista jest niepelna. Czytelnik
Dociekliwy z pewnoécia sprobuje uzupetnié ja samodzielnie.

Zacznijmy od zalet dydaktycznych liczb autobiograficznych. Na powyzszej
liscie nie ma liczb jedno-, dwu- badz trzycyfrowych. Znalezienie ich to ladne
zadanie dla uczniéw szkolty podstawowej, nawet w nauczaniu wczesnoszkolnym.
Znalezienie liczb autobiograficznych o czterech lub pieciu cyfrach, jak tez
uzasadnienie nieistnienia liczby autobiograficznej szesciocyfrowej moze by¢
ciekawe dla uczniéw szkol srednich. Problem znalezienia liczby autobiograficznej
siedmiocyfrowej pojawil sie w Scottish Mathematical Challenge Examination
1978-1979, a problem dotyczacy liczby autobiograficznej dziesieciocyfrowej

w Wisconsin Mathematics Science and Engineering Talent Search Examination
1987-1988.

Znalezienie liczb autobiograficznych cztero- i pieciocyfrowych wymaga
rozpatrzenia stosunkowo nieduzej liczby przypadkéw. Dla liczb o szeéciu lub
wiecej cyfrach mozliwoéci jest tak wiele, ze warto do poszukiwan zaangazowac
komputer. Do zmudnej pracy szukania liczb autobiograficznych siedmio-

i oSmiocyfrowych wykorzystajmy program MATHEMATICA. Najpierw
przyjrzyjmy sie nastepujacej funkcji:

sprawdzenie[n_]:=
If [RotateRight [DigitCount [n]]==PadRight [IntegerDigits[n],10],
Return[True] ,Return[False]]

Wynikiem polecenia DigitCount [n] jest lista dziesieciocyfrowa. Jej pierwszy
element to liczba jedynek w zapisie liczby n, drugi to liczba dwdjek, ...,
dziesiaty to liczba zer. RotateRight przesuwa elementy listy o jedno miejsce

w lewo, a pierwszy element na koniec listy. Komenda IntegerDigits[n]
zapisuje liczbe w postaci listy kolejnych jej cyfr, natomiast PadRight dopisuje

z prawej strony listy IntegerDigits[n] brakujaca liczbe zer tak, by otrzymana
lista miata 10 elementéw. Program do szukania siedmiocyfrowych liczb
autobiograficznych jest nastepujacy:

auto7:=(L={};Do[If [sprawdzenie[n]==True,AppendTo[L,n] ,n=n+1],
{n,1000000,9999999}] ;Return[L])

Startujac od listy pustej i sprawdzajac kolejne liczby siedmiocyfrowe, po

czym ewentualnie dolaczajac (komenda AppendTo) do listy znalezione

liczby autobiograficzne, otrzymujemy po okolo 10 minutach liczbe

3211 000. Niewielka modyfikacja programu auto7 pozwala znalez¢ liczbe
autobiograficzna oSmiocyfrowa, ale przeszukiwanie trwalo ponad godzine.
Dla liczb o$miocyfrowych warto zmniejszy¢ zakres przeszukiwan, od 10 000 000
do 59999 999. Latwo uzasadnié, ze osmiocyfrowa liczba autobiograficzna nie
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https://www.youtube.com/watch?v=lRfdMiURV4s
https://www.youtube.com/watch?v=lRfdMiURV4s

Rozwigzanie zadania M 1658.
Kazdego uczestnika turnieju potraktujmy
jako wierzchotek, a kazdy mecz jako
krawedZz pewnego grafu skierowanego T,
skierowana od zwyciezcy do przegranego.
Usadzenie k zawodnikéw przy okraglym
stole zgodnie z warunkami zadania jest
réwnowazne istnieniu skierowanego cyklu
dtugosci k (krétko: k-cyklu).

Udowodnimy, ze:

e w T istnieje 3-cykl;

e jesli w T istnieje k-cykl, to istnieje tez
(k+ 1)-cykl, dla k =3,...,n — 2.

Wyniknie stad, ze w T istnieje

(n — 1)-cykl, czyli teza zadania.

Niech Ay — Ay — ... — A,, — A; bedzie
wyjsciowym n-cyklem oraz niech ¢ > 3
bedzie najmniejszym indeksem o tej
wlasnosci, ze A; — Ay (zbiér takich
indekséw jest niepusty, gdyz nalezy do
niego n). Wéwczas

Al — A1 — Ay = Ay, wieew T
istnieje 3-cykl.

Niech By — By — ... — Bj, — Bj bedzie
pewnym k-cyklem, gdzie 3 < k< n— 2,
oraz niech X bedzie dowolnym
wierzcholkiem spoza tego cyklu. Jesli
istnieje takie i, ze B; -+ X — Bj41, to
uzyskujemy (k + 1)-cykl poprzez
wstawienie X pomiedzy B; oraz Bji1
(przyjmujemy Bj1 = By).

W przeciwnym przypadku sa dwie
mozliwoéci: X — B; dla kazdego
i=1,2...,k lub B; — X dla kazdego
i=1,2,...,k; niech X1 bedzie zbiorem
wierzcholkéw X pierwszego typu, a Xo —
zbiorem wierzchotkéw X drugiego typu.

Gdyby X1 = @, to B; — X dla kazdego ¢
oraz kazdego X € X5 — nie moégtby wtedy
jednak istnie¢ n-cykl w T'. Podobnie
gdyby Xo = @, to w T nie méglby istnieé¢
n-cykl. Réwniez gdyby X1 — X3 dla
kazdej pary X1 € X1, Xo € Xo, tow T’
nie méglby istnie¢ n-cykl. Stad wniosek,
ze istnieja wierzchotki X1 € Xy, Xo € &
o tej wlasnosci, ze Xo — X;1. To oznacza,
ze istnieje (k + 1)-cykl

Xy, —+By —>Bys— ... Bp_1—Xo— Xy.

w

Rozwigzanie zadania F 1014.

Szereg promieniotwérezy 2381 to kolejno
nast¢pujace rozpady « i 87 . Szereg
kilkakrotnie si¢ rozgalezia, ale ,wszystkie
drogi prowadza” do koncowego, stabilnego
izotopu 206ph Na kazdej drodze
uwalnianych jest 8 czastek a,

a powstajace w wyniku kolejnych
rozpadéw jadra maja czasy polowicznego
rozpadu wiele rzedéw wielkoéci krétsze
niz 238U najdtuzszy z nich to

2,45 - 10° lat dla 2%4U. Z poczatkowej
liczby m moli 2*8U w czasie od powstania
Ziemi do dzi$ rozpadnie sig:

An = (l - exp(—@)) n,

a w wyniku tych rozpadéw powstanie
8An moli “He. W warunkach normalnych
(temperatura 0°C, ci$nienie 101 325 Pa)
hel jest gazem o objetosci molowej

Vin =~ 22,414 - 1072 m®mol~!. Dla danych
zadania: n = 1 kg/238 g ~ 4,202 mola,
8An = 16,988 mola *He wypelnitby
objetosé

V = 16,988 -22,414 - 10~2 m® ~ 0,381 m?>.

moze sie zaczynaé od cyfr 6, 7, 8 ani 9. Na dalsze préoby, dla liczb dziewiecio-
i dziesigciocyfrowych nie zdecydowaliSmy sie, bo czas oczekiwania bylby juz
nieznosnie dtugi.

Do poszukiwan liczb autobiograficznych wykorzystaliSmy tez jezyk
programowania Python. Oto kod programu (wersja Pythona
co najmniej 3.5):

from typing import List

def liczby_kandydatki(dlugosc: int):

return range(10**(dlugosc-1), 10**dlugosc)
def cyfry_liczby(liczba: int) -> List[int]:
return [ord(c) - ord(’°0’) for c in str(liczba)l
def List[int]) -> int:
liczbal)

ile_razy_w_liscie(liczba: int, lista:
return len([k for k in lista if k ==

def jest_autobiograficzna(liczba: int) -> bool:

cyfry = cyfry_liczby(liczba)

return sum(cyfry) == len(cyfry) and \
all([ile_razy_w_liscie(n, cyfry) == cyfryl[n]

for n in range(len(cyfry))])

def liczby_autobiograficzne_dlugosci(dlugosc: int) -> List[int]:
return [n for n in liczby_kandydatki(dlugosc)

if jest_autobiograficzna(n)]

for ile_cyfr in range(4, 7):
print(°’Liczby autobiograficzne dtugosci ’ + str(ile_cyfr) + ’:7)

print (liczby_autobiograficzne_dlugosci(ile_cyfr))

Instrukcja for ile_cyfr in range(4,7) na koncu tego programu wyszuka
liczby autobiograficzne o dtugosci od 4 do 6. Trwa to kilka sekund. Czytelnik
moze sprawdzi¢ dzialanie programu dla liczb o wiekszej liczbie cyfr, zmieniajac
granice zakresu range. Warto tu zwroci¢ uwage na warunek sum(cyfry) ==
len(cyfry) w funkcji jest_autobiograficzna. Odnosimy si¢ tu do waznej,

a zarazem latwej do udowodnienia wtasnosci liczb autobiograficznych:

(1) Jesli a = apay . .. ay, jest zapisem dziesietnym liczby autobiograficznej a, to

iaizn—i—l.
i=0

Badanie w programie warunku sum(cyfry) == len(cyfry) ma na celu
przyspieszenie obliczen. Chodzi o to, ze jesli ten warunek nie jest spelniony,
to program nie bada drugiego cztonu koniunkcji. Ten drugi czlon sprawdza
spelnienie przez liczbe warunku autobiograficznosci. Owo sprawdzenie, czy
liczba spelnia definicje autobiograficznosci, ma wiekszg zlozonosé czasows,
niz poréwnanie, czy suma cyfr liczby zgadza si¢ z liczba tych cyfr. Schemat
wyszukiwania liczb w przedstawionym powyzej programie pozwolil znalezé
liczby autobiograficzne co najwyzej siedmiocyfrowe w ciagu okolo minuty,
liczbe osmiocyfrowa w ciggu okoto 5 minut, natomiast do znalezienia liczby
dziewieciocyfrowej potrzeba bylo okoto 45 minut. Liczba autobiograficzna
o dziesieciu cyfrach zostala znaleziona z uzyciem zoptymalizowanego interpretera
jezyka Python o nazwie pypy. Trwalo to niecale 2 godziny.

Tak dtugi czas obliczen w powyzszych programach wynika z uzycia w nich
,haiwnego” algorytmu. Dla danego n sprawdza on autobiograficzno$¢ wszystkich
liczb dtugoéci n. Liczb takich jest w systemie dziesigtkowym 9 - 10"~1. Z kolei
liczba elementarnych operacji do sprawdzenia autobiograficznosci zapisu
konkretnej liczby ditugoéci n jest rzedu n?. Z tych obserwacji wynika, ze
zlozonoéé ,naiwnego” algorytmu jest rzedu O(10"~! - n?). Mamy zatem do
czynienia ze ztozonoscia wykladnicza.
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Rozwigzanie zadania F 1013.

Sita oporu jest skierowana przeciwnie do
predkoéci ciala wzgledem powietrza.
Podczas ruchu bez wiatru rowerzysta,
jadac z predkoscia ¥, musi wigc stale
dziataé silg (przeciwng do sily oporu
powietrza):

~ 2T
F = Av® -
v

gdzie A jest stala zalezna od ksztaltu
i rozmiaréw rowerzysty i roweru. Moc
potrzebna do utrzymania stalej predkosci
jest wéwczas réwna Py = Fy - 0 = Av3.
Gdy pojawia sie poprzeczny wiatr
o predkodci i, utrzymanie staltej predkosci
(wzgledem drogi) wymaga dzialania sila:

N 5 U —1U
Y = AT — i@ —— =
|7 — 4|
: o, U—1
= A@W? +u?)—

|7 — |

Dla uproszczenia przyjeliSmy, ze stala A
jest w obu przypadkach taka sama. Moc
potrzebna do utrzymania stalej predkosci
wzgledem drogi bedzie teraz réwna:

2 —+ u? 2

o —al

Py=F - -7=A

Skorzystalidmy z faktu, ze wektory
predkosci ¥ i @ sa prostopadle.
Ostatecznie otrzymujemy:

Py n u?

P 02’
Dla podanych w tresci zadania predkodci
P
P—I’ =1,25.

Zeby skrécié czas obliczen, uzyjemy lepszego filtrowania, to znaczy ograniczymy
zbior liczb, ktére w ogdle warto sprawdzac. Kolejny filtr opiera sie na
nastepujacym twierdzeniu:

(2) Jedli a = apay . . . ay, jest zapisem dziesietnym liczby autobiograficznej a, to
dokladnie jeden element ciggu ay,...,a, jest rowny 2, a pozostale sq zerami bgdZ
jedynkams.

Dowdd twierdzenia jest prosty: niech r oznacza liczbe niezerowych elementéw
ciagu aq, ..., a,. Oznaczmy te niezerowe elementy symbolami a;,,...,a;,.
Poniewaz ag > 0 (ag jest pierwsza cyfra dodatniej liczby calkowitej), wiec

z wlasnodei (1) wynika, ze

ai, +--+a,=n+l—ag=n+1—(n—-r)=r+1

Zatem mamy r dodatnich liczb catkowitych, ktorych suma wynosi r + 1, z czego
oczywiscie wynika teza twierdzenia.

Wersje programéw uzywajace lepszych filtréow

Poniewaz szukanie liczb autobiograficznych dziewiecio- i dziesieciocyfrowych
okazalo sie bardzo czasochlonne, zajmijmy sie uwazniej tymi najdtuzszymi
liczbami. W obu przypadkach latwo zauwazyé, ze pierwsza cyfra (liczba zer

w jej zapisie dziesietnym) liczby autobiograficznej nie moze by¢ réwna 7, 8 ani 9.
Skorzystamy z wlasnosci (2) i stworzymy duzo mniejszy zbiér do przeszukania:

e dla liczb dziewieciocyfrowych pierwsze cyfry moga by¢ réwne 1, 2, 3, 4, 5 lub
6, a na o$miu pozostalych miejscach moga pojawié sie jedynie cyfry 0, 1 lub 2;
lacznie daje to 6 - 3% = 39 366 przypadkéw;

e dla liczb dziesigciocyfrowych pierwsze cyfry moga byé réwne 1, 2, 3, 4, 5
lub 6, a na dziewieciu pozostalych miejscach moga pojawi¢ sie jedynie cyfry 0,
1 lub 2; lacznie daje to 6 - 3% = 118 098 przypadkéw.

Oto kod programu do przeszukiwania napisany w jezyku MATHEMATICA:

czyauto[lista_]
:=If [RotateRight [DigitCount [FromDigits[PadRight[lista],10]]]
==PadRight[lista,10] ,Return[True] ,Return([False]]

Programik ten sprawdza, czy liczba r zapisana w postaci listy jej cyfr
uzupelionych ewentualnie zerami jest autobiograficzna. Wyposazeni w powyzsze
narzedzia mozemy napisa¢ kod do poszukiwania liczb autobiograficznych
dziewiecio- i dziesigciocyfrowych.

auto9[j_]:=(L={};Do[If [czyauto[Prepend[Tuples[{0,1,2},8] [[i]],j]]
==True, AppendTo [L,Prepend [Tuples [{0,1,2},8] [[i]],j1],i++],
{i,1,3%}];Return[L])

Wyjasnienia wymaga tutaj komenda Tuples[0,1,2,8] [[i]], ktéra tworzy
z cyfr 0, 1 oraz 2 wszystkie ciagi odmiocyfrowe, koncéowka [[i]] oznacza
wybranie z otrzymanej, ztozonej z 3% elementéw listy, jej i-tego elementu.
Komenda Prepend[lista,k] dopisuje z przodu do listy element k.

Program auto9 znalazt dziewieciocyfrowsa liczbe autobiograficzng po okoto
8 sekundach. Dla liczb dziesigciocyfrowych czas poszukiwan tez byl bardzo
dobry; po uplywie okoto 60 sekund pojawila si¢ ostatnia poszukiwana liczba.

Oto kluczowa funkcja liczby_kandydatki z programu w jezyku Python,
w nowej wersji, ktéra uzywa lepszych filtrow (pelny kod mozna znalezé na
www.deltami.edu.pl)).

def liczby_kandydatki(dlugosc: int) -> List[int]:
zbior_cyfr_poczatkowych = [str(c)
for ¢ in range(1, dlugosc - 1) if c < 7]
zbior_cyfr_dalszych = [’0’, ’1’, ’2’]
wariacje(zbior_cyfr_dalszych, dlugosc - 1)
return [int(c + ’’.join(w))
for ¢ in zbior_cyfr_poczatkowych for w in war]

war =


www.deltami.edu.pl

o g

- o

def wariacje(zb: List[str], k: int) -> List[List[str]]:
if k == 0:
return []
elif k ==
return [[e] for e in zb]
else:
war = wariacje(zb, k - 1)
return [[e] + w for e in zb for w in war]

Ta wersja funkcji nie bada juz wszystkich liczb zadanej dlugoéci, lecz jedynie te,
ktére istotnie warto sprawdza¢ na podstawie obserwacji matematycznych. Warto
zwrbdci¢ uwage na uzycie rekursji w sposobie zaprogramowania funkcji wariacje.
Program z nowa wersja funkcji 1iczby_kandydatki znajduje wszystkie liczby
autobiograficzne w ciagu zaledwie paru sekund. Oto, jak wspaniate wyniki
przynosi wspéldzialanie matematyki i informatyki!

Uwagi koncowe

W podobny sposéb mozna rozwiaza¢ problem liczb autobiograficznych w innych
niz dziesigtkowy systemach liczenia. Herb R. Bailey i Roger G. Lautzenheiser
w artykule A Curious Sequence (Mathematics Magazine, vol. 66, nr 1, 1993)
podaja twierdzenie:

Dla kazdej liczby naturalnej n > 6 liczba aga . . . a, jest autobiograficzna
wtedy i tylko wtedy, gdy ag =n—3, a1 =2, a3 =1, ap—3 =1 oraza; =0 dla
pozostalych 1.

Twierdzenie to w pelni charakteryzuje ,,dtugie” liczby autobiograficzne.

o a < © < L <

S ‘ o S oo

(o af o DN To — <

Przygotowal Lukasz BOZYK

M 1657. Przy dwoéch n-osobowych stotach usiadto 2n oséb. Co minute pewne
dwie osoby, ktére nie siedza przy tym samym stole, zamieniaja sie miejscami.
Przypusémy, ze kazda para os6b zamienila sie miejscami dokladnie raz (czyli
uplyneto n(2n — 1) minut).

(a) Udowodnié, ze sklady os6b przy stolach sa takie same jak na poczatku, tzn.
jesli na poczatku pewne dwie osoby siedzialy przy tym samym stole, to po
uplywie n(2n — 1) minut réwniez siedza przy tym samym stole.

(b) Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite n > 1, dla ktérych taka sytuacja jest
mozliwa.

Rozwigzanie na str.

M 1658. W turnieju wziglo udzial n oséb (n > 4). Kazda para oséb rozegrala
doktadnie jeden mecz, ktéry zakonczyl sie zwyciestwem jednej z nich. Po
turnieju wszyscy usiedli przy okraglym stole w taki sposob, ze kazdy wygratl
z osobg siedzaca bezposrednio po swojej prawej stronie. Wykazaé, ze mozna
tak pewna osobe wyprosi¢, a pozostale przesadzi¢, aby ta wlasno$é¢ pozostata
zachowana, tzn. kazdy mial na prawo osobe, z ktéra wygratl.

Rozwigzanie na str. [5]

M 1659. Dany jest basen w ksztalcie pierscienia kotowego, podzielony na 2n
malych zbiornikéw poprzedzielanych zawieszonymi nad woda obreczami (n > 2).
W kazdym malym zbiorniku (znajdujacym sie pomiedzy dwiema obreczami)
plywa jeden delfin. Co jakis czas dwa delfiny z sasiednich zbiornikow wykonuja
akrobacje polegajaca na jednoczesnym skoku przez obrecz (znajdujaca sie
miedzy zbiornikami) i w rezultacie — zamianie miejscami. Przypusémy, ze

po pewnym czasie kaZde dwa delfiny zamienily sie miejscami dokladnie raz.
Wykazaé, ze pewna obrecz nie zostala uzyta do wykonania zadnej akrobacji.
Rozwiazanie na str. 21]
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Nigdy Cie nie zobacze? Kamila £YCZEK*, Mariusz SKALBA*

*Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Niniejszy tekst nawiazuje do artykutu
Widocznosé w nieskoriczonym lesie, A%O.

Cud to z definicji zjawisko, ktére zdarza
si¢ z prawdopodobiefistwem 0.

%

— Hop, hop, jest tam kto? — krzyczy « otoczona ttumem.

— Hop, hop, spdjrz tutaj. — odpowiada (3, ktéry co prawda styszy «, ale zupelnie
jej nie widzi.

— Jakie ,tutaj”? Przeciez dookola nie ma Zywej duszy. — « otoczona ttumem po
raz kolejny usiluje dostrzec 5 posréd otaczajacej pustki.

Dookota ludzi ttum, a jakby nikogo nie bylo... Przyjrzyjmy sie $wiatu, w ktérym
a i B prébuja sie bezskutecznie dostrzec. Na zwyktlej plaszczyznie

R” = {(a,y) : 7,y € R},

w kazdym jej punkcie o wymiernych wspélrzednych (z,y) siedzi samotny
cztowiek i... wypatruje towarzysza, kierujac tesknie wzrok w losowo obranym
kierunku. Ten losowy kierunek jest wyznaczony przez wybor punktu na ruletce
o promieniu 1 — zadekretowane prawdopodobienistwo wylosowania pétprostej
wzroku przebijajacej brzeg ruletki na tuku A wynosi [A]/27 ([A] oznacza dlugos$é
tuku A). Oczywiscie kazdy ma swoja osobista ruletke i kazdy wykreca kierunek
swojego spojrzenia niezaleznie.

Dla o € Q2 niech Z, oznacza zdarzenie, ze a kogo$ widzi. Wykazemy, ze
P(Z,) = 0, niestety. .. Zauwazmy, ze moc zbioru prostych af3, gdzie 8 € Q2

B # a, jest nie wieksza niz moc zbioru punktéw 3 € Q?, § # a. Oznacza to, ze
moc zbioru tych prostych jest przeliczalna — stad teza.

Ale nie tylko « nikogo nie widzi. Poniewaz miara probabilistyczna jest
przeliczalnie addytywna, wiec réwniez

P( U Za> —0.

acQ?
Zatem zdarzenie przeciwne jest pewne

P 2)=1,
aeQ?

czyli prawie na pewno nikt nikogo nie widzi. Zauwazmy, ze zalozenie
o niezaleznoéci rozgladania si¢ réznych oséb jest w zasadzie zbedne.

No dobrze... Wiemy skadinad, ze zdarzenie niemozliwe moze si¢ zdarzy¢.
Wyobrazmy sobie, ze jakim$ cudem a spojrzala w przestrzen tak, ze zobaczyla
swoja druga poléwke, ktéra jest 5 (oczywiscie 5 # «). Mimo cudu nie zdolaja
sie zobaczy¢! Na drodze miedzy « i 8, dokladnie w polowie, stoi bowiem

v = a/2+ (/2 (rzecz jasna v € Q?). Oznacza to, ze « nie widzi 3, poniewaz jest
zastoniety przez . Oczywiscie z podobnych powodéw « nie widzi v. Idac dalej
tym tropem, dochodzimy do wniosku, ze na pewno (bez wyjatkéw i cudéw)
nikt nie widzi nikogo (bez zadnego modelu probabilistycznego!).

Hmm. .. Co$ jest nie tak w naszym Swiecie — po prostu ludzie siedzg za gesto

i to prowadzi do powyzszych paradokséw interpretacyjnych. Zmienmy ten $wiat
na lepszy! Usadowmy ludzi wylacznie w punktach kraty calkowitoliczbowej Z2.
Oczywiscie wezesniejszy model probabilistyczny znowu jest uzyteczny i daje
pewien wglad w beznadziejna sytuacje ludzkoéci: nikt nie dostrzega innych,
prawie na pewno.

Pojawia sie jednak naturalne pytanie o prawdopodobienstwo zdarzenia, ze
losowo sobie przeznaczeni o € Z? oraz € Z? moga si¢ zobaczy¢, jedli spojrza
we wladciwym kierunku. Niech zatem a = (a1, aq) oraz 5 = (b1, b2). Latwo, nomen
omen, widzie¢, ze a i § moga sie zobaczy¢ wtedy i tylko wtedy, gdy nikt nie stoi
im na drodze, czyli NWD(by — a2, b1 — a1) = 1. Dowodzi sie w teorii liczb, ze

lim card{(a,b)|a,b € {1,2,..., N}, NWD(a,b) = 1} _ 6 ~ 0.6079.
N—oco N2 2

Oto szkic rozumowania prowadzacego do tego intrygujacego wyniku. Niech m > 1
bedzie dowolna, ale ustalong liczba naturalna. Jakie jest prawdopodobienstwo,
ze losujac spoérod liczb naturalnych, otrzymamy taka, ktora bedzie podzielna

przez m? Intuicja podpowiada, ze 1/m: jesli losujemy te liczbe ze zbioru

8




Patrz odpowiedni przypis na wczesniejszej
stronie: Euler si¢ zdarza raz na ludzko$c¢!

m Zadania

{1,2,3,...,n}, i wylosowanie kazdej liczby jest jednakowo prawdopodobne, to
prawdopodobienstwo P, rozwazanego zdarzenia wynosi doktadnie

P, = M i oczywiscie lim P, = i
n n—oo m
Nalezy wiec uznaé (mozna to latwo sformalizowad), iz prawdopodobieristwo
zdarzenia FE,,, ze dwie niezaleznie wylosowane liczby catkowite a, b sa obie
podzielne przez m, wynosi 1/m?. Prawdopodobienistwo zdarzenia przeciwnego

E! wynosi zatem 1 — 1/m?. Niech teraz

p1=2, pp=3, p3=5, pa=T,
bedzie ciagiem rosnacym wszystkich liczb pierwszych. Zauwazmy, ze a i b sa
wzglednie pierwsze wtedy i tylko wtedy, gdy nie sa podzielne réwnoczesnie
przez zadna liczbe pierwsza py, czyli gdy zajdzie zdarzenie (), EI”k' Przyda sie
teraz obserwacja, ze jesli NWD(mq,mz) = 1, to zdarzenia E,,, oraz E,,, sa
niezalezne — wynika to stad, ze liczba catkowita dzieli si¢ jednoczesnie przez
my oraz ma, gdy dzieli sie przez mims oraz ze wzoru 1/(myims) = 1/my - 1/ma.
Uogolniajac t¢ obserwacje, widzimy, ze zaréwno (E,, ), jak i (£}, ) sa ciagami
zdarzen niezaleznych. W szczegdlnosci zachodzi

P(NWD(a,b) = 1) = ]P’(ﬂ E;k> =[[eE,) = H(l - 12)
k k k

Py

Juz Leonhard Euler zauwazyl, ze dla s € R, s > 1 mamy
SE B
ot o e

Formalnie ta tozsamos$é wynika ze wzoru na sume ciggu geometrycznego

b=
pioope 0 1=1pg

i twierdzenia o jednoznacznym rozkladzie kazdej liczby naturalnej na iloczyn

poteg liczb pierwszych. Wyzej wystepujace szeregi i iloczyny nieskonczone sa

rzeczywiscie zbiezne, ale méwi sie, ze Fuler specjalnie tym sie nie przejmowal.

Geniusz Eulera przejawil si¢ jednak szczegdélnie wtedy, gdy obwiescil Swiatu, ze
o0

S -5

o2 g

n=1 n 6

i przedstawil wyprowadzenie tego wyniku. Jak na dzisiejsze standardy $cistosci
matematycznej jego uzasadnienie nie byto do koica zadowalajace, ale w zasadzie
poprawne. To, ze powyzszy szereg, tylko niewinnie réznigcy sie od szeregu

oo 1 ) 1 o0 1 1 1 1 1
— — _ — = ]_—7 - — = ...:].
nzzl n?+n nZ:1 n(n+1) nZ:1 (n n+ 1) < 2) * (2 3) * ’

ma tak intrygujaca sume, zakrawa na cud!

Naszkicowalismy zatem dowdd faktu, ze przeznaczeni sobie maja wiecej niz
3 szanse na 5, ze nikt im nie stanie na przeszkodzie.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1013. Rowerzysta jedzie z predkoscia v = 8 m/s wzdluz prostej, poziomej drogi.
Las rosnacy po obu stronach drogi ostania ja od wiatru. Poza lasem, prostopadle
do drogi, wiatr wieje z predkoscia u = 6 m/s. Ile razy wieksza moca rowerzysta
musi napedzaé rower, jesli chce utrzymac statag predkosé jazdy po wyjechaniu
spod ostony lasu.

Wskazowka: sita oporu powietrza jest proporcjonalna do kwadratu predkosci
poruszajacego sie wzgledem niego ciala.

Rozwigzanie na str. [0]

F 1014. Szereg promieniotwérczy rozpoczynajacy sie izotopem 238U, o czasie
polowicznego rozpadu 7 ~ 4,47 - 10° lat, koriczy stabilny izotop 2°6Pb. Jaka
objeto$¢ V| w warunkach normalnych, wypelnitby dzisiaj hel, ktéry powstat
w wyniku rozpadu m = 1 kg 23%U obecnego w chwili powstania Ziemi? Wiek
Ziemi oceniany jest na tz = 4,54 - 10° lat.

Rozwigzanie na str. [5]
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Co piszczy w... cieple?
Stow kilka o fononach
* Wydzial Fizyki, Politechnika Anna LAP ]NSKA*

Warszawska

O tym, ze Swierszcz piszczy w trawie wiedza wszyscy. O tym, ze zimno to
brak ciepta, réwniez. Ale czy wszyscy wiedza, czym tak naprawde jest ciepto?
Co wladciwie o nim wiemy? Wiemy, ze wyrazamy je poprzez temperature,
ktora moze by¢ podawana w réznych jednostkach: stopniach Celsjusza,
Kelwinach badz Fahrenheitach. Najnizsza mozliwa temperature nazywamy
zerem bezwzglednym, wynoszacym —273,15°C lub —459,67°F albo 0 K. W tej
temperaturze ciala osiaggaja energie minimalna i ustaja drgania termiczne.
Jednak w temperaturach wyzszych od zera bezwzglednego w ciatach zachodzi
wiele procesow, a wiec pojawia sie energia cieplna. Cieplo jako zjawisko
rozpatrujemy dwojako. Z jednej strony, w niektérych sytuacjach jest ono
pozadane, a dobre przewodniki ciepta znajduja zastosowanie w zyciu codziennym
— w zelazkach, garnkach, kaloryferach, ale takze w bardziej zaawansowanej
formie — jako radiatory chipéw elektronicznych. Z drugiej strony, ciepto

moze by¢ problematyczne, szczegdlnie w przypadku nowoczesnych urzadzen
elektronicznych. Postepujaca miniaturyzacja powoduje, ze nie radza sobie

one z efektywnym odprowadzeniem ciepta, co w konsekwencji prowadzi do
przegrzewania sie podzespoléw. Zjawisko to jest makroskopowe, ale by je
zrozumie¢, musimy przyjrzec sie temu, co dzieje sie w duzo mniejszej skali —
atomowej. W niej fizyka klasyczna ustepuje miejsca fizyce kwantowej.

Jesli wyobrazimy sobie material, z ktérego budowane sa elementy elektroniczne,
np. krzem w skali nanometrowej (nano to 107%), to naszym oczom ukazuje

sie gesto upakowana, powtarzajaca si¢ struktura zbudowana z atoméw. W tej
strukturze atomy potaczone sa wigzaniami, ktére dla utatwienia mozna sobie
wyobrazi¢ jako sprezynki. Gdy dostarczamy energie do takiego uktadu, atomy
polaczone sprezynkami zaczynaja drgaé¢ w Scidle okreslony sposéb. Energia
wibracyjna drgajacych atoméw tworzy fonony — kwanty energii. Wazny jest
fakt, ze fonony powstaja nie w sposéb ciagly, a konkretnymi porcjami, i taka
porcja energii nazywana jest kwantem. Zatem kwanty drgan cieplnych sieci
krystalicznej (czyli periodycznej struktury zlozonej z atoméw) to fonony.

W temperaturze powyzej zera bezwzglednego w materiale tworzy sie ogromna
liczba fononéw, ktore przemieszczajac sie, zderzaja sie i tworza fonony o innych
czestotliwosciach. Mozna jednak wyrézni¢ dwa podstawowe rodzaje fononéw —
optyczne oraz akustyczne. Jesli wyobrazimy sobie tancuch zbudowany z dwoch
rodzajow atoméw, o odmiennych tadunkach, tak jak na rysunku, to w sytuacji,
gdy wszystkie atomy poruszaja sie zgodnie w jednym kierunku i tworza fale na
ksztalt klasycznej fali dzwiekowej, to takie fonony nazwiemy akustycznymi.

optyczna j akusty(?:i/.\‘\\‘\’//

Fonony optyczne z kolei sa wynikiem drgan atoméw przeciwstawnych, a wiec
w momencie osiagniecia przez atom jednego rodzaju maksymalnego wychylenia
atom drugiego rodzaju znajduje sie w potozeniu najnizszym. Fonony optyczne,
by powstaly, potrzebuja wiecej energii niz akustyczne, a do ich generacji
potrzeba Swiatta z zakresu podczerwieni lub widzialnego. Fonony akustyczne

z kolei podrézuja po materiale z predkoscia dzwieku i odpowiadaja réwniez za
rozchodzenie sie dzwieku w ciele stalym. W sytuacji gdy komérka elementarna
materialu, a wiec najmniejsza mozliwa regularnie powtarzajaca sie struktura,
zbudowana jest z wiecej niz dwéch atomoéw, bedziemy obserwowaé coraz wiecej
fononéw o réznych energiach, a relacje miedzy nimi beda coraz bardziej zlozone.
Oprécez podstawowych rodzajéw wyrdzniaé¢ bedzie mozna dodatkowo fonony
akustyczne podluzne, drgajace réwnolegle do plaszczyzny krysztalu — LA
(longitudinal acoustic) oaz poprzeczne, drgajace prostopadle do plaszczyzny
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Rozwigzanie zadania z artykutlu ,,Odkryj
wielokat!” (str.

krysztatu — TA (transverse acoustic). Analogicznemu podziatowi podlegaja
fonony optyczne — podtuzne LO oraz poprzeczne TO.

W zaleznosci od rodzaju fonony mozna obserwowaé i badaé¢ réznymi technikami.
Dla przyktadu optyczne fonony badamy za pomoca takich technik, jak
spektroskopia ramanowska oraz spektroskopia podczerwieni. W spektroskopii
ramanowskiej wykorzystuje sie wiazke $wiatla, ktéra oSwietla prébke i jest
rozpraszana przez material, powodujac jednoczesnie wzbudzenie drgan sieci

i generacje fononu. Jako rezultat otrzymuje sie widmo — charakterystyczny
wykres, na ktérym w odpowiednich miejscach pojawiaja sie piki, dzigki ktorym
mozna zidentyfikowaé¢ odpowiedni rodzaj fononu. W spektroskopii podczerwieni
wykorzystuje sie czestotliwodci lezace w zakresie 300 GHz — 400 THz. W wyniku
osSwietlenia prébki wiazka promieniowania o odpowiedniej czestotliwosci
dostarczana energia zostaje pochlonieta przez sie¢ krystaliczna, co prowadzi

do wzbudzenia drgan atoméw i w efekcie do generacji fononéw. Obie te
techniki uzupelniaja sie, co oznacza tyle, ze fonony, ktére obserwowane sa

w spektroskopii ramanowskiej, nie sa najczesciej obserwowane w spektroskopii
podczerwonej i na odwrét. Badania fononéw akustycznych przeprowadza sie
przy uzyciu wiazki neutronéw (skladnika jadra atomowego). W tym wypadku
neutrony oddzialuja z materia, ktora wywoluje zmiany energii padajacych
neutronéw. Pomiary wykonuje sie przy reaktorze atomowym stanowiacym zrédlo
neutronéw. Warto zaznaczy¢, ze istnieja réwniez inne metody wykorzystujace
wiazke neutronéw do badania fononéw, ale nie bedziemy ich wszystkich tutaj
omawiac.

Zajmijmy sie teraz inng kwestia. Wiemy juz, czym sg fonony, znamy ich
podstawowe rodzaje oraz wiemy, jak mozemy je badaé. Zastanéwmy sie teraz
nad ich uzytecznoécia. Cieplo, ktorego nosnikami sg fonony, szczegdlnie we
wspomnianych wczesniej urzadzeniach elektronicznych, kojarzy sie raczej

z czyms$ niepozadanym, a nawet szkodliwym i ograniczajacym funkcjonalnosé.
Ale to samo cieplo mozna wykorzystaé¢ na przyklad do przetwarzania
informacji. Galaz nauki, ktéra zajmuje si¢ badaniem i kontrolg fonondéw, zwie
si¢ fononika. Jest to stosunkowo nowa i jeszcze niezbyt popularna dziedzina
nauki. Problematyczne w kontekscie kontrolowania fononéw, ich przepltywu
oraz przetwarzania informacji jest to, iz nosniki ciepla nie maja ani masy, ani
tadunku, czyli nie sa stricte czastka, tylko wiazka energii. Niemniej jednak od
wielu lat naukowcy prébuja je okielznaé, tworzac kolejne teorie, materialy czy
urzadzenia. Sztandarowym osiggnieciem tej galezi nauki jest dioda termiczna,
ktorej historia siega lat 30. ubieglego wieku. Dioda ta przewodzi ciepto tylko

w jednym kierunku. Po raz pierwszy ukierunkowany, kontrolowany przeptyw
ciepta zostal zaobserwowany na powierzchni styku miedzi oraz tlenku miedzi.
Praktycznym zastosowaniem tego typu urzadzenia mogloby byé¢ automatyczne
kontrolowanie temperatury na przyktad wewnatrz budynku, jesli ten zostatby
zbudowany chociaz czesciowo z takich termicznych diod. Pozwolitoby to na
zastapienie tradycyjnej klimatyzacji oraz zdecydowanga, oszczednosé energii.
Innym przyktadem urzadzenia wykorzystujacego fonony jest tranzystor
termiczny, odpowiednik elektronicznego tranzystora. W 2018 roku uczeni

z Uniwersytetu Stanforda opracowali urzadzenie odprowadzajace ciepto

z elementow elektronicznych, wykorzystujac do tego dwuwymiarowy dwusiarczek
molibdenu, ktory wzbogacili jonami litu. W takiej postaci dwusiarczek
molibdenu reagowal na zmiany temperatury, powodujac wlaczanie lub
wylaczanie catego uktadu, chroniac jednoczesnie elektroniczne elementy przed
przegrzaniem i zniszczeniem. Ciagle trwaja intensywne badania nad uzyskaniem
ukladéw logicznych pracujacych w systemie ON i OFF (wlaczenia i wylaczenia),
sterowanych jedynie temperatura. Jednakze technologia wykorzystujaca zmiany
temperatury oraz kontrole fononéw w urzadzeniach elektronicznych aktualnie
jest na poziomie wiedzy, jaka posiadali uczeni w latach 70. ubieglego wieku. ..
Nie zmienia to faktu, iz naukowcy dokladaja wszelkich staran, by stan ten
szybko poprawic.
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Zjawiska SF
Marek W. GUTOWSKI*

*Instytut Fizyki PAN

SF w tytule nie oznacza Science Fiction, jak mozna by
podejrzewaé. Checemy méwic o zjawiskach niemajacych
charakterystycznej dla siebie skali czy rozmiaru.
Zjawiska te noszg angielska nazwe Scale Free i stad
pochodzi akronim uzyty w tytule. Rozczarowanych
wypada przeprosi¢, ale i zaprosi¢ do dalszej lektury,
ktora bedzie przedziwna mieszanka faktéw z réznych
dziedzin wiedzy, w tym takze spoza nauk potocznie
zwanych $cistymi.

Vilfredo Pareto (1848-1923), wloski arystokrata

i ekonomista, zauwazytl, co i tak bylo widoczne dla
zwyktych ludzi, ze dobrobyt i bogactwo wcale nie sa
réwnomiernie roztozone wsréd obywateli. Obiegowe
powiedzenie méwiace, ze 80% majatku znajduje

sie w rekach zaledwie 20% ludzi, przelozyl on na
nastepujaca formute matematyczna:

(1)
gdzie N oznacza liczbe oséb, ktérych dochédd nie
przekracza x jednostek, natomiast A i m sg pewnymi
stalymi charakterystycznymi dla kraju. Ponadto

w swoim trzytomowym dziele Cours d’économie politique
(1896-1897) Pareto twierdzil, ze prawo to obowiazywalo
zawsze 1 we wszystkich krajach. Badania empiryczne,
prowadzone sporadycznie do dzisiaj, sugeruja, ze tak
jest w rzeczywistosci. Zauwazmy, ze formule (1) mozna
przedstawi¢ w réwnowaznej formie jako

(2) N = Az™,
czyli jako krzywa potegowa. Posta¢ pierwsza,

zwana prawem Pareto, ma jednakze te zalete, ze we
wspolrzednych (log z,log N) przedstawia lini¢ prosta.

log N =log A+ mlogz,

Zmienmy temat. W latach trzydziestych ubieglego
stulecia profesor lingwistyki z uniwersytetu Harvarda,
niejaki George Kingsley Zipf (1902-1950), spostrzegl
inng zaleznosé. Otéz jesli wezmie sie dostatecznie diugi
tekst, np. rocznik gazety codziennej New York Times,

i wypisze z niego wszystkie spotkane tam wyrazy oraz
zliczy, ile razy kazdy z nich wystapit, to z tego da sie
co$ wykombinowaé. Te gigantyczna prace wykonaly
najlepsze osiggalne 6wczesnie bioprocesory, czyli

po prostu studenci Zipfa. Ci z Czytelnikow, ktorzy
znaja jezyk angielski, nie beda zapewne zdziwieni,

ze absolutnym rekordzista okazalo sie stowko the;
pozostali natomiast przynajmniej rozumieja dlaczego
G.K. Zipf byl uwazany za ekscentryka. Co robimy dalej
z plonem catlej tej pracy? Otéz kazdemu stowu nadajemy
range, czyli numer, tym nizszy, im czeéciej dane stowo
wystepuje w badanym tekscie. Jak na zawodach
sportowych: najlepszy zawodnik zajmuje na podium
miejsce z numerem 1, a inni — miejsca z numerami
wyzszymi. Mozemy teraz sporzadzi¢ wykres, a wladciwie
histogram: na osi x odkladamy rangi, natomiast rzedne
to liczba wystapien wszystkich stéw o danej randze.
Zipf zaobserwowal tutaj odwrotna proporcjonalnosé,
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tj. yn ~ = (yn to liczba sléw o randze n), czyli tak samo,
jak stanowi prawo Pareto w szczegblnym przypadku,
kiedy wyktadnik potegi m = —1.

Oczywiscie wykladnik m wywiedziony ze zgromadzonych
danych zwykle nie bedzie dokladnie réwny —1,

bo przeciez bioprocesory Zipfa musiaty zrobié¢ co
najmniej kilka bledéw. Ale bedzie bliski liczby —1,
cokolwiek stowo bliski oznacza dla profesora lingwistyki.
W pozniejszych latach Zipf wykonal jeszcze ranking
duzych miast amerykanskich (odpowiednio do wielkosci
ich populacji) i, ku swemu zdziwieniu, znowu otrzymal
z wykresu wyktadnik m bliski —1. Odtad odwrotna
proporcjonalnosé¢ bywa nazywana prawem Zipfa.

Sam autor wolal nazwaé¢ odkryte przez siebie prawo
empiryczne zasadqg najmniejszego wysitku. Nazwa ta
prawdopodobnie przyszta mu do glowy dlatego, ze
stowa o najnizszych rangach sa jednoczesnie krotkie
(przyimki i spéjniki), natomiast te z wysoka ranga —
dlugie. Ciekawe, ze podobny wynik uzyskuje si¢

w odniesieniu do calych fraz, np. nazywam sie, co to
takiego i podobnych. Znowu otrzymuje si¢ prawo Zipfa,
a frazy wystepuja tym rzadziej, im sa dluzsze.

Dygresja: ranking jest niezwykle sprytna sztuczka
wymyslona przez statystykéw do obrébki danych
niemajacych dobrych wartosci liczbowych, takich jak np.
kolory czy typy antropologiczne. Obiektom tego rodzaju
trudno przypisaé jakie$ konkretne wartosci liczbowe,

ale mozna nada¢ im rangi. Oczywiscie nadawanie rang
nie jest procedura, ktéra mozna wykonaé¢ w jeden,
jedyny sposob — i dlatego zawsze musimy powiedzieé,
jak to zrobilismy. Sciéle rzecz biorac, prawo Zipfa,

w odréznieniu od prawa Pareto, dotyczy wlasnie rang,

0 czym czesto sie zapomina.

Podobne badania prowadzono wielokrotnie w réznych
krajach. Na przyktad w Japonii sporzadzono ranking
gruntéw wystawionych na sprzedaz w ciagu kilku

lat. Zaréwno ich ceny, jak i wielkosci powierzchni
spelniaty prawo Zipfa, podobnie jak dochody ludnosci —
prawo Pareto. Zbadano takze rozklad dochodéw firm

w réznych branzach — i stale wychodzito to samo: prawo
Pareto—Zipfa. Zupelnie nieoczekiwanie okazalo sie, ze
na obszarach dawnego ZSRR oraz Chin rankingi miast
wyraznie nie podporzadkowuja sie prawu Zipfa! Wiemy,
ze w tych krajach ruchy migracyjne byty przez wiele lat
regulowane administracyjnie, zaklécajac tym samym
naturalne zjawiska demograficzne. Dla réwnowagi
informujemy, ze w roku 2004 stwierdzono stosowalnosé¢
prawa Zipfa do zupelnie specyficznego jezyka, jakim
jest zapis nutowy. Wydawacé by sie zatem mogto, ze Zipf
odkryl jakies bardzo ogélne prawo natury. Tylko jakie?

Hmmm ... Dobre pytanie. Okazalo sie bowiem, ze
tzw. malpi tekst, czyli wynik czysto przypadkowego
klepania w klawiature, takze spelnia prawo Zipfa! Jest
to wynik zupelnie pewny, bo w tym przypadku mozna
wladciwy wyktadnik precyzyjnie obliczy¢, nie tylko
zbadaé empirycznie.

Nauki Sciste nie sa az tak niefrasobliwe pod wzgledem
rachunkow jak Pareto, ktéory bez wigkszych probleméw



logarytmowatl liry, franki czy dolary. My umiemy
logarytmowacé jedynie liczby. Ranga — to wtasnie zwykla
liczba i zapewne dlatego prawo Zipfa, cho¢ ograniczone
do ustalonej wartosci wyktadnika potegi, zyskalo na
popularnosci jako lepiej osadzone w rzeczywistosci
matematycznej. Te problemy rozwazal matematyk
francuski Benoit Mandelbrot (1924-2010), ten od
fraktali. Postanowit on jakos ,wyprowadzié¢” prawo
Zipfa, lub przynajmniej podaé jego najbardziej ogdlna
postaé. Chcialoby sie tez, aby prawo — skoro wydaje

sie tak fundamentalne — opisywalo takze wielkosci

o charakterze ciaglym. Wynik Mandelbrota z 1977 roku
to:

3) fr)=AB+r)"",

gdzie f(r) oznacza czesto$é wystepowania obiektéw
(inaczej méwiac: prawdopodobieristwo) o randze r.
Jedli B = 0 oraz dodatkowo s = —m = 1, to wzor ten
opisuje prawo Zipfa. Rezygnacja ze sztywno ustalonej
wartosci wyktadnika s prowadzi nas do prawa Pareto.
Wrciaz jednakze nie opisujemy zmiennych czy wielkosci
mianowanych typu ciaglego. Dla takich przypadkéw
powinnidmy raczej pisac

) f@)=a(B+3)

gdzie A oznaczalaby jaki$ charakterystyczny rozmiar
(,skale”) wielkosci z, a dzieki jej wprowadzeniu
uzyskaliby$my wyrazenie poprawne pod wzgledem
matematycznym — ewentualne jednostki, np. sekundy,
skracaja si¢ i podstawa potegi pozostaje liczba
niemianowana. Na przyklad w problemach zwigzanych
z lotnictwem przyjeto sie wyrazaé przyspieszenia
(przeciazenia) w jednostkach g, cho¢ przyspieszenie
ziemskie g wcale nie jest ,,okragla” liczba. Chcialoby

sie tez, aby wielko$¢ A\ miata jasna interpretacje fizyczna.

I tak bywa: cieplo wlasciwe w okolicy przejscia fazowego
drugiego rodzaju dobrze opisuje si¢ rownaniem , jesli
x oznacza temperature, A jest temperatura przejécia T,
a stala B = —1. Biegli w termodynamice nazywaja stala s
wyktadnikiem krytycznym.

Wreszcie dochodzimy do sedna rzeczy. W zjawiskach,
ktére sa dobrze opisywane potegowym rozkladem
prawdopodobienstwa, czyli f(x) = Az~%, takiej
charakterystycznej skali A nie daje sie¢ wprowadzi¢

w sposob naturalny, w tym samym sensie, w jakim
naturalng miara katéw sa radiany. Jakie$ jednostki
oczywidcie mozna wprowadzié¢, ale gdyby kto$ na
przykiad chcial uzywaé jednostek trzykrotnie wiekszych
niz nasze ulubione, to jego opis r6znitby sie od naszego
tylko wartoscia stalej A, natomiast wykladnik s
pozostalby taki sam. O zjawiskach tego rodzaju méwimy,
ze nie maja one charakterystycznej skali.

Zipf i jego nasladowcy zademonstrowali kilka przyktadéw
zjawisk SF. Czy istnieja takze inne? I czy znajomosé
prawa Pareto—Zipfa—Mandelbrota jest do czegokolwiek
przydatna w codziennej rzeczywistosci?

W ostatnich latach obserwujemy dostownie wybuch
aktywnosci naukowej, ktorej celem jest wykazanie,

ze kolejne zachowanie Przyrody jest typu SF.

W literaturze znajdujemy wiele réznych wykresow, ktore
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pokazuja, ze rozklad potegowy zdarzen jest dobrym
opisem rzeczywistosci w szerokim zakresie, z reguty
obejmujacym kilka rzedéw wielkosci. Odchytki od linii
prostej (w skali logarytmicznej) najczesciej ttumaczy sie
skonczong wielkoscia prébki podlegajacej badaniom.

Przedstawimy teraz niektore z tych badan i ich wyniki.

Pilka nozna, strzelone gole — fizycy brazylijscy
ustalili, ze ranking pitkarzy z narodowych lig czterech
krajéw: Wtoch, Wielkiej Brytanii, Hiszpanii i Brazylii
opisuje sie tym samym wykladnikiem, niezaleznie od
kraju pochodzenia pitkarzy (z to liczba goli, y — liczba
pitkarzy, ktérzy w ciagu sezonu strzelili  bramek).
Praca miata w zamierzeniu by¢ spektakularng
prezentacja nowego spojrzenia na termodynamike,

w szczegblnodcei na pojecie entropii, ktére od 1988 roku
niestrudzenie lansuje pomystodawca, Constantino Tsallis.

Internet i komputery — w szczegoélnosci dostep do
popularnych stron. Ranking wykazuje, ze anglojezyczne
strony Wikipedii sa odwiedzane z wykladnikiem ok. 0,3,
natomiast w jej polskiej wersji — z wykladnikiem

okolo 0,5 (dane z lipca 2003 r.). Obszerne pakiety
programoéw, np. kompletne systemy operacyjne, skladaja
sie z duzej liczby pojedynczych plikéw. Rozktad ich
objetosci (tym razem nie ranking!) jest dobrze opisywany
prawem potegowyim.

Popularno$é filméw — zbadano popularnosé
wszystkich filméw wyéwietlanych w USA w latach
1997-2003. Zmierzono ja na trzy sposoby: liczba
tygodni spedzonych przez nie na licie 60 najbardziej
dochodowych projekcji w danym tygodniu, dochod
przyniesiony w pierwszym tygodniu wyswietlania oraz
taczny czas obecnosci w kinach. Wszystkie te rozklady
prawdopodobienstwa sa stabo skupione, a ich ogony
zanikaja potegowo, z wykladnikiem bliskim 1/2.

Podatki — okazalo sig, ze ranking cyfr wpisywanych
przez podatnikéw w formularze PIT podlega prawu
Zipfa, przy czym cyfra ,1” ma range 1 (w USA).

Fakt ten wykorzystano do sporzadzenia programu
komputerowego, ktéry typuje ewentualnych oszustow
podatkowych jedynie na podstawie ich wlasnych zeznan.
Podobno robi to skutecznie, ale blizszych szczegbétéw nie
opublikowano.

Trzesienia ziemi — histogram przedstawiajacy logarytm
liczby trzesien ziemi w funkcji ich magnitudy, czyli
logarytmu wyzwolonej energii, wykazuje, ze jest to
zjawisko typu SF. Geolodzy znaja je pod nazwg prawa
Gutenberga-Richtera (w Japonii jako prawo Omori).
Wryktadniki, otrzymywane przez réznych badaczy, réznia
si¢ w zaleznoéci od rejonu, w ktérym rejestruje sig
trzesienia.

Zjawiska atmosferyczne — takie jak np. opady
deszczu, zostaly zbadane niezwykle starannie w Bostonie
przez sie¢ czujnikow podlaczona do komputera. Zaréwno
ilo§¢ wody w czasie jednego deszczu (za deszcz uznano
opad trwajacy dluzej niz jedna minute), jak i odstepy
czasu pomiedzy kolejnymi opadami opisuja si¢ prawem



potegowym. To samo dotyczy opadow s$niegu, ale
i monsunéw nad wybrzezem Indii.

Imiona — ranking imion meskich (w USA) ma rozklad
potegowy z wykladnikiem 0, 9885, natomiast imion
zenskich 0,9918. Jest to najlepszy przyklad prawa Zipfa,
tzn. z wykladnikiem najblizszym jedynki, jaki udalo sie
autorowi wyszpera¢ w Internecie.

Szumy 1/f — tzn. o amplitudach odwrotnie
proporcjonalnych do czestotliwosci f, od dawna byly
intrygujaca zagadka. Obserwuje sie je np. podczas
przeptywu pradu elektrycznego przez elektrolity. Ich
widmo ma w rzeczywistosci ksztalt 1/f* z a = 1, ale
rozciagga sie poprzez kilkanascie dekad czestotliwoéci: od
mikrohercéw do megahercow.

Kursy gieldowe akcji — w ustalonym dniu. To nie
powinno nas zaskakiwaé, bo jesli dochody firm maja
rozklad Pareto, to i ceny ich akcji powinny zachowywac
sie podobnie.

Zachowanie ludzkiego serca — w roku 2001 wykazano,
ze odstepy pomiedzy okresami matej zmiennoéci
aktywnosci serca pacjenta spelniaja prawo Zipfa.
Niestety wykladnik jest specyficzny dla kazdego

z nas oddzielnie i zalezy m.in. od naszego trybu zycia

i nawykéw. Proces chorobowy znaczaco zmienia wartosé
wykladnika. Praktyczne zastosowanie tej informacji
wymagaloby nieustannego monitoringu naszego cennego
organu, na co jednakze nie zanosi sie¢ w najblizszej
przysztosci.

Cytowania prac naukowych — jesli ustalimy sobie
pewien zbior prac naukowych, np. wybranego autora,
a nastepnie przeprowadzimy ich ranking, ale tylko
tych, ktére byly cytowane przynajmniej raz, to znowu
otrzymamy prawo Zipfa—Mandelbrota. Wykladnik
okazuje sie rozny i zalezy wyraznie od wielkosci prébki.
Na przyktad cytowalno$é¢ 29 prac M. Gell-Manna daje
sie scharakteryzowaé wykladnikiem 8,892, natomiast
160 prac E. Wittena — wykladnikiem 2,491. Jeszcze
liczniejszy zbior prac 1120 najczesciej cytowanych
fizykéw wykazal si¢ wartoscia wykladnika réwna 0,395.

Podsumujmy. Po pierwsze nie kazde zjawisko, ktérego
przejawy maja potegowy rozktad prawdopodobienstwa,
zastuguje na miano zjawiska SF. Kiedy wyktadnik
potegi przekracza 3, to rozktad jest na tyle skupiony,
ze istnieje jego wartos¢ srednia, a wariancja jest
skonczona. Wykladnik o wartosci pomiedzy 2 a 3
zapewnia istnienie jedynie wartosci Sredniej, podczas
gdy wariancja staje si¢ nieograniczona — co oznacza,

ze prognozowanie zgjawisk takiego rodzaju musi

by¢ bardzo niepewne. Warto$¢ érednia (przecietna)
mozemy wéwczas mimo wszystko uznac¢ za naturalng
jednostke czy skale danego zjawiska. Wobec tego na
nazwe zjawisk SF zastuguja te charakteryzujace sie
wykladnikiem mniejszym od dwdéjki, ale wigkszym od
jedynki — przynajmniej gdy opisujemy je jako rozklady
prawdopodobienstwa, ktoérych ,ogony” musza by¢
catkowalne (zeby calkowita energia szuméw 1/f° byla
skoriczona). Ograniczenie s > 1 nie dotyczy oczywiscie
sytuacji, kiedy zamiast wielkosci fizycznych uzywamy
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rang, albo badany rozktad prawdopodobienstwa

jest rézny od zera jedynie na skonczonym odcinku.

W szczegdlnosci rozklad rownomierny mozna utozsamic
z rozkladem potegowym z wykladnikiem s = 0. Pozostaje
jednak problem dla s € (0,2) w okolicy bliskich zera
amplitud badanych zjawisk. Model Mandelbrota, dobry
dla obiektow matematycznych zwanych fraktalami,
musi sie zalamac przy opisie rzeczywistodci fizyczne;j.
Fraktale to obiekty geometryczne, ktérych fragmenty
po powiekszeniu wygladaja tak samo jak oryginal (by¢
moze obrécony). Proste przyklady to: linia prosta,
zbior Cantora czy dywan Sierpinskiego. Tymczasem
ykazdy widzi”, ze powickszania materialnego dywanu
Sierpinskiego nie da sie prowadzi¢ dowolnie dlugo. Taki
proces musi sie zakonczy¢, kiedy zaczna byé widoczne
pojedyncze czasteczki chemiczne. Zartobliwie mozna
powiedzieé, ze Przyroda radzi sobie z matematycznymi
nieskonczonosciami na dwa sposoby: od géry — dzigki
skoniczonej predkosci $wiatta i od dotu — poprzez zasade
nieoznaczonosci Heisenberga. Bardziej prozaicznie:
wielko$¢ dziurek na rysunku (1} jest ograniczona do
rozmiaréw kromki, z ktérej one pochodza. Natomiast
nature gérnego ograniczenia nosnika rozkladu

z rysunku [2| wypada pozostawi¢ Czytelnikowi.

T T T

strucla turecka (x 2)
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powierzchnia dziurek [mm?]
Rys. 1. Rozklad pdl dziurek w wyrobach piekarniczych;
mm? sg umowne, bo powierzchnie dziurek byly mierzone na mocno
powiekszonych zdjeciach. Dla lepszej czytelnosci obydwa rozktady
zostaly przeskalowane. Wyktadniki to: —1,317 (strucla turecka) oraz
—0,963 (chleb korzenny)
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Rys. 2. Prawdopodobieristwo pozostania jurorem/recenzentem
w kolejnych edycjach pewnego corocznego konkursu. Widaé, ze
po szesciu latach w skladzie jury pozostaje mniej niz 20% jego
oryginalnych czlonkéw. Wykladniki dla obu gatezi to —0,836 i —3,925
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Trudne pytania

Pewien pan — wyksztalcenie wyzsze, politechniczne — stuchajac podawanych
w telewizji informacji o pandemii, wzrusza ramionami lekcewazaco. Ma juz
diagnoze, jest zakazony... Nie widzi jednak koniecznosci uprzedzenia o tym

odwiedzajacego go kolegi. Macha reka i komentuje: ja tam nie wiem, co to jest,
bakteria, wirus, a moze spisek koncernéw. . .

Miatam nie pisa¢ juz o koronawirusie, ale co pewien czas to postanowienie we
mnie gasnie. Jak to tak? Bakteria, moze wirus... pewnie Gates? Czlowiek
wyksztalcony, o bakteriach uczyl sie juz w szkole podstawowej. Pandemia
upewnia mnie, ze ksztalcié¢ siebie i innych nalezy stale. Ja tez juz nie wiem,

co to sa réwnania rézniczkowe, a uczylam sie je rozwiazywaé. Wiedza ucieka

z nas jak z dziurawego wiadra. Bakteria czy wirus? (Gatesa nie bierzemy pod
uwage.) Nie wiem, czy Czytelnika Delty nalezy poinformowaé, jakie sa réznice
miedzy bakteriami i wirusami — tak bardzo wydaje mi sie to wiedza podstawowa.
Ale zaryzykuje i zaczne od bakterii. Kto to wie — mozna zawsze przejsé do
ciekawszych tekstéw matematycznych.

Bakterie w formie bliskiej do wspdlczesnych byty
pierwszymi formami zycia, jakie pojawily sie na Ziemi,
a wiec okoto 4 mld lat temu. Powstaly prawdopodobnie
z polaczenia pierwszego komoérkowego przodka LUCA
z inna jednokomodrkowa istota, ktéra wtargneta do

tej pierwszej, zadomowila si¢ i po wielu pokoleniach
zostata wlaczona w jej sktad. Produkt koncowy, zywy,
odziedziczyl elementy LUCA oraz mitochondria, mate
struktury z tej drugiej komérki. Wszystkie funkcje
komoérki LUCA wymagaly jednego uzupelnienia:
systemu wytwarzania energii, ktory zapewnily wtasnie
mitochondria.

Od tego czasu bakterie ewoluowaly. Ewolucja bakterii
trwa tak samo dlugo jak ludzi — zaczynaliSmy od
wspdélnego przodka.

Dzisiejsze bakterie maja skomplikowane genomy
(DNA) o réznej dlugosci, co oznacza takze rézna liczbe
genéw. Najprostsze licza ich okoto 300, najbardziej
zlozone okoto 10 tysiecy. To nie znaczy, ze te pierwsze
sa ,,gorsze” — po prostu daly sobie rade w walce

o przezycie nawet tak skromnie wyposazone. Te z duzym
genomem maja wazng ceche — te sama funkcje moga
wykonywacé na rézne sposoby. Uszkodzenie jednego
szlaku przemian nie oznacza $mierci osobnika i jego
potomkéw. Szcezesdliwy zbieg okolicznosci i zdolnosci
obserwacyjne uczonych XIX i XX wieku pozwolity
odnalezé substancje, ktére hamuja rozwdéj bakterii,
eliminuja je z zycia — to antybiotyki, wytwarzane

m.in. przez grzyby. Antybiotyki to przyktad ,walki

o byt” w $wiecie mikroorganizméw. Oczyszczaja
przedpole do wlasnego trwania. Wiele z nich dziala

na cale grupy bakterii, znaleziono i zsyntetyzowano ich
tysiace. Na pewien czas Swiat ludzi zostal wyratowany.
Ale ewolucja trwala, bakterie zmienialy sie tak, ze
stawaly sie odporne na antybiotyki. I byty w tym

szybsze niz chemicy projektujacy kolejne odmiany lekéw.

Antybiotyki zatrzymuja zywotng dla bakterii reakcje —
tworzenie btony i Sciany komoérkowej, synteze bialek itp.
Obecnie istnieja, niestety, takie bakterie, ktére sa oporne
na wszystkie rodzaje znanych antybiotykéw. Koszmar
senny lekarza internisty.
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Kiedy i jak powstaly wirusy, tego nie wiemy.

Czy byly to niezalezne byty, ktére, jak wlasciciele
mitochondriéw, znalazty schronienie w bakteriach?
Obecnie wirusy to krétkie genomy (kilka lub kilkanascie
genéw zapakowanych w blone pozyczong od bakterii,

z ktérymi sie zetknely). Genetyczna przesyltka

w poszukiwaniu gospodarza.

A moze pewne kawalki genoméw bakteryjnych
wyodrebnily sie w niezalezne byty? We wspdlczesnym
genomie czlowieka znajduja sie fragmenty, niezakazne,
przypominajace genomy wirusow.

Geny wiruséw koduja kilka (kilkanadcie) bialek
reprodukujacych wirusa. Zeby sie namnozy¢, wirus
korzysta z systeméw gospodarza. Jezeli zatrzymamy

te reakcje, kierowane przez gospodarza, zabijemy i jego.
Zazwyczaj wirusy maja enzym konieczny do powielania
wlasnego genomu, a takze biatka dekorujace jego btone
zewnetrzna, potrzebne do przedostania si¢ wirusa do
wnetrza gospodarza. To jedyne mozliwe cele dzialania
potencjalnych lekéw i szczepionek. Znalezienie lekéw
na razie okazalo si¢ za trudne. W zasadzie nie ma na
Swiecie lekéw antywirusowych. Nawet bardzo grozna
choroba AIDS 40 lat po odkryciu wirusa HIV nie
doczekala sie ani szczepionki, ani leku, ktéry by z tej
choroby wyleczyt.

Rodzina koronawiruséw jest bardzo duza. Wiemy,

ze wywodza sie z organizméw zwierzecych. Kilka

z nich, w wyniku pewnych mutacji, uzyskato zdolnos¢
atakowania organizméw ludzkich, wywotujac choroby
réwniez wérdd ludzi. Genom koronawirusa jest
stosunkowo niewielki, szuka si¢ czynnikéw, ktére

by inaktywowaly ten genom lub jedno z biatek
powierzchniowych. Na razie bezskutecznie. Poniewaz
wejscie do komorki wirus realizuje poprzez polaczenie sie
z bialtkiem obecnym na powierzchni prawie wszystkich
naszych komérek, to szybko sie w nich kryje i zaczyna
destrukcje. Obecnie nic na to nie mozemy poradzic.
Niestety cze$¢ zakazonych umiera.

Pisalam w stanie podgoraczkowym, z katarem i bélem gltowy. Mysle, ze
przezigbiona. Wnuka do domu nie wpuscitam.

Magdalena FIKUS (magda.fikus@gmail.com)
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Czytelnik Oburzony, ze to wszystko
oszustwo szyte zbyt grubymi ni¢mi,
brakujace czynniki znajdzie

w poprzednim artykule tej serii w A;g.

By przenosié ciepto, element
konwektywny musi mieé¢ temperature
réznigca sie od otoczenia o 6T,

a wzglednie o € = dT'/T. Zaniedbujac sile
wyporu, element pokonuje droge R pod
dziataniem przyspieszenia GM/R2

w czaste dynamicznym T4, gdzie

R = (GM/R?)73, czyli 74 ~ /R3/GM

(w przypadku Stonca 74 ~ 1 h).

W praktyce wskutek cze¢sciowego
réwnowazenia grawitacji przez site
wyporu na element konwektywny dziata
przyspieszenie réwne eGM/R27 zatem
czas bedzie rzedu 7 ~ 74/+/€. Zakladajac,
ze konwekcja dotyczy catej gwiazdy,
pojemno$é cieplna wszystkich elementéw
jest poréwnywalna z jej energia
grawitacyjng GMZ/R. W rzeczywistoéci
transportowane jest ciepto zwiaézane

z nadwyzks temperatury eGM~ /R,
gdzie € < 1. Jasno$é gwiazdy to

L ~ eGM?/(R7) ~ 3/2GM?/(R7y), czyli
€ = (1q/7)%/3, gdzie

7 ~ GM/(r?L) = 107 lat jest czasem
termicznym, potrzebnym do wys$wiecenia
przez gwiazde zapasu energii cieplnej.
Oczywiscie gwiazdy odnawiajg ten zapas
dzigki reakcjom termojadrowym, co
sprawia, ze zyja znacznie dluzej.

O Stoncu i gwiazdach ,. kwantowych”
Alex SCHWARZENBERG-CZERNY*

W XIX wieku — gdy tylko do $wiatla Stonca i gwiazd zastosowano analize
widma plomieni, stato sie jasne, ze stanowia one kule goracego gazu. Sprébujmy
zatem opisaé ich wnetrza, zakladajac, ze cidnienie zmienia sie z gestoscia, jak

w przemianie politropowej (opisanej w Alf):

(1) K<M)1+1/nNKp1+i %p:kTﬁwkiT%NGiWi’

R3 Ly g R3 R?2 R?
gdzie kolorem wyrézniono réwnanie stanu gazu doskonatego; K i n to stale,
a pg oznacza mase jednej czasteczki. Jedli wiec gestosé to stosunek masy M
i objetosci V ox R®, p = M/V, to p/u, jest proporcjonalne do liczby moli na
jednostke objetosci, jak w tradycyjnej postaci tego réwnania. Dla kulistej
gwiazdy w grubym przyblizeniu p ~ M/R3, pomijajac przy tym czynniki rzedu
kilka (7 i inne). W tej samej konwencji pole przekroju kuli o< R?, a w réwnowadze
sita parcia jest rzedu sity grawitacji gwiazdy, GM?/R?, skad wynika wzér
na cidnienie. Poréwnujac skrajne wyrazenia, mamy

KT GM

Ml K\"
—~ =] ~ t 2b) — ~ —.
= ( G) const oraz (2b) m 7

Zalezno$¢ (2p) jest uzyteczna i, co wazniejsze, weryfikowana w oparciu

o obserwacje. Wynika z niej, ze dla n = 3 gwiazda o danej masie zachowujac
réwnowage mechaniczng (hydrostatyczna), moze przyjmowaé rézne promienie.
Oznacza to, ze jej rownowaga jest obojetna. Mozna takze pokazad, ze dla

n < 3 obiekty sa w réwnowadze trwalej. Przykladem nie-gwiazdowym jest
Ziemia o wnetrzu z cieklych metali, gdzie gesto$é¢ praktycznie nie zmienia sie
z ci$nieniem (n = 0 w réwnaniu . Dla n > 3 gwiazda nie jest stabilna i albo
ulega rozproszeniu, albo kurczy sie, az zmiana wlasnosci sprasowanego gazu
spowoduje, ze n < 3.

(2a)

W praktyce w grupach podobnych gwiazd mozemy spotkaé¢ dwie sytuacje:

(a) dla kazdej gwiazdy z osobna réwnanie politropy jest dobrym
przyblizeniem dla pewnego ustalonego n, ale z réznymi wartosciami K;

oraz (b) dla calej grupy n i K sa ustalone. Przypadek (a) dotyczy gwiazd
zbudowanych ze zwyktego gazu, w ktérych transport ciepta na zewnatrz odbywa
sie dzieki konwekcji. Dla nas jest istotne, ze elementy konwektywne poruszaja
sie w czasie T ~ 74/\/€ ~ (727)1/3 — gdzie 74 oznacza czas dynamiczny, a 7
czas termiczny (szczegdly na marginesie), ktéry jest znacznie krétszy niz czas
termiczny 7, — wymieniajac z otoczeniem znikoma czes¢ € zapasu energii, czyli
w dobrym przyblizeniu uczestnicza w przemianie adiabatycznej (méwimy zatem
o konwekcji quasi-adiabatycznej).

Przy temperaturach panujacych w gwiazdach atomy sa w pelni zjonizowane, tak ze
energia cieplna gazu pochodzi praktycznie wylacznie z ruchu kinetycznego elektronéw
i jader, a wtedy wykladnik adiabaty wynosi vy =14 1/n = 5/3, czyli n = 3/2. Takie
modele politropowe dobrze opisuja wnetrza gwiazd chemicznie jednorodnych,
nalezacych do tzw. ciagu gléwnego, jak np. Storice o typie widmowym Sp = G4, ale
chlodniejszych niz Sp = KO0, i o mniejszej masie, takich jak czerwone karty, w ktérych
konwekcja obejmuje praktycznie cala gwiazde. Poniewaz dla chtodnych gwiazd
obserwowana zaleznoé¢ masa-promien to R ~ M85 zatem z ) T, ~ M5 czyli
dla coraz mniejszych mas temperatura w centrum spada. Dla masy M < 0,08M,
temperatura jest za niska do zaptonu reakcji jadrowych — takie gwiazdy to brazowe
karly, Swiecace kosztem zmagazynowanej energii termicznej (ich 7 jest znacznie
wigksze niz dla Slorca, zatem stygna bardzo dlugo). Podobna do nich politropowa
budowe maja licznie teraz odkrywane planety o masach wiekszych od Jowisza.
Natomiast podobnie do czerwonych olbrzymoéw, oprécz rozdetej politropowej otoczki
konwektywnej, w samym centrum niczym pestka tkwi mate, ale bardzo geste jadro
(sktadajace si¢ z metalicznego wodoru w przypadku Jowiszéw i zdegenerowanego
helu — o czym péZniej — w przypadku czerwonych olbrzyméw).
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Warto dodaé, ze otoczka takiej gwiazdy
rozdyma si¢, a gwiazda — nazywana wtedy
czerwonym olbrzymem — przypomina
brzoskwini¢ o twardej pestce w srodku
migkkiej, delikatnej otoczki.

‘W poréwnaniu do rozmiaru brzoskwini
pestka jest grubosci wlosa i, choé¢ zawiera
kilkadziesiagt procent masy gwiazdy, ma
promien zaledwie troche¢ wigkszy od
Ziemi, a otoczka moze mieé rozmiar
orbity Merkurego lub nawet wigkszy.

Jak zauwazyl Subrahmanyan
Chandrasekhar, powyzej pewnej gestosci
materia jest nie tylko catkowicie
zjonizowana, ale takze elektrony jako
fermiony o spinie 1/2 nie mogg zajmowadé
tych samych stanéw w przestrzeni
potozen i pedéw. Minimalna objetosé
takiego stanu wynika z zasady
nieoznaczonosci Heisenberga w trzech
wymiarach:

Az Ap.® > h®,
gdzie h jest stala Plancka. Srednia
objetosé wynosi Ax® = p./p, gdzie
e ~ 2mp jest Srednig masa gazu
przypadajaca na elektron, zwykle rzedu
masy 2 nukleonéw (protonu/neutronu).
Zatem $rednia wartos¢ bezwzgledna pedu
w osi x to

Pz ~ Apy ~ h(p/pe)
Przy gestosci biatych kartéow tak
wielkiemu pedowi odpowiada tzw. energia
Fermiego, laczna energia kinetyczna
elektronu w 3 kierunkach Ep(p), znacznie
wyzsza od energii termicznej kT czastek
w najgoretszych gwiazdach Erp > kT.
Oznacza to, ze prawie wszystkie stany
energetyczne ponizej Er sa zajete, bo
liczne pustostany odpowiadalyby
dostarczeniu gazowi dodatkowej energii,
znacznie wigkszej niz termiczna. O takim
gazie méwimy, ze jest zdegenerowany.

1/3

Jesli z powierzchni gwiazdy emitowany
jest foton w linii widmowej o czestosci vg
(energii E = hrg), co na mocy
relatywistycznego wzoru E = mc
odpowiada masie dynamicznej (w ruchu)
m = hvg/c?, to ma on tez energie
potencjalng —GMm/R i by osiggnadc

R = oo, musi wykonaé prace, tracac
energie hvg — hvoe = GMhuvg/(Rc”). Jedli
vo znamy z laboratorium, a obserwujemy
Voo 1 znamy M, to mozemy wyliczyé R.

W znacznej czeéci wnetrza Storica do transportu energii zamiast konwekcji
wystarcza promieniowanie, zatem zalezno$¢ P(p) moze by¢ slabsza niz dla
adiabaty, n > 3/2. Budowe wnetrza Slofica mozemy przyblizy¢, zakladajac jak
Arthur Eddington, ze stosunek ci$nienia gazu i ci$nienia promieniowania jest
staty: P, = 8Py, czyli P, = 40T*/3c = BP, = Bp/ugkT. Stad mamy T ~ pt/3,
zatem calkowite ci$nienie to P = (1 + §)P, ~ p*/3, co odpowiada politropie

n = 3. Przyblizenie jest niedoskonale, bo wtedy Stonce byloby niestabilne

(w réwnowadze obojetnej, jak wynika z ) W rzeczywistosci dzigki rosnacej
ze spadkiem T roli cidnienia gazu Srednie n jest bliskie, ale mniejsze niz 3, wiec
na szczescie nasza najblizsza gwiazda prowadzi sie dobrze.

Gdy w podobnej do Stonca lub nieco bardziej masywnej gwiezdzie wyczerpie sie
w jadrze paliwo jadrowe (woddr) i zostanie hel, niezdatny do dalszej produkeji energii
z powodu za niskiej temperatury, to parametr n opisujacy jadro takiej gwiazdy
ros$nie od pierwotnej wartosci 3/2 do nieskoriczonosci, wyréwnujac temperature
poprzez odprowadzenie energii na zewnatrz. Co oczywiste, juz po zblizeniu sig
do n = 3 staje sie ono niestabilne i pod naciskiem otoczki kurczy sie, az osiagnie
pe ~ 108 g/cm3, kiedy istotne staja si¢ efekty kwantowe, o czym ponizej.

Spektakularna ilustracja przypadku (b) sa bialte karly, dla ktérych K in

sg z grubsza stale. Postaramy si¢ je wyznaczy¢. Jak wiadomo, Syriusz A to
najjasniejsza gwiazda naszego nieba. Z precyzyjnych obserwacji jego pozycji
wiadomo bylo, ze wraz z towarzyszem — Syriuszem B — o podobnej masie,
obiegaja po orbitach wspdlny srodek ciezkosci uktadu. Wobec malej jasnosci
sktadnik B dlugo kryt sie w blasku sktadnika A. Gdy dzigki postepowi techniki
udalo sie go zaobserwowaé, okazal sie goretszy (bardziej blekitny) niz Syriusz A,
a zatem jego nikly blask mozna wyjasnié tylko bardzo malym promieniem (nieco
wigkszym od Ziemi), co oznacza gesto$é materii przekraczajaca tong/cm?.

Site mozna zapisa¢ jako zmiane pedu p, w czasie, F, = dp,/dt. Zatem ciénienie P
jako parcie F' gazu na jednostke powierzchni mozna zapisa¢ jako strumien
padajacego/odbitego pedu (czynnik 2 pomijamy). Musimy jednak wziaé¢ pod
uwage dwie mozliwe predkoéci elektronu, klasyczng v, < ¢ i relatywistyczna

Vp = C: P

klasycznie
p P Y
P~ ;pz’l]z ~ —DPz Me

e e c relatywistycznie,

gdzie p/p. to liczba czastek w jednostce objetosci, a v, i p, to ich predkosé

i ped, co daje strumien pedu na jednostke powierzchni. Rozrézniamy tu mase
gazu przypadajaca na elektron — ., rzedu masy 2 protonéw — od masy samego
elektronu m., prawie 2000 razy mniejszej. Wraz ze wzorami z marginesu

otrzymujemy 52/3 2 5/3
AU B <1
2072/3 | me \ e

31/3 p 4/3
() e

gdzie z = p, /mec ~ (h/mec)(p/pe)? ~ Ao/ Az i Ao = h/mec jest nazywana
Comptonowsksa dlugoscia fali elektronu. Nawiasy kwadratowe zawieraja czynniki
pominiete w wyprowadzeniu, ktérych dopisanie daje wynik $cisty. Dla krytycznej
wartosci x = 1 dostajemy gestos$é, przy ktorej mozna uznaé, ze elektrony sa
relatywistyczne:

mecC

3
(3) Prel = He( n > ~ 106 g/cm3.

7 powyzszego wynika, ze przy nierelatywistycznej degeneracji n = 3/2, a wiec
biale karly winny spelniaé¢ zaleznos¢ M'/2R3/2 = const. Masy wyznaczamy

jak dla Syriusza B, z ukladéw podwdéjnych. Natomiast promien biatego karta
mozna wyznaczy¢ z efektu poczerwienienia grawitacyjnego. W granicach btedow
biate karly o masach M < 1 M, faktycznie spelniaja powyzsza zaleznosé M (R).
Pospolite biate karly maja M ~ 0,6 Mg, ale takie o M > 1,2 M, sa spotykane.

(2)

Fascynujacy rezultat dostajemy takze dla relatywistycznej degeneracji, czyli n = 3.
Woéwezas K ~ he/ ui/ ® wiec wzér (2a) zamienia si¢ wprost we wzdér na mase
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Realistyczna zalezno$¢ masa—promien
M (R) dla biatych kartéw i gwiazd
neutronowych na podstawie rachunkéw
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neutronowych w CAMK (rysunek
sporzadzony przez Leszka Zdunika)

* Doktorant, Wydzial Fizyki, Uniwersytet
Warszawski

bialego karta, zwana masa Chandrasekhara:

1/3

(4) Mep = 2\1f H83 1/3] hC(:L/:_ 2

T 7r pe?G
Na podstawie Scistych wyprowadzen w poprzednim artykule tej serii stata
proporcjonalnoéci K/G uzupelnilem o rézne pomijane do tej pory czynniki.
Wstawiajac p. = 2ug odpowiadajace masywnemu bialemu kartowi o sktadzie
zdominowanym przez tlen i wegiel, otrzymujemy Mcp = 1,44 Mg. Maseg calej
gwiazdy mozna wyrazié przez stale fizyczne, gléwnie atomowe! Nasz wynik
oznacza, ze bialy karzel nie moze mie¢ masy wiekszej niz M¢p,, bo osiagajac
relatywistyczna degeneracje, staje sie niestabilny mechanicznie. Szczegdlnie
spektakularny jest rezultat dla bialego karta w uktadzie podwéjnym, w ktérym
towarzysz ,,na site” dostarcza mu materii, az ten pierwszy osiagnie M¢y,. Taki
nieszczednik zapada sie¢ wtedy pod wlasnym ciezarem, a dzigki uwolnionej energii
grawitacyjnej i reakcjom jadrowym spektakularnie wybucha jako supernowa
typu Ia: pod olbrzymim naciskiem jadra rozpadaja sie na nukleony, a pary
proton-elektron taczg sie w neutrony, ktére tez sg fermionami i podlegaja
zakazowi Pauliego.

n/2

Hi-

Gwiazdy dostatecznie geste, by istotny stal sie zakaz Pauliego w przypadku
ciezkich fermionéw, protonéw i neutronéw, to gwiazdy neutronowe. Sa one
kolejna, bardziej zwarta niz biale karly, rodzina gwiazd, co pokazuje rysunek
na marginesie. Prosta zalezno$é¢ M (R) dla bialych kartéw swiadczy o dobrym
przyblizeniu przez politrope n = 1,5. Jednak dla lekkich gwiazd neutronowych
prawie plaski wykres §wiadczy o srednim n bliskim 3. W nich neutronizacja
nie jest zupelna i wzrost gestosci prowadzi do zamiany dalszych atoméw na
neutrony, przy niewielkiej zmianie cisnienia. Przypomina to kondensacje pary
w temperaturze 100° C, gdy $ciskanie daje wiecej cieczy, ale ci$nienie jest
nadal ci$nieniem pary nasyconej. Z kolei dla mas ponad 0,5 Mg w centrum
neutrony sa tak ciasno upakowane, ze zaczynaja odpychaé sie sitami silnymi
(jadrowymi), dominujacymi nad ci$nieniem degeneracji, i n zbliza sie do 1,

a wykres staje sie prawie pionowy. Maksymalna masa gwiazdy neutronowej
wynosi, jak nam si¢ obecnie wydaje, nieco powyzej 2 Mg i jest skutkiem efektéw
silnego pola grawitacyjnego, wynikajacych z relatywistycznych poprawek

do teorii grawitacji. Przy tej masie w gwiezdzie neutronowej powoduje ono
niezaniedbywalne zakrzywienie czasoprzestrzeni, zgodnie z ogdlna teoria
wzglednoéci. To zakrzywienie jest tylko kilka razy mniejsze niz w przypadku
czarnej dziury. Czy pomiedzy rodzing gwiazd neutronowych a czarnymi dziurami
istnieje trzecia rodzina zwartych gwiazd? Poszukiwania tak egzotycznych
obiektow trwaja.

Kwantowy efekt Zenona od kuchni
Stanistaw SOLTAN*

Wyobrazmy sobie, ze gotujemy wode na gazie. Spieszy nam sie, wiec co chwila
podnosimy przykrywke garnka i sprawdzamy, czy woda sie gotuje. Ale im
czesciej sprawdzamy, tym bardziej czas nam sie dluzy. , A watched pot never
boils” — pilnowany garnek nigdy nie wrze — méwia Anglicy. To jednak jest
uczucie czysto subiektywne. Zjawiska fizyczne, jakie spotykamy na co dzien,
podlegaja identycznym procedurom niezaleznie, czy je obserwujemy, czy nie.
Teorie fizyczne, ktore stosujemy do opisu zjawisk, nie interesuja sie w ogole
takimi ,formalnosciami” jak pomiary i obserwacje.

Sprawy zmieniaja sie¢ istotnie, gdy od zwyklych dla nas zjawisk makro$wiata
przejdziemy do skali atomowej czy mniejszej. Teoria konieczna do opisu zjawisk
w takiej skali jest mechanika kwantowa. Inaczej niz przywyklismy, teoria ta
obejmuje kwestie formalne, a opis pomiaru (w kategoriach bardzo ogélnych)
jest jej istotna czedcia. Zjawiska fizyczne przestaja by¢ obojetne na to, czy je
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obserwujemy, czy nie. Zeby pokazaé réznice przynajmniej na poziomie zasad,
zastapie garnek z woda zmys$lonym garnkiem ze zmyslona woda, ktéry udawaé
bedzie system podlegly mechanice kwantowej. Przelozenie tej teorii na praktyke
oméwimy pobieznie pdzniej.

Wiadomo, ze zanim woda sie zagotuje, musi przejs¢ przez stan posredni, kiedy

przykrywke.

,babelkuje”. Zmyslona woda rzadzi¢ sie bedzie takim przewrotnym prawem:
ilekro¢ podnosimy przykrywke, nigdy nie widzimy, by ,,babelkowata”. Moze
nie wrzeé¢ lub moze wrze¢, péki trzymamy podniesiona przykrywke, ale nic
innego. Lecz nie moze zaczaé wrzeé, jesli wezesniej nie zaczeta babelkowaé,
a stad wniosek, ze nigdy nie zacznie wrzeé¢, gdy bedziemy trzymaé podniesiona

Opusémy zatem przykrywke na czas 7, po czym jg podniesmy. Jak

bedzie zachowywaé sie¢ woda udajaca system kwantowy? Okazuje sie, ze
probabilistycznie: dla danego czasu 7 woda po odstonieciu bedzie wrzeé
z prawdopodobienstwem ¢. Sprobujmy zatem zagotowaé¢ wode w czasie t,

t

sprawdzajac w tym czasie n razy co czas T = -, czy nam si¢ udato
(zakladamy, ze podnosimy przykrywke na zaniedbywalnie krétki moment).
Prawdopodobienstwo, ze w czasie t nie uda nam si¢ zagotowaé¢ wody, wynosi

R )

ZapisaliSmy to tak, by przypominalo definicje liczby Eulera e:

1 n
(1 + ) — e = 2,718281828459. ..
n

Latwo z tej definicji wykazaé (zastepujac n przez

n—oo

n
T

n
(1+%) o
n

gdzie x jest stale), ze

n—oo

Gdy n jest duze, fizycy na ogdél nie przejmuja sie, ze n nie jest nieskoniczone.
Zatem zapiszmy prawdopodobienstwo niezagotowania wody jako zaleznosé

wykladnicza

Nasze szanse zagotowania wody zaleza zatem od tego,
jak g zalezy od 7. Kolejna rzecz, ktéra zwykli robi¢
fizycy, jest rozwijanie funkcji w szereg potegowy:
q=qo+ qT+ q7% +...1izaniedbywanie wyzszych
poteg, jesli T jest male (a takie jest, bo mamy zamiar
czesto sprawdzaé, czy woda juz sie zagotowala).
Poniewaz powiedzieliémy, ze woda nie moze zaczaé
wrzeé, poki nie zacznie ,,babelkowac”; nalezy przyjaé,
ze ¢ =0, gdy 7 = 0. Musi zatem by¢ qo = 0. Okazuje si¢
tez, ze musi zachodzi¢ ¢; = 0, by nasz garnek z woda
poprawnie udawal system kwantowy. Zatem najnizszy
nieznikajacy parametr w rozwinieciu ¢ wystepuje przy
drugiej potedze 7. Mozemy wiec przyblizy¢:
P2t

Im czesciej sprawdzamy wode, tym mniejsze jest T

i tym mniejsza jest warto$é¢ absolutna wyktadnika

w powyzszym wzorze. W konsekwencji P spada

wolniej, czyli wigksze jest prawdopodobienstwo, ze
bedziemy dtuzej czekaé na zagotowanie. Caly zas proces
zatrzymalby sie zupelnie przy 7 — 0 (w tej granicy
uzyskujemy, jak widaé¢, ten sam wynik, co w przypadku,
gdy trzymamy pokrywke caly czas podniesiona).

Podsumujmy. Zmy$lony garnek udaje system kwantowy,
stosujac sie do trzech regulek: (1) nigdy nie daje

sie zaobserwowaé w stanie posrednim; (2) gdy

jest obserwowany, zachowuje si¢ probabilistycznie;
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(3) dla krétkich czaséw przebywania w stanie posrednim
prawdopodobienistwa sa w przyblizeniu proporcjonalne
do kwadratu tego czasu (zerowy i pierwszy wyraz
rozwiniecia znika). Zwrdémy tez uwage na zalozenie
implicite, ze podnoszenie i opuszczanie przykrywki
udaje procedure pomiarowa na systemie kwantowym.
Skutkiem stosowania tych regulek jest to, ze im
czesciej sprawdzamy, co sie dzieje, tym z mniejszym
prawdopodobienstwem zobaczymy jakakolwiek
zmiane. Zjawisko to jest rzeczywiste dla systemow
mikroskopowych; z rzadka tylko nazywane jest
efektem pilnowanego garnka (,,a watched pot effect”),
a duzo szerzej znane jest pod mianem kwantowego
efektu Zenona. Drugi tytul zawdzieczamy skojarzeniu
z pogladami starozytnego greckiego filozofa Zenona
z Elei. Dowodzil on niemoznosci ruchu (i w konsekwencji
jakiejkolwiek zmiany) poprzez mys$lowe rozbieranie
rzeczywistych ruchéw na coraz drobniejsze fragmenty.
Zgodnie z reguta, ze jesli rzeczywistosé nie zgadza
sie z teoria, to tym gorzej dla rzeczywistoéci — Zenon
twierdzil, ze zmysly nas mamia. By¢ moze zgodzilby
sie on na kompromis, jaki wynika z powyzszych
rozwazan: $wiat zmienia sig, gdy przymykamy
na to oko.

Oméwimy teraz, na ile zastosowane regutki symuluja
rzeczywistosé.



(1) Zmyslony garnek symuluje nam ,prosty” uklad
mikroskopowy. Moze to by¢ np. niestabilne jadro
atomowe, atom z jednym elektronem na wyzszym
poziomie energetycznym lub atom uwieziony w putapce
optycznej, tzn. w potencjale wytworzonym przez
przecinajace si¢ wiazki laserowe. Czytelnik stusznie
zaprotestuje przeciw nazwaniu dowolnego z tych
uktadow prostym. Prostota takiego uktadu ma polegaé
na tym, ze moze on znajdowa¢ sie tylko w jednym

z dwéch stanéw. Stan 1: woda si¢ nie gotuje, jadro

sie nie rozpadlo, elektron wciaz znajduje sie w stanie
wzbudzonym, a atom wewnatrz putapki. Stan 2: woda
wrze, jadro sie rozpadlo, elektron opadl na nizszy
poziom, emitujac foton, a atom uciekl z putapki.

Nie obserwujemy jadra, ktére juz-juz zaczyna pekac.
Elektron przechodzac od jednego poziomu do drugiego,
oddaje energie w postaci dokladnie jednego fotonu —
kwantu $wiatla. Nie obserwujemy nigdy, by elektron
stopniowo wypuszczal struzke energii w trakcie
zmieniania poziomu. Podobnie jednoznacznie zachowuje
sie tez atom w putapce optycznej — albo jest w putapce,
albo poza nia. Zaznaczmy, ze do pomyslenia jest
sytuacja, gdy uklad przechodzilby przez jakie$
obserwowalne stany posrednie, np. jadro mialoby jakis
dodatkowy stan wzbudzony, a elektron przed przejSciem
do najnizszego poziomu energetycznego moglby sie
znalez¢ w jakim$ posrednim, emitujac w sumie dwa
fotony po drodze. Kwantowos¢ jednak polega tu na
niecigglosci: mamy konkretne stany, ktére da sie
zaobserwowac, i nic posredniego miedzy nimi. Uktad

z wieksza liczba stanéw dziala¢ bedzie na tej samej
zasadzie co uktad z dwoma.

(2) Kwintesencja klopotéw z pomiarami w mechanice
kwantowej jest rozstawiona szeroko po Swiecie zasada
nieoznaczonoéci Heisenberga. Wedle niej, gdy mierzymy
polozenie jakiejs swobodnie poruszajacej sie czastki, to
nigdy nie znamy jej pedu, i odwrotnie: gdy zmierzymy
ped, nie znamy polozenia. Mozemy prébowaé mierzyé

i ped, i potozenie, ale otrzymany wynik jest zawsze
obarczony niepewnoécia. Im jedno znamy doktadniej,
tym drugie mniej, i to z fizycznej koniecznosci, a nie

z powodu niedoskonalosci naszych pomiaréw. Oznacza
to, ze gdy nie mierzymy ani potozenia, ani pedu, to
czastka znajduje si¢ w stanie, dla ktérego nie jest
okreslone ani konkretne potozenie, ani konkretny

ped. Stan ukladu jest tak zwana superpozycja stanéw

o roznych potozeniach i réznych pedach. Skoro pomiary
pedu i polozenia maja wbudowana niedokladnosé, to
znaczy, ze rzadzi nimi prawo probabilistyczne; konkretne
prawdopodobienstwa zmierzenia takiego czy innego pedu
lub polozenia zadane sa przez wewnetrzne parametry tej
superpozycji (czyli, inaczej méwiac, funkcje falowa).

W podobnej (acz prostszej) sytuacji jest nasz ,,prosty”
uklad kwantowy — jesli nie jest obserwowany, to jest
w superpozycji stanu 1 i stanu 2. W moim zmys$lonym
modelu gotujacej sie wody role superpozycji pekita
woda ,,babelkujaca”; czyli taka w stanie po$rednim.
Jak wida¢ moze z poprzedniego akapitu, nazwanie
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superpozycji jedynie stanem posrednim miedzy dwoma
stanami mozliwymi do zaobserwowania jest pewnym
zubozeniem. Superpozycja aspiruje raczej do bycia
jedynym wlasciwym opisem fizycznego stanu. My
jednak chcieliSmy co chwila nasz system sprawdzad,
sprowadzajac superpozycje do stanu 1 lub 2, stad takie
poréwnanie. Superpozycji, dodam, nie mozna traktowac
jako zwyktego rozkladu prawdopodobienstwa réznych
standéw, o czym z braku miejsca wspominam bez podania
uzasadnienia.

(3) Dla dlugich czaséw prawdopodobienstwo pozostania
w stanie poczatkowym (przy braku pomiaru)

w powyzszych przyktadach zanika wykladniczo. Jest

to rezultat tzw. Ztotej Reguly Fermiego. Mozna tatwo
sprawdzi¢, ze w takim przypadku (kiedy 1 — ¢ zanika
wykladniczo) $cisty wynik modelu z garnkiem nie
przejawialby zaleznosci od 7 ani nawet nie réznitby

sie od sytuacji bez pomiaru. Lecz dla krotkich

czasow zachodzi odejécie od zaniku wykltadniczego.

W szczegdlnoscei dla dostatecznie krotkich czasow,

jak wspomnialem, owo prawdopodobienstwo zanika
kwadratowo. Jest to prawda dla kazdego systemu
kwantowego. Dla réznych ukladow i czestotliwosci
pomiaréw mozemy mieé rézne efekty; z reguly dla
malej czestotliwosci spodziewamy sie obowigzywania
Zlotej Reguly, a dla duzej — kwantowego efektu Zenona.
Zdarzaja sie jednak uklady z zakresami czestotliwodci,
w ktérych zachodzi efekt anty-Zenona: przyspieszenie
zmian wskutek obserwacji. Jest to cos$, na co Zenon

z Elei za zadne skarby by sie nie zgodzil.

Zostalo nam zatem do omowienia zalozenie

o podnoszeniu przykrywki garnka i, jak to zwykle bywa
z zalozeniami implicite, jest ono najbardziej ktopotliwe.
7 podanych przyktadéw witasciwie tylko w przypadku
atoméw uciekajacych z pulapki optycznej mozna
zrealizowaé bez wigkszych probleméw (i zrealizowano)
scenariusz przypominajacy nasze zmyslone gotowanie
wody. Inne doswiadczenia badajace efekt Zenona zwykle
wykorzystuja silne pulsy laserowe przy pomiarach. Choé
z punktu widzenia teorii przedstawiona analogia garnka
jest wciaz akceptowalna, taki pomiar malo przypomina
subtelne zagladanie pod lekko podniesiona przykrywke.

Zreszta, wzorem Zenona, zaskakujacy rezultat braku
zmian przy ciaglej obserwacji winien nas naprowadzi¢ na
trop, ze co$ jest nie tak. Inaczej niz Zenon podejrzewad
winnidmy raczej teorie — opis pomiaru nalezy poprawic.
Potrzebny jest opis kwantowy nie tylko mierzonego
ukladu, ale tez i aparatury pomiarowej, na szczescie
traktowanej wciaz w bardzo uproszczony sposob. Lecz
oddzialywanie jednego z drugim, nawet niebezposrednie
(np. detektor rejestrujacy foton wyemitowany przez
elektron zmieniajacy stan energetyczny) wciaz moze
wywolywaé efekt Zenona lub anty-Zenona, przynajmniej
w teorii. Nie moze jednak zupelnie zatrzymaé¢ ukladu
mierzonego, jak moglo sie zdarzyé w stosowanym tu
modelu. Czy Zenon z Elei by sie na to zgodzit? By¢
moze twierdzilby, ze mamia nas detektory, jesli nie
zmysly. . .



Klub 44 F

Termin nadsyltania rozwigzan: 28 11 2021

Klub 44 M

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
801 (WT = 2,36) i 802 (WT = 2,36)
z numeru 5/2020

Zbigniew Skalik Wroctaw 44,41
Andrzej Kurach Ryjewo 43,53
Marek Spychata Warszawa 42,98
Jakub Wegrecki Krakéw 41,76
Marcin Matogrosz ~Warszawa 41,65
Pawel Burdzy Warszawa 41,58
Tomasz Wietecha  Tarnéw 41,33
Karol Matuszewski Rawicz 40,67
Janusz Olszewski ~ Warszawa 39,41

Pan Zbigniew Skalik — po raz czwarty!
Alez zgestka pod magiczng linig 44p.

L...]

Rozwigzanie zadania M 1657.

(a) Kazda osoba zmienita stét, przy
ktérym siedzi, 2n — 1 razy, czyli
nieparzysta liczbe razy. Stad wniosek, ze
sklady oséb przy stotach po prostu sig
zamienily.

(b) Udowodnimy indukcyjnie, ze jest to
mozliwe dla kazdego n > 1. Przypadek

n = 1 jest latwy do rozwazenia.

W przypadku n > 2 oznaczmy stoly przez
A i B, osoby siedzace przy tych stolach
odpowiednio przez ai,asz,...,a, oraz

b1, b2, ..., b,. Rozwazmy nastepujacy
ciagg zamian. Najpierw a,, zamienia sie
miejscami kolejno z b1, a1, b2, as, ...,
bn—1,0n-1, by, w wyniku czego nastgpuje
pelna zamiana sktadéw przy stotach.
Nastepnie b,, zamienia sie miejscami
kolejno z a1, b1, asz, ba, .
w wyniku czego przy stole A siedzg osoby
ai,az,...,an—1 oraz b,, a przy stole B
siedzg osoby by, ba,...,b,_1 oraz a,.
Pozostaje zastosowaé zalozenie
indukcyjne dla wszystkich oséb

poza an i by,.

ceyan—1,bn_1,

Zadania z fizyki nr 708, 709
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

708. Na poziomej szorstkiej powierzchni znajduja si¢ dwie jednakowe
cienko$cienne, puste w $rodku walce, ktérych osie sa réwnolegle. Jeden

walec spoczywa, drugi toczy sie w jego kierunku bez poslizgu z predkoécia v.
Nastepuje zderzenie sprezyste (tarcie miedzy walcami podczas zderzenia mozna
zaniedbad¢). Wspdlczynnik tarcia miedzy walcami i powierzchnia wynosi p. Jaka
jest najwieksza odleglo$é¢ miedzy walcami po zderzeniu?

709. Statek kosmiczny oddala sie radialnie od Ziemi z predkoscia v = 3¢/5
(¢ — predko$é $wiatla w prozni). Ze statku nadawana jest audycja radiowa. Czas
nadawania audycji w studio na statku 7 = 30 min. Jak dlugo trwa odbiér audycji

1-44

811. Funkcja f: R — R ma te wlasnos¢, ze kazda z funkcji g(z) = xf(z) oraz
h(z) = 2f(2x) — f(x) ma granice 0 przy z — 0. Czy wynika stad, ze takze
funkcja f ma granice 0 przy x — 07

Zadania z matematyki nr 811, 812
Redaguje Marcin E. KUCZMA

812. Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 iloczyn | [ (2 — 2) dzeli
sie przez n!. k=2

Zadanie 812 zaproponowal pan Tomasz Ordowski.

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Mozna je przesyla¢ réwniez
poczta elektroniczng pod adresem delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania
w skali od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnoéci danego
zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe
0s6éb, ktore nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji
(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul
Weterana. Szczegélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie

na stronie deltami.edu.pl.

-]

Rozwigzanie zadania M 1659.

Zauwazmy, ze kazdy delfin wykonal doktadnie
2n — 1 skokéw, a zatem zaden z nich nie
moégl optynaé catego basenu. Dla kazdego
delfina rozwazmy skierowany tuk basenu
rozpoczynajacy si¢ w poczatkowym zbiorniku
delfina, a konczacy w jego zbiorniku
koricowym. Jezeli delfin wykonal s skokéw
zgodnie z ruchem wskazéwek zegara (patrzac
na basen od géry), to wykonal 2n — 1 — s
skokéw w przeciwnym kierunku, a zatem

jego tuk ma skierowang dlugosé 2s — 2n + 1.
Laczna dlugosé wszystkich takich tukéw

jest réwna zero, gdyz przy kazdej akrobacji
dlugosé tuku jednego z uczestniczgcych w niej

zbiorniku, a koncowo w pdézniejszym, gdyz
byla to ich jedyna zamiana. W konsekwencji
tuk = bylby dluzszy niz tuk z, co jest
sprzeczne z wyborem z.

Oznaczmy zbiorniki kolejno liczbami

1, 2, ..., 2n, zgodnie z ruchem wskazéwek
zegara, przy czym 1 jest poczatkowym
zbiornikiem delfina z. Skoro z wykonat
doktadnie 2n — 1 skokéw i w kazdym z nich
numer zbiornika wzrastal o 1, to koncowym
zbiornikiem z jest 2n. Wykazemy, ze obre¢cz
miedzy zbiornikami 1 oraz 2n nie zostala
uzyta do wykonania zadnej akrobacji.

delfinéw wazrasta o 1, a drugiego — maleje o 1.

Niech z bedzie delfinem, ktéry wykonal
najwiecej skokéw zgodnie z ruchem wskazdwek
zegara, czyli réwnowaznie — ma najdluzszy
tuk. Zauwazmy, ze delfin z skakal wytacznie
zgodnie z ruchem wskazéwek zegara.
Rzeczywiscie, gdyby z skoczyl w przeciwnym
kierunku podczas wspélnej akrobacji

z delfinem z, to oznaczaltoby, ze poczatkowo

z znajdowal si¢ we (zegarowo) wczesniejszym
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Przypusémy przeciwnie — ze w pewnym
momencie delfin z znajdujacy sie

w zbiorniku 1 zamienil si¢ z delfinem y
znajdujacym si¢ w zbiorniku 2n. Ich polozenie
$wiadczy o tym, ze x zamienil si¢ juz
wczesniej z z, a y — jeszcze nie. Jednak po
skoku przez obre¢cz migdzy zbiornikami 1 i 2n
zamiana delfinéw y i z przestanie by¢ mozliwa,
gdyz z skacze tylko zgodnie z ruchem
wskazéwek zegara. Uzyskana sprzecznosé
konczy rozwigzanie.



Prosto z nieba: Wszechs§wiat na badaniu RTG. Czy pacjentowi co$ dolega?

Astronomia rentgenowska zajmuje sie analiza fotonéw
obserwowanych w przedziale energetycznym od 0,1

do 500 keV (co odpowiada dilugosci fali pomiedzy

12 a 2,5 pm).

Jeden pikometr stanowi jedng bilionows metra 1 pm = 10~ ?m.

Urzadzenia pomiarowe obserwujace Wszechswiat na
tak krétkich dtugosciach fali musza by¢ wyniesione na
orbite, poniewaz promieniowanie rentgenowskie jest
catkowicie pochlaniane przez atmosfere ziemska. Obraz
Wszech$wiata, jaki dzieki nim uzyskujemy, zupelnie
rézni sie od tego, ktory znamy ze zdje¢ wykonanych
np. przez teleskop Hubble’a.

Dzigki obserwacjom w zakresie promieniowania
rentgenowskiego mozemy ogladaé najbardziej
energetyczne obiekty we Wszechswiecie: otoczenia
czarnych dziur, gwiazdy neutronowe, kwazary czy
pozostatosci po supernowych. Oznacza to, ze patrzac na
gwiazde, ktéra wydaje si¢ zupelnie przecigtna w zakresie
promieniowania widzialnego, mozemy dodatkowo
odkry¢ okrazajacego ja bialego karta widzialnego tylko
w promieniowaniu rentgenowskim badz tez uchwycié
moment, gdy gwiazda neutronowa ,zjada” swego
orbitalnego towarzysza.

Ostatni przeglad calego nieba w zakresie promieniowania
rentgenowskiego zostal wykonany w latach 1990-1999
za pomoca satelity Rontgensatellit (ROSAT). Az do
roku 2020 nie udato sie wykonaé kolejnego takiego
przegladu. W koncu dwadziescia lat po obserwacjach
ROSATu, 19 czerwca 2020 roku, juz po 182 dniach
obserwacji eROSITA (Extended Roentgen Survey with
an Imaging Telescope Array) udostepnila swoje pierwsze
rentgenowskie zdjecie Wszech$wiata.

eROSITA jest gléwnym instrumentem na pokladzie
rosyjsko-niemieckiej misji ,,Spectrum-Roentgen-Gamma” (SRG),

ktéra 13 lipca 2019 roku zostala wystrzelona z kosmodromu Bajkonur
ulokowanym na terenie Kazachstanu. W grudniu 2019 roku instrument
osiagnal swoja ostatecznag pozycje w punkcie L2.

W ciagu pétrocznych obserwacji eROSITA
zarejestrowala ponad milion obiektéw emitujacych
$wiatlo w spektrum promieniowania rentgenowskiego.
Oznacza to, ze w tak krétkim czasie eROSITA podwoita

Niebo w grudniu

Grudzien jest miesiacem z najdiuzszymi nocami

i najkrétszymi dniami. W drugiej polowie miesiaca,
21 grudnia, Stonce osiggnie najbardziej na potudnie
wysuniety punkt ekliptyki, i tym samym na naszej
potkuli Ziemi zacznie sig¢ astronomiczna zima. W dniu
przesilenia zimowego (a takze w dniu przesilenia
letniego pdt roku pézmiej) wystepuja najwieksze
réznice w dlugosci dnia i nocy miedzy poszczegdlnymi
szerokosciami geograficznymi. W Polsce miedzy
Bieszczadami a wybrzezem Baltyku réznica ta
przekracza godzine. Ze wzgledu na eliptyczno$é
orbity Ziemi i fakt, ze na poczatku stycznia Ziemia
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ilos¢ znanych obiektéow rentgenowskich wykrytych

w szesc¢dziesiecioletniej historii astronomii rentgenowskie;j.
Okolo 80% wszystkich Zrédet rentgenowskich
przedstawionych na nowej mapie Wszechswiata to
gigantyczne czarne dziury, ktére znajduja sie w centrach
odleglych galaktyk. Niektére z tych supermasywnych
czarnych dziur istnialy, gdy Wszech$wiat byt mlodszy
niz miliard lat. Ponadto skupiska galaktyk widoczne na
nowej mapie beda wykorzystywane do $ledzenia wzrostu
struktur kosmicznych i dokladniejszego wyznaczenia
parametréw kosmologicznych.

eROSITA bada réwniez nasze wtasne podwoérko:

w obrebie Drogi Mlecznej rejestruje gwiazdy z goracymi,
aktywnymi magnetycznie koronami czy tez resztki
pozostate po wybuchach supernowych i rozbtyskéw
emitowanych przez gwiazdy rozerwane przez czarne
dziury.

Jednak sama kartografia obiektéw rentgenowskich

nie jest gléwnym celem czteroletniej misji. Juz

dziegki pierwszym wynikom wiemy, ze eROSITA
zrewolucjonizowata astronomie rentgenowska

i najprawdopodobniej doprowadzi do dalszego przetomu
W naszym rozumieniu wplywu ciemnej materii na
ekspansje Wszechswiata.

SRG/eROSITA

0.3-2.3 keV - RGB

Wszechéwiat widziany za pomoca teleskopu rentgenowskiego eROSITA.
Zdjecie mozna znalezé na stronie projektu: www.mpe.mpg.de/eROSITA

Przeswietlanie Wszechéwiata trwa nadal,
a na postawienie koncowej diagnozy przez eROSITe
musimy poczekaé jeszcze tylko 3,5 roku.

Katarzyna MALEK

znajduje sie w peryhelium swojej orbity, czyli najblizej
Stonca, i dlatego porusza sie najszybciej w ciagu roku —
najwczesniejszy zachdéd Slonca i jego najpdzniejszy
wschod nie wystepuja tego samego dnia, tylko

w znacznej odleglosci czasowej. Najwczesniejszy

zach6d Slonica ma miejsce 12 grudnia, a najpdzniejszy
wschéd — 30.

Pod wzgledem widocznosci Ksiezyca grudzien jest
podobny do listopada: na poczatku i koricu miesiaca
noce rozéwietli Ksiezyc w pelni, a srodek miesiaca
uplynie przy nowiu Srebrnego Globu, a zatem wtedy
noce stang si¢ najciemniejsze, i to najciemniejsze


http://www.mpe.mpg.de/eROSITA

w calym roku w zwiazku ze Storicem schowanym bardzo
gleboko pod horyzontem. Ksiezyc przeszedl przez pelnie
30 listopada, zajmujac wtedy pozycje miedzy Plejadami
a Hiadami w Byku. Ostatnia kwadra przypada w Lwie
8 grudnia, 14 grudnia — néw w Wezowniku, 22 grudnia —
I kwadra w Wielorybie, za$ 30 grudnia — pelnia

w Bliznietach. W polowie miesiaca, 14 grudnia, podczas
nowiu, Ksiezyc na chwile zastoni swoja tarcza tarcze
stoneczna i dojdzie wtedy do calkowitego zaé¢mienia
Stonca. Niestety zadnej z faz tego zjawiska nie da sie¢
dostrzec z Europy. Pas za¢mienia catkowitego przejdzie
od poludniowego Pacyfiku, poprzez Chile i Argentyne,
po potudniowy Atlantyk. Maksymalna dlugo$¢ trwania
fazy calkowitej wyniesie ponad 2 minuty.

W grudniu widoczne sa prawie wszystkie planety
Ukladu Stonecznego, zabraknie tylko Merkurego, ktoéry
w listopadzie osiggnat maksymalna elongacje zachodnia,
za$ 20 grudnia przejdzie przez koniunkcje gérna ze
Stonicem. Termin ten oznacza, ze planeta z naszej
perspektywy znajduje sie za Stoncem, a w zwiazku z tym
najdalej od nas, i porusza si¢ najwolniej. Z tego powodu
przez caly miesiac Merkury przebywa nie dalej niz kilka
stopni od Stonca i pozostaje niewidoczny. Mimo tego to
wlasnie Merkury wezmie udzial w jednym z ciekawszych
zdarzen astronomicznych miesiaca: 14 grudnia, a zatem
podczas wspomnianego juz nowiu, nastapi zakrycie
planety przez Ksiezyc. To zjawisko z kolei da sie dostrzec
z wigkszej czesci Europy. Jednak nalezy ono do zjawisk
ekstremalnych: dojdzie do niego zaledwie 3,5 stopnia

od Stonca. Trzeba wiec bardzo uwazadé, zeby podczas
obserwacji nie uszkodzi¢ sobie wzroku. Merkury zniknie
za ksiezycowy tarcza okoto godziny 10:55 i wyloni si¢ zza
niej 25 minut pdzniej. Podczas zakrycia jasno$é planety
wyniesie —1™, i tak jasng planete bez ktopotu dostrzega
osoby, ktore znajda sie w pasie catkowitego zaémienia
Stonca.

Ozdoba wieczornego nieba w grudniu nisko na
potudniowym zachodzie sg planety Jowisz i Saturn,
tworzace przez caly miesiac bardzo ciasna pare

oraz planeta Mars, wedrujaca po zmierzchu po
potudniowej stronie nieba w polowie odleglosci miedzy
widnokregiem a zenitem. Planety Jowisz i Saturn daza
do styczniowego spotkania ze Stonicem i w grudniu
przejda z gwiazdozbioru Strzelca do gwiazdozbioru
Koziorozca. Obie planety zachodza jakies dwie godziny
po Storicu i ich warunki obserwacyjne sa stabe, a obrazy
teleskopowe silnie zaburzane przez nasza atmosfere.

W grudniu jasno$¢ Jowisza spadnie ponizej —2™,

a $rednica jego tarczy — ponizej 34”. Saturn $wieci
blaskiem +0,6™, przy Srednicy tarczy 16”.

Jowisz zacznie miesigc nieco ponad 2° na zachdéd od
Saturna, ale kazdego kolejnego dnia dystans miedzy
nimi zauwazalnie sie zmniejszy. Minimalna odlegto$é
zauwazymy 21 grudnia, gdy obie planety przedzieli
odleglo$é zaledwie 6, czyli zmieszczg si¢ one w polu
widzenia teleskopéw z catkiem duzym powigkszeniem.
Ostatniego dnia roku dystans miedzy nimi uro$nie do
ponad 1°. Do koniunkcji Jowisza z Saturnem dochodzi
regularnie prawie co 20 lat, co wynika z okreséw
obiegu Slonca przez obie planety. Tegoroczne zblizenie
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planet jest najwigkszym zblizeniem od blisko 400 lat!

I najwigkszym w XXI wieku. Duzo lepiej widoczne
zlaczenie obu planet miato miejsce 40 lat temu, jednak
wtedy dzielit je dystans co najmniej 9-krotnie wigkszy.
Jeszcze wigksze zblizenie Jowisza z Saturnem zdarzy

sie w marcu 2080 r., tez na tle Koziorozca, lecz na
niebie porannym, a zatem dobrze widoczne na poétkuli
poludniowej. Grudniowe zlaczenie planet uswietni
powracajacy po nowiu Ksiezyc, a 16 grudnia jego tarcza
w fazie 11% pokaze si¢ 6° na wschdéd od nich.

Planeta Mars wciaz jest widoczna bardzo dobrze, choé
w trakcie miesiaca jej jasnosé¢ spadnie z —1,1" do —0,2™,
za$ Srednica tarczy zmniejszy sie z 14 do 10”. Czerwona
Planeta w grudniu pokona 10° na tle gwiazdozbioru
Ryb i géruje nadal po zapadnieciu nocy astronomiczne;j.
Pod koniec miesiaca Mars zblizy sie na mniej niz 10°

do Urana, ktoéry kresli swoja petle na tle gwiazdozbioru
Barana i $wieci blaskiem +5,7™. Pod koniec miesiaca,
23 grudnia, Marsa odwiedzi Ksiezyc w fazie 66%,
przechodzac 6° na poludnie od niego. Dobe¢ pdzniej
Srebrny Glob z tarczg o$wietlona w 756% przejdzie

o ponad stopien blizej od Urana.

Wieczorem widoczna jest takze planeta Neptun, jednak
do jej dostrzezenia potrzebna jest przynajmniej lornetka,
a jeszcze lepiej teleskop. Neptun porusza sie juz ruchem
prostym i do korica miesigca oddali si¢ od gwiazdy ¢ Aqr
na ponad 1°, jednoczesnie zblizy si¢ na niewiele ponad
1,5° do gwiazdy 96 Aqr. W grudniu jasno$é¢ Neptuna
wynosi +7,9™. Ksiezyc odwiedzi planete 20 grudnia, na
dzien przed I kwadra.

Poranne niebo juz od kilku miesigecy ozdabia planeta
Wenus. W grudniu jej warunki obserwacyjne niestety
sie pogarszaja: planeta dazy do koniunkcji goérnej ze
Stonicem, przez ktéra przejdzie 26 marca przyszlego
roku, i do konca miesiaca jej elongacja zmniejszy sie
do 20°. Nachylenie ekliptyki do porannego widnokregu
jest o tej porze roku niekorzystne, stad wysokosé
Wenus nad widnokregiem do konca miesigca spadnie

z 13 do 3°. W grudniu jasnosé¢ planety utrzyma sie

na poziomie —4™. Planeta zacznie miesiac w Wadze:

4 grudnia Wenus przejdzie nieco ponad 1° od gwiazdy
Zuben Elegnubi, 12 i 13 grudnia minie ja bardzo cienki
sierp Ksiezyca tuz przed nowiem. 13 grudnia 1° na
wschod od ksiezycowej tarczy pokaze si¢ gwiazda
Graffias, ktéra Wenus minie w 1/3 tej odleglosci 5 dni
pézniej, a 24 grudnia planeta przejdzie 5° od Antaresa
w Skorpionie.

W grudniu promieniuje coroczny rdj meteoréow
Geminidow. Jest to najobfitszy r6j meteoréw w ciggu
roku. W maksimum okoto 13 grudnia mozna liczy¢
nawet na 150 meteoréw na godzine. W Polsce Geminidy
sa widoczne bardzo dobrze: radiant roju, znajdujacy
sie niecate 2° od Kastora w BliZnietach wschodzi
o zmierzchu i géruje przed godzing 2 na wysokosci
przekraczajacej 70°. W tym roku warunki obserwacyjne
Geminidow sa bardzo dobre w zwiazku z nowiem
Ksiezyca.

Ariel MAJCHER



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Nagroda Nobla z Fizyki

Potowe tegorocznej Nagrody Nobla z Fizyki otrzymat
Roger Penrose za odkrycie, ze formowanie sie czarnych
dziur jest Scistym przewidywaniem Ogdlnej Teorii
Wzgledno$ci. Druga potowe nagrody przyznano
Reinhardowi Genzelowi i Andrei Ghez za odkrycie
supermasywnego, zwartego obiektu w centrum naszej

Galaktyki.

W latach szesédziesiatych XX wieku odkryto tzw.

kwazary, czyli bardzo silne i jednocze$nie zwarte Zrodla
promieniowania, ktore obserwowano w szerokim zakresie
elektromagnetycznym. Niektére z nich $wieca nawet
stokrotnie mocniej niz cata galaktyka. Sformutowano
hipoteze, ze zrédlem tak olbrzymiej mocy moze by¢ akrecja
materii na supermasywna czarng dziure znajdujaca sie

w jadrze galaktyki.

Hipoteza byla $miala i spowodowala wzrost
zainteresowania tymi hipotetycznymi obiektami, ktére
wladnie w latach szesédziesiatych zaczeto nazywaé
czarnymi dziurami. Mimo ze rozwiazanie rownan Einsteina
opisujace tego typu obiekty znalezione zostalto przez

Karla Schwarzschilda juz w 1916 roku, to w istnienie
takich obiektéw w przyrodzie watpit nawet twérca OTW
Albert Einstein. Rozwiazanie Schwarzschilda mialo pewna
paskudna ceche: bylo osobliwe. Osobliwos¢ to taki punkt
lub zbiér punktéw, w ktérym czasoprzestrzen w pewnym
sensie urywa sie. Czastka docierajaca do osobliwosci konczy
w niej swoje istnienie. Nie moze poruszaé sie dalej. Opis
czasoprzestrzeni przez OTW zalamuje sie w osobliwosci.

Rozwiazanie Schwarzschilda opisuje statyczna czarna
dziure, ktéra istniala od zawsze. Naturalnym pytaniem
bylo, w jaki sposéb czarna dziura moze powstac.

W 1939 roku Oppenheimer i Snyder znalezli rozwiazanie
opisujace tworzenie si¢ czarnej dziury w wyniku kolapsu
kuli pytu. W rozwiazaniu tym pyl gestnieje pod wpltywem
przyciagania grawitacyjnego i w skoriczonym czasie zapada
sie do punktu, w ktorym gestoéé staje sie nieskonczona —
powstaje osobliwos¢. Rozwiazanie to bylo jednak nadal
bardzo szczegdlne, bo bylo sferycznie symetryczne. Od
samego poczatku predkosci wszystkich czastek pytu
wycelowane byly w ten sam punkt. Watpiacy pytali, czy
bez sferycznej symetrii, na ktérag w przyrodzie nie mozemy
liczy¢, taka osobliwoéé¢ rowniez by powstala. Czy moze
kolaps niesymetrycznego obiektu skonczylby sie zupelnie
inaczej i osobliwos$¢ by nie powstala. Sferyczna symetria
wyklucza na przyktad emisje fal grawitacyjnych, ktore

w przypadku niesymetrycznym moga by¢ emitowane.

Watpliwosci te zostaly jednoznacznie rozwiane przez fizyka
matematycznego Rogera Penrose’a w jego przetomowej
pracy z 1965 roku. Sformutowal on i udowodnitl eleganckie
matematyczne twierdzenie mowiace, ze czasoprzestrzen
bedaca rozwiazaniem réwnan Einsteina, spetniajaca
jednoczesénie kilka konkretnych warunkéw, nie moze
istnie¢. Kluczowe dwa z tych warunkow to brak osobliwosci
i istnienie powierzchni zlapanej (pozostale sa bardziej
techniczne). Powierzchnia zlapana to zwarta powierzchnia
dwuwymiarowa (np. sfera) o tej wlasnosci, ze wszystkie
promienie $wiatta wystane prostopadle z tej powierzchni
zbiegaja sie. W plaskiej czasoprzestrzeni promienie $wiatta

24

wystane do wewnatrz sfery zbiegaja sig, a te wyslane

na zewnatrz rozbiegaja sie. Natomiast w czasoprzestrzeni
Schwarzschilda sfera znajdujaca sie ponizej horyzontu
zdarzen (czyli w pewnym sensie wewnatrz czarnej dziury)
jest powierzchnia ztapana. W praktyce twierdzenie
Penrose’a oznacza, ze jezeli gesto$é¢ zapadajacej sie materii
bedzie wystarczajaco duza, to w czasoprzestrzeni pojawi
sie powierzchnia ztapana, ktora niezaleznie od ksztaltu
nieuchronnie doprowadzi do powstania osobliwosci.

Na przetomie lat sze$édziesiatych i siedemdziesigtych
pojawila sie hipoteza, ze supermasywne czarne dziury
powinny znajdowac sie nie tylko w jadrach aktywnych
galaktyk, ale w jadrach wszystkich galaktyk, wlaczajac

w to nasza Droge Mleczna. Rozpoczeto wiec poszukiwania.
Naturalnym kandydatem stalo si¢ silne radiowe Zrédlo
zwane Sagittarius A* (w skrécie Sgr A*) znajdujace sie

w gwiazdozbiorze Strzelca.

Nasz Uktad Stoneczny znajduje sie¢ na jednym z ramion
spiralnych Galaktyki. Z naszego punktu widzenia
centrum Galaktyki jest przestonigte chmurami pytu
silnie rozpraszajacego $wiatto widzialne i ultrafiolet, co
praktycznie uniemozliwia obserwacje w tych zakresach
widma. Dlatego skoncentrowano sie na obserwacjach

w bliskiej podczerwieni.

Dwa zespoly badawcze, jeden prowadzony przez Reinharda
Genzela w Instytucie Maxa Plancka Fizyki Pozaziemskiej
(MPE), a drugi pod przewodnictwem Andrei Ghez na
Uniwersytecie Kalifornijskim (UCLA), przez prawie

trzy dekady monitorowaty ruch gwiazd okrazajacych
centrum Drogi Mlecznej. Aby rozrézniaé pojedyncze
gwiazdy w gestwinie otaczajacej centrum Galaktyki,
potrzebne byto wykonywanie zdje¢ w niespotykanej
wezesniej rozdzielczosci. Najpowazniejszym problemem,
jaki nalezalo rozwiazac¢, byto rozmywanie sie obrazu
gwiazd spowodowane ruchami termicznymi powietrza

w atmosferze ziemskiej. Rozwinigto dwie innowacyjne
metody umozliwiajace poprawe rozdzielczosci zdjec¢:
interferometrie plamkowa (speckle imaging) i adaptywna
optyke. Pierwsza technika polega na nakladaniu na
siebie wielu krotko naswietlanych zdje¢ odpowiednio
przesunietych, tak aby skompensowaé przesuwanie si¢
obrazu. W drugiej modyfikuje si¢ ksztalt zwierciadta
teleskopu, tak aby w czasie rzeczywistym kompensowad
przesuwanie si¢ obrazu.

Wieloletnie obserwacje pozwolily wyznaczy¢ potozenie

i predkosci kilkudziesieciu gwiazd wokol centrum Galaktyki.
Jedna z zaobserwowanych gwiazd, nazwana S2, okraza
centrum Galaktyki w czasie zaledwie 16 lat, dzigki czemu
udalo sie zaobserwowacé jej pelna eliptyczng orbite.
Wyznaczenie parametréw orbit gwiazd pozwolito na
oszacowanie masy obiektu, wokot ktérego one kraza,

na okoto 4 miliony mas Storica. Jednoczesnie obiekt

ten jest bardzo maly, co zgadza si¢ z hipoteza, ze

jest to supermasywna czarna dziura. Dodatkowym
potwierdzeniem tej hipotezy sa obserwowane tzw. flary
promieniowania rentgenowskiego i podczerwonego, ktérych
zrodlem jest najprawdopodobniej materia opadajaca

na czarng dziure.

Szymon CHARZYNSKI



Lemat o zwiekszaniu wyktadnika p-adycznego
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Barttomiej BZDEGA

W poprzednim kaciku oméwitem wykladnik p-adyczny v,(n) i jego podstawowe
wlasnosci — zachecam Czytelnika, aby sie z nimi zapoznal przed przystapieniem do
lektury.

Wezmy dwie liczby calkowite a i b. Niech p > 2 bedzie liczba pierwsza oraz p { a, b,
ale p | a — b. Mozemy wéwczas zapisaé a = b+ kp dla pewnego catkowitego k.
Zachodzi réwnosé

a? — b = (b+ kp)P — bP = (i’) B ep + (g) BPR2p? L4 (i) KPP

Zauwazmy, ze vy ((11”) b”_lkp) = vp(kp) + 1 = vp(a — b) + 1, natomiast pozostale
sktadniki ostatniej sumy maja wigksze wyktadniki p-adyczne. Na mocy wlasnosci (2')
z poprzedniego kacika wynika z tego, ze vp(a? — bP) = vp(a — b) + 1.

Niech teraz p = 2. Interesuja nas liczby nieparzyste a i b. Zachodzi réwnosé
vo(a? + b2) = va(a — b) + va(a + b), ale réwnoéé v (a + b) = 1 ma miejsce tylko wtedy,
gdy 4| a—0b.
Trzymajac sie wciaz powyzszych zalozen, wybierzmy liczbe naturalng m, ktéra nie
jest podzielna przez p. Wtedy

am — pm

a—b

wiec w tym przypadku v,(a™ — b™) = v,(a — b).

=" a4 a2 = ma™ £ 0 (mod p),

Stosujac indukcje oraz powyzsze rozwazania, wykazujemy tytulowy lemat.

Lemat o zwiekszaniu wykladnika p-adycznego (wersja z odejmowaniem). Niech a i b
beda catkowite, n — naturalne, p > 2 — pierwsze. Wéwczas:

(1) jesli pta,boraz p|a—b, to vy(a™ —b") = v,(a — b) + vp(n);
(2) dla nieparzystych a i b:

(a) jeslid|a—0, to va(a™ —b") = va(a — b) + va(n);

(b) wva(a™ — b™) = va(a — b) dla n nieparzystych;

(c) wva(a™ —b") = va(a? — b%) + va(n) — 1 dla n parzystych.

Dla nieparzystego n zachodzi réwnoéé a™ — b™ = a™ + (—b)™. Piszac —b zamiast b,
otrzymamy analogiczny lemat dla dodawania.

Lemat o zwiekszaniu wykladnika p-adycznego (wersja z dodawaniem). Niech a i b
beda calkowite, n — naturalne nieparzyste, p — pierwsze. Jedli pta,b oraz p | a + b,
to vp(a™ +0") = vp(a+b) + vp(n).

W zadaniach do$¢ powszechne jest stosowanie nieréwnosci v,(n) < log, n, ktéra by¢
moze jest oczywista, ale warto tu o niej wspomniec.

Zadania

1. W zaleznoéci od n wyznaczy¢ vs (111 .. 1) ivg ( 111... 1).
— —_—

2. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n, dla ktérych zachodzi podzielnosé:
(a) 2™ | 3™ — 1, (b) 5™ | 3™ + 7™

3. Wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze p, dla ktorych 3P 4 4P jest potega liczby
naturalnej o wykladniku naturalnym wiekszym niz 1.

4. Wyjasnié¢, dlaczego nie istnieje lemat o zwiekszaniu wykladnika p-adycznego
w wersji z dodawaniem dla n parzystych.

5. Udowodnié, ze dla naturalnych n > 2 liczba n”~! — 1 jest podzielna przez kwadrat
pewnej liczby pierwszej.

6. Liczby catkowite dodatnie a i b sa réznej parzystoéci. Wykazaé, ze liczba
a®tt 4+ b2+? jest podzielna przez kwadrat pewnej liczby pierwszej.

7. Niech a i b beda réznymi liczbami catkowitymi oraz niech k£ > 1 bedzie liczba
naturalng. Wykazaé, ze liczba (a + %)n — (b + %)n jest catkowita tylko dla
skoniczenie wielu naturalnych n.

8. Ustalmy nieparzyste a > 0. Dla kazdego naturalnego n liczba
szeScianem liczby naturalnej. Wykazaé, ze a = 1.

9. Liczby a i b sa catkowite i wzglednie pierwsze, a liczby m,n > 1 sa naturalne.
Dowies¢, ze

a”+1
2

jest

NWD (an _ bn7 a™ — bm) _ CLNWD(n,m) _ bNWD(n,m)7

bez korzystania z algorytmu Euklidesa.
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Gwiazdki
na Gwiazdke
I nie tylko

s

Jak wiadomo, ,zadania z gwiazdk 3" sg trudniejsze od ich bezgwiazdkowych
towarzyszy, czesto wymagaja niestandardowego pomystu, a co za tym idzie — daja
wiecej satysfakcji po samodzielnym rozwigzaniu (jedli ta sztuka sie uda). Gwiazdki
kojarza sie raczej z realiami studenckimi lub licealnymi, rzadziej z nauczaniem
podstawowym. Réwniez na tym etapie moga jednak spetnic role  intelektualnej
przynety" dla ucznia, zachecajac swoja trescia i motywujac do zwiekszonego
wysitku umystowego. Kluczowym jest jednak umiejetny dobér tych problemow,
gdyz - zwtaszcza na tym poziomie - tatwo przesadzi¢ z ich trudnoscia.

Wszystkim tym, ktorzy chcieliby zapewnic swoim mtodym podopiecznym (z klasy 5
lub wyzszej) dostosowane do nich matematyczne wyzwania, w sukurs przychodzi
zbior Matematyczne Gwiazdki Joanny i Jerzego Bednarczukéw. Bazujac na swym
bogatym dydaktycznym doswiadczeniu, autorzy zamiescili w nim ciekawe zadania,
bedace jednak w zasiegu mozliwosci ucznia. Stworzyli w ten sposob wartosciowy
pomost miedzy matematyka szkolng a konkursowg — w zbiorze mozna znalez¢
zgrabnie potgczone elementy obu tych dydaktycznych swiatow, przy czym zadania
.5zkolne” stanowig czesto umiejetne przygotowanie do ich ,gwiazdkowych”
odpowiednikow (ponizej zamiescilismy prabke tej drugiej kategorii). Rzecz jasna,
w zbiorze znajduja sie réwniez rozwigzania i wskazowki do zadan; mite jest takze
to, ze w osobnym rozdziale zamieszczone sa wytgcznie odpowiedzi, dzieki czemu
mozna przekonac sie o poprawnosci wyniku, nie zdradzajac sobie sposobu jego
otrzymania. Catosc jest bogato i wdziecznie ilustrowana, dlatego zbior jest

tym bardziej przyjazny dla mtodego odbiorcy.

Starsi Czytelnicy, ktorzy zetkna sie z tg pozycja przy okazji pomocy swoim mtodym
podopiecznym, powinni docenic pojawiajace sie w tresciach niektérych zadan
mrughniecia autorskim okiem — moim ulubionym przyktadem jest zadanie, ktérego
fabuta toczy sie w Ministerstwie Powaznych Krokéw. Wytapywanie tych smaczkow
daje wiele radosci, trzeba tylko uwazac, by nie podkradac (zbyt czesto) tej ksigzki
mtodszej adeptce lub adeptowi matematyki, wszak to przede wszystkim oni maja
z niej skorzystac. Parafrazujgc klasyke: przez gwiazdki do gwiazd!
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