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~INarzedzia zrobione ze Swiatta”
Nagroda Nobla z fizyki 2018, czes¢ I

Piotr FITA*

Pomiedzy Nagrodami Nobla z fizyki przyznanymi za
odkrycia i osiggniecia w skali , kosmicznej” — detekcja

fal grawitacyjnych nagrodzona w roku 2017 oraz prace
teoretyczne z zakresu kosmologii i odkrycie planety
pozastonecznej wokol gwiazdy podobnej do Storica,
nagrodzone w roku 2019 — doceniono osiagniecia w skali
znacznie mniejszej: w roku 2018 przyznano Nagrode
Nobla za ,narzedzia zrobione ze §wiatta”. Podzielili

sie nig Arthur Ashkin, ktéremu przyznano polowe
nagrody za skonstruowanie tzw. pesety optycznej (zwanej
tez szczypcami optycznymi lub pulapka optyczna),

oraz Donna Strickland i Gérard Mourou, ktorzy za
opracowanie metody wytwarzania ultrakrotkich impulséw

Peseta optyczna

*Wydzial Fizyki, Uniwersytet Warszawski
Swiatla o duzej energii otrzymali po 1/4 nagrody.
Uzyte w oficjalnych materialach prasowych Komitetu
Noblowskiego stowo ,narzedzia” nie ma tu znaczenia
wylacznie metaforycznego. Nagrodzone odkrycia
naprawde pozwalaja mechanicznie manipulowaé
materialnymi obiektami za pomoca Swiatta: przenosié
je, obracad, §ciskaé (za pomoca pesety optycznej) lub
przecinaé czy przewiercaé (za pomoca lasera generujacego
ultrakrétkie impulsy $wiatla) niczym w warsztacie
Slusarskim, ale w mikroskali i z najwyzsza precyzja. Jak
to mozliwe? Przyjrzyjmy sie najpierw pesecie optycznej,
a o ultrakrétkich impulsach napiszemy w kolejnym
numerze Delty.

Dzialanie pesety optycznej oparte jest na fakcie, ze Swiatto niesie ped. Ped to
miara ilo$ci ruchu, ktora definiujemy jako iloczyn masy ciata i jego predkosci.

O ile $wiatto w zyciu codziennym niezbyt kojarzy sie nam z ruchem — ze wzgledu
na bardzo duza warto$é¢ predkosci Swiatta $wiatto albo jest, albo go nie ma

i nie widaé, zeby sie poruszalo — to jednak réwniez ono niesie ze sobg ped.

W wyobrazeniu pedu $wiatta pomaga obraz korpuskularny, czyli obraz Swiatta
jako strumienia poruszajacych sie fotonéw. Mimo ze fotony nie maja masy, to
kazdy z nich ma ped pr, zwiazany z jego energia E (a wiec dlugodcia fali, czyli
barwa $wiatla) réwnaniem

E
Pfot = —,
C

gdzie ¢ jest predkodcia swiatlta. W tym ujeciu ped wiazki swiatla jest réwny sumie
pedéw wszystkich fotonéw, ktére skladaja sie na te wiazke.

Jedna z wlasnosci pedu jest to, ze jest zachowany, je$li na cialo nie dziala

zadna sita zewnetrzna, natomiast zmiana pedu ciala wymaga dziatania sity.

Ped jest wielkoscia wektorowa, a wiec okresla go zaréwno jego wartosc, jak

i kierunek. To oznacza, ze dzialanie sily jest niezbedne nie tylko wowczas, gdy
zmianie ulega predkos¢ ciata, ale i kierunek jego ruchu. W odniesieniu do $wiata
makroskopowego jest to dla nas intuicyjne. Gdy chcemy zmienié¢ kierunek ruchu
toczacej sie kulki, to musimy zadziala¢ na nia sita, np. popychajac ja palcem. Przy

DryZmat

tym da o sobie znaé trzecia zasada dynamiki Newtona: nasz palec ,,poczuje” to
pchniecie, co oznacza, ze kulka zadziala na niego sila taka sama co do wartosci,
lecz przeciwnie skierowana do sity, ktéra palec zadziatat na kulke.

Te same prawa rzadza zjawiskami, w ktérych swiatto zmienia kierunek,

np. w wyniku odbicia lub zatamania na granicy osrodkéw. Oznacza to, ze gdy
$wiatlo odbija sie od lustra, to na lustro dziala sita! Podobnie, gdy wiazka $wiatla
ugina sie w pryzmacie, sila dziala na pryzmat. Obliczymy teraz wartos¢ sity

dzialajacej na lustro, na ktére pada prostopadle do jego powierzchni wiazka

wiagzka padajaca

$wiatta o mocy P i odbija sie. Zmiana pedu wywolana dzialaniem stalej sity F

> w czasie At jest réwna . =
D Ap=F - At.
e i g r Jesli w czasie At na lustro pada N fotonéw o tej samej energii, to ich catkowity
— ped ma wartosé 1>
wigzka odbita bo = N;

Zmiana pedu réwna jest réznicy pedu koficowego pj, i poczatkowego Py (czyli
Ap = pr — Do), a w praypadku odbicia wstecznego zachodzi pr = —po, z czego

wynika, ze A= —2pp.

Wartosé dziatajacej na lustro sity F, skierowanej przeciwnie do poczatkowego
kierunku padania $wiatta, wynosi zatem

Ap _NE

F=—=2"".
At cAt
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Rozwigzanie zadania M 1633.
Rozwazmy dowolng sposéréd danych

n przekatnych. Poniewaz pozostatych

n — 1 przekatnych ja przecina, wigc

po obu stronach rozwazanej przekatnej
znajduje si¢ po n — 1 wierzchotkéw
wielokata. Stad wniosek, ze ta przekatna
taczy przeciwlegte wierzchotki 2n-kata
foremnego, wigc przechodzi przez jego
srodek.

matle natezenie

wypadkowa sita

matle natezenie

wigzka laserowa

w

Rozwigzanie zadania M 1634.
Przypiszmy kolejnym wierzchotkom
danego wielokata foremnego kolejne
reszty z dzielenia przez 2n oraz oznaczmy
przez p,; reszte¢ przyporzadkowang
wierzchotkowi P;.

Zauwazmy, ze P; Pj || PPy wtedy i tylko
wtedy, gdy pi + pj = pr + p1 (mod 2n).
Przypusémy nie wprost, ze liczby p1 + pa2,
p2 + p3, ..., Pan + p1 daja parami rézne
reszty przy dzieleniu przez 2n. Wéwczas
ich suma daje reszte

2n—1
E i=n(2n—1)=n (mod 2n).
i=0

Z drugiej strony, rozwazana suma jest
réwna

=2n(2n —1) =0 (mod 2n).

Uzyskana sprzecznosé konczy rozwiazanie.

przezroczysta kulka

Utamek % to warto$¢ energii przenoszonej przez sSwiatlo w czasie At, a wiec jego
moc P. Ostatecznie wiec wartosé¢ sity wywierana na lustro przez wiazke $wiatta
o mocy P jest réwna

P
F=2—.
c

Wartosé tej sity dla wigzki éwiatta o mocy 1 W to zaledwie 0,7 - 10~ N, bardzo
niewiele w poréwnaniu z sitami, z ktérymi mamy do czynienia w Swiecie
makroskopowym. Z tego wzgledu na co dzien nie widzimy zadnych efektéw
zwigzanych z sitami wywieranymi przez $wiatlo (tzw. ci$nieniem $wiatla). Jednak
sita przyciagania ziemskiego dziatajaca na szklana kulke o promieniu 1 pm

jest rzedu zaledwie 107!3 N. To oznacza, ze sily zwigzane ze zmiang kierunku
propagacji Swiatta sa rzedu innych sit wystepujacych w ,,mikroswiecie”. Za
pomoca wiazki $wiatla o mocy rzedu miliwatéw (moc wiazki ze wskaznika
laserowego jest rzedu 1 mW) powinno wiec daé sie z latwoscia popchnaé lub
podnies¢ mikrokulke o Srednicy rzedu mikrometréw.

Peseta optyczna pozwala jednak na wiecej. Za jej pomoca mozna ,ztapac”
niewielkie obiekty w ognisku wiazki laserowej. Najlatwiej opisa¢ to zjawisko

w jezyku optyki geometrycznej, w ktérym bieg Swiatta mozemy przedstawié

jako nieskonczenie cienkie promienie, a wiazke Swiatta jako zbiér takich

promieni. Jezyk ten jest stuszny dla opisu oddzialywania $wiatta z obiektami

o rozmiarach znacznie wigkszych niz dtugosé fali Swiatta, zajmiemy sie wiec
najpierw takim przypadkiem. Putapkowanie optyczne wymaga wykorzystania
silnie zogniskowanych wiazek $wiatla o relatywnie duzym natezeniu, co w praktyce
oznacza wykorzystywanie wylacznie wiazek $wiatla laserowego. Rozklad natezenia
Swiatta w typowej wiazce laserowej ma ksztalt dzwonowy — natezenie jest
najwieksze na osi wiazki i maleje w miare wzrostu odleglosci od osi.

Wyobrazmy sobie przezroczysta kulke umieszczona w wiazce
laserowej, w pewnej odlegltosci od jej osi, i przesledzmy bieg
dwéch promieni, jednego znajdujacego sie blisko osi wiazki,
drugiego w pewnej odlegloéci od niej.

Jesli kulka znajduje si¢ w oSrodku o mniejszym wspdlczynniku
zalamania niz wspélczynnik zalamania materiatu, z ktérego jest
wykonana, to promienie zatamuja sie na jej powierzchni

w kierunku srodka kulki. Z zatamaniem tym zwiazana jest sila dzialajaca na
kulke, skierowana przeciwnie do kierunku, w ktérym zalamuje si¢ $wiatto. Jest
ona wieksza dla promienia pochodzacego z osi wiazki, a wiec wypadkowa sita
dzialajaca na kulke jest skierowana w kierunku osi wiazki. Taki sam wynik
uzyskamy po zsumowaniu sit dziatajacych od wszystkich promieni tworzacych
wiazke — wypadkowa sita dzialajaca na kulke ma skladowa ,wciagajaca” kulke
w centrum wiazki laserowej. Jesli wiazka przesunie sie, pojawi sie sila ,ciagnaca
kulke” tak, by podazala ona za ruchem wiazki.

Wykorzystujac ten mechanizm, mozna manipulowaé nie tylko kulkami ze szkla
czy tworzyw sztucznych, ale takze np. pojedynczymi komérkami umieszczonymi
pod mikroskopem optycznym. Pozwala to tatwo segregowaé komérki, kierujac

je w odpowiednie miejsce na podstawie ich charakterystycznych cech. Mozna tez
ztapa¢ komérke swobodnie pltywajaca w cieczy, by unieruchomié ja na czas analizy
jej wlasnosci optycznych. Wykorzystujac dwie wiazki putapkujace, mozna ztapaé
komoérke w dwdch punktach i deformowaé ja, badajac jej wtasno$ci mechaniczne.
Mozna tez stworzy¢ ,mikronarzedzia”, dzialajace podobnie do skalpela lub
nozyczek z uchwytami. Po unieruchomieniu komorki za pomocg dwoéch lub
wiecej wigzek laserowych mozna wykonywaé ,,operacje” na pojedynczej komorce
poprzez odpowiednie ruchy wiazek laserowych, spetniajacych role odpowiednich
mikronarzedzi.

Poza zastosowaniami biologicznymi pesety optyczne stosowane sa

w nanotechnologii, gdzie za ich pomoca mozna ukladaé¢ elementy sktadowe
mikrourzadzen lub tez je napedzaé. Mimo ze od ukazania si¢ pierwszej pracy
Arthura Ashkina minelo juz ponad 50 lat, to zakres zastosowan pesety optycznej
powigksza sie¢ coraz dynamiczniej, gtéwnie dzigki réwnolegltemu rozwojowi nano-
i mikrotechnologii oraz nauk biologicznych.
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Zajmijmy si¢ jeszcze oddzialywaniem Swiatta z obiektami mniejszymi niz
dlugosé fali. W takim przypadku nie mozna zastosowaé przyblizen optyki
geometrycznej i trzeba odwotaé sie do opisu oddzialywania Swiatta z materig na
poziomie mikroskopowym. Do zrozumienia dziatania pesety optycznej wystarczy
ograniczenie si¢ do klasycznego modelu materii, w ktérym atomy reprezentowane
sg przez punktowe, dodatnio natadowane jadra, otoczone sferyczng chmura
tadunku ujemnego. Jesli taka chmura zostanie wychylona z polozenia réwnowagi,
to érodek rozktadu ladunku ujemnego przesunie sie wzgledem jadra atomu

i na chmure zacznie dziala¢ przyciagajaca sita oddzialywania elektrostatycznego
jadra, przywracajaca ja do poltozenia réwnowagi. Ze wzgledu na skoriczona

mase elektronu, po powrocie do poltozenia réwnowagi rozpedzona chmura bedzie
kontynuowaé ruch w przeciwnym kierunku, zatrzymujac sie po osiaggnieciu
maksymalnego wychylenia, po ktérym rozpocznie powrotny ruch w kierunku
jadra. W tym modelu atomy tworza wiec oscylatory, w ktérych wychylone

z potozenia rownowagi chmury elektronowe oscyluja wokét jader. Jednoczesdnie,
wychylone z potozenia réwnowagi oscylatory maja moment dipolowy, ze

wzgledu na przesuniecie Srodkéw rozktadu tadunkéw dodatnich i ujemnych.
Czynnikiem pobudzajacym takie oscylatory do drgan moze by¢ pole elektryczne
fali elektromagnetycznej, ktére spowoduje pojawienie sie (méwimy wyindukowanie)
w osrodku oscylujacych dipoli elektrycznych. Energia ich oddzialywania

z falg elektromagnetyczng bedzie zalezeé od tego, jaka jest relacja pomiedzy
chwilowymi zwrotami pola elektrycznego fali i momentéw dipolowych. Jesli
czestodé fali jest mniejsza niz czestosé rezonansowa drgan oscylatora, to dipol
y,hadaza” za zmianami zwrotu pola elektrycznego i jego moment dipolowy jest
skierowany zgodnie ze zwrotem wektora pola elektrycznego. Gdy czesto$c¢ fali
jest wieksza niz czestoéé¢ rezonansowa oscylatora, dipol ,nie nadaza” i zmienia
zwrot z opdznieniem w stosunku do zmian pola elektrycznego. W efekcie zwrot
wytworzonego momentu dipolowego jest zawsze przeciwny do zwrotu wektora
pola elektrycznego. Energia U oddzialywania dipola z polem elektrycznym

o natezeniu E wyraza si¢ wzorem:

E

U=—pE,
czyli jest rtéwna —pE, gdy zwroty momentu dipolowego i pola sa zgodne (czestosé
fali mniejsza od czestodci rezonansowej) i +pE, gdy sa przeciwne (czesto$é fali
wieksza od czestosci rezonansowej). Jedli zalozymy, ze warto$é wytworzonego
momentu dipolowego jest wprost proporcjonalna do natezenia wytwarzajacego go
pola elektrycznego, p ~ FE, to okaze sie, ze energia oddzialywania indukowanego
dipola jest proporcjonalna do kwadratu natezenia pola elektrycznego (ze
znakiem + lub —) w miejscu, gdzie sie on znajduje, U ~ +E?. Z kolei natezenie
Swiatta I jest proporcjonalne do kwadratu amplitudy drgan pola elektrycznego
i ostatecznie otrzymujemy wynik, zgodnie z ktérym energia indukowanego dipola
jest proporcjonalna do natezenia $wiatta, U ~ +I, ze znakiem zaleznym od
czestosci fali $wietlnej.

7 powyzszych rozwazan wynika, ze obiekt umieszczony moéwimy zazwyczaj o optycznej putapce dipolowej, choé
w zogniskowanej wigzce laserowej bedzie mial najmniejsza z fundamentalnego punktu widzenia nie rézni sie ona
energie oddzialywania z polem elektrycznym fali, gdy niczym od pesety. Co ciekawe, Nagrode Nobla za, miedzy
znajdzie sie w jej ognisku, o ile czestosé fali bedzie innymi, wykorzystanie optycznej putapki dipolowej
mniejsza niz czesto$é rezonansowa oscylatoréw tworzacych (ale nie tylko) do pulapkowania atoméw otrzymatl juz
materie, z ktérej sktada sie ten obiekt (czyli czestoéé w 1997 roku Stephen Chu, cho¢ jego prace powstaly

fali putapkujacej musi byé mniejsza niz czestosci fal, kilkanascie lat p6zniej niz pierwsze prace Ashkina

ktére moga byé absorbowane przez ten obiekt, co dotyczace pesety optycznej.

oznacza uzycie fali z zakresu widma, dla ktoérego Analizujac zasade dzialania pesety optycznej, dla

obiekt jest przezroczysty, jesli méwimy o obiektach uproszczenia pominelismy sily zwiazane z rozpraszaniem
makroskopowych). Obiekt ten bedzie wige dazyt do i odbiciem $wiatta na granicy osrodkéw. Wskutek tego
znalezienia si¢ 1 pozostania w ognisku wigzki — doszliSmy  w powyzszym modelu pesety opisywanej jezykiem

w ten sposob do zasady dzialania pesety optycznej, nie optyki geometrycznej kulka jest utrzymywana w osi
postugujac si¢ przyblizeniami optyki geometrycznej. wiazki laserowej, ale jednocze$nie popychana w kierunku
Opisany mechanizm oddzialywania indukowanych dipoli propagacji Swiatla. Tak jest, istotnie, w przypadku wi@zki
z polem fali §wietlnej jest stuszny nawet dla pojedynczych niezogniskowanej. Uwzglednienie wszystkich dzialajacych
atoméw, co oznacza, ze w pesecie optycznej mozna na kulke sil pozwolitoby zobaczy¢, ze jesli wiazka Swiatta
putapkowaé nie tylko kulki mikroskopowych rozmiaréw, jest zogniskowana, to rowniez makroskopowa kulka

ale réwniez pojedyncze atomy — w tym kontekscie zostanie ztapana w okolicy jej ogniska.
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* Wydzial Matematyki i Informatyki,
Uniwersytet Wroctawski

!Dla wtajemniczonych: sg to réwnania
stéw w polgrupie wolnej.

?Mozna wykazaé, ze kazde rozwiazanie
jest postaci X =a?" =g---a, Y = a®".

~—

2n razy

3W 10. problemie Hilberta (zobacz AlZ)
pytamy o istnienie rozwigzan uktadu
réwnan diofantycznych. Kazde réwnanie
napiséw mozna przepisaé do
réwnowaznego réwnania diofantycznego.
Liczono w zwiazku z tym, ze uda si¢
wykazaé nierozstrzygalnosé uktadu
réwnan diofantycznych poprzez pokazanie
nierozstrzygalnosci rownan napiséw.

4VVybicrzcmy podstawienie pod X = aw,
to sprawdzajac mozliwos$é, ze pierwsza
litera to b, nie znajdziemy rozwiazania.

5Byé moze takie dlugie réwnanie wcigz
ma rozwigzanie, ale potrafimy je znalezé,
uzywajac krétszych réwnan.

SWypisanie wszystkich réwnan dlugosci
8n? + n recznie nie jest mozliwe, ale dla
komputera nie jest to problem, o ile n nie
jest za duze.

7 Jesli réwnanie ma tylko zmienne,

to w dowolnym rozwigzaniu mozemy
zamieni¢ wszystkie litery na ,,a”.
Sprowadzamy problem do réwnania
liniowego, w ktorym niewiadomymi sg
dlugosci napiséw podstawien. To tez nie
jest zupelnie prosty problem, ale istnieja
znane od dawna algorytmy, co znéw jest
tematem na osobny artykut. ..

8 Jesli dopuszczamy puste rozwigzania, to
mozemy na samym poczatku zgadnaé,
ktére zmienne maja puste podstawienie,
i usunaé je z réwnania.

Roéwnania napisow Artur JEZ*

Przyjrzyjmy sie problemowi réwnani napiséw': dla ustalonego alfabetu,

np. a,b,c,..., piszemy réwnania uzywajace liter z tegoz alfabetu oraz zmiennych,
ktére bedziemy oznaczaé przez X,Y, Z, ... Dla uproszczenia pomyslmy o jednym
rownaniu, np. aX XXX = XaYY. Rozwigzaniem beda takie napisy, ztozone

z liter alfabetu, ze po podstawieniu pod zmienne uzyskamy takie same napisy.

W naszym przykltadzie podstawienie X = aa, Y = aaa jest rozwiazaniem.? Innym
przykladem jest réwnanie XbaY b = baaababbab, ktérego rozwiazaniem jest

np. X = baaa, Y = bba.

3 Réwnania tego typu rozwazane byly od lat 60. XX wieku, z jednej strony
ze wzgledu na zwiazki z 10. problemem Hilberta, z drugiej ze wzgledu na zwiazki
z teorig grup... Ale obie te historie to tematy na osobne artykuly.

Pierwszy sposéb rozwiazywania tego typu rownan podal G. Makanin w 1977 roku,
w roku 1999 inne, duzo prostsze podejscie zaproponowat W. Plandowski. My
przyjrzymy sie dzis$ rozwiazaniu upraszczajacemu drugie z nich, na podstawie
mojego artykulu Recompression: A Simple and Powerful Technique for Word
Equations, (Journal of the ACM, 2016 63:1, art. 4).

Zanim przystapimy do prezentacji sposobu rozwigzywania takich réwnan,
nalezaloby ustali¢, do czego bedziemy dazy¢: chcemy podaé algorytm, czyli
systematyczny przepis pokazujacy, jak uzyskaé rozwiazanie (lub stwierdzié, ze go
nie ma). Przykladem algorytmu dla ukladu réwnan liniowych jest: ,,Powtarzaj:
wez pierwsze réwnanie, jesli jest niesprzeczne i zawiera zmienna, to wylicz

jedna zmienna w oparciu o inne i podstaw do pozostalych réwnan, usun réwnanie”.
Przykladem algorytmu dla réwnania kwadratowego az? 4 bx + ¢ = 0 jest: ,Wylicz
A = V/b? — 4ac, jesli A < 0, to nie ma rozwigzan, w przeciwnym przypadku
rozwiazania to (—b =+ v/A)/2a”. Podamy tego typu algorytm, choé dhuzszy

i bardziej skomplikowany, dla rownan napisow.

Nasz algorytm bedzie wielokrotnie sprawdzal niezaleznie kilka mozliwosci,

np. osobno sprawdzi mozliwoéci, ze pierwsza litera podstawienia pod X to

a lub b, a potem osobno, czy poza ta jedna litera cos jeszcze w podstawieniu

jest, czy nie, itd. Jesli istnieje rozwiazanie, to algorytm znajdzie je dla ktoérejs
sekwencji mozliwoéci, dla innych byé moze nie znajdzie.* Nie brzmi to jak

dobry pomyst — w takim razie algorytm méglby po prostu przejrzeé¢ wszystkie
mozliwe podstawienia, litera po literze. .. Dlatego tez zagwarantujemy cos

jeszcze — algorytm bedzie przeksztatcal réwnanie w taki sposob, ze dla

ktoérejs z mozliwoéci wiodacych do rozwigzania rozwazane réwnanie zawsze bedzie
miato najwyzej 8n? liter i n zmiennych, gdzie n to dlugoéé réwnania wejsciowego.?
W szczegblnodci dla niektérych mozliwosei nie znajdziemy rozwiazania (trudno!),
a inne doprowadza nas do réwnania dhuzszego niz 8n? + n — wtedy algorytm
przestaje dalej liczy¢.® Takie podejécie mozna tez zrealizowaé inaczej, bez
odwotywania si¢ do sprawdzania wszystkich mozliwosci: mozemy wypisaé
wszystkie réwnania dlugoéci najwyzej 8n? + n, zaznaczyé, ktére réwnania mozemy
przeksztalcié w ktére, i sprawdzié, czy potrafimy przeksztalcié wejéciowe réwnanie
w jakie§ bardzo proste niesprzeczne réwnanie, np. a = a albo X = X.

Od teraz skupimy sie na wykazaniu, ze algorytm zawsze ma ,dobry wybor”,

tj. potrafi przeksztalci¢ niesprzeczne réwnanie dtugoséci nie wickszej niz 8n? +n

w niesprzeczne réwnanie dtugosci réwniez nie wiekszej niz 8n? + n. Wazne jest tez,
ze niezaleznie od wyboru nie przeksztalcimy réwnania sprzecznego w niesprzeczne.

"Réwnanie napiséw moze mieé¢ wiele rozwiazan i algorytm jest w stanie podaé
reprezentacje wszystkich; dla uproszczenia bedziemy wymagaé jedynie, o ile
istnieje, aby podal dowolne. W szczegdlnoscei: jesli istnieje rozwiazanie, to istnieje
tez takie, ktore uzywa tylko liter wystepujacych w réwnaniu, cho¢ sam alfabet
moze by¢ wiekszy — wszystkie inne litery w rozwiazaniu mozna zastapi¢ przez
ustalong litere; nowe podstawienie dalej jest rozwigzaniem.® Bedziemy tez
zakladaé, ze podstawienie pod zmienna jest niepuste, tj. w podstawieniu X = w
stowo w ma dodatnig dlugosc.

Aby rozwiazaé¢ réwnanie napiséw, bedziemy skracaé jego kroétkie fragmenty:
popatrzmy jeszcze raz na réwnanie XbaYb = baaababbab (ktére ma rozwiazanie
X = baaa, Y = bba): jesli zastapimy ba przez ,Swieza”, tj. nieuzywana w réwnaniu,
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9Tu przydaje si¢ informacja, ze
podstawienia pod zmienne sg niepuste.

10Czyli przez kontrapozycje: jesli stare
réwnanie nie mialo rozwigzania, to nowe
tez nie ma.

My znéw istotne jest, ze podstawienia
pod zmienne sa niepuste.

12 A skad wiadomo, ze jest zla? Trzeba
osobno sprawdzié¢ wszystkie mozliwosci. . .

3 Ponownie, wszystkie mozliwosci trzeba
osobno sprawdzié.

£ razy

4 Oznaczamy at =% --a, czyli £ razy

powtérzone a.

5o uwzglednia przypadek, ze na lewo
lub prawo nie ma zadnej litery.

16 Jedli X = a[', to zastepujemy X przez
at, usuwajac przy okazji X.

L7 Ten problem sprowadza sie do uktadu
liniowych réwnan diofantycznych.
Wiadomo, ze jesli ma on rozwigzanie, to
jest ono najwyzej wyktadnicze. Ponownie,
jest to temat na osobny artykul. ..

187néw, sprawdzamy wszystkie wybory,
ale interesuje nas tylko ten dobry.

9Plus nie wigcej niz n zmiennych.

litere ¢, to otrzymane réwnanie XcYb = caacbcb ma rozwiazanie X = caa, Y = be.
Latwo tez sprawdzi¢, ze jesli nowe réwnanie ma rozwiazanie, to stare tez ma —
wystarczy zamieni¢ w podstawieniu kazde ¢ przez ba. Niestety, ten pomyst nie
dziala, je$li w oryginalnym réwnaniu sprébujemy zastapié ab przez d: po lewej
stronie réwnania nie ma zadnego ab, w podstawieniu X = baaa, Y = bba réwniez
nie ma, jest za to po prawej stronie réwnania. Problemem jest to, ze ab jest
czedciowo w podstawieniu i czeSciowo poza. Pare ab, gdzie a # b, nazwiemy zlg
(dla ustalonego rozwiazania), jesli b jest pierwsza litera podstawienia pod X oraz
aX wystepuje w réwnaniu lub a jest ostatnia litera podstawienia pod Y oraz Y'b
wystepuje w réwnaniu (lub dla powyzszych zalozen XY wystepuje w réwnaniu).
Pare, ktéra nie jest zla, nazwiemy dobrq.” Jedli para ab, gdzie a # b, jest dobra,
to skrécenie ab daje réwnanie, ktére ma odpowiadajace, krétsze rozwiazanie.©
Jednoczednie, jesli nowe réwnanie ma rozwiazanie, to stare tez miato: wystarczy
kazde c zastapic¢ przez ab.

Co do zlych par, to latwo zauwazy¢, ze jesli rownanie ma n wystapien zmiennych,
to jest najwyzej 2n réznych zlych par: po jednej na kazda strone zmiennej.!!

Co wigcej, ustalona zla pare latwo udobruchaé (czyli uczynié dobra): jesli ab

jest zla,'? to dla kazdej zmiennej sprawdzamy: jedli jej podstawienie zaczyna sie
na b, czyli X = bw, to zastepujemy X przez bX (a podstawienie przez X = w),
analogicznie, jesli podstawienie konczy sie na a, to zastepujemy X przez Xa. Jedli
w ten sposéb podstawienie za X stalo sie puste, to usuwamy X z réwnania.'?
Latwo sprawdzié, ze nowe rownanie ma rozwigzanie oraz para ab jest dobra; jesli
za$ nowe réwnanie ma rozwigzanie, to mialo je tez stare réwnanie: wystarczy
dokleié litery, ktore ,,wypchneliSmy” ze zmiennych. W nowym réwnaniu mozemy
skrécié ab.

Zte pary to nie jedyny problem: skoro zakladamy, ze w parze ab litery a i

b sa r6zne, to nie potrafimy skroci¢ dlugich powtérzen jednej litery, np. nie
wiemy, co zrobi¢ z réwnaniem a X X X X = XaY'Y z pierwszego przykladu.
Zamiast skracaé¢ pary, bedziemy skracaé¢ maksymalne powtdrzenia: a® jest
maksymalnym powtdrzeniem a,'* jesli na lewo i prawo nie ma litery a.'® Podobnie
jak w przypadku par, mozemy zdefiniowaé, co to znaczy, ze litera a jest zla (jest
zmienna X zaczynajaca sie na a i aX wystepuje w réwnaniu lub...) i dobra.
Jesli a jest dobre, to mozemy réwnoczesnie zastapi¢ wszystkie maksymalne
wystapienia a, powiedzmy dla kazdego ¢ zastepujemy maksymalne a’ przez ay;
przy czym ay to tylko wygodna nazwa dla nas, algorytm nie musi potem pamietac,
ze ta litera powstala z a’. Jedli a jest zla, to chcemy ja ,udobruchaé”, ale
zastapienie X przez aX moze nie wystarczy¢, gdyz podstawienie pod X moze
dalej zaczynaé sie na a. Zamiast tego, jesli X = a‘wa”, gdzie w nie zaczyna sie
ani nie koficzy na a, to zastepujemy X przez a‘Xa",'® odpowiednio zmieniajac
podstawienie pod X (teraz X = w). Wszystkie mozliwe £, r chcemy sprawdzié
osobno i tu pojawia si¢ problem: ¢ i r moga by¢ dowolnie duze. Wiadomo
jednak, ze jesli istnieje rozwiazanie réwnania, to istnieje tez rozwiazanie,

w ktérym wszystkie takie ¢, r majg najwyzej wykladnicza dtugosé.’” To wciaz
duzo, ale zamiast pisaé¢ ¢ razy a, mozemy zapisaé (a, ), a zapis pozycyjny £

ma wielomianowo wiele cyfr. I tak zaraz skrécimy wszystkie maksymalne
powtorzenia a. Tak samo jak dla par mozemy wykazac, ze jest najwyzej 2n ztych
liter, a jesli rozpatrzymy jednoczesnie zte pary i litery, to podobnie stwierdzamy,
ze w sumie ztych par i liter jest najwyzej 2n.

Teraz mozemy juz podaé wybory algorytmu, ktére prowadza do rozwiazania,

a réwnanie ma niezmiennie co najwyzej 8n? liter (i najwyzej n zmiennych):

dla danego réwnania, jesli istnieje dobra para lub litera, to skracamy ja. Jesli sa
tylko zle pary i litery, to wybieramy taka, ze po jej udobruchaniu oraz skréceniu
otrzymane réwnanie jest najkrotsze.'®

Przeanalizujmy algorytm dla tych mozliwosci: zauwazmy najpierw, ze jesli
rOwnanie nie ma rozwigzania, to niewazne, co zrobimy, nowe réwnanie rowniez nie
bedzie mialo rozwiazania. Twierdzimy tez, ze przy wtasciwych wyborach réwnanie
nigdy nie bedzie miato wiecej niz 8n? liter,'? gdzie n to dlugo$é réwnania danego
na wejsciu: Jesli istnieje dobra para lub litera, to po jej skrdéceniu nowe réwnanie
jest krétsze niz stare. A co, jesli sa tylko zle pary i litery? Niech rownanie ma

m liter, nie liczac zmiennych. Réznych ztych par i liter jest w sumie najwyzej 2n.
Dla kazdej litery rozpatrzmy litere na prawo (lub lewo, dla ostatniej); ta sasiednia
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litera moze pochodzié¢ z podstawienia pod zmienna. Razem tworza pare albo sa
czescia maksymalnego bloku. Czyli dla kazdego wystapienia litery a w réwnaniu
istnieje zta para lub litera, ktérej wystapienie zawiera to ustalone wystapienie a.
Skrécenie tej pary/litery usunie to ustalone wystapienie a. Jako ze jest 2n zlych
par i liter, ,$rednio” skrécenie usunie przynajmniej 5> liter oraz wprowadzi co
najwyzej polowe z tej liczby (skrécenie pary usuwa dwie litery i dodaje jedna,

a skrécenie bloku liter usuwa wiele liter i dodaje jedna). Tak wiec istnieje takie
skrécenie, ktére w sumie skroci rownanie o przynajmniej z- liter. Musimy tez
wykonaé jedno udobruchanie, ktére wprowadza do réwnania najwyzej 2n liter:
udobruchanie litery wprowadza dlugie powtorzenia tej litery, ale zaraz kazde takie
powtorzenie zostanie zastapione przez jedna litere. Tak wiec nowe réwnanie ma
najwyzej m (stare litery) — m/4n (usuniete przez skrécenie) + 2n (udobruchanie)
liter. Oszacujmy:

m —m/4n +2n = m(1 — 1/4n) + 2n < 8n*(1 — 1/4n) + 2n = 8n?,
jedyna nieréwnoéé wynika z ograniczenia m < 8n2. I to jest koniec: dla podanych
wyzej wyboréw réwnanie znajdzie rozwiazanie i rOwnania, ktére rozwaza,
maja najwyzej 8n? liter (i najwyzej n zmiennych).

A czego nie wiemy o réwnaniach napiséw? Dokladniejsza analiza algorytmu
pokazuje, ze jesli istnieje rozwigzanie, to istnieje tez rozwiazanie podwdjnie
wyktadnicze. Nie jest jednak znane réwnanie, ktérego najkrotsze rozwiazanie
jest ponad wyktadnicze; popularna jest hipoteza, ze jedli istnieje rozwiazanie,

to istnieje tez rozwiazanie wykladnicze. Do réwnan napiséw mozna tez dodaé
dodatkowe warunki na rozwiazanie, np. zadaé, by suma dlugosci podstawien

pod X i Y byla réwna dlugosci podstawienia pod Z. Nie wiadomo, czy réwnania
napiséw z liniowymi warunkami na dlugosci podstawien mozna rozwigzac.

m Zadania

Praygotowal Eukasz BOZYK

M 1633. Pewne n przekatnych 2n-kata foremnego przecina sie w jednym punkcie,
ktoéry nie jest wierzchotkiem tego wielokata. Wykazaé, ze jest jego $rodkiem.
Rozwiazanie na str.

M 1634. Wierzcholki 2n-kata foremnego oznaczono przez Py, P, ..., Pay,
niekoniecznie w tej kolejnosci. Udowodnié, ze tamana zamknieta PP ... Ps,
zawiera pare odcinkéw réwnolegtych.

Rozwiazanie na str. [2]

M 1635. Prostokat nazwiemy parzystym, jesli kazdy z jego wymiarow jest
parzysta liczba catkowita. Kwadrat n x n, gdzie n jest liczba nieparzysta,
podzielono na czesci, z ktorych kazda jest parzystym prostokatem lub
kwadratem 1 x 1. Znalez¢ najmniejsza mozliwg liczbe kwadratéow 1 x 1
uzyskanych w takim podziale.

Rozwiazanie na str.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 997. Jadro 233U moze ulec rozpadowi o lub samorzutnemu rozszczepieniu

na dwa mniejsze jadra. W czasie t = 1 godzina zaobserwowano Ny = 25 reakcji
rozszczepienia zachodzacych w préobee 1 g czystego 238U. Oszacuj, ile wynosi
czas polowicznego zaniku dla 238U ze wzgledu na rozszczepienie? Stala Avogadro
Na = 6,022 - 10%. (Dla poréwnania: czas polowicznego zaniku ze wzgledu na
rozpad o wynosi 4,47 - 109 lat).

Rozwiazanie na str. [J]

F 998. Podczas ruchu ciala w powietrzu sita oporu jest proporcjonalna do
iloczynu kwadratu predkosci v ciala i pola S jego przekroju poprzecznego,
prostopadlego do kierunku ruchu: F,,, = —kSv?. Wartos¢ stalej k zalezy od
ksztaltu ciata. Sila oporu powoduje, ze spadajace swobodnie ciala po pewnym
czasie spadania osiagaja stala predkosé spadku — predkoéé graniczna. Jaki jest
stosunek predkosci granicznych osiaganych przez kulki

a) z tego samego materialu o masach m i 8m?

b) o tych samych rozmiarach, ale o gestosci p i 8p?

Rozwiazanie na str.
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Zyclie na
ZY \~A®109

Heinz Fraenkel-Conrat urodzony w 1910 r.
we Wroclawiu, tam tez ukoriczyt studia,
od 1933 r. — emigrant, obywatel
amerykanski. [Przepraszam za $mialo$é —
ja bym Mu data Nagrode Nobla.]

Warto o tym pamieta¢ i nie lekcewazy¢
mozliwoéci szczepien ochronnych przeciw
grypie; rocznie na $wiecie 3-5 mln
zachorowan, 300-650 tys. zgonéw,

w Polsce szczepi si¢ co roku okoto 5%
ludnosci.

SARS: ponad 8000 przypadkéw zakazenia,
774 zmartych w 47 krajach.

MERS: w Arabii Saudyjskiej zakazonych
2494 oséb, zmarto 858.

Malutkie i sprytne

Louis Pasteur w 1885 roku wykryl, ze czynnik zakazny wscieklizny przechodzi
przez otwory w filtrach zatrzymujacych bakterie. Po tej wlasciwosci Pasteur
rozpoznawal jego istnienie, choé¢ nigdy go nie zobaczyl. Przez filtry przechodzil
réwniez czynnik zakazny (Martinus Beijerinck, 1889 r.) nazwany wirusem
mozaiki tytoniowej (TMV), ktéry zostal wykrystalizowany w 1935 roku. Brzmi
jak oksymoron: zywa istota nie moze by¢ krysztalem! Wielu badaczy po raz
pierwszy zaczelo sie wtedy zastanawia¢ nad definicjg stowa ,,zywy”, do dzis
opisywana dtugimi zdaniami. Zycie jest zlozone i prosto zdefiniowaé sie nie da.

Tym niemniej TMV modgl wystepowac¢ w formie krystalicznej i powtornie
wraca¢ do zycia, zakaza¢ tytoniowe komorki, powielaé sie. Wirusa poddano
analizie chemicznej, a forme krystaliczna — rentgenowskiej. Jego informacje
genetyczng stanowi jednoniciowy RNA, ktéry koduje jedno biatko strukturalne
laczace sie w regularna, wieloczasteczkowa, rurkowata ,skorupe” (plaszcz),
otaczajaca RNA.

Biochemik Heinz Fraenkel-Conrat w 1955 roku zrekonstruowal TMV z bialka
ptaszcza i RNA osobno oczyszczonych, a w roku 1960 oglosil pelna sekwencje
158 aminokwasow biatka plaszcza.

Od czasu pionierskich molekularnych prac nad TMV mineto ponad pét wieku.
Odkryto i zbadano tysiace wirusow, w oceanach i wodach srédladowych,

we wszystkich §rodowiskach ladowych, od arktycznych do réwnikowych.

Wirusy to paczki informacji o znacznej sile rozprzestrzeniania, musza mieé¢
gospodarza: bakterie, zwierzeta, rosliny. Musza, poniewaz ich namnazanie
wiaze sie z wykorzystaniem aparatu metabolicznego komérki — dziatania
czasteczek i zuzywania energii wytworzonej przez komérke. Zabijaja, ale
potrafia tez przetrwaé¢ wiele cykli podzialéw komérkowych, ukryte i uépione

w genomie komorki (bakteryjny wirus lambda, ludzki — HIV). Nie wiemy, jak
powstaly. W ludzkim genomie znajduje sie wiele sekwencji DNA, molekularnych
wykopalisk, ,$ladéw” niegdysiejszej obecnosci wiruséw, dzis juz nieaktywnych.
Wywotuja choroby wielu narzadow, takze nowotwory. Mutuja szybko, zmienia sie
woéwezas ich sposob zakazania, czesto gatunek gospodarza, epidemia przechodzi
w ogdlnoswiatowa pandemie. Przeksztalcaja swéj material genetyczny z RNA
na DNA i odwrotnie. Wyleczenie z obecno$ci wirusa bez uszkodzenia gospodarza
jest prawie niemozliwe, stad tak trudno znalezé leki przeciwwirusowe. Mozna
wypracowac szczepionke, ale czasem jest to problematyczne, o czym $wiadczy
ponad 100 lat prob uzyskania bezpiecznej szczepionki przeciw wsciekliznie.

Dzis kazdy nowy, potencjalnie grozny wirus badany jest btyskawicznie. Pierwsze
sekwencje RNA koronawirusa 2019-nCoV, wyizolowanych od 9 pacjentow,
oznaczono w Centrum Kontroli i Prewencji Chorob w Chinach kilka tygodni

po wybuchu epidemii. Stwierdzono, ze rézni sie od innych juz znanych z tej
grupy: SARS (2002) i MERS (2012). Badane genomy byly w 99,98% identyczne,
co zwazywszy na czeste mutacje takich wiruséw oznacza, ze wyjsciowy ,,ludzki
przodek” powstal bardzo niedawno. Pozostaje wiele szczegdéléw do wyjasnienia:
kim byl pierwotny, prawdopodobnie zwierzecy, gospodarz, jak rozprzestrzenia
sie zakazenie (poza droga kropelkowa), szybkos$é¢ mutacji, wrazliwo$é na rézne
sposoby inaktywacji, potencjal kodowania. Pytani o mozliwo$é opracowania
szczepionki badacze chinscy szacuja, ze zajmie to przynajmniej 1,5 roku.

Dane o tym wirusie i przebiegu epidemii (pandemii?) zmieniaja sie codziennie.
W dniu, w ktérym pisze ten tekst (luty 2020), liczbe zakazonych w Chinach
okresla sie na 60 tysiecy. Czytelnik Delty biezace wiadomosci znajdzie

w Internecie w dniu lektury. Jest pewne, Ze jesteSmy $wiadkami niebywalej
otwartosci i gotowosci do wspdlpracy miedzynarodowej wsrod uczonych, lekarzy
i stuzb panstwowych. Licznoé¢ przemieszczajacych sie mas ludzkich, tatwosé
zakazenia i agresywny, szybki rozwdj choroby zmuszaja do takiej postawy.

Male i nieuchwytne twory wobec duzego, madrego cztowieka. ..

Magdalena FIKUS (magda.fikus@gmail.com)



O wiezach potegowych (II)

Karol GRYSZKA*

*Wydzial Nauk Scistych i Przyrodniczych, Sprébujmy rozwiazaé nastepujace zadanie: znalezé takie b, dla ktérego

Uniwersytet Pedagogiczny w Krakowie

W artykule Poréwnywanie wiez
potegowych (A?Q) rozwazane byly

...an
wieze postaci a?" , co zapisywane
byto [a1,az,...,an].

Wykres funkcji f(z) = ¥z dla z
w zakresie [1, 10] przedstawiony jest
ponizej.

14l |
3L 1
12f | |

IREE .

2 4 6 8 10
Zachodzi szacowanie:
Yz < Ve

'Dowéd zbieznoéci mozna znalezé na
przyklad w pracy:
R. Arthur Knoebel, Ezponentials

Reiterated, ktéra ukazata si¢ w 1981 roku
w The American Mathematical Monthly.

bbbbm »
Zauwazmy, ze wyktadnik B liczby b w réwnaniu jest réwny calemu wyrazeniu
(ktére jest réwne 4). Wynika z tego réwnoéé b* = 4, a wiec b = v4 = v/2. Gotowe.
Czytelnikéw Zaniepokojonych tak prostym rozwiazaniem prosimy o cierpliwosc.
Teraz drugie zadanie: rozwiazaé¢ réwnanie

al

a® =2.

Postepujac podobnie jak wyzej, otrzymujemy a = /2. Ale w takim razie a = b
oraz - o

2=0a" =b =4
Zachecamy Czytelnika do proby wyjasnienia tego paradoksu przed lekturg
kolejnych akapitow.
Wprowadzmy nastepujaca notacje:

L‘L3

[al,ag,ag, .. ] = a(f2 5
gdzie a; dla i € N to dowolna dodatnia liczba rzeczywista. Jak nalezy rozumieé
nieskonczone wieze potegowe? Formalnie jest to granica ciagu liczbowego

[a1,a2,...]:= ngrfoo[al,ag, ey Gy

Zatem albo wieza definiuje pewng liczbe, albo jest rozbiezna. Dla uproszczenia
notacji, jezeli a; = a dla i € N, to bedziemy zapisywaé [a,a,...] = [a X c0].
Przykladem wiezy rozbieznej jest [2 x 0o] = 400, natomiast [1 x oo] = 1. Czy
w takim razie w ogdle ma sens rozwazaé a > 17

Ktére wieze zatem sa zbiezne? W ogdlnym przypadku, gdy sktadniki wiezy
sa dowolne, trudno jest odpowiedzie¢ na to pytanie. My zajmiemy sie prostsza
sytuacja, gdy wieza ma postaé [a x oo]. Wtedy latwo mozna wyznaczy¢ jej
granice. Istotnie, jesli istnieje granica [a X oo] i wynosi ona x, to zachodzi
r=a".
To prowadzi do wniosku, ze a = ¢/x. Ta réwnos$¢ wiaze w sposob istotny granice
wiezy oraz jej sktadniki. W szczegélnosci mozna ja traktowaé jak funkcje.
Przyjrzyjmy si¢ teraz nastepujacemu twierdzeniu.

Twierdzenie 1. Niech f(z) = ¢/x dla x > 1. Wtedy:

1 £ [1,+00) = [1, ]

. wEI-&r-loof(x) = f(1) =1;

3. Jesli a € (1, {/e), to réwnanie f(x) = a ma takie dwa rozwigzania x1 i x2, Ze
xr1 < e oraz xo > e;

4. Jesli a = e lub a =1, to réwnanie f(x) = a ma dokladnie jedno rozwigzanie;

5. Jesli a > e, to réwnanie f(x) = a nie ma rozwigzan.

[\

Z twierdzenia 1 mozemy wyciagnaé wniosek, ze jesli a > /e, to [a x oo] nie
istnieje. Dodatkowo, jezeli a € [1, ¢/e], to wtedy wieza [a X oo] ma szanse byé
zbiezna. W szczegdlnosci, poniewaz f(e) = /e, to [/e X o] = e. Robert Arthur
Knoebel dowodzi, ze [a x oo] jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy a € [e~¢, /e].
My za$ wykazemy zbieznoéé w przypadku a € (1, /e).

Twierdzenie 1. Jesli a € (1, /e), to [a x o] jest dobrze okreslona.

Dowdd. Wykazemy, ze ciag ([a X n]),>o jest ciagiem rosnacym i ograniczonym,

z tego bedzie wynikala zbieznosé!.

Najpierw wykazemy, ze warto$é wiezy potegowej [a X n] jest mniejsza niz e dla
kazdego n. Zauwazmy, ze a < e. Zalézmy teraz, ze [a X n] < e dla n > 0. Wtedy
[ax (n+1)]=la,axn] <lae] <[ee]=e.

Na mocy zasady indukcji matematycznej ciag jest wiec ograniczony. Teraz
wykazemy, ze jest rosnacy. Po pierwsze zauwazmy, ze gdy a nalezy do
rozwazanego przedzialu, to zachodzi nier6wnos¢ a < a®. Zalézmy, ze
[ax (n—1)] > [a x (n—2)] i wywnioskujemy z tego, ze [a X n] > [a X (n — 1)].
Zachodzi

[a xn]=la,ax(n—1)]>a,axn-2)]=ax(n-—1).



2 Liczba przestepna to liczba, ktéra nie
jest pierwiastkiem zadnego wielomianu
o wspoétczynnikach catkowitych.

3 Liczba algebraiczna to liczba, ktéra jest
pierwiastkiem pewnego wielomianu
o wspoétczynnikach catkowitych.

4Dlas=1 otrzymujemy b = 4 oraz

a:%:ﬁi[ﬁxoo]:l

5Dowéd Twierdzenia 2 mozna znalezé
w pracy: M. Vassilev-Missana, Some
Results on Infinite Power Towers

z 2010 roku.

-]

Rozwigzanie zadania F 997.

Liczba rozpadéw jadra, jak kazdy typ
rozpadu, opisywana jest réwnaniem
zawierajacym wszystkie rodzaje proceséow

rozpadu. W przypadku 238U:
dN
— = —AyN — Ao N,
dt

gdzie N oznacza liczbe jader atomowych
w prébce, a stale Ay i Aa dotycza,
odpowiednio, rozszczepienia i rozpadu a.
Dla kazdego z proceséw wartosé
odpowiadajacej mu stalej A jest
odwrotno$cia czasu polowicznego zaniku
pomnozong przez In 2. Z uwagi na
ogromng wartosé liczby Avogadro

i niewielky liczbg¢ zaobserwowanych
rozpadéw — co oznacza bardzo duzy czas
zaniku — mozemy przyjac, ze liczba
rozpadéw Ny ~ AstN. Otrzymujemy dla
rozszczepienia:

tN1ln2

Ny
Podstawiajac N = N /238 oraz 1 godzina
to 1 rok/(24 - 365,25), otrzymujemy
ty1/2p = 8- 10%° lat. W tym samym czasie
1 godziny w prébce zajdzie okoto
4,5 - 107 rozpadéw o.

ti/of =

Z zasady indukcji mamy, ze ciag ([a X n])n>0 jest rosnacy. Z faktu, ze ciag jest
rosnacy oraz ograniczony, wynika jego zbiezno$c. O

Powyzsze rozwazania mozemy wykorzysta¢ do sformutowania nastepujacych

rownosci:

[V2 x 00] = [V/4 x 00] = 2.
Ciekawostka jest, ze jezeli a jest dodatnig liczba naturalna, to tylko dla
a =1,2,4 wartosci wieze sa liczbami wymiernymi — wszystkie pozostale
przypadki generuja nie tylko liczby niewymierne, ale i przestepne?! Ta i inne
teorioliczbowe wlasnosci wiez potegowych zostaly skumulowane w ponizszym
twierdzeniu.

Twierdzenie 2. Niech a € (1, /e) bedzie liczbg algebraicang®. Wtedy:

1. Jesli a # /b dla wszystkich wymiernych b > 1, to [a x o] jest liczbg
przestepnag;
2. Jedli a = Vb dla pewnej liczby wymiernej b > 1, to:
(a) jeslib e (1,e), to [a x oo] =D,
(b) (przypadek przejsciowy) jesli b= e, to [/e x oo] = e jest liczbg przestepna,
(c) jeslib > e, to:
(i) jesli b= (1 + %)SH dla pewnej liczby catkowitej s > 1, to
[a X OO] = (]. + %)5,4
(ii) jesli b nie jest postaci b= (1+ %)SH dla pewnej liczby calkowitej
s> 1, to [a x 00| jest liczbq przestepng.’
Punkt 2(c)(i) powyzszego twierdzenia mozna wykorzystaé¢ do rozwiazania
w liczbach wymiernych réwnania
V= 3y,

przy zalozeniach 1 < x < e oraz y > e. Wtedy

13 1s-ﬁ-l
(1) ()"
S S

W szczegdlnoscei, dla s = 1 otrzymujemy = = 2 i y = 4 oraz ré6wnosé¢ /2 = v/4.

s=1,2,3,...

4 s
Dla s = 2 za$ otrzymujemy = = % iy= %7 oraz rownosé (%) Y = (%7) 27, Czytelnik

zechce samodzielnie sprawdzi¢ stuszno$é¢ powyzszych rownosci.

Wréémy teraz do paradoksalnego rozumowania przedstawionego na poczatku
artykutu. Przypomnijmy: wynika z niego, ze a = /2 jest rozwiazaniem, ale
samo rozumowanie prowadzace do tego wyniku nie jest satysfakcjonujace —
dokonujemy pewnego podstawienia bez uprzedniej wiedzy na temat tego, czy

[a x o] jest zbiezne. Dla a = /2 zdefiniujmy zatem a,, = [a x n]. Latwo mozna
wykazaé¢ zbiezno$é a,, bez odwolywania sie do trudnych twierdzen. Mamy wszak

a1 < 2 oraz

an = V2" <V =2,
zatem na mocy zasady indukcji matematycznej a,, < 2. Ponadto oczywiscie
an, > an_1, wiec ciag a, jest zbiezny. Niech d bedzie jego granica, wtedy d = a?
i skoro a = V/d = /2, to d = 2 lub d = 4. Jednak rozwiazanie d = 4 odrzucamy,
gdyz a,, < 2 implikuje d < 2. W takim razie [v/2 x co] = 2, ale zdecydowanie nie

[V4 x oo] = 4.

Dla jakich x réwnanie

a
a®

a =z
ma zatem rozwiazanie? Skoro [a X oo] jest zbiezna (wtedy réwnanie ma sens)
iae€le ¢, e] oraz funkcja

g:le % Vel 2a— [ax o]
jest rosnaca, to wystarczy obliczy¢ g(e™¢) oraz g(«/e). Ale to zadanie jest proste,
gdyz jesli z = [a x 0], to a = x. Zatem

Jr={e=a=e= g(Ve)=c¢,

1

1
{”/E:e_e:>x:g:>g(e_e):g.

Tym samym x € [6_1, e]. W szczegdlnosci rozwazane wcezesniej réwnanie
[y x o0o] = 4 nie ma rozwiazania.
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Dawno, dawno temu w odlegtej galaktyce...

Obserwacje Wszechswiata sprzed 10 miliardéw lat

Anna DURKALEC

Jak przenies¢ sie w przeszlo$é? To bardzo tatwe!

Po prostu spojrzyj w niebo. Kazdego dnia ogladasz
Stonce sprzed 8 minut. W nocy, gdy popatrzysz

na Gwiazde Polarna, widzisz ja taka, jaka byla za
panowania kréla Jana IIT Sobieskiego (ok. 325 lat temu).
A majac dobry wzrok (albo lornetke), mozesz zobaczy¢,
jak wygladata galaktyka Andromedy w czasach, gdy na
Ziemi zaczynala sie epoka lodowcowa — 2,5 miliona lat
temu.

Ale to jeszcze nic! Mozemy obserwowaé Wszechswiat,
jaki byl na dtugo przed powstaniem naszej planety.
Potrzebny jest do tego tylko odpowiednio duzy teleskop.

Na przyklad europejski bardzo duzy teleskop VLT ( Very
Large Telescope). Za jego pomoca VLT zaobserwowano
tysiace galaktyk takimi, jakie byly 10 miliardéw (!)

lat temu (dla poréwnania Ziemia istnieje od okoto

4,5 mld lat). Obserwacje te zostaly przeprowadzone

w ramach przegladu VIMOS Ultra Deep Survey (VUDS)
— najwiekszego jak do tej pory spektroskopowego
przegladu galaktyk we wczesnych etapach istnienia
Wszechswiata. Chcesz zobaczy¢ te galaktyki? Prosze
bardzo. Duza czesé obserwacji jest dostepna dla
kazdego. Za darmo. Wystarczy przegladarka i dostep

do Internetu.

Dane przegladu VUDS dostepne sa na stronie |cesam.lam.fr/vuds/DR1/.

Kosmiczny wehikul czasu

Ale zacznijmy od poczatku. Jak obserwacje przesztoéci sa w ogdle mozliwe? Za
wszystko odpowiedzialne sa: ogrom Wszechswiata i ograniczona predkosé swiatla.

Odleglosci pomigdzy galaktykami sa
ogromne! Dla przyktadu: Andromeda
znajduje sie 2,4 - 10'° km od nas.

Odleglosci pomiedzy galaktykami sa naprawde niewyobrazalnie duze. Oznacza
to, ze nawet $wiatto, absolutny rekordzista predkosci, potrzebuje duzo czasu, aby

te odleglosci pokonaé. W rezultacie im dalej patrzymy przez nasze teleskopy,
tym coraz starsze galaktyki obserwujemy.

Zjawisko to mozna poréwnaé do dziatania poczty. Zalézmy, ze mamy przyjaciela,
ktéry napisal do nas list (taki na papierze, bo nasz przyjaciel to tradycjonalista)
opisujacy aktualne wydarzenia ze swojego zycia. Dodal tez zdjecie, ktére

zrobil na moment przed wystaniem listu. Im dalej nasz przyjaciel mieszka,

tym dluzej przyjdzie nam czekaé na przesylke. Jednoczesnie tym starsze beda
informacje zawarte w liScie i bardziej zdezaktualizowane zdjecie w momencie,
gdy otworzymy koperte. Podobnie jest z informacja o innych galaktykach,

z ta réznica, ze zamiast listéw odbieramy fale elektromagnetyczne (Swiatlo).
Rejestrujac te fale, gromadzimy informacje o galaktykach w réznych momentach

czasu — takich, jakimi byly 3, 5 czy 10 miliardéw lat temu.
Szukamy odpowiedzi na wielkie pytania

Tylko wlaéciwie dlaczego obserwacje starych galaktyk majg nas interesowac?
Po pierwsze, bo mozliwosé zobaczenia czegos, co istnialo miliardy lat temu,
jest sama w sobie niesamowita. Po drugie, poniewaz mamy calg mase pytan
dotyczacych natury Wszech$wiata i bardzo chcieliby$my pozna¢ odpowiedzi

na nie. Na przyklad wiemy, ze Wszech§wiat od poczatku swojego istnienia
zmienial si¢ — ewoluowal. Zmiany te zachodzily jednoczesnie w catym
Wszechéwiecie i byty bardzo powolne. Jednak ostatecznie spodziewamy sie,

ze mlody Wszech$wiat byt zasadniczo rézny od jego starszej wersji — tej,

w ktérej zyjemy teraz. Ale jak bardzo byl rézny? W ktérym momencie istnienia
Wszechswiata pojawily sie pierwsze gwiazdy? Kiedy uformowaly sie pierwsze
galaktyki? Czy wygladaly inaczej niz nasza Droga Mleczna? Czy byly mniejsze,
czy wieksze? Jaki mialy kolor? Dlaczego w niektérych z tych galaktyk nagle
przestaly sie tworzyé¢ gwiazdy? Jakie procesy fizyczne maja najwiekszy wplyw
na ewolucje galaktyk? Jak czesto zdarzaly sie kolizje galaktyk? W koncu,

jak uformowaly sie skomplikowane struktury wielu galaktyk — gromady,
supergromady, filamenty? Stowem, jak caly Wszechswiat zmienial si¢ z czasem —
do stanu, w jakim obserwujemy go wspoélczesnie?

Oczywiscie istnieja juz dobrze sformulowane teorie dostarczajace odpowiedzi
na te pytania. Nasze aktualne wyobrazenie o tym, jak powstal i rozwijat sie
Wszechswiat, zawarte jest w ramach modeli kosmologicznych. Wspétczesny,
aktualnie najlepiej odzwierciedlajacy obserwacje, model kosmologiczny nosi
nazwe modelu A-CDM (A Cold Dark Matter). Ale, badZzmy szczerzy, tylko
astrofizycy uzywaja tej nazwy. Catla reszta $wiata mowi po prostu ,, Teoria
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Niektoére zrédla podaja odpowiedz na
wielkie pytanie o zycie, Wszech$wiat
i calg reszte: to 42!

Ciekawostka: Nasza Droga Mleczna ma
na sumieniu pochloniecie przynajmniej
trzech takich matych galaktyk.

Wielkiego Wybuchu”. Jak kazda dobra teoria, i ta zostala juz wielokrotnie
potwierdzona przez liczne obserwacje astronomiczne. Czy to oznacza, ze
znalezliSmy ostateczng odpowiedz na wielkie pytanie o zycie, Wszech$wiat

i calg reszte? Oczywiscie, ze nie! Szczegdly teorii Wielkiego Wybuchu sg wciaz
dopracowywane. Potrzebne sa jednak do tego nowe obserwacje, takie jak te
przeprowadzone w ramach przegladu VUDS. Szczegélnie, ze ukazuja bardzo
stary Wszechswiat, ktérego obserwacje byty w przesztosci mocno ograniczone lub
wrecz niemozliwe z powodu braku odpowiednich technologii.

Szalona mlodo$é Wszechswiata

To jak wygladal Wszechéwiat 10 miliardéw lat temu? Przechodzit okres
mlodzienczego buntu. Byl niespokojny i burzliwy. To na ten okres przypadato
maksimum produkcji gwiazd. Nowe gwiazdy rodzily si¢ i umieraly w zawrotnym
tempie. Aktywne galaktyki, podobne do naszej Drogi Mlecznej, tworzyly
gwiazdy 30-40 razy szybciej, niz ma to miejsce teraz.

Ponadto galaktyki byly wtedy zasadniczo mniejsze (oraz 1zejsze) niz
wspolcezesnie. Tylko niektére mogly sie poszczyci¢ pigknymi spiralnymi
ramionami. Przez kilka pierwszych miliardow lat po Wielkim Wybuchu
wigkszos¢ galaktyk byta zdecydowanie nieregularna. Na to, co nazywamy
galaktykami, sktadala sie chaotyczna mieszanina pyhlu, gazu oraz zageszczonych
obszaréw, w ktérych powstawaly gwiazdy. We Wszechéwiecie 10 miliardow lat
temu galaktyki byly tez zréznicowane wiekowo. Obserwujemy duzo mtodych,
dopiero formujacych sie galaktyk, majacych wéwczas tylko po kilka milionéw lat,
ale tez bardzo stare, rozwiniete galaktyki, ktére mogly powstaé¢ nawet niecale
300 milionéw lat po Wielkim Wybuchu.

Skoro w poczatkach istnienia Wszech$wiata galaktyki byty male i nieregularne,
to jak urosty do rozmiaréw i ksztaltéw obserwowanych teraz? Powszechnie
uznaje sie, ze kluczows role odgrywaly tutaj dwa zjawiska: naplyw gazu

ze $rodowiska miedzygalaktycznego oraz. .. galaktyczny kanibalizm. Aby
rozwija¢ sie i aktywnie produkowaé gwiazdy, galaktyka potrzebuje stalych
dostaw $wiezego gazu. Moze on spokojnie naptywaé¢ do galaktyk pod wplywem
sity grawitacji wzdluz tzw. filamentow. Duzym galaktykom czesto to nie
wystarcza. Wowczas uzupelniaja one niedobory paliwa, pochtaniajac swoje
mniejsze sasiadki (minor mergers). Czasami dochodzi tez do zderzenia dwéch
galaktyk o podobnych rozmiarach. Po kolizji tworza one masywna galaktyke
eliptyczna. Na podstawie obserwacji w ramach przegladu VUDS oszacowano, ze
10 miliardéw lat temu takich duzych kolizji do$wiadczalo ok. 17% wszystkich
galaktyk w éwczesnym Wszech$wiecie. Wciaz jednak trwa debata, jak znaczaca
byta ich rola w ewolucji galaktyk. Mozliwe, ze odpowiedz zalezy od gestosci
$rodowiska, w jakim istnieje dana galaktyka, czyli od tego, jak duzo galaktyk
znajduje sie w jej bezposrednim otoczeniu.

A gdy juz mowa o otoczeniu galaktyk. Obserwujemy, ze 10 miliardéw lat temu
galaktyki tworzyly skomplikowane wielkoskalowe struktury. Pod wptywem

sily grawitacji laczyly sie w gromady i supergromady, tworzac co$ w rodzaju
ogromnej sieci rozciagajacej sie na caly Wszech$wiat (dostownie). Okazuje

sie, ze polozenie galaktyk w tych strukturach miato kluczowy wplyw na ich
cechy charakterystyczne, takie jak jasno$¢ i masa gwiazdowa. W obszarach

o duzym zageszczeniu obserwujemy jasniejsze i bardziej masywne galaktyki,
podczas gdy samotne galaktyki sa mniej jasne i mniej masywne. Podobna
zaleznos¢ obserwujemy we wspdélczesnym Wszechswiecie, kiedy wiec ten proces
sie rozpoczal?

Aby poznaé odpowiedz na to i inne podobne pytania, konieczne sa

dalsze obserwacje odlegtych galaktyk, siegajace jeszcze glebiej w przeszlosé
Wszechswiata. Na szczescie nie musimy na nie dlugo czekaé! W ciggu
najblizszych lat na orbite zostana wystane dwa teleskopy: amerykanski nastepca
teleskopu Hubble’a — JWST (James Webb Space Telescope) oraz europejski
Euclid. Oba urzadzenia dostarcza bezprecedensowych obserwacji mtodego
Wszechswiata i przybliza do odpowiedzi na niektore z bardzo wielu pytan

0 jego nature.
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Gwiezdne przedszkola — obszary Hil w Galaktyce

* Narodowe Centrum Badan Jadrowych

Seria Lymana odpowiada liniom
widmowym powstalym w wyniku emisji
fotonéw wywolanej przez elektron
przechodzacy z poziomu wzbudzonego

(n > 1) do poziomu podstawowego.
Energia tak wyemitowanego fotonu
wzrasta wraz z liczba n i dla wodoru
osigga maksymalng wartos¢ 13,6 eV
(granica Laymana). Fotony o energii
wiekszej niz ten limit, nazywane fotonami
kontinuum Laymana, sa w stanie wytracié
elektron z wodoru (jonizacja).

Miguel FIGUEIRA*

W nocy niektére gwiazdy i planety mozna obserwowaé golym okiem. Przy
dobrych warunkach pogodowych i w miejscach niezanieczyszczonych sztucznym
Swiatlem widoczny jest réwniez dysk naszej Galaktyki, Drogi Mlecznej,
przyjmujacy postaé gestego strumienia gwiazd przecinajacego sfere niebieska.

7 naszego punktu widzenia dysk ten wydaje si¢ prawie jednolitym zbiorem
gwiazd, jednak w rzeczywistosci zbudowany jest on réwniez z chmur pytu

i gazu, ktére moga mieé¢ rozmiary nawet setek parsekéw (1 pc ~ 3,8 - 1016 m)

i temperature bliska 20 K. Takie niewidoczne w $wietle widzialnym zageszczenia
pylu i gazu stanowia swego rodzaju gwiezdne przedszkola — rodza sie w nich
nowe gwiazdy. Promieniowanie tych gwiazd jest jednak niewidoczne, poniewaz
jest thumione przez otaczajacy je gesty material molekularny.

Ewolucja gwiazd jest Scisle zwiazana z ich masa poczatkowa — ogdlnie rzecz
ujmujac, masywniejsze gwiazdy ewoluuja szybciej niz ich mniej masywne
odpowiedniki. Dlatego czesto klasyfikujemy gwiazdy ze wzgledu na ich mase
(wyrazana w jednostkach mas Slonica, Mg ). Te o masie ponizej 8M¢ okredla sie
jako malo masywne (low-mass), podczas gdy o gwiazdach o masie powyzej tej
umownej granicy méwi sie, ze sa masywne (high-mass). Gléwna réznica miedzy
nimi polega na tym, ze gwiazdy z pierwszej grupy zakoncza swoje zycie mniej
spektakularnie, jako biale karly (otoczone mglawica planetarna), a te z drugiej
grupy eksploduja jako supernowe, pozostawiajac po sobie gwiazdy neutronowe
albo czarne dziury.

Masywne gwiazdy sa szczegolnie interesujace ze wzgledu na ich wplyw na
otaczajace je $rodowisko miedzygwiazdowe (tzw. feedback). Generowane przez
nie wiatry stoneczne, promieniowanie gwiazdowe i jonizujace, a w koncu ich
»Smieré¢” w wyniku wybuchu supernowej uwalniaja ogromne iloéci energii

i pedu do otaczajacego je osrodka miedzygwiezdnego. Ten swego rodzaju
~pakiet energetyczny” znaczaco modyfikuje strukture chmur pyhu i gazu
otaczajacych masywna gwiazde, co z kolei ma istotny wplyw na powstawanie
nowej generacji gwiazd. Jak to sie dzieje? We wczesnych etapach powstawania
gwiazd o wysokiej masie emisja fotonéw kontinuum Lymana (F > 13,6 eV)
jonizuje atomy wodoru (gazu wystepujacego najobficiej we Wszechswiecie)

i tworzy zjonizowany obszar (potocznie zwany HII), obserwowalny z Ziemi
dzigki emisji Ha (A = 656,3 nm) zachodzacej podczas rekombinacji wodoru od
drugiego do pierwszego wzbudzonego poziomu. Jezeli zatozymy, ze mamy do
czynienia z doskonale jednorodnym oérodkiem miedzygwiazdowym, obszar Hi1
przyjmuje ksztalt kuli i jest znany jako sfera Stromgrena. Wewnatrz tej sfery
poziom jonizacji jest réwny poziomowi rekombinacji, a jej promien jest okreslony

wzorem:
3Np, \?
Rg = Tr2an )
NGO

gdzie Ny to liczba fotonéw o energiach powyzej granicy Lymana, emitowanych
np. z masywnej gwiazdy, ng to gesto$¢ atoméw wodoru w $rodowisku
miedzygwiazdowym, a ag to wspélczynnik rekombinacji wodoru do wszystkich
poziomoéw z wyjatkiem stanu podstawowego. Z powyzszego rownania widzimy, ze
jesli liczba fotonéw Lymana rosnie, to wzrasta tez liczba zjonizowanych atomow,
przez co zwigksza sie promien sfery Rg. Z drugiej strony, jesli gestosé wodoru
wzroénie, to Rg zmniejszy sie, poniewaz fotony beda absorbowane na krétszej
odleglosci.

Ze wzgledu na réznice temperatur pomiedzy regionem Hir (~10* K) a obszarem
go otaczajacym (~10 K) region HII poszerza sie. Jest to proces zachodzacy
przy predkosci naddzwiekowej i dlatego front jonizacyjny jest poprzedzony
frontem uderzeniowym. Podczas ekspansji material otaczajacy region Hii,
skladajacy sie gtéwnie z pytu i gazu (H, Ha, CO), jest uwieziony pomiedzy
tymi dwoma frontami, tworzac pierscien wokolt gwiazdy. Cala taka struktura
(obszar zjonizowanego gazu i otaczajacy go pierScien) jest czesto nazywana
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Zjawisko ,zakrycia” gwiazdy przez pyt
nazywane jest wygaszaniem, poniewaz
fotony pochodzace z tla sg blokowane
przez gesty osrodek banki.

?odgrzany Dy

@ﬁ\'xsja Py v

Rys. 1. Schemat obszaru Hil i dlugosci
fali, w ktérych obserwowane sg jego
poszczegdlne regiony. Dwa obszary
najblizej srodka sg réwniez widoczne dla
dtugosci fali Ha oraz w promieniowaniu
centymetrowym

238,10°
RA (J2000)
Rys. 2. RCW 120 obserwowana na
dlugodci fali 8 pm (emisja PAH), w ktérej
widoczny jest piericien otaczajacy obszar
zjonizowanego gazu. Okrag zaznacza
miejsce, w ktérym znajduje sie¢ masywna
gwiazda odpowiedzialna za stworzenie
banki Hir. Strzalka wskazuje kierunek,

w ktérym obserwowane jest ,,wyciekanie”
promieniowania Ha

NI O]
258,00°

T
257,90

| L)
258,20°

banka (bubble). Rozszerzanie sie takiej ,banki” zatrzymuje sie dopiero wtedy,
gdy pierdcien pylu i gazu staje si¢ na tyle gesty, ze ciSnienie materii rownowazy
ci$nienie jonizacyjne gwiazdy.

Obserwacje baniek Hil w réznych dhugosciach fal pozwalaja odkry¢ ich

rézne komponenty, co zaprezentowane jest na rysunku 1. Przedstawione

sa na nim obszary banki Hil wraz z dlugosciami fal, w ktérych mogg by¢

one obserwowane. I tak, rozpoczynajac od najkrétszych fal — w bliskiej
podczerwieni (1—3 wm) widoczny jest neutralny gaz i pyl, przyjmujace

postaé¢ ciemnej plamy kontrastujacej z jasnym ttem wypelnionym gwiazdami.
Nastepnie, idac w kierunku wiekszych dlugoéci fali, a co za tym idzie, nizszych
temperatur, mozemy zaobserwowa¢ wspomniany wcze$niej pierscienn banki.
Jest on bardzo dobrze widoczny na dlugosciach fal rzedu 8 pm z powodu
emisji wielopierscieniowych weglowodoréw aromatycznych (PAH). Dalej
widzimy obszar fali uderzeniowej, w ktérym promieniowanie gwiazdy jonizujacej
podgrzewa pyl, przez co emituje on promieniowanie od dtugosci fali 20 pm.

Z kolei emisja zimnego pylu, ktory zostal wyrzucony podczas ekspansji poza
banke, jest obserwowana od 70 pm do milimetrowych dlugoéci fal. Przy
dhugosdci fali centymetrowej region Hil moze by¢ réwniez obserwowany dzigki
procesowi zwanemu bremsstrahlung, zachodzacemu wéwczas, gdy elektron
przemieszcza sie blisko protonu, ale nie na tyle, aby zjonizowany wodor mégt
ulec rekombinacji. Odchylenie spowodowane przycigganiem protonu powoduje
woéwcezas utrate energii kinetycznej elektronu. Energia ta jest przeksztatcana

w foton, obserwowalny przy dlugosci fali radiowe;j.

Jeden z najbardziej reprezentatywnych obszaréw HII naszej galaktyki, ze
wzgledu na sw6j prawie idealny (ale nie catkiem, co widaé na rysunku 2)
sferyczny ksztalt nosi nazwe RCW-120. Znajduje si¢ stosunkowo niedaleko
(tylko 1,3 kpc), przez co jest latwy do obserwacji. Niewielkie odchylenia

od sferycznosci, widoczne na zdjeciu, sa spowodowane niejednorodnym
poczatkowym rozkladem materiatu, z ktérego pdzniej powstata barnka.

Na przyktad gorna czes¢ RCW-120 nie jest wystarczajaco gesta, przez co
promieniowanie Ha ,,przecieka” poza banke. To zjawisko zwane jest champain
flow. Jezeli gwiazda jonizujaca znajduje si¢ w stosunkowo rzadkim srodowisku
gazu i pylu, to takie wyplywy moga powsta¢ w réznych miejscach banki,
tworzac tak zwany dwubiegunowy obszar Hil. Czesto réwniez kilka masywnych
gwiazd umiejscowionych jest w stosunkowo niewielkiej odleglosci (powstaly z tej
samej chmury pyltu i gazu) i ich obszary Hir nakladaja sie na siebie, tworzac
skomplikowane struktury dalekie od sferycznych baniek.

Dzieki obserwacjom prowadzonym w dalekiej i bliskiej podczerwieni w naszej
Galaktyce zaobserwowano okoto 8000 regionéw Hil. Co interesujace, na
obrzezach tych odkrytych obszaréw Hil znajduje sie okoto 30% wszystkich
masywnych gwiazd naszej Galaktyki. Dlaczego to takie wazne? Masywne
gwiazdy sa bardzo rzadko spotykanymi obiektami, poniewaz dlugos¢ ich ,zycia”
jest bardzo krétka (oczywiscie w skali Wszechswiata). Dlatego odkrywanie
obszaréw Hil, wokoét ktérych najwyrazniej znajduje sie ich najwiecej, moze
przyczynié sie do lepszego poznania mechanizméw powstawania gwiazd

o masach wigkszych niz 8Mg. Uwaza sig, ze rozszerzanie si¢ obszarow HIT
powoduje tworzenie sie gestych obszarow pytu i gazu, dostarczajac w ten
sposéb materiatu i kreujac warunki do powstawania masywnych gwiazd.
Proces tworzenia sie gwiazd wywolywany rozszerzaniem si¢ obszaréw Hit
nazywany jest z jezyka angielskiego triggering (niestety wiele pojeé¢ zwiazanych
z astronomia nie ma jeszcze polskich odpowiednikéw). Obecnosé obszaru

Hir moze przyspieszy¢ tempo (zwigkszy¢ efektywnosé) tworzenia sie gwiazd

w Srodowisku, w ktérym wczedniej powstawaly, lub spowodowaé zwigkszenie
sie Sredniej masy nowo powstajacych gwiazd (tzw. weak triggering). Moze tez
wywotaé procesy tworzenia sie gwiazd w obszarach, w ktérych wczesniej nie
bylo do tego warunkéw (tzw. hard triggering). Tak przedstawia sie ogdlny opis
proceséw odpowiedzialnych za tworzenie si¢ gwiazd na obrzezach regionéw HII.
Szczegdly weiaz jednak pozostaja w strefie dyskusji.
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Rys. 1

Rys. 2

Skladanie inwersji z symetrig
Michat KIEZA

Inwersja jest bardzo pozytecznym przeksztalceniem, ktore ma szerokie
zastosowanie w zadaniach zwiazanych z okregami. W wielu z nich oplaca sie
stosowadé ja w taki sposéb, aby nie mnozy¢ punktéow — innymi stowy tak dobraé
promien inwersji, aby obrazy interesujacych nas punktéw wypadaly w innych
punktach rozwazanej konfiguracji. Zdarza sie jednak, ze do uzyskania tego
efektu potrzebujemy dodatkowo zlozy¢ inwersje z symetria.

Rozwazmy mianowicie tréjkat ABC wpisany w okrag o. Jesli zastosujemy
inwersje o srodku w punkcie C' (i przez A’ i B’ oznaczymy obrazy, odpowiednio,
punktéw A i B), to otrzymamy tréjkat A’B’C, ktéry bedzie podobny do
trojkata BAC. Jedli promien inwersji bedzie réwny v CA - CB, to tréjkat A’B'C
bedzie przystajacy do tréjkata ABC (rys. 1). Znacznie lepszym podejsciem

jest rozwazenie zlozenia inwersji o $rodku C' i promieniu vVCA - CB z symetria
wzgledem dwusiecznej kata AC B. Przeksztalcenie to, podobnie jak inwersja, jest
inwolucja, czyli zlozone same z soba daje identycznosé. W takim razie zamienia
ono kazdy obiekt z jego obrazem. W szczegdlnoéci przeksztalcenie to zamienia
punkty A i B, pélproste CA™ i CB™ oraz wymienia prosta AB z okregiem
opisanym na tréjkacie ABC. Ponadto posiada ono wszystkie wlasnosci inwersji —
np. zachowuje katy. Przekonajmy sie o jego przydatnosci na kilku przyktadach.

Zadanie 1. Dany jest trojkgt ABC wpisany w okrgg o. Okrgg w jest styczny
do odcinkéw AC i BC oraz do okregu o w punkcie D. Okrgg w' za$ jest
dopisany do tréjketa ABC' i styczny do boku AB w punkcie E. Wykazaé, Ze
XACE = £BCD.

Rozwigzanie. Rozwazmy przeksztalcenie bedace zlozeniem inwersji o srodku C
i promieniu vVCA - CB z symetria wzgledem dwusiecznej kata ACB (rys. 2).
Przeksztalcenie to zamienia pélproste CA™ i CB™ oraz prostg AB

z okregiem o. W takim razie okrag w przejdzie na okrag styczny do prostej AB
i pStprostych CA™ i CB™, czyli na okrag w’. Stad wniosek, ze obrazem
punktu D jest punkt E. Polprosta C D™ przejdzie wiec na pélprosta CE,

a skoro inwersja zachowuje katy, to xBCD = xACE.

Zadanie 2. Punkt I jest srodkiem okregu wpisanego w tréjket ABC, zas o jest
okregiem opisanym na tym tréjkgcie. Okrgg w styczny do odcinkéw AC, BC' jest
styczny do okregu o w punkcie P, a S jest Srodkiem tego tuku AB okregu o, na
ktorym lezy punkt C'. Wykazaé, zZe punkty P, I, S sq wspdtliniowe.

Rozwigzanie. Jesli AC' = BC, to punkty C' i S pokrywaja sie i punkty P, I, S
leza na dwusiecznej CI. Dalej zakladamy, ze AC # BC. Wéwczas punkty

C'i S sa rozne, za$ proste C'S i AB nie sa réwnolegle. Rozwazmy zlozenie
inwersji o érodku C' i promieniu vCA - CB z symetrig wzgledem dwusiecznej
kata ACB (rys. 3). Przeksztalcenie to zamienia polproste CA™ i CB™~ oraz
prosta AB z okregiem o. Tak jak w poprzednim zadaniu uzasadniamy, ze
obrazem okregu w jest okrag dopisany do tréjkata ABC styczny do boku AB
w punkcie P’, ktory jest obrazem punktu P w tym przeksztalceniu. Poniewaz
CS jest dwusieczng kata zewnetrznego przy wierzchotku C tréjkata ABC, to
proste C'S 1 CT sa prostopadle. W takim razie obrazem punktu S jest punkt S’
przeciecia prostej C'S' (ktora jest swoim wlasnym obrazem) z prosta AB (ktéra
jest obrazem okregu o). Niech I’ bedzie obrazem punktu I. Wtedy z definicji
inwersji mamy

CI-CI'=CA-CB,
czyli
c1_cs
CA CI”
Z powyzszego i z réwnosci XACT = xI'CB (bo inwersja zachowuje
katy) otrzymujemy, ze tréjkaty ACT i I'C' B sa podobne. W takim razie
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Rozwigzanie zadania M 1635.
Odpowiedz: 2n — 1.

Podzielmy dany kwadrat n X n na

n? kwadratéw jednostkowych, zwanych
dalej polami, i wyrdéznijmy pola
znajdujace sie na przecieciach wierszy

i kolumn o parzystych numerach. Takich

pol jest ( ";' )2.

Zauwazmy, ze kazdy parzysty prostokat
o wymiarach 2a X 2b, a wigc o polu 4ab,
zawiera dokladnie ab wyréznionych pél.
‘Wobec tego taczne pole czesci podziatu

bedacych parzystymi prostokatami jest

2 .
réwne co najwyzej 4 (%) =(n— 1)‘)
Laczne pole kwadratéw jednostkowych
jest zatem réwne co najmniej

n? — (n —1)? = 2n — 1, skad wniosck, ze

jest co najmniej tyle takich kwadratéw.

Wystarczy zauwazy¢, ze podziat,

w ktérym otrzymujemy 2n — 1 kwadratéw
jednostkowych, jest mozliwy — wystarczy

wycia¢ kwadrat o boku n — 1, a pozosta

ta

cze$¢ podzieli¢ na kwadraty jednostkowe.

Rys. 4

XAIC = xI'BC. Poniewaz xAIC = 90° + 13 ABC, to mamy

1
90° + iéiABC = ¥ABC + £ ABI,
skad 1
¥ABI' =90° — Q{ABC’.
Zatem BI' jest dwusieczng kata zewnetrznego przy wierzchotku B
tréjkata ABC, wiec I’ jest srodkiem okregu dopisanego do tréjkata ABC.
W takim razie <S’P'I' = 90°, co wraz z réwnoscia ¥5'CI’ = 90° (bo CS L CI)
oznacza, ze punkty P’, I') S’ i C leza na jednym okregu. To za$ jest rGwnowazne
z tym, ze punkty P, I, S sa wspdlliniowe.

Rys. 3

Zadanie 3. Okrqgg o srodku I jest wpisany w tréjkegt ABC. Okrgg w styczny
do okregu opisanego na trojkgceie ABC jest styczny do odcinkéw AC i BC
odpowiednio w punktach D i E. Wykazaé, ze punkt I lezy na odcinku DE.

Rozwigzanie. Niech BC = a, AC' = b, p to polowa obwodu tréjkata ABC,

~ to miara kata ACB, za$ r to promien okregu wpisanego w trojkat ABC.

Inwersja o érodku C' i promieniu vCA - C'B zlozona z symetria wzgledem

dwusiecznej kata AC' B przeprowadza okrag w na okrag dopisany do

tréjkata ABC styczny do boku AB w punkcie F', a punkty D i F odpowiednio

na punkty D’ € CB i E' € AC (rys. 4). Poniewaz AE’ = AF i BD' = BF, to
CD' 4+ CE' = AC + AF + BF + BC = 2p,

co wraz z réwnoécia CD' = CE' prowadzi do wniosku, ze CD’ = p. Z drugiej
strony z definicji inwersji mamy
CD-CD' = AC - BC,

e cp = _2%asc 2

P psiny  sin~y
Przyjmijmy teraz, ze prosta przechodzaca przez I i prostopadla do prostej CT
przecina boki AC' i BC odpowiednio w punktach D; i E; (rys. 5). Skoro
D11 = Eq1, to odleglo$é¢ punktu D; od prostej BC' jest rowna 2r, skad wniosek,
ze CDy = an’" = CD, czyli D; = D. Analogicznie uzasadnimy, ze E; = E, wiec

punkt I lezy na odcinku DFE.

Oprécez sktadania inwersji z symetria osiowa mozemy takze zlozy¢ inwersje
z symetria $rodkowa (o $rodku w $rodku inwersji). Zobaczmy to na ponizszym
przykladzie.

Zadanie 4. Tréjkqt réznoboczny ABC' jest wpisany w okrgg o. Punkty D, E, F
sq Srodkami tukow BC, CA, AB niezawierajgcych pozostalych wierzchotkow
trojkgta. Punkty D', E', F' sq symetryczne do punktéw D, E, F odpowiednio
wzgledem bokéw BC, CA, AB. Wykazaé, ze punkty D, E, F oraz ortocentrum
trojkgta ABC' lezg na jednym okregu.

Rozwigzanie. Niech Ay, By i C7 beda spodkami wysokosci trojkata ABC

poprowadzonymi odpowiednio z wierzcholtkéw A, B, C'. Poniewaz na

czworokatach ABA,B; i BCB;C7 mozna opisa¢ okregi, to
AH-A\H=BH-BH=CH-CH =°.
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Rozwigzanie zadania F 998.
Predkosé graniczna v osiggana jest, gdy
sita oporu zréwnuje si¢ z ciezarem ciata:

mg = ksz,
gdzie m jest masg ciata,
a g przyspieszeniem ziemskim. Dla kuli
o promieniu R masa m jest
proporcjonalna do iloczynu pR3, a pole
przekroju poprzecznego do R2. Dla kul
z tego samego materialu otrzymujemy

wiec:
1/6
V1 ma /6
o [ =2 ,
Vo mao

a dla kul o tych samych rozmiarach
(promieniach):

V1
— = VP1p2-

V2

a) Kula cigzsza (o wigkszym promieniu)
osiagnie predko$é v/2 = 1,41 razy wigksza
niz kulka lzejsza; b) Kula z materiatu

o wigkszej gestosci (cigzsza) osiggnie
predkosé 2v/2 ~ 2,82 razy wicksza niz
kulka lzejsza.

Rozwazmy inwersje o $rodku H i promieniu 7 zlozong
z symetria $rodkowa wzgledem punktu H (rys. 6). Obrazami
punktéw A, B, C sa zatem punkty A;, B;, C1. Poniewaz

¥AF'B = xAFB = 180° — xACB = xAHB,

to punkty A, F’, H, B leza na jednym okregu, ktory

w rozwazanym przeksztatceniu przechodzi na prosta A; Bj.
Obrazem punktu F’ jest punkt F) przeciecia prostych F'H

i A1 B;. Analogicznie stwierdzamy, ze w tym przeksztalceniu
punkt D’ przechodzi na punkt D; przeciecia prostych D'H

i B1C1, a punkt E’ przechodzi na punkt E; przeciecia prostych
E'HiCA;.

Wystarczy udowodnié, ze punkty D1, Ey, F} leza na jednej
prostej. Stosujac twierdzenie Menelausa dla trojkata A1 B1C1,
widzimy, ze wystarczy wykazaé, ze
(%) AFy BiD, CiE 1

B\Fy CiDy A By
Wykorzystujac wzér na odleglo$é obrazéw inwersyjnych,

otrzymujemy
, r? y r2
A1F1:AF m oraz B1F1:BF m
Uwzgledniajac réwnosé AF' = BF’, widzimy, ze
AFy  HB
B,F, HA’
Analogicznie uzasadniamy, ze
BiD, HC CiEy  HA
C\D,  HB AE,  HC

Mnozac te trzy réwnoéci stronami, dostajemy (x), co koriczy rozwiazanie.
Na koniec artykulu zostawiamy kilka zadan dla Czytelnikdw.

Zadanie 5. Okrqgg w wpisany w tréjket ABC' jest styczny do boku AB
w punkcie D. Okrqgg W' jest styczny do pélprostych CA™ i CB™ oraz jest
styczny zewnetrznie w punkcie E do okregu opisanego na tréjkgcie ABC.

Wykazaé, ze xACE = xBCD.

Zadanie 6. Trapez ABCD o podstawach AB ¢ CD jest wpisany w okrgg o1.
Okrgg 02 jest styczny do odcinkéw BC' i C A oraz jest styczny wewnetrznie do
okregu o1 w punkcie F. Okrgg wpisany w tréjkgt ABC jest styczny do odcinka
AB w punkcie E. Dowie$é, ze punkty D, E, F lezqg na jednej prostej.

Zadanie 7. Dany jest trojkqt ostrokgtny ABC, w ktérym AB > AC. Punkty
By i Cy sq odpowiednio srodkami bokow CA i CB, a punkt D jest spodkiem
wysokosci opuszczonej z wierzchotka A. Okrgg przechodzqcy przez punkty By
i Co jest styczny do okregu opisanego na tréjkgcie ABC w punkcie E rézZnym
od A. Udowodnié, ze $rodek ciezkosci tréjkgta ABC' lezy na prostej DE.

Zadanie 8. Okrqg o1 jest styczny do bokéw AC i BC tréjkgta ABC oraz
do okregu opisanego na tym tréjkgcie w punkcie P. Okrqg oo jest styczny do
pdétprostych CA™ i CB™ oraz jest styczny zewnetrznie do okregu opisanego na

trojkgcie ABC w punkcie Q. Wykazad, ze
AC?
BC) -

AP - AQ
BP-BQ

Zadanie 9. Trdjkgt ABC jest wpisany w okrgg w. Prosta £ jest réwnolegla

do prostej BC' i przecina odcinki AB i AC odpowiednio w punktach D i F,

a okrag w w punktach K i L (gdzie D lezy miedzy punktami K i E). Okrag o1

jest styczny do odcinkow DK © BD oraz do okregu o; okrgg os jest styczny do

odcinkow EL i CE oraz do okregu o. Wyznaczyé miejsce geometryczne punktow

przeciecia wspolnych stycznych wewnetrznych okregow o1 © 02, przy zmieniajgcym

sie polozeniu prostej L.
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Informatyczny kacik olimpijski (136): Theater Tickets

Tym razem oméwimy zadanie ,, Theater Tickets”, ktore pojawilo sie w konkursie
Zinc 2018 organizowanym przez firme Codility.

Zadanie: Dany jest n-elementowy cigg liczb naturalnych a = (ay,as, . .

., an) z przedziatu od 1 do n. Oblicz, ile

roznych trzyelementowych podciggéw wystepuje w ciggu a? Dwa podciggi uznajemy za rozne, jesli réinig sie
na przynajmniej jednej pozycji. Przykladowo (1,2,1,1) ma trzy rdine podciggi: (1,2,1) (wystepujacy dwa razy),

(1,1,1) (wystepujgcy raz) oraz (2,1,1) (wystepujocy raz).

Niech a;.;, oznacza podstowo a;, aj41,...,ap.

Rozwiazanie O(n?)

Pierwsze rozwiazanie bedzie polegalo na prostym
zliczeniu podciagéw trzyelementowych. Zauwazmy, ze
wszystkich trzyelementowych ciaggéw o wartosciach

z przedziatlu [1;n] jest n3, gdyz kazdy z trzech elementéw
mozna wybraé¢ na n sposobéw. Niech T'[z][y][z] = 1,

jesli (z,y, z) jest podciagiem a oraz T[z][y][z] =0

w przeciwnym przypadku. Aby uzupelnié¢ tablice
zliczajaca T, wystarczy dla kazdej tréojki indekséw

1 <i<j <k < n zaktualizowaé T'a;][a;][ar] := 1. Ta faza
zajmuje czas O(n?). Wynikiem jest liczba komérek
tablicy zliczajacej T o wartosci 1. Rozwiazanie dziata

w czasie i pamieci O(n?).

Rozwiagzanie O(n?)

Policzmy dla kazdego prefiksu, ile zawiera on réznych
dwuelementowych podciagdéw. Niech P2[i] oznacza

te warto$¢ dla i-elementowego prefiksu ay.;. Wyniki
bedziemy obliczali od najkrétszych do najdtuzszych
prefikséw. Oczywiscie P2[1] = 0. Zastandéwmy sie zatem,
jak wyznaczy¢ P2[i] dla ¢ > 1. Ot6z P2[i] = P2[i — 1] +1,
gdzie | oznacza liczbe takich dwuelementowych
podciagéw, ktére nie wystepuja w ay.;—1, ale wystepuja
W a1.4, czyli takich, ktérych drugim elementem jest a;.
Rozwazmy wiec takie dwuelementowe podciagi

(aj,a;), ze 1 < j <1, i zliczmy te, ktére nie wystepuja

W a1.;—1. Aby sprawdzié, ktére dwuelementowe podciagi
wystapily wczesniej, mozna, podobnie jak w poprzednim
rozwiazaniu, skorzysta¢ z tablicy zliczajacej. Wynik

dla kazdego prefiksu liczymy w czasie O(n), prefikséw
jest O(n), zatem P2 obliczamy w czasie O(n?).

Przejdzmy teraz do wyznaczenia liczby réznych
trzyelementowych podciagéw a. Na poczatku dla kazdej
wartosci od 1 do n zapamietajmy numer ostatniej
pozycji, na ktorej ta wartos¢ wystepuje w a. Niech
ost[x] oznacza takie najwieksze i, ze a; = x. Podciagi
bedziemy zliczali grupami, biorac pod uwage wartosé
ostatniego elementu. Ot6z policzymy, ile jest podciggdw,
ktérych ostatni element to odpowiednio 1,2,...,n,

a na koniec zsumujemy te wyniki. Zastanowmy sie, jak
dla ustalonego z wyznaczy¢ liczbe réznych podciagow

w a postaci (z,y,2) dla 1 < z,y < n. Jedli z nie wystepuje
W a, to nie ma takich podciagdéw. W przeciwnym
przypadku wezmy ostatnie wystapienie z w a, ktore
znajduje sie na pozycji ost[z]. Trzeci element mamy
ustalony, zas dwa pierwsze elementy mozemy wybraé

na P2[ost[z] — 1] sposobéw, co jest réwne liczbie
réznych trzyelementowych podciagéw konczacych sie
liczbg z. Caltkowita liczba trzyelementowych podciagéw
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to Y.7'_, P2[ost[z] — 1], co mozemy obliczy¢ w O(n),
znajac P2. Natomiast cale rozwiazanie dziala w czasie
i pamieci O(n?).

Rozwiazanie O(n)

Sprobujmy przyspieszy¢ pierwsza faze poprzedniego
rozwiazania (obliczanie P2). Na poczatku dla kazdego
prefiksu policzmy, ile zawiera on réznych wartosci
(podciagéw jednoelementowych). Niech P1[i] oznacza
te warto$¢ dla i-elementowego prefiksu, czyli a.;.
Wyniki bedziemy wyznaczali w kolejnosci rosnacej
dlugosci prefikséw. Oczywiscie P1[i] = 1 (mamy

tylko jeden element). Zastanéwmy sie teraz, jak
wyznaczy¢ P1[i] dla i > 1. Jedli a; wystepowalo
wezesniej, wtedy P1[i| = P1[i — 1]. W przeciwnym
przypadku P1[i] = P1[i — 1] 4+ 1. Do sprawdzania, czy
a; wystepowato wczesniej, mozemy wykorzystaé tablice
zliczajaca.

Przejdzmy teraz do obliczenia P2. Podobnie jak
wezesniej, wartosci tej tablicy bedziemy obliczali

od najkrétszych do najdtuzszych prefikséw. Dodatkowo
niech pop[z] dla 1 < x < n oznacza numer ostatniej
pozycji spoérod przejrzanych elementéw, na ktorej
wystapit z.

Najpierw dla jednoelementowego prefiksu ustawiamy
P2[1] = 0 (nie ma podciagéw dwuelementowych) oraz
zapisujemy informacje popla;] = 1 (ostatnie wystapienie
wartosci a1 na pozycji numer 1). Nastepnie przegladamy
kolejne prefiksy. Zalézmy, ze obliczamy P2[i] dla i > 1.
Otéz P2li] to P2[i — 1] powiekszone o liczbe takich
dwuelementowych podciggdéw aq.;, ktére nie wystepuja
w a1.;—1. Szukane podciagi sa postaci (x, a;) — drugi
element ma warto$é¢ a;. Wszystkich takich podciggéw

w ay.; jest P1[i — 1], gdyz na tyle sposobéw mozna
wybraé¢ . Powinniémy jednak odjac¢ te podciagi, ktore
wystepuja réwniez w a1.;,—1. Jesli a; wystepuje pierwszy
raz, wtedy nie musimy nic odejmowac. Jesli natomiast
a; wystepowalo wczedniej, to wezmy jego poprzednie
wystapienie na pozycji pop|a;]. Zauwazmy, ze jest

ono drugim elementem P1[pop|a;] — 1] podciagéw

(na tyle sposobéw mozna wybraé element stojacy przed
poprzednim wystapieniem a;). Zatem otrzymaliSmy,

ze: P2[i] = P2[i — 1] + P1[i — 1] — P1[popla;] — 1]. Po
obliczeniu P2[i] mozemy zaktualizowaé pop[a;] = i.
WyznaczyliSmy P2 w czasie O(n). Druga faza algorytmu
jest analogiczna do tej opisanej w sekcji Rozwigzanie
O(n?) i dziata w czasie O(n), co daje nam pelne
rozwiazanie o ztozonosci czasowej O(n).

Bartosz tUKASIEWICZ
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Notacja ¢,_1Cn—_2Cn—_3 . ..C1Co OzZnacza
n-cyfrowg liczbe N o cyfrach

c; € {0,1,...,9}. Najmniej znaczaca
cyfrg liczby N jest co, a najbardziej
ZNAaczacy Cn_1.-

Dowdéd poprawnosci metody kolejnych
tréjek mozna znalezé m.in. w ksigzce
Wactawa Sierpinskiego ,, Teoria Liczb”,
t. 1. Zauwazmy, ze rozumowanie

w dowodzie dziala réwniez dla
podzielnosci przez 11 oraz 13, gdyz
1001 =7-11-13.

Algorytmy podzielnosci przez 7
tukasz GRZADKO*

Zapewne kazdy Czytelnik Delty wie, jak sprawdzié¢, czy nawet duza liczba
jest podzielna przez 3, czy przez 8. Metody tego typu wprowadzane sg juz

w mlodszych klasach szkoly podstawowej, dzieki czemu sg powszechnie znane.
Jednak tytulowy problem podzielnosci akurat przez 7 jest w typowym kursie
szkolnym pomijany. W niniejszym artykule postanowiliSmy wiec te luke
uzupeltnié i przedstawi¢ przeglad réznych metod na sprawdzenie podzielnosci
przez 7.

A wiec do dziela:
Metoda: pomnéz przez 2 i odejmij

Pojedynczy krok algorytmu jest nastepujacy: jesli liczba N jest co najmniej
trzycyfrowa, to zastepujemy (,nadpisujemy”) ja liczba:

10
Gdy zmienna N stanie sie dwucyfrowa, to po prostu sprawdzamy jej podzielnosé
przez 7 wprost. Pozostawiamy Czytelnikom udowodnienie poprawnosci tej
metody. Od strony zlozonoéci algorytmicznej — dostajemy liniowy koszt zaréwno
czasowy, jak i pamieciowy.

{NJ — 2. (Nmod10).

Metoda kolejnych tréjek

Skorzystamy tutaj z kongruencji 1000 = —1 (mod 7).

Przyjmujemy, ze liczba cyfr liczby N jest podzielna przez 3, w przeciwnym razie
najbardziej znaczace miejsca mozemy uzupelnié¢ zerami.

Mozemy zatem zapisaé N jako 2?2/3—1 C3i12C3i11C31 - 1000%. Stad, i z powyzszej
kongruencji, mamy N = Z?:/g_l C3i12C3i1163; - (—1)%. Metoda sprawdzenia
podzielnosci sprowadza si¢ wiec do arytmetyki liczb trzycyfrowych. Dla

przykladu liczba 5242636 881 jest podzielna przez 7, bo 5 — 242 + 636 — 881
jest podzielna przez 7.

Metoda potegowania trojki
Kolejny sposéb bazuje na ponizszej obserwacji:

Niech
n—1

(+) R=>) ¢ 3"
i=0

Woéwcezas N jest podzielna przez 7 wtedy i tylko wtedy, gdy R jest podzielna
przez 7.

Powyzsze stwierdzenie wynika wprost z faktu, ze dla kazdego catkowitego ¢ > 0,
3" = 10° (mod 7).

Potegowanie jest dos¢ czasochlonne, ale poniewaz interesuje nas tylko reszta
z dzielenia, wiec mozemy odpowiednie potegi 3 zastapi¢ odpowiednim wynikiem
modulo 7:

3°=1(mod7), 3'=3(mod7), 3%=2(modT7),
3*=4(mod7), 3°=5(mod7), 3°=1(mod7),
(Kolejne reszty pojawiaja sie cyklicznie w cyklu dtugosci 6.)

3% =6 (mod 7),

Mozemy zatem zapamietaé permutacje (1,3,2,6,4,5) i podstawiaé¢ cyklicznie jej
elementy w miejsce kolejnego mnoznika 3! we wzorze (*), i na konicu sprawdzié,
czy otrzymana liczba dzieli sie przez 7. Co ciekawe, kazde przesuniecie cyklu

réwniez poprawnie rozstrzygnie podzielnosé przez 7, tj. mozemy mnozy¢ kolejne
cyfry przez np. (3,2,6,4,5,1) czy (2,6,4,5,1,3). Ta wazna wlasno$é — ktéra bedzie
kluczowa réwniez w rozumowaniu pod koniec tego tekstu — wynika z tego, ze dla
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Metodg z cyklem (1,—-2,4,—1,2,—4)

da si¢ wyprowadzié¢ bezposrednio, tym
razem analizujac kolejne potegi 5
(réwnowaznie: (—2)), ale rosnace
odwrotnie niz w klasycznym algorytmie —
to znaczy od najbardziej znaczacej, a nie
od najmniej znaczacej cyfry. Taka zreszta
byla geneza powstania oraz analizy tej
metody przeprowadzona przez autora
tekstu — Czytelnik Zaciekawiony moze
sprébowaé odtworzy¢ to rozumowanie
samodzielnie.

7 e o o e o o e
6 e o o o o o o
5 . . . . . . .
4 e o o e o e o
3 e e o o o o o
2 e o o o o o o
1 e o o o e o e

Czytelnik Purysta zapewne dostrzeze, ze
okreslenie ,losujemy liczbe a z przedziatu
[0, 00)” nie jest precyzyjne, gdyz nie
podajemy rozktadu, z jakim to losowanie
przebiega. Jednakze w tym miejscu nie
prowadzi to do niejednoznacznosci,
poniewaz dla kazdego rozkladu ciaglego
zadanego na przedziale miara kazdego
jego podzbioru przeliczalnego i tak zawsze
wynosi 0.

dowolnego naturalnego k liczba 3% - R jest podzielna przez 7 wtedy i tylko wtedy,
gdy R jest podzielna przez 7, poniewaz liczby 3 oraz 7 sa wzglednie pierwsze.

Mamy zatem 6 réznych permutacji, ktére mozna zastosowaé¢ réwnowaznie

w algorytmie. Dla przykladu, zeby sprawdzié, czy liczba 12345678 jest

podzielna przez 7, mozemy sprawdzi¢ sume (wybraliSmy cykl (3,2,6,4,5,1)):
3:84+2-746-64+4-54+5-4+1-3+3-242-1=125;

nastepnie 3-5+2-246-1 = 25. Ostatnia suma nie jest podzielna przez 7,

zatem wyjsciowa liczba tez nie jest podzielna przez 7. Natomiast 12 345683 jest

podzielna przez 7, gdyz odpowiednia suma cyfr po analogicznym podstawieniu

wynosi 112, a ta jest podzielna przez 7.

Zauwazmy tez, ze permutacje (1,3,2,6,4,5) mozemy zapisa¢ réwnowaznie jako
(1,3,2,—1,—3,—2), co istotnie moze ulatwi¢ zapamietanie metody (de facto
pamietamy cykl tylko trzech liczb i pilnujemy zmiany znaku po kazdym obrocie).

Jesli metode implementujemy na komputerze i chcemy naprawde efektywnie to
zrobié, jeszcze lepiej zapisaé cykl jako (1,—4,2,—1,4,—2), gdyz mnozenie przez
male potegi 2 jest dla komputera wyjatkowo naturalne (ten i nastepny wariant
algorytmu nie byl znany autorowi tekstu wezesniej).

Zauwazmy, ze powyzsza metoda moze dziala¢ w stalej pamieci, jesli liczba jest
podawana na wejsciu ,strumieniowo” (cyfra po cyfrze) od najmniej znaczacej
cyfry.

A co, gdy liczba jest podawana na wejsciu od cyfry najbardziej znaczacej?

Tutaj tez poradzimy sobie w stalej pamieci. Wystarczy tylko pewien cykl
odwrécié¢ (np. przyjaé (1,—2,4,—1,2,—4)) oraz postepowaé dalej podobnie
jak w klasycznym algorytmie — latwo sprawdzié, ze wowczas obliczymy te
sama sume, co w standardowej procedurze (choé, co ciekawe: dla pewnego —
nieznanego z géry — sposrdd szesciu poprawnych cykli)!

Widocznosé w nieskonczonym lesie

Stoimy u progu nieskoriczenie milowego, nad wyraz uporzadkowanego

lasu. Najlepszym miejscem na uporzadkowany las jest oczywiscie uktad
wspolrzednych. Pnie drzew, ktére sa odcinkami, umieszczone sa w punktach

o wspdlrzednych calkowitych nieujemnych. Nasz wzrok z punktu (0,0), w ktérym
drzewa nie ma, przyglada sie temu zjawisku (patrz rysunek). Taki las ciagnie sie
nieskonczenie daleko. . .

Kiedy patrzymy na drzewo (1, 1), to zastania ono wszystkie inne drzewa

o wspolrzednych (k, k) (dla dowolnego k € N). Podobnie drzewo (1,2) zaslania
wszystkie drzewa o wspolrzednych (k, 2k), a drzewo (7,5) wszystkie drzewa

o wspdlrzednych (7k, 5k).

Czy mozliwe jest, aby z punktu (0,0) spojrzeé na wskros tego lasu, tak aby nie

zobaczy¢ absolutnie zadnego drzewa?

Zauwazmy, ze spogladajac na drzewo (k,l), patrzymy wzdluz prostej y = %x Oznacza to, ze

spogladajac na dowolne drzewo, bedziemy zawsze patrzeé¢ wzdluz prostej, ktorej wspdlczynnik

kierunkowy jest liczba wymierna. Aby nie mie¢ na linii wzroku zadnego drzewa, wystarczy
spojrze¢ w strone punktu, ktérego dokladnie jedna wspélrzedna jest liczba niewymierng.

Losujemy liczbe a z przedzialu [0, 00). Jaka jest szansa, ze patrzac wzdluz prostej
y = az, zobaczymy drzewo?

Pytanie sprowadza si¢ do zbadania, jaka cze$¢ liczb rzeczywistych z przedziatu [0, co) stanowia
liczby wymierne. Co z kolei prowadzi do stwierdzenia, ze szansa na zobaczenie drzewa

wynosi 0. Czytelnikom Niedowierzajacym i tym, ktérzy dopiero rozpoczynaja znajomosé
z przeliczalnoscig, zbioréw, polecamy artykul Joanny Jaszunskiej w AZ3A
K.L.
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Klub 44 F Zadania z fizyki nr 696, 697

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

696. Z punktu A kondensatora cylindrycznego wylatuje lekko rozchodzaca sie
11 wiazka jonéw dodatnich. Kat rozwarcia wiazki wynosi a (rys. 1, 2). Wszystkie
[ jony w wigzce maja taka sama energie. Jony, ktérych predkosé w punkcie A jest
prostopadla do odcinka OA, poruszaja sie po okregu o promieniu ro = |OA|,
Termin nadsylania rozwigzaii: 30 VI 2020 wspolérodkowym z okladkami kondensatora. Pokazaé, ze wigzka jonéw
ponownie zogniskuje sie w pewnym punkcie B, i znalez¢ kat AOB. Wyznaczy¢
maksymalng szeroko$¢ wiazki.

697. W ukladzie przedstawionym na rysunku 3 oba bloczki nie obracaja sie,
a nitki moga $lizga¢ sie po nich bez tarcia. Bloczek ruchomy jest niewazki, masy
ciezarkéw sa dane. Znalezé przyspieszenie ciezarka o masie 3m.

Rozwigzania zadan z numeru 12/2019

Przypominamy tresé zadan:

688. Na nieruchomej tasmie transportera lezy klocek 22
o masie M, przyczepiony do $ciany za pomoca 77
sprezyny o wspoOlczynniku sprezystosci k (rys. 4). 7
Tasme wprawiono w ruch ze stala predkoscia vg i po C °
pewnym czasie ustalily si¢ drgania harmoniczne klocka.
Znalez¢ czas, po ktérym to nastgpilo, oraz amplitude
ustalonych drgan. Wspolczynnik tarcia klocka o tasme
jest réwny .

689. Punktowe zrédto swiatla S porusza si¢ ruchem
jednostajnym réwnolegle do ekranu, w ktérym znajduja
sie dwa matle otworki w odleglosci d = 2 mm od siebie.
o Odleglo$é zrédla od ekranu wynosi h = 1 m (rys. 5).
Rys. 2 Oswietlenie w punkcie A na osi ukladu zmienia si¢
z czegstotliwodciag f = 15 Hz, dlugosé fali Swietlnej {
emitowanej przez zrédto A = 6 - 1077 m. Znalezé
(sss00sss00000. o) L o o,
L202222¢20222270 predkos¢ zrédla v. Podczas pomiaréow oswietlenia Zrédto
znajduje sie¢ w malej odlegtosci od osi uktadu.

>

[ ]

Rys. 5

688. Po uruchomieniu tasmy na klocek dziala sita tarcia T'= puM g oraz sila
sprezystosci F' = —kx, gdzie x jest wydluzeniem sprezyny. Sily te réwnowaza
sie, gdy wydluzenie sprezyny osigga warto$é xo = uMg/k. Musimy rozwazy¢
dwa przypadki: 1) Klocek dojdzie do polozenia réwnowagi z predkoscia v, < vo;
2) Klocek osiagnie predkos$é tasmy, zanim dojdzie do polozenia réwnowagi.

[ 1) W pierwszym przypadku ruch klocka jest analogiczny do ruchu cigzarka
m om zawieszonego na sprezynie w polu ciezkosci. Role sily ciezkosci odgrywa stala
Rys. 3 sita tarcia. Klocek od razu zaczyna drga¢ harmonicznie z amplituda réwna
odleglosci poczatkowej xy od polozenia réwnowagi. Zaleznosé¢ wydluzenia
sprezyny od czasu opisuje réwnanie x = % (1 + sin (wt + )), gdzie czestosé
x(} 77777777777 - drgan w = \/k/M. Przesuniecie fazowe ¢ wyznaczamy z warunku poczatkowego
2 (0) = 0 i otrzymujemy ¢ = —7n/2. Zaleznos¢ x = xo (1 — coswt) ilustruje
t rysunek 6. Predko$¢ klocka opisuje réwnanie v = xgw sinwt. Predkosé maksymalna
Rys. 6 w polozeniu réwnowagi wynosi v,, = pg+/(M/k).
2) Drugi przypadek zachodzi, gdy v,, > v,. Klocek osiaga predkosé tasmy

1: po czasie t| = %arc sin (vp/xow). Tarcie staje sie wtedy tarciem statycznym
To —-—

****** o i rownowazy silte sprezystoéci. Klocek porusza sie ruchem jednostajnym

do chwili, gdy znajdzie sie w polozeniu réwnowagi, a tarcie ponownie

Rys. 7 osiagnie warto$¢ uMg. Od tego momentu tarcie pozostaje stale, a klocek

porusza sie ruchem harmonicznym z taka sama czestoscia w, ale z inna
T amplituda. Amplituda predkosci wynosi teraz vy (z taka predkoscia klocek
i przechodzi przez polozenie réwnowagi), zatem amplituda drgan dana jest
777777777777 s wzorem A = vg/w = vg/M/k. Ustalone drgania rozpoczng si¢ po czasie
t =11+ (x0 — z (t1)) /vo. Hlustruje to rysunek 7.

689. Poniewaz h > d, réznica drég promieni docierajacych ze zrédla do punktu A

po ugieciu na dwdéch szczelinach wynosi dsin a (rys. 8). Maksimum o$wietlenia

* , rejestrujemy, gdy dsina = kA, gdzie k > 0 jest liczba catkowita. Odlegtosé

zrédia xy od osi uktadu jest mata, mozemy wiec stosowaé przyblizenie matych
d katéw: sina = xy/h, stad x, = kAh/d. Droga przebyta przez Zrédlo w czasie

Rys. 8 réwnym okresowi zmian o$wietlenia punktu A wynosi xx11 —xp = Ah/d =v/f.

Po podstawieniu danych liczbowych otrzymujemy v = 4,5 - 1073 m/s.
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Klub 44 M

Zadania z matematyki nr 799, 800

Redaguje Marcin E. KUCZMA

799. Czy da sie tak uporzadkowaé zbiér wszystkich dodatnich liczb catkowitych,

1-44

Termin nadsylania rozwigzan: 30 VI 2020
wzorem

f(x)

e Uzasadnié, ze istnieje dokladnie jedna liczba L = L(a,b) > 0, dla ktérej
f(L) =1, 1 ze min{a, b} < L(a,b) < max{a,b}; zatem liczba L(a,b) moze by¢
uwazana za pewna Srednia liczb a, b.

e Znalez¢, gdzie ta srednia wpisuje sie¢ w ciag nieréwnosci H(a,b) < G(a,b) < A(a,b)
miedzy Srednimi: harmoniczna, geometryczng i arytmetyczna liczb a,b?

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
785 (WT = 1,70) i 786 (WT = 1,22)
z numeru 9/2019

Krzysztof Kaminski  Pabianice 42,48
Franciszek S. Sikorski Warszawa 41,28
Janusz Fiett Warszawa 35,51
Mikotaj Pater Opole 34,42
Pawel Burdzy Warszawa 33,52
Zbigniew Skalik Wroctaw 32,95
Jakub Wegrecki Krakéw 32,16

by otrzymaé ciag réznowartosciowy, w ktérym kazde dwa sasiednie wyrazy albo
roznia sie o 2, albo jeden z nich jest dwukrotno$cia pozostatego?

800. Dla ustalonych liczb dodatnich a,b okre$lamy funkcje f: (0,00) = R

- ;(exp(—z + 1) + exp(—g + 1))

Zadanie 800 zaproponowal pan Michal Adamaszek z Kopenhagi.

Rozwigzania zadai z numeru 12/2019

Przypominamy tresé¢ zadan:

791. Funkcja f: (0,00) — R jest dana wzorem

f(@)

1

=~ (stale: a>b>0).
In(z 4+ a) — In(z + b) (state: a > b >0)

Wykazaé, ze ma ona asymptote ukosna (przy = — o0), i znalezé réwnanie tej asymptoty.

792. Dane sa liczby naturalne m, n, przy czym n jest liczba nieparzysta, wigksza niz 2m.

Udowodnié, ze liczba
jeg 5 . 2
jest podzielna przez n~.

791. Poniewaz

1 z+a —
— =1In =In(l1+1¢ dzie t =
f(x) T + b ( + )7 g Z1 T + b b
za$ zmienna pomocnicza t = ;—;Z dazy do 0, gdy = — oo,
zatem

b

fl@) ot 1 1

li : =
s t—=0a—b—>bt In(l+1¢)

r—00 I

a—b’
Asymptota uko$na moze wiec by¢ jedynie prosta

o wspotezynniku kierunkowym ﬁ ; wystarczy zatem,
by nastepujaca réznica miata skoniczong granice

(przy = — oo, czyli t — 0):

T 1 1 a—>b
f(x)_a—bzln(l—i—t)_a—b( t _b>:

1 1. b

T+t a—b

_t=In(l+t) ¢ Lb
t2 In(14+¢ a-b"

Gdy t — 0, pierwszy z ilorazéw (w ostatnim
uzyskanym wyrazeniu) dazy do granicy 1/2
(bo In(1+t) =t — 32 + o(t?)). Stad wniosek,

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech,
dwoch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robi¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesytaé réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladno$ciag do 0,1. Ocene mnozymy przez
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m'+(m+D"+.. .+ (n—m)"

ze asymptota (przy © — 0o) jest prosta o réwnaniu
x 1 b 2r+a+b
+ -+ =
a—b 2(a —b)

v= a—b 2
792. Rozwazana suma ma parzysta liczbe
skladnikéw. Parujemy: pierwszy z ostatnim, drugi
z przedostatnim itd. Dostajemy sume par postaci
n+j\n" n—j\n .

A = ( : 3) n (TJ) . j=1,3,5,...,n—2m.
Wystarczy pokazacé, ze kazda z liczb A; dzieli sie
przez n?. W rozwinieciu dwumianowym

n
N\ k(:n—k n—Fk
2y = 3 (1) (o)
k=0
skladniki odpowiadajace indeksom k > 2 sg podzielne
przez n?; skoro zaé n jest liczba nieparzysta, dwa
skladniki poczatkowe dajg w sumie
(jn + (_])n) +tn-n- (jn—l + (_])n—l) — n2 . 2‘7'77,—1'
Tak wiec 2" A; dzieli si¢ przez n?. Korzystajac jeszcze
raz z nieparzystosci n, wnosimy, ze A; dzieli sie

przez n?.

wspélczynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie

S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

oséb, ktore nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego
numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem
Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegélowy regulamin
zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
deltami.edu.pl.



Prosto z nieba: ,,Niemozliwa” czarna dziura

Czarne dziury to najbardziej zwarte ,,obiekty”

znane astrofizycznym obserwacjom; cudzystow

czedciowo tlumaczy fakt, ze czarna dziura nie jest
obiektem materialnym, ale regionem czasoprzestrzeni
zakrzywiajacym sie pod wplywem wlasnego zakrzywienia.
Grawitacja w teorii wzglednosci pochodzi z zakrzywienia
czasoprzestrzeni, w ktérej poruszaja sie (réwniez
zakrzywiajace czasoprzestrzeri) masy. Nawet niematerialny
obiekt, taki jak czarna dziura, ma zatem mase, Scisle
zwigzang z wywolywang przez nig krzywizna. Masa

(dla uproszczenia, nierotujacej) czarnej dziury M ma

sie nastepujaco do promienia horyzontu, otaczajacego
obszar, z ktérego predkosé ucieczki jest wigksza od
predkosci §wiatta: R = 2GM/c2.

Czarna dziura o masie Stonca mialaby promien okoto 2,95 km, czarna
dziura o masie Ziemi za$ jedynie okoto 1 cm (najwieksza znana

w naszej Galaktyce czarna dziura Sgr A* o masie M ~ 4 - 10° Mg
jest natomiast okolo 17 razy wigksza od Storica, czyli z zapasem
zmiescitaby sie wewnatrz orbity Merkurego).

Astronomowie obserwuja rézne rodzaje czarnych

dziur — od lekkich, o masach kilku mas Stonca, do

bardzo masywnych (rzedu miliardéw Mg,), przy

ktérych nasza Sgr A* wydaje si¢ karzetkiem. Bardzo
masywne czarne dziury powstaly najprawdopodobniej

we wezesnym Wszechswiecie, przed lub podczas epoki
tworzenia si¢ galaktyk, a pézniej tylko przybieraly na
masie, akreujac okoliczna materie¢ i gwiazdy. Procesy

tego typu obserwujemy w wielu aktywnych jadrach
galaktyk (Active Galactic Nuclei, AGN), poniewaz
spadajaca na czarng dziure materia rozgrzewa sie i $wieci
w szerokim widmie promieniowania elektromagnetycznego.
Matomasywne czarne dziury powstaja natomiast podczas
koncowych etapéw ewolucji gwiazd. Zaawansowana
ewolucyjnie masywna gwiazda czerpiaca energie z procesu
fuzji lekkich pierwiastkéw w coraz ciezsze w koricu
zapada si¢ ,pod wlasnym cigzarem”, gdy reakcje

fuzji dochodza w jej wnetrzu do pierwiastkow zelaza

i niklu, ktérych laczenie w jeszcze ciezsze nie daje zysku
energetycznego.

Zelazo ma najwigksza energie wigzania na nukleon i tworzy najbardziej

stabilne jadra atomowe. By uzyskac¢ energie, jadra ciezsze od zelaza,
np. uran, rozszczepia si¢ na mniejsze w elektrowniach atomowych.

Proces zapadania sie i pézZniejszej eksplozji masywnej
gwiazdy nazywamy supernowq typu II (typ I to
wybuchajace biate karty, czyli gwiazdy nieco tylko
masywniejsze od Stornca).

Teoria supernowych przewiduje tworzenie sie czarnych
dziur z gwiazd o masie poczatkowej mniejszej od

okolo 130 M. Rézne procesy zwiazane ze sktadem
chemicznym takich gwiazd — aspekty, ktore astronomowie

Niebo w kwietniu

Po marcowej zmianie czasu na letni Stonice w kwietniu
zachodzi pdézno, pod koniec miesiaca juz po godzinie 20,
a pojawia sie ponownie na niebosklonie wyraznie przed
godzina 6. W trakcie tego miesiaca Stonce zwicksza
wysoko$é¢ gérowania o 10°, pokonujac w tym czasie
odcinek ekliptyki od $rodka gwiazdozbioru Ryb do
$rodka gwiazdozbioru Barana, za$ czas jego przebywania
nad horyzontem zwigksza si¢ do prawie 15 godzin.
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okreslaja metalicznoscia, wplywajace m.in. na tempo
utraty masy podczas zycia gwiazdy w tzw. wiatrach
gwiazdowych — powoduja, ze koncowym produktem
ewolucji jest czarna dziura o maksymalnej masie

okoto 60 M. Gwiazdy masywniejsze od okoto 130 M,
réwniez wybuchaja jako supernowe, jednak mechanizm
prowadzacy do eksplozji jest inny, a dodatkowo —
przynajmniej wedtug dotychczasowych teorii — nie
prowadzi do utworzenia czarnej dziury. Takie supernowe,
powstajace z powodu niestabilnosci kreacji par
(pair-instability supernova), sa mozliwe dzieki utracie
stabilno$ci wywolanej tworzeniem sie w ich goracym
wnetrzu par elektron-pozyton z energetycznych fotonéw
gamma.

Fotony tworzg pary ez+e:7, gdy ich energia przekroczy sume¢ dwéch mas

spoczynkowych czastek, 511 keV kazda.

Jako zZe cala energia fotonu jest przeznaczana na masy
spoczynkowe pary czastka-antyczastka, nie posiadajg one
znaczacej energii kinetycznej, czyli nie sa dobrym zrédtem
ci$nienia, co prowadzi do katastroficznego kolapsu.

Reasumujac, w zasadzie nie spodziewaliSmy si¢ wigc
obserwacji bardzo masywnych, jak na gwiazdowe
standardy, czarnych dziur — niestabilno$é par

w gwiazdach hiperolbrzymach skutkuje , przerwa masowa”
w produkeji czarnych dziur w przedziale mas od okoto 60
do okoto 120 M.

Co prawda od pewnego czasu kraza tez pogloski o wiosennej detekcji
przez zespoly LIGO i Virgo fal grawitacyjnych z bardzo masywnego

i bardzo odlegtego ukltadu czarnych dziur, ale o niej napiszemy
szczegblowo przy innej okazji.

Astronomowie elektromagnetyczni dostarczaja jednak
niezwykle ciekawych obserwacji pewnego galaktycznego
uktadu podwdjnego metodami tradycyjnymi, czyli
mierzac krzywe predkosci radialnych swiecacego
skladnika (za wykorzystanie tej metody do detekcji
planet przyznano w 2019 roku Nagrode Nobla). Uklad
LB-1 sktada sie z gwiazdy typu B oraz niewidocznego
towarzysza o masie praktycznie w ,przerwie masowej”:
681’%:15 M. Nieswiecacy obiekt o takiej masie moze by¢
tylko czarna dziura. Jesli te pomiary sie¢ potwierdza,
do wyjasnienia pozostanie, jak wyprodukowadé tak
ciezkie czarne dziury: tworzenie sie ich wprost z gwiazd
w $rodowisku o wysokiej metalicznoéci jest niezwykle
trudne w ramach obecnych teorii ewolucji gwiazd.

Michat BEJGER

Liu, J., Zhang, H., Howard, A.W. et al. A wide star-black-hole
binary system from radial-velocity measurements. ,Nature” 575,
618-621 (2019).

Ksiezyc zacznie miesiac od I kwadry w Bliznietach

1 dnia miesiaca, 8 kwietnia przejdzie przez pelnie

w Pannie, 14 kwietnia — przez ostatnia kwadre w Strzelcu,
23 kwietnia — przez néw w Wielorybie, natomiast

30 kwietnia Srebrny Glob ponownie pokaze tarcze
o$wietlong dokladnie w potowie, tym razem na tle
gwiazdozbioru Raka. Oznacza to, ze na ciemne noce
mozna liczy¢ w drugiej czesci miesiaca.



Jak zawsze na wiosneg, nachylenie ekliptyki w kwietniu
jest korzystne wieczorem i niekorzystne rano. Naturalny
satelita Ziemi zginie w zorzy porannej juz kilka dni
przed nowiem, zwlaszcza ze znajdzie sie wtedy bardzo
daleko na potudnie od ekliptyki. Obnizy to dodatkowo
potozenie Ksiezyca nad widnokregiem i spowoduje, ze
po ostatniej kwadrze czas jego wschodu szybko zblizy sie
do czasu wschodu Stonca, mimo wciaz sporej odleglosci
katowej od niego. Co innego na niebie wieczornym. Juz
24 kwietnia, 40 godzin po nowiu, Ksiezyc na poczatku
zmierzchu cywilnego (Slorice 6° pod horyzontem, okolo
godz. 20:30) znajdzie sie na wysokos$ci przekraczajacej
6° i jego sierp w fazie 2% powinno daé si¢ dostrzec bez
klopotéw, a w kolejnych dniach szybko powedruje on

w gbre.

Now Ksiezyca, 23 kwietnia, zbiega sie w tym roku

z maksimum aktywnosci corocznego roju meteoréow
Lirydéw, dzigki temu obserwacje tego roju moze

popsué juz tylko pogoda. Lirydy pochodza z resztek
pozostawionych przez komete C/1861 G1 (Thatcher)

i promieniuja od 14 do 30 kwietnia, z maksimum
aktywnosci okolo 22 kwietnia. Sa to dosé szybkie meteory,
ich predko$é¢ zderzenia z nasza atmosfera wynosi 49 km/s
i w okolicach maksimum mozna si¢ spodziewaé¢ mniej
wiecej 20 meteordéw na godzing. Radiant roju, wbrew
jego nazwie, znajduje si¢ na tle gwiazdozbioru Herkulesa,
jakies 8° na poludniowy zachéd od Wegi, najjasniejszej
gwiazdy Lutni. Na poczatku nocy astronomicznej

(godz. 22:30) radiant wznosi sie na wysoko$é 25°.

Koniec nocy astronomicznej nastepuje okoto godziny 3,
co oznacza, ze mamy mniej wiecej b godzin dobrych
warunkéw obserwacyjnych Lirydéw.

Ozdoba wieczornego nieba jest planeta Wenus, ktora

w marcu osiggneta swoja maksymalna elongacje
wschodnia. Do konica kwietnia jej odlegtosé od Stonca
zmniejszy sie niewiele, od 46 do 38°, zmaleje tez faza
tarczy planety, z 47 do 25%. Urosnie za to jasnosé

(z —4,4 do —4,5™) oraz érednica tarczy, z 26 do 39”.
Tarcza Wenus staje si¢ coraz atrakcyjniejszym celem dla
posiadaczy teleskopéw, a nawet lornetek. 26 kwietnia
ponad 6° na potudnie od planety przejdzie Ksiezyc

w fazie 12%. Jednak najwieksza atrakcja zwiazana

z Wenus w kwietniu jest jej przejscie przez jasna
gromade otwarta gwiazd Plejady. Niestety planeta ominie
najjadniejsze gwiazdy gromady, 3 kwietnia wieczorem
dotrze na 11’ do gwiazdy Merope, za$ dobe pdzniej
pokaze si¢ juz niecale 20’ na wschéd od gwiazd Atlas

i Plejone, czyli najbardziej na wschéd wysunietych gwiazd
Plejad. W tym okresie blask Wenus moga przyémié
gwiazdy Plejad i wystapié trudnoéci z dostrzezeniem
gromady golym okiem. Wenus powedruje dalej

i w polowie miesigca minie Aldebarana w odlegtosci 10°,
a ostatni dzien miesiaca zastanie ja 4° na zachdd od
gwiazdy El Nath, czyli drugiej co do jasnosci gwiazdy
Byka, stanowiacej péinocny rég zodiakalnego zwierzecia.
Wenus 28 kwietnia osiaggnie maksymalna jasnosé tej
wiosny.

W kwietniu poprawi sie widocznosé trzech tatwo
widocznych golym okiem planet zewnetrznych, czyli
Marsa, Jowisza i Saturna. Wszystkie one powoli zmierzaja
do tegorocznych opozycji i zwigkszaja swoja jasnos$é
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oraz rozmiary katowe. Z uplywem czasu wszystkie
planety wschodza coraz wcze$niej i docierajg wyzej

nad widnokrag. Miesiagc zacznie sie bliskim spotkaniem
Marsa z Saturnem. Odlegtosé miedzy nimi zmniejszy sie
do 1°. Niecate 7° na zachdéd obu planetom towarzystwa
dotrzyma planeta Jowisz. Choé¢ odlegloéé¢ miedzy

nimi bedzie niewielka, to znajda si¢ one w innych
gwiazdozbiorach: Jowisz — w Strzelcu, Mars z Saturnem —
w Koziorozcu. Do konca miesiaca dystans miedzy
Jowiszem a Saturnem zmniejszy sie do 5°, natomiast
Mars powedruje na péinocny wschod i oddali sie od
Saturna na prawie 20°. Jednoczesnie zblizy sie do gwiazdy
Nashira (y Cap) na 1,5°. W tym czasie jasnosé¢ Jowisza
uroénie z —2,1 do —2,3™, a jego tarcza zwickszy Srednice
z 37 do 41”. Mars zwickszy blask z +0,8 do +0,4™

i $rednice tarczy z 6 do 7. Najmniej zmieni si¢ wyglad
Saturna. Blask széstej planety Ukladu Stonecznego
uroénie z 40,7 do 40,6, a $rednica jej tarczy urosnie

z 16 do 17”. Ksiezyc spotka sie z trzema planetami

w drugiej polowie miesiaca w okolicach ostatniej kwadry.
Najpierw 15 kwietnia, majac faze 48%, przejdzie 3° na
poludnie od Jowisza i Saturna, a nastepnego ranka jego
tarcza o$wietlona w 38% minie Marsa w odleglodci 3°.

Kwiecien to najlepszy miesiac do obserwowania obiektéw
poza Droga Mleczna. W tym miesiacu péinocny biegun
galaktyczny, znajdujacy si¢ w gwiazdozbiorze Warkocza
Bereniki, jakies 6° na wschdd od jasnej, widocznej
golym okiem gromady otwartej gwiazd Melotte 111

i jednoczesnie 10° na poludnie od gwiazdy Serce Karola,
najjaéniejszej gwiazdy Pséw Goncezych, géruje okoto
péinocy, a pas Drogi Mlecznej zajmuje péinocna czesé
niebosktonu. W kierunku bieguna galaktycznego warstwa
obecnego w Drodze Mlecznej, pochlaniajacego $wiatto
odlegtych obiektéw, gazu i pytu jest najmniejsza, stad
tez w sasiadujacym z biegunem galaktycznym obszarze
nieba liczba widocznych galaktyk jest bardzo duza.
Dostrzezenie najjasniejszych z nich umozliwia juz niezbyt
duzy teleskop i ciemne bezksiezycowe niebo. W rejonie
od gwiazdozbioru Panny na potudniu poprzez Warkocz
Bereniki, Psy Goncze do Wielkiej Niedzwiedzicy na
péinocy wystarczy niemal gdziekolwiek skierowaé
teleskop, by natknaé sie na jakas galaktyke.

Drugim bardzo dobrym miesiacem na obserwacje
obiektow pozagalaktycznych jest pazdziernik, gdy

okoto pétnocy géruje potudniowy biegun Galaktyki,
znajdujacy sie na tle gwiazdozbioru Rzezbiarza, jakies
9° na potudnie od jasnej gwiazdy Deneb Kaitos, czyli

B Ceti, i 2° od jasnej galaktyki NGC 253. Jednak na
wysokich péinocnych szerokoéciach geograficznych éw
biegun géruje na malej wysokosci i sporo galaktyk
znajduje si¢ stale pod horyzontem, a pozostate sa nisko
i ich obraz jest silnie zaburzany przez atmosfere Ziemi.
Dlatego jesien jest sezonem polowania na galaktyki dla
mieszkancow pétkuli potudniowej. To ttumaczy tez,
dlaczego w Katalogu Messiera jest mnéstwo obiektow

z okolic pénocnego bieguna galaktycznego, a z okolic
bieguna potudniowym nie ma ich wcale. Nie znalazta sie
w Katalogu nawet NGC 253, o jasnoéci +8™, znana jako
Galaktyka Rzezbiarza.

Ariel MAJCHER



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Wleczeni w czasoprzestrzeni

Zgodnie z obecnym stanem wiedzy (czyli ogdlna teoria
wzglednosci) otaczajaca nas przestrzen, ale takze tempo
uplywu czasu zmieniaja si¢ zaleznie od obecnosci

i ruchu znajdujacych si¢ w poblizu mas. Czasoprzestrzen
rzeczywiscie istnieje jako autonomiczny ,,obiekt”,

ktéry marszezy sie 1 wygina (co wiemy z obserwacji fal

grawitacyjnych), a takze jest ,ciagnieta” badz ,wleczona”

zgodnie z ruchem obrotowym masywnego ciala.

Ideg, Zze wirujace masywne cialo wywiera na otoczenie
nie tylko statyczna (newtonowska) site grawitacji, ale
dodatkowo moze, podobnie jak wir w wodzie, wlec
otaczajace je czastki testowe (w technicznym zargonie

— uklady inercjalne), sformulowal w 1872 roku Ernst
Mach. Koncepcja powstala w kontekscie pochodzenia
zjawiska bezwladnodci, czyli eksperymentu Izaaka
Newtona z rotujacym wiadrem pelnym wody, i jej
odksztalcajaca sie powierzchnia. Czy ruch jest w swojej
istocie absolutny, czy tez zawsze jest zdefiniowany
wzgledem czegos? Wedtug Macha fakt, ze cialo zachowuje
stalg predkos¢ w przestrzeni, jest stwierdzeniem jego
oddziatywania z calym Wszechéwiatem. Rozwazania
Macha byty bezposérednia inspiracja dla nastepnych
pokolen fizykow, w tym takze Alberta Einsteina. Przed
nim, pod koniec XIX wieku, Benedict i Immanuel
Friedlaenderowie przeprowadzili (nieudany) eksperyment
z rotujacym masywnym walcem, badajac wpltyw

rotacji na zawieszone ponad nim wahadlo. Natomiast

w 1904 roku August Foppl badal zachowanie sie
masywnego zyroskopu, wirujacego z czestotliwoscia
podobna do bebna pralki na najwyzszych obrotach
(2300 rpm) — Zrédlem wleczenia byla w tym przypadku
cala Ziemia. Foppl otrzymal, ze efekt jest mniejszy niz
2% predkosci katowe]j Ziemi. Z ogdlnej teorii wzglednosci
(formula (%)) wiemy, ze wymagana dokladnosé
eksperymentalna powinna by¢ lepsza niz 1079
(odpowiadajac stosunkowi promienia Schwarzschilda
Ziemi, 2GMg/c? ~ 9 mm, do jej promienia Rg =~ 6370
km), co bylo (i jest) calkowicie poza zasiegiem tego typu
naziemnej aparatury.

Sytuacja zmienila si¢ dzigki Albertowi Einsteinowi, gdy
wraz z Michele Besso i Marcelem Grossmannem zaczat
uzgadnia¢ mechanike newtonowska ze szczegdlng teoria
wzglednoéci. Podczas réznych prob z protoplastami
relatywistycznej teorii grawitacji odkryli oni m.in.
zjawisko liniowego wleczenia ukladéw inercyjnych
wewnatrz liniowo przyspieszonej masywnej skorupy,

a takze poprawki do przyspieszenia Coriolisa

w obracajacej sie kulistej masywnej skorupie (site

o wartos$ci polowy poprawnej wartoéci w ogélnej teorii).

W dzisiejszej literaturze wleczenie uktadow inercjalnych
nosi nazwe efektu Lensego—Thirringa, jednak istotne
prace zostaly wykonane przez Einsteina. W 1917 roku
Hans Thirring podczas swoich badan wpltywu rotacji
masy w ogolnej teorii wzglednosci kluczowe wskazdéwki
dotyczace przyspieszenia Coriolisa zdobyt dzieki
wymianie listow z Einsteinem. W odlegloéci r od
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obracajacego sie z czestosScia w masywnego ciata
o promieniu R i masie M, dla r/R > 1 i predkosci ¢
uktadu inercjalnego przyspieszenie to ma dodatkowa

sktadowa
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Opracowanie astronomicznego zastosowania tych

wynikéow zawdzigczamy Josefowi Lensemu.

Na przelomie lat 50. i 60. XX wieku George Pugh

i Leonard Schiff niezaleznie zaproponowali eksperyment
z zyroskopem umieszczonym w satelicie okrazajacym
Ziemie po orbicie polarnej. Realizacja pomyshtu

byta sonda Gravity Probe B wystana w 2004 roku

— udalo sie jej zmierzy¢ duzo wiekszy od efektu
Lensego-Thirringa efekt geodetyczny (efekt de Sittera,
zwiazany z krzywizna czasoprzestrzeni), natomiast
wyniki dotyczace wleczenia czasoprzestrzeni okazaty

sie z przyczyn technicznych za malo dokladne, a przez to
niekonkluzywne.

To oczywiscie nie zraza astronoméw, ktorzy dalej
poszukuja w Kosmosie efektu Lensego—Thirringa.
Niedawna publikacja miedzynarodowego zespotu
astrofizykéw, m.in. z OzGrav w Australii i Instytutu
Radioastronomii Maksa Plancka w Niemczech, dostarcza
nowych, ekscytujacych dowodéw na istnienie tego
subtelnego zjawiska. Wyniki zostaly zdobyte dzieki
wieloletniemu monitorowaniu ewolucji orbity uktadu
podwdjnego o nazwie PSR J1141-6545, sktadajacego sie
z bialego karta i pulsara. Uklad zmienia si¢ inaczej, niz
to przewiduja prawa mechaniki Newtona, wykazuje za to
wiele klasycznych efektéw przewidywanych przez teorie
Einsteina. Mozna to stwierdzi¢ z wielka doktadnoscia,
poniewaz w ukladzie znajduje si¢ bardzo dokladny
zegar, czyli emitujaca niezwykle regularne pulsy radiowe
gwiazda neutronowa z silnym polem magnetycznym.
Wilasnie dzieki analizie momentéw nadchodzenia pulséw,
zbieranych przez wiele lat, mozna precyzyjnie zbadaé
niewielkie efekty post-newtonowskie. Zjawiskiem, ktére
Swiadczy o wleczeniu czasoprzestrzeni wywolywanym
przez rotacje bialego karla jest stopniowa zmiana
nachylenia plaszczyzny orbity (precesja) wzgledem
kierunku obserwacji. Autorzy argumentuja, ze dzigki
rotacji karta sumuja sie¢ wptywy newtonowskiego
momentu kwadrupolowego i efektu Lensego—Thirringa
wlasnie. Sa obserwowalne, poniewaz bialy karzet rotuje
wokol swojej osi wyjatkowo szybko: przed wybuchem
towarzyszacej mu gwiazdy, ktorej jadro stato sie

péZniej pulsarem-gwiazda neutronowa (okoto milion

lat temu), otaczajaca ja materia spadala przez pewien
czas na biatego karta, zwigkszajac jego tempo rotacji do
obecnego okresu mniejszego od 200 sekund.

Michat BEJGER

H. Pfister, 2007, ,,On the history of the so-called Lense-Thirring effect”,
General Relativity and Gravitation, 39, 1735.

V. V. Krishnan, M. Bailes, W. van Straten et al. 2020, , Lense-Thirring
frame dragging induced by a fast-rotating white dwarf in a binary
pulsar system”, Science, 367, 577.
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Zera zmienia jednostke w miliony
Bartlomiej BZDEGA

Liczbe calkowita dodatnia (k + 1)-cyfrowa n mozemy zapisaé¢ w postaci

n:akak,l...agalao:a0+a1~10+a2-102+...+ak-10k

(kreska nad wyrazeniem informuje, iz nie jest to po prostu mnozenie).
Liczbe n mozemy oszacowaé, znajac jej pierwsza cyfre oraz liczbe cyfr.
Zachodza oczywiste nieréwnosci:

ap - 10* <n < (ap +1) - 10%,
z ktérych warto skorzystaé¢ w zadaniach 1, 3, 9 i 10.

Przez S(n) oznaczaé bedziemy sume cyfr liczby n. Zauwazmy, ze liczba
n—S(n) =9a1 +99as +999a3 + ... +99...9

dzieli si¢ przez 9, zatem suma cyfr liczby naturalnej daje taka sama reszte
z dzielenia przez 9, co ta liczba. Tego faktu uzywamy w zadaniach 1, 2, 4, 5
i9.

Dzigki algorytmowi pisemnego dodawania mamy nieréwnosé
S(m+n) < S(m)+ S(n),
ktora jest pomocna w zadaniach 6, 7 1 8.

Na koniec przypomnimy o pewnej wtasnosci dzielenia z reszta, ktéra jest

w ponizszych zadaniach pomocna: iloczyn liczb catkowitych daje taka sama
reszte z dzielenia przez d, co iloczyn ich reszt z dzielenia przez d. Dowod
pozostawiamy Czytelnikowi.

Zadania. (W kazdym zadaniu S(n) oznacza sume cyfr liczby n.)

1. Rozwazmy wszystkie liczby siedmiocyfrowe, w ktérych kazda z cyfr
1,2,...,7 wystepuje dokladnie raz. Udowodnié¢, ze zadna z tych liczb nie
jest dzielnikiem innej.

2. Sposrod liczb siedmiocyfrowych okreslonych w poprzednim zadaniu
wybierzmy trzy, niekoniecznie rézne. Czy ich suma moze byé¢ kwadratem
liczby naturalnej?

3. W zapisie dziesigtnym pewnej dodatniej liczby catkowitej n nie wystepuje
zadna z cyfr 1, 2, 9. Udowodnié, ze w zapisie dziesietnym liczby 3n
wystepuje co najmniej jedna z tych cyfr.

4. W zapisie dziesietnym liczby 229 jest dziewie¢ cyfr, kazda inna. Wiedzac to,
bez obliczania 229 wyznaczyé cyfre, ktéra w tej liczbie nie wystepuje.

5. Dowiesé, ze S(2n? + 3) nie jest kwadratem liczby catkowitej dla zadnego
naturalnego n.

6. Wykazaé, ze dla liczb catkowitych dodatnich m i n zachodzi nieréwnosé
S(mn) < S(m)S(n).

7. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie n, ktore spelniaja rownosé
S(11m) = 2.

8. Wyznaczy¢ najmniejsza oraz najwieksza wartosé¢ wyrazenia SS((QT:L)) dla
catkowitych dodatnich n.

9. Rozstrzygnaé, czy istnieje liczba naturalna mniejsza od iloczynu swoich cyfr
w zapisie dziesigtnym.

10. Dla pewnego catkowitego dodatniego n liczby 2™ i 5™ maja taka sama
pierwsza cyfre. Wykazaé, ze ta cyfra jest 3.

11. Udowodni¢, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb naturalnych n, dla
ktérych S(37*H1) < S(3M).
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