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* doktorant, Instytut Matematyki,
Uniwersytet Jagiellonski

To, co w niniejszym artykule nazywam
zwrotnicg, nosi fachowe miano rozjazdu
pojedynczego, ale stowa rozjazd bede
uzywal do innych celéw. Bede takze
konsekwentnie pisal o najazdach

i zjazdach zamiast o krzyzownicach

i jezdzie ,na ostrze” lub ,z ostrza”.
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Matematyka torowa
Piotr PIKUL*

Podejrzewam, ze znakomita wiekszo$¢ Czytelnikow Delty, nawet jesli nie
mieszka, to miata okazje przebywaé¢ w duzych miejskich aglomeracjach

z rozbudowang siecig tramwajowsg i zetknac sie z miejscem, w ktérym spotykaja
sie trzy dwutorowe odcinki trasy. Cho¢ zdarzaja sie wyjatki, uktad torowy

w takich przypadkach zwykle wyglada tak jak na rysunku 1 i pozwala na
przejazd we wszystkich mozliwych relacjach — w tym przypadku mowa o szesciu
(dla $cislodei: nie interesuja nas przejazdy wymagajace zmiany kierunku jazdy).
Na uzytek tego artykutu bedziemy nazywaé ukltad o tej wlasnosci petnym
rozjazdem linii dwutorowych w trzech kierunkach.

Pelny rozjazd przedstawiony na rysunku 1 zawiera szes¢ zwrotnic oraz trzy
skrzyzowania toru pojedynczego. Majac na wzgledzie Czytelnikéw, ktorzy
dotad nie dokonywali poglebionej analizy infrastruktury torowej, spieszymy

z wyjasnieniem, ze zwrotnica to taki styk trzech odcinkéw toru, ze jeden

z nich jest trwale wyr6zniony i nie mozna przejechaé przez zwrotnice, nie
pokonujac tego odcinka. Mozna albo wjechaé¢ od strony wyréznionego najazdu
i kontynuowaé podréz po jednym z dwoch zjazdow, albo wjechaé¢ od strony
jednego ze zjazdéw i wyjechaé¢ najazdem. Na wystepujacych w dalszej czesci
schematach zwrotnice beda zaznaczone poprzez zamalowanie kata pomiedzy
zjazdami. Odcinki toréw bedziemy oznaczaé¢ pojedyncza linia.

Trzeba przyznaé, ze przedstawiona postaé pelnego rozjazdu w trzech kierunkach
jest bardzo intuicyjna i w pierwszej chwili moze byé¢ nawet trudno wyobrazié
sobie inne rozwiazanie. Sytuacja nieznacznie komplikuje si¢, gdy spotykaja si¢
cztery linie dwutorowe. Rozjazd pelny moze wtedy wygladaé jak na schematach
z rysunkéw 2 i 3. Uklad z rysunku 3 jest nieco bardziej symetryczny, choé¢
opiera si¢ na podobnym pomysle. W przypadku styku czterech linii, ze wzgledu
na znaczna ztozonosé przedstawionych petnych rozjazdow, czesto mamy do
czynienia z rozjazdem niepelnym (nie umozliwiajacym przejazdu we wszystkich
dwunastu relacjach). Takimi rozjazdami nie bedziemy sie zajmowad.

Oba przedstawione pelne rozjazdy linii dwutorowych w czterech kierunkach
zawierajg po szesnascie zwrotnic, jednak uktad z rysunku 2 zawiera tylko
dwanascie skrzyzowan, podczas gdy uklad z rysunku 3 — szesnascie. Gdyby
wyobrazié¢ sobie analogiczny, monstrualny, pelny rozjazd w pieciu kierunkach,
zawieralby on az trzydziesci zwrotnic. Pelny rozjazd w czterech kierunkach
mozna zaprojektowaé réwniez na inne sposoby, na przyktad taczac dwa
pelne rozjazdy w trzech kierunkach (rys. 4). Taki uklad toréw zawieralby
tylko dwanascie zwrotnic i sze$é skrzyzowarn, co czyni go (w pewnym sensie)
prostszym od przedstawionych dotad koncepcji.

Tu moze sie pojawié pytanie, czy nie mozna znalezé czego$ jeszcze ,,prostszego”?
Aby przekonad sie, ze tak, nalezy udaé sie (wystarczy mysla) na stynne rondo
w Bedzinie, przy ktéorym znajduje sie pelny rozjazd tramwajowy zawierajacy
zaledwie osiem zwrotnic. Jego schemat przedstawia rysunek 5. Taka koncepcja
wydaje si¢ bardzo elegancka, oszczedna i, w przeciwienstwie do poprzednio
omowionych rozjazdéw, umozliwia dodatkowo zawracanie. W praktyce
przegrywa jednak choéby ze wzgledu na zajmowang wicksza powierzchnie.
Inna jej wada jest mniejsza przepustowos$é. Pomimo tych niedoskonatosci
ronda torowe mozna spotka¢ rowniez w innych miastach, na przyktad w fLodzi
lub Brukseli. Rondo takie zostalo takze uwiecznione na obrazie Aleksandra
Jedrzejewskiego Luk triumfalny w Paryzu.

Z punktu widzenia czystej matematyki, gdzie przestrzen moze by¢
nieograniczona, a tramwaje jednopunktowe, rondo jest lepszym pelnym
rozjazdem. Jesli interesuje nas pelny rozjazd linii dwutorowych w n kierunkach
(n = 3), koncepcja ronda pozwala go zrealizowaé z wykorzystaniem 2n zwrotnic.
Czy mniejsza liczba jest osiagalna? Dla n = 3 do budowy ronda potrzeba szesciu
zwrotnic, czyli doktadnie tyle, ile wymaga , klasyczny” rozjazd.

1



lNL

«— «—
w E
— —
Rys. 6

Rys. 7

Ponizej mozna zobaczy¢ takze dwa nowe pomysty.
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Teraz, w ramach odskoczni od podziwiania schematéw, wykazemy, ze
najmniejsza mozliwg liczba zwrotnic pelnego rozjazdu linii dwutorowej w trzech
kierunkach jest... 4.

Schemat rozjazdu mozemy traktowac jako graf nieskierowany, ktérego
krawedziami sa odcinki toru, a wierzchotkami rozgalezienia, czyli zwrotnice.
Do wierzchotkéw mozemy takze zaliczy¢ wlotowe i wylotowe odcinki. Dla
pelnego rozjazdu linii dwutorowej w trzech kierunkach mamy wigc szesé
wierzchotkéw o stopniu 1 i pewnag liczbe wierzchotkéw stopnia 3, czyli zwrotnic.
Kazdy odcinek toru ma dwa korice (albo sa to zwrotnice, albo liscie ,na
krawedzi schematu”), wiec suma stopni musi by¢ parzysta, czyli po odjeciu
parzystej liczby lisci dostajemy liczbe parzysta bedaca trzykrotnoscia liczby
zwrotnic. Zwrotnic musi zatem by¢ parzyscie wiele. Gdyby byto to zero lub
dwa, wtedy caly graf mialby albo szes¢ wierzchotkéw i trzy krawedzie, albo
osiem wierzchotkéw i sze$é¢ krawedzi, czyli nie moégtby by¢ spéjny. Jednak od
kazdego wjazdu istnieje Sciezka do kazdego wyjazdu, stad wynika, ze graf
pelnego rozjazdu jest zawsze spojny, co jest mozliwe dopiero przy wykorzystaniu
co najmniej czterech zwrotnic.

W przedstawionym dowodzie nie wykorzystaliSmy wszystkich wlasnosci pelnego
rozjazdu, wiec Czytelnik Ostrozny zapewne oczekuje potwierdzenia, ze cztery
zwrotnice naprawde wystarcza. Takim potwierdzeniem jest rysunek 6, ktéry
przedstawia optymalny, tj. wykorzystujacy minimalng liczbe zwrotnic, pelny
rozjazd linii dwutorowej w trzech kierunkach. Latwo zauwazy¢ jego praktyczng
nieprzydatno$¢, rozwazajac przejazd tramwaju z péinocy na zachdod.

Skoro udzieliliSmy odpowiedzi dla n = 3, mozemy sie pokusi¢ o rozstrzygniecie
kwestii wickszych rozjazdow. Powtarzajac rozumowanie ze stopniami,
otrzymujemy, ze liczba zwrotnic musi by¢ parzysta. Jest catkowicie naturalne, ze
minimalna liczba zwrotnic potrzebna do budowy pelnego rozjazdu jest funkcja
niemalejaca ze wzgledu na n. Wykazemy, ze jest silnie rosnaca.

Niech bedzie dany rozjazd optymalny w n + 1 kierunkach i wyobrazmy sobie
likwidacje jednego dwutorowego odcinka oraz wszystkich elementéw rozjazdu,
ktére od tego momentu nie beda potrzebne. Oznacza to usuniecie z grafu dwbch
lidci, ktére sa polaczone krawedziami z pewnymi zwrotnicami (mozliwe, ze

z ta sama). Jesli usuwana krawedz dochodzi do zwrotnicy od strony zjazdu,
wystarczy zastapi¢ pozostate dwie krawedzie dochodzace do tej zwrotnicy
przez jedna (zastepujemy zwrotnice prostym odcinkiem). W przeciwnym
przypadku, gdy usuwany jest najazd, zaden przejazd przez zwrotnice nie bedzie
juz mozliwy, wiec usuwamy réwniez pozostale dwie krawedzie wychodzace ze
zwrotnicy. Zauwazmy, ze za kazdym razem usuwamy tylko te odcinki, na ktore
nie da si¢ wjechaé z innego kierunku niz usuwany, czyli procedura nie narusza
zadnej trasy przejazdu pomiedzy nieusuwanymi kierunkami. Po zakonczeniu
procedury zostajemy zatem z rozjazdem pelnym w n kierunkach. Usuwajac
jeden dwutorowy odcinek wychodzacy z rozjazdu, musimy usunaé co najmniej
dwie zwrotnice, czyli minimalna liczba zwrotnic dla n jest mniejsza przynajmniej
o dwa od minimalnej ich liczby dla n + 1.

Powyzsze rozumowanie prowadzi (dzieki indukeji matematycznej) do
oszacowania liczby zwrotnic koniecznej dla pelnego rozjazdu w n kierunkach

od dotu przez 4 4+ 2(n — 3) = 2n — 2. Pozostaje pytanie, czy taki optymalny
rozjazd istnieje dla kazdego n? Odpowiedz jest twierdzaca, a jedna z mozliwych,
og6lnych metod konstruowania takich rozjazdéw przedstawia rysunek 7.
Zauwazmy, ze ta metoda dla n = 3 daje inne optymalne rozwiazanie od
przedstawionego wczesnie;j.

Tak okreslone rozwiazania optymalne umozliwiaja zawracanie z kazdego
kierunku. Na pewno mozna uniemozliwi¢ zawracanie z jednego kierunku
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(por. rys. 6). Jaka jest minimalna liczba zwrotnic, jedli zazadamy, aby
zawracanie byto w ogdle niemozliwe? Co mozna powiedzieé, jesli sprobujemy
dodatkowo zminimalizowa¢ liczbe zwrotnic, przez ktére nalezy w najgorszym
wypadku przejechaé¢ podczas pokonywania rozjazdu? Z tymi pytaniami
pozostawie Czytelnika, a to jeszcze nie koniec.

W dotychczasowych rozwazaniach omawialiémy przypadek linii dwutorowych

i (poza jednym przykladem) wszystkie odcinki pojedynczego toru w obrebie
rozjazdu byty jednokierunkowe. By¢ moze Czytelnik Obeznany z Teoria
Grafow dostrzegt, ze problem optymalnego rozjazdu pelnego mozna w takim
przypadku stosunkowo tatwo wyrazi¢ w jezyku graféw skierowanych, naktadajac
odpowiednie ograniczenia na stopnie wierzcholkéw oraz zadajac istnienia
odpowiednich skierowanych $ciezek pomiedzy lié¢mi. Istnieja jednak réwniez
linie jednotorowe, po ktérych odbywa sie ruch wahadtowy. W tym przypadku
$cidle formalny opis problemu optymalnego rozjazdu pelnego bylby nieco
bardziej skomplikowany. Ze wzgledu na szczegdlne wlasnosci zwrotnic nie
wystarczy mowié o skierowaniu krawedzi. Poszukiwanie eleganckiego formalizmu
pozostawiam Czytelnikom Zmotywowanym. Wykazanie, ze pelny rozjazd linii
jednotorowych w n kierunkach (n > 3) wymaga uzycia co najmniej n zwrotnic,
jest bardzo podobne do przedstawionych rozwazan na temat linii dwutorowych.

Optymalne rozjazdy w tym przypadku réwniez nie wydaja sie atrakcyjna
propozycja dla projektantéw rzeczywistych torowisk.

Ciekawie robi sie, gdy rozwazamy pelny rozjazd pewnej liczby linii dwutorowych
i pewnej liczby linii jednotorowych. W rzeczywistosci, gdy linie jednotorowa

a jednokierunkowym.

nalezy potaczy¢ z linia dwutorowa w dwéch kierunkach, projektanci torowisk
zwykle siegaja po rozwigzania wymagajace siedmiu zwrotnic, takie jak na
rysunkach 8 i 9. Wiedzac, jak wyglada optymalny pelny rozjazd dla linii
dwutorowych w trzech kierunkach, tatwo domyslamy sie, jak rozwiazac
ostatni problem przy uzyciu pigciu zwrotnic. Tu moze pojawié si¢ pytanie,
czy to ,najlepsze”, co da sie wymysli¢? Czy polaczenie pieciu pojedynczych
toré6w moze by¢ ,trudniejsze” od polaczenia szesciu? Okazuje sie, ze tak!
Ten ,paradoks” wynika z istotnej réznicy pomiedzy torem dwukierunkowym

Podobnie jak poprzednio mozemy przeanalizowaé sume stopni wierzchotkéw
schematu i zauwazy¢, ze tym razem zwrotnic musi byé nieparzyscie wiele. Moze
wystarcza trzy? Bazujac na wczedniej opisanym rozumowaniu na temat usuwania
toréw i zwrotnic, mozemy stwierdzi¢, ze po usunieciu jednego z dwutorowych
odcinkéw (zalézmy, ze chodzi o wjazd/wyjazd ze wschodu) pozostaly uklad
toré6w nadal bedzie umozliwial przejazd z nieusunietej linii dwutorowej na
jednotorowa w obu kierunkach (W S). Procedura wiazalaby sie z usunieciem co
najmniej dwéch zwrotnic. Gdyby poczatkowy pelny rozjazd zawieral tylko trzy
zwrotnice, po wspomnianym demontazu pozostataby dokladnie jedna. Latwo
zauwazy¢, ze wyglad takiego jednozwrotnicowego rozjazdu jest wyznaczony

jednoznacznie.

Gdybysmy z poczatkowego ukladu o trzech zwrotnicach
usuneli tylko jeden jednokierunkowy wylot, musiatyby
pozostaé dwie zwrotnice i taki uktad umozliwiatby
przejazd w czterech relacjach (W< S, E— S oraz

W <« E). Ponadto od tego momentu demontaz jednej
zwrotnicy (i odpowiedniego odcinka toru) prowadzi

do wspomnianego wczesniej prostego potaczenia linii
dwutorowej w jednotorowa. Gdy jednak rozwazymy
kazda ze stosunkowo niewielu mozliwoéci rozbudowy
uktadu z jedng zwrotnica, okaze sig¢, ze zadna nie
pozwala na przejazd w oczekiwanych czterech relacjach.
Otrzymujemy wiec, ze poczatkowy uktad z trzema
zwrotnicami nie mégl by¢ pelnym rozjazdem.

Przedstawione rozwazania nie sa $cidle formalne,
a przydatnosé uzyskanych wynikéw moze si¢ wydawacé
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watpliwa. Jest w tym jednak pewien powtarzajacy

sie w historii matematyki wzorzec, gdy obserwacje
rzeczywistosci prowadza do nietrywialnych uogdlnien.
By¢ moze przedstawione tu podwaliny teorii torowisk (7)
sa jednostkowa ciekawostka dla mitosnikéw matematyki
rekreacyjnej (i/lub komunikacji miejskiej), a moze
znajdzie si¢ Smiatek chetny kontynuowaé¢ badania

na tym polu? Mozna zastanowi¢ sie nad liczba
koniecznych skrzyzowan, rozwazaé rozjazdy z réznorodna,
liczba wjazdéw i wyjazdéw albo zwrdcié uwage na
obciazenie/przepustowosé (tu mozna np. zastosowaé
osiagniecia teorii sieci przeplywowych) poszczegdlnych
odcinkéw toru przy ustalonym (choéby réwnomiernym)
wykorzystaniu wszystkich relacji... Matematyka jak
kazda inna.



,Ciemnos¢ widze, widze ciemnos¢!”,
czyli o ciemnej materii stéw kilka

* Centrum Fizyki Teoretycznej PAN

Wojciech A. HELLWING*

Wspblczesna kosmologia i astrofizyka oparte sa na modelu Wszechswiata,

w ktérym okoto 30% calej gestosci energii przypada na materi¢ niebarionows,
czyli egzotyczna forme materii, zwang ciemna materia (CM). Jest jej okolo

6 razy wiecej niz zwyktej materii barionowej, czyli takiej, z jakiej sktadaja

sie nasze ciala, planety, gwiazdy i mgtawice. W tym artykule postaram sie
przyblizy¢ obecny status i prognozy na przysztosé jakze pasjonujacego problemu

ciemnej materii.

Co méwig niebiosa?
Obserwacyjne przestanki za ciemnq materig

Idea, ze w naszym kosmosie jest o wiele wiecej
materii nieSwiecacej oraz ze wystepuje ona w postaci
egzotycznych czastek, dojrzewala w umystach uczonych
bardzo dtugo. Jednak gwattowny rozwdj technik
obserwacyjnych w astronomii pozagalaktycznej,

jaki mial miejsce w ciagu ostatnich kilku dekad,
dostarczyt nam tak wielu przestanek obserwacyjnych
istnienia ciemnej materii, ze obecnie niebarionowa
ciemna materia jest powszechnie akceptowanym
sktadnikiem standardowego modelu kosmologicznego.
Model ten to spéjny obraz opisujacy Wszechswiat

i jego ewolucje, od skal subatomowych do horyzontu
Hubble’a oraz od ulamkéw sekundy po Wielkim
Wybuchu do czaséw obecnych — prawie 14 miliardéw
lat pézniej. Kluczowe dla rozwoju idei ciemnej materii
byly obserwacje gromad galaktyk i zaskakujacy
problem brakujacej masy w zewnetrznych czesciach
galaktyk spiralnych. Obecnie bardzo silne przestanki
0 istnieniu ciemnej materii pochodzg z pomiaréw
obejmujacych znacznie szersze skale czasowe

i przestrzenne.

Chyba najsilniejszego argumentu dostarczaja nam
obserwacje mikrofalowego promieniowania reliktowego,
czyli mikrofalowej poswiaty, jaka dotrwala do naszych
czasOw, a ktora pochodzi z epoki, gdy kosmos byl mtody
i goracy. Analiza fluktuacji temperatury promieniowania
reliktowego na sferze niebieskiej ujawnila szereg
charakterystycznych skal, dla ktérych pojawiaja sie
maksima. Za piki te odpowiadaja oscylacje akustyczne
w goracej zupie pierwotnej plazmy, promieniowania

i ciemnej materii, ktéra wypelniata Wszechswiat, gdy
ten byt bardzo mtody. Okazuje sig, ze prosta fizyka
oscylacji akustycznych w plazmie przewiduje, jak na
rozmiary oraz amplitude tych pikéw wptywaja dwa
podstawowe, a niezalezne od siebie czynniki: ilosé
materii barionowej we Wszech$wiecie oraz catkowita
ilos¢ materii we Wszech$wiecie. Obserwatoria kosmiczne,
takie jak COBE, WMAP i Planck, dostarczyly nam

tak doktadnych pomiaréw fluktuacji promieniowania
tla, Zze z obserwowanej zaleznosci pozycji i amplitudy
maksiméw akustycznych z bardzo duzym statystycznym
prawdopodobienstwem (40 sigma!) wynika, ze w mtodym
Wszechéwiecie byto 6 razy wiecej catkowitej materii

niz materii barionowej, a zatem wskazuja na ¥ =7
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uérednione dla calego Kosmosu (Y to tzw. stosunek
masy do Swiatla, o ktérym pisalem w poprzednim
numerze, czyli z grubsza stosunek calkowitej masy do
masy materii barionowej).

Inne silne dowody na istnienie niebarionowej ciemnej
materii dostarcza nam Ogolna Teoria Wzglednoéci. OTW
przewiduje istnienie takiego zjawiska jak soczewkowanie
grawitacyjne, gdzie masywne cialo (jak np. gromada
galaktyk lub duza galaktyka eliptyczna) powoduje

na tyle mocne znieksztalcenie czasoprzestrzeni, ze bieg
promieni §wietlnych w okolicach takiego obiektu

ulega zakrzywieniu. W konsekwencji obserwator moze
rejestrowacé znieksztatcone i wzmocnione obrazy
galaktyk tta znajdujacych si¢ daleko za taka ,,soczewka”.
Takie zjawiska nazywamy silnym soczewkowaniem
grawitacyjnym. Stabe soczewkowanie, w odréznieniu od
silnego, polega na bardzo niewielkich znieksztalceniach
obrazéw odleglych galaktyk tta przez materie
zgromadzong na wielkich skalach w kosmicznych
strukturach pomiedzy tlem a obserwatorem. Efekty
silnego soczewkowania mozemy rejestrowaé dla
pojedynczych obrazéw i pojedynczych soczewek, zas
efekty stabego soczewkowania sa mierzalne dopiero po
usrednieniu efektu z obrazéw setek lub nawet tysiecy
galaktyk tta. Liczne silne soczewki, jakie obserwujemy,
umozliwiaja nam oszacowanie na Y od 10 do 100

w galaktykach i T ~ 10 w gromadach galaktyk, zas
pomiary stabego soczewkowania sugeruja T = 7 dla
wielkoskalowej struktury.

Soczewkowanie grawitacyjne pozwala na relatywistyczne
oszacowanie catkowitej masy. W przypadku wielu
gromad galaktyk otrzymujemy réwniez pomiary
temperatury goracego zjonizowanego gazu znajdujacego
sie pomiedzy galaktykami. Gaz ten rozgrzany przez
Sciskajace dzialanie grawitacji gromady emituje
promieniowanie rentgenowskie. Jezeli gaz pozostaje

w rownowadze z resztg gromady, to jego temperatura
zalezy od calkowitej grawitacji (a wiec i masy) gromady.
Dodajac do tego informacje o dyspersji predkosci
sktadnikow gromady, mozemy poréwnaé wszystkie trzy
niezalezne oszacowania catkowitej masy grawitujacej.

W przypadku wigkszoéci znanych gromad, co do ktérych
dysponujemy pomiarami pozwalajacymi dokonaé
oszacowania masy wszystkimi trzema metodami,
obserwacje znowu wskazuja na Y ~ 10, a zatem na
istnienie ciemnej materii.



Kolejny istotny posredni dowdd na istnienie ciemnej
materii w postaci innych czastek niz dobrze znane nam
bariony pochodzi z rozwazan dotyczacych pierwotnej
obfitosci pierwiastkéw lekkich (gléwnie takich jak
Deuter, Hel-3, Hel-4 i Lit-7). Pierwiastki lekkie, do
Berylu wlacznie, powstaly w ciaggu pierwszych trzech
minut po Wielkim Wybuchu w procesie tzw. pierwotnej
nukleosyntezy. Wszystkie cigzsze pierwiastki powstaty
znacznie pdzniej w procesach zwiazanych z ewolucja,
gwiazd (z wyjatkiem oczywiscie Helu-4, ktory jest
nieustannie syntezowany w jadrach gwiazd ciagu
gléwnego). Mierzac obfitoéé tych lekkich pierwiastkéw
w jalowej materii miedzygalaktycznej, mozna dosé
doktadnie oszacowaé, jaka byla obfitos¢ pierwotna.
Okazuje sie, ze obserwowane obfitosci naktadaja
bardzo silne ograniczenia na ogdélna liczbe nukleonéw,
ktore moga istnie¢ we Wszechéwiecie. Najnowsze
pomiary wskazuja, ze calkowity wklad do gestosci
Wszeché§wiata od nukleonéw nie moze przekraczaé¢ 5%,
co w zestawieniu z tym, ze szacunkowa calkowita

ilosé materii (np. wynikajaca z pomiaréw fluktuacji
promieniowania tla) daje wklad okoto 35%, znowu
kieruje nas do konstatacji, ze musi istnie¢ okoto

6 razy wiecej ciemnej materii niz materii zawartej

w nukleonach.

W koricu jeszcze jedna bardzo wazng przestanka na
korzy$é hipotezy ciemnej materii, jaka warto tutaj
przytoczyé¢, sa obserwowane wlasnosci wielkoskalowej
struktury Wszech§wiata. Wczesniej dyskutowane
obserwacje albo dotyczytly skal galaktyk i ich gromad,
ktore sa mate, jezeli zestawione z rozmiarami calego
Wszechéwiata, albo wczesnych etapow jego ewolucji.
Totez pomiary ewolucji i wlasnosci struktury, w jaka
ukladaja sie galaktyki w najwiekszych skalach,
uzupelniajg nam wazna luke w skalach czasowych

i przestrzennych, z ktorych czerpiemy argumenty za
istnieniem ciemnej materii. Gdy zestawimy ze soba
obserwowang obfitoéé¢ galaktyk, fakt ich uktadania sie
w strukture wielkiej pajeczyny (tzw. kosmiczna sieé) oraz
predkosci, z jakimi galaktyki pola (czyli te, ktére nie
naleza do zadnych gromad) poruszaja sie w Kosmosie,
dojdziemy do wniosku, ze wszystkie te obserwacje daja
sie wyjaénié¢ tylko wtedy, gdy przyjmiemy, ze wktad CM
do caltkowitej gestosci energii Wszech§wiata jest na
poziomie 20-40%. Uwzgledniajgc niepewnosé tych
pomiaréw, wynik ten doskonale zgadza sie z iloscia
ciemnej materii, na jaka wskazuja wszystkie poprzednio
wspomniane obserwacje.

Co w detektorze piszczy?
Detekcja ciemnej materii, stan obecny

Naukowcy na przestrzeni lat zaproponowali wiele
hipotez dotyczacych fizycznej natury ciemnej materii.
Po drodze udalo sie wykluczy¢, ze za ciemng materie
moga odpowiadaé , kosmiczne Smieci”, czyli gruz

w postaci roju malych planet, gwiazd i asteroid. Tutaj
niepos$lednia role odegral polski program OGLE (The
Optical Gravitational Lensing Ezperiment, Eksperyment
Soczewkowania Grawitacyjnego). Ciemna materia
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nie okazaly si¢ tez kosmiczne neutrina. Mimo ze
czastki te maja wszystkie pozadane cechy kandydata
na ciemna materie, ich masa spoczynkowa jest za
mala, by odpowiadaé za wiecej niz zaledwie 3% calej
CM. Nie udalo sie tez wyjasni¢ zagadki brakujacej
masy za pomocg réznych propozycji zmieniajacych
prawa fizyki, takich jak np. stynna hipoteza MOND
(MOdified Newtonian Dynamics). MOND dzialal niezle
na skalach galaktycznych, ale nie byl w stanie wyjasnié¢
ani wlasnoéci mikrofalowego promieniowania tta, ani
dynamiki gromad galaktyk bez dodatkowej ciemnej
materii. W konicu i hipoteza o tym, ze za ciemna materie
odpowiada wielka liczba pierwotnych czarnych dziur,
ktore sa reliktem z czaséw mtododci Wszech$wiata,
rowniez nie przetrwala préby czasu.

Jak wiec wyglada obecnie sytuacja? Ot6z w ramach
standardowego modelu kosmologicznego, A-CDM,
przyjmuje sie, ze za ciemna materie odpowiadaja nieodkryte
jeszcze czastki elementarne, tzw. WIMP-y (Weakly
Interacting Massive Particle), czyli oddzialujace stabo
jadrowo masywne czastki. Od lat najpowazniejszym
kandydatem sg tzw. neutralina, tj. czastki pojawiajace
sie w teorii supersymetrii, zlozone ze zmieszanych
supersymetrycznych odpowiednikéw fotonu, bozonu

Z i dwoch skalarnych bozonéw Higgsa. Takie hipotetyczne
neutralina mogly powstaé¢ we wezesnym Wszechs$wiecie jako
produkt uboczny pierwotnej kipieli termicznej — w obfitosci
odpowiedniej, by by¢ idealnym kandydatem na tzw. zimna
ciemng materie.

Alternatywa dla supersymetrycznych neutralin jest
sterylne neutrino. To tez WIMP, ale nie wymaga
wprowadzenia supersymetrii. Czastka taka pojawia sie
w minimalnym rozszerzeniu modelu standardowego
czastek elementarnych. Sterylne neutrino byltoby
znacznie 1zejsze od neutralin, ale wciaz tysiackrotnie
masywniejsze niz zwykle neutrina. Z uwagi na swoja
mala mase taka czastka bylaby kandydatem na

ciepla ciemna materie. Detekcja sterylnego neutrina

w ziemskich warunkach jest bardzo trudna, a to z uwagi
na fakt, ze te hipotetyczne czastki poza grawitacja
oddzialuja nieznacznie tylko z pozostalymi neutrinami,
ignorujac cala reszte czastek elementarnych.

Zimna, ciepla czy goraca? Nierelatywistyczne vs Relatywistyczne
predkosci resztkowe. Ciemna materia jako taka nie oddziatuje

z materiag normalng w zwykly sposéb, totez gdyby$my do wiadra
pelnego ciemnej materii wsadzili zwykly termometr, to nie pokazatby
on wcale jej temperatury. Méwigc o ciemnej materii gorgca lub
zimna, mamy na my$li to, jak duze sa predkosci resztkowe czastek
danego typu CM. Jezeli ciemna materia powstala w mlodym,

gestym Wszechéwiecie, kiedy znajdowala sie z reszta Wszechswiata

w réwnowadze termodynamicznej, to do dzisiaj jej czastki zachowalyby
charakterystyczne predkosci resztkowe zwigzane z temperatura, jaka
mial Kosmos, gdy ciemna materia powstawala. Jezeli czastki ciemnej
materii sa lekkie, to oddzielily si¢ od reszty pierwotnej zupy, kiedy
Wszechswiat byl jeszcze bardzo goracy, i zachowaly duze predkosci
resztkowe (poréwnywalne z predkoscig $wiatta). O takiej ciemnej
materii méwimy, ze jest goraca (sa nig np. kosmiczne neutrina). Jezeli
czgstki CM sg bardzo masywne (jak np. WIMP-y), to oddzielityby
sie od kosmicznej zupy znacznie pézniej, gdy Wszech$wiat zdazylby
nieco ostygnaé. Taka ciemna materia ma bardzo male predkosci
resztkowe (rzedu m/s) i méwimy, ze jest zimna. Pomigdzy tymi dwoma
scenariuszami znajduje sie cate spektrum innych mozliwosci. Na
przyktad sterylne neutrina nazywane sg ciepla ciemng materia, gdyz
spodziewamy sie, ze ich predkosci resztkowe sa znaczaco wigksze niz
w przypadku WIMP-6w.



W latach 80. XX wieku sita i jako$¢ argumentéw
obserwacyjnych wysuwanych przez astronoméw
spowodowaly, ze fizycy czastek zaczeli na powaznie
braé¢ pomyst istnienia niebarionowej ciemnej materii.
Od tamtego czasu fizycy przeprowadzaja rézne
eksperymenty, ktorych celem jest bezposrednia detekcja
czastki CM na Ziemi. Idea detekcji ciemnej materii

w laboratorium opiera si¢ na zasadzie, jaka stosuje

sie, obecnie juz rutynowo, dla zwyklych neutrin. Ot6z
oczekujemy, ze czastki ciemnej materii z halo Drogi
Mlecznej, przelatujace nieustannie przez Ziemie, od
czasu do czasu zderzaé sie¢ beda elastycznie z jadrami
ziemskich atoméw. Takie zderzenia powoduja efekt
odrzutu jadra (gdyz cze$é pedu czastki CM jest
przekazana jadru). Chociaz energia tego zjawiska

jest bardzo mata, to przy odpowiedniej konstrukcji
detektora jest mozliwa do zaobserwowania. Spotykamy
sie powszechnie z czterema typami detektoréw ciemnej
materii: krysztatowe detektory kriogeniczne, scyntylatory
gazéw szlachetnych, scyntylatory krystaliczne i komory
pecherzykowe. Stosowane tutaj techniki sa bardzo rézne,
lecz we wszystkich detektorach kluczem do sukcesu jest
odpowiednie poznanie szumu, ktéry produkuje sygnat
tta. Poniewaz spodziewamy sie, ze zderzenia czastek
CM z jadrami zachodza bardzo rzadko, to w ziemskich
laboratoriach dominujacym sygnatem jest statystyczne
tlo. Czulo$é¢ takich detektorow zalezy réwniez od
wlasnosci fizycznych kandydata na czastke ciemnej
materii. Chodzi tutaj gtéwnie o mase spoczynkowa, ale
wazne jest réwniez, czy w zderzeniach z jadrami istotny
jest spin czastek CM. Dotychczas zaden spoéréd bardzo
wielu eksperymentow nie potwierdzit bezposredniej
detekcji ciemnej materii. Wiele wstepnie pozytywnych
wynikow po6zniej zweryfikowano jako sygnaly pochodzace
od stabo rozpoznanego tla. Jedynym wyjatkiem

jest wieloletni program DAMA /Nal i DAMA /Libra,

w ktorym czulosé na detekcje jest stosunkowo mala,

ale sygnal jest catkowany wzgledem czasu. W tym
podejsciu szuka si¢ rocznej modulacji w sygnale, ktéra
powinna pojawiaé sie na skutek poruszania sie¢ Ziemi
dookota Stonca i Stonca dookota centrum Galaktyki. Tto
pochodzace z ziemskich zrédet nie powinno podlegaé
takiej rocznej zaleznosci. Totez mozna spodziewadé

sie, ze obserwowana modulacja z roczna czestoscia
powinna pochodzi¢ od sygnalu pozaziemskiego,

czyli od halo ciemnej materii, w ktérym porusza si¢
Ziemia. W ciagu ostatnich dwéch dekad obserwacji
eksperymenty DAMA rzeczywiscie zanotowaly taki
sygnal o rocznej czestosci. Interpretacja, ze zrédtem
sygnalu DAMA jest ciemna materia, stoi jednak

w sprzecznosci z brakiem bezpoéredniej detekcji we
wszystkich pozostalych eksperymentach. Dlatego kwestia
ta jest wciaz przedmiotem zywej debaty uczonych.

W czasie gdy w ziemskich laboratoriach fizycy poluja
na nieuchwytne czastki ciemnej materii, swojej broni
nie zlozyli jeszcze astronomowie. Okazuje sie bowiem,
ze zarowno neutralina, jak i sterylne neutrina moga
nam dac o sobie zna¢ za pomoca sygnaléw z obiektéw
astrofizycznych. Neutralina sa swoimi wlasnymi
antyczastkami, a zatem ulegaja same ze soba procesowi
anihilacji, w ktorym emitujg kwant promieniowania
gamma. Taki sygnal jest proporcjonalny do kwadratu
gestosci neutralinowej ciemnej materii, a wiec byltby
mozliwy do wykrycia tylko z najbardziej centralnych
obszaréw halo ciemnej materii. Tylko $rodek halo naszej
wlasnej Drogi Mlecznej oraz kilka galaktyk satelitarnych
sa na tyle blisko, by méc oczekiwaé rejestracji takiego
sygnalu. Nasze orbitalne teleskopy gamma (takie

jak FERMI-sat) wciaz go poszukuja. Niestety sa

inne astronomiczne obiekty, ktére moga imitowaé
sygnal gamma od anihilacji neutralin. Mowa tutaj na
przyktad o duzej populacji gwiazd neutronowych. Totez
wyluskanie czystego sygnalu gamma od ewentualnej
ciemnej materii z tla astrofizycznego jest nie lada
problemem. Podobnie sprawa ma sie w przypadku
sterylnego neutrina. Ta czastka nie ulega samoanihilacji,
ale jest niestabilna i rozpada sie, emitujac foton
promieniowania rentgena. Sygnal pochodzacy od tego
typu rozpadéw bytby proporcjonalny do gestosci ciemnej
materii. Obecnie réwniez trwaja poszukiwania $ladow
takich sygnaléw i chociaz pojawialy sie doniesienia

o zaobserwowaniu sygnaléw z kierunku galaktyki

w Andromedzie czy Gromady w Perseuszu, to wciaz
trwa debata, czy sygnaly te pochodzg z rozpadu ciemnej
materii, czy od zwyczajnych obiektéw astrofizycznych.

Dlaczego to jest istotne?

Wiedza o fizycznej naturze i elementarnych wlasnoéciach czastek ciemnej
materii jest kluczowa dla lepszego poznania i zrozumienia proceséw rzadzacych
powstawaniem struktur i galaktyk w Kosmosie. Bez konkretnej wiedzy

o CM nie sposéb zrozumieé, w jakiej czesci za ewolucje i powstawanie
galaktyk odpowiadaja skomplikowane procesy zwiazane z powstawaniem
gwiazd i ewolucja gazowego osrodka miedzygwiezdnego, a w jakiej bardziej
fundamentalne prawa fizyki (np. teoria grawitacji) i sam model kosmologiczny,
ktory opisuje caly Wszechswiat. Gdybysmy znali dokladnie wtasnosci ciemnej
materii na poziomie kwantowym i czasteczkowym, to wtedy mozna by
przewidzieé, jak jej wlasnosci powinny manifestowaé sie w obserwowanych
cechach oraz w ewolucji galaktyk i ich satelitéw. Bytby to wéwczas bardzo
powazny test calej naszej wiedzy o fizyce powstawania galaktyk i o ewolucji
Wszech$wiata. Dobrze tez byloby w koncu wiedzieé, z czego tak naprawde
sklada sie 6/7 masy grawitujacej we Wszech$wiecie!
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Do czego stuza zeby?

Pytanie tytutowe brzmi glupio, a odpowiedZ wydaje si¢ oczywista.
Przezywali$my, raczej nieSwiadomie (nasza mama bardzo $wiadomie),
y,wyrzynanie sie” zebéw mlecznych, ktére po kilku latach ulegly wymianie (raczej
bezbolesnie) na nowe, stale. Kazdy posilek rozpoczyna sie od zebéw. Maja
prawo sie zuzywac. Te stale sa w naszym zyciu OSTATNIE! Zatem czekaja

nas wizyty u dentystéw, a w koncu i u protetyka. Mosty, protezy, implanty. . .
Po drodze duzo bélu i komplikacji. Czy wspolczesna nauka potrafi cos dla tego
finalnego etapu zrobié¢?

Krokodyle zmieniaja ze¢by 50 razy w zyciu, dzigki komérkom macierzystym
znajdujacym sie w zebach tych kregowcéw. U ludzi komérki macierzyste
znajduja sie gtéwnie w zebach mlecznych, w zebach stalych jest ich mniej

i ich liczba z wiekiem maleje. Pobrane komoérki mozna przechowywaé

w regulowanych warunkach: w temperaturze —190°C, do 25 lat. Juz dzi§ mozna
by zaprojektowaé i skonstruowaé za pomoca drukarki 3D biokompatybilne
rusztowanie i na nim osadzi¢ komérki macierzyste. Ze szkliwem musieliby sobie
poradzi¢ inni bioinzynierowie, wykorzystujac biatka, ktére wspieraja tworzenie
uporzadkowanej mineralnej struktury. Ta wiadomo$é zainteresuje na pewno
zgrzytajacych zebami albo ze szkliwem wrazliwym na kwasy.

Zeby z rozwijajaca sie prochnicg nie sg zdolne do autoregeneracji. Ale u myszy,
ktérym podano jeden z lekéw stosowanych w leczeniu choroby Alzheimera, zeby
zdrowialy. Ostrzegam: do zastosowan u ludzi — droga daleka.

Umiemy juz w pewnych przypadkach sterowa¢ regeneracja kosci, korzystajac
z wytworzonych w laboratoriach materialéw kosciotworczych. Obecnie stosuje
si¢ juz takze wydzielona z krwi pacjenta fibryne, co pozwala zmniejszyé stan
zapalny po powazniejszych zabiegach w jamie ustnej.

Cierpiacych na choroby uzebienia moze zainteresuje (jezeli nie pocieszy)
informacja, ze badania archeologiczne zebéw przyczynity sie znacznie

do wzbogacenia wiedzy o historii naszego gatunku oraz o chorobach
trapiacych ludzi przez tysiaclecia. Zeby przez setki i tysiace lat moga
zachowa¢ DNA wlasciciela, a takze DNA obecnych w jego ciele bakterii.

Tak wlasnie zainteresowano sie DNA bakterii Yersinia pestis, powszechnie
znajdowanym w zebach ofiar dzumy. Badano cmentarzyska z epoki Justyniana
(Konstantynopol, V do VII wiek n.e.), §redniowiecza (cala Europa) i z drugiej
potowy XIX wieku (w Chinach).

Uczeni z Uniwersytetu w Kopenhadze przeanalizowali 89 mld fragmentéw DNA
z zebéw 101 0s6b pochowanych w epoce brazu — u siedmiu z nich znaleziono
DNA Y. pestis. W innych badaniach przeanalizowano bakteryjny DNA z tysiecy
cmentarzy Sredniowiecznych w Europie. Z poréwnan genomoéw wspdlezesnych
bliskich gatunkowo bakterii wysnuto wniosek, ze wspdtczesna Yersinia pochodzi
od przodka zyjacego 5783 lata temu, co przesuwa w glab historii dotychczasowe
oceny czasu jej wystepowania. Juz te starozytne szczepy niosa podstawowe geny
wirulencji, czyniace bakterie niebezpieczna i wysoce zjadliwa. W europejskich
okresach zabijata ona do 50% ludnosci. Oczywiscie nie znano wéwczas czynnika
sprawczego — z wydziatu medycyny w Paryzu wystano list do kréla upatrujacy
zrédla zarazy w koniunkcji trzech planet (1345 r.). Dzi§ wiemy, ze bakterie
przenoszone byty przez pchly ze szczuréw, ktore gniezdzily sie na statkach
handlowych. Znaczenie higieny dla zdrowia zostato dostrzezone dopiero

w XIX wieku, a bakterie Y. pestis wyizolowano w Hongkongu w 1894 roku.
Nazwana zostala imieniem odkrywcy, bakteriologa Alexandra Yersina, ktéry
wytworzyl réwniez pierwsza szczepionke.

Wspbétczesna dzuma dymienicza nieleczona konczy sie w 80% przypadkdéw
$miercia w ciagu o$miu dni. Smiertelnosé nieleczonych ofiar dzumy plucnej
wynosi 90-95%. Bakterie-sprawcy wrazliwe sg na cefalosporyny III generacji,
gentamycyne, ciprofloksacyne i tetracykliny; istnieja takze szczepionki oparte na
ostabionych szczepach Yersinii.

Magdalena FIKUS



Niniejszy odcinek jest ostatni z serii.
Przez niemal rok, wraz z Lukaszem
Rajkowskim, prébowali$§my pokazaé
Czytelnikowi, co ciekawego, a przede
wszystkim — co zaskakujacego, wigze sie
z kryptologia. Nasza wielka nagroda
bedzie, gdy — po przeczytaniu tych

9 odcinkéw — choé niewielka czegéé
Czytelnikéw chociaz przez chwile zawaha
sie, gdy w zyciu codziennym bedzie
stwierdzad, ze czego$ si¢ nie da...

Prezentowane w tym artykule protokotly
sa bezpieczne w modelu pasywnym, tzn.
zakladamy, ze uczestnicy nie oszukujg
(nie wysylaja niepoprawnych
komunikatéw), a sg tylko ciekawscy

i chcieliby — z tego co legalnie widzg —
wywnioskowaé wiecej, niz by¢ moze
powinni (moga réwniez dzialaé

w porozumieniu). Dodatkowo musimy
zalozy¢ t < n/2 oraz przyjaé, ze co
najwyzej t uczestnikéw jest w zmowie.
W przypadku przeciwnikéw aktywnych
(oszukujacych podczas protokolu) istniejg
inne — bardziej skomplikowane
protokoty, ktére potrafig zapewnié
bezpieczenstwo, gdy oszustéw jest mniej
niz n/3.

A jednak sie da (IX),

czyli saga kryptologiczna w odcinkach.
Tym razem: o obliczeniach wielopodmiotowych.

Tomasz KAZANA

Punktem wyjécia naszych rozwazan bedzie podzial sekretu pomiedzy n oséb
(o ktérym pisaliémy wiecej w A2,). To znaczy: zalézmy, ze chcemy pewna tajna
liczbe

ze{0,1,....,p—1}

(p to pewna ustalona duza liczba pierwsza, np. p=19134702400093278081449423917)
rozproszy¢ pomiedzy zbior oséb A = (A4, ..., A,) w taki sposéb, aby:

e kazda z nich dostala pewien udzial w postaci liczby x; € {0,...,p — 1}, oraz

e dowolna ich t-osobowa podgrupa nie byla w stanie odtworzyé z (analizujac
swoje udzialy), ale juz (kazda) podgrupa (¢ 4+ 1)-osobowa zawsze mogta to
zrobié.

Powyzszy problem da sie rozwiazaé¢ dla dowolnego 0 < ¢ < (n — 1), szczegdly
znajduja sie w artykule cytowanym wyzej. Ogdlna idea (pochodzaca od
Adiego Shamira) polega na tym, ze losujemy dowolny wielomian w stopnia ¢
(o wspélezynnikach w; € {0,...,p — 1}) o wyrazie wolnym réwnym z. Nastepnie
ustalamy dowolne niezerowe (i parami rézne) elementy y; i okreSlamy

2 = (w(y:) mod p).
Okazuje sie, ze tak zdefiniowane udzialy spelniaja nasze pierwotne zalozenia.
Dzi$ jednak bedziemy chcieli osiagnaé znacznie wiecej. To znaczy, zapragniemy
na podzielonych sekretach rachowad!

Przyjmijmy, ze sekrety sa dwa: a,b € {0,...,p — 1} oraz ze osoba o numerze i
ma udzialy w obu (w postaci liczb a;,b; € {0,...,p — 1}). Chcemy teraz
opracowaé taki protokol, ktéry umozliwi wszystkim n osobom dokonanie
wspolnych obliczen, po ktorych osoba i otrzyma pewna wartosé ¢;. Oczekujemy,
ze tak obliczone elementy {¢; }1<i<n razem beda stanowi¢ podzial sekretu dla
(rozwazamy trzy przypadki):

1. ¢e=a+b (mod p);
2. ¢=k-a (mod p) (k jest publicznie znang stala);
3. c=a-b (mod p).

Banalne rozwiagzanie polega na odtworzeniu a i b, obliczeniu ¢ oraz dokonaniu
nowego podziatu, wedtug oryginalnego protokotu. Nasz cel jest jednak
ambitniejszy: chcemy rozproszy¢ c, ale w taki sposob, aby bezposrednia
informacja o a i b nie zostala na zadnym etapie przez nikogo (przez zadnego
uczestnika badz ich podgrupy o ograniczonej liczebnoéci) jawnie odtworzona. Jak
to zrobic¢?

Przypadek pierwszy i drugi jest latwy (Zajmiemy sie tylko pierwszym. Niech
drugi pozostanie jako latwe ¢wiczenie.) i nie wymaga nawet zadnej komunikacji
pomiedzy stronami. Wystarczy, ze osoba ¢ przyjmie ¢; := a; + b; mod p i wszystko
bedzie w porzadku. Dlaczego? Przypomnijmy sobie tylko, czym jest a; oraz b;.
Wiemy przeciez, ze

a; = wq(y;) (mod p) oraz  b; = wy(y;) (mod p),
dla pewnych wielomianéw w, oraz wy,. Wtedy oczywiscie

a; + b; = (wa + wp)(y;) (mod p),
co oznacza, ze (z definicji) elementy a; + b; stanowia podzial sekretu dla wyrazu
wolnego wielomianu (w, + wp) modulo p. Ten jednak wynosi (a + b) modulo p,
gdyz wyrazem wolnym w, musi by¢ a, a wyrazem wolnym wy, jest b.

Powyzsze rozwiagzanie rodzi pokuse, aby analogicznie rozwiaza¢ przypadek trzeci.
To znaczy, aby kazda z 0séb przyjela ¢; = a; - b; mod p, jako ze a - b (mod p) jest
wyrazem wolnym wielomianu w, - w, modulo p. Niestety, jest to rozwigzanie
bledne. Problem bierze si¢ stad, ze mnozenie dwéch wielomianéw stopnia ¢
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* Czytelnik zaznajomiony z algebra
liniowg oraz z pojgciem macierzy
Vandermonda powinien by¢ w stanie
odtworzy¢ odpowiednie przeksztalcenie
liniowe. Nie twierdzimy jednak, ze jest to
zadanie bardzo tatwe.

Gdy piszemy grupa obliczy

qg= f(s1,...,sn), to mamy na my§li, ze
kazdy z uczestnikéw protokolu po jego
zakonczeniu pozna pewne g; takie, ze
wszystkie ¢; razem stanowig podzial q.
Nastepnie wszyscy powinni upublicznié
swoje q;, aby kazdy uczestnik mégt
faktycznie poznaé¢ wartosé q. Kluczows
cechg tego protokotlu jest, ze rzeczywiscie
jedyna nowg informacja na temat
(81,...,8n), ktéra pozna kazdy z jego
uczestnikow, jest wlasnie q. Wszelkie
informacje posrednie pozostang tajne.

** Potencjal podobnego kalibru mozna
wyczué réwniez w kilku innych pomystach
kryptologicznych, takich jak blockchain,
szyfrowanie homomorficzne czy dowody
z wiedzq zerowgq.

daje wielomian stopnia 2¢. A my przeciez chcemy koniecznie otrzymacé stopien ¢
(w przypadku dodawania ten problem nie wystepowal)! Rozwiazanie jest tutaj
nieco bardziej skomplikowane.

Mnozenie podzielonych sekretéw

Pierwszy krok jest taki sam, jak w naiwnym rozwiazaniu wyzej. To znaczy,
faktycznie kazdy z uczestnikéw protokolu mnozy a; przez b;, otrzymujac
pewne g;. Zanim przejdziemy do szczegdtéw kolejnego kroku, potrzebujemy
jeszcze kilku oznaczen. Oznaczmy wiec wielomian (w, - wp) modulo p przez h.
Woéwezas wyraz wolny h to a - b modulo p (tak jak potrzeba), natomiast warto$é
9i = a; - by = wa(y;) - wp(y;) = h(y;) (mod p) jest znana osobie i. Problemem jest
tylko stopien wielomianu

h(X)=(a-bmod p)+hy - X +hy- X2+ .. hX' 4+ .. ho X?,
ktory wynosi 2¢. Wprowadzmy wiec (troche na sile) nowy wielomian:

v(X) = (a-bmod p) +hy- X +hy - X2+ .. h X,

ktéry powstal przez zwykle wymazanie ostatnich ¢ jednomianéw wielomianu h.
Byloby oczywiscie $wietnie, gdyby osoba i potrafila (za pomoca jakiego$
protokolu) po prostu bezpiecznie obliczyé wartosé v(y;). Okazuje sie, ze jest
to wykonalne! Co wiecej, nie az tak trudne obliczeniowo i nie wymaga duzej
komunikacji miedzy uczestnikami protokotu. Kluczowa jest tu (do$é zaskakujaca)
obserwacja, ze kazde v(y;) jest kombinacja liniowa* elementéw {g;}i=1.. n-
Gdy juz to wiemy, to dalej jest z gorki. Dodawanie i mnozenie przez stala
sekretéw potrafimy juz wykonywaé. Trzeba wigc tylko rozproszy¢ kazde g;
i zastosowaé (by¢ moze wielokrotnie) dwa proste przypadki rozwazane wyzej
(oraz na koniec wyslaé¢ osobie i odpowiednie udzialy do odtworzenia v(y;)).
Doktadne wyjasnienie, ze wzgledu na techniczny charakter zagadnienia, musimy
niestety pomina¢. Wierzymy jednak, ze doktadne odtworzenie wszystkich
krokéw tego przypadku moze by¢ bardzo pouczajace. Szczegdly znajduja sie
w pracy ,,A Full Proof of the BGW Protocol for Perfectly-secure Multiparty
Computation” autorstwa Gilada Asharova oraz Yehudy Lindella.

Po co to wszystko?!

Przyjmijmy, ze kazda z 0s6b A; wybrala sw6j wlasny argument s; € {0,...,p — 1}
i rozproszyla go wérod wszystkich pozostatych oséb. Co umozliwiaja nam
protokoly naszkicowane wyzej? Ot6z na pewno grupa moze (wspdélnie) obliczyé
chociazby s1 + 3 - sy modulo p czy sy + 23 - 51 - 83 - 85 + stao modulo p (w taki
sposéb, ze zadne obliczenia posrednie nie sa nikomu znane — wszak wszystko
odbywa sie dla rozproszonych wartosci), bo potrafi dodawaé, skalowaé przez
stalg i mnozy¢ sekrety.

Jak wiele w taki spos6b mozna policzyé? Okazuje sie, ze ... wszystko!

Obliczenia w ciele modulo p maja taka ceche, ze kazda funkcje (oczywiscie

o zbiorze wartosci {0,...,p — 1}) da sie zapisaé¢ jako wielomian, a wiec jako
ztozenie (by¢ moze bardzo wielu) dodawan, skalowan przez stala i mnozen
(wszystko modulo p). Innymi stowy: z faktu, ze znamy protokoly dla trzech
przypadkow z pierwszej czesci artykutu, wynika, ze potrafimy obliczy¢ zupetnie
dowolna funkcje rozproszonych argumentow. Stad juz tylko krok do protokotdw
na np. granie w pokera przez Internet bez zaufanej strony czy bezpieczne aukcje
internetowe bez serwera zbierajacego i w zaufaniu poréwnujacego oferty.

Science-fiction

Wyzej ledwie naszkicowaliémy idee obliczen wielopodmiotowych (i to jeszcze

w mniej ciekawym, bo pasywnym przypadku — szczegdly na jednym z
margineséw). Poki co nie sa one jeszcze bardzo praktyczne, ale powoli zblizamy
siec do momentu, gdy (na razie) proste ich zastosowania beda mozliwe do
codziennego wykorzystania. ChcielibySmy jednak mocno zaznaczyé, ze drzemie
w nich potencjal niemal rewolucyjny**.

Rozpraszanie obliczen i przechowywania danych czy ogélniej — pozbywanie si¢
zaufanych stron z cyfrowego $wiata jest wszak (skromnym zdaniem autora tego
tekstu) najwazniejszym wyzwaniem rewolucji cyfrowej XXI wieku.
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Maota de

Nieskonczonosé: 5. Zbiory duze

W poprzedniej czesci tej opowiedci o nieskonczonosciach rozwazali$my
twierdzenie Cantora, ktére stanowi, ze zaden zbiér A nie jest réwnoliczny

ze zbiorem jego podzbioréw P(A), co symbolicznie notujemy |A| < |P(A)].
Szczegblnie zajmowalidmy sie przypadkiem, gdy A jest zbiorem liczb naturalnych

N={0,1,2,3,...}.

Studiowalismy takze zbiér liczb catkowitych Z oraz zbidr liczb wymiernych Q,
pokazujac, ze kazdy z nich jest réwnoliczny ze zbiorem liczb naturalnych. Takie
zbiory nazywane sg zbiorami przeliczalnymi. Inaczej méwiac, sa to zbiory, ktérych
elementy mozna zakwaterowa¢ w hotelu Hilberta. Chociaz sa nieskoriczone, to

NN

|

Jak zatem ustawié¢ w pary elementy przedziatu [0, 1]

ze wszystkimi liczbami rzeczywistymi? Prodciej bedzie

na poczatku rozwazy¢ przypadek przedziatlu otwartego
(0,1), czyli przedziatu wszystkich liczb wigkszych od 0

i mniejszych od 1. Czytelnik, ktéry miat do czynienia

z funkcjami rzeczywistymi, znajdzie pewnie po chwili kilka
sposobow takiego ustawienia liczb w pary. Na przyktad,

mozna liczbe x z przedziatu (0,1) ustawi¢ w pare z liczba
x—1/2
z(l—x) "

rzeczywista Rzeczywiscie, dwém réznym liczbom
z przedziatu (0,1) przyporzadkujemy dwie rézne liczby
rzeczywiste i, co wiecej, wszystkie liczby rzeczywiste

zostang wykorzystane, co doskonale ilustruje powyzszy
x—1/2

wykres funkeji f(z) =

T z(l-x)”
A zatem wiemy, ze |(0,1)| = |R|. Musimy jeszcze
wykazad, ze |(0,1)] = [0, 1]]. Inaczej méwiac, musimy

ustawi¢ w odpowiednie pary wszystkie liczby tych dwéch
przedzialéw tak, zeby uwzgledni¢ dwie ,dodatkowe” liczby
(0i1) w jednym ze zbioréw. Zadanie to jest tadnym
problemem kombinatorycznym, zachecam wiec Czytelnika
do samodzielnego zastanowienia sie nad nim przed analiza
ponizszego rozwiazania. Rozwazmy pewien nieskonczony
ciag liczb, na przyktad 1/2", dlan =1,2,... Teraz, jesli
liczba x z przedziatu (0, 1) nie nalezy do tego ciagu, to
ustawiam ja w pare z odpowiadajaca jej ta sama liczba

x z przedziatu [0, 1]. Kolejne liczby z wyréznionego ciagu
przesuwam o dwa miejsca (podobnie jak przesuwaliSmy
gosci w hotelu Hilberta), tak zeby pierwsze dwa wyrazy
tego ciagu mogtly by¢ towarzyszami w parach z 01 1.

To znaczy, 1/2 z przedziatu (0,1) ustawiam w pare z 0
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z naszej perspektywy wydaja sie relatywnie ,male”. Przynajmniej w poréwnaniu

/ z innymi zbiorami, ktére rozwazaliémy. A byly to: przedzial [0, 1], zbidr liczb
rzeczywistych R, zbior wszystkich nieskoriczonych ciagéw zero-jedynkowych oraz
zbiér wszystkich podzbioréw zbioru liczb naturalnych P(N). Wiemy, ze zaden z nich
/ nie jest réwnoliczny ze zbiorem liczb naturalnych. Sa one ewidentnie ,wieksze” —
dla kazdego ustawienia elementéw dowolnego z tych zbioréw w pary z liczbami
naturalnymi znajdowaliSmy element, ktéry do zadnej pary nie trafil. ZauwazyliSmy
4 takze, ze zbiér wszystkich nieskonczonych ciggéw zero-jedynkowych oraz zbior

/ wszystkich podzbioréw zbioru liczb naturalnych P(N) sa réwnoliczne, poniewaz
kazdy podzbidr zbioru liczb naturalnych mozna ustawi¢ w pare z ciagiem zer

i jedynek, ktory go koduje. Wszystkie wymienione tu zbiory nazywa sie zbiorami

| mocy continuum. Okazuje siec bowiem, cho¢ moze by¢ to z poczatku zaskakujace, ze
[ one tez sa parami rownoliczne, czemu sprébujemy sie teraz przyjrzeé¢ dokladniej.

z przedziatu [0,1], 1/4 — w pare z liczba 1, 1/8 — w pare
z1/2,1/16 z 1/4, itd. (patrz rysunek). Czyli dla n > 2
ustawiam 1/2" w pare z 1/2"~2. Rzeczywiscie, ustawitem
wszystkie liczby z przedziatu (0,1) w pary z liczbami

z przedziatu [0, 1], wykorzystujac wszystkie liczby z obu
przedzialéw dokladnie raz. A zatem [[0,1]| = |(0,1)| = |R].

111 1
0...16 8 4 2 1
M
Oil 1 l 1
16 8 4 2

Najtrudniejsze zadanie jednak przed nami. Musimy jeszcze
wykazadé, ze liczb z przedziatu [0, 1] jest tyle samo, co
nieskonczonych ciagéw zero-jedynkowych. Rozbijmy ten
ostatni zbiér na dwie czeéci: niech A bedzie zbiorem

tych nieskonczonych ciggéw zero-jedynkowych, ktére od
pewnego miejsca maja juz tylko jedynki, zas B niech
bedzie zbiorem wszystkich pozostalych ciagdéw. Zatem
zbiér wszystkich nieskonczonych ciggdw zero-jedynkowych
to AU B. Wykazemy najpierw, ze |[AU B| = |AU[0,1)],
czyli ze zbiér wszystkich ciagéw jest rownoliczny ze
zbiorem zawierajacym wszystkie ciagi, w ktérych od
pewnego miejsca sa same jedynki, oraz wszystkie liczby

z przedziatu [0, 1).

W tym celu musimy rozwazy¢ zapis liczb rzeczywistych
w systemie binarnym. Prawdopodobnie kazdy Czytelnik
zapisywal liczby naturalne w systemie dwéjkowym,



np. 1011 w systemie binarnym to 1 - 23 4+0-224+1-2 +
+1-2°=8+2+1=11 w systemie dziesictnym. Nie ma
jednak zadnych przeciwwskazan, zeby system binarny
stosowaé takze po przecinku, np. 0,1011 w systemie
binarnym to 1-1/24+0-1/4+1-1/164+1-1/32 =19/32.
Co wiecej, podobnie jak kazda liczba rzeczywista ma (byé
moze nieskoriczone) rozwinigcie dziesigtne, tak kazda
liczbe rzeczywista mozna zapisa¢ w postaci rozwiniecia
binarnego. Rozwiniecia skonczone oczywidcie mozemy
rowniez napisaé jako nieskonczone, dodajac na koncu same
zera (0,1011 = 0,10110000...). Musimy jednak zauwazyc¢,
ze podobnie jak w przypadku rozwinieé dziesietnych,

w ktérych od pewnego momentu sg same dziewiatki, jesli
w rozwinieciu binarnym od pewnego momentu sa same
jedynki, mamy do czynienia po prostu z liczba, ktéra da sie
zapisaé¢ w skoficzonym rozwinigciu (na przyklad w systemie
dziesigtnym 0,49999... = 0,5, w systemie binarnym
0,1011111...=0,11). Inaczej méwiac, rozwiniecie w takich
przypadkach nie jest jednoznaczne. Wykluczmy wiec

z rozwazan nieskonczone rozwiniecia binarne posiadajace
od pewnego miejsca juz same jedynki.

Powyzsze rozwazania definiuja metode ustawienia

w pary elementéw zbioru AU B oraz AU [0,1). Kazdy
zero-jedynkowy ciag, w ktorym od pewnego miejsca sg,
same jedynki, stawiamy w pare z tym samym ciagiem.
W kazdym innym przypadku laczymy go w pare z liczba
z przedziatu [0, 1), ktdrej ten ciag jest rozwinieciem
binarnym (dopisujemy do ciagu zero i przecinek z lewej
strony). W ten sposéb rzeczywiscie wykorzystamy
wszystkie liczby, kazda jednokrotnie. Mamy wiec
|[AUB|=|AU]J0,1)].

Sprawdzmy teraz, ze |AU [0,1)| = [0, 1]|, co zakonczy
nasze rozwazania. W tym celu warto zauwazyc¢, ze
wszystkie elementy zbioru A da sie zakwaterowaé w hotelu
Hilberta, to jest ponumerowac liczbami naturalnymi.
Wystarczy najpierw zakwaterowaé ciag ag = 111. ..,
potem ciag a; = 01111..., potem dwa ciagi, w ktérych
ostatnie zero stoi na drugim miejscu (czyli az = 001111. ..
iaz =101...), nastepnie te ciagi, gdzie ostatnie zero

jest na trzecim miejscu (jest ich cztery!), i tak dalej.

Tak wiec sporzadziliSmy liste wszystkich nieskonczonych
zero-jedynkowych ciagdéw, w ktérych od pewnego miejsca
sa same jedynki, A = {ag, a1, az,...}.

Wybierzmy zatem, podobnie jak poprzednio, ciag

liczb z przedziatu [0, 1] — niech to bedzie 1/2™ dla
n=0,1,2,3,... Tym razem musimy poradzi¢ sobie

z ,nadmiarem” nieskonczonej liczby elementow, gdy
bedziemy taczyé w pary elementy zbioru A U [0, 1)

z liczbami z [0, 1]. Wykorzystajmy wiec parzyste potegi
1/2, aby znalezé towarzyszy do par dla tych ,dodatkowych”
elementéw, zad nieparzyste potegi musza nam starczyé

jako towarzysze dla dotychczasowych liczb z wybranego
ciagu. Zatem liczba x z przedziatu [0, 1] nie bedaca
elementem wybranego ciggu bedzie w parze z tg sama
liczba  nalezaca do zbioru AU [0,1). Niech 1/2° = 1 stanie
w parze z ciggiem ag, ale 1/2! = 1/2 niech stoi w parze

7 1/2 2 AUJ0,1). Nastepnie 1/2% = 1/4 trafia do pary

z a1, zaé 1/2% do pary z 1/22. 1 tak dalej. Inaczej méwiac,
dla kazdego n, 1/22" 7 [0, 1] stoi w parze z ciagiem a,

z AU0,1), za$ 1/227F1 2 [0,1] stoi w parze z liczba 1/27H1
z AU[0,1) (patrz rysunek). Udalo sie ustawié¢ wszystko
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w pary! A zatem [[0,1]] = |AU[0,1)] = |[AU B|, czyli
zbidr wszystkich liczb rzeczywistych z przedzialu [0, 1] jest
réwnoliczny ze zbiorem wszystkich nieskoriczonych ciagoéw
zero-jedynkowych. Wszystkie rozwazane przez nas ,duze”
zbiory tez okazaly si¢ parami réwnoliczne.

Mamy zatem w garsci rézne ,,male” zbiory nieskonczone,
czyli zbiory przeliczalne: N, Z oraz Q. Mamy takze

zbiory ,duze”: R, [0,1], P(N) oraz zbiér wszystkich
nieskonczonych ciagéw zero-jedynkowych. Wszystkie

takie zbiory, ktore rozpatrywalidémy, okazaly si¢ parami
réwnoliczne. Zwane sa zbiorami mocy continuum. Powstaje
wiec naturalne pytanie. Czy jest co$ pomiedzy zbiorami
przeliczalnymi a zbiorami mocy continuum? Czy istnieje
zbiér o mocy wigkszej niz moc zbioréw przeliczalnych,

a mniejszej niz continuum?

Pytanie takie zadal sobie juz Georg Cantor. Nie udalo
mu sie skonstruowaé takiego zbioru, przypuszczal
wiec, ze zbior taki nie istnieje, i przez wiele lat swojego
zycia prébowal to udowodnié. Nie byt w stanie tego
dokonaé¢. Ta niemoc bardzo go frustrowala i dodatkowo
zle wplywala na jego chwiejne zdrowie psychiczne. Teza
Cantora, ze nie istnieje zbiér o mocy wiekszej niz moc
zbioréw przeliczalnych, a mniejszej niz continuum,
nazywa si¢ hipoteza continuum. Problem zaciekawil
wielu matematykéw, w tym Davida Hilberta, ktérego
koncepcje nieskoniczonego hotelu juz omawialiSmy. Na
Kongresie Matematykéw w Paryzu David Hilbert wyglosit
referat, podczas ktérego przedstawil 23 matematyczne
problemy (10 z nich zdazyt przedstawié¢ ustnie, a reszta
pojawila sie w spisanej wersji referatu), jego zdaniem
najbardziej interesujace, ktore powinny zostaé¢ rozwigzane
w kolejnym stuleciu. Jaki byl pierwszy wymieniony przez
niego problem? Wtasnie hipoteza continuum! Ponizej
ten wlasnie fragment spisanego juz po samym Kongresie
referatu Hilberta.

1. Cantors Problem von der Michtigkeit des Continuums.

Zwei Systeme, d. h. zwei Mengen von gewdhnlichen reellen
Zahlen (oder Punkten) heifien nach Cantor aeguivalent oder von
gleicher Michtigkeit, wenn sie zu einander in eine derartige Be-
ziehung gebracht werden ktnnen, daf einer jeden Zahl der einen
Menge eine und hur eine hestimmte Zahl der anderen Menge ent-
spricht. Die Untersuchungen von Cantor iiber solche Punkt-
mengen machen einen Satz sehr wahrscheinlich, dessen Beweis je-
doch trotz eifrigster Bemithungen bisher noch Niemanden gelungen
ist; dieser Satz lautet:

Jedes System von unendlich vielen reellen Zahlen d. h. jede
unendliche Zahlen- (oder Punkt)menge ist entweder der Menge der
ganzen natiirlichen Zahlen 1, 2, 8, ... oder der Menge simmt-
licher reellen Zahlen und mithin dem Continuum, d.h. etwa den
Punkten einer Strecke aequivalent; im Sinne der Aequivalenz gielt
es hiernach nur zwei Zahlenmengen, die abzihlbare Menge und das
Continuun,

Czy ponad wiek pdézniej znamy odpowiedZ na pytanie
o hipoteze continuum? Jesli tak, to jaka ona jest?
Odpowiedzi na te pytania moga by¢ zaskakujace! Ale
o tym nastepnym razem.

Michat KORCH



b

*uczen, VIII Liceum Ogodlnoksztalcace
w Katowicach

Liczenie na nosie
Sebastian OLEKSA*

Liczby przedstawia¢ mozna na wiele sposobéw. Jako dzieci liczyliémy na palcach
czy uzywajac patyczkéw lub liczydla. Ten sposdb przedstawiania liczb — przez
fizyczna liczbe pewnych obiektéw — nazywany jest kardynalnym. Jest bardzo
prosty: tworzy sie stowo lub symbol oznaczajace jeden, a nastepnie powtarza
sie odpowiednia ilo$¢ razy. Moze sie nam to skojarzy¢ na przyktad z cyframi
rzymskimi w zakresie od jeden do trzech (I, II, III), chociaz dalej juz oczywiscie
nie. Przy liczbach wigkszych sposéb kardynalny jest niezwykle niepraktyczny,

o czym latwo sie przekonaé, prébujac tak zapisa¢ na przyklad 100. Fachowo
rzecz ujmujac, nieefektywnosé tego systemu wiaze sie z subityzacjq. Jest to
umiejetnoéé¢ oszacowania liczby widocznych elementéw bez liczenia ich. Dla
przykladu, chyba od razu wida¢, ze na rysunku 1 sa trzy kolorowe kwadraty.
Jednakze stwierdzenie, ile kwadratow znajduje sie na rysunku 2, zajmuje wiecej
czasu — trzeba je policzyé. Wedlug badan, opublikowanych w 1995 roku przez
Brytyjskie Stowarzyszenie Psychologiczne, ta umiejetno$¢ natychmiastowego
stwierdzenia liczby elementéw dziala do okolo 5 elementéow. Wiasdnie przez to
ograniczenie system kardynalny jest stosowany jedynie w jezykach, ktorych
uzytkownicy nie maja potrzeby opisywania wigkszych liczb. Jest ich naprawde
niewiele.

Pozostale jezyki uzywaja drugiego sposobu opisywania liczb — systemu
ordynalnego. Dziata on tak, ze wybranym liczbom przyporzadkowuje si¢ rézne
symbole, ktore je opisuja. Oczywiscie, nie mogliby$émy przyporzadkowaé
roznych symboli wszystkim liczbom. Pozostale opisuje sie, uzywajac kombinacji
weczesniej ustalonych symboli. To wladnie jest system liczbowy. Czesto jest on
oparty na jednej liczbie, czyli podstawie. We wspomnianym wczeéniej systemie
kardynalnym podstaws jest jedynka. W systemie dwdjkowym, uzywanym

w informatyce, podstawa to liczba 2. Z kolei my uzywamy systemu dziesietnego.
Ale skad wzigly sie te liczby? Dlaczego akurat 10, a nie 117 Sprébujmy na

to odpowiedzie¢. Zrédlo jedynki jest do$é oczywiste. Dwojka wynika ze
sposobu przekazywania informacji w komputerze: albo prad ptynie, albo nie.
Skoro mozemy uzywac tylko dwoch ,,znakéw”, to system musi by¢ dwédjkowy.
W przypadku 10 najprawdopodobniej wynikneto to z liczby palcow u rak
cztowieka. Do dziesieciu mozemy policzy¢ na palcach, potem juz nie. Bardzo
podobne zrédto maja systemy oparte na liczbie dwadzieécia, gdzie liczono
zaréwno palce rak, jak i nég. Wlasnie liczba dwadziescia pojawia sie dos¢ czesto,
na przyktad w kulturach Majow, Aztekéw i Celtow, czasem jedynie jako czesé,
na przyklad w jezyku manskim (jezyk Celtéw, uzywany na wyspie Man).

Zapis liczb w jezyku manskim jest podobny do zapisu liczb po polsku czy
angielsku, z istotna réznica zwiazana z dwudziestka. Liczby od 1 do 20 czyta
si¢ ,normalnie”: 8 to hocht, 18 to hocht-jeig. Powyzej 20 przechodzimy natomiast
na system ,bardziej” dwudziestkowy: 28 to hocht as feed, czyli dostownie osiem
i dwadziescia, 38 to hocht-jeig as feed, czyli osiemnascie i dwadziescia, a 98

to kiare feed as hocht-jeig, czyli cztery dwudziestki i osiemnascie. Jest to dla
mnie niezmiernie ciekawy sposob liczenia, gdyz nie jest do konca ani systemem
dziesietnym ani dwudziestkowym.

Innym niezwyklym jezykiem pod wzgledem zapisu liczb jest Telefol. Nie jest
to nazwa sieci komérkowej, a jezyk uzywany przez okoto 5400 oséb w Papui
Nowej Gwinei. Jest wyjatkowy z wielu wzgledow, ale przede wszystkim przez
sposob liczenia. Ot6z licza oni w systemie dwudziestosiddemkowym. Na pierwszy
rzut oka liczba 27 moze sie wydawaé wzieta znikad, a sam system bardzo
niepraktyczny. Ma on jednak pewne uzasadnienie. Ludzie méwiacy w Telefol
licza nie tylko na palcach! Ich przodkowie byli bardziej kreatywni i wymyslili
sposéb liczenia na calej gornej polowie ciata. Zaczyna sie od lewej dloni, od
malego palca do kciuka (liczby 1-5), nastepnie nadgarstek (6), przedramie (7),
lokieé (8), nadramie (9), ramie (10), lewa strona szyi (11), ucho (12), oko (13)
i nos (14). Nastepnie powtarza si¢ to w odwrotnej kolejnosci po prawej stronie
ciala (bez nosa, ktéry juz byl policzony) — i tak maly palec prawej reki ma
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przypisang liczbe wtaénie 27. To przelozylo si¢ na jezyk
i utworzenie catego systemu liczbowego.

Jeszcze jeden interesujacy system liczbowy, o ktorym
warto wspomnie¢, to system dwunastkowy. Jest on
ciekawy dlatego, ze istnieje wzglednie duza grupa ludzi,
ktorzy nawotuja do zmiany systemu z dziesietnego

na dwunastkowy, argumentujac to duzo wigksza
praktycznosciag. Wystepuje w nim 12 symboli: liczby 0-9
oznaczane s tak samo, jak w dziesietnym, 10 staje sie A,
a 11 — B. Przez to ,,dziesietna” liczba 23 zostanie

w takim systemie zapisana jako 1B, a ,dziesietna” liczba
100 jako 84. Wydaje sie to by¢ jedynie dodatkowa
komplikacja, lecz ten system rzeczywiscie ma wiele
zalet. Przede wszystkim liczba 12 posiada az szesé
dzielnikéw, a 10 posiada jedynie cztery. Przeklada sie

to na wiele utatwien. Na przyklad, kolejne wielokrotnosci
liczby 3 zapisywane sa nastepujaco: 3, 6, 9, 10, 13, 16,
19, 20, 23, ... Podobng ,regularno$¢” maja kolejne
wielokrotnosci 4. Mozna zauwazy¢, ze ostatnie cyfry
tych liczb powtarzaja sie w krétkich ciagach cyfr, co

w systemie dziesietnym zachodzi tylko dla dwdéjki

i piatki. Jednakze to nie mnozenie jest najwigksza
zaleta tego systemu, a dzielenie. Rozwazmy najczestsze
podzialy. Beda to dzielenia przez mate liczby, jak dwa,
trzy czy cztery. Jezeli chcemy 100 zlotych podzieli¢ na
trzy, to w systemie dziesietnym bedzie to 33,3333333. ..
Z kolei w systemie dwunastkowym wynik zapiszemy

jako 29,4. Nie ma nieskonczonego okresu, zamiast
tego tylko jedna liczba po przecinku. Ta zaleta wielu
dzielnikéw liczby bedacej podstawa nie jest niczym
nowym. Zostala zauwazona juz w starozytnosci przez
Babilonczykow. Utworzyli oni swdj system liczbowy
na podstawie liczby 60, ktéra ma az dwanadcie
dzielnikéw. To wlasnie stamtad wywodzi si¢ takze
nasz sposob pomiaru czasu — 60 sekund w minucie,
60 minut w godzinie. Jednak ten system mial pewna
wade, mianowicie konieczno$é uzycia (i zapamietania)
sze$c¢dziesieciu réznych znakow.

Na koniec chcialbym przytoczy¢ ciekawostke z okresu
Rewolucji Francuskiej, podczas ktorej sposob liczenia
zmienial sie w bardzo dziwny sposéb. Okres trwajacy
od 1789 do 1799 roku przynidst radykalne préby
wprowadzenia wszedzie systemu dziesietnego. Moze

sie to wydawa¢ dziwne, gdyz we Francji tego systemu
uzywano wtedy juz od setek lat, lecz rewolucjonisci
chcieli pozby¢ sie wszystkich innych sposobdéw liczenia.
I tak wprowadzono dziesigciodniowe tygodnie, doba
zostata podzielona na 10 godzin, a godzina na 100 minut.
Tak jak wigkszosé zmian w tamtym okresie, byly one
wprowadzone sita, bez praktycznego uzasadnienia ani

w sumie wiekszego powodu niz ,bo tak” Ten podzial byt
tak niepraktyczny, ze juz po dwunastu (!) latach nikt go
nie uzywat.

Przygotowal Eukasz BOZYK

i Zadania

M 1609. Dany jest wielomian P o wspélczynnikach catkowitych oraz wzglednie
pierwsze dodatnie liczby catkowite a i b. Udowodnié, ze jedli a | P(b) oraz b | P(a),
to ab | P(a+b).

Rozwiazanie na str. 17

M 1610. Dana jest liczba nieparzysta n > 3. Kazdy bok i kazda przekatna n-kata
foremnego pomalowano przy uzyciu jednego z n koloréow w taki sposob, ze dwa
odcinki maja ten sam kolor dokladnie wtedy, gdy sa réwnolegte. Wykazac, ze
dla kazdej trojki koloréw istnieje trojkat o bokach w tych wtasnie kolorach
wyznaczony przez trzy sposréd wierzchotkéw danego n-kata.

Rozwigzanie na str. 16

M 1611. Dana jest liczba catkowita n > 3. Kazdy bok i kazda przekatna n-kata
foremnego pomalowano przy uzyciu jednego z n koloréw w taki sposob, ze

dla kazdej trojki koloréw istnieje trojkat o bokach w tych wlasnie kolorach
wyznaczony przez trzy sposrod wierzchotkéow danego n-kata. Wykazaé, ze n
jest liczba nieparzysta.

Rozwigzanie na str. 19

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 981. Trzy kondensatory o pojemnosciach Cy, Cs i C3 oraz ogniwo o sile
elektromotorycznej £ potaczono jak na rysunku obok. Jakie tadunki zgromadzity
sie na poszczegolnych kondensatorach? Ile wynosi pojemnosé zastepcza Cap
miedzy punktami A i B?

Rozwigzanie na str. 14

F 982. W jakiej temperaturze éredni kwadrat predkosci czastek azotu
odpowiada predkosci ucieczki z powierzchni Ziemi? Promien Ziemi r = 6400 km,
przyspieszenie ziemskie g = 9,81 m/s?, stata gazowa R = 8,3J/(mol-K), liczba
masowa azotu A = 14.

Rozwiazanie na str. 17
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Rozwigzanie zadania F 981.
Przyjmijmy konwencje¢ znakéw tak, jakby
tadunki dodatnie gromadzily sie na
oktadkach, ktoére sa ,,blizsze” dodatniej
elektrodzie baterii (jak na rysunku),

i ponumerujmy tadunki @ i napiecia U na
kondensatorach tak jak ich pojemnosci.

Zgodnie z prawem Kirchhoffa mamy:

Ui + Uy = € oraz Us — Uz = 0.
Zauwazmy, ze elektrody ,,dodatnie”
kondensatoréw Cs i C3 oraz elektroda
sujemna” C4 sa polaczone, a wiec tworza
jeden przewodnik. W zwigzku z tym
tadunki na nich mogtly zgromadzi¢ sie
wylacznie w wyniku rozdzielenia

i przemieszczenia tadunkéw tego
przewodnika. Poniewaz nie jest on
polaczony z zadnym z biegunéw baterii,
to calkowity tadunek na nim musi by¢
réwny zeru — to takze wniosek z prawa
Kirchhoffa dla sumy pradéw w wezlach
sieci. Mamy wigc Q2 + Q3 — Q1 = 0.
Pamigtajac, ze dla kazdego

z kondensatoréw U; = Q;/C;,

otrzymujemy uktad réwnan:

C .
Q2+ Q3 —Q1 =0, %l+%:5
U, Us
i
@s Q@2
Us  Us

Rozwigzaniem tego ukladu sa tadunki:

- (C2 + C3) C1E

@ = Ci+Ca+C3’
C1C2E
Q= — 1722
C1+Cs+C3
oraz
C1Cs5E
Qs —

Cr+C2+ 05’
Pojemnosé zastepczg C4p otrzymamy,
dzielgc sume tadunkéw na oktadkach
potaczonych z punktem A przez sile
elektromotoryczng £ (potencjat
punktu A):

Cap = M
: C1+Cy+C3
Ostatni wzér mozna byto takze otrzymad,
zauwazajac, ze nasz uklad to kondensator
C'1 polaczony szeregowo z réwnolegle
polaczonymi kondensatorami Cs i Cj.

Czy rozwdj sztucznej inteligencji

doprowadzi do buntu maszyn?
Pawet WAWRZYNSKI*

Sztuczna inteligencja (SI), ktéra wymyka sie spod kontroli i prowadzi wojne
z ludzkoscia, to motyw stale pojawiajacy sie w filmach futurystycznych. Czy
wizje filmowcéw moga staé sie rzeczywistoscia?

W serii ,, Terminator” wyglada to tak: amerykanscy (jakze by inaczej?) naukowcy
opracowuja system operacyjnego dowodzenia armig. System o nazwie Skynet
jest oparty na sztucznej inteligencji. W zatozeniu ma realizowaé strategiczne
decyzje podejmowane przez najwyzsze (ludzkie) dowddztwo i przekladaé je na
rozkazy dla poszczegdlnych jednostek wojsk. Niektérych rozkazéw nie wykonuja
ludzie, a inne systemy elektroniczne — i te sa im wydawane bezposrednio przez
Skynet. Dotyczy to np. odpalania rakiet. Wszystko to ma sens: w poréwnaniu

z cztowiekiem system zbiera wiecej informacji, analizuje je szybciej, a takze
podejmuje szybciej i lepiej skalkulowane decyzje. W takim razie to raczej system,
a nie czlowiek powinien dowodzi¢ wojskiem w czasie wojny, kiedy wydawane
rozkazy sa na wage ludzkiego zycia.

Niestety, po uzyskaniu §wiadomosci Skynet stwierdza, ze najwickszym
zagrozeniem dla jego wlasnego istnienia jest czlowiek. Zeby uchronié sie przed
tym zagrozeniem, Skynet rozpoczyna eksterminacje ludzkosci, odpalajac rakiety
z glowicami jadrowymi w duze skupiska ludzi.

Przeanalizujmy dokladnie zagrozenia, ktore niesie ze soba zbuntowana SI.

Po pierwsze, jesli juz pojawi sie¢ SI taka jak ludzka, to bardzo szybko moze
przerodzié¢ si¢ w ,nadludzka”. Sredni ludzki iloraz inteligencji (IQ) wynoszacy
100 raczej nie jest zadna stala kosmiczna. Jesli czlowiek kiedy$ stworzy SI, to jej
IQ na poczatku bedzie znacznie mniejsze (wtedy czlowiek bedzie probowal ja
udoskonali¢), a potem moze byé znacznie wieksze, np. o rzad wielkosci. Zapewne
te SI da sie jeszcze dodatkowo wzmocnié przez standardowe zabiegi polegajace
na zwiekszeniu jej zasobéw obliczeniowych. A zatem, jesli juz bedziemy mieli
przeciwko sobie SI zdeterminowana, aby nas zniszczy¢, to wyobrazajmy ja sobie
jako wroga, ktéry ma IQ wynoszace np. 1000.

Bardzo inteligentny wrég rezydujacy w superkomputerze podpietym do
Internetu zapewne wlamalby sie do wszystkich systemdéw informatycznych,

do ktérych w ogdle istnieje mozliwosé wlamania sie. W ten sposéb uzyskalby
zapewne dostep do przynajmniej niektérych arsenatéw jadrowych. Bomby

i glowice jadrowe, ktérymi dysponuja ludzie, $miato wystarcza do zniszczenia
cywilizacji. Dokonanie tego nie byloby prawdopodobnie pierwszoplanowym
celem wrogiej sztucznej inteligencji (WSI). Do swojego istnienia potrzebuje
ona infrastruktury sprzetowej i energii elektrycznej. Nawet jesli infrastruktura
i zrédla energii (np. panele stoneczne) dzialaja automatycznie, to bez fizycznych
interwencji z biegiem czasu ulegajg zniszczeniu. A zatem dzialania WSI nie
zmierzalyby na poczatku do zniszczenia czlowieka i wszystkich jego twordow,
bo to bytoby dla niej docelowo samobdjcze.

Zamiast tego WSI zmierzalaby do zastapienia ludzkiej fizycznej cywilizacji
technicznej, z kopalniami rzadkich metali i surowcéw energetycznych, fabrykami
itp. — swoja wtasna cywilizacja. Dazytaby do opanowania zrobotyzowanej
infrastruktury przemystowej, aby ostatecznie przestawi¢ ja na produkcje tego,
co WSI bedzie potrzebowata do utrzymania swoich fizycznych nosnikéw. W tym
celu powinna opanowaé fabryki robotéw i innych skomplikowanych urzadzen, np.
samochodéw, po to aby produkowaly roboty skonstruowane przez nia na swoje
potrzeby.

Roboty takie bylyby zdolne do poruszania sie po infrastrukturze stworzonej
przez cztowieka i wytwarzane na liniach produkcyjnych stworzonych przez niego,
a nastepnie adaptowane przez WSI. A zatem takie roboty moglyby wygladaé
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zupetnie jak np. zwykle samochody, ale miatby pewna
doze swiadomosci i inteligencji i dodatkowe, mniej lub
bardziej zakamuflowane funkcje. Nadaje to przypadkiem
cien realizmu filmowi ,, Transformers”.

Po zapewnieniu sobie takiego zaplecza WSI
przystapitaby zapewne do niszczenia ludzkosci jako
podmiotu zdolnego do jej wylaczenia. Uzywanie do tego
broni jadrowej byloby wyborem blednym ze wzgledu na
powody przytoczone wyzej, znacznie lepiej nadaje sie
do tego bron chemiczna i bakteriologiczna — niszczy ona
czlowieka, ale nie niszczy cywilizacji techniczne;j.

Czy takie zagrozenia stang sie realistyczne, kiedy pojawi
sie SI poréwnywalna z ludzka? Zobaczmy najpierw,
w jakich okolicznosciach miataby ona powstac.

Ludzka inteligencja jest rezultatem dwdch naktadajacych
sie proceséw optymalizacji (optymalizacja = wybor coraz

lepszych, wedlug pewnego kryterium, elementéw zbioru).

Pierwszy z tych proceséw to ewolucja. Organizmy
posiadajace systemy nerwowe lepiej, jakbySmy to teraz
powiedzieli, ,ogarniajace” rzeczywisto$¢ mialy przewage
nad takimi, ktére te rzeczywisto$¢ ,,ogarnialty” gorzej.
W rezultacie przypadkowe zmiany w materiale
genetycznym prowadzace do usprawnienia w dziataniu
systemu nerwowego dawaly organizmowi wicksze szanse
na przetrwanie i posiadanie potomstwa. W taki sposéb
ewolucja nie tylko doprowadzita do powstania umystéw
dobrze radzacych sobie z rzeczywistoscia, ale takze
sprawnie identyfikujacych zagrozenia w otoczeniu

i chroniacych swych wtascicieli przed tymi zagrozeniami
— co nazywamy instynktem samozachowawczym.

Drugi proces optymalizacyjny ksztaltujacy ludzkie
predyspozycje intelektualne to uczenie sie. Jego
anatomicznym rezultatem jest wyznaczenie wag
synaptycznych w neuronach, ktére powoduja, ze
procesy poznawcze przebiegaja w taki, a nie inny
sposéb. Dla przyktadu, kiedy gramy w ping-ponga

albo przypominamy sobie, kto byl premierem Polski

w roku 2001, to odpowiednie czesci naszego méozgu
steruja naszym cialem lub formutowaniem odpowiedzi.
Te osrodki sg w stanie to zrobié¢, poniewaz nasze
wezesniejsze do$wiadczenie (uczenie sie) tak okreslito
wagi w tamtejszych neuronach, zeby teraz te neurony
popychaly we wlasciwym kierunku proces poznawczy,
w ktérym biorg udzial. Natomiast fakt, ze te czesci
mozgu maja predyspozycje do nauczenia si¢ dziataé

w taki sposéb, jest rezultatem ewolucji. W odleglej
przesztosci nasi protoplasci mieli wigksze szanse na
przetrwanie, jesli potrafili nauczy¢ si¢ zrecznie sterowaé
swoimi ciatami i przypominaé sobie istotne zdarzenia —
w przeciwienstwie do tych, ktorzy tych predyspozycji nie
mieli.

Wszystko wskazuje na to, ze SI poréwnywalna

z ludzka zrodzi sie w wyniku takiego wtasnie procesu
optymalizacyjnego. Wspbélczesne systemy SI przechodza
przez obie takie fazy optymalizacji. Ich ,,uczenie si¢”
polega na tym, ze ich parametry (zwykle sa to wlasnie
wagl polaczen synaptycznych) sa okreslane tak, aby
system dzialal najlepiej w zastosowaniu, do ktérego
jest projektowany. Natomiast ich ,ewolucja” polega
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na tym, ze ludzki projektant sprawdza rézne warianty
ich struktury i metod uczenia i wybiera te, ktére po
nauczeniu systemu daja jego najlepsze dziatanie.

Jesli rozwéj SI bedzie dalej przebiegal wedlug obecnego
paradygmatu i je$li powstanie system o inteligencji
poréwnywalnej z ludzka, to bedzie on zorientowany
na osigganie pewnych celéw, np. noszenie sprzetu za
walczacym zolnierzem. System taki bedzie rezultatem
optymalizacji (jakiej$ formy ewolucji + jakiejs formy
uczenia sie), ktérej kryterium bedg cele dzialania tego
wlaénie systemu. O ile szalony projektant nie postara
sie, aby tymi celami bylo przetrwanie za wszelka ceng,
to system nie bedzie miat zadnego powodu, aby by¢
ludziom wrogi.

Co mozemy zrobié, aby zabezpieczy¢ sie przed wroga SI?
W 1942 roku Isaac Asimov, antycypujac te problemy,
sformutowal stynne prawa robotéw:

1. Robot nie moze skrzywdzié cztowieka ani przez
zaniechanie dziatania dopuscié, aby cztowiek doznat
krzywdy.

2. Robot musi byé¢ postuszny rozkazom cztowieka, chyba
ze stoja one w sprzecznosci z Pierwszym Prawem.

3. Robot musi chroni¢ samego siebie, o ile tylko nie stoi
to w sprzecznosci z Pierwszym lub Drugim Prawem.

Od tego czasu zaproponowano jeszcze kilka réznych
wariantow tych praw. Sg one generalnie bardzo stuszne
i madre, ale trzeba sobie zdawaé sprawe z tego, ze
dosy¢ problematyczne jest sprawienie, aby jakis

robot (czy SI) przestrzegal takich praw. Ich wpisanie
w oprogramowanie wymagaloby, aby wewnatrz tego
oprogramowania byly zdefiniowane pojecia uzywane
potem przez robota, takie jak ,czlowiek”, ,rozkaz”,
,robot” itd. Tymczasem nalezy raczej oczekiwac, ze
rozumienie tych pojeé¢ przez robota (lub SI) i regul

je taczacych uksztaltuje sie na etapie jego uczenia sie

i kontrola projektanta nad tym wyglada jak kontrola
rodzicow nad dzieémi, kiedy mowia ,,ja teraz wychodze
z domu, a ty siedZ grzecznie i odrabiaj lekcje”. Taka
kontrola, jedli istnieje, to jest rezultatem diugotrwalej
presji.

Wydaje sie, ze najlepszym zabezpieczeniem przed
potencjalnie wroga SI jest niewyuczenie w niej
instynktu samozachowawczego. Powinna ona by¢ uczona
realizowania celéw stawianych przez jej wlasciciela

i troszczenia si¢ o swoje przetrwanie tylko w tym

sensie, ze jej zniszczenie uniemozliwi realizacje celow
okreslonych dla niej przez jej wlasciciela. Ale zabicie
wladciciela tym bardziej uniemozliwi realizacje tych
celow.

Taka prosta reguta oczywiscie nie zabezpieczy ludzkosci
przed szalencami, ktérzy beda prébowali uzywaé

swojej SI do siania zniszczenia. Ale narzedzie do siania
zniszczenia, niebezpieczne w rekach szalenca, juz mamy —
jest to bomba jadrowa. I mamy przed nia zabezpieczenie,
ktorym jest rownowaga strachu: jesli ja uzyje bomby
jadrowej i zniszcze przeciwnika, to ten przeciwnik zdota
jeszcze zniszezy¢ mnie. Z SI bedzie podobnie: kazdy
bedzie mial swoja, mogaca zasia¢ takie samo zniszczenie.



* Instytut Geofizyki, Wydzial Fizyki,
Uniwersytet Warszawski

Rozwigzanie zadania M 1610.

Sposéb 1

Nazwijmy trojkat wyznaczony przez trzy
sposrod wierzchotkéw danego n-kata
czadowym. Zauwazmy, ze skoro kazde
dwa jednokolorowe odcinki sg rownolegte,
to kazdy czadowy tréjkat ma
réznokolorowe boki. Liczba tréjek koloréw
jest réwna liczbie czadowych tréjkatow,
wiec do rozwigzania zadania wystarczy
wykazaé, ze kazde dwa rézne czadowe
trojkaty majg rézne zbiory koloréw
bokéw.

Przypusémy, ze istniejg dwa rézne
trojkaty czadowe o tych samych kolorach
bokéw. Z konstrukcji kolorowania
odcinkéw wynika wiec, ze majg one
parami rownolegte boki, a wiec sg
jednoktadne. Skoro sg wpisane w ten sam
okrag (opisany na danym n-kacie
foremnym), to sa przystajace,

a rozwazana jednokladnosé jest symetriag
wzgledem $rodka tego okregu. To jednak
oznacza, ze pewne dwa wierzchotki
danego n-kata wyznaczajg Srednice tego
okregu, co z kolei przeczy zalozeniu, ze n
jest liczbg nieparzysta. Uzyskana
sprzecznos¢ konczy rozwigzanie zadania.

Spossb 11
Oznaczmy kolejne wierzchotki danego
n-kata kolejnymi resztami z dzielenia
przez n i zauwazmy, ze odcinki ab oraz cd
maja ten sam kolor wtedy i tylko wtedy,
gdy

a+b=c+d (modn).
Oznaczmy ten kolor wspélng wartoscia
obu stron powyzszej kongruencji
modulo n.

Ustalmy trzy rézne kolory z, y, z. Trojkat
abc ma boki be, ca, ab odpowiednio
w tych kolorach wtedy i tylko wtedy, gdy

b+c=2z (modn)
c+a=vy (modn)
a+b=2z (modn),
czyli gdy
1
a= n;_ (y+2z—=x) (modn),
1
b= " ; (z4+z—y) (modn),
1
=" S (x+y—2) (modn).

2
Poniewaz n jest liczba nieparzysta, wiec
tréjka (a, b, c) jest wyznaczona
jednoznacznie z dokladnoscia do reszty
z dzielenia przez n.

Trzesienia ziemi i plyty litosferyczne
Marek GRAD*

Niemal kazdego tygodnia docieraja do nas informacje o silnych trzesieniach
ziemi. Wiele z nich niesie za soba katastrofalne skutki, powodujac $mieré tysiecy
ludzi i ogromne zniszczenia. Takie trzesienia ziemi nawiedzity Japonie, Turcje,
Alaske, Nepal, Haiti, Wlochy, Chile... Mozna by postawié¢ pytanie, czy miejsca
te sa przypadkowe? Okazuje sie, ze nie. Zdecydowanie nie. Pokazuje to dobitnie
rysunek 1, na ktérym przedstawione zostaly epicentra wybranych trzesien ziemi
z lat 1977-1994. Wyraznie wida¢, ze uktadaja sie one w stosunkowo waskie strefy.
Pierwsza strefa, wokdélpacyficzna — to miejsce najczestszych, najsilniejszych

i najglebszych trzesien ziemi (tzw. ,pierécien ognia”). Druga strefa to tak zwany
pas transkontynentalny, ciagnacy sie od poludniowo-wschodniej Azji poprzez
Tybet i Himalaje do basenu Morza Srédziemnego. W ,erze sejsmografow”
okazalo sie, ze trzesienia ziemi wystepuja réwniez na oceanach. Sa one tam
jednak znacznie stabsze, ptytsze i koncentruja sie w bardzo waskich strefach,

w osiowych czeéciach grzbietéw oceanicznych — wielkiego podmorskiego tancucha
gorskiego o dlugosci ok. 40000 km!
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Rys. 1. Mapa sejsmicznosci Ziemi. Kropki oznaczajg epicentra wybranych trzesien ziemi z lat
1977-1994 (na podstawie katalogéw PDE i ISC). Strefy sejsmiczne wyznaczaja krawedzie plyt
litosferycznych i sa miejscem najczestszych i najsilniejszych trzesieri ziemi. Wnetrza ptyt sa zwykle
obszarami asejsmicznymi, na ktérych trzegsienia nie wystepuja, a jesli wystepuja, to stabe i bardzo
rzadko. Oznaczenia mniejszych plyt litosferycznych: Ar. — Arabska; Bir. — plyta Birmy; Fil. —
Filipinska; Kar. — Karaibska; Kok. — Kokosowa; Sc. — plyta Scotia. Kétkami oznaczone sa miejsca,
dla ktérych modele zostaly przedstawione na rysunku 3.

Trzesienia ziemi, szczegdlnie te najsilniejsze, wystepuja na obrzezach plyt
litosferycznych i sa wynikiem przemieszczania si¢ pltyt wzgledem siebie.
Zrédlem tego ruchu, swego rodzaju napedem dla plyt, sa procesy konwekceyjne
zachodzace glteboko we wnetrzu Ziemi. Pod wplywem przemieszczania sie

w strefach kontaktu plyt nastepuje gromadzenie naprezen w sztywnej litosferze,
a do trzesienia ziemi dochodzi, gdy naprezenia przekrocza wytrzymalosé
oérodka skalnego. Poza zniszczeniami w obszarze epicentralnym, trzesienia
ziemi generuja fale sejsmiczne (fale sprezyste), ktére rozchodza sie w o$rodku
sprezystym, a swag nazwe zawdzieczaja temu, ze s generowane przez wstrzasy
(z greckiego: ogeropoo — seismos). Z fal sejsmicznych najszybsze sa objetosciowe
fale podtuzne P i fale poprzeczne S (z laciny: primae i secundae), poprzedzajace
nadejscia fal powierzchniowych.
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Rozwigzanie zadania F 982.

Srednia energia kinetyczna Ej, ruchu
postepowego czgsteczki gazu

w temperaturze T wynosi E;, = 3kT/2,
gdzie k oznacza stala Boltzmanna.
Srednia energia kinetyczna Ej, = 777,1,'2/2.
gdzie v? to éredni kwadrat predkosci,

a m jest masa czasteczki. Azot jest gazem
dwuatomowym, a wigc masa jego
czgsteczki wynosi m = (2A/Na) g, gdzie
N4 oznacza stala Avogadro. Warunkiem
uwolnienia sie czgsteczki od przyciggania
Ziemi jest osiggniecie przez nig energii
kinetycznej réwnej energii przyciagania
grawitacyjnego:

GMm

r

“mv? = = mgr,

2

gdzie G to stala grawitacyjna, a M ir
oznaczaja, odpowiednio, mase i promien
Ziemi. Otrzymujemy zwiazek:

3
—kT = mgr.
2

Podstawiajac mase czasteczki
i korzystajac z faktu, ze R = Nak,
dostajemy:

_ 2grm 4grA

T = = -10° kg ~ 1,41 -10° K.
3k 3R

Wigcej o falach S i P oraz ich
zastosowaniu w badaniach wnetrza Ziemi
pisal autor w A}é w artykule
wyréznionym Nagroda Dziekanéw w roku
akademickim 2016/2017.

w

Rozwigzanie zadania M 1609.
Zauwazmy, ze dla dowolnych réznych
liczb catkowitych x, y ma miejsce
podzielnosé

z—vy | P(z) = P(y).

n
Istotnie, oznaczajac P(x) = Z (LL;,’L‘k,
k=0

mamy
n

P@@) = Py) = 3. ar(a* — "),
k=0
a kazda z liczb ¥ — y* jest podzielna
przez z — y (w razie potrzeby
przyjmujemy 0° = 1).

Korzystajac z przywolanego spostrzezenia,

mozemy zapisac

a| P(a+b) — P(b),

b| P(a+b)— P(a),
co w polaczeniu z zalozeniami zadania
prowadzi do wniosku, ze P(a + b) jest
liczbg podzielng zaréwno przez a, jak
i przez b. Pozostaje skorzystacé
z zalozenia, ze liczby a i b sa wzglednie
pierwsze.

Fale powierzchniowe maja najwicksza amplitude i silng dyspersje, czyli zaleznosé
predkosci fali od okresu. Powoduje to, ze fale o réznych czestosciach docieraja do
detektora z réznymi opdznieniami. Krétsze fale powierzchniowe plycej penetruja
wnetrze Ziemi — tu predkosci fal sa mniejsze i czas przebiegu jest diuzszy. Fale
dtuzsze zas glebiej penetruja wnetrze Ziemi — tam predkodci fal sa wigksze,

a czas przebiegu jest mniejszy. Zjawisko to dobrze ilustruje rysunek 2, ktéry
przedstawia sejsmogram filipifiskiego trzesienia ziemi zarejestrowanego przez
stacje A0 sieci Wydziatu Fizyki UW |13 BB star” w péinocnej Polsce. Jest

to zapis sejsmografu szerokopasmowego, tzn. takiego, ktéry obejmuje pelny
zakres okreséw fal sejsmicznych (o okresie od 0,01s do 120s). Taki zakres
pozwala jednocze$nie rejestrowaé ,krétkie” fale objetosciowe i ,,dlugie” fale
powierzchniowe Rayleigha. W tym przypadku charakterystyczne okresy fal P i §
wynosza odpowiednio 6s i 8s. Ciag fal powierzchniowych charakteryzuje sie
okresami zmieniajacymi sie od 70s do 15s.

fale P
T=6s

fale S
T=8s

fale powierzchniowe Rayleigha
T=70s

T=30s T=15s
T T

2200 2600 3000 3400
Czas od momentu trzesieniat, [s]

. I . .
200 600 1000 1400 1800 3800 4200 4600 5000

Rys. 2. Sejsmogram trzesienia ziemi zarejestrowanego przez szerokopasmowy sejsmograf sieci

»13 BB star” w péinocnej Polsce. Trzesienie ziemi o magnitudzie 7,1 wystapito 15 pazdziernika

2013 r. na Filipinach. Wspélrzedne epicentrum: 91,42°N, 124,16°E, a ognisko znajdowalo si¢ na
glebokosci 7km. Widoczne sg wystapienia fal objetosciowych P i S o okresach odpowiednio 6s i 8s.
Fale powierzchniowe wykazujg dyspersje, a na sejsmogramie zaznaczone zostaly trzy wybrane okresy:
70s, 30s i 15s.

W wyniku rejestracji setek tysiecy trzesien ziemi przez tysiace stacji
sejsmologicznych na calym $wiecie powstal zbiér danych w postaci milionéw
sejsmogramow fal powierzchniowych. Fale przebiegaja po réznych trasach, co
pozwala odtworzy¢ tréjwymiarowy model (3D) rozktadu predkosci Vs w gbérnym
plaszczu Ziemi. Metoda ta nosi nazwe tomografii sejsmicznej, a jej idea jest
podobna do tomografii w medycynie.

Modele zaleznosci predkoéci fal S od glebokosci pokazuja duze zréznicowanie
struktury do gltebokosci 400 km, w tym warstwe obnizonych predkosci. Ponizej
stosunkowo cienkiej kontynentalnej i oceanicznej skorupy ziemskiej (skaly
osadowe, granity, bazalty, gabra), tj. ponizej granicy Moho, wystepuje skalny
plaszcz, zbudowany gléwnie z krzemianéw (oliwiny, perydotyty, dunity).
Litosfera (z greckiego: Atbos — litos, sztywny) jest sztywna, zewnetrzng sfera
Ziemi, w sktad ktorej wchodzi skorupa ziemska i sztywna cze$¢ gérnego plaszcza.
Sztywna litosfera jest podscielona elastyczna astenosfery (z greckiego: aofevws
— astenos, slaby), ktéra charakteryzuje sie znaczng plastyczno$cig i warstwa
obnizonych predkosci fal S w stosunku do wyzej lezacej litosfery. Réznica
wlasnosci skal plaszcza (sztywny/elastyczny) wynika ze wzrostu temperatury
z glebokodcia. Temperatura jest tez czynnikiem decydujacym o tym, na jakiej
glebokosci znajduje sie granica miedzy litosfera i astenosfera (z angielskiego:
LAB — lithosphere-asthenosphere boundary). Granice LAB badamy za pomoca
fal sejsmicznych. Osrodek o predkosciach wigkszych jest interpretowany jako
chlodniejszy (litosfera), a osrodek o predkos$ciach mniejszych jako cieplejszy
(astenosfera).

Rozklady predkosci fal do gltebokosci 400 km wykazuja ogromne zréznicowanie
w zalezno$ci od miejsca na kuli ziemskiej. Przyktady rozkladow predkoéci Vi
obejmujacych uklad litosfera-astenosfera sa przedstawione na rysunku 3.
Gleboko$¢ LAB zmienia sie w szerokim zakresie od okolo 30 km do okoto 220 km.
Najcienisza litosfera wystepuje w osiowych strefach grzbietow srédoceanicznych,
a jej grubo$é¢ wynosi zaledwie 30-50km (rys. 3 a, b). W lezacej nizej astenosferze
spadek predkosci V, osiaga nawet 0,5 km/s. Obszary starych oceanéw
charakteryzuja sie grubsza litosfera, okolo 80 km (rys. 3 c). Zdecydowanie
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grubsza jest litosfera kontynentalna, gdzie jej grubosé osiaga 120-170 km
(rys. 3 d, e), a kontynentalne obszary prekambryjskie, w wieku miliarda lat
i wiecej, maja litosfere o grubosci nawet do 200-220km (rys. 3 f, g, h).
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Rys. 3. Modele budowy gérnego plaszcza Ziemi do gltebokosci 400 km. Czarne linie pokazuja
korytarz akceptowanych wartosci V. Rozklady predkosci dla réznych regionéw Ziemi (ich lokalizacja
jest pokazana na rys. 1), kolejno dla skorupy ziemskiej (kontynentalnej i oceanicznej), dolnej
litosfery (zaznaczonej na szaro) i astenosfery. Glgbokoéé¢ LAB zmienia si¢ od 30 km do 220 km.

Linia przerywana pokazuje predko$¢ wg modelu. Modele na podstawie: http://ciei.colorado.edu/
~nshapiro/MODEL/plot_forms.html#ldprofile.

Co powoduje, ze struktura litosfery jest tak bardzo zréznicowana? Czy uklad
litosfera-astenosfera jest ukladem statycznym, czy dynamicznym? Odpowiedzi na
te pytania to temat na kolejny artykut.

Kalendarz marsjanski
Lech FALANDYSZ

Na Marsie dlugosé doby zblizona jest do dlugosci doby ziemskiej. Jednak ludzie,
ktérzy przybeda na czerwona planete, beda potrzebowali specjalnego kalendarza
w celu powiazania rachuby czasu z widomym ruchem Stonica. Zwiazane jest

to z koniecznoscia liczenia dtuzszych odstepéw czasu, ktore, tak jak na Ziemi,
mozna nazwaé tygodniami, miesigcami i latami. Ludzie na Marsie beda mieli do
dyspozycji dwa kalendarze: miejscowy marsjanski oraz ziemski. Jaki powinien
by¢ kalendarz marsjanski? Ponizej zaproponuje jedna z jego wersji.

Zanim utworzymy kalendarz marsjanski, musimy dokonaé¢ analizy dwdch
ruchéw Marsa — rotacji oraz obiegu wokét Stonca. Obliczenia beda przyblizone,
poniewaz nie wezmiemy pod uwage znikomego wplywu precesji osi planetarnej
oraz znikomych zmian okresu rotacji. Okresy rotacji (Tyot) 1 obiegu (Top)
wedlug ziemskiego zegara mierzacego czas Sredni stoneczny wynosza:

Toot = 24"37723° = 1,0260 doby ziemskiej;

Top = 1,8810 lat ziemskich = 1,881 x 365,2422 d6b ziemskich = 687,0206 dob
ziemskich.

Oznacza to, ze podczas jednego obiegu wokot Stonca liczba obrotéw Marsa
wokol swojej osi wynosi: Top @ Tyor = 669,61.

Obliczymy, jak dlugo trwa na Marsie érednia doba stoneczna, ktéra bedzie
podstawa do konstrukcji marsjanskiego kalendarza. Pomocny bedzie tu rysunek
przedstawiajacy orbite Marsa (przyblizona do okregu) i trzy pozycje planety na
tej orbicie — A, B i C. Kreski prostopadle do powierzchni planety oznaczaja
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dwéch obserwatoréw znajdujacych sie doktadnie

w przeciwlegtych miejscach na réwniku planety.

Gdy planeta jest w pozycji A, pierwszy obserwator,
znajdujacy sie na jej nocnej stronie, w pewnej chwili
ma pionowo nad soba (w zenicie) odlegla gwiazde.
Roéwnoczesnie w tej samej chwili obserwator na stronie
dziennej stwierdza, ze Sltorice géruje. Obaj obserwatorzy
maja zsynchronizowane zegary. Gdy planeta znajdzie
sie¢ w pozycji B, pierwszy obserwator stwierdza, ze

znéw ma w zenicie te¢ samg gwiazde — uptyneta doba
gwiazdowa. Drugi obserwator stwierdza, ze w tym
momencie u niego Slorice jeszcze nie goruje, a wiec
jeszcze nie uplyneta doba stoneczna. Dopiero pdzniej,
gdy planeta znajdzie sie w pozycji C, dla drugiego
obserwatora Stonice géruje i uptyneta doba stoneczna
(na rysunku odleglosci pomiedzy pozycjami A, B i C

sa przesadnie duze). Wynika stad, ze doby — stoneczna

i gwiazdowa — nie sa jednakowej dtugosci. Mozemy
przyja¢ zalozenie, ze doba gwiazdowa réwna jest
okresowi rotacji. Zgodnie z naszym obliczeniem, w ciggu
marsjanskiego roku wystapi 669,61 gwiazdowych déb
marsjanskich. Poniewaz marsjanska doba stoneczna jest
dtuzsza od marsjanskiej doby gwiazdowej, wiec w ciagu
roku marsjanskiego déb stonecznych jest mniej niz déb
gwiazdowych. Przyczyna jest ruch obiegowy Marsa
wokol Stonica. Jesli wyobrazimy sobie, ze Mars startujgcy

z pozycji A dokona bez rotacji jednego obiegu wokot
Storica, to uplynie na nim jedna doba stoneczna. Zatem
iloé¢ déb stonecznych w ciggu roku jest o 1 mniejsza

od ilosci dob gwiazdowych. W ciggu marsjanskiego
roku uptywa 669,61 — 1 = 668,61 dob stonecznych
marsjanskich. Dlatego mozna przyjaé, ze w marsjanskim
kalendarzu niektére lata beda liczyty 669 déb srednich
stonecznych, a pozostate 668.

Zakladam tu dwa cykle kalendarzowe — cykl 15-letni
i 90-letni:

1. W pietnastoletnim cyklu kalendarzowym mamy

6 kolejnych lat krétszych, liczacych po 668 déb, oraz
9 kolejnych lat dtuzszych, liczacych po 669 déb.
Daje to w tym cyklu $rednig dtugosé roku réwna,

(6 x 668 + 9 x 669) : 15 = 668,60 déb srednich
stonecznych.

2. W duzym cyklu, liczacym 90 lat, co szésty cykl
15-letni ma nie 9 lecz 10 lat dluzszych. A wiec

w szOstym przestepnym cyklu 15-letnim Srednia dlugosé
roku wynosi: (5 x 668 + 10 x 669) : 15 = 668,66 déb
$rednich stonecznych. W ciggu 90 lat, czyli przez

6 cykli 15-letnich, $rednia dlugosé¢ roku wynosi:
(5 x 668,60 + 1 x 668,66) : 6 = 668,61 d6b
$rednich stonecznych.

Analogicznie do kalendarza ziemskiego rok marsjaniski mozemy podzieli¢ na
12 miesiecy, a kazdy miesiac na tygodnie, a kazdy dzien na godziny — dlatego
godzina marsjanska nie jest réwna godzinie ziemskiej. Tydzien marsjanski —
tak jak ziemski — liczytby 7 déb. Poniewaz marsjanska doba Srednia sloneczna
rowna sie 1,0275 ziemskiej doby sredniej stonecznej, wiec tydzien marsjanski
bytby dtuzszy od tygodnia ziemskiego o okolo 4 h 37 min wedtug zegara
ziemskiego. Mieszkancy Marsa stwierdziliby, ze zgodnie z ich zegarem tydzien
ziemski jest krotszy od ich tygodnia o okoto 4 h 30 min. Zblizone dlugosci
dob i tygodni na obu planetach sprzyjalyby zachowaniu przez mieszkancéw
Marsa ziemskiej rytmiki okreséw pracy i wypoczynku. Miesigce mialyby

po 8 tygodni. W roku dluzszym byloby 9 kolejnych miesiecy po 56

w

Rozwigzanie zadania M 1611.
Nazwijmy tréojkat wyznaczony przez trzy
sposrod wierzchotkéw danego n-kata
czadowym i zauwazmy, ze liczba
czadowych tréjkatéw jest réwna liczbie
tréjek koloréw. To oznacza, ze jesli
warunki zadania sg spelnione, to kazda
trojka koloréw pojawia sie jako zbidr
koloréw bokéw czadowego trdjkata
dokladnie raz. W szczegdlnoéci zaden
czadowy tréjkat nie moze mieé¢ dwéch
bokéw tego samego koloru.

Nazwijmy pewien kolor czerwonym,

a liczbe czerwonych odcinkéw oznaczmy
przez m. Z jednej strony liczba
czadowych tréjkatéw o czerwonym boku
jest réwna m(n — 2), gdyz kazdy
czerwony odcinek jest bokiem dokladnie
n — 2 czadowych tréojkatéw. Z drugiej
strony liczba ta jest réwna liczbie
sposobéw doboru dwéch innych sposréd n
dostepnych koloréw do czerwonego, czyli

%(n —1)(n — 2). Stad

_ (n—=1)(n—2)

m(n — 2) 5

czyli

Skoro m jest liczbg catkowita, to n jest
liczba nieparzysta.

déb oraz 3 ostatnie miesigce po 55 déb. W roku krétszym 4 ostatnie
miesigce liczylyby po 55 déb.

Zaproponowany tu kalendarz marsjanski nie jest skomplikowany. Jest on
prostszy od stosowanego obecnie na Ziemi kalendarza gregorianskiego, w ktérym
sg 3 lub 4 dlugoéci miesiecy nieregularnie rozrzucone w ciagu roku. W dodatku,
regulacja czasu latami przestepnymi na Ziemi wystepuje co 4 lata, co 100

i co 400 lat. W proponowanym kalendarzu marsjanskim tylko raz na 90 lat
wypada rok przestepny. Wazna sprawa jest ustalenie momentu, od ktérego
rozpoczelaby sie rachuba czasu w kalendarzu marsjanskim. Najbardziej
naturalnym momentem jest poczatek doby slonecznej, podczas ktérej ziemska
zaloga po raz pierwszy wyladuje na Marsie. Gdyby Ziemianie wyladowali na
pohudniku zerowym, uregulowaliby wskazania zegara marsjanskiego tak, by
wskazywal czas Sredni stoneczny, ktory uptynat od poczatku tej doby, czyli

od momentu ostatniej dolnej kulminacji Stonica na poludniku zerowym. Jezeli
wyladuja na potudniku innym niz zerowy, wprowadza do zegara poprawke na
czas miejscowy.

Kiedy nastapi pierwsze ladowanie ludzi na Marsie? MySle, ze dobrym i realnym
momentem bylby czas w poblizu opozycji Marsa, ktéra wystapi 4 maja 2031 r.
Taki czas mialby tez znaczenie symboliczne. Podczas lotu na Marsa pierwszej
zalogi, w dniu 12 kwietnia 2031 r., obchodzony bylby w statku kosmicznym

i na Ziemi jubileusz 70-lecia pierwszego lotu cztowieka w przestrzeni kosmicznej.
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Klub 44 M Rozwigzania zadan z numeru 4/2019

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Przypominamy tre$¢ zadan:

' 779. W pola planszy kwadratowej wpisujemy liczby calkowite (w kazde pole jedng liczbe) tak, by

= liczby wpisane w dowolne dwa przyleglte pola byly réwne lub réznilty sie o 1 (pola przyleglte maja

® wsp6lny bok). Dla ustalonej liczby naturalnej n wyznaczy¢ najwigksza liczbe m taka, ze przy
kazdym wypelnieniu planszy n X n, zgodnym z podanym warunkiem, pewna liczba pojawia si¢ na
co najmniej m polach planszy.

780. Ciag xo, x1, T2, ... jest okredlony wzorami: zg = 1,

1
Tpi1 =Tp + — dla n=0,1,2,...
x

n

Obliczyé¢ granice lim (wn — \/271) lub wykazaé, ze ta granica nie istnieje.
n— oo

779. OdpowiedZ: maksymalna warto$é¢ m, o jakiej mowa, to m = n. Macierz [a;;]
owyrazach a;; =i+ j—1 (i,j =1,...,n) daje przyklad wypelnienia planszy,
przy ktérym liczba n pojawia sie n razy (cala jedna przekatna), a zadna liczba
nie wystepuje wiecej niz n razy. Pozostaje wykazaé, ze przy kazdym wypelnieniu
planszy, zgodnym z podanym warunkiem, pewna liczba wystapi > n razy.

Wezmy pod uwage dowolne takie wypelnienie i niech my oraz M} oznaczaja
najmniejszg oraz najwieksza liczbe w kolumnie k. Liczby w sasiednich polach
roznia sie co najwyzej o 1, wiec w k-tej kolumnie sa wszystkie liczby catkowite
z przedzialu [my, My].

Gdy max{m1,...,m,} < min{M, ..., M,}, wéwczas pewna liczba calkowita
nalezy do wszystkich przedzialéw [mq, Mi], ..., [mn, My]. Jest ona obecna we
wszystkich kolumnach, wiec wystepuje > n-krotnie na planszy.

Gdy za$ max{mq,...,mp} > min{M, ..., M,}, znaczy to, ze dla pewnych
numeréw kolumn k, [ zachodzi nieréwnosé my, < My < m; < M;. Wezmy
dowolny wiersz. Na przecieciu z kolumnami k i [ sa w tym wierszu: pewna
liczba < My oraz pewna liczba > my; zatem sa w tym wierszu wszystkie liczby
calkowite z przedziatu [My, m;]. Wiersz byl dowolny, czyli kazda z tych liczb
(np. My) jest obecna we wszystkich wierszach — wystepuje wobec tego > n razy.
To uzasadnia odpowiedz.

780. Podana réwnosé rekurencyjng podnosimy stronami do kwadratu
(zastepujac literke n literka k) i dostajemy réwnowazna zaleznosé
Thp — T =2+ a7

Dodajemy te réwnosci dla k =0, ...,n—1, otrzymujac
n—1

(1) xi—lz?n—‘—Zwiz.
k=0

Stad od razu widaé, ze x, > v2n (dla n > 0), i wobec tego

n—1 n—1 n—1 1 1
-2 _ —2 L L
(2) Slapt=14) a; <1+22k—1+2Hn_1,
k=0 k=1 k=1
gdzie — jak zwykle — H,, oznacza sume¢ odwrotnosci liczb naturalnych od 1 do m.
Zaleznodci (1) i (2) daja oszacowanie

1
xi <2n+2+ iHn_l'

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan Skoro Ty >V 271, mamy St@d

773 (WT = 1,78) i 774 (WT = 1,87) 9 9 1
z numeru 1/2019 (3) 0<z —\on— Ty — 2n < T, — 2n < 2+ §H"_1
n—V2on=

Witold Bednarek L6dz 41,66 Ty + V20 2v/2n 2v/2n
Jerzy Cisto Wroctaw 41,51 . . . . s . .
Franciszok S. Sikorski Warszawa 40,74 Liczby uzyskane po p.ra\ivej st/r(.)me tworza ciag .zblezny do zera; wynika ‘.co.
Pawel Najman Krakéw 39,69 na przyklad ze znanej rownosci asymptotycznej H,, ~ Inn; albo — bardziej
pawel Kubit Srakow 39,20 elementarnie — z nieréwnoéci H,, < 3n/3 (nietrudnej do wykazania przez
Krzysztof Kaminski Pabianice 37,32 n J y p
Michal Kozlik Gliwice 3573 indukcje). Dwustronne oszacowanie (3) pokazuje, ze

lim (xn — \/2n) =0.

n—o0
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Rozwigzania zadan z numeru 4/2019

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

Klub 44 F

Przypominamy tre$¢ zadan:

’ I ’ I 676. Miedzy zwartymi drutem okladkami nienatladowanego kondensatora ptaskiego znajduje sie
I I punktowy tadunek g. Powierzchnia oktadek jest bardzo duza, efekty brzegowe mozemy zaniedbac.
Odlegtosé tadunku od jednej z okladek jest réwna d/3, gdzie d jest odlegloécia miedzy okladkami.
Jaki tadunek przeplynie przez przewodnik zwierajacy oktadki, gdy tadunek g zostanie przesuniety
w miejsce wewnatrz kondensatora, odlegte o d/3 od drugiej oktadki?

677. Oszacuj, jaki musi by¢ minimalny promien planety, aby mogta ona utrzymac atmosfere
skladajaca sig¢ gléwnie z tlenu i azotu, jesli temperatura powierzchni planety 7' = 300 K. Srednia
gestos¢ planety p =4 - 10% kg/m‘;.

676. Poniewaz okladki kondensatora sa bardzo duze, warto$é¢ indukowanych

na nich tadunkéw nie zmienia sie podczas przemieszczania tadunku ¢
réwnolegle do okladek (zmienia sie tylko ich rozktad). Oznacza to, ze wartosé
tadunkéw indukowanych nie zmieni sie réwniez wtedy, gdy tadunek g zostanie
rOwnomiernie ,rozmazany” na powierzchni rownoleglej do oktadek kondensatora

— q @ (rysunek). Ladunki Q1 i —Q; wytwarzaja miedzy okladkami kondensatora
- jednorodne pole o natezeniu Ey = Q1/(0S), gdzie S jest powierzchnia okladek.
£ Plaszczyzna wewnatrz kondensatora natadowana tadunkiem ¢ wytwarza pole
-E)| Eb o natezeniu Fy = q/(2¢¢S). Napiecie miedzy plaszczyzna naladowana ladunkiem ¢

a lewa okladka wynosi Uy = (Ey + E2)d/3, napigcie miedzy ta sama plaszczyzna
i prawa okladka Us = 2d(F2 — E1)/3. Jednoczeénie napigcie miedzy okladkami
zwartego kondensatora wynosi 0, stad Uy = Us, 3E1 = Eo, Q1 = ¢/6. Analogicznie
tadunek na prawej oktadce po przesunieciu tadunku ¢ w potozenie koncowe

jest réwny Q) = —q/6. Szukany tadunek przeplywajacy miedzy okladkami
kondensatora podczas przemieszczania tadunku punktowego g dany jest wzorem

Ag=0Q1 - Q) =q/3.

677. Czasteczka wchodzaca w sktad atmosfery jest utrzymywana

w bezposrednim sasiedztwie planety, gdy jej energia catkowita spelnia warunek
o (v?) — €mM 0, gdzie m jest masa czasteczki, (v?) Srednim kwadratem

jej predkosci, G stala grawitacji, M masa planety oraz r jej promieniem.
Korzystajac ze zwiazku miedzy masa a gestoscia planety, otrzymujemy

nastepujace oszacowanie:
8T
<02> ~ ?Gm‘fmn.

Z drugiej strony, sredni kwadrat predkosci czasteczki gazu zwiazany jest z jego
temperatura 1" zaleznoscia <v2> = ?’kTT = %, gdzie k jest stala Boltzmanna,

R stala gazowa, u masa molowa gazu. Stad
9RT

8rGpp’
Czoltéwka ligi zadaniowej Klub 44 F . . . .. .
po uwzglednieniu ocen rozwiazah zadan ~ LOniewaz masa molowa azotu jest mniejsza od masy molowej tlenu, w celu

670 (WT = 2,35), 671 (WT = 1,75) naszego oszacowania mozemy przyjac, ze atmosfera sklada sie tylko z azotu,

672 (WT = 2,35), 673 (WT = 3,77) ) .
z numeréw 1/2019 i 2/2019 ktérego masa molowa py = 28 g/mol. Ostatecznie 7, ~ 300 km.

.~
TH’LI’IL ~

Marian Lupiezowiec Gliwice 44,03
Tomasz Rudny Poznann 40,98
Jan Zambrzycki Biatystok 39,90
Tomasz Wietecha Tarnéw 38,43
Krzysztof Magiera  Losiéw 31,73
Jacek Konieczny Poznann 29,80
Mateusz Kapusta Wroctaw 29,09
Ryszard Wozniak Krakow 28,77
Michal Kozlik Gliwice 27,47

Powyzsze oszacowanie uwzglednia jedynie warto$¢ sredniej kwadratu predkosci.
W rzeczywistodei czasteczki gazu poruszaja sie z réznymi predkosciami (rozktad
Maxwella), co oznacza, ze cze$é czasteczek ma predkosci powyzej sredniej i te
beda mogly uciec od planety o minimalnym wyznaczonym powyzej promieniu.
W bardziej doktadnym oszacowaniu poszukiwany minimalny promien bedzie
wiec wiekszy.

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do korica miesiaca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech,
dwéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robié¢ co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

wspoélczynnik trudnodci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie

S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe
0s6b, ktére nadestaty rozwigzanie choéby jednego zadania z danego
numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem
Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegélowy regulamin
zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
deltami.edu.pl.

z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesytaé réwniez poczta elektroniczng pod adresem
deltalmimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Oceng mnozymy przez
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Prosto z nieba: Masa Galaktyki

Masa Drogi Mlecznej jest jedna z najbardziej istotnych wielkosci, jakie
astronomowie moga wyznaczy¢. Pomimo dziesiecioleci intensywnego wysitku
otrzymane szacunki masy Drogi Mlecznej r6éznia si¢ znaczaco, wahajac sie¢ od
500 miliardéw do 3 bilionéw mas Storica (My). Ta duza niepewno$é wynika
przede wszystkim z réznych metod stosowanych do pomiaru rozkladu ciemnej
materii, ktéra stanowi okoto 90% masy Galaktyki. Ciemna materia jest
odpowiedzialna m.in. za wytwarzanie potencjalu grawitacyjnego, w ktérym
zanurzony jest dysk Galaktyki. Problemem jest oczywiscie fakt, ze tego,
czego nie widaé, nie mozna bada¢ metodami astronomicznymi, czyli analiza
emitowanych fotonéw. Prowadzi to do duzej niepewnosci pomiarowe;j.

Biorac pod uwage tajemnicza nature ciemnej materii, zesp6t obserwatorow
(iopscience.iop.org/article/10.3847/1538-4357/ab089f /meta) do
oszacowania masy Drogi Mlecznej uzyt sprytnej metody, ktéra polegata na

Gromady kuliste to geste skupiska
gwiazd, ktére kraza w duzych
odlegtosciach wokét spiralnego dysku
Galaktyki.

pomiarze predkosci gromad kulistych.

Najdokladniejszych do tej pory pomiaréw dokonano, laczac dane z misji Gaia
Europejskiej Agencji Kosmicznej (ESA) z obserwacjami teleskopu kosmicznego

Hubble’a (NASA/ESA). Satelitarny teleskop Gaia, znajdujacy sie w punkcie
Lagrange’a Ly pomiedzy Ziemia a Stoncem, zostal zaprojektowany do stworzenia
precyzyjnej trojwymiarowej mapy obiektow astronomicznych i do sledzenia

ich ruchéw. Najnowsze dane obejmuja pomiary pozycji gromad kulistych
znajdujacych sie az do 65 000 lat Swietlnych od Ziemi.

Zespot badaczy potaczyl te dane z obserwacjami teleskopu Hubble’a stabych

i odleglych gromad kulistych, znajdujacych sie nawet 130 000 lat $wietlnych od
Ziemi. Poniewaz teleskop Hubble’a obserwowal niektére z tych obiektéw nawet
przez 10 lat, mozliwe bylo doktadne wyznaczenie predkosci tych gromad.

Im bardziej masywna galaktyka, tym szybciej znajdujace si¢ w niej

gromady gwiazd poruszaja sie pod wpltywem jej sity grawitacji. Metodami
astronomicznymi latwo mierzy sie predkosé radialng (wzdtuz linii widzenia),
ktéra jest zwiazana ze zmiang koloru swiatla. Dzieki precyzyjnym pomiarom
zebranym przez oba teleskopy astronomowie byli w stanie zmierzy¢ takze
predkosé prostopadta do linii widzenia. Pozwolito to obliczy¢ predkosé catkowita
gromad i oszacowaé potencjal grawitacyjny, a z niego wywnioskowaé mase

Galaktyki.

W efekcie astronomowie obliczyli, ze masa zawarta w kuli o promieniu

130 000 lat swietlnych od centrum Galaktyki wazy okoto 1,5 biliona My . Wiedza
o zawartodci ciemnej materii w Galaktyce i jej rozkladzie jest wykorzystywana

do opisu powstawania i ewolucji struktur we Wszechswiecie. Dokladne okreslenie
masy Galaktyki przybliza nas do zrozumienia rozkladu ciemnej materii w naszej

Galaktyce, a co za tym idzie — w podobnych galaktykach spiralnych.

Niebo w sierpniu

Sierpien to pierwszy miesiac po przesileniu letnim,

z bardzo wyraznie skracajacymi sie dniami

i wydluzajacymi nocami. W jego trakcie wysokosé
gérowania Storica obnizy sie o ponad 10°, a dlugoséé
przebywania nad widnokregiem w srodkowej Polsce
skréci sig o prawie dwie godziny. Wraz z poczatkiem
miesigca konczy sie w Polsce sezon na obserwacje tuku
okolohoryzontalnego i oblokéw srebrzystych. Jak co roku
w sierpniu maksimum swojej aktywnosci maja meteory
z roju Perseidéw, lecz w tym roku ich obserwacje
popsuje Ksiezyc w fazie bliskiej pelni, przyémiewajac
wiekszosé z nich.
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Michat BEJGER

W zeszlym miesiacu wszystkie planety typu ziemskiego
ginety w blasku Stonica. Teraz planety Wenus i Mars
nadal pozostana niewidoczne. Wenus w polowie
miesiaca spotka sie ze Stoncem, przechodzac przez
koniunkcje gérna. Oznacza to, ze planeta jest oddalona
od Ziemi maksymalnie w swoim, trwajacym 584 dni,
cyklu synodycznym, a w zwiazku z tym porusza sie
najwolniej wzgledem gwiazd tla. Przez to do koinca
sierpnia nie oddali sie zbytnio od niego, a osiagniecie
odpowiedniej do jej zaobserwowania elongacji,

w polaczeniu z niekorzystnym nachyleniem ekliptyki
do wieczornego widnokregu o tej porze roku, zajmie



jej prawie 3 miesiace. Wenus zacznie pojawia¢ si¢ na
niebie wieczornym dopiero w listopadzie, dazac powoli
do maksymalnej elongacji wschodniej pod koniec marca
2020 r. Planeta Mars réwniez dazy do koniunkcji ze
Slonicem (w przypadku Marsa i pozostalych planet
zewnetrznych zawsze jest to koniunkcja gérna), przez
ktora przejdzie na poczatku wrzesnia, i bedzie zbyt
blisko naszej Gwiazdy Dziennej, aby ja dostrzec. Po
koniunkcji Czerwona Planeta przeniesie sie na niebo
poranne i juz w pazdzierniku da si¢ ja dostrzec na
caltkiem ciemnym niebie tuz przed Switem.

Dobrze za to na poczatku miesigca jest widoczna
planeta Merkury, ktéra 10 sierpnia osiagnie maksymalna
elongacje zachodnia. Niestety, jak zawsze przy dobrej
widocznoéci na duzych pétnocnych szerokosciach
geograficznych, planeta oddali sie wtedy od Stornca na
zaledwie 19° i na godzine przed Switem zajmie pozycje

na wysokosci niecalych 5° nad wschodnim widnokregiem.

Merkurego da si¢ obserwowac¢ do poczatku drugiej
dekady sierpnia. Jak zawsze w czasie widocznosci
porannej Merkury (i Wenus) dazy od koniunkcji dolnej
do koniunkcji gérnej, oddalajac sie od Ziemi, a zatem
w tym czasie tarcza planety skurczy sie z 9 do 6, za$
faza uroénie z 25 do 80%. Zwigkszy sie tez jasnosé
planety z +1 do —1™. Warto zapamigtaé, ze 17 sierpnia
Merkury przejdzie niecaly 1° na poludnie od jasnej
gromady otwartej gwiazd M44. U nas tlo nieba bedzie
zdecydowanie za jasne, aby obserwowaé te koniunkcje,
ale warto o niej pamietaé, jesli ktos wyjezdza gdzies
dalej na potudnie od Polski.

Z planetarnych gazowych olbrzyméw pierwsze dwa,
Jowisz i Saturn, przeniosa sie na niebo wieczorne i ich
warunki obserwacyjne wyraznie sie¢ pogorsza. Pomoze
natomiast skracajacy sie dzien i mimo ze zmniejsza si¢
ich odleglosé do Slonca, to mozna je obserwowaé coraz
wczedniej, dzigki czemu pogorszenie nie postepuje tak
szybko. W sierpniu Jowisz znika z niebosklonu okoto
péinocy, Saturn — dwie godziny pézniej. Doktadnie

20 lat po pamietnym calkowitym za¢mieniu Slorica,
ktérego pas przechodzil m.in. przez Europe Srodkowa,
czyli 11 sierpnia, Jowisz zmieni kierunek swojego ruchu
na prosty. To oznacza, ze w sierpniu niemal nie przesuwa
si¢ on wzgledem gwiazd tla, zatrzymujac si¢ prawie na
linii taczacej gwiazdy Sabik z Wezownika i Antares ze
Skorpiona. Koriczy sie takze okres najlepszej widocznoéci
Jowisza i planeta zacznie do$¢ szybko traci¢ rozmiar
katowy i jasnosé. Planeta Saturn tez zmieni kierunek
ruchu, ale dopiero w drugiej potowie wrzeénia, a zatem
w sierpniu wcigz porusza sie¢ ona ruchem wstecznym.
Do korica miesiaca jasno$¢ Jowisza spadnie z —2,4

do —2,2™ a $rednica jego tarczy z 42 do 39”. W tym
samym czasie Saturn zmniejszy blask do +0,3™, przy
tarczy o $rednicy 18"

Ostatnie dwie planety Ukladu Stonecznego w sierpniu
widoczne sa bardzo dobrze. Wznosza si¢ zdecydowanie
wyzej od Jowisza i Saturna, a ponadto zblizaja sie do
swoich opozycji. Neptun znajdzie si¢ po przeciwnej
stronie Ziemi niz Storice 10 wrzeénia, zag Uran —

28 pazdziernika. Neptun przez caly sierpien przesuwa sie

23

ruchem wstecznym, zblizajac si¢ do gwiazdy 4. wielkoSci
¢ Aquarii. Ostatniego dnia miesiaca planeta zblizy

si¢ do niej na niecate 8. Przy czym jasno$é planety

to +7,8™. Planeta Uran zacznie poruszaé si¢ ruchem
wstecznym 12 sierpnia, dlatego poczatkowo pozostanie
prawie nieruchoma wzgledem gwiazd tta. Niestety

w tym roku Uran nie towarzyszy jasniejszej od siebie
gwiezdzie, ktora bylaby wskazowka w jego odszukaniu.
Mozna positkowaé sie tutaj Hamalem, najjasniejsza
gwiazda Barana o jasnoéci +2™. Uran kresli swoja

petle jakies 11° na potudnie od niej, $wiecac z jasnoscia
obserwowang +5,8™. Neptun géruje po godzinie 2, na
wysokosci przekraczajacej 30°, zas Uran przechodzi przez
poludnik centralny w okolicach wschodu Slorica, ale na
konicu nocy astronomicznej wznosi si¢ na ponad 40°.

Ksiezyc zacznie sierpien od nowiu pierwszego dnia
miesigca, a potem przeniesie si¢ na niebo wieczorne.
Jednak niskie nachylenie ekliptyki do widnokregu o tej
porze doby sprawi, ze przez pierwszych kilkanaécie dni
Srebrny Glob nie wzniesie sie zbyt wysoko. Na szczescie
Ksiezyc przejdzie wtedy na pélnoc od ekliptyki, dzieki
czemu da si¢ go dostrzec przed I kwadra. W pierwszym
tygodniu miesiaca, 5 i 6 sierpnia, ksiezycowy sierp

w fazie 30 1 40% minie Spike, najjasniejsza gwiazde
Panny. Kolejnego dnia, w I kwadrze, przejdzie 3,5°

od Zuben Elgenubi, gwiazdy o« w Wadze. Do Jowisza
Srebrny Glob, o$wietlony w 72%, zblizy sie 9 sierpnia
na 2°, za$ 12 sierpnia, juz prawie w pelni, pokaze si¢ 5°
od Saturna. Dokladnie w polowie miesiaca, 15 sierpnia,
naturalny satelita Ziemi przejdzie przez pelnie, a 2 dni
p67niej, z tarcza o$wietlona w 95% dotrze na 5° do
Neptuna. W podobnej odleglosci do Urana wzejdzie

21 sierpnia, przy fazie zmniejszonej do 67%. Dwa dni
pézniej po poludniu naszego czasu Ksiezyc przejdzie
przez ostatnig kwadre, a 24 sierpnia — przez Hiady,
zakrywajac $wiecace z jasno$ciami obserwowanymi od
43,8 do +4,8™ gwiazdy 01, 62 i 63 Tau, lecz niestety
wszystkie juz po wschodzie Stonca. O $wicie Ksiezyc
zblizy sie do Aldebarana, najjasniejszej gwiazdy Byka,
na niecale 4°.

W ostatnich dniach miesiaca Ksiezyc podazy ku nowiu,
przez ktéry przejdzie 30 sierpnia. Rano nachylenie
ekliptyki do widnokregu jest bardzo korzystne

do obserwacji Ksiezyca prawie do samego nowiu.
Znakomicie widoczne bedzie tzw. $wiatto popielate,
czyli jego nocna czesé, odwietlona Swiatltem odbitym od
Ziemi. 26 sierpnia, w fazie 24%, Srebrny Glob zblizy sie
na niecaty 1° do gwiazdy Tejat Prior, n Gem, zas$ dobe
p67niej, sierpem zwezonym do 15%, Ksiezyc zakryje
gwiazde Wasat (§ Gem). Réwniez tym razem Polska ma
pecha i zjawisko zacznie si¢ tuz po wschodzie Stonca.
Nieco ponad dobe przed nowiem, 29 sierpnia, na godzine
przed switem Ksiezyc zdazy sie wzniesé na wysokosé 7°,
prezentujac tarcze w fazie zaledwie 2%.

Ariel MAJCHER



Informatyczny kacik olimpijski (130):

Kwadraty liczb naturalnych

W tym odcinku oméwimy rozwiazanie zadania ,,Kwadraty liczb naturalnych”,
ktore pojawilo sie¢ na finale Zawodéw Indywidualnych XIIT Mtodziezowej
Olimpiady Informatycznej.

Kwadraty liczb naturalnych: Piotr jest zafascynowany kwadratami liczb naturalnych, czyli liczbami:
1,4,9,16,25, ... Chiopiec ma przed sobq cigg n liczb naturalnych a = (a1, asg, ..., ay). e jest takich par liczb
naturalnych w ciggu a, Ze ich iloczyn jest kwadratem liczby naturalnej?

Niech m oznacza warto$¢ najwiekszej liczby w ciagu a,
zas M niech oznacza najwiekszy iloczyn pary liczb
w ciagu a.

Rozwiazanie O(n? - VM)

Zacznijmy od rozwigzania, w ktérym obliczamy

. .. om(n=1) L

iloczyn kazdej z ——5— par elementéw ciggu a.
Nastepnie zliczamy te iloczyny, ktére sa kwadratami
liczb naturalnych. Zatézmy, ze chcemy sprawdzic,

czy x jest kwadratem. W tym celu przegladamy
kwadraty kolejnych liczb naturalnych: 22,33, 42, ...
Jedli trafimy na z, to odpowiedz jest pozytywna. Jesli
trafimy na liczbe wieksza niz x, wtedy przerywamy
dzialanie i odpowiedz jest negatywna. Tym sposobem
rozwazymy O(/z) kwadratéw. Zatem rozwiazanie dziala
w czasie O(n? - vV M).

Rozwiazanie O(n? - log(m))

Przyspieszmy sprawdzanie, czy x jest kwadratem.
Zaaplikujmy algorytm wyszukiwania binarnego na ciagu
kwadratéw: 12,22,... 22, Algorytmy wykona O(log(x))
operacji. Cale rozwiazanie dziala w czasie O(n? - log(m)).

Szkic rozwigzania optymalnego

Zauwazmy, ze w rozkladzie na czynniki pierwsze
kwadratu liczby naturalnej kazdy czynnik pierwszy
wystepuje parzyscie wiele razy. Zatem iloczyn dwéch
liczb jest kwadratem, jesli zbiory czynnikéow pierwszych
wystepujacych nieparzyscie wiele razy w rozkladzie obu
liczb sa takie same. Niech wiec b= (b1,b2,...,by), gdzie b;
oznacza iloczyn czynnikéw pierwszych, ktére wystepuja
nieparzyscie wiele razy w rozkladzie a;. Innymi stowy,
b; to a; podzielone przez swbj najwiekszy dzielnik
bedacy kwadratem. Wéwczas a; - a; jest kwadratem, jesli
b; = b;. Zatem wynikiem jest liczba par takich samych
elementéow w ciagu b.

Zliczanie par

Zaltézmy przez chwile, ze znamy ciag b i chcemy policzy¢
liczbe par elementéw o takich samych wartosciach.

W tym celu wystarczy posortowaé ciag niemalejaco.
Wéwczas elementy o tych samych wartosciach

znajda sie obok siebie (beda tworzyly bloki). Nastepnie
przegladamy kolejne bloki elementéw i zliczamy pary.
W k-elementowym bloku mozna wybraé k(k=1) par.
Sortowanie realizujemy w czasie O(n - log(n)), podzial
na bloki odbywa si¢ w czasie O(n). Zatem zliczanie par
tych samych elementéw w ciagu b odbywa si¢ w czasie
O(n - log(n)).

Wyznaczenie ciggu b w O(n - /m)

Warto$é b; dla kazdego i od 1 do n liczymy niezaleznie.

Poczatkowo niech b; = a; dla kazdego ¢. Nastepnie
przegladamy kolejne kwadraty (2%,32,..., (| /a;])?) jako
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kandydatow na dzielniki a;. Jesli rozpatrywany kwadrat
jest dzielnikiem b;, to dzielimy b; przez ten kwadrat.

W ten sposéb z rozkladu na czynniki pierwsze usuniemy
kwadraty.

Wyznaczenie ciggu b w O(n - 1@)) (%)

Zauwazmy, ze nie ma potrzeby przegladania wszystkich
kwadratow. Wystarczy rozwazaé¢ kwadraty liczb
pierwszych (22,32,52,...). Pamietajmy o tym, ze kwadrat
moze wielokrotnie wystepowaé w rozkladzie na czynniki
pierwsze. Wtedy musimy usunaé wszystkie jego
wystapienia. Przykladowo: liczbe 48 =2-2.2.2.3
musimy dwukrotnie podzieli¢ przez 22. Kazda liczba
zostanie podzielona co najwyzej O(log(m)) razy. Liczbe
liczb pierwszych w przedziale [1; |/m]] szacujemy

jako 1@). Stad catkowita ztozonosé wynosi O(n . 1@)).

Wyznaczenie ciagu b w O(n - log(m) +m) (xx)

Na poczatku zliczmy wystapienia liczb w ciagu a. Niech
Zyw = {i | a; = w} (zbiér indekséw elementéw ciagu a

o wartosci w). Nastepnie przegladamy kwadraty liczb
pierwszych z przedzialu [1;m] jako potencjalne dzielniki.
Zalézmy, ze rozpatrujemy kwadrat p?. Wiemy, ze jest on
dzielnikiem: 1-p2,2-p?,3-p?,..., U}%J - p?. Dla kazdej

z tych wartosci, korzystajac z tablicy zliczajacej Z,
odwotujemy sie bezposérednio do elementéw, ktore sa
podzielne przez p?, i te elementy dzielimy przez p?.

Po zakonczeniu otrzymane wartoéci tworzg ciag b.

Do kazdego elementu ciagu odwolamy sie co najwyzej
O(log(m)) razy. Liczba rozpatrywanych wielokrotnosci
wynosi: 43 + §3 + £z + ..., co w sumie wynosi O(m).
Zatem otrzymalidmy rozwiazanie dziatajace w czasie
O(n - log(m) + m).

Ym 3
" Tog(m) + m4)

Polaczmy dwa poprzednie rozwiazania () i (xx).
Najpierw, podobnie jak w (x), dla kazdego elementu
ciagu a rozwazmy jego potencjalne dzielniki (kwadraty

liczb pierwszych), nie wigksze niz /m. Takich dzielnikéw

jest 0(10;%). Nastepnie zaaplikujmy rozwigzanie (xx)

z drobna zmiana. Rozpatrujmy tylko wielokrotnosci
kwadratéw liczb pierwszych wiekszych od /m.

Niestety, tak opisane rozwigzanie nadal wymaga
utworzenia tablicy zliczajacej rozmiaru O(n + m).

Do implementacji tablicy zliczajacej wystarczy uzyé
tablicy mieszajacej (tablicy z haszowaniem) i problem
zostaje rozwiazany. Otrzymujemy algorytm, ktory dziata
To(m)
pozostawiam Czytelnikowi. Jednoczes$nie zachecam
do pomyslenia nad lepszym oszacowaniem.

Bartosz LtUKASIEWICZ

Wyznaczenie ciggu b w O(n

. 3 . .
w czasie O(n - + m7). Dowéd tego oszacowania
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Barttomiej BZDEGA

Niezmiennikiem nazywamy te wlasnosé obiektéw, ktora zostaje zachowana

po poddaniu ich wybranym przeksztalceniom. Jesli chcemy wykazaé, ze
obiekt X nie moze zostaé przeksztalcony w obiekt Y za pomoca danych regut,
to wystarczy znalezé ich niezmiennik, ktéry przyjmuje rézne wartosci dla
obiektow X i Y.

Aby to wyjasni¢, rozwiazemy nastepujace zadanie: Czy goniec szachowy moze
za pomocqg legalnych ruchow dostaé sie z pola B2 na pole H7?

Goniec porusza sie po liniach sko$nych, wiec kolor pola, na ktérym stoi,
pozostaje bez zmian. Pole B2 jest czarne, natomiast pole H7 jest biate.
7 tego wynika negatywna odpowiedz na postawione pytanie.

W tym przykladzie przeksztalceniami sg ruchy gonca, rozwazanym obiektem
jest pole, na ktérym on stoi (na poczatku B2, na koricu H7), a niezmiennikiem
— kolor tego pola.

Zadania

1. Czy w wyrazeniu 1 + 2 4+ 3 4 ... + 10 mozna zamieni¢ niektore znaki ,,+”
na ,—” w ten sposob, by wynik byt réwny 07

2. Na tablicy napisano 15 trzycyfrowych liczb pierwszych. Mozemy zmazaé dwie
zapisane na tablicy liczby i zamiast nich zapisa¢ wartoé¢ bezwzgledna ich
réznicy. Postepujemy tak az do momentu, gdy na tablicy pozostanie jedna
liczba. Czy ta liczba moze by¢ 447

3. W kregu stoi 16 drzew, na kazdym siedzi jeden wrébel. Wréble przelatuja
czasem na inne drzewa, ale zgodnie z reguta: dwa wroéble lecg jednoczeénie,
kazdy na drzewo sasiadujace z tym, na ktérym siedzial, jeden zgodnie,

a drugi przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara. Czy jest mozliwe, aby
w pewnej chwili wszystkie wréble siedzialy na tym samym drzewie?

4. Jedno dziecko ma 10 cukierkéw, drugie 15, a trzecie 20. Kazde z nich moze
w dowolnej chwili da¢ po jednym swoim cukierku pozostatej dwdjce. Czy
dzielac sie w ten sposéb, dzieci moga doprowadzi¢ do tego, by kazde z nich
miato 15 cukierkow?

5. W punktach (0,0), (0,1), (1,1) i (1,0) stoja pionki. Dozwolony ruch polega na
wyborze dwéch pionkéw, a nastepnie przestawieniu jednego z nich na punkt
plaszczyzny symetryczny wzgledem punktu zajmowanego przez drugi pionek.
Czy jest mozliwe, aby po pewnej liczbie ruchéw dwa pionki stangly w tym
samym miejscu?

6. Pionki stoja w punktach (0,0), (0,1) i (1,0), reguly postepowania takie jak
w poprzednim zadaniu. Rozstrzygnaé, czy mozliwe jest ustawienie pionkdéw
w wierzchotkach tréjkata, we wnetrzu ktoérego znajduje sie punkt o obu
wspélrzednych catkowitych.

7. Na kazdym polu szachownicy 8 x 8 stoi pionek. Jezeli na pierwszym i trzecim
z trzech kolejnych pél lezacych w jednym wierszu, kolumnie lub diagonali
stoi co najmniej jeden pionek, to mozemy wziaé¢ z nich po jednym pionku
i przetozy¢ na drugie z tych pél. Rozstrzygnaé, czy mozna, wykonujac takie
ruchy, przetozyé¢ wszystkie pionki na jedno pole.

8. Na polu A1 szachownicy 8 x 8 napisano liczbe 1, na A8 napisano —1, a na
pozostaltych polach 0. Mozemy wielokrotnie wykonywa¢ nastepujaca operacje:
wybieramy dowolne pole i zmniejszamy napisang na nim liczbe o liczbe pdl
sasiednich (majacych wspélny bok), zas kazda z liczb napisanych na polach
sasiednich zwickszamy o 1. Rozstrzygnaé, czy mozna doprowadzi¢ do stanu,
w ktérym na wszystkich polach szachownicy napisana jest liczba 0.

9. Ptlaszczyzne podzielono na tréjkaty réwnoboczne w ten sposéb, ze w kazdym
wierzchotku (wezle) spotyka sie sze$é tréjkatéw. W kazdym wezle znajduje
sie lampka, natomiast na kazdym tréjkacie jest wlacznik, ktéry zmienia
stan lampek ($wieci albo nie $wieci) znajdujacych sie w wezltach bedacych
wierzchotkami tego tréojkata. Rozstrzygnaé, czy zaczynajac od sytuacji,

w ktorej swieci si¢ dokladnie jedna lampka, mozemy doprowadzié¢ do
zgaszenia wszystkich lampek.
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Magdalena Fikus

O Zyciu na zywo

Biologia wedtug Delty

»O zyciu na zywo. Biologia wedtug Delty”

Chwata Delcie za znakomity pomyst zaproszenia Magdaleny Fikus do napisania
felietondw do tego czasopisma. Pani Profesor, wybitna specjalistka w dziedzinie biologii
molekularnej i genetyki, bardzo dobrze znana réwniez ze swej dziatalnosci
popularyzatorskiej, pokazata, ze jest takze wirtuozem felietonu popularnonaukowego.
Czytelnicy Delty poznali jej znakomite teksty z cyklu Zycie na zywo.

Z wielkim taktem, zywo, bez wpadania w moralizatorstwo — po mistrzowsku
przedstawione rozmaite problemy z genetyki, ekologii i réznorodnych dziedzin biologii
zostaty zebrane w tomie Biologia wedtug Delty (kolejnym po Matematyce i Fizyce
rowniez wedtug Delty) zatytutowanym O zyciu na zywo. Jest to prawdziwa uczta
intelektualna.

Choc¢ Delta kojarzy sie gtéwnie z matematykga, informatyka, fizyka i astronomig, to
felietony Magdaleny Fikus majg zupetnie inny, niepowtarzalny charakter.

Jaki? Trzeba koniecznie to sprawdzi¢! Zamiast przegladac 94 Delty, wystarczy zajrze¢ do
jednej ksiazki. Czytelnikom nalezy sie jednak ostrzezenie: to wcigga! | moze uzaleznic!

Zdzistaw POGODA




