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*studentka, Wydzial Matematyki
i Informatyki, Uniwersytet Jagiellonski

Czytelniku, dlaczego liczby obok nie sg
sumami dwéch kwadratéw liczb
catkowitych?

Nieujemna okreslonosé oznacza, ze
wielomian przyjmuje tylko wartosci
nieujemne. Oczywiscie, kazdy wielomian
bedacy sumg kwadratéw wielomianéw jest
nieujemnie okreslony.

Sumy kwadratéw wielomianow
Maria GALUSZKA*

Suma kwadratéw najczedciej kojarzy sie nam z twierdzeniem Pitagorasa

— shusznie, ale warto wiedzieé, ze temat ten ma swoje miejsce réwniez w teorii
liczb, gdzie interesuje nas, czy dana liczbe catkowita mozna przedstawié

w postaci sumy kwadratéw innych liczb catkowitych. Intrygujace jest réwniez
pytanie, ile sktadnikéw znajduje sie¢ w tej sumie. Osiagniecia w tym zakresie
mieli miedzy innymi Fermat, Euler i Lagrange. Fermat wysnul hipoteze, Ze
kazda liczba pierwsza postaci 4k + 1 jest suma dwéch kwadratéw, co udowodnit
Euler. Istnieje twierdzenie, ktére podaje, jakie warunki musi speliaé liczba
naturalna, aby byta sumg dwoch kwadratéw.

Twierdzenie 1. Liczbe naturalng mozna przedstawi¢ w postaci sumy dwoch
kwadratéow wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy jej czynnik pierwszy postaci 4k + 3
wystepuje w parzystej potedze.
Przyktady:
3.-3-5=45=32+4+6, 7-7-2-2-2=2392=142% + 142

Niektoére liczby wymagaja trzech kwadratéw:

7-3.4=84=224+4%24+8% 2.5.31=310=15%+ 9% 4 2°.
A gdybysmy chcieli przedstawi¢ dowolna liczbe naturalng jako sume kwadratéw?
Czy da sie to zrobi¢ dla kazdej liczby naturalnej? I czy mozemy oszacowaé
liczbe skladnikow w takiej sumie? Okazuje sie, ze bez zakladania dodatkowych

warunkéw trzy kwadraty to réwniez za malto. W 1770 roku Lagrange udowodnit
nastepujace

Twierdzenie 2 (Lagrange, 1770). Kazda liczba naturalna da sie przedstawié
w postaci sumy czterech kwadratéow liczb naturalnych.

Oczywiscie, twierdzenie Lagrange’a mozna zmodyfikowaé na rézne sposoby,
na przyktad zmieniajac postaé sktadnikéw. Istnieja odpowiednie twierdzenia
zwiazane z przedstawieniem liczby naturalnej jako sumy szedcianéw. Jest
rowniez teoria zwiazana z twierdzeniem Waringa, w ktérym pytamy

o najmniejsza potrzebna liczbe skladnikéw w sumie k-tych poteg, aby méc
otrzyma¢ w wyniku dowolng liczbe naturalna. Jednak w naszych dociekaniach
zostaniemy przy kwadratach. Jezeli chodzi o przedstawienie liczby naturalnej
jako sumy kwadratéw, to wtasciwie twierdzenie Lagrange’a wyczerpuje temat.

Watek teorii liczb jest tylko wstepem do rozwazan nieco innych. Kto powiedzial,
ze sumy kwadratow mozemy rozpatrywaé tylko w kontekécie liczb? Dlaczego
zamiast nich nie mozemy wzia¢ pod uwage innych obiektow matematycznych

— na przyktad wielomianéw? Problemem przedstawienia wielomianu jako

sumy kwadratéw innych wielomianéw jako pierwszy zajal si¢ David Hilbert.
Sformutowal on nastepujace

Pytanie: Czy z nieujemnej okreslonosci wielomianu wynika to, ze mozemy
przedstawié¢ go jako sume kwadratéw wielomianéw?

Rozwazmy proste wersje tego problemu. WeZmy pod lupe najpierw wielomiany
jednej zmiennej o wspélczynnikach rzeczywistych, ktérych zbiér oznaczymy
przez R[X].

Twierdzenie 3. Niech W € R[X] bedzie nieujemnie okreslony. Wowczas
W = W2+ W2 dla pewnych Wi, W € R[X].

Dowéd: Zalézmy, ze W € R[X] jest nieujemnie okreslony. Z Zasadniczego
Twierdzenia Algebry wynika, ze kazdy wielomian o wspo6tczynnikach
rzeczywistych jest iloczynem wielomianéw rzeczywistych pierwszego i drugiego
stopnia. Poniewaz W jest nieujemnie okreslony, wiec mozna go przedstawic
jako iloczyn nieujemnie okreslonych wielomianéw drugiego stopnia (Czytelniku,
dlaczego?). Mozna go zatem zapisaé¢ w postaci

W(X)=c- (X?+ a1 X +b)* ... (X?+a,X +bp),
gdzie ¢ > 0 oraz wyrdznik kazdego kwadratowego czynnika jest niedodatni.
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Rozwigzanie zadania M 1596.
Odpowiedz. n # 4.

Nazwijmy mistrzowskim taki n-turniej,
w ktérym kazdy jest mistrzem.
Udowodnimy, ze jesli istnieje mistrzowski
n-turniej, to istnieje mistrzowski

(n + 2)-turniej.

Niech Aq, As, ..., A, beda zawodnikami
pewnego mistrzowskiego n-turnieju, a B
i C takimi dwoma dodatkowymi
zawodnikami, ze B wygral z C,

a ponadto A; wygral z B i przegral z C
dla kazdego i = 1,2,...,n. Woéwczas

(n 4 2)-turniej powstaly przez dolaczenie
zawodnikéw B i C jest mistrzowski.

Nietrudno sprawdzié¢, ze 3-turniej ztozony
z zawodnikéw A, B, C takich, ze A
wygral z B, B wygral z C, C wygral z A,
oraz 6-turniej pokazany na ponizszym
rysunku (punkty oznaczaja zawodnikéw,
a strzatka z A do B, ze A wygral z B) sa
mistrzowskie. W potaczeniu z konkluzja
poprzednich dwéch akapitéw prowadzi to
do wniosku, ze n-turniej mistrzowski
istnieje dla kazdej liczby nieparzystej

n > 3 oraz dla kazdej liczby parzystej

n = 6.

Pozostaje udowodnié, ze nie istnieje
mistrzowski 4-turniej. Przypusémy, ze
jednak istnieje, i oznaczmy zawodnikow
przez A, B, C, D w taki sposéb, ze A
wygral z B, C wygral z D oraz (bez
straty ogélnosci) B wygral z D. Wéwczas,
skoro D jest mistrzem, to D musial
posrednio wygraé¢ z C — jedyna mozliwosé
jest taka, ze D wygratl z A, a A wygrat

z C. Jednak wowczas ten z zawodnikéw
B, C, ktéry przegral mecz miedzy nimi,
nie mial jak wygraé¢ posrednio z tym
drugim — sprzeczno$c.

Stawa przedstawionego wyniku Artina
wigze si¢ z faktem, ze odpowiada on na
17. ze stynnej listy 23 probleméw Hilberta
zaprezentowanej w 1900 roku na
Miedzynarodowym Kongresie
Matematykéw w Paryzu. Pytanie
brzmialto: Czy kazdy wielomian
nieujemnie okreslony moze bycé
przedstawiony jako iloraz sum
kwadratéw wielomiandw?

Odpowiedz jest twierdzaca, gdyz suma
kwadratéw funkcji wymiernych jest
ilorazem sum kwadratéw wielomianéw.

Wykorzystujac przedstawienie tréjmianu kwadratowego w postaci kanonicznej,
dostajemy

2
X2+akX+bk:(X+a—k) +§\/—A2, gdzie A = aj — 4b, < 0.

2
Stad
W=pi+d) ... (0h +an),
gdzie p1,...,p, € R[X]. Dalej korzystamy z tozsamosci

(A? 4+ B%)(C? + D?) = (AC + BD)? + (AD — BC)?.
Nastepnie przeksztalcamy nasz iloczyn zgodnie z powyzsza réwnoscia, az bedzie
on réwny sumie kwadratéw pewnych wielomianéw Wy, Ws € R[X]. O

Naturalnie, pojawia si¢ pytanie, czy analogiczne twierdzenie zachodzi dla
wielomianéw dwéch zmiennych o wspélezynnikach rzeczywistych (ktérych zbiér
oznaczaé bedziemy przez R[X1, X5]). Okazuje sie, ze nie, a chcac udowodnié ten
fakt, mozna postuzy¢ sie kontrprzyktadem. Wielomian

nazywany wielomianem Motzkina, byl pierwszym przyktadem dodatnio
okreslonego wielomianu, ktéry nie jest suma kwadratéw innych wielomiandw.
Pojawil si¢ stosunkowo pdzno, bo dopiero w 1967 roku. Jego dodatnia
okre$lonosé jest konsekwencja nieréwnoéci pomiedzy $rednimi — $rednig,
arytmetyczna i Srednig geometryczna. Mamy

%Hc > Yabe
Podstawiajac a = X1 X2, b = X2X3, ¢ =1 otrzymujemy
W(X1,X2) =1-3X{X3+X{X5+X{X5>0.

Wykazemy teraz, ze W nie jest suma kwadratéw wielomianéw. Dla dowodu nie
wprost zatézmy, ze W jest suma pewnych k kwadratéw, czyli

dla dowolnych a, b, ¢ > 0.

k
W=> W2 = W;eR[Xy, Xyl.
=1

7 tej racji, ze stopien wielomianu W jest réwny 6, to stopien kazdego
z wielomianéw W; jest réwny co najwyzej 3. Stad kazdy wielomian W; sklada sie
z wielomianéw

1, X1, Xo, XY, X3, X1 X, X7, X3, X7 X, X1 X3
7 pewnymi rzeczywistymi wspélezynnikami. Zauwazmy, ze X7, X2, X{, X3, X8 X§
nie wystepuja w jawnej postaci wielomianu W, wiec sktadniki
X1, Xo, X2, X3, X3, X3 nie moga wystepowaé¢ w zadnym z W;. Stad

Wi =a; + binXz + C¢X12X2 + lelez

dla pewnych liczb rzeczywistych a;, b;, ¢;, d;. Wtedy jednak Zle b? = —3, co daje
sprzecznosé; wielomianu Motzkina nie mozna zatem przedstawi¢ w postaci sumy
kwadratow wielomianéw dwoch zmiennych.

Widzimy wiec, ze odpowiedZ na pytanie Hilberta jest negatywna, cho¢ sa
rowniez ,,czeSciowo pozytywne” wyniki, jak ponizszy:

Twierdzenie 4 (Hilbert, 1888). Niech W € R[X1, X2| bedzie nieujemnie
okreslonym wielomianem stopnia 4. Wtedy W jest sumg trzech kwadratow
z R[Xl, X2] .

Skoro nie kazdy nieujemnie okreslony wielomian mozemy zapisaé jako

sume kwadratéw innych wielomianéw, sprobujmy poszerzy¢ zakres naszych
poszukiwan — zamiast wielomianow zapytajmy o ilorazy wielomianow, czyli
tak zwane funkcje wymierne. W pewnym sensie sg one dla wielomianéw tym
samym, czym liczby wymierne dla liczb catkowitych. Zbiér funkcji wymiernych
n zmiennych oznaczaé bedziemy przez R(X,...,X,,). W tym kontekscie
odpowiedzi na nasze pytania dostarcza ponizsze

Twierdzenie 5 (Artin, 1927). Niech wielomian W bedzie nieujemnie okreslony.
Wtedy W jest sumqg kwadratéw z R(Xq,..., X,,).

Po opublikowaniu wyniku Artina pojawily sie inne pytania. Jak duzo kwadratow
jest w rozkladzie na sume? Jeden z wynikéw w tym zakresie nalezy do Hilberta.
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Rozwigzanie zadania M 1595.

a) Przypusémy, ze w pewnym n-turnieju
jest doktadnie dwéch mistrzéw

i oznaczmy ich przez A, B w taki sposéb,
ze A wygral z B.

Niech C bedzie zbiorem zawodnikéw,
ktorzy wygrali z A, a B — zbiorem
zawodnikéw, ktérzy przegrali z A. Skoro
B jest mistrzem oraz B € B, to istnieje
zawodnik pokonany przez B, ktéry
wygral z A — wynika stad w szczegdlnosci,
ze zbiér C jest niepusty.

Ograniczajac turniej do meczéw
rozegranych miedzy zawodnikami ze
zbioru C, mozemy na mocy poprzedniego
zadania wskazaé zawodnika C, ktéry jest
mistrzem w zbiorze C. Zawodnik C
wygral posrednio lub bezposrednio ze
wszystkimi pozostalymi zawodnikami w C
oraz wygral bezposrednio z A, wiec
wygral posrednio ze wszystkimi
zawodnikami w B. To oznacza, ze C jest
mistrzem w calym turnieju, co przeczy
zalozeniu, ze mistrzéw jest dokladnie
dwdéch.

b) Rozwazmy turniej, w ktérym A, B, C
sg takimi zawodnikami, ze A wygral z B,
B wygral z C oraz C wygral z A, a kazdy
z pozostalych n — 3 zawodnikéw przegratl
z kazdym sposréd A, B, C' (wyniki
meczéw pomiedzy tymi n — 3
zawodnikami moga byé dowolne). W tym
turnieju A, B, C sg jedynymi mistrzami
(nikt z pozostalych nie wygral z zadnym
z nich) i jest ich trzech.

Rozwigzanie zadania M 1594.

Niech A bedzie dowolnym zawodnikiem,
ktéry wygral najwiecej meczéw.
Udowodnimy, ze A jest mistrzem.

Oznaczmy przez B zbiér zawodnikéw,
ktorzy przegrali z A, a przez C zbidr
zawodnikow, ktorzy wygrali z A. Jezeli
zbiér C jest pusty, to A wygral ze
wszystkimi bezposrednio, wiec jest
mistrzem.

Przypusémy, ze istnieje zawodnik C € C,
ktory wygral z kazdym zawodnikiem z B.
Woéwcezas C wygral ze wszystkimi
zawodnikami pokonanymi przez A oraz

z samym A, wiec ma na koncie wiecej
zwyciestw niz A, a to przeczy wyborowi
zawodnika A. Wobec tego dla kazdego

C' € C istnieje B € B o tej wlasnosci, ze B
wygral z C, a to oznacza, ze A jest
mistrzem.

Twierdzenie 6 (Hilbert, 1893). Niech wielomian W € R[ X1, X5] bedzie
nieujemnie okreslony. Wtedy W jest sumq czterech kwadratéw z R(X7, Xa2).

Naturalne jest pytanie, czy mozemy wzmocnié¢ to twierdzenie przez zapisanie
dodatnio okredlonego wielomianu jako sumy trzech kwadratéw funkcji
wymiernych. Odpowiedz jest negatywna i z pomoca jako kontrprzyktad
ponownie przychodzi nam wielomian Motzkina — tym razem jednak uzasadnienie
nie jest elementarne i korzysta z dziedziny zwanej geometrig algebraiczna.

Twierdzenie 7 (Cassels—Ellison—Pfister, 197). ) Wielomian Motzkina nie jest
sumg trzech kwadratéw z R(Xq, X3).

Okazuje sig, ze wielomian Motzkina nie jest w tym sensie wyjatkowy. Jean-Louis
Colliot—Théléne pokazal w 1993 roku, ze w zbiorze wielomianéw stopnia co
najmniej 6 te, ktére mozna przedstawi¢ w postaci sumy trzech kwadratéw
funkcji wymiernych, stanowiag pomijalny zbiér zaréwno z topologicznego, jak

i teoriomiarowego punktu widzenia; szczegdly mozna znalezé na przyklad

w artykule Oliviera Benoista: Writing Positive Polynomials as Sums of (Few)
Squares.

Teraz wr6¢émy do liczby sktadnikéw w przypadku dowolnej liczby zmiennych.
O tym, jak mozna ja oszacowaé dla funkcji wymiernych n zmiennych, méwi
ponizsze twierdzenie Pfistera.

Twierdzenie 8 (Pfister, 1967). Niech wielomian W € R[Xq, ...
nieujemnie okreslony. Wtedy W jest sumq 2™ kwadratow z R(Xq,. ..

, Xn] bedzie
s Xn).

Nasuwa si¢ kolejne pytanie: czy ograniczenie 2" moze zostaé poprawione?
Innymi stowy, czy istnieje nieujemnie okreslony wielomian z R[Xq,..., X,],
ktéry nie jest suma 2™ — 1 kwadratéw z R(Xq, ..., X,,)? Dylemat ten zostal
sformutowany przez Albrechta Pfistera zaraz po opublikowaniu dowodu,

ze liczba sktadnikdéw 2™ jest wystarczajaca. Na chwile obecna wiadomo
jedynie, ze n 4+ 1 to za malo. Jak widaé, choé¢ siedemnasty problem Hilberta
zostal rozwiazany juz w 1927 roku, to temat zwiazany z tym zagadnieniem
jest peten kwestii nierozstrzygnietych. Do zrobienia wciaz pozostaje wiele,

a zaprezentowane tutaj twierdzenia sa tylko czeécia wiekszej ukladanki.

Lodowa maszyna cieplna
Krzysztof REJMER

Znane powiedzenie méwi, ze istnieja dwie szkoty: otwocka oraz falenicka. Jedna
na pewno jest lepsza, druga oczywiscie gorsza; sek w tym, ze nie wiadomo, ktéra
jest jaka.

Nie inaczej bywa i w fizyce. Mozna podaé wiele przyktadéw, choéby
termodynamike. Jedni sa zafascynowani jej formalizmem matematycznym
(czytaj — formami rézniczkowymi), drudzy bardziej zachwycaja si¢ fizyczna
tredcig i pomyslowoscia dowodéw korzystajacych z wlasnosci cykli Carnota.
Ten artykul traktuje o specyficznym cyklu Carnota i jesli jest deklaracja
przynaleznosci autora do jakiejs szkotly, to niechybnie bedzie nia szkota

z Glasgow. (Jak zatem bedzie brzmial wlasciwy przymiotnik?)

Z doswiadczenia wiemy, ze zamarzajaca woda zwieksza swoja objetosé. Dlatego
czasami pekaja zle zabezpieczone rury, a w gérach woda zamarzajaca w skalnych
szczelinach kruszy najmocniejsze nawet skaly, przyspieszajac procesy erozji.
Wykorzystamy fakt zmiany objetosci cieczy podczas przemiany fazowej do ataku
na druga zasade termodynamiki, by potem (niczym strazak, ktéry podpala,
zeby gasié) dzielnie ja obronié. Zbudujmy zatem cykl pokazany na rysunku na
nastepnej stronie; nazwiemy 6w cykl lodowg maszynqg cieplng.

Cylinder zamkniety ruchomym tlokiem (jak zwykle w tego rodzaju
dyskusjach przyjmujemy, ze tlok porusza sie bez tarcia) wypelniony jest woda
o temperaturze réwnej temperaturze krzepniecia. Na zewnatrz ttoka znajduje
sie powietrze o normalnym ci$nieniu atmosferycznym. Na tloku (A) stawiamy
cialo o masie m. Uklad znajduje si¢ w jednorodnym polu grawitacyjnym
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Lodowy silnik cieplny. Zgodnie z pierwszg zasada
termodynamiki praca wykorzystana do podniesienia
masy m jest réwna réznicy ciepel: W = Q1 — Qa2,
gdzie Q2 jest cieplem wydzielajacym si¢ w trakcie
zamarzania wody, a Q1 jest cieptem zuzytym do
stopienia lodu. Przyjmujemy, ze uklad jest na tyle
maly, Ze mozemy zaniedbaé niejednorodno$¢ cisnienia

w zbiorniku

Druga zasada termodynamiki ma wiele
réwnowaznych sformulowan.

W sformutowaniu Kelvina brzmi:

Nie jest mozliwy proces, ktérego jedynym
skutkiem byloby pobranie pewnej ilosci
ciepla ze zbiornika i zamiana go

w réwnowazng tlosé pracy.

o natezeniu g, a wiec aby podnies$¢ cialo, nalezy wykonaé prace. Nastepnie

w temperaturze krzepniecia odbieramy od wody ciepto. Woda zamarza, zwicksza
objeto$¢ i podnosi cialo znajdujace sie na tloku (B). Nastepnie (C) zsuwamy
cialo z tloka (praca zwiazana z poziomym przesuwaniem tego ciala moze

by¢ dowolnie mata). Na konicu dostarczamy do lodu cieplo, tak by go stopié,
temperatura jest w tym procesie stata. Po stopieniu lodu uklad znajduje sie

w stanie poczatkowym (D), natomiast masa m zostala podniesiona na wyzszy
poziom.

m m . m
m > m
g
woda 16d 16d woda
(A) (B) (©) (D)
Q2 Q1

I tak oto natrafiamy na bardzo powazny ktopot. Wymiana ciepta pomiedzy
wodg i otoczeniem oraz pomiedzy lodem i otoczeniem zachodzi w temperaturze
0°C, bo taka jest temperatura krzepniecia wody i topnienia lodu. Efektywnie
pobrane cieplo (czyli r6znica ciepla pobranego przy topnieniu lodu i oddanego
przy zamrazaniu wody) zostaje w calosci zamieniona na prace. Jest to sprzeczne
z druga zasada termodynamiki w sformulowaniu Kelvina!

Problem ten rozwiazal brat lorda Kelvina, James Thomson, profesor mechaniki
inzynieryjnej na Uniwersytecie w Glasgow (lord Kelvin byt profesorem fizyki
tego Uniwersytetu). Proces zamarzania i proces topnienia przebiegaja w innych
warunkach. Ze wzgledu na obecno$¢ masy m zamarzanie zachodzi przy wyzszym
ci$nieniu niz topnienie, kiedy na ttoku nie stoi juz masa m. Jesli stuszna

jest druga zasada termodynamiki, to oba procesy musza zachodzi¢ w innej
temperaturze. A to oznacza, ze temperatura topnienia lodu zalezy od jego
ci$nienia. Cialo robocze (czyli woda/16d) musi wymieniaé cieplo z dwoma
termostatami. Pobiera¢ cieplo od termostatu o wyzszej temperaturze (topnienie
lodu pod nizszym ci$nieniem) i oddawaé ciepto do termostatu o nizszej
temperaturze (zamarzanie wody przy podwyzszonym ci$nieniu). Tak wigc
funkcja p(T"), czyli ci$nienie w funkcji temperatury dla wspolistnienia wody

i lodu jest funkcja malejaca. Jest to fakt potwierdzony doswiadczalnie.

By¢ moze dzi§ wydaje nam si¢ to trywialne, ale w tamtych czasach choé
wiedziano o wplywie ci$nienia na temperature wrzenia, jednak nie wiedziano,
ze wplywa tez na temperature topnienia. Czyz nie jest zatem piekne, ze z faktu
zmiany objetosci substancji w trakcie przemiany fazowej — na podstawie drugiej
zasady termodynamiki w jej historycznym, kelwinowskim sformutowaniu —
potrafimy wyprowadzié istnienie zwigzku pomiedzy temperatura przemiany
fazowej a ci$nieniem? Przystowie moéwi, ze wszystkie drogi prowadza do Rzymu.
Termodynamicznym Rzymem jest Druga Zasada.

Zauwazmy jeszcze jedna rzecz. W sytuacji, w ktorej ciepto jest pobierane przez
otoczenie przy innym cisSnieniu i temperaturze niz wtedy, gdy jest od otoczenia
odbierane, musimy dwie izotermy polaczyé¢ dwiema adiabatami (a zatem
otrzymujemy prawdziwy cykl Carnota), ktére nie byly potrzebne w pierwszej,
naiwnej (jednoizotermowej) wersji lodowego silnika cieplnego.

W powyzszym rozumowaniu pominelidmy zjawisko $écisliwosci i wody, i lodu.
Nie jest to jednak bardzo wielki grzech, jesli tylko masa m nie jest zbyt duza.
Zmiana objetos$ci wywolana dodatkowym ciénieniem pochodzacym od ciezaru
ciala mg jest nieznaczna w poréwnaniu ze zmiang objetos$ci podczas przemiany
fazowej.
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W dniach 6-7 kwietnia 2019 roku

na Wydziale Fizyki UW odbedzie sie
V edycja Sympozjum Mtlodych
Naukowcéw Wydziatu Fizyki. Dzieki
konferencji studenci I i II stopnia maja
mozliwo$é zaprezentowania wynikéw
wtlasnych badan naukowych w zakresie
nauk fizycznych i im pokrewnych.
Organizatorami Sympozjum sa:
Studenckie Kolo Nanotechnologii
»Nanorurki” oraz Wydzial Fizyki UW,

za$ uczestnikami studenci z calej Polski.

Szczegbltowe informacje na temat
Sympozjum znajdujg si¢ na stronie
internetowej (smn.fuw.edu.pl), a takze
na profilu facebookowym
(www.facebook.com/SMNFUW/).

Serdecznie zapraszamy do udziatu
w Sympozjum!

Bestiariusz informatyczny (7)

W ostatnim juz odcinku bestiariusza przedstawimy garsé¢ akroniméw, poruszajac
tematy zwiazane ze spoltecznym odbiorem technologii informacyjnych. Wigkszo$¢
z nas nie wyobraza sobie zycia bez komputeréw i Internetu. W zastosowaniach
biznesowych oprogramowanie CAD (Computer-Aided Design) pomaga w pracy
projektantom, systemy zarzadzania trescia CMS (Content Management System)
ulatwiaja tworzenie serwisow internetowych, a relacyjne bazy danych RDBMS
(Relational DataBase Management System) umozliwiaja przechowywanie

i wyszukiwanie wszelkiego typu informacji.

W zastosowaniach rozrywkowych potezna gataz rynku stanowia gry
komputerowe. Niektére ich rodzaje tez okreslamy akronimami, np.

strategie czasu rzeczywistego RTS (Real-Time Strategy), wieloosobowe gry

w penetrowanie labiryntéw MUD (Multi- User Dungeon) lub gry sieciowe,

w ktérych weielamy sie w bohateréw wirtualnego $wiata MMORPG (Massively
Multiplayer Online Role-Playing Game).

Rozwdj Internetu spowodowal, ze ludzie zaczeli taczy¢ sie ze soba na masowa
skale: od pierwszych ustug udostepniajacych miejsce na zdalnych komputerach
BBS (Bulletin Board System), przez ustugi czatéw, jak IRC (Internet Relay
Chat), az do serwiséw spolecznoéciowych SNS (Social Networking Service),
gdzie najwazniejsze sa tresci wytwarzane przez ich uzytkownikow UGC
(User-Generated Content). W celu przyspieszenia komunikacji tekstowej
wytworzyl sie tez internetowy slang zawierajacy takie wyrazenia, jak BTW
(By The Way), LOL (Laughing Out Loud) czy AFAIK (As Far As I Know).

Kazdy przedsigbiorca wie, ze posiadanie firmowego serwisu internetowego
jest w dzisiejszych czasach obowiazkowe. Musi on jednak sprawdzié, czy
doswiadczenie uzytkownika UX (User eXperience) jest w jego serwisie
pozytywne, czy serwis jest zoptymalizowany pod katem wyszukiwarek SEO
(Search Engine Optimization) i czy nie jest podatny na ataki za pomoca
zlodliwego kodu XSS (Cross-Site Scripting).

Coraz bardziej jestesmy uzaleznieni od komunikacji elektronicznej. W sklepie
za produkty zabezpieczone etykietami RFID (Radio-Frequency Identification)
mozemy zaplaci¢ karta zblizeniowa NFC (Near-Field Communication), a coraz
wiecej zwyklych urzadzen, mimo ze jest to ostatnie, czego by$my od nich
wymagali, podlacza sie do sieci w ramach koncepcji Internetu rzeczy IoT
(Internet of Things).

W cyfrowym tysiacleciu duzo moéwi sie o ochronie wlasnosci intelektualnej IP
(Intellectual Property) i proponuje rézne ustawy majace ukrécié ,piractwo”
sieciowe, tj. SOPA (Stop Online Piracy Act). Na szczedcie coraz latwiej
nabywaé cyfrowe treSci w powstajacych serwisach typu VOD (Video On
Demand). Jest tez mnéstwo oprogramowania dostepnego na wolnych i otwartych
licencjach FLOSS (Free, Libre and Open-Source Software), rozwijanych

i promowanych m.in. przez fundacje wolnego oprogramowania FSF (Free
Software Foundation) i otwartego oprogramowania OSI (Open Source
Initiative).

Niektore akronimy odnosza si¢ do oprogramowania, na ktére jeszcze musimy
poczekaé. O ile postepy w dziedzinie rozpoznawania tekstu OCR. (Optical
Character Recognition) czy wirtualnej rzeczywistosci VR ( Virtual Reality) sa
catkiem dobre, to w pelni automatyczne przetwarzanie jezyka naturalnego
NLP (Natural Language Processing) lub ogdlnie pojeta sztuczna inteligencja
AT (Artificial Intelligence) pozostaja nadal pie$nia przyszlodci.

Tym odcinkiem koniczymy bestiariusz informatyczny. Pojawito sie w nim
ponad 200 akroniméw dotyczacych technologii informacyjnych IT (Information
Technology). Nie pozostaje nam juz nic innego, jak uwienczyé go jeszcze jednym:
znakiem kofica pliku EOF (End Of File).

Tomasz IDZIASZEK



Warto podkredlié¢, ze w naszych
rozwazaniach nie dopuszczamy
aktywno$ci ,wrogich sit trzecich”.
Zakladamy, ze dwie komunikujace sie
strony sg uczciwe (choé¢ ciekawskie)

i doktadnie wykonuja ustalony protokét.

W literaturze okresla si¢ taka sytuacje
mianem honest but curious.

AND OR NOT
inp |ing [out iny |ing [out in|out
1|1 1 111 1 0
110|0 1101 1
0O1]0 0|1 1
00| O 0[]0 O

Rys. 1. Przyktad obwodu logicznego,
dostarczajacego odpowiedzi na pytanie:
czy Aldona i Bogumil kochajq sie
wzajemnie lub oboje sq czytelnikami

»Delty”?

A jednak sie da (V),

czyli saga kryptologiczna w odcinkach.
Tym razem: protokét Yao.

tukasz RAJKOWSKI

Jedna z drobnych przyjemnosci w zyciu milionera jest poréwnywanie swojego
bogactwa z bogactwem innych milioneréw. Czasem nie jest to trywialne zadanie,
gdyz afiszowanie sie ze stanem swojego konta (nawet przyblizonym) mogloby
zosta¢ uznane za naruszenie krezusowej etykiety. Istnieje co prawda szeroki
wachlarz subtelnych wskaznikoéw, w rodzaju rozmiaru posiadlosci czy liczby
luksusowych aut, jednak te bywaja bardzo mylace. Czy jest mozliwa wymiana
informacji miedzy dwoma bogaczami w taki sposéb, by kazdy z nich dowiedziat
sie, ktéry z nich jest bogatszy, i bylaby to jedyna informacja o stanie posiadania
rozmoéwcey? Proponujemy Czytelnikowi zastanowienie si¢ nad tym pytaniem
przed sformutowaniem problemu ogdlniejszego, czyli: czy jest to prawda dla
dowolnej wartosci obliczanej na podstawie majatku obu rozméweéw (na
przyklad: czy sumarycznie maja wiecej niz miliard?). Oczywiscie, tytul naszej
serii artykuléw sugeruje twierdzaca odpowiedZ na postawione pytanie i tak jest
w rzeczywistosci, a realizacja poszukiwanego sposobu jest protokoét Yao.

Doprecyzujmy odrobine nasze rozwazania: kazdy z dwojga rozmoéwcow
(podobnie, jak w poprzednich odcinkach sagi, niech beda to Aldona i Bogumit)
skrywa pewng wartosé. Dla ulatwienia dalszego opisu, przedstawmy te wartosci
w postaci binarnej i przechowujmy jako ciagi binarne o ustalonej z géry
dlugosci. Niech zatem wartoscia Aldony bedzie @ = (x1, %2, ..., Tk), a wartodcia
Bogumita y = (y1,y2, ..., u), gdzie z;,y; wynosza 0 lub 1 dla ¢ < k oraz j <.
Aldona i Bogumit chcg obliczyé f(x,y), gdzie f jest pewna znana im funkcja,
ktéra przyjmuje wartosci 0 lub 1 (taka funkcje bedziemy nazywaé boolowskq).
Jednoczesnie kazde z nich wymaga, by wszystko, czego dowiedziato sie to drugie
na podstawie wymienionych informacji, zawierato sie w wartosci funkcji f.
Gdyby na przyktad funkcja f byla iloczynem swoich argumentéw i przyjeta
wartosé 0, a wéréd argumentéw Aldony byly same 1, to jedyne, czego moze sie
ona dowiedzie¢ o argumentach Bogumila to tyle, ze znajduje si¢ wsréd nich 0.

Konstrukcje protokotu Yao rozpoczniemy od przedstawienia funkcji f

w postaci obwodu logicznego, czyli ztozenia dwuargumentowych funkcji AND

i OR oraz jednoargumentowej funkcji NOT. Oczywiste dziatanie tych funkcji
przedstawione jest w tabelkach na marginesie. Czytelnikowi Dociekliwemu
polecamy zastanowi¢ sie, jak kazda funkcje boolowska mozemy zamienié¢ na
obwod logiczny — uzasadnienie jest ukryte w tym numerze Delty. Kiedy juz
Aldona i Bogumil ustalg reprezentacje rozwazanej funkcji w postaci obwodu
logicznego, przedstawiaja go jako graf skierowany — przyklad na rysunku 1.
Mozemy wyobrazi¢ sobie, ze jest to obwdd elektryczny: krawedzie to przewody,
ktérymi plynie (badZ nie) prad, wierzcholki to ,bramki”, ktére wypuszczaja
(badz nie) prad w zaleznosci od obecnosci pradu na ich ,wejéciach”. (Przepltyw
pradu oczywiScie reprezentuje bit 1, a brak przepltywu — bit 0). Na dole sa
wierzchotki odpowiadajace argumentom — sa to ,przetaczniki”, nalezace do
Aldony lub Bogumita, a na gérze — wierzcholek odpowiadajacy wynikowi. Idea
protokolu Yao (szczegdly zaraz) jest nastepujaca: Aldona koduje w pewnym
jezyku wszystkie mozliwe zachowania obwodu i dostarcza Bogumitowi tyle
informacji, ze potrafi on odtworzy¢ ,,prawdziwe” zachowanie obwodu w tym
jezyku, bez ujawniania swoich argumentéw i bez poznawania prawdziwych
wartoéci argumentéw Aldony. Precyzyjniej, procedura przebiega tak (realizacja
niektérych punktéw oznaczonych é jest nietrywialna i bedzie wytlumaczona
w dalszej czesci tekstu):

(a) Aldona dla kazdej krawedzi wybiera dwa kryptonimy: pierwszy koduje
przeplyw pradu przez dang krawedz, a drugi jego brak (rys. 2). Bogumit
do konca protokohlu nie bedzie w stanie polaczyé¢ zadnego kryptonimu
z odpowiadajacym mu bitem.



[ konik/deska

Rys. 2. Ustalenie kryptoniméw dla
przeplywu pradu (lub jego braku)

w poszczegblnych przewodach (pierwszy
kryptonim odpowiada zawsze
przeplywowi pradu).

Rys. 3. Ewaluacja ukladu przez Bogumita

w ,nowym jezyku”, gdy @1 = 0,
Ty = y1 = y2 = 1. Dla zadnej krawedzi
nie poznaje on kryptonimu

odpowiadajgcego jej ,,drugiemu” stanowi.

»garblowanie” bramki AND;

iny ing out || Einy (Fin, (out))
ramka | czapa | szafa naogc
ramka | drzwi | pliki levss
karta |czapa | pliki dmbuk
karta |drzwi| pliki eeabs

Tlumaczenie dziatania bramki AND; na
jezyk kryptoniméw, a nastepnie
kodowanie kazdego kryptonimu wyjscia
przy uzyciu odpowiednich kryptoniméw
wejscia i pewnej funkcji szyfrujacej E.

‘W powyzszej sytuacji ,,czarna skrzynka”

odpowiadajaca bramce AND; to
{eeabs, dmbuk, naogc, levss}. Jesli

Bogumil poznal t¢ czarng skrzynke oraz
wie, ze kryptonimy wejsécia do tej bramki

to ,karta” i ,,czapa”, to odkodowuje
kazdy element czarnej skrzynki przy
uzyciu tych kryptoniméw i stad
otrzymuje kryptonim wyniku. Dla
przyktadu, jesli otrzymal w ten sposéb

{qdhrq, pliki, zzvwa, xdciq}, to dowiaduje

sig, ze kryptonim wyniku to ,,pliki”.

(b) & Aldona zamienia kazda bramke na ,czarna skrzynke”, ktéra dla danych
kryptoniméw wejscia pozwala obliczy¢ adekwatny kryptonim wyjscia, i nic
ponadto. Ten etap nazywany jest ,,garblowaniem” obwodu.

(¢) Aldona przekazuje Bogumilowi kryptonimy stanu swoich przetacznikéw
oraz wszystkie czarne skrzynki (wraz z informacja, jakim bramkom
odpowiadaja).

(d) & Bogumil poznaje hasla odpowiadajace temu, czy z jego przelacznikéw
plynie prad, w taki sposéb, by Aldona niczego nie dowiedziala sie o ich
stanie.

(e) Bogumil ewaluuje obwdd w nowym jezyku (czyli po kolei, ,,od dotu”,
oblicza kryptonimy opisujace przeplyw pradu przez kolejne przewody)

i oblicza haslo wyniku (rys. 3); przesyla je Aldonie.

(f) Aldona tlumaczy kryptonim wyniku na prawdziwy wynik i przekazuje go

Bogumitowi.

Przeanalizujmy, w jaki sposéb realizowane sa zalozenia tego planu. Punkt (a)
nie wymaga szczegolnych objasnien — w praktyce kryptonimami sg duze

liczby losowe, mozemy jednak mysle¢ o bardziej swojskiej konwencji typu
»bies/kot”, . nos/oko” i tak dalej. Punkt (b) potrzebuje wiekszej uwagi. W sukurs
przychodzi nam szyfrowanie symetryczne. Przypomnijmy, ze jest to podstawowy
sposéb szyfrowania, w ktérym do zakodowania i odkodowania wiadomosci
potrzebny jest ten sam klucz. Przykladem jest szyfr Cezara, w ktérym kluczem
jest liczba pozycji, o jaka przesuwamy w alfabecie kazda litere wiadomosci.
Warto zwréci¢ uwage na pewna wlasnosé szyfru Cezara — jesli sprébujemy
odczytaé zakodowang wiadomoéé (czyli szyfrogram) przy uzyciu blednego
klucza, otrzymamy zapewne bezsensowny ciag liter, przez co dowiemy sie, ze
uzyty przez nas klucz byl nieprawidtowy. Podobng wlasno$é mozna wymusié
na kazdym szyfrze symetrycznym — wystarczy umowié sie, ze przekazywane
przez nas wiadomosci musza mieé¢ pewna szczegdlna wlasnosé (na przyklad byé
stowami w pewnym jezyku, jak w przypadku szyfru Cezara, lub zaczynaé si¢
ustalonej dlugosci ciagiem jedynek). Wéwcezas uzycie btednego klucza z duzym
prawdopodobienstwem ,,wyrzuci” nas poza dopuszczalny zbiér wiadomosci, przez
co dowiemy sie, ze co$ poszto nie tak. Od naszego szyfru wymagaé ponadto
bedziemy, by znajomo$é wiadomosci i szyfrogramu nie pozwalala na obliczenie
klucza. Dyskwalifikuje to niestety szyfr Cezara, jednak na szczedcie stosowane
szyfry symetryczne najczesciej maja te wlasnosé.

Jak w takim razie moze wygladac ,,czarna skrzynka”, ktorej potrzebuje Aldona?
Wystarczy dla kazdej z czterech (lub dwéch, dla bramki NOT) mozliwych
kombinacji kryptoniméw wejscia obliczyé kryptonim odpowiadajacego im
wyjscia, po czym zaszyfrowaé je dwukrotnie przy uzyciu najpierw kryptonimu
wejscia 1, a nastepnie kryptonimu wejscia 2, a na koniec ustawi¢ wyniki

w losowej kolejnosci. Brzmi skomplikowanie, jednak analiza przykladu
przedstawionego na marginesie powinna rozjasni¢ wszelkie watpliwosci.
Zauwazmy, ze majac tak uzyskane cztery szyfrogramy oraz dwa konkretne
kryptonimy wejscia, Bogumil moze obliczy¢ kryptonim wyjécia — wystarczy,

ze odkoduje wszystkie szyfrogramy przy uzyciu posiadanych kryptoniméw
wejscia. Dostanie wéwczas trzykrotnie ,,Smieci” oraz jednokrotnie pelnoprawny
kryptonim, ktéry jest szukanym kryptonimem wyjscia. Podkreslmy, ze w ten
sposob nie dowiaduje sie on niczego o znaczeniu kryptoniméw wejscia! Jesli
zatem Bogumil dostanie wszystkie czarne skrzynki oraz kryptonimy stanu
swoich i Aldony przelacznikéw (punkty (c) i (d)), bedzie mégt obliczyé
kryptonimy wynikéow kolejnych bramek, nie poznajac bezposrednio rzeczywistego
stanu przelacznikéw Aldony (punkt (e)). Czy moze on jednak poznaé
kryptonimy stanu swoich przetacznikéw tak, by nie ujawnié¢ Aldonie ich
rzeczywistej pozycji (punkt (d))? Jak najbardziej (choé jest to nietrywialne) —
pisaliémy o tym w poprzednim odcinku naszej serii (A%g), a stosowny protokét
to transfer utajniony. Wszystkie brakujace elementy uktadanki sa juz zatem na
swoim miejscu, a Aldona i Bogumil moga $mialo obliczaé¢ wartoéci funkcji bez
obaw o ujawnienie swoich sekretéw.
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Rozwigzanie zadania F 971.
Nosnikami prgdu w miedzi sa swobodne
elektrony. Jedli gestosé elektrondéw
przewodnictwa wynosi n, to prad
I = neus,

gdzie u oznacza $rednig predkos$é ruchu
elektronéw w kierunku zgodnym
z przylozonym polem elektrycznym,
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Rozwigzanie zadania F 972.

Koniec przewodnika ma ksztalt potkuli
o promieniu R. Rozklad tadunku na nim
bedzie taki sam, jak na powierzchni
przewodzacej kuli naladowanej do
potencjatu U. Niech tadunek tej kuli
wynosi Q. Mamy:

k
v
R
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Pole elektryczne na powierzchni kuli
wynosi:
kQ
E = B2

Dla unikniecia przebicia musi zachodzié¢
E < Eq. Otrzymujemy wiec:

R >

~ 17mm.

Eo
Wtedy kiedy wywolanie przebicia jest
pozadane, czyli na przyktad w
piorunochronie, promien krzywizny
powinien by¢ jak najmniejszy, dlatego
koncéwki piorunochronéw sg zwykle
zaostrzone.

Witkacy i Fizyka
Rafal DEMKOWICZ-DOBRZANSKI*

Zanim zaczniesz czytaé ten tekst, Drogi Czytelniku, odpowiedz sobie najpierw
na pytanie: jakie skojarzenia wzbudza u Ciebie stowo Witkacy. Zakladam,

ze z duzym prawdopodobienstwem szereg nastepujacych w Twoim umysle
skojarzen jest nastepujacy: dramaturg (zazwyczaj pierwszy do glowy przychodzi
dramat ,,Szewcy”, bo to bylo w szkole), czysta forma (to tez bylo w szkole,

i co$ o sztuce, ale o co naprawde chodzi. . .), narkoman, erotoman (tu jakies
ciekawsze smaczki poznane skadinad), portrecista (pewnie gdzie$ tam sie
widzialo charakterystyczny styl i podpisy na obrazach méwiace o zazytych
substancjach odurzajacych na potrzeby wykonania danego portretu) i na koricu
moze powiesciopisarz (jak kto$ wiecej czyta i przeczytal ,Pozegnanie jesieni”
albo ,Nienasycenie”, ewentualnie natknal si¢ na film).

To wszystko dobre skojarzenia, jednak ten obraz Witkacego (Stanistawa
Ignacego Witkiewicza (1885-1939)) jest niepelny, gdyz Witkacy byt réwniez,

a moze przede wszystkim, filozofem oraz pasjonatem nauki, ze szczegblnym
uwzglednieniem fizyki i matematyki. W pdzniejszym okresie swojego zycia
(lata 30. XX wieku), gdy wypelnial ankiety, w kt6rych nalezalo uzupelnié
rubryke ,,zawdd”, wpisywat filozof. Podkredlat tez, ze gdyby nie jego dokonania
na polu filozofii, uwazalby cale swoje zycie za kompletnie bezwarto$ciowe.

Najwazniejszym dzielem filozoficznym Witkacego jest traktat ,,Pojecia

i twierdzenia implikowane przez pojecie istnienia”, w ktérym formuluje swaj
filozoficzny poglad i gdzie stara si¢ wyj$¢ poza przesladujacy filozofie odwieczny
spér pomiedzy tzw. realizmem (gdzie jedyna rzeczywistoscia jest materia martwa
opisywana np. przez prawa fizyki) i idealizmem (gdzie jedyna rzeczywisto$cia
sa wrazenia bezposérednie jednostki). Istote problemu sformulowal juz w swoim
mlodzienczym eseju filozoficznym ,,O Dualizmie” (napisanym w roku 1902 —
kiedy mial 17 lat!), ktérego fragmenty przytaczamy ponizej:

Od czasu, kiedy nowozytna filozofia weszla pod przewodnictwem Descartes’a
na nowa droge, ciggnie sie sprawa dualizmu psychofizycznego az do czaséw
najnowszych. [...]

Tu jest wladnie miejsce, jakby rafa podwodna zamykajaca wejscie do
spokojnych wéd wszechpoznania, na ktérej od poczatku wiekdéw rozbijaja

sie ciezkie okrety logicznych systematow i lekkie t6deczki myslowej intuicji.
Miejsce to trudno dokladnie oznaczy¢. Jest to ten wlosek graniczny
oddzielajacy podmiot od przedmiotu, ducha od materii, poznawane od
poznajacego itd. [...]

Kierunek analityczny, empiryczno-logiczny chce podmiot okreéli¢ tym, co jest
na zewnatrz niego, jest to poznanie odérodkowe. Tu naleza wszystkie systemy
materialistyczne. Drugi kierunek bierze za punkt wyjscia ,,ja” swiadome, jako
jedyna rzecz dang bezposrednio i wszystko, co jest na zewnatrz, warunkuje
poznajaca istota. [...]

W obu wypadkach jest shusznosé. Jest to rzecz ciekawa, ze jezeli jakas prawda
dotyczy i nas, i otaczajacego nas Swiata, jest ona dwoista zaleznie od punktu
widzenia, z jakiego sie dane zjawisko obserwuje. [...] Pochodzi to stad,

ze uktad nasz, z ktorego zadna miara wyjé¢ nie mozemy, rozbity jest na
podmiot i przedmiot, ktérych rzeczywistego stosunku nigdy nie wyjadnimy,
poniewaz nie jesteSmy obojetnymi spektatorami zjawisk, ale jedng ze stron
dzialajacych. [1]

Z punktu widzenia fizyka najbardziej fascynujace jest to, jak duzo Witkacy
wiedzial na temat wspoélczesnej sobie fizyki, i to nie tylko na poziomie
popularnym, ale rowniez na poziomie zaawansowanym.
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Mial tez szeroka wiedze matematyczng — zwlaszcza

z rozwijanej w tym czasie teorii mnogoéci i logiki,
bedacych podstawa prob formalizacji catej matematyki,
kulminacja czego bylo wielotomowe dzieto Principia
Mathematica Bertranda Russella i Alfreda Whiteheada.
Jedli chodzi o sama logike, Witkacy byt krytyczny

w stosunku do neopozytywistycznych nurtéw w filozofii
rozwijanych przez grupe filozoféw skupionych wokot
tzw. Kota Wiedenskiego. Gléwna teza gloszona

przez to $rodowisko bylo to, ze wszelkie problemy
filozoficzne wynikaja z niewlasciwego uzycia jezyka

i ze celem filozofii jest stworzenie jezyka formalnego
opartego o $ciste podstawy matematyczno-logiczne.
Dzigki temu mozliwe bedzie uprawianie filozofii bez
popadania w pozorne sprzecznosci, ktére wynikaja

z uzywania jezyka potocznego do celéw nieodpowiednich
dla niego. Witkacy uwazal, ze fundamentalnych
problemoéw filozoficznych, takich jak relacja duch vs.
materia, czy moéwiac wspotczesnie Swiadomosé vs.

opis fizykalny swiata, nie da si¢ zamie$¢ pod dywan,
uzywajac formalnych sztuczek logicznych. Uwazal,

ze filozofia powinna sformutowaé sp6jna podstawe
pojeciowa dla opisu $wiata (jak méwil Witkacy: ogdlna
ontologie), w ramach ktérej bedzie mozliwe rozwijanie
nauk przyrodniczych, takich jak fizyka, z pelnym
zrozumieniem miejsca formutowanych przez nie praw
w ramach catoSciowego obrazu $wiata. Podazajac

w tym kierunku, Witkacy opublikowal wiele esejéw
filozoficznych, w ktorych szczegélowo rozwijal swaj
poglad w zestawieniu z najnowszymi osiagnieciami fizyki,
takimi jak teoria wzglednosci czy mechanika kwantowa
(z ktérych wiekszosé mozna znalezé w: Nauki Scisle

i Filozofia i inne pisma filozoficzne (1935-1939) (PIW,
2014), a celem tego artykulu jest przyblizenie toku
rozumowania Witkacego i rozlozenie tego rozumowania
na czynniki pierwsze.

Zacznijmy od tego, co Witkacy nazywa pogladem
psychologistycznym na $wiat (tzw. pogladem P).

W ramach pogladu P, caly $wiat sprowadza si¢ do
naszych wrazen (jakosci), tj. cieplo, dotyk, kolor, zapach,
jasnosé, ... iich nastepstw czasowych. Przedmiot taki
jak np. pudelko bedzie kompleksem wrazen aktualnych

i potencjalnych, i tylko tym, niczym wiecej!:

...to co, nazywam np. pudetkiem, jest tylko pewnym
kompleksem jakosci wzrokowych, ewentualnie
dotykowych, na mocy doznania ktérego wiem

[...] (co jest réwniez nastepstwem jakosci, czué
dotykowych i muskularnych), ze doznam innych
jakosci. Oczekuje tego pod pewnymi warunkami,

a oczekiwanie, jak rowniez warunek, jest rowniez,
trwaniem pewnych jakosci (wyobrazen, ktére skladaja
sie z réznie utozonych wspomnien elementarnych

i czu¢ muskularnych, jako tez czué¢ organéw
wewnetrznych) [2].

Nastepnie Witkacy formutuje poglad fizykalny
(poglad F). Poglad F powstaje przez wyrdznienie
sposréd naszych wrazen pewnego podzbioru wrazen
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zwiazanych z przestrzennoscia przedmiotéw

(to wazne! do tej konstrukeji wybieramy bardzo
ograniczony zbiér naszych wrazen, nie uzywamy wrazen
dzwiekowych, koloru, ciepta, a jedynie przestrzennosci,
ktére abstrahujemy z dotyku i wrazen wzrokowych — ale
nie barwnych!). Nastepnie na podstawie tych wrazen

i ich zmiennosci konstruowane sa tzw. ,niesprowadzatki”,
czyli elementarne ,rozciggtosci w ruchu”, z ktérych
nastepnie budowane sa pojecia fizyczne, tj. pola, fale,
czastki, ... W ramach pogladu F caly $wiat jest pewna
konfiguracja czasowo-przestrzenng ,niesprowadzalek”:

Nie ma w przestrzeni nic [...] précz przedmiotéw
fizykalnych [...] tzn. atoméw, elektronéw, paczek
fal, p6l i tym podobnych, a wigc ogdlnie rzecz biorac,
jakich$ martwych rozciagloéci w ruchu i ,,tzw.” sit
pomiedzy nimi dzialajacych [...] [3].

Zauwazmy, ze w ramach pogladu F ttumaczymy
nastepnie nasze wszystkie wrazenia, np. kolor, ciepto
itp. poprzez ruchy tychze ,niesprowadzalek” (np. dzwiek
jako drgania czasteczek powietrza):

Ze zmiennego $wiata bezposrednio danych jakosci
wyjmuje sie pewne z nich (formalne przestrzenne =
jakosci ksztaltu) i przez nie stara sie ,wyrazié” jakosci,
ktére je wypelniaja (kolory np.) lub inne, dodajac do
pojecia tych przestrzennych jakosci jeszcze pojecie
ruchu [...] [4].

Witkacy uwaza, ze powyzsza konstrukcja jest pewnego
rodzaju blednym kolem, gdzie startujac z wrazen
bezposrednio danych, probujemy ostatecznie te wrazenia
usungé z naszego opisu w ramach abstrakcji, ktora tak
naprawde jest pewna forma ich przetworzenia:

Pewne zwiazki jakosci, z ktérych zostaly stworzone
pojecia fizyczne, [...] maja stuzyé do wytlomaczenia
jakosci w ogdle jako takiej: drgania hipotetycznych czy
realnych rozciaglodci [...] maja nam ttomaczyé |.. .|
bezposrednio dane wrazenia ciepla czy koloru. |[...]
Jesli mowa jest cho¢by o jednej jakosci, wydaje

sie juz absolutna niemozliwoscig wszelka realna
sprowadzalnos¢ jej do fizykalnego obrazu rozciagtosci
w ruchu, poniewaz to ostatnie pojecie implikuje juz
pojecie zmiennego kompleksu jakosci. [...] nie jest
to zadna ,niedoktadno$é¢ naszego umystu”, tylko
niemozliwosé absolutna, czego nie moga zrozumiec¢
niektére zakute empiryczne by [5].

Glownym zarzutem Witkacego wobec pogladu F jest to,
ze nie wprowadza on do swojego opisu jawnie pojecia
obserwatora, i tu wlasnie dochodzimy do glownej

linii rozumowania Witkacego bezposrednio zwiazanej

z fizyka. Witkacy podkresla, ze nawet jesli ktos nie
przyjmuje powyzszej krytyki na podstawie argumentéw
filozoficznych, to sama wspdlczesna fizyka pokazuje
nieadekwatnos$é czystego pogladu F w opisie $wiata

— a chodzi wlasnie o role obserwatora w formulowaniu
praw fizyki.



Poglad P

wrazenia

ciepto, kolor,
dzwiek, dotyk, zapach,
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podstawie wrazen

przedmiot = kompleks wrazeh
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bodzce w terminie
»niesprowadzatek przedmiot = konfiguracja

,hiesprowadzatek”

Poglad psychologistyczny (P) i poglad fizykalny (F).

Witkacy zaczyna od skomentowania teorii Newtona
jako teorii, w ktorej po raz pierwszy pojawia sie pojecie
ukladu odniesienia (predko$é, ktéra np. w teorii
Arystotelesa byla pojeciem absolutnym, staje sie
pojeciem zaleznym od obserwatora), ale fakt arbitralnego
wyrdznienia klasy uktadéw inercjalnych oraz absolutnosé
przestrzeni i czasu powoduja, ze rola obserwatora w tej
teorii jest znikoma:

W systemie Newtona [...] nie ma fizyki bez
obserwatora-operatora i bez mierzenia; ale nie ma tez
i wieloSci obserwatoréw, jest jeden jedyny teoretyczny,
ktorego ta jedyno$é¢ sama jakby eliminuje: rozplywa
sie¢ on w caloéci Wszechéwiata, jak jakie$ panteistyczne
béstwo [...]. [6]

Wozrost roli obserwatora w opisie fizycznym widaé
wyraznie, gdy przechodzimy do teorii wzglednosci,
a zwlaszcza do ogdlnej teorii wzglednodci, gdzie dla
sformutowania teorii nie jest konieczne arbitralne
wyrdznienie klasy ukladow inercjalnych, a ponadto
zaréwno czas, jak i przestrzen staja sie pojeciami
zaleznymi od obserwatora:

Podczas gdy u Newtona [...] bylby wlasciwie tylko
jeden uktad odniesienia istotny, a reszta bylaby
istniala tylko w stosunku do niego [...], w teorii
wzglednosei dostajemy ich wieloéé. [...] Obserwator
wszedl! w same rownania fizyki, zapoczatkowujac tym
wejéciem uoperacyjnienie pojeé zasadniczych. [7]

Kulminacja uswiadomienia sobie roli obserwatora

w opisie $wiata jest dla Witkacego fizyka kwantowa.
Fizyka kwantowa jest teoria, ktéra do dzi§ wzbudza
najwiecej kontrowersji filozoficznych w zwiazku ze
swoimi licznymi interpretacjami, dotyczacymi gtéwnie
kwestii tzw. realnosci funkcji falowej. Zauwazmy, ze
nawet w ramach teorii wzglednosci, mimo ze rézni
obserwatorzy przypisuja rézne wartosci liczbowe
pojeciom fizycznym, takim jak masa, czas, odlegtos¢ itp.,
sam zestaw pojeé fizycznych dotyczacych danego obiektu
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fizycznego, ktérym wszyscy sa w stanie przyporzadkowacd
dobrze okreslona warto$é liczbowa, jest staly. W fizyce
kwantowej jest inaczej. Nie mozemy jednoczesnie
przypisa¢ dobrze okreslonych wartosci liczbowych
wszystkim wielko$ciom fizycznym odnoszacym sig

do danego uktadu. Wybierajac sposéb mierzenia
ukladéw fizycznych, my dopiero okreslamy, jakim
wielko$ciom fizycznym bedzie w ogdle mozna sensownie
przyporzadkowadé jakie$ okreslone wartosci liczbowe.
Widzimy, ze tutaj rola obserwatora jest jako$ciowo inna
niz we wszystkich wczesniejszych teoriach fizycznych.
Witkacy z nieukrywana satysfakcja stwierdza:

Jeszcze jaskrawiej wystepuje problem obserwatora

i operatora w mikrofizyce w zwiazku z eksplicytnym
wymaganiem brania pod uwage tylko tego, co
obserwowalne. [...] obserwator nie tylko wélizgnal
sie tu [...], on po prostu rozsiadl si¢ w odnos$nych
réwnaniach jak w fotelach [...]. Musi on byé przyjety
jako staly zanawiasowy element konieczny pogladu
fizykalnego, ktory przez to traci swoj charakter
pseudoobiektywnosci absolutnej [...] Wrég czystego
fizykalizmu, ktérego pozorne niegdys pokonanie byto
zhudnym tryumfem materializmu, znajduje sie juz
wewnatrz fortecy. (8]

Widzimy, ze tym samym w sporze o interpretacje

fizyki kwantowej, Witkacy nie stanatby po stronie
Einsteina ani innych fizykéw (na przyklad David Bohm)
prébujacych, przez np. teorie parametréow ukrytych,
powrdcié do znanego z mechaniki klasycznej opisu $wiata
jako czystego pogladu F niezakt6éconego niewygodnym
faktem, ze kto$ ten Swiat jednak obserwuje.

Na koniec warto podkresli¢, ze krytyka pogladu F ze
strony Witkacego nie jest krytyka samej fizyki, a jedynie
jej zbyt uproszczonej interpretacji, o czym $wiadczy
ponizszy cytat:

[...] mimo zmiennosci pogladéw fizyki, ,leze przed
nig na brzuchu” jako przed taka, ale czemu to ma
implikowaé pogarde dla filozofii [...] i to, zwracam
uwage, pisze cztowiek, ktéry chcial by¢ kiedys
teoretycznym fizykiem, studiowal matematyke i dotad
jest peten najwyzszego uwielbienia dla tych nauk i dla
nauki w ogéle. [9]

I jak tu nie lubi¢ Witkacego?
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Nieskonczonosé: 2. Problemy starozytnych

Jednym z naturalnych skojarzen z nieskonczonoscia sa duze, bardzo duze
liczby. Tak bardzo, Ze trudno je sobie wyobrazi¢, a intuicja nie pomaga.
Mozemy jednak o nich pomysleé. Czytajac doniesienia o wydatkach

z budzetu panstwa lub tym bardziej o Swiatowej gospodarce, tatwo pogubié
sie¢ w milionach, miliardach i bilionach. I chociaz wiemy, ze w bilionie

1000 000000000 = 10'2 miesci sie az milion milionéw, malo kto jest w stanie
to sobie wyobrazi¢. Wszystkie te liczby wpadaja w te sama kategorie — liczb
duzych na tyle, ze nie znajdujemy dla nich zastosowania w zwyczajnym
codziennym zyciu.

Cho¢ i tu granica moze by¢ plynna, czego dowodzi przedstawiony na
marginesie banknot opiewajacy na kwote stu bilionéw dolaréw Zimbabwe.
Warto tu zwréci¢ uwage na nieintuicyjne przesuniecie nazewnictwa liczb
miedzy polskim i angielskim jezykiem — polski miliard to angielski billion,

a wiec angielski trillion to po polsku bilion. Banknot jest wynikiem
hiperinflacji w Zimbabwe, ktora w rekordowym listopadzie 2009 roku wyniosta
az okolo 80 miliardéw procent w skali miesiecznej.

Kazdy czytelnik zdaje sobie jednak sprawe, ze mozna mysleé¢ bez trudu

o wigkszych liczbach. O ile sto bilionéw to 14 zer za jedynka, o tyle liczbe
majaca za jedynka 100 zer, czyli 10'°°, zwyklo sie nazywaé googol. Zbieznoéé
nazwy ze znang firma nie jest przypadkowa, jej zalozyciele wlasnie ta liczba
sie inspirowali, a réznica w nazwie, podobno, jest wynikiem literéwki. No
dobrze, widaé, ze googol to duza liczba. Ale jak duza? Co jest wigksze:
googol czy liczba komérek w ciele cztowieka? Googol czy liczba atomow

w ciele czlowieka? Googol czy liczba atoméw na kuli ziemskiej? Liczba
atoméw w Ukladzie Stonecznym? W naszej galaktyce? W obserwowalnym
Wszechswiecie? Okazuje sie, ze na wszystkie te pytania prawidlowa
odpowiedzia jest: googol jest wiekszy (rzedy wielkosci tych liczb szacowane
sa kolejno na 1013, 1024, 105°, 1056, 10°7 i 1080).

Ale przeciez mozemy mysle¢ o liczbach jeszcze wigkszych. Na przyktad

o liczbie w postaci jeden i googol zer, czyli liczbie 1010"" zwanej googolplex.
Nie bez przyczyny nie drukujemy jej tu w pelnej dziesietnej wersji —

skoro atoméw w obserwowalnym Wszechswiecie jest mniej niz googol, nie
starczyloby ich, gdyby na kazdym atomie chcie¢ umiescié¢ jedna cyfre
googolplexa. .. Fakt, ze w ogdle o takiej liczbie tu dyskutujemy, mozna uznaé
za komplement dla ludzkiego umystu. A przeciez nadal rozwazamy tylko
pewien skonczony poczatek zbioru liczb naturalnych, nieskonczonoéci tego
zbioru dotykajac tylko ulotnie poprzez $wiadomosé, ze dla kazdej liczby
naturalnej mozemy znalez¢ liczbe od niej wieksza.

Juz starozytni greccy matematycy stykali sie z tego typu nieskonczonoscia,
zwana czasem nieskonczono$cig potencjalna. Prostg mozna przedtuzyé
dowolnie daleko, odcinek mozna podzieli¢ na dowolnie wiele czesci — tak
moéwiono juz w éwezesnej matematyce, i tego nie dalo sie uniknaé¢. Nikt
natomiast ze starozytnych matematykéw nie powiedziatby, ze prosta mozna
przedtuzaé¢ w nieskonczono$¢ lub ze liczb jest nieskonczenie wiele. Nie
rozwazano podzialu odcinka na nieskoniczenie wiele czesci. Unikano takiej
aktualnej nieskonczonosci jak ognia — byla postrzegana jako zrédlo niechcianej
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wéwezas w matematyce niedcistosci i paradokséw. Nie rozwazano wiec
istnienia nieskoriczonych zbioréw.

Chociazby stynny dowéd z ,Elementow” Euklidesa, o ktorym
powiedzielibyémy obecnie, ze dowodzi istnienia nieskonczenie wielu liczb
pierwszych, tak naprawde moéowit o tym, ze mozna znalezé dowolnie wiele
takich liczb. Istotnie, jesli mamy juz n liczb pierwszych p1,ps, ..., Pn, tO
rozwazmy liczbe p1 -ps - ... p, + 1. Ona nie dzieli sie przez zadna z dotychczas
znalezionych liczb, wiec albo ona sama jest pierwsza, albo dzieli sie przez inng,
nierozwazana jeszcze liczbe pierwsza q — czyli tak czy inaczej mamy jeszcze
jedna liczbe pierwsza.

Problemem byly tez wielkosci, ktore dzi§ nazywamy niewymiernymi.
Natkneli sie na nie Pitagorejczycy, zauwazajac, ze stosunek przekatnej
i boku kwadratu nie da si¢ wyrazi¢ stosunkiem liczb naturalnych. Byl to
nie lada problem, bo ta obserwacja podwazala filozoficzne przekonanie, ze
wszystko jest liczba, wszystko liczbami (w domyséle naturalnymi) da si¢
opisa¢. Co wiecej, Pitagorejczycy upatrywali w stosunkach niskich liczb
naturalnych, sprawdzonych na przykltadzie muzyki, harmonii w $wiecie.
Brak harmonii w tak doskonalej figurze jak kwadrat byl wiec co najmniej
zaskakujacy. Problem jest jednak bardzo bliski problemowi z nieskonczonoscia,
bo po pewnym czasie zorientowano sie, ze stosunek przekatnej i boku
kwadratu mozna przybliza¢ stosunkami liczb naturalnych. Notujac we
wspoélczesny sposob spostrzezenia Teajtetosa (matematyka z IV wieku p.n.e),
napisalibysmy, ze
1
N
2+ 1

2
+2+...

Tak wiec stosunki w kwadracie da sie opisa¢ harmonig matych liczb
naturalnych, z tym ze nieskonczenie wielu. Jeszcze lepiej wyglada analogiczne
przedstawienie zlotej proporcji — zobaczymy w nim same jedynki. Warto
jednak zwréci¢ uwage, ze do pelnej akceptacji tego typu geometrycznych
stosunkéw jako liczb niezbedne jest lepsze zrozumienie pojeé zwiazanych

z nieskoriczonoscia, ktorego 6wczedni matematycy nie mieli.

Stad tez stynne paradoksy Zenona z Elei, w ktérych sprzecznosé¢ powstaje
w wyniku rozwazan skonczonych czesci nieskonczonych ciagéw. Najstynniejszy
jest chyba ten o z6twiu i Achillesie, w ktorym Achilles Sciga zétwia, biegnac
z dwa razy wieksza predkoscia od niego, ale startujac 40 metréw za nim.
Paradoks orzeka, ze Achilles nigdy nie dogoni z6lwia, bo zanim przebiegnie
do miejsca, gdzie startowal z6tw, z6tw bedzie juz 20 metréw dalej. Gdy
jednak Achilles przebiegnie te dodatkowe 20 metréw, z6tw bedzie jeszcze

o 10 metréw dalej. I tak dalej — rozumowanie mozemy prowadzi¢ dowolnie
dlugo. Nie wiemy do kofica, jaka byla intencja (Zenon z pewnoscia wiedzial,
ze Achilles dogoni z6twia), ktéra stala za tymi paradoksami, bo znamy je
tylko z przekazu Arystotelesa, ktéry cytowal je po to, zeby je rozwiklaé

(na miare mozliwosci jego epoki). Na pewno paradoksy te wskazuja

stabosci w rozumieniu i opisywaniu nieskonczonych proceséw w starozytnej
matematyce. Dzisiaj powiedzielibyémy po prostu, ze paradoks sprowadza sie
do obliczenia sumy szeregu 40 + 20 4+ 1045+ ... i Ze wychodzi 80 — i po
przebiegnieciu tylu metréw Achilles rzeczywiscie zétwia dogoni.

Zeby jednak pojecia sumy nieskoriczonego szeregu i granicy nieskonczonego
ciggu zostaly porzadnie zrozumiane i zdefiniowane przez matematykéw,
potrzeba bylo dwéch dodatkowych tysiacleci. Obecnie pojecia te naleza do
kanonu matematyki. Skad zatem wiemy, ze nieskonczone zbiory istnieja?
Odpowiedz moze nie zadowoli¢ czeéci Czytelnikow. Istnienie nieskoriczonego
zbioru zostato przyjete po prostu jako jeden z aksjomatow we wspolczesnej
teorii zbioréw. Czy to wystarczajace rozwiagzanie dla dylematu starozytnych
greckich matematykow?

Michat KORCH
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Poét szklanki mocnego kodu

Co ja tu widze. ..

* Uniwersytet Warszawski, Wydzial PZOt?” KRZYZA NO WSK[*

Matematyki, Informatyki i Mechaniki

Zadziwiajace, jak szybko uczenie maszynowe trafilo pod strzechy! Jeszcze nie tak

W nowej, dzié inaugurowanej, dawno wymagato biegtoéci w programowaniu, znajomosci takich konceptdw,

cokwartalnej serii Pdl szklanki mocnego
kodu w kazdym odcinku zajmiemy si¢

jak funkcja aktywacji, rozktad macierzy wzgledem wartosci szczegdlnych,

konkretnym, czasem nielatwym optymalizacja dla funkcji niegtadkich itp. Aby wszystko to zadzialalo, niezbedny
problemem. Pokazemy, jak go rozwiazal,  teo; hyt dostep do dostatecznie dobrych danych treningowych i morza czasu
piszgc program zajmujgcy mniej wigcej . i .,

p6t strony — co bedzie mozliwe dzieki OthZQHlOWGgO. .. A dzis?

wykorzystaniu bardzo mocnych bibliotek

i technologii. Nie wnikajac w ich detale,  Teraz mozemy, w kilku linijkach mocnego kodu, wykorzystaé¢ gotowe, uprzednio

chcemy zwrécié uwage Czytelnikéow (takze
tych niekoniecznie zainteresowanych

wyuczone moduly — na przykitad do rozpoznania, jaki obiekt przedstawia

programowaniem), jak duzo mozna zdjecie. OczywisScie, to wszystko jest mozliwe pod warunkiem, ze mamy dostep

osiaggnaé, piszac tak niewiele!

www.tensorflow.org

do dostatecznie madrego pakietu... Wybierzemy wiec potezny Tensorflow
od samego Google Brain. Sposéb jego instalacji na komputerze jest bardzo
dokladnie opisany na stronie domowej projektu (ja skorzystatem z instalacji
w wirtualnym $rodowisku Pythona na Ubuntu). Ponizszy kod w Pythonie
rozpoznaje obiekt ze zdjecia (u nas: znajdujacego sie w pliku image. jpg):

from tensorflow.keras.applications.inception_v3 import InceptionV3, preprocess_input, decode_ predictions
from tensorflow.keras.preprocessing.image import img_to_ array, load_img

def prepare_image_iv3(filename):
import numpy as np
img = load_img(filename, target_size=(299, 299))
return np.expand_dims(img_to_array(img), axis=0)

model = InceptionV3()
x = preprocess_input( prepare_image_iv3('image.jpg’) )
preds = model.predict(x)

for name, label, score in decode_predictions(preds)[0]:
print("%.2f:.%s" % (score, label))

Cabot Tower w miejscowosci St. John’s,

Kanada (plik image. jpg).

Wiecej o sieci Inception:

arxiv.org/abs/1512.00567 oraz
ai.googleblog.com/2016/03/train-your-

Na podstawie www.keras.io/applications/

Na poczatku programu (linie 1-2) wybieramy z Tensorflow tylko te

funkcje, ktére beda nam potrzebne. Naleza one do moduléw pakietu Keras
(www.keras.io), ktéry dostarcza interfejs bardzo wysokiego poziomu, m.in.
do aplikacji takich, jak InceptionV3. Notabene, inspiracja dla powyzszego
kodu pochodzi z dokumentacji pakietu. InceptionV3 to wcze$niej wytrenowana
konwolucyjna sieé neuronowa (Keras daje tez dostep do kilku innych),

ktora przy pierwszym uruchomieniu funkcji zostanie pobrana z internetu

— i dalej juz caly proces rozpoznawania bedzie odbywat si¢ u nas na
komputerze, bez korzystania z ustug w chmurze obliczeniowej. Sie¢ neuronowa
Inception-v3 zostala nauczona rozpoznawania obrazow, czyli przypisywania
im prawdopodobienstwa przynaleznosci do kazdej z 1000 z géry ustalonych

own-image-classifier-with.html klas, w rodzaju: ,,samochd6d”, , bikini”, ,,pies” itp. Podobno poziom trafnosci

jej wskazan jest podobny do osiaganego przez ludzi!

Najwazniejsza czes¢ programu — rozpoznanie obrazu — sktada si¢ zaledwie
z trzech linii 9-11:

model = InceptionV3()
x = preprocess_input( prepare_image_iv3('image.jpg’) )
preds = model.predict(x)

Najpierw inicjalizujemy sie¢ neuronowa (z domyslnymi parametrami). Poniewaz
bedziemy klasyfikowaé zdjecia, musimy przygotowaé je do postaci odpowiedniej
dla Kerasa. Mala funkcja pomocnicza prepare_image_iv3 (linie 4-7) zwraca
wstepnie spreparowane zdjecie z pliku (m.in. nadaje mu odpowiednie rozmiary,
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Odpowiednie biblioteki i API znajdziesz
na stronie cloud.google.com/
translate/docs/reference/libraries

i Zadania

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 971. W prostym odcinku miedzianego
przewodnika o dtugosci [ = 1 m plynie prad

I =10A. Ile wynosi ped przenoszony przez
elektrony? Masa, elektronu m. ~ 9,1 - 1073 kg,

a jego tadunek e =~ 1,6 - 1072 C.
Rozwiazanie na str. 8

F 972. Dhugi pret z przewodzacego materiatu

w ksztalcie walca zakonczonego pétkula ma byé
tadowany do wysokiego napiecia. Jaki powinien
by¢ minimalny promien krzywizny R kulistego
konca tego preta, zeby po natadowaniu go do
potencjatu U = 50kV nie nastapito wyladowanie

gdyz Inception-v3 oczekuje obrazu o rozmiarach 299 x 299 pikseli). Nastepnie
zdjecie poddajemy dalszej obrébcee przez preprocess_input (normalizujac

i usredniajac dane). Na koricu — w linii 11 — uruchamiamy sie¢, ktéra informuje
nas, z jakim prawdopodobienstwem zaliczytaby rozpoznawane obiekty do kazdej
z klas.

Wiyniki klasyfikacji drukujemy (linie 13-14), przebiegajac kolejne elementy listy
zwroconej przez funkcje decode_predictions; domy$lnie zostanie podanych pieé
najbardziej prawdopodobnych typowan. Oto wynik dla naszego zdjecia:

0.84: castle
0.02: palace
0.01: monastery
0.01: bell_cote
0.01: church

Niezle, prawda? Program stwierdzil, ze z prawdopodobienistwem 84% zdjecie
przedstawia zamek, z czym z pewnoscig zgodzitaby sie wiekszo$¢ z nas. Jednak
nie zawsze bedzie tak dobrze, a czasem nawet rezultat bedzie catkiem bez
sensu. Zachecam do eksperymentowania: z réznymi zdjeciami i z réznymi
klasyfikatorami dostepnymi w Keras!

Ciekawe, ze sie¢ Inception-v3 mozemy takze douczyé¢ rozpoznawaé obrazy
wedlug naszych wlasnych kryteriéw (od razu pomyslalem o automatycznym
rozpoznawaniu znajomych: co§ podobnego potrafi juz np. aplikacja Zdjecia
w Windows 10). Jak to zrobié po swojemu — mozna przeczytaé na stronach
Tensorflow poswieconych image recognition. Co prawda tak rozbudowany kod
zajmie troche wiecej niz p6l strony, ale mozna sie przy tym sporo dowiedzieé!

Zapewne niektorzy Czytelnicy czuja pewien niedosyt, widzac opisy kategorii
po angielsku (,,castle” zamiast ,zamek”). Czemu wiec nie przettumaczyé

w automatyczny sposéb wynikow z jezyka, w ktorym Czestaw Milosz wykladal,
na jezyk, w ktérym pisal wiersze — korzystajac na przyktad z Google Translate?

PS W rzeczywistosci obiekt na zdjeciu. .. niestety nie jest zamkiem (co tatwo
sprawdzi¢ w Wikipedii), ale — nie da sie¢ ukry¢ — bardzo przypomina zamek.
Ja w kazdym razie dalbym si¢ nabraé.

Praygotowal Lukasz BOZYK

W kolejnych trzech zadaniach przez n-turniej bedziemy
rozumieli uktad rozgrywek, w ktérym kazda para sposréd
n zawodnikéw (n > 2) rozegrala dokladnie jeden mecz i nie
bylo remisow.

Powiemy, ze zawodnik A jest mistrzem, jesli dla kazdego
zawodnika C, z ktérym A przegral, istnieje zawodnik B, ktory
przegral z A i wygral z C. Innymi stowy, mistrz to zawodnik,
ktéry wygral z kazdym innym bezpoérednio lub posrednio.

M 1594. Wykazaé, ze w kazdym n-turnieju istnieje co
najmniej jeden mistrz.
Rozwiazanie na str. 3

M 1595. a) Wykazaé, ze nie ma takiego n-turnieju, w ktérym
jest dokladnie dwdch mistrzow.

b) Wykazaé, ze dla kazdego n > 3 istnieje n-turniej, w ktérym
jest dokladnie trzech mistrzow.

Rozwiazanie na str. 3

do atmosfery? Powietrze ulega przebiciu (jonizacji) M 1596. Wyznaczy¢ wszystkie n > 3, dla ktérych istnieje
w polu elektrycznym Ey = 3kV/mm. n-turniej, w ktérym kazdy jest mistrzem.

Rozwiazanie na str. 8

Rozwiazanie na str. 2
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*Liceum Ogélnoksztalcace Siéstr
Prezentek w Rzeszowie
**T LO im. Bolestawa Chrobrego
w Piotrkowie Trybunalskim

***student, Uniwersytet w Cambridge

Szczegdly na stronie
mathsbeyondlimits.eu. Rekrutacja

na kolejny obéz rusza 1 kwietnia
(o uczestnictwie decyduja m.in. wyniki
testu).

|+ | =
(5,5) | (1,7)
(7,1) | (3,3)

A
B

Tabela przedstawia wyplaty graczy.
Wiersze to strategie gracza P, a kolumny
to strategie gracza Q.

Dla odréznienia od strategii mieszanych,
ruchy, w ktérych wszystkie $rodki sa
przeznaczane na jedng strategie,
nazywamy strategiami czystymi.

Nie w kazdej grze mozna zagraé¢ tak
zdefiniowang strategig mieszang. Dlatego
zwykle przez strategie mieszang rozumie
sie sytuacje, w ktoérej gracz przed ruchem
przyporzadkowuje pewne
prawdopodobienistwa zagraniu kazdej
czystej strategii po czym losuje, ktérag

z nich zagraé. W takim wypadku wyplate
ze strategii mieszanej definiuje si¢ tak jak
poprzednio — jest to po prostu wartosé
oczekiwana wyptaty uzyskanej w losowym
ruchu.

Trzy spojrzenia na teorie gier

Aleksandra KOWALSKA*, Paulina SKALIK**,
Kacper WALENTYNOWICZ***

W dniach 9-21 wrzeénia 2018 r. odbyla sie¢ trzecia edycja miedzynarodowego
obozu Maths Beyond Limits. 60 uczestnikéw z Biatorusi, Belgii, Czech,
Danii, Estonii, Norwegii, Polski, Rumunii, Stowacji, Szwecji, Ukrainy

i Wegier wziglo udzial w warsztatach matematycznych prowadzonych przez
studentéw i pracownikéw naukowych polskich i zagranicznych uczelni. Mieli

oni takze okazje do zaprezentowania wlasnych referatéw oraz do uczestnictwa
w ogoblnorozwojowych zajeciach wieczornych. Ponadto, w czasie obozu odbyty sie:
mecz matematyczny, zawody Relays (oparte na konkursie Naboj), Puzzle Hunt,
a takze zajecia sportowe i integracyjne.

Spojrzenie I — opisowe

Gry, ktérymi bedziemy sie zajmowaé, z pozoru wydaja sie dosy¢ nietypowe —
nie ma w nich wygranych ani przegranych, a wszyscy gracze wykonuja swoje
ruchy jednocze$nie. Okazuje si¢ jednak, ze nawet bardzo uproszczone gry tego
rodzaju moga przedstawiaé¢ sytuacje praktyczne — a co dopiero ich bardziej
skomplikowane wersje.

Przez gre rozumiemy sytuacje, w ktorej istnieje pewna skonczona liczba

graczy i jedynym celem kazdego z nich jest zmaksymalizowanie swojej wyptaty
(wyrazonej np. w zarobionych pieniadzach, zaoszczedzonym czasie itd.).
Rozgrywka polega na jednoczesnym wybraniu przez kazdego gracza strategii
(kazdy gracz ma swoj wlasny, byé moze zupelnie unikalny, zestaw mozliwych
strategii). Nastepnie gracze otrzymuja wyplaty, ktérych wielko$é zalezy tylko od
strategii wybranych przez poszczegdlnych graczy (zaleznosé wysokosci wyplat od
strategii jest znana jeszcze przed rozgrywka).

Przykladem takiej gry moze byé nastepujaca uproszczona sytuacja: dwie firmy,
P i Q, sprzedaja ten sam produkt. Kazda z nich ma do wyboru 2 strategie
reklamowe: A i B. Jesli obie zdecyduja sie na A, zarobia po 5 mln zlotych,

jesli obie wybiora strategie B — po 3 mln ztotych. Jesli jedna z nich wybierze
strategie A, a druga B, to firma, ktéra wybrala strategie B zarobi 7 mln zlotych,
podczas gdy ta druga — tylko 1 mln ztotych. Mozemy wyttumaczy¢ taki rozktad
w ten sposob, ze strategia B jest nieco bardziej kontrowersyjna od A — jesli tylko
jedna firma ja zastosuje, wyrdzni si¢, zdobywajac klientéw. Natomiast jesli obie
ja zastosuja, konsumenci poczuja sie przyttoczeni i nie beda sktonni skorzystac
z ustug zadnej firmy.

Jednak w rzeczywistosci gracze zwykle nie musza ograniczaé si¢ tylko do
tych dwoch opcji. Kazda z firm moglaby przeciez przeznaczyé pewna czesé
swoich srodkéw na realizacje strategii A, zad czed¢ na realizacje strategii B.
Jesli przez f(X,C) oznaczymy nieujemna czesé srodkéw przeznaczona przez
gracza X na realizacje strategii C (oczywidcie zachodzi f(P,A) + f(P,B) =1
i f(Q,A)+ f(Q,B) =1), to wtedy firma P dostalaby wyplate wynoszaca

5/(P,A)f(Q,A)+1f(P,A)f(Q,B) + 7f(P,B)f(Q,A) + 3f(P,B)f(Q,B).
Powyzsze przybliza nas do sensu pojecia strategii mieszanej. Dla danego
gracza, majacego mozliwo$¢ zagrania jednej z d strategii, strategia mieszana
nazywamy ciag liczb x1, ..., x4, z ktérych kazda wyraza, jaka czesé swoich
srodkéw ten gracz przeznacza na zagranie odpowiedniej strategii. Liczby te
musza by¢ nieujemne i sumowaé si¢ do 1 (w sumie nalezy przeznaczy¢ calo$é
srodkéw). W takim przypadku, jesli w; oznacza, jak duza wyplate otrzyma
nasz gracz, zuzywajac wszystkie swoje $rodki na i-ta strategie (przyjmujemy,
ze pozostali gracze juz wybrali strategie), to jego wyplata w przypadku zagrania
strategii mieszanej wyniesie: 27:1 T;W;.
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W przytoczonym przyktadzie z firmami

P (pierwszy gracz) i Q (drugi): punkt
(1,0,0,1) oznacza, ze P wybral czysta
strategie A, a Q wybral B — czyli pierwszy
uzyskal wyplate 1, a drugi 7. Gracz Q nie
zmieni swojej strategii przy zalozeniu, ze
P nie dokona zmiany. Natomiast P
zmieni swojg strategi¢ na B — dlatego
h(1,0,0,1) = {(0.1,0,1)}.

11
272
zainwestowal polowe Srodkéw

w strategie A i polowe w B. Wyplata
kazdego z nich wynosi:

5.2 +1-147.243.1=4
Jezeli P zalozy, ze @Q nie zmieni strategii,
to zmieni swojg decyzje na strategie
czysta B, sadzac, ze jego wyplata wyniesie
5.0-32+1:0-3+7-1-343-1-1=5.
Gracz @ mysli w ten sam sposéb, stad

r(3,4.4.4) =10, 1,01}

W rezultacie wyptata zadnego z nich nie
wzrosnie.

Rozwazmy h( s %, %) . Kazdy z graczy

W rzeczywistosci firmy maja swoje strategie i raczej nie zdarza sig, by co chwile
zmieniaty dtugoletni plan dzialania. Po wielu analizach i eksperymentach
dochodza do wniosku, ze ich system jest optymalny przy aktualnej koniunkturze
na rynku i raczej nie warto odstepowac¢ od pierwotnych zalozen. Spojrzenie
matematyczne pozwoli nam zrozumieé, dlaczego tak jest.

Spojrzenie IT — matematyczne

Réwnowagg Nasha nazwiemy takie przyporzadkowanie strategii (by¢ moze
mieszanych) kazdemu graczowi, ze zaden z nich, jesli jako jedyny zmieni swoja
strategie, nie zwigkszy swojej wyplaty. Okazuje sie, ze potrafimy udowodnié¢
istnienie takiej réwnowagi we wspomnianych grach.

Twierdzenie (o istnieniu réwnowagi Nasha). W kazdej grze, w ktoérej liczba
graczy jest skonczona i kazdy gracz ma skonczong liczbe czystych strategii,
istnieje réwnowaga Nasha (byé moze zlozona ze strategii mieszanych).

Dowéd. Niech n oznacza liczbe graczy, dy, . .
poszczegblnych graczy oraz D =Y . | d;.

., dy, liczbe czystych strategii dla

Krok 1. Przeksztalémy twierdzenie do postaci geometrycznej. Mozliwe ruchy
k-tego gracza mozna przedstawi¢ jako zbiér takich punktow przestrzeni
di-wymiarowej, ze: x1,...,xq, > 0 oraz Zfil x; = 1. Oznaczmy otrzymana figure
przez Fy.

Potaczmy figury Fi,..., F, w jedna, aby méc geometrycznie przedstawiaé
kombinacje ruchéw wszystkich graczy. Potrzebujemy do tego przestrzeni
D-wymiarowej. Punkt o wspélrzednych x4, ..., xp nalezy odczytywaé po

kolei — tj. pierwszych dy wspolrzednych méwi, jaka strategie mieszana wybral
pierwszy z graczy, kolejne ds wspdlrzednych méwi o decyzji drugiego gracza itd.
W skrécie bedziemy zapisywaé si, S, ..., Sp, gdzie sg oznacza strategie (by¢ moze
mieszang) gracza k. Oznaczmy figure zlozona z takich punktéw przez F.

Zastanowmy si¢, czym w tym nowym wyobrazeniu jest poszukiwany punkt
rownowagi. Zdefiniujemy funkcje zmiany zdania h: jesli X € F' odpowiada
wyborowi przez graczy strategii mieszanych si, ..., s,, to h(X) jest zbiorem
kombinacji takich strategii mieszanych si,...,s!,, ze dla gracza k optymalna
reakcja (tj. maksymalizujaca jego wyplate) na wybranie przez innych graczy
strategii $1,...,8k—1, Sk+1,- - -, S, jest zagranie strategii s}. Z tej definicji
funkcji h wynika, ze punkt X € F jest punktem réwnowagi Nasha wtedy, gdy
X € h(X). Dla funkcji, ktérej wartosciami sa podzbiory dziedziny, warunek ten
jest definicja punktu stalego.

Krok 2. Zbadajmy wtasnoéci figury F'. Okazuje sig, ze jest ona ograniczona,
wypukla i domknieta. Udowodnienie tych trzech wtasnosci pozostawiamy
Czytelnikowi Dociekliwemu. Podpowiemy, ze wystarczy udowodni¢ te wlasnosci
dla sktadnikéw figury F' — tj. figur Fi,..., F,, obrazujacych mozliwe strategie
mieszane poszczegblnych graczy.

Krok 3. Przypomnijmy twierdzenie Brouwera, méwiace, ze kazda funkcja ciggla
g:S— 8, gdzie S jest figurg wypuklq i zwartg (tj. ograniczong i domknietq)
ma punkt staly. Chcialoby si¢ zastosowac to twierdzenie do funkcji h; niestety,
nie jest to mozliwe, gdyz jej wartosciami sa podzbiory (nie elementy) dziedziny.
Szczesliwie, dla takich wyszukanych funkcji istnieje odpowiednik twierdzenia
Brouwera — jest to twierdzenie Kakutaniego, a jego zalozenia (ktérych tu nie
przytoczymy) sa w naszym przypadku spelnione. Zastosowanie tego twierdzenia
koniczy dowdd — wspomnieliSmy juz, ze szukany punkt staly jest punktem
rownowagi Nasha w rozpatrywanej grze. [

Zachecamy Czytelnika do sprobowania swoich sil z nastepujacymi zadaniami:

1. Znalez¢ rownowagi Nasha dla gry wspomnianej na poczatku artykutu.
2. Rozwazy¢, czy zawsze istnieje réwnowaga Nasha skladajaca sie wylacznie ze
strategii czystych.
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Juz w drugi weekend kwietnia 2019 roku
odbedzie si¢ Ogdlnopolska Matematyczna
Konferencja Studentéw, w skrécie
»OMatKo!!!”, organizowana kolektywnie
przez kola naukowe dzialajace przy
Wydziale Matematyki Politechniki
Wroctawskiej. ,OMatKo!!!” zbierze

w jednym miejscu studentéw

i doktorantéw kierunkéw matematycznych
oraz pokrewnych z catej Polski. Celem
konferencji jest szerzenie wiedzy z zakresu
szeroko pojetej matematyki i jej
zastosowan w nieszablonowej formie
»studenci — studentom”. Referaty
podzielone sg na dwa niezalezne bloki
tematyczne: matematyke teoretyczng

i matematyke stosowana, co umozliwia
uczestnikom wybér prelekcji
dopasowanych do ich zainteresowan,

a takze daje szanse na prezentacje
wynikéw swoich badan wigkszej liczbie
studentéw. Nadchodzaca edycja
przyniesie réwniez zmiany, ktére dadzg
mozliwo$é prezentacji takze kotom
naukowym. Studenci dziatajacy w tych
organizacjach beda mogli zaprezentowaé
si¢ oraz opowiedzie¢ o badaniach

i projektach, jakie wspdlnie realizujg.
Mamy nadzieje, ze bedzie to okazjg do
poglebienia lub nawigzania wspdélpracy
miedzy uczelniami.

miejsce: Politechnika Wroctawska
termin: 12-14 kwietnia 2019
szczegbly: im.pwr.edu.pl/~omatko

Serdecznie zapraszamy!

Spojrzenie IIT — praktyczne

Noblista w dziedzinie ekonomii, Robert Aumann powiedzial, ze , Wszystko, co
sie dzieje na Swiecie, jest grg. Od ewolucji po wojny”. Kazda podjeta przez nas
decyzja czyni nas graczem: wybér firmy, ktérej produkt kupimy, przejscie przez
pasy na czerwonym lub zielonym $wietle lub nawet wybo6r sposobu i towarzystwa
do spedzenia wolnego czasu.

Dobrym tego przykitadem jest dzialanie kartelu naftowego — OPEC. Czlonkowie
OPEC stajg przed dylematem: ograniczy¢ wydobycie ropy lub wydobywacé jej
tyle, ile sa w stanie. Najlepsza opcja dla wszystkich jest ograniczenie nieco
wydobycia, aby ceny wzrosty. W wyniku tego wszyscy czlonkowie zwigksza swoje
zyski w poréwnaniu do nieograniczonego wydobycia i sprzedawania ropy za
nizsza cene. Jednak z drugiej strony, kazdemu czlonkowi oplaca si¢ sprzedawaé
jak najwiecej swoich zapaséw ropy naftowej, zyskujac na dodatkowej sprzedazy.
W takim razie: czy zmniejszy¢ wydobycie, trzymajac sie ustalen, czy tez tego nie
robi¢? Odejsécie od wspdlpracy zawsze wydaje sie lepsza opcja, poniewaz wtedy
gracz, ktory odstapit sprzedaje wiecej ropy po tej samej cenie. Z drugiej jednak
strony, jesli wiekszosé czlonkdéw wybierze te opcje, ceny spadna i finalnie wszyscy
czlonkowie kartelu zarobig mniej, niz w przypadku trzymania si¢ ograniczen
przez wszystkich.

Kolejnym przykiadem gry, w ktorej gracze postawili na indywidualne korzysci
zamiast wspolpracy, jest zimna wojna. Podczas niej NATO i Uktad Warszawski
mialy do wyboru zbrojenie si¢ lub zaprzestanie tego. Z punktu widzenia

kazdej ze stron, zaprzestanie zbrojenia, podczas gdy przeciwnik nadal si¢

zbroi, doprowadziloby do militarnej nizszosci i mozliwej zagtady. Odwrotnie,
zbrojenie sig, podczas gdy przeciwnik tego nie robil, dawalo militarna
przewage. Jesli obie strony ciagle by sie zbroity, obie ponosityby wysokie koszty
produkcji i utrzymania arsenatu nuklearnego — z drugiej strony ze wzgledu

na brak znaczacej przewagi militarnej nie powinny sie atakowaé. Gdyby obie
strony zdecydowaly sie rozbroi¢, nie byloby takich kosztéw. Na tym polega
paradoksalno$é¢ réwnowagi Nasha — chociaz obie strony ekonomicznie najlepiej
wychodzg na rozwiazaniu pokojowym, to jednak najlepszym dla nich wyborem
jest zbrojenie sie, wlaénie tak, jak mialo to miejsce podczas zimnej wojny. Obie
strony wkladaty ogromne pienigdze w badania wojskowe, budowe i utrzymanie
arsenatu przez 30 lat, az do momentu, kiedy gospodarka Zwiazku Radzieckiego
byta juz zbyt niewydolna, aby kontynuowaé ten proces.

% RAND T

Odpowiedz na pytanie

z artykulu o protokole Yao
Jak zamienié kazdag funkcje
boolowskq na obwod
logiczny?

Zauwazmy najpierw, ze kazda ,wieloargumentowa” funkcje AND mozna

zapisa¢ w postaci ztozenia dwuargumentowej funkcji AND, podobnie

z ,wieloargumentowa” funkcja OR (wynika to w jasny sposéb z tacznodci
koniunkeji i alternatywy). Dalej, zwr6émy uwage, ze kazda funkcja binarna
jest zdefiniowana przez zbiér argumentéw, dla ktérych przyjmuje wartosé 1.
Jesli ten zbidr jest jednoelementowy, to nie ma problemu. Rzeczywiscie, jesli f
przyjmuje warto$é¢ 1 tylko dla na przyklad (1,0, 1), to szukany obwd6d logiczny
ma postaé¢ AND(z1,NOT(z2), z3) (co prawda AND jest tu wieloargumentowy, ale
juz wiemy, ze mozemy go przepisaé jako zlozenie AND-éw dwuargumentowych).
Jedli natomiast wspomniany zbiér argumentéw ma wiecej niz jeden element, to
mozemy go ,,rozbi¢” na zbiory jednoelementowe przy uzyciu wieloargumentowej
funkcji OR. W ten sposob tréjargumentowa funkcja, ktora przyjmuje wartosé 1
tylko wtedy, gdy suma argumentéw wynosi 2, ma obwdd logiczny postaci

OR (AND(NOT(xl), T2, 73), AND (21, NOT(22), 23), AND (21, 22, NOT(:ng))) )
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Informatyczny kacik olimpijski (125):

Liczby prawie pol-pierwsze

Tym razem omoéwimy zadanie Liczby prawie pot-pierwsze, ktére pojawilo sie
na Sobotnim Kole Naukowym (25.11.2017) organizowanym przez Stowarzyszenie
Talent w III Liceum Ogdélnoksztalcacym w Gdyni.

Liczby prawie pél-pierwsze: Liczbe p nazywamy prawie pél-pierwszq, jesli jest iloczynem dwdch liczb pierwszych
q1,qo, gdzie 2 < q1,q2 < 108, Liczby 14 =2 -7 49 = 7-7 sq prawie pét-pierwsze. Natomiast liczby 30 =2-3-5
2000 000014 = 2 -1 000 000 007 nie sg prawie pél-pierwsze. Dane sq dwie liczby catkowite a i b (2 < a < b < 10'2).
Oblicz, ile jest liczb prawie pdl-pierwszych na przedziale [a,b].

Rozwigzanie O((b— a) - vb)

Pierwszy pomysl, ktéry nasuwa sie po przeczytaniu
treéci, polega na przejrzeniu wszystkich liczb catkowitych
z przedzialu [a, b] i zliczeniu tych, ktére sa prawie
pét-pierwsze. Liczba prawie poél-pierwsza zawiera
dokladnie dwie liczby pierwsze nie wigksze niz 10°

w rozkladzie na czynniki pierwsze. Rozklad na czynniki
pierwsze liczby catkowitej x mozemy znalez¢é w czasie
O(y/x) (przegladamy potencjalne dzielniki pierwsze

z przedziatu [2, [/z]]). Rozwiazanie dziala w czasie

O((b—a) - Vb).

Rozwiazanie O(b - log(log(b))

W tym podejsciu, podobnie jak wczeéniej, dla kazdej
liczby calkowitej z przedzialu [a,b] sprawdzimy, czy jest
ona prawie pél-pierwsza.

Zacznijmy od stworzenia takiej tablicy S, ze S|[i]

dla kazdego i € [2,b] oznacza najmniejszy dzielnik
pierwszy i. W tym celu wystarczy nieznacznie
zmodyfikowa¢é sito Eratostenesa. Zamiast zapamietywaé
informacje, czy liczba jest pierwsza czy zlozona,
bedziemy pamietali jej najmniejszy dzielnik, bedacy
liczba pierwsza. Strukture budujemy w czasie

O(b - log(log(b)). Wéwczas w czasie stalym mozemy
stwierdzi¢, ze:

e p jest pierwsze, jesli: S[p] = p,

e p jest prawie pdl-pierwsze, jesli: S[p] # p A S[%] =
_.p P 6
= 37 N Slpl, 5 < 10°
Wtedy jej dzielnikami pierwszymi sa S[p] i ﬁ.

Po wygenerowaniu S zliczamy liczby prawie pol-pierwsze
z przedziatu [a, b]. Rozwiazanie dziala w czasie

O(b - log(log(b)).

Rozwiazanie O((b — a) - log(log(b — a) + v/b))

Niech M = 10° oraz TV[i] dla kazdego i € [2, M]
wskazuje, czy i jest pierwsze (T[i] = 1), czy zlozone
(T'[i] = 0). Dla pozostaltych ¢ niech T'[i] = 0. T obliczamy
za pomocy sita Eratostenesa. Dodatkowo stwérzmy taka,
tablice S’, ze S’[i] dla kazdego i € [a, b] bedzie oznaczalo
najmniejszy dzielnik pierwszy i. Konstrukcja S’

jest nastepujaca. Najpierw przypisujemy S’[i] = i

dla kazdego i € [a, b]. Nastepnie dla kazdej liczby
pierwszej g € [2, [Vb]] przegladamy jej wielokrotnosci

w przedziale [a, b], czyli liczby {ﬂ - q, ({ﬂ +1)-q, ...,

LgJ - q, 1 aktualizujemy ich najmniejszy dzielnik pierwszy.

Zauwazmy, ze wielokrotnosci 2 w przedziale [a, b] jest
CO Najwyzej 1777“ + 1, wielokrotnosci 3 jest co najwyzej
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b’T“ + 1 itd. Zatem konstrukcja struktury zajmuje
O((b — a) - log(log(b — a)) + v/b) operacji.

Na koniec zliczamy liczby prawie pot-pierwsze
z przedzialu [a, b, czyli takie p € [a, b], ze:

S'Ipl £ p A S'[p] < M/\T[SIIEPJ ~ 1

Rozwigzanie O(M - log(log(M)))

Niech f: N — N bedzie taka funkcja, ze f(x) oznacza
liczbe liczb prawie pél-pierwszych na przedziale [1, z].
Woéwezas liczb prawie pél-pierwszych na przedziale [a, b]

jest f(b) — f(a—1).

Opiszemy teraz, jak policzyé¢ f(r) dla = € [1,10'2].
Zacznijmy od wygenerowania ciggu kolejnych liczb
pierwszych nie wiekszych niz M = 10. Oznaczmy
ten ciag jako P = (p1,p2,...,pr). Poczatkowymi
wyrazami ciagu sa: p1 = 2, ps = 3, ps = 5 itd. Liczby
pierwsze mozemy znalezé¢ za pomocs sita Eratostenesa.
Zauwazmy, ze tylko elementy ciagu P moga wystepowaé
w rozkladzie na czynniki pierwsze liczb prawie
pét-pierwszych. Zatem:

f@)={(i.4) :pip; <z A1<i<j < kY.
Warto$é f(z) mozemy policzyé naiwnie, przegladajac
wszystkie pary elementéw ciaggu P. Niestety takie
rozwiazanie jest wolne, poniewaz przeglada si¢ O(k?) par
elementéw, gdzie k = 78498 (tyle jest liczb pierwszych
nie wigkszych niz 10°).

Na szczeécie mozemy to przyspieszy¢. Niektore pary
bedziemy zliczali ,,hurtowo”. Dokladniej, dla kazdego

i € [1, k] wyznaczymy takie najwigksze j; € [¢, k], ze
pip;, < x. Jedli takie j; nie istnieje, to niech j; =< — 1.
Woéweczas liczby postaci p;p;, pipit1, ..., Pipj; 3 prawie
pét-pierwsze. Zas wszystkich par jest Zie[l,k] (i —i+1).
Algorytm przebiega nastepujaco. Najpierw naiwnie
znajdujemy ji1, przegladajac przedzial indekséw [1, k].
Nastepnie kolejno wyznaczamy wartosci js, js, - - ., Jk-

Obserwacja: Dla kazdego i € [2, k| zachodzi j; < j;—1.

Dowéd: Wiemy, ze p; > p;—1 oraz Visj,_,pi—1p1 > .
Stad Vi~ j,_,pip1 > x. Zatem j; < ji—1.

Na mocy powyzszej obserwacji, szukanie wartosci j;
mozemy rozpoczaé od j;—; i zmniejszaé ja dopdki
pipj; > x. W ten sposéb wykonamy O(k) operacji podczas
obliczania f(x). Cale rozwiazanie dzialta w czasie
O(M -log(log(M))).

Bartosz LUKASIEWICZ
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Svante Paabo, Neandertalczyk.
W poszukiwaniu zaginionych genomdw,
Proészyniski i S-ka 2015.

Korzystalam z artykulu Igla w stogu
sitana, T. Higham, K. Douka, ,Swiat
Nauki” styczen 2019.

Kto z kim i kiedy?

Kiedy ludzie gatunku Homo sapiens migrowali z poludniowej Afryki, to
podazajac na pdinoc, spotykali innych homininéw, wczesniejszych przybyszdw

z Afryki osiedlonych na terenach dzisiejszej Europy i Azji. Czy byly to takze
spotkania intymne? Na to pytanie odpowiedZ uzyskuje sie, badajac réznorodnosé
genetyczna wspblczesnych populacji, albo poréwnujac wspotczesne sekwencje
DNA z sekwencjami przypuszczalnych przodkéw. Ze wzgledu na okres trwatodci
DNA nie mozna oczekiwaé, ze zbadany zostanie np. genom gatunku Homo erectus,
ktéry dawno zniknal z powierzchni Ziemi. Trwalosé DNA szacuje si¢ r6znie, bo

w réznych warunkach spoczywaly odkrywane szczatki. Wiekszoé¢ badaczy podaje
granice 100 tysiecy lat. Do niedawna jedynym oznaczonym archaicznym genomem
byl neandertalski (30 tys. lat temu), a jak trudne jest badanie podobnie starych
szczatkéw, opowiada najwspanialszy badacz a-DNA (archaicznego DNA), Svante
Pidbo. W kazdej badanej przez zespdt Piaidbo prébee (kosci) DNA neandertalski
stanowil nieznaczng frakcje, totez koricowy wynik analizy zalezal od wirtuozerii
badacza, a takze wyrafinowania metod laboratoryjnych. Zespét Padbo uczestniczyt
rowniez w analizie szczatkow czlowieka z altajskiej Denisowej Jaskini, w ktorej
obok kosci neandertalskich odkryto szczatki nowego dla nauki gatunku Homo
denisovan. Powiedzie¢ szczatki to za duzo: pierwszej analizy genomu dokonano

z malej kostki dloni. Poréwnania trzech preparatow sugeruja raczej, ze nosiciele
trzech genomow nalezeli do tego samego gatunku, Homo sapiens, poniewaz

dane genetyczne wskazuja na ich krzyzowanie sie. Tu znalazla sie ta dziurka

do podgladania archaicznej sypialni!

7 badan genetycznych wysnuto wniosek, ze neandertalczycy i ludzie wspotczesni
co najmniej trzy razy krzyzowali si¢ w ciagu ostatnich 100 tysiecy lat. Krzyzowali
sie tez z denisowianami. W Denisowej Jaskini zebrano 135 tysiecy drobniutkich
szczatkéw kostnych (wymiary milimetrowe), z ktérych 95% nie nadawalo si¢

do badan taksonomicznych. Z powodu wieku préobek ustalenia dla tej epoki
stwarzaja paleontologom trudnosci. I tu z pomoca przyszta rozwijana od niedawna
metoda badawcza, nazwana zooarcheologia spektrometrii masowej (ZooMS). Uzyto
jej do analizy peptydéw kolagenu, biatka trwalego w archeologicznej skali czasu.

Kolagen jest glownym skladnikiem tkanki tacznej, $ciegien, skory, kosci — u ssakéw
stanowi 25-35% bialek ciala. Dzi$ rozréznia sie 28 typoéw kolagenéw, czlowiek

ma gléwnie kolagen typu I. W tkankach wystepuje jako helisa trzech tanicuchdw,
zlozonych w réznych proporcjach tylko z kilku (3-5) réznych aminokwaséw,
gléwnie proliny, hydroksyproliny i glicyny. Miedzy réznymi gatunkami zwierzat
wystepuja konkretne réznice w budowie i sktadzie kolagenu — dzicki czemu
znajdowane w wykopaliskach szczatki kosci (zawierajace okreSlony typ kolagenu)
mozna przypisaé¢ roznym zwierzetom. A moze takze réoznym gatunkom ludzi?

Badacze, ktérzy postanowili odpowiedzie¢ na to pytanie, wybrali 700-800 probek
kosteczek z Denisowej Jaskini. Przeanalizowali je metoda ZooMS pod katem
rodzaju kolagenu. Znalezli dowody na przebywanie w jaskini hien, mamutow,
reniferéw, wlochatych nosorozcow, ale. .. nie znalezli sladéow kolagenu hominidéw.
Po roku uporczywych analiz znaleziono jedna taka prébke, z ktérej Svante

Péadbo oznaczyl mitochondrialny DNA. Nalezala do dziecka, ktérego matka byla
neandertalka. Dalsze badania szczatkéw z Denisowej Jaskini — i w nich DNA
jadrowego — doprowadzily do sensacyjnego znaleziska: jedna z prébek zawierata
DNA w potowie neandertalski, w polowie denisowianski, co oznacza, ze znaleziono
kos¢ osobnika z pierwszego pokolenia krzyzéwek. (matka neandertalka, ojciec
denisowianin). Z dalszych analiz wynikalo, ze byla to 13-letnia dziewczynka.

Autorzy pracy pisza: ,,przez dziesiatki tysigcy lat ten drobny okruch jej ciata
pozostawal nietkniety w osadach i tylko nowoczesna technika umozliwila jego
charakterystyke i tchneta w niego nowe zycie”. A moral dla adeptéw sztuki
odkrywania archaicznego DNA brzmi: czasem na osiggniecie sukcesu trzeba
pracowad kilkanascie lat, aby odnalezé ten mikroskopijny fragment, ktéry
nazywamy potem sensacyjnym odkryciem. A mozna go nie odnalezé — to jest jak
igla w stogu siana.

Magdalena FIKUS
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Klub 44

Skrét regulaminu

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi

(M lub F)

przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Mozna je przesyta¢ réwniez
poczta elektroniczng pod adresem delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania
w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego
zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe
0s6b, ktére nadestaty rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji
i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytutl

Weterana. Szczegbélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sig¢

na stronie deltami.edu.pl

Termin nadsylania rozwigzan: 31 V 2019

Zadania z fizyki nr 674, 675

674. Niewazki poziomy pret o dtugosci 2a moze obracaé si¢ swobodnie wokét
pionowej osi przechodzacej przez jego $rodek (rys. 1). Na pret nawleczone
sa dwie jednakowe kulki, ktore moga przemieszczaé si¢ wzdtuz preta bez

tarcia i odbijaé sie sprezyscie od odbojnikéw na jego koncach. Na poczatku
kulki umocowane sa w odlegloéciach a/2 od osi obrotu. Pret rozkrecono do

l predkosci katowej wg, po czym kulki jednocze$nie oswobodzono. Po jakich torach
beda poruszac sie kulki? Po jakim czasie pret wykona pelny obrét? Jaka jest
zalezno$¢ predkosci katowej preta od czasu? Rozmiary kulek sa duzo mniejsze od

w
; 2a ) Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA
; — :
Rys. 1
B
Rys. 2 A c

dtugosci preta.

675. Trzy jednakowe natadowane kulki potaczone sa nieprzewodzacymi niémi,

T ktore tworza tréjkat prostokatny ABC (rys. 2). Kat ABC jest réwny «, bok BC
ma dlugosé [. Z jakimi przyspieszeniami zaczng poruszaé sie¢ kulki po przecieciu
nici BC'? Masa kulki jest rowna m, ladunek kazdej z nich wynosi g. Sil ciezkosci

nie uwzgledniamy.

Eq

Rys. 4

P1

777777777777
277222777777

P1+ p2

Rys. 5

Rozwigzania zadan z numeru 11/2018

Przypominamy tre$¢ zadan:

666. Miedzy okladkami kondensatora plaskiego porusza sie ze stalyg predkoscig v cienka plytka
natadowana réwnomiernie tadunkiem ¢. ZnaleZé natezenie pradu w obwodzie przedstawionym na
rysunku. Odlegtosé miedzy oktadkami wynosi d, efekty brzegowe mozna zaniedbadé.

667. W ustawionym pionowo zamknietym z dwéch stron cylindrze znajduje si¢ mieszanina dwéch
gazéw doskonalych o masach molowych p1, s i masach odpowiednio mi, ma. Wewnatrz cylindra
znajduje sie tlok o masie M, ktéry jest przepuszczalny tylko dla gazu pierwszego. Poczatkowo tlok
75 znajduje sie przy gornej podstawie cylindra, a nastepnie zostaje puszczony swobodnie. Ile moli gazu
pierwszego znajdowaé si¢ bedzie po ustaleniu si¢ réwnowagi powyzej ttoka? Temperatura uktadu

jest stata i wynosi T. Tarcie tloka o $cianki mozna zaniedbaé¢. Wysokosé cylindra (nie uwzgledniajac

grubosci tloka) jest réwna I.

666. Przyjmijmy dla ustalenia uwagi, ze tadunek ptytki

jest dodatni. Rozwazmy sytuacje, gdy plytka natadowana
tadunkiem g > 0 jest nieruchoma i znajduje si¢ w odlegtosci =
od jednej z oktadek (rys. 4). Oktadki kondensatora sg zwarte
drutem i uziemione, zatem napiecie miedzy nimi wynosi
zero. Wartoéci natezen pola elektrycznego w obszarach
zaznaczonych na rysunku wynosza:

E1=(q— Q2+ Q1)/(2605), E2=(q+Q2—Q1)/(205),

gdzie @1 < 01 Q2 < 0 to tadunki na oktadkach kondensatora,
S jest powierzchnig plytki. Spelniony jest zwiazek

Eix = E>(d — z). Poniewaz potencjal oktadek kondensatora
wynosi zero, na zewnatrz kondensatora nie ma pola
elektrycznego, stad ¢ + @1 + Q2 = 0. Eliminujac z powyzszych
réwnan Ei, Es i Q2, otrzymujemy zwiazek qr = —Q1d.
Przesuniecie plytki o Az powoduje zmiane ladunku Q1

o |AQ| = qAxz/d, czyli przeptyw pradu miedzy okltadkami
kondensatora o natezeniu

I =|AQ|/At = qu/d.
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667. W stanie réwnowagi tyle samo czasteczek gazu
pierwszego przenika przez ttok w obie strony. Poniewaz
temperatura T' w obu czegsciach cylindra jest taka sama,
liczba moli gazu pierwszego w jednostce objetosci po obu
stronach ttoka musi by¢ jednakowa, zatem jednakowe jest
tez ci$nienie p1 gazu pierwszego po obu stronach tloka.
Niech p2 oznacza ci$nienie gazu nieprzenikajacego przez

tlok w dolnej czesci cylindra (rys. 5). Warunek réwnowagi
ttoka ma postaé Mg = p2S, gdzie S jest polem powierzchni
tloka. Korzystajac z réwnania Clapeyrona dla gazu drugiego,
otrzymujemy wyrazenie na odlegloéé = tloka od dolnej
podstawy cylindra: © = moRT/(u2M g). Oznaczmy liczbe moli
gazu pierwszego w gornej czesci cylindra przez ni, a w dolnej
przez ng. Zachodzi zwiazek n1 + n2 = m1/p1. Spelnione sa tez
réwnania Clapeyrona: p1(l — x)S = n1 RT oraz pizS = naRT.
Rozwigzujac powyzszy uktad réwnan, otrzymujemy szukang
liczbe moli gazu w gérnej czesci naczynia:

_ my 1 moRT
pal '

n ma vl
! u2Mg
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Termin nadsylania rozwigzan: 31 V 2019

Zadania z matematyki nr 777, 778
Redaguje Marcin E. KUCZMA

777. W tréjkacie ABC bok BC' jest najdtuzszy. Okrag wpisany jest styczny do
bokéw BC, CA, AB odpowiednio w punktach K, L, M. Na prostej KM lezy
taki punkt P, ze odcinki PC oraz KL sa réwnolegte. Dowiesé, ze prosta AP
przechodzi przez $rodek odcinka K L.

778. Znalezé wszystkie tréjki liczb catkowitych x,y, z spelniajace réwnanie

(x+y+z)2=2(x2+y2+22)

wraz z warunkiem NWD(z,y, z) = 1.

Zadanie 778 zaproponowal pan Tomasz Ordowski.

Rozwigzania zadan z numeru 11/2018

Przypominamy tre$¢ zadan:

769. W trapezie ABCD o réwnoleglych podstawach AB i CD zachodza réwnosci: |AB| = |AD|,
\ |BD| = |BC|. Okrag opisany na tréjkacie BC'D przecina przekatng AC w punkcie E. Dowiesé, ze
' prosta DE polowi bok AB.

\ 770. Dla dodatnich liczb catkowitych ai, ..., a,, oraz n rozwazamy sume

K,(a1,..

769. Tréjkat BC'D jest réwnoramienny; symetralna boku

CD jest osig symetrii tego trojkata, wiec i okregu na nim

opisanego; prosta AB (réwnolegla do CD) jest styczna do
tego okregu. Skoro |AB| = |AD|, zatem prosta AD tez jest
styczna. Wynikaja stad rownosci katow

|¥ADE| = |%*DCE| = |xCAB|.

Prosta DFE przecina AB w punkcie, ktéry nazwiemy F'.
Niech G bedzie punktem symetrycznym do A wzgledem B.
Widzimy trapez réwnoramienny AGCD, z réwnymi

katami: [xDAF| = |£AGC)|. Stad i z wczesniejszej réwnosci
(przepisanej jako | ADF| = |£GAC|) wynika podobieristwo
tréjkatéw DAF i AGC. W konsekwencji

|AB| _ |DA| _ |AG| _ JAG| _
|AF| — |AF| ~ |GC|  |GB|

co pokazuje, ze F' jest srodkiem odcinka AB.
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770. Nie tracimy ogdélnoéci, rozwazajac jedynie niemalejace
ciagi (a1,...,am), dzieki czemu wyrazy sumy

1\ 1Y\ 2 1\em
o)

n n n
sg uporzadkowane nierosnaco. Niech g oraz r oznaczaja iloraz
i reszte z dzielenia m przez n—1. Wykazemy, ze ciag

2, ...,4,---,9,q+1, ...
——

2 1,...,1,2,..
—— ——

n—1 n—1

qt+1) =:
n—1 T

= (bl,...,bm)

jest tym, dla ktérego suma (1) — pozostajac mniejsza od 1
— jest maksymalna. Wynosi ona

1 T
Niech wigc a1 < --- < am bedzie dowolnym ciggiem, dla

ktérego warto$é sumy (1) jest mniejsza od 1. Przypusémy,
ze pewien wyraz (1/n)*, z wyktadnikiem k > 2, powtarza
sie co najmniej n razy. Przyjmijmy, ze k jest najwiekszym
takim numerem. Wykreslamy n sktadnikéw réwnych (1/n)*
i zastepujemy je pojedynczym wyrazem (1/n)*~1.
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m

1\ @
K,I(al,.“ﬁa,“):g (;) )

i=1

Dla ustalonych liczb catkowitych m,n > 2 wyznaczy¢ kres gérny zbioru tych wartosci wyrazenia
., Qm), ktére sa mniejsze od 1.

Wartos¢ sumy nie ulegta zmianie, ale ciag skrocit sie

o n — 1 wyrazéw. Dopisujemy wiec na koncu n — 1 utamkow,
z wykladnikami tak duzymi, by warto$é¢ sumy (1) (ktéra
sie powiekszal!) pozostala mniejsza od 1 — baczac jedynie,
by zaden wyraz (z wyktadnikiem > k) nie powtérzyl sie
n-krotnie.

Powtarzamy te modyfikacje tak dtugo, dopdki istnieje blok
jednakowych sktadnikéw (1/n)?, dtugosci co najmniej n,

z jakimkolwiek wyktadnikiem j > 2. Méglby ewentualnie
pozostaé taki blok dla wyktadnika j = 1, czyli zlozony

ze sktadnikéw réwnych 1/n — ale to tez nie jest mozliwe,
skoro przez caly czas bylta prowadzona kontrola, by suma
nie osiggneta wartodci 1. Stad wynika, ze w dalszym ciagu
dowodu mozna ograniczaé¢ uwage do ciagdéw (ai,...,am)

o wtasno$ciach:

(4)
Ciag (2) spelnia te warunki. Dla wykazania jego
optymalno$ci wezmy pod uwage dowolny inny ciag
(a1,...,am), takze spelniajacy powyzsze warunki, i oznaczmy
przez ¢ najwczesniejszy numer, dla ktérego a, # be. Zatem
odcinki (a1,...,ae—1), (b1,...,be—1) sa identyczne.

Nietrudno zauwazy¢, ze a¢ > be; w przeciwnym przypadku
mieliby$my b, > a¢ > ar—1 = by—1; to by oznaczalo, ze

be—1 =be— 1, ag = ag—1 i ze w ciagu (2) be—1 jest wyrazem
konczacym blok ztozony z n—1 réwnych liczb. Skoro zas

a; = b; dla ¢ < £ oraz ag = ag—1, mielibySmy w ciagu (a;)
blok zlozony z n réwnych liczb, wbrew warunkowi (4). Tak
wiec ag—1 = br—1 < by < ap < agy1.

a1 < --- < am; zadna liczba nie powtarza sie n-krotnie.

Dokonujemy kolejnej modyfikacji ciagu (a1, ..., am),
zastepujac wyraz ag liczba be. Warunki (4) pozostaja
spelnione, warto$¢ sumy (1) zwieksza sie, za$ nowy ciag
pokrywa si¢ z ciagiem (2) na odcinku (b1, ...,b). Po
skonczenie wielu takich krokach dochodzimy do ciagu

(b1,...,bm). To pokazuje, ze warto$é¢ sumy (1) dla wyjsciowego
ciagu (a1, ...,am) byta mniejsza niz jej warto$é dla ciagu
(b1,...,bm) — czyli liczba dana wzorem (3), ktéra wobec tego

jest szukanym kresem goérnym.



Prosto z nieba:
Pomiary ekspansji
Wszechswiata

Niebo w marcu

Dwadziedcia lat temu naukowcy zdali sobie sprawe, ze Wszech$wiat nie tylko
sie rozszerza (to bylo wiadomo od pierwszej polowy XX wieku, z obserwacji
Vesto Sliphera i Edwina Hubble’a), ale ze proces ten przyépiesza. Za obserwacje
udowadniajace ekspansje Wszech$wiata Saul Perlmutter, Brian Schmidt i Adam
Riess dostali w 2011 roku Nagrode Nobla.

Ekspansja i rozmiar Wszechéwiata mozna powiazaé¢ poprzez stata Hubble’a Hy:
predkos¢ oddalania sie¢ galaktyki v jest proporcjonalna do odlegloéci do galaktyki
d, v = Hyd. Aby oszacowaé tempo rozszerzania sie, potrzeba dokladnych
pomiaréw odleglosci, z czym — jak wiadomo — w astronomii jest zawsze trudno.
Przedstawiona wyzej metoda wymaga dokladnie skalibrowanych ,$wiec
standardowych”, czyli obiektéw/proceséw astronomicznych o znanej jasnosci.
Duze odleglosci wymagaja jasnych $wiec standardowych, np. supernowych
typu Ia (zwiazanych z bialymi karlami przekraczajacymi krytyczna mase
Chandrasekhara). Dokladna kalibracja oznacza natomiast zbudowanie
wiarygodne]j ,drabiny odlegtosci”, ktora uzywa wielu typow obiektéw i metod
pomiaru na ,zazebiajacych sie” odlegltoéciach, od niewielkich skal wewnatrz
Galaktyki (uzywajac metody paralaksy) poprzez gwiazdy pulsujace (np.
cefeidy) az do duzych skal, odpowiadajacych odleglosciom miedzy galaktykami
i gromadami galaktyk.

Druga metoda wykorzystuje cechy mikrofalowego promieniowania tla,
wyemitowanego, gdy materia stala sie po raz pierwszy w historii przezroczysta
dla fotonéw. Poprzez dopasowanie modelu kosmologicznego do tych obserwacji
mozna oszacowaé jeden z jego parametréw, statg Hubble’a.

Do 2017 roku mieliémy do dyspozycji te dwie metody pomiaru statej Hy

— niestety, obie metody daja statystycznie rozbiezne wyniki. Patowa sytuacje
zmienita nieco detekcja fal grawitacyjnych, wyemitowanych podczas ostatnich
chwil uktadu podwdéjnego gwiazd neutronowych przez obserwatora LIGO

i Virgo sygnalu GW170817. Amplituda fal grawitacyjnych jest bezposrednio
zwiazana z odlegloscig do Zrédta — w przeciwienstwie do ,,Swiec standardowych”,
»syreny standardowe” ukladéw podwdjnych nie wymagaja drabiny odleglosci

i kalibracji. Dobra lokalizacja Zrédla na niebie (wylacznie za pomoca informacji
z detektoréw fal grawitacyjnych!) umozliwila namierzenie zrédla emisji
elektromagnetycznej — poczatkowego blysku v i pdzniejszej emisji kilonowej —
w pobliskiej galaktyce NGC 4993, co z kolei dato pomiar jej przesuniecia ku
czerwieni, czyli predkosci ucieczki galaktyki. W ten sposéb uzyskaliSmy trzecia,
niezalezna metode badania ekspansji Wszechswiata.

Obserwatoria grawitacyjne LIGO i Virgo zaczynaja wlasnie trzecia kampanie
obserwacyjna, O3, ktora potrwa rok. Przewidujemy, Ze przy obecnej czulosci
detektory beda wykrywaé $rednio jedno zjawisko ,zapadniecia sie” ukladu
podwdjnego czarnych dziur na tydzien i érednio jedno zderzenie sie uktadu
podwdjnego gwiazd neutronowych na miesigc. Nie wszystkie te obserwacje
beda potaczone z emisja elektromagnetyczna, ale w przypadku czesci z nich

na pewno da si¢ zidentyfikowaé galaktyki, w ktorych si¢ znajduja, czyli uzyskaé
obserwacje podobne do GW170817 — i rozwiaza¢ problem prawdziwej wartosci
statej Hubble’a.

Michat BEJGER

Trzeci miesigc roku zacznie sie dobra widocznoécia Na pozegnanie zanikajacy Merkury spotka sie
Merkurego na niebie wieczornym. Pierwsza planeta od  z Ksiezycem w fazie bardzo cienkiego sierpa. Srebrny
Stonca pod koniec lutego oddalila sie od niego na ponad Glob 6 marca po poludniu naszego czasu przejdzie

18° i dazy do koniunkcji dolnej, przez ktéra przejdzie przez néw i juz nastepnego dnia, dzieki korzystnemu
w potowie marca. Poczatkowo Merkury, godzing po nachyleniu ekliptyki do wieczornego widnokregu,
zmierzchu, zajmie pozycje na wysokosci okoto 6° nad mozna probowaé go dostrzec zaraz po zmierzchu
zachodnia czescia widnokregu. Planeta pozostanie nisko nad zachodnim niebosktonem. Jednak jest to
widoczna przez pierwszy tydzien marca, stopniowo zadanie dla do$wiadczonych obserwatoréow, gdyz pét

stabnac od 40,1 do +1,8™. W tym samym czasie tarcza godziny po zachodzie Stonica Ksiezyc znajdzie si¢ na
planety zwickszy $rednice z 8 do 9”, zmniejszajac przy  wysokosci zaledwie 1,5° nad horyzontem, pokazujac sierp

tym faze z 36 do 12%.

w fazie 1%. Na pewno przy probach jego odszukania
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przyda si¢ lornetka albo teleskop. Tego dnia jasno$é
Merkurego ostabnie do +1,8™ i w tym momencie raczej
nie da si¢ go dostrzec. Dobe pdzniej Ksiezyc bedzie
duzo tatwiejszy do odnalezienia. Godzine po zmierzchu
pokaze si¢ na wysoko$ci 7°, w fazie 4%. Wtedy planeta
Merkury znajdzie sie 14° na zachéd od Ksiezyca, Swiecac
z jasnoscia +2,3™ na wysokosci 1,5°.

Przed minieciem Merkurego na poczatku miesiaca,
jeszcze przed nowiem, Ksiezyc spotka si¢ z dwiema
planetami Ukladu Slonecznego: Saturnem i Wenus.

W odréznieniu od nachylenia wieczornego, na

niebie porannym na przelomie zimy i wiosny

ekliptyka nachylona jest niekorzystnie, stad wszystkie
przebywajace blisko niej obiekty wznosza si¢ niezbyt
wysoko ponad linie horyzontu, potozone za$ blisko
ekliptyki i jednoczesnie blisko Stonca obiekty wschodza
tuz przed nim. Pierwszego dnia miesiaca Srebrny Glob
wzejdzie 2,5 godziny przed Sloncem, a na godzine
przed Switem zdazy sie wznies¢ na wysokosé¢ 10°,
pokazujac tarcze o§wietlona w 24%. Niewiele ponad 3°
na wschod od niego znajdzie si¢ wianuszek gwiazd

z p6inocno-wschodniej czesci Strzelca, kolejne 2°

dalej w tym samym kierunku — planeta Saturn, zas
jeszcze kolejne 11° dalej — planeta Wenus. Dobe pdZniej
Ksiezyc w fazie zmniejszonej do 17% pokaze si¢ miedzy
Saturnem a Wenus, natomiast 3 marca 10-procentowy
sierp Ksiezyca na godzine przed $witem dopiero zacznie
wschodzié¢, docierajac na odlegto$é¢ 4° na wschod

od Wenus. Calej tréjce z dystansu 25° towarzystwa
dotrzyma planeta Jowisz.

Saturn z Jowiszem powoli oddalaja sie od Slonca,
dazac do swoich opozycji w czerwcu i lipcu, zatem ich
warunki obserwacyjne w marcu powoli sie poprawiaja.
W trakcie miesiaca jasnos¢ Jowisza urosnie od —2

do —2,2™, a tarcza planety zwigkszy $rednice z 36

do 40”. Saturn w tym roku zakresli zygzak niedaleko
opisywanego juz tuku gwiazd, wsrdéd ktorych sa m.in.
m, 0, £1 1 £2 Sagittarii. Do konica marca planeta oddali
si¢ od niego na 3°, jej jasno$¢ utrzyma si¢ na poziomie
+0,6™, tarcza za$ urosnie do 16”. W przeciwienstwie do
dwdéch poprzednich planet warunki obserwacyjne Wenus
W marcu znacznie si¢ pogorsza, cho¢ planeta nadal
zachowa duza odleglo$é od Slorica (pod koniec miesigca
35°). Jednak tutaj najbardziej ujawni sie niekorzystne
nachylenie ekliptyki do widnokregu i planeta juz

w trzeciej dekadzie miesiaca na godzing przed $witem
nie zdazy jeszcze pojawié sie na niebosklonie. Mozna
ja zatem obserwowac tylko w pierwszej potowie marca,
nisko nad potudniowo-wschodnim horyzontem, gdzie
pokaze tarcze o jasnosci okoto —4,1™, érednicy 15"

i fazie 70-kilka procent.

Ksiezyc po spotkaniu z Merkurym bardzo szybko
poprawi swoja widoczno$¢, wznoszac sie kazdej kolejnej
nocy wyraznie wyzej i przebywajac nad horyzontem
dtugo po zmierzchu, mimo wcigz niezbyt duzej fazy.
Zaréwno na poczatku miesiaca, jak i po nowiu tadnie
widoczne bedzie tzw. Swiatlo popielate Ksiezyca, czyli

jego nocna czesé, oswietlona swiattem odbitym od Ziemi.

Warto tutaj pamieta¢ o tym, ze faza Ksiezyca widoczna
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z Ziemi i faza Ziemi widoczna z Ksigzyca uzupelniaja
sie do pelni. Czyli jak dla Ziemian Ksiezyc jest blisko
nowiu, to dla potencjalnych selenonautéw w tym samym
momencie Ziemia jest bliska pelni. Nasza planeta jest
prawie 4-krotnie wigksza od swego satelity, a takze
odbija w przestrzen kosmiczng duzo wiecej padajacego
na nia Swiatla. Stad Ziemia na niebie ksiezycowym
jest znacznie jadniejsza od Ksiezyca na naszym niebie.
Nie powinno zatem dziwié, ze nocna strona Srebrnego
Globu w fazie waskiego sierpa jest bardzo jasna i latwo
widoczna goltym okiem.

W dniach 9-11 marca naturalny satelita Ziemi odwiedzi
planety Uran i Mars. Pierwszego z wymienionych dni
Ksiezye w fazie 9% pokaze si¢ 9° pod Uranem, 10 marca,
w fazie 15%, 7° na lewo od Urana i jednoczes$nie 13° pod
Marsem, 11 marca za§ o$wietlenie ksiezycowej tarczy
zwigkszy sie¢ do 23%, a Mars znajdzie si¢ w odlegtosei 6°,
na godzinie 2 wzgledem niej. Obie planety zaczna
miesiac w gwiazdozbiorze Barana. Uran zago$ci

w Baranie przez nastepne kilka lat, natomiast Czerwona
Planeta w trzeciej dekadzie marca przejdzie do
sasiedniego Byka i 29 marca minie Plejady w odlegtosci
3,5 stopnia. Do tego czasu dystans miedzy planetami
wzrosnie do prawie 30°. Planeta Uran zblizy sie do
kwietniowej koniunkcji ze Storicem, wiec bedzie dobrze
widoczna na ciemnym niebie tylko na poczatku marca,
gdy okoto godz. 19:30 znajdzie si¢ na wysokosci 20° nad
zachodnim widnokregiem, Swiecac z jasnoscia +5,9™".
Potem stopniowo zejdzie nizej, by pod koniec miesiaca
zachodzié¢ na poczatku nocy astronomicznej. Mars
podda sie wolniej, i na koniec miesigca o tej samej

porze znajdzie si¢ na wysokosci prawie 25°. Lecz do tego
czasu jego blask ostabnie do 4+1,4™, czyli sporo ponizej
jasnosci nieodleglego Aldebarana o podobnej barwie, za$
tarcza planety skurczy si¢ do $rednicy ponizej 5”.

13 marca Ksiezyc w fazie 43% pokaze sie 5° od
najjaséniejszej gwiazdy Byka, po czym dobe pdzniej
przejdzie przez I kwadre na pograniczu gwiazdozbioréw
Byka, Oriona i Blizniat. 19 marca Srebrny Glob
o$wietlony w 94% minie Regulusa, najjasniejsza gwiazde
Lwa, w odleglosci 2°, a 21 marca o godz. 1 przejdzie
przez pelnie w gwiazdozbiorze Panny. 3 godziny
wcezesniej Stonce przekroczy rownik niebieski w drodze
na péinoc i tym samym na pélnocnej pétkuli Ziemi
zacznie sie¢ astronomiczna wiosna. 22 marca Srebrny
Glob wzejdzie 7° na lewo od Spiki, najjasniejszej
gwiazdy Panny, natomiast 27 marca, dobe przez ostatnia
kwadra, minie w odlegtosci dwdch swoich érednic
planete Jowisz. Oswietlona do polowy tarcze Ksiezyc
zaprezentuje na tle zachodniej czesci gwiazdozbioru
Strzelca, prawie doktadnie w miejscu, gdzie swoja petle
rok temu kreslit Saturn. Planete z pierécieniami Ksiezyc
minie nastepnego ranka, przechodzac w podobnej
odlegtosci, jak przy Jowiszu, lecz od strony potudniowe;j.

Jesli wszystko zostalo po staremu, w nocy z 30
na 31 marca nastapi zmiana czasu z zimowego na letni.
Nalezy wtedy pamiegtaé¢ o przesunieciu zegaréw o godzine
do przodu.

Ariel MAJCHER



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Btledne koto

Na poczatku roku éwiatlo dzienne ujrzala przygotowana
w CERN-ie koncepcja nowego zderzacza czastek
elementarnych. Kotowy Zderzacz Przyszlosci

(ang. Future Circular Collider, FCC) planuje sie

umieéci¢ w tunelu o stukilometrowym obwodzie.

W pierwszym etapie dzialania, rozpoczynajacym

sie za mniej wiecej 20 lat, maszyna mialaby zderzac
elektrony z pozytonami przy energii od 91 do 395 GeV.
W drugim etapie, planowanym na druga polowe obecnego
wieku, zderzacz zostalby przystosowany do wigzek
protonowych i osiagnatby energie 100 TeV, a zatem okoto
siedmiokrotnie wigksza od energii, z jakimi zderzaly sie
protony w LHC.

Po co?

Jednym z gwarantowanych wynikéw naukowych

nowego zderzacza bedzie lepsze poznanie wlasnosci
bozonu Higgsa. Wielkim sukcesem programu LHC byto
odkrycie tej czastki. Ciagle tez badane sa wlasnosci
oddzialywania bozonu Higgsa z innymi czgstkami, ale
doktadnos¢ wyznaczenia odpowiednich parametrow
obarczona jest duzymi niepewnosciami. Tymczasem
istnienie nowych czastek i nowych oddzialywan moze sie
najpierw przejawia¢ posrednio — w malych odstepstwach
od przewidywan Modelu Standardowego czastek
elementarnych. Dlatego tak wazne jest mozliwie doktadne
poznanie i zmierzenie prawdopodobienstw réznych
proceséw, w ktorych udzial bierze bozon Higgsa.

Niestety, pozostale argumenty, jakich CERN uzywa,
odwolujac sie do opinii publicznej, sa mniej subtelne

od tych, ktérymi producenci proszkéw do prania
przekonujg nas w telewizyjnych reklamach do zakupu ich
produktéw.

Wspomina si¢ o badaniu ciemnej materii. Nie ma
gwarancji, ze ciemna materie tworzg grawitacyjnie
zwigzane nowe czastki elementarne, choé sg bardzo dobre
powody, by tak przypuszczaé (pisalem o tym w Ag).
Nawet jesli tak mialoby by¢, trudno mie¢ absolutna
pewno$é, ze sa to stabo oddziatujace czastki o masach
pozwalajacych na wytworzenie tych czastek w nowym
zderzaczu. Choéby pobiezny przeglad zaproponowanych
przez teoretykow hipotez na temat wlasnosci ciemnej
materii wskazuje na to, ze mozliwe masy jej czastek oraz
sity oddziatywania w réznych modelach mogg réznié sie

o wiele rzedéw wielkoéci. Jedna z czesto dyskutowanych
mozliwosci jest ciemna materia ztozona z czastek zwanych
grawitinami, oddzialujacych na tyle stabo, ze trudno sobie
wyobrazi¢ jakikolwiek ziemski eksperyment, w ktorym
moglyby by¢ zarejestrowane (o grawitinach pisal Marcin
Badziak w A}Y). Sprawy nie utatwia fakt, ze jak dotad
wszystkie wiarygodne eksperymenty, ktérych celem

byla bezposrednia detekcja czastek ciemnej materii,
przyniosty negatywne (acz bardzo pouczajace) rezultaty.
Réwniez obserwacje zjawisk astronomicznych nie wskazaly
na jakikolwiek proces, w ktérym ciemna materia byltaby
produkowana posrednio.
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Inng zagadka wspolczesnej fizyki wymieniong w koncepcji
nowego zderzacza jest obserwowana asymetria

miedzy materia i antymateria, w szczegdlnodci fakt,

ze we Wszechswiecie na kazdy barion przypada z grubsza
miliard fotonéw. Naukowcy wierza, ze nie jest to

zadany warunek poczatkowy dla Wszech$wiata, ale

wynik dziatania jakich$ proceséow fizycznych. Jakich?
Niektorzy stawiaja na tzw. leptogeneze, czyli wytworzenie
nadwyzki materii w tych samych oddzialywaniach,

ktére daja poczatek masie neutrin (istnienie tych
oddziatywan to kolejna propozycja teoretykéw). Inni
sadza, ze byl to tzw. proces Afflecka—Dine’a, zwigzany

ze skomplikowana ewolucja Wszech$wiata do stanu
minimum energetycznego. Istnieje wreszcie grupa, ktéra
proponuje tzw. bariogeneze elektrostaba, czyli produkcje
materii w znanych oddzialywaniach elektrostabych,

ale z udzialem nowych czastek. Wspélna cecha tych
wszystkich pomystow jest to, Zze sa one zbudowane

na wielu warstwach teoretycznych spekulacji — jesli usunaé
cho¢ jedna, pomysty staja sie trudne do uratowania.
Ponadto, zaden z tych pomysléw nie gwarantuje, ze
proponowane nowe czastki lub oddzialywania beda mogty
zostaé zaobserwowane w nowym zderzaczu.

Co z tego?

Szkopul w tym, ze zaréwno ciemna materia, jak i zagadka
nadwyzki materii nad antymateria byly przywolywane
do$¢ czesto jako uzasadnienie dla LHC. Wskazuje to

na poglebiajacy sie deficyt wielkich, porywajacych

narracji w fizyce czastek elementarnych. Przypomina

to losy badania otaczajacej nas przestrzeni kosmiczne;j.
Kultura potowy XX wieku pelna jest fascynacji kosmosem
i marzen o wysylaniu cztowieka w jego jak najdalsze
zakatki. Fascynacja duzej czesci spoteczenstwa tymi ideami
doprowadzila (z pomoca uwarunkowan geopolitycznych)
do ladowania na Ksiezycu, a w schylkowej fazie dala takze
Guwiezdne wojnyi Star Trek. A dzis? Kogo dzi$ tak naprawde
obchodza niekomercyjne loty kosmiczne? Niedofinansowana
NASA wyraznie przegrywa w wyscigu o rozwdj technologii
ze swoimi bardziej biznesowo nastawionymi konkurentami,
a idea zalogowego lotu na Marsa podnieca waskie grono
najbardziej wytrwalych entuzjastow.

Tymczasem zadaniem naukowca-przyrodnika
uprawiajacego badania podstawowe jest coraz lepsze
zrozumienie zjawisk zachodzacych w przyrodzie i regut,
jakimi sie one rzadza. Zbudowanie potezniejszego
zderzacza umozliwi fizykom czastek elementarnych kolejne
przesuniecie granic poznania mikro$wiata i bedzie to
wartoscia sama w sobie, niezaleznie od odgrzewanych
kotletéw propagandowych podsuwanych opinii publiczne;j.
Ta ostatnia moze si¢ bowiem zorientowaé, ze proponowane
argumenty sa drugiej $wiezosci, i uznaé ceng nowego
urzadzenia, wyrazajaca sie jedenastocyfrowa liczba euro,
za cokolwiek wygérowang. A wtedy wielka narracja

fizyki czastek elementarnych zapadnie sie pod ciezarem
niemozliwych do spelnienia obietnic.

Kraysztof TURZYNSKI

https://fcc-cdr.web.cern.ch
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Twierdzenie o tréjzebie
Barttomiej BZDEGA

Opiszmy okrag o na tréjkacie ABC. Niech S, bedzie srodkiem tuku BC
niezawierajacego punktu A, zas L, — srodkiem drugiego tuku BC.

Odcinek L, S, jest oczywiscie $rednica okregu o, na ktoérej lezy symetralna
odcinka BC'. Luki BS, i CS, sa rownej dlugosci, wiec katy wpisane na nich
oparte maja jednakowa miare, czyli prosta AS, jest dwusieczna kata BAC.
Jezeli L, # A, to |5 L,AS,| = 90°, wiec prosta AL, jest dwusieczng kata
zewnetrznego A tréjkata ABC.

Oznaczmy przez I srodek okregu wpisanego w tréjkat ABC oraz miary
katow wewnetrznych przy wierzchotkach A, B, C' odpowiednio przez «, 3, .
Wéwezas [ BS,I| =y oraz |XIBS,| = § + g, wige [ BISq| = § + g =

= |IBS,], co daje ré6wnos¢ |IS,| = |BS.| = |CS.|, znana pod nazwa
twierdzenie o trdjlisciu. Niech I, bedzie srodkiem okregu dopisanego do
tréjkata ABC, stycznego do odcinka BC. Punkty A, I, I, leza na jednej
prostej, a ponadto |<IBI,| = 90°, wiec 11, jest érednicg okregu opisanego
na trojkacie IBI,. To pozwala uzupetnié¢ twierdzenie o tréjlisciu:

11,S0] = [ISa] = | BSa| = |CS].

Nazywamy to twierdzeniem o tréjzebie.

Zadania

1. Sformulowaé i udowodnié twierdzenie o tréjzebie dla dwusiecznej kata
zewnetrznego.

2. Wysokosci nieréwnoramiennego, ostrokatnego tréjkata ABC przecinaja
sie w punkcie H. Punkt S jest srodkiem tego tuku BC' okregu opisanego na
trojkacie BCH, ktéry zawiera punkt H. Wyznaczy¢ miare kata BAC, jesli
spelniona jest réwnosé¢ |[AH| = |AS|.

3. Punkt I jest érodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC. Prosta Al
przecina odcinek BC' w punkcie D. Symetralna odcinka AD przecina proste
BI oraz CI odpowiednio w punktach P i Q. Dowie$¢, ze wysokosci trdjkata
PQD przecinaja sie w punkcie 1.

4. Dany jest trojkat ostrokatny ABC, w ktérym |AB| < |AC|. Dwusieczna
kata BAC przecina bok BC' w punkcie D. Punkt M jest $rodkiem boku
BC. Udowodnié¢, ze prosta przechodzaca przez $rodki okregdéw opisanych na
tréjkatach ABC' i ADM jest réwnolegla do prostej AD.

5. W tréjkat ABC wpisano okrag o srodku I. Proste AI i BI przecinajg
okrag opisany na tréjkacie ABC odpowiednio w punktach P i ), r6znych
od A i B. Punkt F jest takim punktem, ze czworokat C PF'Q jest
réwnoleglobokiem. Dowiesé, ze jesli I # F, to |<CIF| = 90°.

6. Okrag wpisany w tréjkat ABC' jest styczny do odcinkéw BC, CA, AB
w punktach odpowiednio D, E, F. Niech J,, J, i J. beda odpowiednio
srodkami okregéw wpisanych w tréjkaty AEF, BDF, CDE. Prosta ¢, jest
symetryczna do prostej BC' wzgledem prostej JpJ.., analogicznie okreslamy
proste £, i £.. Dowie$¢, ze proste £, ¢, i £. przecinaja sie w jednym punkcie.

7. Dlugosci bokéw pewnego tréjkata réznobocznego stanowia ciag
arytmetyczny. Wykazad, ze prosta laczaca srodek okregu opisanego

i wpisanego w ten tréjkat jest prostopadla do dwusiecznej pewnego kata
wewnetrznego w tym tréjkacie.

8. Trojkat wpisany jest w okrag o promieniu R i opisany na trdjkacie
o promieniu r. Odleglo$é¢ miedzy srodkami tych okregdéw jest réwna d.
Dowiesé, ze d2 = R(R — 2r) (twierdzenie Eulera).
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