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W nastepnym numerze zaczynamy nowa,
cokwartalng serie Pot szklanki mocnego kodu.
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Rozwigzanie zadania F 969.
Zgodnie z prawem Hooke’a ciato
o dtugosci h i powierzchni przekroju
poprzecznego S pod wplywem
rozciggajacej je sity F' doznaje
wzglednego wydtuzenia
Ah F
h YS’
Podzielmy dtugos¢ L rury na n
jednakowych odcinkéw wysokosci h.
Kazdy z tak otrzymanych odcinkéw rury
bedzie $ciskany ciezarem znajdujacej sie
nad nim czedci rury, a wiec zmiana
ditugosci odcinka ¢ — numerujemy od
gornego konca rury — wyniesie:

(i — 1) hSpg
Ys

Ah; = —h

(znak minus, bo chodzi o site Sciskajaca).

Calkowita zmiane dlugosci otrzymamy,
sumujac wszystkie Ah;. Obliczenie sumy
szeregu arytmetycznego prowadzi do
wyrazenia:

n
L%pg(n® —n
AL = E Ay = _Lp9n” —n)
2n?Y
i=1
Przechodzac z n do nieskoriczonosci,
otrzymujemy:
L?
AL — 5 =PI
n— oo 2Y
Dla danych zadania
AL=-1,9-10"*m ~ —0,2mm.

Y0,Y1 Dziecko
Rodzic — .
- » zna: s
zZna: ro, ri — losuje: k
losuje: yo, y1 | %071
> Ty =I5 — k

Schemat przesytu informacji miedzy
rodzicem i dzieckiem.

A jednak sie da (IV),

czyli saga kryptologiczna w odcinkach.
Tym razem: odtajniamy transfer utajniony

tukasz RAJKOWSKI

Ence-pence w ktorej rece? — za moich dzieciecych lat przedstawiona formutka,
ktorej towarzyszyly czesto dwie wyciagnigte przez wypowiadajaca ja osobe rece,
byta zwiastunem jakiej$ bardzo przyjemnej (najczesciej slodkiej) niespodzianki.
Kazda wyciagnieta dton skrywata bowiem co$ dobrego, jednak jako szkrab

i tak poswigcalem chwile zastanowienia nad jej wyborem, bedac swiadomym
ryzyka, ze niewskazana przeze mnie reka zawiera bardziej atrakcyjny

podarek i powedruje on do mojego brata. Ta dziecieca wyliczanka bedzie

dla nas punktem wyjscia do rozwazan nad problemem pozornie niemajacym
zastosowania w rzeczywistosci. Zapytajmy bowiem, czy dziecko jest w stanie
dowiedzie¢ sig¢, co znajduje si¢ w wybranej przez nie rece, tak aby spetnione byty
dwa warunki:

1. dziecko nie dowiaduje sig¢, co znajduje sie¢ w drugiej rece rodzica,
2. rodzic nie dowiaduje sig, ktéra reke wybralo dziecko.

Powyzsze zalozenia wydaja sie sprzeczne, a procedura, ktéra miataby je spelniac,
zakrawa o sztuczke magiczna. Jest to jednak mozliwe — stosowny protokoét
nazywa sie transferem utajnionym. Pisal o nim Tomasz Kazana w Delcie 5/2012.
Transfer utajniony jest jednak na tyle wazna ,cegietka” kryptograficzna, ze dla
pelnosci naszego cyklu postanowiliSmy przypomnieé¢ go w tym krétkim artykule.

Rozpocznijmy od przedstawienia naszego problemu w bardziej matematycznym
jezyku. Aby biedny rodzic nie musial utrzymywaé przez caly czas rak w gorze,
zal6zmy, ze przyporzadkowuje on warto$ci dwém zmiennym: xg (lewa reka)

i 1 (prawa reka); dla ulatwienia opisu zalézmy, ze wartosci te sa liczbami
naturalnymi. Dziecko wybiera natomiast s € {0,1}. Jego zadaniem jest poznanie
wartosci x5 bez ujawniania s, natomiast rodzic nie moze wyjawi¢ wartosci x1_.

Pierwszym krokiem protokotu jest stworzenie bazy do szyfrowania

z kluczem publicznym, tak jak opisane to zostalo w pierwszym odcinku serii,
opublikowanym w Delcie 10/2018. Rodzic wybiera dwie duze liczby pierwsze

p, q tak, aby n = pq bylto wigksze od kazdej z liczb =y i 1. Nastepnie rodzic
oblicza m = (p — 1)(¢ — 1) i znajduje takie dwie liczby naturalne e i d, ze

ed =1 (mod m) (tzn. ed daje reszte 1 z dzielenia przez m). Ponadto rodzic losuje
liczby o 1 y1 1 wyjawia dziecku warto$é¢ kazdej z nich. Dziecko natomiast losuje
liczbe k, ktérej nigdy nie ujawni rodzicowi. Zamiast tego przesyla mu wartosé

v = (ys + k¢ mod n). Na jej podstawie rodzic oblicza ko = ((v —90)? mod n)
oraz ki = ((v —y1)? mod n). Zauwazmy, ze wowczas k, = (k°* mod n) = k (po
szczegbly odsylamy do pierwszej czesdci sagi). Jedli zatem rodzic przesle dziecku
wartosci g = xg + ko oraz 1 = x1 + k1, to dziecko bedzie mogto obliczy¢ wartosé
Ty =T, — k.

Wiemy juz, ze w opisany wyzej sposéb dziecko poznaje wartos¢ zs. Jedyna
informacja, jaka rodzic dostaje od dziecka, to warto$é¢ v. Na jej podstawie
rodzic nie jest w stanie powiedzie¢ niczego o s ze wzgledu na losowy wybor k.
Pozostaje wykazaé, ze dziecko nie jest w stanie obliczy¢ wartosci x1_.
Zauwazmy, ze

(-i'l—s - xl—s)e = kf—s = ((ys + k€ — yl—s)d)e =ys + k¢ — Y1—s
Poniewaz yg i y1 byly losowane przez rodzica, to z punktu widzenia dziecka
liczba ys + k¢ + y1_s jest losowa. Gdyby dziecko potrafito obliczy¢ x1_s, to
poniewaz zna I;_s — potrafiloby obliczy¢ lewa strone powyzszej réwnosci.
Rozwiazaloby zatem réwnanie a® = b (mod n) dla losowo wybranej wartosci b.
7 pierwszego odcinka sagi wiemy, ze zadanie to jest rownie trudne, co zlamanie
szyfru RSA; jesli zatem wierzymy w bezpieczenistwo tego ostatniego, nie
powinnismy mieé¢ skruputéw w uzywaniu przedstawionego protokotu transferu
ujawnionego. A o tym, ze kryptologia opiera sie na wierze (lecz réwniez
zrozumieniu!) pisaliémy juz w Delcie niejednokrotnie. . .

1

(mod n).
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Przyktad parkietazu
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Rozwigzanie zadania M 1593.
Skoro 2n — 1 jest liczba zlozona, to
2n — 1 = pq dla pewnych (niekoniecznie
réznych) liczb nieparzystych p, ¢
wigkszych od 1. Niech

a; =1dlai=1,2,...,p

oraz
a; =2t—1—pdlai=p+1,p+2,...,n.
Wowcezas a1 < as < ... < an.
Jezelil1 < i< j < p, to

WJ‘JM Saita;=i+j<
<2p <pg=2n-—1.

Jezelip+1<i<j<n,to
2 | NWD(a;, a;), skad

a; + aj a; + aj
NWD(a;,a;) 2

<2n—1—p<2n—1.

=i4+j—1—p<

Jezelil < i< p,p+1<j < noraz
(i) # (p.m), to
a; + a;

—— < a; a; =
NWD(a;,aj) = +ag

=1+2j—-1—-p<
< 2n — 1.
W koncu jedli (z,7) = (p,n), to
a; + aj Pq
i 4 =P con 1

NWD(ai,a;) 4

Parkietaze Michat ADAMASZEK*

W autorskim tygodniku internetowym Trapez [1] Jarostaw Wréblewski proponuje
serie zadan (nr 75-126) o parkietowaniu prostokatéw. Na przyklad: czy

plansze 15 x 15 da sie szczelnie pokry¢ klockami o wymiarach 8 x 1, 1 x 8,

11 x 1 oraz 1 x 11 (oczywiscie klocki nie moga na siebie zachodzi¢). W tego
typu zadaniach odpowiedz zazwyczaj brzmi ,nie”, a typowa strategia polega

na zgadnieciu numeracji lub kolorowania pdl planszy i uzyciu argumentu

w stylu , kazdy klocek pokrywa trzy pola zielone, ale liczba pdl zielonych

na calej planszy jest niepodzielna przez 3”. Sprébujmy jednak ogdlniej
zastanowic sie, jak systematycznie, od podstaw, mozna zaatakowaé problem:
czy plansze o wymiarach n x m da sie wyparkietowa¢ klockami ustalonych typdw
a1 X bl,...,ag X bg.

Niech (7, j) oznacza pole w i-tym wierszu i j-tej kolumnie. Kazde pokrycie planszy
mozemy zakodowaé za pomocg zmiennych

axb _ 1 jesli pewien klocek typu a X b ma lewy gérny rég na polu (4, j),
J 0 wpp.
Na przyktad pokrycie planszy 4 x 2 z rysunku obok opisujemy nastepujaco:
1x2 _ ,3x1 _ . 3x1 _
L1 =Ty =Ty =1,

a wszystkie inne zmienne xf;b sa réwne zero.
.

Zapytajmy teraz, kiedy zestaw zmiennych ac?jx-b opisuje poprawny parkietaz.
Przede wszystkim musimy usunaé wszystkie zmienne
axb

ai;’dlai>n+1-alubj>m+1-b,

poniewaz klocek o wymiarach a X b z lewym gérnym rogiem na polu (4, j)
wystawalby poza plansze. Po drugie, wszystkie zmienne musza przyjmowacé
wartoéci 0 lub 1. W koncu, musimy zagwarantowac, ze kazde pole planszy jest
pokryte przez dokladnie jeden klocek. Ten warunek mozna zapisaé nastepujaco:

¢ min(i,n—ar+1) min(j,m—>br+1)
0 >y > e
k=11i'=max(1l,i—ar+1) j’=max(1,j—br+1)
dla kazdego i = 1,...,n, j =1,...,m. Ten nieprzyjemny wzor oznacza po prostu,

ze spoérod wszystkich legalnych potozen dostepnych klockdéw, ktore potencjalnie
moga zahaczaé o pole (i, j), dokladnie jedno jest faktycznie w uzyciu. A zatem
zerojedynkowe rozwiazania ukladu nm réwnan liniowych (1) odpowiadaja
jednoznacznie parkietazom.

Dla zupelnej jasnoéci rozwazmy przyktad. Zapiszmy w tym jezyku problem
parkietowania planszy 3 x 4 klockami typu 1 x 312 x 1. Mamy 12 réwnan,
z ktorych kazde wymienia legalne sposoby pokrycia jednego z pdl:

(L) )P+l =

(1,2) o3 2y % + oyt = 1
(1,3) o3 + 2y 5+l = 1
(1,4) 215> + a3t =1
(2,1) i + 2ty + 3] =
(2 (2.2 2y +ops +ops +agy =1
(2,3) 271" + 35" + a7y + w3y =1
(2,4) 2% + 21§ + a3y =
(3,1) 233’ + 237 =1
(3,2) :péxl?’ + :réxz?’ + x%él =1
(3,3) x%*ﬁ + xéxf’ + xgél =1
(3,4) mgég + mgﬁl =

Na przyklad réwnanie dla pola (2,4) czytamy nastepujaco: pole to mozna
przykryé klockiem 1 x 3 z pola (2,2) lub klockiem 2 x 1 z jednego z pdl (1,4)
lub (2, 4).

Jak tatwo sprawdzié, prostokata 3 x 4 klockami 1 x 3 i 2 x 1 pokry¢ si¢ nie
da. Mozemy tego faktu dowie$é algebraicznie, mianowicie mnozac réwnania (2)

2



L. ]

Rozwigzanie zadania M 1591.
Sposréd wszystkich par wyrdznionych
punktéw o tym samym numerze
wybierzmy taka, ze miedzy nimi jest jak
najmniej innych wyréznionych punktéw
(na pewnym z dwéch tukéw). Bez straty
ogdélnosci przyjmijmy, ze wybrana para
ma numery 1 (cykliczne przenumerowanie
jednocze$nie w obrebie punktéw obydwu
koloréw nie ma wplywu na tezeg).

Zauwazmy, ze wszystkie wyrdznione
punkty pomiedzy tymi o numerze 1 sa
tego samego koloru — w przeciwnym
przypadku wéréd nich bylyby punkty

o tym samym numerze. Przypusémy, ze sa
to punkty biate; rozumowanie

w przypadku punktéw czarnych jest
analogiczne. W zaleznosci od potozenia
punktéw o numerze 1 mozemy wyréznié
dwa przypadki.

1° Pomiedzy punktami o numerze 1
znajdujg sie punkty biale o numerach

od 2 do k. Wéwczas wybierajac jeden
punkt podziatu okregu na tuki pomiedzy
bialymi punktami o numerach 11i 2,

a drugi — w taki sposéb, aby na obydwu
uzyskanych tukach bylto po n
wyréznionych punktéw, uzyskujemy
rozciecie o postulowanej wlasnosci.

1,23 ko

2° Pomiedzy punktami o numerze 1
znajduja si¢ punkty biale o numerach

od k£ do n. Wéwczas wybierajac jeden
punkt podzialu okregu na tuki pomiedzy
bialymi punktami o numerach 1 i n

(a drugi odpowiednio jak wyzej),
uzyskujemy rozciecie spelniajgce warunki
zadania.

1 kk+1

n1

Literatura

[1] www.math.uni.wroc.pl/~jwr/trapez

[2] github.com/aszek/Delta

kolejno przez nastepujace wspdlczynniki:
(3) ~1,1,0,-1,1,-1,0,1,-1,1,0, -1
i dodajac wszystko stronami. Wtedy otrzymamy
0=-1,
co dowodzi, ze uklad (2) nie ma rozwiazan rzeczywistych (a wiec tym bardziej
zerojedynkowych!).

Uogolnijmy ostatnie rozumowanie. Uklad réwnan liniowych nie ma rozwigzan
w liczbach rzeczywistych jedynie wéwczas, gdy pewna kombinacja liniowa
danych réwnan daje ,oczywista sprzecznosé” postaci ,zero z lewej, co$
niezerowego z prawej strony”. Nie udowodnimy tego faktu, a jedynie odwotamy
sie do intuicji i zyciowego doswiadczenia Czytelnikow w tym zakresie.

Co to znaczy w szczegdlnym przypadku uktadu (1)? Oznaczmy przez y;;
wspdlezynnik, przez jaki w naszym dowodzie nierozwigzywalnoéci przemnozymy
réwnanie dla pola (7, j). Mozemy nawet my$leé o tych wspdlezynnikach

jako wpisanych w pola planszy: y;; umieszczamy na polu (4, 7). Na przyklad
wsp6lezynniki (3) dla przykladu (2) pojawia sie na planszy 3 X 4 w nastepujacej
kolejnosci:

-1} 110 |-1
11-1] 0 1
-1} 110 |-1

Wtedy (prosze sprawdzi¢) ,oczywista sprzeczno$é” dla ukladu (1) polega na tym,
ze:

e kazde dopuszczalne potozenie klocka na planszy pokrywa pola o sumie y;;
rownej zeru,
e suma wszystkich y;; jest niezerowa.

Jest zupelnie Jasne (przez duze J, i to bez lektury calego naszego wywodu),
ze powyzsze warunki dowodza nieistnienia parkietazu! A zatem odkryliémy od
podstaw jeden z wariantow magicznej metody rozwiazywania tego typu zadan,
wspomnianej na poczatku.

Spojrzmy na to, co tutaj si¢ stato, z jeszcze szerszej perspektywy. Uktad
réwnan taki jak (1) jest bardzo szczegblnym przypadkiem problemu z zakresu
programowania calkowitoliczbowego (ang. mixed-integer programming). Wiele
trudnych probleméw kombinatorycznych mozna zakodowaé w tej postaci,
wprowadzajac zmienne zerojedynkowe opisujace pewne zdarzenia (np. klocek
lezy na polu) i wyrazajac wzajemne ograniczenia (np. klocki nie zachodza

na siebie) w postaci réwnan i nieréwnosci liniowych, tak jak w (1). Jest

to standardowa technika dla wielu tego typu probleméw. Rozwiazywanie
probleméw catkowitoliczbowych, cho¢ mozliwe, jest bardzo czasochtonne

(w istocie NP-trudne), dlatego mozemy na poczatek zapytaé, czy badany
problem ma w ogdéle rozwiazanie w liczbach rzeczywistych. Ten proces
nazywa sie relaksacjg. Powstaly problem liniowy mozna rozwiazaé efektywnie,
a jezeli okaze sig, ze rozwiazania nie ma, to zawsze mozna podaé certyfikat
niespelnialnodci (ang. infeasibility certificate), analogiczny do naszej tabeli
wspotezynnikéw y;;. Czytelnikom zainteresowanym tym Olbrzymim (przez
duze O) dzialem optymalizacji proponuje wpisanie wymienionych tu hasel

w wyszukiwarce.

Reasumujac:

dowdd nieistnienia parkietazu przez kolorowanie/numerowanie i inne sprytne
niezmienniki
to nic innego, jak
certyfikat niespelnialnosci dla liniowej relaksacji catkowitoliczbowego modelu
parkietowania.

Pod adresem [2] mozna znalezé kod Zrédlowy wraz z komentarzami, pozwalajacy
wlasnorecznie eksperymentowaé z parkietazami przy uzyciu ogélnodostepnych
pakietéw do modelowania i programowania liniowego/catkowitoliczbowego.
Mozna tam znalez¢ rozwiazanie zadania o planszy 15 x 15 ze wstepu.

3



Maria Sktodowska-Curie (1867-1934).
Studiowata i doktoryzowata si¢ na
Sorbonie w Paryzu. Byta profesorem
Sorbony od 1906 roku. Wprowadzita
pojecie promieniotworczosci. Jako jedyna
kobieta otrzymata dwukrotnie Nagrode
Nobla: w 1903 roku z fizyki i w 1911 roku
z chemii. Jest, jak dotad, jedyna kobieta
pochowang w paryskim Panteonie.

Karol Stanistaw Olszewski (1846-1915).
Studiowat chemig i fizyke w Krakowie

i Heidelbergu, gdzie doktoryzowat si¢. Od
1876 roku profesor Uniwersytetu
Jagiellonskiego.

Zygmunt Wréblewski (1845-1888).
Studiowat fizyke w Kijowie, Berlinie

i Heidelbergu. Doktorat uzyskat

w Monachium. Od 1882 roku profesor
Uniwersytetu Jagiellonskiego.

W 1883 roku, razem ze Stanistawem
Olszewskim, stosujac kaskadowg metode
skraplania gazéw, jako pierwsi na $wiecie
skroplili tlen (—183°C) i azot (—195°C).
Rekordowg temperatura, jaka osiggneli
to —225°C, co nie wystarczylo do
skroplenia helu.

Polskie nominacje do Nagrody Nobla
z fizyki i chemii do roku 1966
Andrzej HENNEL

Archiwum Noblowskie ujawnia informacje o osobach nominowanych

i nominujacych po 50 latach. Nominujacy dziela si¢ na statych i zaproszonych
okazjonalnie. Stalymi sa m.in. dotychczasowi laureaci oraz cztonkowie
Krolewskiej Szwedzkiej Akademii Nauk. Okazjonalnymi sa przedstawiciele
wybranych w danym roku uczelni. Na przyktad w 1996 roku profesorowie
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego (w tym piszacy te stowa) otrzymali
pro$be o nominacje do Nagrody Nobla z fizyki. Juz za niecate 30 lat dowiemy sie,
jakie kandydatury zostaly zgloszone i przez kogo. Decyzje Szwedzkiej Akademii
pozostaja czasem nieodgadnione — na przyklad okazalo sie, ze wielki Dymitr
Mendelejew byl dziewieciokrotnie nominowany w latach 1905-1907 do Nagrody
Nobla z chemii. .. i jej nigdy nie otrzymatl.

W tym artykule przedstawiam szczegdty dotyczace ,,polskich nominacji” z fizyki
i chemii od poczatku istnienia nagrody do 1966 roku. Przez polskie nominacje
rozumiem osoby urodzone na ziemiach polskich lub w taki czy inny sposéb
zwigzane z Polska.

Pierwsza byta oczywiscie Maria Sktodowska-Curie, ktéra mieszkala w Polsce
tylko do 23. roku zycia, a potem we Francji i Francuzi tez uwazaja ja za swoja
laureatke. Maria od 1898 roku wraz z mezem Piotrem Curie zajmowala sie
promieniotwoérczoscia. Razem oglosili szereg prac, w tym odkrycie nowych
pierwiastkéw — polonu i radu. Nic wiec dziwnego, ze w 1902 roku zostali
nominowani do nagrody Nobla z fizyki.

Matematyk Jean Darboux, profesor Sorbony i czltonek Krélewskiej Szwedzkiej
Akademii Nauk oraz fizyk Emil Warburg, profesor uniwersytetu w Berlinie
nominowali do nagrody odkrywce promieniotwérczoéci Henriego Becquerela

i pafistwa Curie. Natomiast fizyk Eleuthére Mascart, profesor College de France

i czlonek Krélewskiej Szwedzkiej Akademii Nauk nominowal samego Piotra Curie.

Nominacja z 1902 roku nie przyniosta sukcesu, rok p6zniej czwérka Francuzow
postanowita pominaé¢ Marie przy nominacjach. Wspomniani juz Gaston
Darboux i Eleuthére Mascart wraz z profesorami Sorbony — fizykiem Gabrielem
Lippmannem oraz matematykiem Julesem Poincaré — zaproponowali przyznanie
nagrody Piotrowi Curie i Henriemu Becquerelowi.

Grozil wigc niebywaty skandal, ktory ostatecznie rozwigzano za pomoca
nominacji dla Marii od czlonka Krélewskiej Szwedzkiej Akademii Nauk, profesora
Sorbony, lekarza — patologa Charlesa Boucharda. (Szczegélowy opis tej sprawy
zamiedcitem w artykule: Maria Sklodowska-Curie © zgrzybiali starcy, Gazeta
Wyborcza 1/2018.) Nagroda Nobla z fizyki w 1903 roku zostala przyznana

w polowie Becquerelowi za odkrycie promieniotwodrczosci naturalnej oraz

w polowie panstwu Curie za wspdlne badania zjawiska promieniowania odkrytego
przez Becquerela.

W nastepnym roku pojawily sie kolejne polskie nominacje. Stynny krakowski
eksperyment skroplenia azotu i tlenu w 1883 roku wykonali dwaj profesorowie
Uniwersytetu Jagiellonskiego — Karol Olszewski i Zygmunt Wréblewski. Niestety
pieé¢ lat pozniej Wroblewski zmart w wyniku obrazen po pozarze w laboratorium.
Nagroda Nobla pojawita sie dopiero w 1901 roku i tylko Olszewski mégl byé do
niej nominowany.

Nominacji dla Olszewskiego byto w sumie szes¢. Jako pierwszy, w 1904 roku,
profesor Uniwersytetu Moskiewskiego Nikotaj Umow zgtlosil trzy osoby: Karola
Olszewskiego, fizyka szkockiego Sir Jamesa Dewara i fizyka niemieckiego
Waltera Kaufmanna. Pierwsi dwaj zajmowali si¢ fizyka niskich temperatur,
trzeci — promieniami katodowymi. Potem, w 1913 roku, Uniwersytet Jagiellonski
byt zapewne wybrany do nominowania, gdyz trzej profesorowie fizycy —
Wiadystaw Natanson, August Witkowski, Konstanty Zakrzewski wskazali Karola
Olszewskiego wraz z Holendrem Heikem Kamerlinghiem Onnesem. Czwarty fizyk
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Leon Marchlewski (1869-1946).
Studiowal i doktoryzowal sie w Zurychu.
Od 1901 roku zatrudniony na
Uniwersytecie Jagielloriskim, w latach
1926-1928 jego rektor. Pdzniej dziatal
politycznie i byl przez 2 kadencje
Senatorem Rzeczypospolitej. Jego prace
badawcze dotyczyly gléwnie chemii
organicznej, w tym podobienistwa struktur
chlorofilu i hemoglobiny oraz wtasnosci
wystepujacych w przyrodzie cukréw

i barwnikow.

Kazimierz Funk (1884-1967).

Studiowal w Genewie i Bernie.
Doktoryzowal si¢ w Bernie. Pracowal

w Instytucie Pasteura w Paryzu, na
Uniwersytecie Berlinnskim, w Instytucie
Listera oraz w Cancer Hospital Research
Institute w Londynie i na Uniwersytecie
Columbia w Nowym Jorku. W latach
1923-1928 kierowal oddziatem
biochemicznym Panstwowego Instytutu
Higieny w Warszawie. W 1939 roku
wyemigrowal do USA, gdzie pozostal do
konca zycia. Od 1940 roku byt szefem
fundacji Funk Foundation for Medical
Research.

Kazimierz Fajans (1887-1975).

Studiowal w Lipsku i Heidelbergu oraz

w Zurychu. Doktoryzowal sie

w Heidelbergu, habilitowal sie

w Karlsruhe i w 1917 roku zostat
profesorem na Uniwersytecie
Monachijskim. W 1935 roku opuscit
nazistowskie Niemcy. Nie powiodla si¢

(z powodu kampanii antysemickiej) préba
powolania go na szefa katedry

w Uniwersytecie Lwowskim jako nastepcy
zmarlego Stanistawa Tottoczki.

W 1936 roku objal katedre chemii

w Uniwersytecie Michigan w Ann Arbor,
gdzie pozostal do konca zycia.

Maurycy Rudzki zglosil samego Olszewskiego, podobnie postapit kolejny profesor
UJ chemik — Karol Dziewonski, ktéry nominowal samotnego Olszewskiego do
nagrody z chemii.

Mam wrazenie, ze gdyby Zygmunt Wréblewski nie zginal w wypadku i dozyt
1913 roku, to szansa na nagrode z fizyki dla trojki: Heike Kamerlingh Onnes
— potowa nagrody, i Olszewski z Wroblewskim po ¢wiartce bylaby wigksza.

W istniejacej sytuacji stawa odkry¢ fizyka holenderskiego, ktory skroplil hel

i mial w sumie 23 nominacje z fizyki i chemii w latach 1909-1913, przewazyla
— i on sam otrzymal nagrode z fizyki w 1913 roku.

W 1911 roku Jean Darboux, ten sam ktéry w 1903 roku zapomnial o Marii
Sktodowskiej-Curie, nominowal ja do Nagrody Nobla z chemii. Drugim
nominujacym byl chemik szwedzki Svante Arrhenius, profesor i rektor
Uniwersytetu Sztokholmskiego, laureat Nagrody Nobla z chemii. Maria
Sktodowska-Curie nagrode z chemii w 1911 roku otrzymala w uznaniu jej zastug
dla postepu chemii poprzez odkrycie pierwiastkéw radu i polonu, wyodrebnienie
radu, badanie natury i zwiazkéw tego niezwyklego pierwiastka. Na pierwszym
dyplomie noblowskim z 1903 roku wystepuje jako Maria Curie, na drugim

z 1911 roku ma juz pelne, dwucztonowe nazwisko.

Kolejnym krakowskim kandydatem, tym razem do Nagrody Nobla z chemii

lub fizjologii i medycyny, byl wybitny biochemik, profesor (a pézniej rektor)
Uniwersytetu Jagiellonskiego — Leon Marchlewski. Byl on bratem niestawnej
pamieci Juliana Marchlewskiego — premiera rzadu Polskiej Republiki Radzieckiej,
ktéra szczesliwie nigdy nie powstala. Leon Marchlewski prowadzil wazne badania
struktury czasteczek chlorofilu i hemoglobiny dowodzace jednosci $wiata roslin

i zwierzat.

Nominowali go w 1913 roku dwaj chemicy, profesorowie Uniwersytetu
Jagielloriskiego — Karol Olszewski i Ludwik Bruner (znany tez pod pseudonimem
literackim Jan Sten) oraz profesor medycyny na UJ — Julian Nowak. Przy
czym Olszewski i Nowak proponowali nagrode dla Marchlewskiego wspdlna

z niemieckim chemikiem Wiliamem Kiisterem, a Bruner proponowal dotaczenie
Kiistera oraz jeszcze jednego niemieckiego chemika Richarda M. Willstéttera.
W 1914 roku indywidualng nagrode z fizjologii i medycyny proponowal chemik,
profesor Uniwersytetu Lwowskiego — Stanistaw Badzynski. Ostatecznie ani
Marchlewski, ani Kiister nagrody nie dostali, natomiast Willstétter zebrat

28 nominacji w latach 1908-1915 i w 1915 roku otrzymal samodzielnie nagrode
za badania chlorofilu.

W 1914 roku kolejna polska nominacja dotyczyla wybitnego biochemika
Kazimierza Funka. Urodzil sie¢ w Warszawie, tu ukonczy! gimnazjum i wyjechat
na studia do Szwajcarii. Prace naukowa prowadzil w wielu osrodkach w wielu
krajach Europy i w USA. Wyodrebnit i zbadal pierwsza odkryta witamine,
czyli B1. W 1912 roku wprowadzil termin witamina (z tac. vita — zycie, amina
— zwiazek chemiczny zawierajacy grupe aminowa).

Wydaje sig, ze $wiat naukowy z duzym opdznieniem docenil znaczenie
pionierskich prac Funka nad witaminami, gdyz jego nominacje byly rozrzucone
w czasie i raczej przypadkowe.

W 1914 roku zostal nominowany do nagrody z fizjologii i medycyny przez
profesora farmakologii Uniwersytetu w Gottingen Wolfganga Heubnera.
Nominowane byty trzy osoby — poza Funkiem, Christiaan Eijkman z Utrechtu
oraz Umetaro Suzuki z Uniwersytetu w Tokio. W 1925 roku znéw do nagrody

z fizjologii i medycyny nominowal Funka i Eijkmana profesor anatomii

z Islandzkiego Uniwersytetu w Reykjaviku — Gudmundur Hannesson.

W 1926 roku profesor fizyki i chemii Uniwersytetu w Kopenhadze — Sigurd
Orla-Jensen nominowal samego Funka do nagrody z chemii. I wreszcie

w 1946 roku znéw do nagrody z chemii nominowal samego Funka profesor chemii
James W. McBain z Uniwersytetu Stanforda w Kalifornii.

Sposréd tych wszystkich oséb tylko Eijkman (zebrawszy 28 nominacji w latach
1914-1929) dostal Nagrode Nobla — w 1929 roku z fizjologii i medycyny za
badania witamin.
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Wojciech Swigtostawski (1881-1968).
Studiowat i doktoryzowatl sie w Kijowie.
Od 1912 roku byl docentem na
Uniwersytecie Moskiewskim. Od

1919 roku byl profesorem Politechniki
Warszawskiej. Wyktladal réwniez na
Uniwersytecie Warszawskim. W latach
1928-1932 byt prorektorem i rektorem
Politechniki Warszawskiej. W latach
1935-1939 byt senatorem RP i ministrem
wyznan religijnych i o§wiecenia
publicznego. Lata 1940-1946 spedzil

w USA na zaproszenie National Bureau of
Standards. Po powrocie do Polski
pracowal na Politechnice i Uniwersytecie
Warszawskim; utworzyl Instytut Chemii
Fizycznej PAN.

Leopold Infeld (1898-1968).

Studiowat i doktoryzowal sie na
Uniwersytecie Jagielloriskim. Habilitowal
sie¢ w Uniwersytecie Lwowskim. Przez dwa
lata pracowal u Maxa Borna

w Cambridge. Od 1936 roku
wspoélpracowatl z Albertem Einsteinem
w Instytucie Studiéw Zaawansowanych
w Princeton. W latach 1938-1950 byt
profesorem Uniwersytetu w Toronto. Od
1950 roku pracowal na Uniwersytecie
Warszawskim, gdzie stworzyl Instytut
Fizyki Teoretycznej.

Nastepnym polskim kandydatem do Nagrody Nobla z chemii byl urodzony

w Warszawie chemik jadrowy Kazimierz Fajans. Wyjechal on po maturze

do Niemiec, gdzie studiowal, doktoryzowat sie i habilitowal. Z powodu
przesladowan z racji zydowskiego pochodzenia w 1935 roku wyemigrowat

do USA. Do najwazniejszych odkryé Fajansa nalezalo odkrycie w 1912 roku
(niezaleznie od Fredericka Soddy’ego) tzw. reguly przesunieé. Chodzito

o przemieszczanie si¢ pierwiastkéw po ukladzie okresowym po emisji czastek alfa
lub beta. Ponadto przed wybuchem I Wojny Swiatowej ze swoim doktorantem
Osvaldem Gohringiem odkryt pierwiastek chemiczny o liczbie atomowej 91

i nazwal go brevium ze wzgledu na szybki rozpad (lac. brevis — krétki). Mlody
doktorant Gohring zginal na froncie i sprawa odkrycia pierwiastka 91 przepadla
w odmetach wojny. W 1918 roku Otto Hahn i Liza Meitner ogtosili ponowne
odkrycie tego samego pierwiastka — pod nazwa protaktyn. Kazimierz Fajans ze
swoimi osiagnieciami mégl by¢ kandydatem do Nagrody Nobla, jednak jego
bezposredni konkurent Soddy mial jeszcze w dorobku wprowadzenie pojecia
izotopow — i zostal nominowany trzykrotnie do Nagrody Nobla z chemii przez
samego wielkiego Ernesta Rutherforda. Otrzymat ja samodzielnie w 1921 roku.
Na polskich stronach w Internecie mozna przeczytaé¢ opowie$¢ o tym, ze
Kazimierz Fajans mial ,prawie na pewno” dosta¢ Nagrode Nobla z chemii

w 1924 roku i niektére sztokholmskie gazety juz to nawet oglosily. Jednak
Komitet Noblowski miat ,,za kare” anulowa¢ nagrode z chemii w tym roku.
Uwazam te opowiesé¢ za fikcje literacka, gdyz sam pomyst ,karania” jest dosy¢
absurdalny. Ponadto, co najwazniejsze, brak jest nominacji dla Fajansa w tym
okresie. Jedno jest prawda, ze nagrody z chemii w 1924 roku nie przyznano, ale
tak sie juz wczesniej i pézniej zdarzalto.

W 1928 roku Uniwersytet Wroctawski zostal wybrany do sktadania nominacji

do Nagrody Nobla — i wtedy grupa pieciu profesoréw chemii: Fritz Arndt,
Heinrich Biltz, Walter Herz, Ernst Koenigs oraz Julius Meyer zlozyta propozycje
przyznania Nagrody z chemii w ramach pierwszego wyboru wybitnemu
chemikowi Gustawowi Tammannowi oraz w ramach drugiego wyboru —
Kazimierzowi Fajansowi. Zaden z nich nagrody nie otrzymatl. Jeszcze jedng prébe
podjal w 1934 roku profesor chemii Uniwersytetu Warszawskiego Mieczystaw
Centnerszwer, zgltosit on do nagrody z chemii samotnego Kazimierza Fajansa

— réwniez bezskutecznie. Fajans przeszedl jednak do historii fizyki, gdyz reguly
przesunie¢ w podrecznikach fizyki nazywane sa regutami Fajansa—Soddy’ego.

Przez 26 lat polscy chemicy usilowali doprowadzi¢ do zdobycia Nagrody Nobla

z chemii przez profesora Wojciecha Swigtostawskiego. W roku 1936 byli to
profesorowie Anna Chrzaszczewska z Wolnej Wszechnicy Polskiej oraz Ludwik
Szperl i Zygmunt Wojnicz-Sianozecki z Politechniki Warszawskiej. Po 1T Wojnie
Swiatowej podjeto pie¢ dalszych préb. W 1950 roku nominacje zlozyli
profesorowie Wiktor Lampe i Wiktor Kemula z Uniwersytetu Warszawskiego
oraz profesorowie Tadeusz Mitobedzki, Marceli Struszynski i Jozef Zawadzki

z Politechniki Warszawskiej. W 1957 roku kolejna prébe podjeto trzech
profesoréw z Uniwersytetu Warszawskiego — Jan Swiderski, Stefan Minc i Wiktor
Kemula. W 1958 roku nominacje napisal profesor Wiktor Jakéb z Uniwersytetu
Jagielloniskiego. W 1960 roku nominujacymi byli profesor Edmund Trepka

z Uniwersytetu Lédzkiego i profesor Jozef Hurwic z Politechniki Warszawskie;j.

I wreszcie w 1962 roku ostatnia prébe podjal profesor Bronistaw Zapiér

z Uniwersytetu Jagiellonskiego. Wydaje sie, ze wszystkie te nominacje byty
niestety istotnie spéznione. Urodzony na Wolyniu Wojciech Swietostawski, jako
docent Uniwersytetu Moskiewskiego i pézZniej profesor Politechniki Warszawskiej,
prowadzil przez wiele lat wazne prace z dziedziny kalorymetrii, dotyczace nowych
metod pomiarowych i wprowadzania nowych wzorcéw. W latach dwudziestych

i trzydziestych XX wieku Unia Chemii Czystej i Stosowanej przyjeta szereg jego
propozycji. Niestety pézniejszy rozwdj nauki przyémil te osiagniecia. Liczba
kandydatur do nagrody z chemii w latach dwudziestych byta istotnie mniejsza
niz w latach pdzniejszych. I tak — szansa przepadta.

Stosunkowo malo znanym naukowcem byl Bogdan Kamieniski (1897-1973),
profesor Politechniki Lwowskiej i Uniwersytetu Jagielloriskiego, fizykochemik,
specjalista od elektrochemii i fizykochemii zjawisk powierzchniowych. Byl on
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Marian Danysz (1909-1983).

Studiowal na Politechnice Warszawskiej
i Uniwersytecie Warszawskim. Od

1954 roku profesor Uniwersytetu
Warszawskiego. W latach 1956-1960
wicedyrektor Zjednoczonego Instytutu
Badan Jadrowych w Dubnej (ZSRR).
W latach 1970-1971 profesor w CERN
w Genewie.

Jerzy Pniewski (1913-1989).
Studiowat i doktoryzowal sie

na Uniwersytecie Warszawskim. Od
1954 roku profesor Uniwersytetu
Warszawskiego. W latach 1975-1981
dziekan Wydziatu Fizyki UW.

nominowany do nagrody z chemii w 1958 roku przez Feliksa Polaka, profesora
Uniwersytetu Jagielloniskiego. Ten sam profesor Polak nominowal w 1962 roku
kolejnego chemika—profesora Politechniki Warszawskiej Tadeusza Urbainskiego
(1901-1984), specjaliste od chemii materialéw wybuchowych.

Nastepnym nominatem byl profesor Uniwersytetu Warszawskiego Leopold Infeld,
fizyk teoretyk. Jego prace dotyczyly relatywizmu i elektrodynamiki kwantowe;j.
Propozycje nagrody z fizyki dla trzech naukowcéw zlozyl w 1964 roku profesor
Helmut Honl z Freiburga Bryzgowijskiego (Niemcy). Pierwszym wskazanym

byl profesor Hans Bethe z Uniwersytetu Cornell w Ithace (stan Nowy Jork),
drugim profesor Richard Feynman z Caltechu (Kalifornijski Instytut Techniczny)
i jako trzeci Leopold Infeld. Hans Bethe w latach 1943-1966 otrzymat w sumie
48 nominacji — i w 1966 roku nagrode dostal. Richard Feynman w latach
1956-1965 tez zebral 48 nominacji i nagrode tez dostal. Infeld Nagrody Nobla
nie otrzymal.

Ostatnimi znanymi polskimi nominatami w latach 19621965 byli profesorowie
Uniwersytetu Warszawskiego — Marian Danysz i Jerzy Pniewski. Byli oni
odkrywcami tzw. hiperjader (jader atomowych zawierajacych hiperony). Ich
kandydatury zgtaszane byly w nastepujacej kolejnosci. W 1962 roku kandydature
samego Danysza zglosil profesor Jerzy Rayski z Uniwersytetu Warszawskiego.

W 1965 roku profesor Victor Weisskopf, dyrektor generalny europejskiego
laboratorium CERN w Genewie zglosil trzy osoby. Jako pierwszy wybér
zaproponowal wspomnianego juz Richarda Feynmana, jako drugi — dwoch
fizykow: Mariana Danysza i Nicholasa Kemmera, profesora Uniwersytetu

w Edynburgu. W tym samym roku czterech profesorow z Warszawy — Jézef
Hurwic z Politechniki oraz Leopold Infeld, Leonard Sosnowski i Stefan Piotrowski
z Uniwersytetu zglositlo nominacje dla Mariana Danysza i Jerzego Pniewskiego.
Nagrode Nobla z fizyki w 1965 roku otrzymali lacznie Amerykanie — Richard
Feynman i Julian Schwinger oraz Japonczyk Sin-Itiro Tomonaga. Ani Danysz,
ani Pniewski, ani Kemmer nagrdd nie otrzymali.

Jak wida¢, mimo szeregu polskich propozycji nie udato si¢ zdoby¢ Nagrody
Nobla ,krajowemu” fizykowi lub chemikowi. Wydaje mi sie, ze zabrakto tu
miedzynarodowej akcji poparcia.

i Zadania

Przygotowatl Andrzej MAJHOFER

F 969. Dlugosé lezacej poziomo rury z PCV
wynosi L = 10 m. Ile wynosi dlugo$c¢ tej

rury postawionej pionowo? Gestoé¢ PCV to
p = 1300kg/m3, modut Younga Y = 3,4 GPa,
a przyspieszenie ziemskie g = 10m /s

Rozwiazanie na str. 1

F 970. Do potowy XX wieku kazda szyna
kolejowa byla na koncach przysrubowywana

do podloza (podkladéw kolejowych). Oszacuj,
z jaka sita szyna dzialalaby na sruby mocujace,

Przygotowal Lukasz BOZYK

M 1591. Na okregu wyrézniono n punktéw biatych oraz

n punktéw czarnych. Biate punkty sa ponumerowane liczbami
od 1 do n zgodnie z ruchem wskazéwek zegara, a czarne punkty
sg ponumerowane liczbami od 1 do n przeciwnie do ruchu
wskazdéwek zegara. Wykazad, ze ten okrag mozna rozciaé¢ na
dwa tuki o tej wlasnosci, ze kazdy numer od 1 do n pojawia sie
doktadnie raz na kazdym z nich.

Rozwiazanie na str. 3

M 1592. Dana jest dodatnia liczba catkowita n o tej wlasnosci,
ze 2n — 1 jest liczba pierwsza. Wykazaé, ze w zbiorze dowolnych
n réznych dodatnich liczb catkowitych mozna wskaza¢ takie dwie
liczby a i b, ze )
a+
—>2n—1.
NWD(a,b) =

Rozwiazanie na str. 22

gdyby mialy one zapobiec zmianie jej dtugosci,

a temperatura otoczenia zmienilaby sie

o AT = 20K w stosunku do temperatury,

w jakiej szyne zamontowano. Modul Younga
stali Y ~ 200 GPa, wspélczynnik rozszerzalnosci
liniowej stali # ~ 1,2- 107> K~!, a powierzchnia
przekroju szyny S ~ 8 - 1073 m?.

Rozwiazanie na str. 20

M 1593. Dana jest dodatnia liczba catkowita n o tej wlasnosci,
ze 2n — 1 jest liczba zlozona. Skonstruowaé zbiér n réznych
dodatnich liczb catkowitych o tej wlasnosci, ze dla kazdych
dwdéch elementow tego zbioru a i b zachodzi nieréwnosé

a+
_AT0  cop—1.
NWD(a,b) = "

Rozwiazanie na str. 2



Zycle na
ZY \~u® 95

Dane stanowigce podsumowanie setek
badan czastkowych i ich analize uzyskano
dzigki pigciu duzym grantom naukowym
i wsparciu przez 7 fundacji. Personalnie
firmujg je trzej autorzy, ktérzy:
zaplanowali i wykonali badania,
przeanalizowali wyniki i napisali: ,, The
biomassdistribution on Earth”,

Yinon M. Bar-On, Rob Phillips, and
Ron Milo, PNAS June 19, 2018 115 (25)
6506-6511.

Ziemia, planeta ludzi

Niebieska planeta, kropka w Kosmosie, jedyna w Uktadzie Stonecznym pelna
zycia, wcigz nie doczekata si¢ szczegbdlowego opisu, ktory uwzgledniatby
wszystkie tworzace ja ,sktadniki”. By¢ moze najblizej takiego sposobu mys$lenia
byli James Lovelock i Lynn Margulis, opisujacy Ziemie (od lat 70. XX wieku)
jako wielki symbiotyczny organizm, utrzymywany w réwnowadze dzieki
wspdldziataniu frakeji ,bio” z frakcja ,,geo.” Lovelock i Margulis stworzyli
nawet opis systemu Gaia — ,istoty”, z ktéra cztowiek byl w dobrych stosunkach,
w pewnym sensie nawet przyjaznych. Kuliste zywe planety badat tez ,Maly
Ksiaze” Antoine’a de Saint-Exupéry’ego.

W ostatnich dziesiecioleciach zauwazono jednak, ze sytuacja Gai staje sig
krytyczna, ze wzgledu na dziatalnosé¢ inwazyjnego gatunku — Homo sapiens.
Coraz czgsciej mowi sie o kolejnym wymieraniu gatunkéw, tym razem nie

z powodu uderzenia planetoidy, lecz ,,dzicki” ludziom. Stanowimy 0,01% biomasy
Ziemi, a skutki naszych dzialan coraz bardziej wydaja sie katastrofalne (por.
obrady Kongresu Klimatycznego w Katowicach, 2018 r.). Czesto przywolywany
termin ANTROPOCEN oznacza okres istnienia Ziemi, w ktérym ludzie zaczeli
trwale wpltywaé na nia w skali globalnej. Im wiecej dowiadujemy sie o ludzkiej
cywilizacji, tym bardziej boimy sie skutkéow jej rozwoju.

Nie bytam $wiadoma, jak zapewne wiekszos¢ Czytelnikow, jak bardzo skapa
jest wiedza ilo$ciowa dotyczaca sktadu i rozmieszczenia na naszej planecie
konkretnych grup i rodzajéw istot zywych. A przeciez gdy sie chwile zastanowic,
to bez tej wiedzy trudno oceniaé i przewidywadé perspektywy zycia na Ziemi.
Tloéciowa analiza tego, co sktada sie na globalna biomase, jest kluczem do
rozumienia struktury i dynamiki biosfery. Majac taka wiedze, mozna pokusié
sie o zrozumienie cyklu krazenia wegla — od form nieorganicznych do skladnikéw
organicznych i odwrotnie.

Wtasnie dokonano pierwszej oceny ilosciowej, dos¢ ogélnikowej, tego co stanowi
biomase Ziemi. Przyjeto obliczanie jej w kategorii zawartosci wegla (pierwiastek
zycia), ustalajac jako jednostki gigatony, przy czym 1 Gt C = 10 graméw wegla.
Oceniono, ze sumarycznie na Ziemi wegiel organiczny stanowi 550 Gt C. Z tego
75% przypada na rofliny, gtéwnie ladowe (te to 60%), 15% na mikroorganizmy,
10% w malejgcych ilociach na grzyby, archeony, pierwotniaki, zwierzeta i wirusy.
Oceany stanowia 71% powierzchni Ziemi, ale biomase w nich ocenia sie na

6 Gt C. Poza rozréznieniem biomasy na ladowa i oceaniczna trzeba jeszcze
wyrézni¢ — jako istotne — to, co ,,zyje” na glebokosci do 8 m pod ziemia lub
dnem morskim (90% bakterii nalezy do tej grupy).

Biomase ludzka (okrutny termin) ocenia si¢ na nieznaczace 0,06 Gt C. Jednak
temu, co ludzie zmienili w proporcjach biomasy Ziemi, nalezy przyjrzeé sie
uwaznie. W stosunku do biomasy ludzi biomasa wiruséw jest 3 razy wigksza, ryb
12 razy, bezkregowcoéw 17 razy, 200 razy grzybdéw, 1200 razy bakterii i 7500 razy
— ro$lin. Tymczasem to cztowiek zaczal bardzo istotnie modyfikowaé¢ bilans
ziemskiej biomasy. Poza opisanymi badaniami ilodciowymi, mozna tez jakoSciowo
opisywaé skutki dzialalnosci cztowieka, badajac na przyklad zmiany liczebnosci
roznych gatunkéw i rodzajéow organizméw zyjacych na Ziemi.

Od poczatkéw tworzenia ludzkiej cywilizacji (tylko kilkadziesiat tysiecy lat temu)
czlowiek zmienil istotnie proporcje w réznych frakcjach biomasy: zmniejszyt
liczbe dziko zyjacych ssakéw o 83%; utraciliSmy 80% ssakéw morskich, 50%
roélin, 15% ryb. Biomase dzikich zwierzat szacuje si¢ obecnie na 0,007 Gt C,

a hodowlanych — 0,1 Gt C. Dzikie ptactwo to 0,002 Gt C, podczas gdy

tylko kurczaki hodowlane stanowia 0,005 Gt C. Wiele gatunkéw wybili($my)
nieodwracalnie — nie snujcie legend o mozliwoéci odtworzenia wymartych
gatunkéw, bo takze zmieniliSmy nieodwracalnie warunki ich érodowisk ziemskich.
Niestety, niektorzy oceniaja nasza dziatalno$é jako prowadzaca do szdstego
wielkiego wymierania.

Magdalena FIKUS
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Liczba 9 1 3 = 999 ma w rozwinieciu

369 693 100 cyfr. Wigcej o duzych
liczbach i ,wyktadnikach strzatek” mozna
znalezé w Delcie 3/2008.

Zwréémy uwage, ze kolejnosé
wykonywania dziatan oraz sposéb
zagniezdzania notacji w sobie samej ma
znaczenie, np.

[[3;3];3] = (33)3 <3 = [3;3;3].

Prosty przyktad normalizacji wiezy:
[4 x 3] =~ [10;154,127] = [10; 10; 2,188].

Wszystkie warto$ci numeryczne zostaly
uzyskane z wykorzystaniem pakietu
WolframAlpha.

Zamiast log,, * w tekscie stosowane jest
log .

Poréwnywanie wiez potegowych
Karol GRYSZKA*

Zadanie. Uzywajgc dowolnych cyfr oraz operacji +, — , -/, potegowania
i nawiasow, nalezy zapisaé dziatanie o mozliwie najwiekszym wyniku. Czas na
zapisanie dziatania to 10 sekund.

9
Drogi Czytelniku, z duzym prawdopodobienistwem zapisales co$ takiego 99 |
czyli wieze potegowq. Dzialanie a® oznaczmy przez a 1 b, gdzie b oznacza, ile
razy liczba a pojawia sie w wiezy. Mozemy rozwazy¢ rowniez wieze, w ktérych
kolejne ,,pigtra” nie sa taka sama liczba. Wprowadzmy nastepujaca notacje:

ay? = lag;ag;. .. an).
Przyjmijmy, ze wszystkie liczby w wiezy, poza ostatnia, musza by¢ catkowite
i niezerowe. Warto$¢ n nazywamy wysokoscia wiezy. Ponadto zastosujemy
nastepujace uproszczenie: jezeli liczba a pojawia sie w wiezy k razy pod rzad,
to bedziemy to oznaczaé przez a X k, na przyklad:
3 59
337 =314=3;33;3 = [3x4], 357 = [3;5x 4].

W tym artykule zajmiemy sie¢ takimi wlaénie wiezami. Dokladniej, jak juz moégt
zdradzi¢ tytul, bedziemy starali si¢ wskazaé sposéb poréwnywania wiez.
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Zaczniemy od znalezienia ogdlnego sposobu na zapisanie wyrazenia [a1;as;. . .;ap]
za pomoca wiezy [10 X k;y|, gdzie k > 0 jest naturalne, a y € [1,10), czyli

[a1;a2; ... ;a,] = [10 X k;y].
Przy tym staramy sie znalezé¢ takie y, zeby nie zmieniaé¢ wartosci wiezy, albo
(co czestsze) zmienié ja mozliwie nieznacznie. Wieze [10 x k;y] nazwiemy
znormalizowang. Sprowadzanie dwbéch wiez do takiej postaci pozwala sprawnie
poréwnad ich wartosci — wystarczy poréwnaé wysokosci wiez znormalizowanych
oraz, jesli wysokosci sa identyczne, ostatnig liczbe w wiezy. Na kilku przyktadach
zaprezentujemy normalizacje.

Przyktad 1. Rozwazmy [9;9] i znajdzmy takie x, dla ktérego zachodzi 9° = 10°.
Oczywiscie = 1og9° = 9log 9 ~ 8,588, a wicc

[9;9] = [10;91og 9] ~ [10; 8,588].

Przyktad 2. Wezmy [9 X 3] i znajdzmy takie z, ze zachodzi 99" =10°. W tym
przypadku z = 9%1log9 > 10. Kolejnym krokiem jest znalezienie takiego x1, ze
x = 10**. Oczywiscie x1 = logz = 9log 9 + log(log 9) ~ 8,568, czyli ostatecznie
[9 x 3] = [10;10; 2] ~ [10; 10; 8,568].
Przyktad 3. Rozwazmy wreszcie liczbe [9 x 4] i postapmy podobnie jak
wezeéniej. Mamy kolejno: [9 x 4] = 107, z = [9 x 3]log9, x = 107,
xy =logz = 9%log 9 + log(log9), x; = 10*2, x5 = logz; = ... I tu napotykamy
ktopot, gdyz liczba x1 jest suma dwdch liczb, a nie da sie rozbi¢ logarytmu sumy.
Zamiast tego sp6jrzmy na sktadniki z1 i zauwazmy, ze zachodzi [9° log 9] >
|log(log9)|. (Obie strony rozwazamy w modutach, gdyz liczba loglog9 jest
ujemna.) Istotnie, 99 log 9 =~ 108568 oraz log(log 9) ~ —0,02. W takim razie
zaniedbajmy ten maly sktadnik. Wtedy z; ~ 9°1og9 i ostatecznie
xh = 9log 9 + loglog 9 oraz
[9 x 4] ~ [10 x 3;x5] ~ [10 x 3;8,568].
Réznica miedzy najwyzszymi pietrami, to jest miedzy zo i 25, wynosi
[log(9% log 9 + log(log9)) — (9log 9 + log(log9)) | < 10719, jest wiec relatywnie
mala.

Spéjrzmy teraz na problem szacowania z nieco innej strony. Najpierw pare
narzedzi. Zapiszmy log(x +y) = log (x -1+ %)) =logx +log (1 + %) i podstawmy
z = y/x. Nastepnie rozwinmy drugi skladnik w szereg Taylora w punkcie zp = 0
+oo n+1_n

(=)
log(1 = Iy
og(1+2) r;l nln 10



Szereg Taylora pozwala na przedstawienie
wartosci funkcji f w pewnym punkcie z
za pomoca wyrazenia podobnego do
wielomianowego. Ustala si¢ pewien punkt
bazowy xo, i wtedy dla wszystkich x
takich, ze |z — xo| < R dla stosownie
dobranego R mozna zapisaé:

— £ (20) n
fa) =Y 0w = g,
n=0

gdzie f(") oznacza n-ta pochodng
funkcji f. U nas rozwinigcie w szereg
Taylora funkcji log(1 + z) jest mozliwe
tylko dla takich z, dla ktérych |z| < 1.

Kazda wskazéwka jest dobra, w tym
jednak przypadku pokazanie, ze ciag
jest malejacy, nie jest natychmiastowe

— wymaga duzo ostroznos$ci w obliczeniach
i szacowaniach.

Przykltad dla n = 3:

aa' aa‘ aa‘ aa

aaa < (a"’a)a = aaa-a < a”’a
Wzér Stirlinga pozwala przybliza¢ silnig

duzych liczb za pomoca wyrazenia
potegowego

n! ~ (E)n V2nrn.

loglog9 . X —11
OBIOE0 A —5,5- 1071,

Podstawiajac wartosci z Przykladu 3., otrzymujemy z =

SprawdZzmy, jak wyglada analogiczne przyblizenie dla liczby [9 x 5]. W tym
przypadku pierwsze przyblizenie stosowane jest do liczb x = [9 x 3]log9 oraz

y = loglog2, a wiec z = ¥ ~ —[10; —10; 8,568]. Ta liczba jest mala, wiec mozemy
dokonaé nastepujacego przyblizenia (tylko pierwszy wyraz szeregu Taylora):
log(1 + z) =~ 55, i stwierdzi¢, ze te wartosci nie r6znig si¢ prawie wcale.

Powyzsze przyktady dostarczaja nam takiej oto strategii w normalizowaniu wiez:

1. Aby wyznaczy¢ nastepny wykladnik, nalezy zlogarytmowaé ten otrzymany
w poprzednim kroku (logarytmowanie dziesietne).

2. Rozsadne jest stosowanie wspomnianych przyblizen (szczegdélnie dla wiez
o wysoko$ci co najmniej 4) — popelniany w ten sposéb blad jest znikomy dla
szacowania ostatniego wykladnika.

3. Powtarzane przyblizenia zawsze prowadza do opuszczania takiego samego
skladnika: loglog9, ktéry dla liczb postaci [9 x n] jest tym mniejszy od reszty,
im wigksze jest n.

Korzystajac z powyzszej strategii, mozemy przekonac sie, ze dla n > 2 zachodzi
nastepujaca zalezno$é:

(4) [9 x n] ~ [10 x (n — 1);8,568].

Czy ostatnia liczba w wiezy znormalizowanej jest stala, tj. nie zalezy od
wysokosci wiezy? Oczywiscie dokladne obliczenia pokazuja, ze tak nie jest,

a otrzymane podobienstwo wynika jedynie ze stosowanych przyblizeri. Czy to
wiec przypadek, czy reguta? Kwestie te rozwiazuje nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1. Majgc dane wieze [9 X n] i ich postacie znormalizowane

[10 x (n — 1); 2], rozwazmy cigg liczbowy (x,,). Granica lim x, istnicje.
n—+4oo

Dowdéd twierdzenia pomijamy, udzielajac jednak wskazéwki dla Czytelnika

Ambitnego — wystarczy wykazaé, ze ciag (z,) jest malejacy. Powr6émy do

porownywania wiez i skomplikujmy nieco zadanie, dopuszczajac dziatanie silni.

Rozwazmy wartosci [9 x 221, [9 x 21;9] oraz [9! x 14]!. Wiemy juz, ze

[9 x 22] & [10 x 21;8,568], i mozemy si¢ przekonaé, ze [9! x 14] ~ [10 x 14; 6,305].

Latwo teraz poréwnac te liczby oraz ich silnie. Widaé, ze strategia zwiekszania

liczb potegowanych kosztem obnizania wysokosci wiezy nie oplaca sie. Zauwazmy

ponadto, ze nieréwnosé [9! x 21] < [9 x 22] wydaje sie na pierwszy rzut oka

nieprawdopodobnal

Pozostaje nam jeszcze poréwnaé liczbe [9 x 21;9!] = [10 x 22;5,539] z pozostalymi.
W tym celu oszacujemy liczbe [9! x 14]l. Mozna sprawdzié, ze [a X (2n — 1)] <
< [a x n][@*" < [a x 2n]. Stosujac wzér Stirlinga, otrzymujemy

(9! x 14]! & [10 x 14;6,305]! > [10 x 14]! > [10 x 27].
Sktadniki el'9%14 oraz \/27[10 x 14] pomijamy, gdyz nie maja one zadnego
wplywu na wysoko$¢ postaci znormalizowane;.

Jaki jest wiec werdykt koricowy? Oto on:
[9 x 21;91] < [9! x 14]! < [9 x 22]!,
przy czym liczba z lewej jest znikoma w poréwnaniu ze $rodkows, a liczba

srodkowa jest znikoma w poréwnaniu z prawa.

Przedstawimy teraz inng metode poréwnywania wiez. Nasze rozumowanie
przeprowadzimy w sytuacji, gdy baza nie jest liczba 10, lecz pewna ustalona
liczba naturalna N > 2. Zalézmy mianowicie, ze dane sa dwie liczby A i B:

A=[Nxnyyl, B=][b;..
gdzie z,y > 1 (zauwazmy, ze wieze maja taka sama wysokosé¢). Odpowiemy teraz
na nastepujace pytanie: co musimy wiedzie¢ o x iy, zeby stwierdzié¢, ze A < B
niezaleznie od wyboru liczb b; € {2,...,N}? Tak sformulowane pytanie w istocie
upraszcza problem; przyjmijmy najgorszy scenariusz, tj. b; = 2 dla wszystkich i.
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Skoro N > 2, to
y > 1> logy(2log, N)

oraz

N2 > NyHesn@log2 N) _ 9160, N . NV,

2log, 9! - 9! = 13 404 157,980. ..

Druga nieréwno$é¢ to konsekwencja relacji
13 404 158 < [2 X 5].

*takimi z pewnoscia sa uczniowie
startujagcy w Konkursie Uczniowskich
Prac z Matematyki im. Pawla
Domariskiego (do udzialu w ktérym
serdecznie zachecamy).

Wiezami okresowymi sa wyrazenia
(3523 35 2], (45 2; 345 2; 35 4; 2; 3].

*Instytut Informatyki Politechniki
Slaskiej w Gliwicach

Twierdzenie 2. Niech K =logy N. Jesli x > 2Ky, to A < B.

Dowdd. Niech n = 1. Wtedy atwo sprawdzié, ze 2 > N2¥ > NY. Rozwazmy teraz
n > 1. Zauwazmy, ze

27 > 22Ky — N2 > 2]og, N - N¥ = 2K NV.
Niech teraz y' = N¥ oraz 2’ = 2* > 2K NV = 2Ky'. Wtedy
[N N3y = [N3y'] < [252] = [2;2;2].
Koniczy to dowdd indukeyjny. O

Przyjrzyjmy si¢ teraz nastepujacemu przykladowi. Wiemy juz, ze

[9 x 22] = [10 x 21;8,568]. Zgodnie z Twierdzeniem 2. dla N =9 oraz y = 9
dowolne x > 57,1 > 2log, 9 - 9 gwarantuje to, ze niezaleznie od doboru by, ... ,b2;
wyrazenie [by;. .. ;ba1; z] bedzie wieksze od [9 x 22]. Tym samym

[9 x 22] < [2 x 21;58].

Jest to kolejna nieprawdopodobna nier6wno$é! Stosujac Twierdzenie 2. dla
N =y = 9!, mozemy sie ponadto przekonaé, ze

[9! x 21] < [9 x 20; 13 404 158] < [9 x 20;9°] = [9 x 22],

a wiec raz jeszcze otrzymujemy nieréwnosé wezesniej uzyskana inna metoda.
Twierdzenie 2. niesie za soba jeszcze wigcej. Dla dowolnego n > 0 zachodza
nastepujace nieréwnosci:

e 9! xn]<[9x(n+1)],
e O xn]<[2Xx(n—1);[2x5]]=1[2x(n+4)]

Na zakonczenie kilka potencjalnych probleméw dla Czytelnikéw Dociekliwych
i Cierpliwych*.

1. Czy Twierdzenie 1. mozna uogolni¢ na przypadek, gdy w wiezy wyrazy
pojawiaja sie okresowo?

2. Czy Twierdzenie 2. daje si¢ poprawié¢ tak, aby byto stosowalne dla wiez
o roznych wysokosciach?

Zobaczy¢ niewidoczne
Jakub NALEPA*

Kazdy z nas moze z latwoscia wymieni¢ zawody, ktérych wykonywanie naraza
ludzi na ciagtly stres. Czesto stres jest zwigzany z tym, ze decyzje podejmowane
w codziennej pracy wplywaja na zdrowie (i zycie) innych. Strazak, ratownik
medyczny, chirurg, pilot, radiolog. .. Wszyscy musza dziataé szybko, a koszt
potencjalnych pomylek moze by¢ dramatycznie wysoki. Warto zauwazy¢, ze
proces podejmowania decyzji w praktyce polega na analizie réznych danych

(w czasie rzeczywistym), np. w przypadku danych medycznych moga to by¢
rézne rodzaje (modalnodci) obrazéw, zawierajace rézne informacje o pacjencie.
Zobaczmy, jak sztuczna inteligencja moze utatwié¢ proces podejmowania takich
decyzji.

11



Obraz moéwi wiecej niz tysiac stow

Skupmy sie na analizie obrazéw medycznych
wykorzystywanych w onkologii. Celem takiej analizy,
ktéra z reguly jest przeprowadzana przez radiologa (lub
fizyka medycznego), jest dostrzezenie pewnych regionéw
w obrazie, ktére moga by¢ wykorzystane do postawienia
diagnozy lub oceny tego, jak pacjent reaguje na
zastosowany rodzaj leczenia. Bardzo czesto wykonywany
jest reczny opis (obrys) zmiany nowotworowej (w 2D lub
w 3D), a nastepnie wyznaczana jest jej powierzchnia lub
objetos¢. Oczywiscie to nie jedyna wielkos¢ liczbowa,
ktéra moze ,opisywac” (kwantyfikowaé) zmiane
nowotworowa i ktéra moze zosta¢ wyekstrahowana

z sekwencji obrazow medycznych. Obraz méwi wiecej
niz tysiac stéw — musimy tylko (i az) wiedzieé, czego

i jak szukaé.

Bardzo istotna kwestia w analizie obrazow medycznych jest
zapewnienie powtarzalnosci wynikéw. Wyobrazmy sobie
sytuacje, w ktérej ten sam obraz jest recznie segmentowany
przez dwie do$wiadczone osoby, z ktérych pierwsza oznacza
zmiang nowotworowa w sposéb bardziej , konserwatywny”
(tj. stara sie jak najdoktadniej oznaczy¢ granice nowotworu),
a druga z os6b oznacza nowotwér mniej doktadnie. Ten
sam obraz, ten sam nowotwor, a wyniki liczbowe wyraznie
sie r6znia. .. Dodajmy do tego jeszcze fakt, ze pacjent, gdy
przychodzi do szpitala (zalézmy w czasie tg), jest poddawany
badaniu obrazowemu. Nastepnie jest leczony, a kolejne

badania obrazowe sa przeprowadzane w czasie ty i ts.

Mozemy sobie tatwo wyobrazié, ze jesli poszczegdlne badania
beda opisywane przez rézne osoby, a przyjete strategie

segmentacji beda inne, to ocena progresu (lub regresu)

choroby w czasie od tg do t2 (np. wspomniana objetosé
nowotworu) moze by¢ niemiarodajna lub nawet mylaca.

Na pomoc radiologom

Odpowiedzia na problem opisany powyzej jest
automatyzacja wstepnej analizy (segmentacji) obrazdw.
Oczywiscie nie dazymy do zastapienia pracy radiologa,
ale do jej ulatwienia, przyspieszenia i do zapewnienia

Rys. 1.

Kolejne kroki przetwarzania obrazu wej$ciowego rezonansu
magnetycznego (a) w przykladowym algorytmie segmentacji mézgu,
opartym o techniki przetwarzania i analizy obrazéw: (b) wynik
dyfuzji anizotropicznej, (c) wynik filtracji obrazu (filtr Laplacian

of Gaussian), (d) wyekstrahowane , granice” anatomiczne, (e) wynik
erozji, (f) wysegmentowany region (,,maska”) mézgu. Przyktad zostal
zaczerpniety z publikacji [1].
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takich warunkow, by segmentacja byla zawsze
wykonywana w ten sam (powtarzalny) sposéb. Do
segmentacji mozemy uzy¢ zarowno tradycyjnych
algorytmow opartych o techniki analizy obrazéw
(przyklad kolejnych krokéw algorytmu segmentacji
mébzgu w obrazie rezonansu magnetycznego gltowy

jest przedstawiony na rysunku 1), jak i metod
wykorzystujacych uczenie maszynowe (ang. machine
learning). Druga grupe algorytméw mozemy podzielié
na ,tradycyjne” techniki uczenia maszynowego (tj. takie,
ktére wykorzystuja recznie wyekstrahowane cechy)

i uczenie glebokie (ang. deep learning), w ktérym cechy
ekstrahowane sa automatycznie.

Tego rodzaju algorytmy sa stosowane do klasyfikacji
pikseli (lub tzw. wokseli w przypadku tréjwymiarowym)
do jednej z klas. Jesli rozwazymy problem klasyfikacji
dwuklasowe] (nazywanej tez binarng), to pikselowi
przypisywana jest etykieta jednej z dwdch klas (np.
zmiana nowotworowa lub zdrowa tkanka). Kazdy

z pikseli jest opisany przez tzw. wektor cech, a przyktady
pikseli nalezacych do obu klas tworza zbior treningowy,
ktory jest uzyty w czasie treningu klasyfikatora

(w procesie tzw. treningu nadzorowanego lub treningu

z nauczycielem — patrz rysunek 2).

‘Wektor
cech
Wektor Trening
cech klasyfikatora

Klasyfikacja
Zbior treningowy
(T, t wektoréw)

Rys. 2. Klasyfikacja nadzorowana — klasyfikator (przypisujacy
pikselom etykiete klasy) jest trenowany przy uzyciu zbioru
treningowego T zawierajacego t przykladéw i jest wykorzystany do
klasyfikacji nowych danych (tj. takich, ktére nie byly uzyte w czasie
treningu) — na rysunku oznaczonych kolorem.

Latwo zauwazyé, ze w przypadku cech recznie
ekstrahowanych musimy je wezesniej zdefiniowaé. Zeby
zdefiniowaé dobre cechy (czyli takie, ktére pozwola

na wytrenowanie wysokiej jakosci klasyfikatora),
musimy — ponownie — wiedzie¢ ,,czego szukamy”.
Intensywno$é (jasnoséé) pikseli, cechy teksturalne, cechy
wyekstrahowane po filtracji obrazu... To tylko nieliczne
przyklady cech, ktére moga opisywacé obiekty w obrazie
(rys. 3).

.’/ Przygotowanie wektorow cech
wraz z etykietami

Wektor
cech

Obraz TK
phl(,

Ekstrakcja i
SL]Lk(,Jd cech

Trening 2
Klasyfikacje
klasvhkatom H I ]
. kurtozay, poley, ...)
=
)

wrtozay, poley,
Brak zmian Obecne zmiany
U()\VUL\VUI'()\V)’('}) nowotworowe

5 kurtozag, pole, .

8,=(skonosé, kurtoza,, pole,, ...)

Zbior treningowy
(T, t wektorow)

A

Rys. 3. Reczna ekstrakcja cech opisujacych obiekty jest zadaniem
bardzo trudnym. Jakie cechy? Ile cech? OdpowiedZ na te pytania
musimy znalez¢ przed treningiem naszego klasyfikatora.



Filtry w drugiej warstwie splotowej (2D) wraz z przetworzonym obrazem

Wysegmentowana
zmiana nowotworowa

Obraz wejsciowy

Rys. 4. Wytrenowane filtry w warstwach splotowych (2D i 3D) moga pozwoli¢ na ekstrakcje wczedniej nieznanych cech z obrazéw. Na rysunku
widzimy przyklady przetworzonych obrazéw. Czy te obrazy przypominajg Ci takie, ktére mogliby$Smy otrzymad, stosujac standardowe techniki
przetwarzania (filtracji) obrazéw? Ciemniejszym kolorem zaznaczono cze$é nowotworu, ktéra zostata poprawnie wysegmentowana przy uzyciu

sieci glebokiej, a jasniejszym kolorem zaznaczyliSmy falszywe negatywy, tj. piksele, ktore zostaly oznaczone przez sie¢ jako przedstawiajace
tkanke zdrowa, a w rzeczywistosci sa czegdcig nowotworu. Ten rysunek zostal zainspirowany praca [2].

Liczba cech moze by¢ bardzo duza, dlatego czesto
wykonuje sie dodatkowa selekcje cech — wybieramy tylko
najwazniejsze cechy (tutaj z pomoca mogg przyjsé np.
algorytmy ewolucyjne).

W ostatnich latach w literaturze pojawia si¢ coraz
wiecej technik opartych o automatyczng ekstrakcje cech.
Bardzo dobrym przykladem takich automatycznych
ekstraktoréw sa glebokie sieci neuronowe (ang. deep
neural networks). Zauwazmy, ze gleboka sieé¢ splotowa
mozna podzieli¢ na dwie ,,czeéci” — ekstraktor cech
(zawierajacy np. warstwy splotowe, ang. convolutional
layers, czy warstwy tzw. grupowania cech, ang. pooling)
oraz klasyfikator. Co mozemy zyskaé, uzywajac takich
automatycznych ekstraktoréw cech.

Zobaczy¢ (i zrozumieé) wigcej

Mozemy (przynajmniej sprobowaé) ,zobaczyé” to, co
niewidoczne golym okiem. Jesli mamy wystarczajaco
duzy zbiér (zréznicowanych) danych treningowych (co
w praktyce jest, niestety, rzadkie), to mozemy liczy¢ na
to, ze po treningu uzyskamy ekstraktor cech, o ktérych
moglibySmy wczesniej nie pomysle¢. Spdjrzmy na
rysunek 4 — przedstawiamy na nim przyklady filtréw

w sieci splotowej (ktérej czesé ekstrahujaca cechy sklada
si¢ z jednej dwu- i jednej tréjwymiarowej warstwy
splotowej). Jak widaé, czes$é z przetworzonych przez te
wytrenowane filtry obrazéw przypomina takie obrazy,
ktére mogliby$my uzyskaé, stosujac rézne (znane)
algorytmy filtracji obrazéw. Ale nie wszystkie... Konia
z rzedem temu, kto wpadlby na zastosowanie wtasnie
takich filtrow do ekstrakcji cech!

Powyzsza sieé¢ (z dolaczonymi warstwami
klasyfikacyjnymi) zostala wykorzystana do segmentacji
obrazéw pluc otrzymanych za pomoca tomografii
komputerowej (TK). W obrazach wyszukiwalisémy
zmiany charakteryzujace sie tzw. wysokim

wychwytem znacznika (substancji promieniotwoérczej),
wprowadzonego do ciala skanowanego pacjenta

(ang. high-uptake lesions). Co ciekawe, do analizy

tego rodzaju zmian wykorzystuje sie tzw. pozytonowq
tomografie emisyjng (ang. positron emission tomography,
PET) — w innym obrazowaniu, na przyklad wlasnie

w TK, takie nowotwory sg po prostu... niewidoczne.
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Spoéjrzmy na przyklad pokazany na rysunku 5

— charakterystyka nowotworu jest bardzo trudna (lub
niemozliwa) do ,uchwycenia” w obrazie TK, bez
wykorzystania obrazu PET.

Wyniki badan, ktére zaprezentowaliémy w pracy [2],
okazaly sie bardzo obiecujace. Gleboka sie¢ splotowa,
wytrenowana przy uzyciu obrazéw TK, umozliwita
segmentacje zmian o wysokim wychwycie w TK
(jakos$¢ segmentacji zalezala od wielko$ci nowotworu

— im wigkszy nowotwér, tym z wieksza pewnoscia byt
segmentowany). Zobaczenie ,niewidocznego” (nie
tylko w TK, ale tez w innych modalno$ciach) moze
poméc w jak najlepszym dostosowaniu rodzaju leczenia
(i polepszeniu jakosci zycia) u pacjentéw z chorobami
nowotworowymi. Wykorzystajmy to, co widaé, i to, co
»ukryte” w obrazach medycznych, w efektywnej walce
z rakiem.

Rys. 5. Po nalozeniu obrazu PET na obraz TK (b) wida¢ wyraznie
charakterystyke zmian nowotworowych, ktére nie sa widoczne
w obrazie TK (a). Przyklad zostal zaczerpnigty z pracy [3].
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Jeszcze w zielone gramy
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Galaktyki z bliskiego nam Wszechswiata wykazuja duza réznorodnosé¢ budowy.
Klasyczna, wprowadzona prawie sto lat temu, klasyfikacja Hubble’a dzieli je na
podstawowe typy morfologiczne: galaktyki dyskowe, eliptyczne i nieregularne.

W galaktykach spiralnych, do ktérych zaliczamy Droge Mleczna, gwiazdy

w dysku kraza wokét centralnie potozonego jadra, a ich rozmieszczenie

w ramionach spiralnych odpowiada za charakterystyczny ksztalt tych obiektow.
Ciagle zachodzace procesy gwiazdotwoércze zawdzieczaja swa aktywnosé oblokom
gazu i pyhlu, a populacja mtodych gwiazd nadaje tym obiektom kolor niebieski.

Jedna z cech decydujacych o wspaniatoéci
wiekszosci bajek Disneya jest ich
,wielowarstwowos¢” — inaczej odbiera je
mate dziecko, inaczej nastolatek, a jeszcze
inaczej osoba dorosta; wszyscy jednak
mogg si¢ przy nich $wietnie bawié

i w kazdym pozostawig cos§ wartosciowego.
Ciezko oprzeé si¢ temu skojarzeniu
podczas zapoznawania si¢ z dwiema
edukacyjnymi pozycjami — ,W pogoni

za nieskoniczono$cia” oraz ,Wykresy
unplugged”. Ich ,wspélnym
mianownikiem” jest Przemystaw Biecek,
znany popularyzator wnioskowania
opartego na danych (oraz autor Delty!).
‘W tworzeniu pierwszej mial réwniez
udziat Lukasz Maciejewski, a drugiej:
Ewa Baranowska i Piotr Sobczyk.

‘W ,Pogoni za nieskonczonoécia”
towarzyszymy dwéjce mtodych bohateréw,
Becie i Bitowi, w pigknie ilustrowanych
przygodach, dzieki ktérym odkrywajg oni
rézne aspekty nieskonczonoéci. ,Wykresy
unplugged” to z kolei doskonaly trening
kreatywnosci, polaczony z nauka podstaw
wizualizacji danych. Wszystko tadnie
wydane, cieszace oko i — podobnie jak
bajki Disneya — dajace radosé i nauke
zaréwno malym jak i duzym. Polecamy!

Redakcja

wieku Wszech$wiata).

Barwa galaktyk

Natomiast orientacja orbit gwiazd w galaktykach eliptycznych jest prawie
izotropowa, nadajac im ksztalt tréjosiowych elipsoid. Obiekty te sa niemal
pozbawione gazowych oblokéw i maja szczatkowa aktywnos$é gwiazdotworcza.
Dominujaca w nich populacja starych gwiazd odpowiada za ich czerwong barwe.

Niezmiernie ciekawym zagadnieniem jest powstanie i ewolucja galaktyk. Czy
galaktyki réznych typéw morfologicznych uformowaly sie na poczatku istnienia
Wszechéwiata? A moze z uplywem czasu jedne z nich transformowaly sie

w inne? Niewatpliwie skala czasowa tych zmian, wynoszaca miliardy lat, nie
pozwala przesledzi¢ tego procesu dla jednego obiektu. Z pomoca przychodza
nam obserwacje odlegtych galaktyk. Poniewaz Wszechéwiat rozszerza sie, wiec
obserwujac dalsze jego rejony, siegamy w przesztosé, a galaktyki widzimy jako
mlodsze od tych z najblizszego nam otoczenia. Tego typu badania — wymagajace
zebrania olbrzymiego, liczacego co najmniej setki tysiecy obiektow, materiatu
obserwacyjnego — staly sie mozliwe dopiero niedawno (m. in. dzieki projektom
GAMA dla bliskich galaktyk czy VIPERS siegajacego do polowy obecnego

Cate bogactwo informacji o budowie galaktyk daja ich widma. Jednak
obserwacje spektroskopowe stabych obiektéw wymagaja bardzo dlugich czaséw
ekspozycji oraz wykorzystania najwiekszych teleskopéw. Znacznie szybciej
obszerny material obserwacyjny mozemy zebraé¢ z wielobarwnej fotometrii

wykonanej w kilku filtrach, np. w klasycznym systemie Johnsona UBVRI.
Dysponujac ta prosta metoda, jesteSmy w stanie oszacowaé kolor galaktyki,
wyznaczajac réznice jasnosci obiektu w kilku wybranych filtrach. Umozliwia
ona okreslenie poziomu aktywnosci gwiazdotwérezej badanych obiektéw,

. a tym samym identyfikacje galaktyk dyskowych (niebieskich) i eliptycznych

-
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Rys. 1. Przyktadowe widmo galaktyki dyskowej i eliptycznej oraz krzywe
transmisji filtréw U, B i V. Barwa obiektu jest definiowana jako réznica
jasno$ci danego obiektu w dwéch réznych filtrach lub ich kombinacji.
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Bimodalno$é koloru

(czerwonych) oraz pozwala szybko siegnaé¢ w odlegle zakatki Wszech$wiata.

Analiza histogramu koloru galaktyk z bliskiego nam Wszech§wiata pokazala jego
bimodalno$¢. Obserwowany przez nas Swiat galaktyk podzielony jest na dwa obozy.

Niebieski obszar wickszego i szerszego maksimum
dystrybucji koloru odpowiada galaktykom dyskowym,
a wezsze maksimum tworza galaktyki eliptyczne.

Dalsze badania stwierdzaja, ze juz 8 miliardéw lat temu
istniat wyrazny podzial na galaktyki dwéch gtéwnych
typéw morfologicznych.

Istnienie dwéch populacji galaktyk rodzi pytania. Jak
one powstaly i jaki jest zwiazek miedzy nimi?

Jezeli aktywno$é¢ gwiazdotwoércza galaktyk dyskowych
wskazuje na to, ze sg one mlodsze od eliptycznych, to
czy wszystkie galaktyki eliptyczne powstaly dawno,

w poczatkowych fazach ewolucji Wszechswiata, czy
tez proces ich powstawania jest ciagly i trwa do chwili
obecnej? Na dominacje tego drugiego scenariusza
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Rys. 2. Histogram koloru galaktyk VIPERSa polozonych w zakresie
przesunigcia ku czerwieni 0,5-1,0. Skrajne przerywane linie obejmuja
kolejno populacje galaktyk dyskowych i eliptycznych, a kropkowana
— obiekty z zielonej doliny. Gérny wykres szacuje aktywnosé
gwiazdotworczg galaktyk (sSFR) w funkcji koloru.

wskazuja symulacje komputerowe formowania sie
struktur we Wszechéwiecie. W procesie hierarchicznego
scenariusza, w wyniku laczenia si¢ galaktyk dyskowych
powstaja galaktyki eliptyczne. Model ten wyjaénia

tez wzrost liczebnosci galaktyk eliptycznych w miare
uplywu czasu oraz wicksza mase gwiazdows typowych
galaktyk eliptycznych od dyskowych. Jezeli formowanie
si¢ galaktyk eliptycznych zachodzi réwniez w chwili
obecnej, to powinna istnie¢ grupa galaktyk bedacych
w fazie transformacji. Obiekty te powinny miec¢
mniejsza aktywnos$é¢ gwiazdotworcza na jednostke masy
gwiazdowej niz galaktyki dyskowe, ale wicksza niz
eliptyczne.

Zielona dolina

Wystepujace na histogramie koloru dwa maksima
wyraznie identyfikuja galaktyki dyskowe i eliptyczne.
Spodziewamy sie, ze miedzy nimi rozciaga sie
intrygujacy obszar obiektéw bedacych w fazie
przejsciowej, podrézujacych z obszaru obiektow
dyskowych do eliptycznych, tak zwanych galaktyk

z zielonej doliny. Zielona dolina jest wygodnym

i prostym sposobem identyfikacji obszaru galaktyk
przejsciowych, w ktérych zachodzi szybki proces
spadku aktywnosci gwiazdotworczej i przebudowy
fizycznego ksztaltu galaktyk. Galaktyki dyskowe nie
umieraja, a przeksztalcaja sie w eliptyczne — tracg dyski,
a rozklad orbit gwiazd wokét jadra staje sie niemal
izotropowy. Procesowi temu towarzyszy utrata oblokéw

gazu. Wzrasta populacja starych gwiazd i nastepuje
poczerwienienie barwy galaktyk. Tak drastyczna
zmiana moze zaj$¢ w wyniku kolizji galaktyk, tacznie
z polaczeniem sie ich w jeden obiekt. Modele fizyczne
i symulacje komputerowe pokazuja, ze proces ten trwa
okolo miliarda lat. Uwzgledniajac masy i rozmiary
galaktyk, widzimy, ze jest on bardzo gwaltowny.

Aktualnym pytaniem jest, w jakim stopniu ta trzecia
populacja galaktyk jest jednorodna pod wzgledem
zachodzacych w nich proceséw i wlasnosci fizycznych.
Histogram koloru wszystkich galaktyk pokazuje nie
tylko jego bimodalng strukture, ale réwniez wyrazna
nadwyzke galaktyk w rejonie zielonej doliny ponad
sume dwoch rozkladéw Gaussa. Zajrzyjmy teraz glebiej
w ten obszar, w zakresie przesuni¢é ku czerwieni od

z =0,5 do 1, i podzielmy galaktyki pod wzgledem
przesuniecia ku czerwieni oraz jasnoéci absolutnych
galaktyk. Obraz, ktéry nam sie pojawia, uwidacznia,
ze w kazdym z przedziatéw rozklad barwy galaktyk
jest dobrze opisany suma dwéch funkcji Gaussa.
WyrazZnie tez widaé zalezne od jasnodci i redshiftu
przesuniecia potozen lokalnych miniméw, maksiméw
oraz amplitud rozktadéw, od ktérych zalezy liczebnosé
kazdej z populacji. Wskazuja one, ze z uptywem czasu
barwa jasnych, a wiec masywnych galaktyk, gwaltownie
czerwienieje. Odpowiada za to szybki spadek aktywnoéci
gwiazdotworczej spowodowany utrata rezerwuaru gazu,
z ktérego formujg sie gwiazdy. Tempo transformacji
galaktyk dyskowych w eliptyczne jest szybkie i tak tez
powieksza si¢ ich populacja. Natomiast mniej jasne
galaktyki znacznie wolniej przekraczaja obszar zielonej
doliny.

Roézne tempo tych przemian zakldca czysta bimodalno$é
koloru, gdy analizujemy obiekty w szerokim zakresie
jasnosci absolutnej, a sumowanie poszczegdlnych
dystrybucji prowadzi do wyraznej liczbowej nadwyzki
galaktyk w obszarze zielonej doliny. Nie tworza one
spéjnego typu morfologicznego, a sa konglomeratem
galaktyk o réznych jasnosciach i stadiach ewolucji.
Wsréd jasnych obiektéw tego rejonu znajdujemy
galaktyki dyskowe, natomiast eliptyczne obserwujemy
raczej jako obiekty stabsze. Ciagle plonie zielone swiatto
dla badan budowy i ewolucji galaktyk nam bliskich

i tych z odleglych zakatkéow Wszechswiata.

z=0,56 0,68 0,79
750 F ' ! : F ; ' !
» 500 | L
250 | !
0 —~ + ! + +
700 |— | —
ool — -
500 | — - 8
) S
. 400 |—— | -
300 — =/
200
100 |— L
05 10 15 05 10 15 05 10 15 05 10 15
UVB UVB UVB UVB

Rys. 3. Rozktad koloru galaktyk w czterech zakresach $redniego przesunigcia ku czerwieni (z) dla
réznych wartosci jasnosci absolutnej Mp [mag] podanych nad krzywymi.
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Informatyczny kacik olimpijski (124):

Wyspa i liczydto

Tym razem oméwimy dwa zadania: Wyspe z IX OIG oraz Liczydlo z XII OIG.

Wyspa: Dany jest prostokgt o bokach réwnoleglych do osi uktadu
wspdlrzednych, ktérego lewy-dolny rég ma wspélrzedne (0,0), zas prawy-gérny

r0g ma wspotrzedne (N, M). Dla podanego P € N (P < &5

NM

) cheemy znaleZd taki

czworokgt wypukly o polu P, ktorego wierzcholki majg wspolrzedne catkowite oraz

nalezq do prostokgta.

Przypadek: N | P
Rozwazmy najpierw przypadek, kiedy N | P. Wtedy
mozemy zbudowaé prostokat, ktérego wierzchotkami sa:
(0,0), (N,0), (N, £) i (0,%). Przyklad dla: N =7, M =5,
P =14

5

O = NW

01234567

Przypadek: N { P
Ten przypadek przeanalizujemy w trzech krokach:

1. Jesli P < N, wtedy mozemy zbudowaé¢ prostokat,
ktérego wierzchotkami sa: (0,0), (P,0),(P,1) i (0,1).
Przykltad dla: N =7, M =5, P =5.

S = N W ke WL

01234567

2. Jedli N < P < 2N, wtedy mozemy zbudowaé trapez,
ktérego wierzchotkami sa: (0,0), (N,0), (P — N, 2)
i (0,2). Przyklad dla: N =7, M =5, P = 10.

S = N W ke Ot

01234567

3. Zostal nam do rozpatrzenia przypadek, kiedy 2N < P.
Niech:
o P. = NL%J (najwieksza wielokrotno$é N
nie wigksza niz P),
o H= 2% (wysokosé tréjkata o podstawie N, ktory
ma pole P.),
e R=P—P..
Woéwezas mozemy zbudowaé czworokat, ktérego
wierzchotkami sa: (0,0), (N,0), (NV,2)i (N — R, H).
Przyktad dla: N =7, M =5, P = 16. Wtedy P. = 14,
H =4oraz R=2.

O = N W e Ot

01234567

Powyzsze rozwazania pokrywaja wszystkie przypadki.
Dla kazdego z nich udalo nam si¢ wskaza¢ czworokat
wypukty o polu P.

Liczydlo: Dane sq dwie liczby catkowite L i P. W kazdym kroku mozZemy
wykonad jedng z dwdch operacji: 1) dodaé dowolnie wybrang liczbe calkowitq
do L oraz do P (jednoczesnie); 2) przemnozyé L lub P przez dowolnie wybrang
niezerowq liczbe catkowitq. Ile minimalnie operacji nalezy wykonac, aby obie
liczby staly sie réwne zero?

Zauwazmy najpierw, ze tylkodla L=0i P =0
odpowiedzia jest 0. Podobnie, tylko dla L = P, gdzie
L # 0, odpowiedzig jest 1 — wystarczy do obu liczb
dodaé —L.

W pozostatych przypadkach odpowiedZ bedzie wicksza
od 1. Zauwazmy, ze operacja typu 2) nie pozwala
wyzerowaé niezerowej liczby, wiec ostatnia operacja
bedzie typu 1) i zostanie zastosowana do dwdch réwnych
liczb. Jak zatem wyréowna¢ dwie liczby w minimalnej
liczbie ruchéw?

Rozwazmy przypadek, kiedy jedna z liczb jest
wielokrotnoscia drugiej (bez straty ogdlnosci zalézmy,
ze L jest wielokrotnoscia P):
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e jedli L # 0, wtedy P mnozymy przez %. Calkowita
liczba operacji wynosi 2,

e jesli L = 0, wtedy do obu liczb dodajemy P i te
o mniejszej wartosci bezwzglednej mnozymy przez 2.
Catkowita liczba operacji wynosi 3.

Pozostal nam ostatni przypadek, kiedy L nie jest
wielokrotnoscia P oraz P nie jest wielokrotnoécia L. Wtedy
mnozymy L przez P oraz P przez L i otrzymujemy dwie
rowne liczby. Wéwczas odpowiedzia jest 3.

Prosty dowod, ze w kazdym z powyzszych przypadkéw
korzystamy z minimalnej liczby operacji, pozostawiamy
Czytelnikowi.

Bartosz LUKASIEWICZ



Klub 44

Termin nadsytania rozwigzan: 30 IV 2019

Rys. 2

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Mozna je przesyta¢ réwniez
poczta elektroniczng pod adresem delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania
w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoélczynnik trudnosci danego
zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe
0s6b, ktére nadestaty rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji
(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytutl
Weterana. Szczegbélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢

na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 672, 673
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

672. Na poziomej powierzchni stoi cienka obrecz o promieniu R. Mija ja ze stala
predkoscia v taka sama obrecz (rys. 1). Obrecze przylegaja do siebie. Znalezé
zaleznos¢ predkosci gérnego punktu ,przecigcia” obreczy od odlegltosci miedzy
ich érodkami.

673. W cylindrze zamknietym tlokiem znajduje sie w stanie rownowagi n moli
jednoatomowego gazu doskonaltego. Ttok moze przemieszczaé sie¢ w cylindrze bez
tarcia, cylinder i tlok sa izolowane cieplnie od otoczenia. Cidnienie zewnetrzne
wynosi p1, temperatura gazu w cylindrze T7. W pewnej chwili ci$nienie
zewnetrzne wzrasta skokowo do wartosci p2, a po ustaleniu si¢ stanu rownowagi
spada skokowo do pierwotnej wartosci. Znalezé i porownaé temperatury gazu

w skrajnych stanach réwnowagi.

Rozwigzania zadan z numeru 10/2018

Przypominamy tre$¢ zadan:

664. Jednorodny klocek o masie M i dlugosci | zaczyna poruszaé sie w d6t po nachylonej
plaszczyznie tworzacej z poziomem kat «. Poczatkowy odcinek o dlugosci I nachylonej ptaszczyzny
wypelniaja blisko siebie potozone rurki o masach m i promieniach r < [, ktére moga obracaé sie
bez tarcia (rys. 2). Znalezé zalezno$¢ przyspieszenia klocka od jego przesuniecia wzdtuz ptaszczyzny.
Klocek nie §lizga sie po rurkach.

665. Réwnomiernie naladowang na powierzchni cienka ptytke z dielektryka w ksztalcie
réwnoramiennego tréjkata prostokatnego ztozono na pél. Wykonana zostala przy tym praca
W przeciw sitom pola elektrycznego. Jaka prace trzeba wykonaé, zeby ponownie ztozy¢ na pét
otrzymany tréjkat?

664. Réwnanie ruchu klocka, gdy jego przesuniecie wzdtuz plaszczyzny wynosi z, ma
posta¢ Ma(x) = Mgsina — nT(x), gdzie n = l;—f jest liczba rurek stykajacych sie

z klockiem, T'(z) oznacza sile tarcia miedzy rurka a klockiem. Ruch obrotowy rurki
opisuje réwnanie mr? - @ = T(x)r, stad T(x) = ma(x). Szukane przyspieszenie dane
jest wzorem

Mgsina g0 0 <1,
a(z) = ¢ M+m3=
gsin «, dla z > [.

665. Niech @ oznacza tadunek ptytki, Si jej powierzchnie, Wi energie pltytki, czyli
sume energii oddziatywania tadunkéw na poszczegdlnych elementach dielektryka. Na
rysunku 3 przedstawiono dwa male elementy plytki o powierzchniach AS, odleglte od
siebie o ;. Ladunek kazdego elementu wynosi ¢ = QS—AIS, ich energia oddzialywania

ij ~ %. Po zlozeniu tadunek plytki pozostaje niezmieniony, jej powierzchnia
So = %, elementy odpowiadajace poprzednio rozwazanym maja powierzchnig %, a ich
odlegto$é wynosi ro = % (rys. 4). Energia oddzialywania tych elementéw Wi,j =V2W;;.

Calkowita energia ztozonego dielektryka wynosi Wa =+/2 Wi. Praca wykonana przy
sktadaniu dana jest wzorem W = Wy — Wi = (/2 — 1)W1. Po kolejnym ztozeniu
wykonana praca wynosi W, = W3 — Ws, gdzie energia podwdjnie zlozonego dielektryka
W3 =v/2Ws. Szukana praca dana jest wzorem:

(W = (V2 - 1)Wa = (V2 — 1)V2W; = V2W.
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Lista uczestnikéw ligi zadaniowej

Klubu 44F
po zakonczeniu

roku szkolnego 2017/18 (po 661 zadaniach)

Marian Lupiezowiec
Tomasz Rudny
Jacek Konieczny
Ryszard Wozniak
Krzysztof Magiera
Jan Zambrzycki
Aleksander Surma
Michat Kozlik
Jerzy Witkowski
Pawetl Perkowski
Tomasz Wietecha
Jacek Grela
Mateusz Kapusta
Dawid Zapolski
Andrzej Nowogrodzki
Jedrzej Biedrzycki
Stawomir Bué
Gerard Jachimowicz
Pawel Kubit

Piotr Bielak

Marek Sulczewski

®

'

Termin nadsylania rozwiazan: 30 IV 2019

1-41,20
39,04
29,80
28,77

3-28,70

1-23,13

4-20,28

4-19,20

3-16,83

2-14,81

13-14,79
13,91
11,49
10,27

3-9,78
9,13
5,45
5,10
4,99
1,77
0,44

* % %

Po raz pierwszy, odkad redaguje Klub 44F, zdarzyto sie, ze zadanie osiagneto
wspoélczynnik trudnosci WT' = 4. Mowa o zadaniu 661 z czerwcowego numeru, gdzie
nalezalo odpowiedzie¢ na pytanie, po jakim czasie ni¢ nawinigta na walec — po nadaniu
predkosci prostopadtej do nici cigzarkowi na jej konicu — ponownie nawinie si¢ na walec.
Moze wplyw na to miatly letnie upaty, chociaz drugie zadanie z czerwca na temat
aberracji sferycznej soczewki miato z kolei najnizszy wspoétczynnik trudnosci WT = 1,6.
Czes¢ uczestnikéw tej serii ograniczyta sie do rozwigzania tylko jednego zadania, inni
nadestali rozwiazania niepoprawne. W szczegoélnosci nietrafny byl pomyst, ze kulka
porusza sie po spirali Archimedesa, ktora jest ztozeniem ruchu po prostej i obrotu po
okregu o nieruchomym srodku. W naszym zadaniu srodek okregu przemieszczal si¢
wzdhuz obwodu walca. Nalezato réwniez uwzglednié fakt, ze po calkowitym odwinieciu
nici kulka zatacza pétokrag o promieniu réwnym diugosci nici i dopiero wtedy zaczyna
nawijaé sie¢ na walec.

Wydaje sie, ze uczestnicy klubu coraz wiecej energii poSwiecaja na préby znalezienia
rozwigzan w réznych zrédlach, co chyba nie jest korzystna tendencja, bo to przeciez
ma by¢ zabawa.

W zadaniu 659 (WT = 3,1) pytaliémy o site, z jaka kwadratowa jednorodnie
naladowana cienka plytka dziala na punktowy ladunek. Ladunek umieszczony zostat
nad $rodkiem plytki w odlegtosci réwnej potowie krawedzi ptytki, czyli w $rodku
szescianu, ktérego jedna ze $cian byla ptytka. Pozwalalo to latwo obliczy¢ strumien
pola elektrycznego przez powierzchnie¢ ptytki i sile, jaka tadunek dziata na ptytke.
Wszystkie nadestane rozwigzania polegaly na sumowaniu wktadéw do wypadkowej
sity od poszczegdlnych fragmentéw plytki, co wymagalo wyszukiwania w tablicach
odpowiednich calek, i oczywiscie takie znecanie si¢ nie byto moim zamiarem. Poprawny
wynik otrzymali Mateusz Kapusta i Tomasz Wietecha. Niektore rozwiazania
polegaty na podziale ptytki na réwnolegte cienkie prety i sumowaniu wktadéw. Niestety,
pole elektryczne od preta liczone byto z prawa Gaussa, jakby pret mial nieskonczong
dtugosé, podczas gdy odlegtoéé tadunku byta poréwnywalna z dtugoscia preta.

Drugie pod wzgledem stopnia trudnosci okazato si¢ zadanie 647 (WT = 3,95), gdzie
nalezato znalezé gestosé tadunku wewnatrz walca obracajacego sie ze stala predkoscia
katowa w jednorodnym, prostopadtym do walca polu magnetycznym. Trzeba tu byto
wyznaczy¢ pole elektryczne w plytce, korzystajac z warunku réwnowagi sit dziatajacych
na swobodny elektron, a nastepnie z prawa Gaussa wyznaczy¢ gesto$é tadunku.

Trudne okazalo sie réwniez zadanie 650 (WT = 3,74), gdzie zadne z proponowanych
rozwigzan nie uzyskalo oceny wyzszej niz 0,2. Polegalo ono na znalezieniu czasu, po
ktérym jeden relatywistyczny pojazd dogoni drugi, z punktu widzenia kosmonauty
znajdujacego sie w jednym z pojazdéw. W rozwigzaniu przedstawionym w majowej
Delcie btednie zapisany zostal niestety wzér na relatywistyczna predkosé wzgledna —
z pierwiastkiem w mianowniku!

Pozostate zadania zostaly rozwiazane bezbtednie przez co najmniej jedng osobe.

Za zadanie 652 (WT = 2,8 — przyspieszenie metalowej okraglej plytki spadajacej

w réwnoleglym do powierzchni Ziemi polu magnetycznym) maksymalng ocene
otrzymal Dawid Zapolski, za zadanie 653 (WT = 2,86 — parcie na dno w obracajacym
si¢ naczyniu z woda) Tomasz Wietecha. Pan Tomasz rozwiazal bezbtednie
czternadcie zadan, Jan Zambrzycki siedem, Mateusz Kapusta, ktory niedawno
rozpoczal przysylac¢ swoje rozwiazania, trzy.

Wszystkim, ktérzy przystali w tym roku rozwigzania zadan, serdecznie dziekuje.

Zadania z matematyki nr 775, 776

Redaguje Marcin E. KUCZMA

775. Znalezé wszystkie czworki liczb nieujemnych a, b, ¢, d, ktére jednocze$nie

spelniaja nieréwnosci
a+b>c+d,

ab+cd = (a+b)(c+d), (a+b)ed > ablc+d).

776. SzeScian o krawedzi dtugosci k przecinamy plaszczyzng 7, potozong

w odlegltosci d od Srodka szeScianu. Jaka jest maksymalna wartosé¢ d, przy ktoérej
plaszczyzna m moze mieé z kazda Sciana szeScianu co najmniej jeden punkt
wspélny?

Zadanie 776 zaproponowal pan Adam Woryna.
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Lista uczestnikéw ligi zadaniowej
Klub 44 M
po zakonczeniu sezonu
(roku szkolnego) 2017/18

Franciszek S. Sikorski 1-39,86
Piotr Kumor — 13-39,63
Marcin Malogrosz - 2-38,00
Krzysztof Maziarz 37,45
Andrzej Kurach - 36,52
Krzysztof Kaminski - 2-35,75
Pawel Kubit - 6-35,69
Pawel Najman - 7-34,02
Witold Bednarek - 7-32,46
Michatl Kozlik — 32,23
Marek Spychata - 2-27,55
Barttomiej Pawlik - 27,51

Jerzy Cisto - 13-27,41

Michal Adamaszek - 3-27,36
Janusz Wojtal - 25,24
Jakub Wegrecki - 24,54
Zbigniew Skalik - 3-23,90
Janusz Fiett -  2-23,56
Szymon Kitowski - 23,49
Piotr Lipinski - 1-21,84
Jedrzej Biedrzycki - 19,85
Stanistaw Bednarek — 2-19,37
Kacper Morawski 17,91
Marcin Kasperski -  4-15,33
Mikotaj Pater - 14,83
Marek Prauza - 4-13,69

Legenda (przykladowo): stan konta
7-32,46 oznacza, ze uczestnik juz
siedmiokrotnie zdobyt 44 punkty,

a w kolejnej (6smej) rundzie ma 32,46
punktéw.

Zestawienie obejmuje wszystkich
uczestnikéw ligi, ktérzy spelniaja
nastepujace dwa warunki:

— stan ich konta (w aktualnie
wykonywanej rundzie) wynosi co najmniej
13 punktéw;

— przystali rozwigzanie co najmniej
jednego zadania z rocznika 2016, 2017
lub 2018.

Nie drukujemy wigc nazwisk tych
uczestnikéw, ktérzy rozstali sie z liga trzy
lata temu (lub dawniej); oczywiscie jesli
ktokolwiek z nich zdecyduje si¢ wrécié¢ do
naszych matematycznych tamigtéwek,
jego nazwisko automatycznie wréci na
liste. Serdecznie zapraszamy!

Weterani Klubu 44 M (w kolejnosci
uzyskiwania statusu Weterana):

J. Janowicz (8), P. Kaminski (5),

M. Gatecki (5), J. Uryga (4),

A. Pawlowski (4), D. Sowizdrzal,

T. Rawlik (6), M. Mazur, A. Bonk,
K. Serbin, J. Ciach (5), M. Prauza (4),
P. Kumor (13), P. Gadzinski (7),

K. Jedziniak, J. Olszewski (19),

L. Skrzypek (4), H. Kornacki,

T. Wietecha (12), T. Jézefczyk,

J. Witkowski (5), W. Bednorz,

B. Dyda (5), M. Peczarski,

M. Adamaszek, P. Kubit (6),

J. Cislo (13), W. Bednarek (7),

D. Kurpiel, P. Najman (7), M. Kieza (4),
M. Kasperski (4), K. Dorobisz,

A. Woryna, T. Tkocz, Z. Skalik,

A. Dzedzej, M. Miodek

(jesli uczestnik przekroczyl bariere
44 punktéw wiecej niz trzy razy,
sygnalizuje to liczba w nawiasie).

Rozwigzania zadann z numeru 10/2018

Przypominamy tresé zadan:

767. Kwadrat o boku dtugosci n, bedacej liczbg naturalna, zostal podzielony prostymi poziomymi

i pionowymi na n? kwadracikéw jednostkowych. Powstala siatka utworzona z 2n(n + 1) odcinkéw
jednostkowych (bokéw tych kwadracikéw). Uzywajac czterech barw, nalezy te odcinki pokolorowaé
(kazdy odcinek jednym kolorem) tak, zeby kazdy kwadracik jednostkowy mial boki réznych koloréw
oraz by kazdy bok duzego kwadratu uzyskatl jednolity kolor — ale kazdy inny. Dla jakich liczb
naturalnych n > 1 jest to wykonalne?

768. Znalezé wszystkie tréjki liczb naturalnych k, m,x > 1 spelniajace réwnanie
l1+az+a’+... +2"= 1+x)™.

767. Przez linie bedziemy rozumieli odcinki taczace przeciwlegle boki zadanego
kwadratu ABCD, prostopadle do nich i przebiegajace przez punkty kratowe.
Gdy dlugosé boku jest liczba nieparzysta, zadane pokolorowanie da sie
banalnie wykonaé¢: malujemy kazda linie (w calosci) pojedynczym kolorem; linie
réwnoleglte do AB naprzemiennie, dwoma kolorami; linie réwnolegte do AD tez
naprzemiennie, dwoma pozostatymi kolorami.

Gdy dtugosé boku jest liczbg parzysta — pokolorowanie, o jakim mowa, tez jest
wykonalne. Niech ABCD bedzie, jak poprzednio, kwadratem o boku dlugosci
nieparzystej, z pokolorowaniem opisanym powyzej. Przedtuzamy jego boki

AB i AD, kazdy o jednostke, otrzymujac odcinki AB’ i AD’. Niech punkt C’
dopelnia kwadrat AB’C’D’. Poprzednie pokolorowanie odcinkéw AB i AD
przedluzamy na cale linie AB’ i AD’. Bok B'C’ malujemy kolorem odcinka DC;
bok D’C’ malujemy kolorem odcinka BC.

W niewypuklym szesciokacie BB’'C’ D' DC' spos6b malowania odcinkdéw
jednostkowych, réwnoleglych do BB’, jest juz wymuszony przez postawione
warunki — zaczynamy od BB’ (ktéry juz ma kolor) i malujemy kolejne
rownolegle odcinki, konczac na tym, ktéry ma jeden koniec w punkcie C.
Podobnie postepujemy z odcinkami jednostkowymi, réwnolegtymi do DD’.
Dzigki zalozeniu o nieparzystosci dtugosci BC'i DC', kwadracik o wierzchotkach
C i C' bedzie mial brzeg czterobarwny.

768. Wykazemy, ze réwnanie nie ma rozwigzan, w ktérych k > 1 oraz = > 1.
7 tozsamosci

ldz+...+2" =@+ DA +2%+2* +... + 2272 422"
wynika spostrzezenie:
(1) dla z,n €N liczby 1+x+...+2°" oraz x+ 1 sa wzglednie pierwsze.

Stad wniosek, ze rozwazane réwnanie nie moze by¢ spetnione, gdy k jest liczba
parzysta.

Gdy k jest liczba nieparzysta postaci 4n+1 (n > 1, bo rozwazamy k > 2),
zapisujemy lews strone réwnania jako iloczyn (14 + ...+ 22")(z?" ! +1).
Prawa strona réwnania, réwna (z + 1)™, musialaby sie dzieli¢ przez
(1+2z+...+2%"), co nie jest mozliwe, znéw w my$l uwagi (1).

Gdy natomiast k = 4n — 1, mnozymy réwnanie stronami przez (x — 1),
otrzymujac

2) 4 — 1= (z—1)(z+1)™

Lewa strona dzieli si¢ przez z* — 1, wiec i przez 22 + 1. Liczba z nie

moze byé parzysta, bo wéwczas liczba 22 + 1 bylaby wzglednie pierwsza

z oboma czynnikami prawej strony (2). Niech wiec x = 2t + 1. Skoro

lewa (wigc i prawa) strona (2) dzieli si¢ przez x? + 1, mozemy napisaé
(r—1)(z+1)m=A-(22+1) (A€N). Po podstawieniu z = 2t + 1 wychodzi
(3) 2t 4+ 1) = A- (262 + 2t +1)

— sprzeczno$é, bo liczba w nawiasie po prawej stronie (3) jest wzglednie pierwsza
z kazdym z czynnikéw lewej strony (3).

Pozostaja sytuacje trywialne, gdy k lub = réowna si¢ 1. Je$li k =1, to m = 1, zas
z € N moze byé dowolne. A gdy x = 1, réwnanie méwi jedynie, ze k = 2™ — 1.
Tak wiec wszystkimi rozwiazaniami réwnania sa tréjki (k, m, z) postaci (1,1, z)
lub (2m—1,m,1) (m,z € N).
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Pozostali czlonkowie Klubu 44 M
(alfabetycznie):

»dwukrotni”: Z. Bartold, S. Bednarek,
A. Czornik, A. Daniluk, J. Fiett,

Z. Galias, L. Garncarek, J. Garnek,

A. Idzik, P. Jedrzejewicz, K. Kaminski,
G. Karpowicz, H. Kasprzak,

T. Komorowski, Z. Koza, J. Lazuka,

M. Malogrosz, J. Malopolski, J. Mikuta,
E. Orzechowski, R. Pagacz, K. Patkowski,
K. Piéro, J. Siwy, R. Stowik, S. Solecki,
M. Spychata, T. Warszawski,

G. Zakrzewski;

»jednokrotni”: R. M. Ayoush,

T. Bieganski, W. Boratynski,

T. Choczewski, M. Czerniakowska,

P. Duch, P. Figurny, M. Fiszer,

L. Gasinski, A. Gluza, T. Grzesiak,

K. Hryniewiecki, K. Jachacy,

M. Jastrzebski, P. Jasniewski, A. Jézwik,
J. Klisowski, J. Kraszewski,

A. Krzysztofowicz, T. Kulpa, A. Langer,
R. Latatla, P. Lipinski, P. Lizak,

P. Labedzki, M. Lupiezowiec, W. Maciak,
J. Mandziuk, B. Marczak, M. Marczak,
M. Matlega, R. Mazurek, H. Mikotajczak,
M. Mikucki, J. Milczarek,

R. Mitraszewski, M. Mostowski,

W. Nadara, W. Olszewski, R. Pikula,

B. Piotrowska, W. Pompe, M. Roman,
M. Rotkiewicz, A. Ruszel, Z. Sewartowski,
F. S. Sikorski, A. Smolczyk, P. Sobczak,
Z. Surduka, T. Szymczyk, W. Szymczyk,
W. Tobi$, K. Trautman, P. Wach,

K. Witek, A. Wyrwa, M. Zajac, Z. Zaus,
K. Zawistawski, P. Zmijewski.

Lacznie 27 nazwisk(!).

Oto doroczne oméwienie wybranych zadan. Alternatywne ciekawe rozwiazania
oczywidcie byty, cho¢ moze nie w takiej obfitoéci, jak zazwyczaj. Przykuwaja
natomiast uwage obszerne, bardzo fachowe komentarze do réznych zadan oraz
niebanalne uogélnienia. W obrebie miejsca, jakim dysponujemy, nie sposob
przedstawi¢ wszystkich szczegdléw przeprowadzonych rozumowan i rachunkéw.
Ich uzupelnienie moze by¢ atrakcyjnym wyzwaniem dla Czytelnikéw, ktorych
omawiane zagadnienia na serio zainteresuja. Przypominamy znaczenie skrotow
— wspblezynnik trudnosci: WT liczba poprawnych rozwiazan: LPR.

* %k

Zadanie 746. [k € N = Jciag rosnacy (an): an €N; Vit, ... im: asy + ...+ aip,
nie jest k-tg potega; ciag (a}/n) ograniczony] (WT'=1,75; LPR=9). Podawano
rézne przyktady. W kilku pracach powtérzy? sie przyktad: a, = 2"3" " (dwéjke
i tréjke mozna zastapi¢ inng para liczb pierwszych). Piotr Kumor zwrécit
uwage, ze wzor dziata dla kazdego k i ze mozna go znalezé np. w ksiazce

T. Andreescu, G. Dospinescu, Problems from the Book, z adnotacja, ze juz
znacznie wczedniej zamiescil go Kwant. Zwrécil tez uwage na prace: A. Dubickas,
P. Sarka, Infinite sets of integers whose distinct elements do not sum to a power,
https://cs.uwaterloo.ca/journals/JIS/VOL9/Dubickas/dubickasil.pdf,
zawierajaca obszerna dyskusje pokrewnych zagadnien.

Zadanie 748. [Czy istnieje macierz 8 X 8 o wyrazach 0,41, sumy wierszy i sumy kolumn
wszystkie rézne? a macierz 14 x 14 7] (WT=1,64; LPR=11). Macierze n X n o tej
wlasnosci istnieja dla kazdego n parzystego (rézne konstrukcje, niewiele odbiegajace od
firmowej). Dla nieparzystych n takich macierzy nie ma; Janusz Olszewski podat
dowdd, weale nie skomplikowany; proponujemy go Czytelnikom jako interesujace
rozszerzenie zadania.

Zadanie 749. [AABC; okrag wpisany
($rodek I) styczny do AB, AC

w punktach S,T: P € AC; IP||ST;

Q =STNBP = QC|AB] (WT=3,05;
LPR=T). T. Choczewski, B. Kubicki,
M. Malogrosz — firmowo. Janusz
Olszewski, jak zwykle, dat kilka rozwigzan
(trzy: z uzyciem biegunowych, z uzyciem
tw. Pascala oraz rachunkowo). Rozwigzania
rachunkowe znalezli tez Z. Skalik,

Rozwigzanie zadania F 970.
Poszukujemy wartosci sily Sciskajacej

(w przypadku wzrostu temperatury) lub
rozciagajacej szyne (w przypadku spadku
temperatury) o odcinek réwny zmianie jej
dlugosci wywolanej zmiang temperatury
otoczenia. Mamy wigc:

LF
BLAT = —,
/ vs’
a wiec
F = BY SAT.

Po podstawieniu danych liczbowych
otrzymujemy F = 3,84 - 10° N. Z powodu
wielkiej wartosci tej sity, koniec szyny byt
unieruchamiany w kierunkach
prostopadlych do jej dlugosci,

a pozostawiona niewielka szczelina
miedzy jej ,sasiadkami” dopuszczala
zmiany dlugodci.

T. Wietecha.

Odmienne rozwiazanie przedstawil Jakub Wegrecki: niech D = BI N ST,

R = PIN AB; punkt I jest srodkiem odcinka RP, wiec D jest srodkiem odcinka SQ.
Budujemy réwnolegtobok SBQE (o $rodku symetrii D); punkty I,C, D, T lezg na
jednym okregu (bo |« BIC| = |%xCTS)|), wiec skoro IT L CT, zatem BD 1 CD; wobec
tego tréjkaty CDB i CDE sa przystajace i z réwnosci |XCED| = |xCBD| = |xDBA|
wynika, ze EC||AB; i gotowe, bo EQ||AB.

Zadanie 751. [Siatka n? tréjkacikéw jednostkowych tworzacych tréjkat o boku n;
wezly siatki ponumerowane; d = liczba tréjkacikéw o wierzchotkach i < j < k, w tej
kolejnosci tworzacych tréjke zorientowana dodatnio; mind, maxd =7 (WT=3,77;
LPR=1 (27)). Najtrudniejsze zadanie w omawianym sezonie. Rozwigzanie firmowe
polegato na wyréznieniu ,lewej” strony kazdego odcinka skierowanego (przez
numeracje) i zliczaniu obszaréw (tréjkacikéw lub ,oceanu”), do ktérych przylegaja
wyrdznione strony odcinkéw. Ta metoda zrobil to zadanie Janusz Olszewski
(bezblednie) oraz (w zasadzie, jednak nie dopracowujac czesci rachunkowej) Pawel
Kubit. Jeszcze trzech autoréw uzyskato dobre wyniki, jednak podajac uzasadnienia,
ktore mozna uznaé raczej za agitacje niz dowody.

Zadanie 753. [D € AABC; E=ADNBC; F=BDNAC; |AE|+ |AF|=|BE|+ |BF)

= |AC|+ |AD| = |BC| + |BD|] (WT=3,24; LPR=5). I znéw: Janusz Olszewski,
jako jedyny, znalazl rozwiagzanie firmowe. Szymon Kitowski takze podat perfekcyjne
rozwiazanie, operujac bardziej zaawansowanym aparatem (wlasnosci elips; izogonalnosé
— nie przytaczamy tego rozumowania z uwagi na znacznie wigksza prostote rozwigzania
firmowego). Rozwiazania rachunkowe: M. Malogrosz, T. Wietecha, Z. Skalik.
Jeszcze jedna praca zawierata kserokopie (bez podania Zrédla) tresci zadania wraz

ze wskazéwkq do rozwiagzania firmowego — jednak bez dowodu.

20



Zadanie 755. [Wielomian P: P+ P"” > 2P’ = P > (]
(WT=1,91; LPR=15). Duzo dobrych rozwiagzarn. Piotr
Kumor zauwazyt, ze — ogdlnie — jesli f: R — R jest dowolng,
(niekoniecznie rézniczkowalna) funkcja o tej wlasnosci, ze
funkcja g(z) = e " f(x) jest wypukta oraz ma skoriczona,
nieujemng granice przy x — oo, wéwczas g przyjmuje

tylko warto$ci nieujemne; wiec f tez. Jesli ponadto f jest
dwukrotnie rézniczkowalna oraz f + f” > 2f’, wéwczas
wypuklosé funkcji g jest automatyczna (banalny rachunek);
to, ze rozwazana w zadaniu funkcja jest wielomianem,

nie ma znaczenia (podobng uwaga opatrzyl swoja prace
M. Kasperski).

Zadanie 758. [Okregi o promieniach 71,72, r3, parami
styczne zewnetrznie oraz styczne wewnetrznie do okregu

o promieniu R = Y ;i +2V)_ rir; < 3R] (WT=3,40;
LPR=2). Zadanie zaproponowal pan Witold Bednarek,
wraz z rozwigzaniem, ktore zostalo wydrukowane jako
firmowe. Niebanalnym pomystem bylo w nim wprowadzenie
srodka ciezkosci trdjkata utworzonego przez srodki trzech
mniejszych okregdw.

Janusz Olszewski podal dowdd, z ktorego wynotujemy dwa
kluczowe lematy: dla dowolnych liczb x,y, z, u,v,w = 0:

(1) yY+2ut+(z+z)v+ (z+y)w >

> 2\/xy+yz+z:c\/uv+vw+wu;

dla dowolnego punktu P, lezacego wewnatrz tréjkata ABC
(o bokach a, b, ¢) w odleglosciach a’, b, ¢ od A, B, C mamy
przy oznaczeniach a’/a = u, b’ /b= v, ¢’ /c = w:

2

Nier6wnosé (1) zostawimy jako ciekawe éwiczenie.
Nieréwno$é (2) zostala uzyskana pomystowym rachunkiem na
wektorach jako wniosek z (u_lﬁ + v_lﬁ + w_lﬁ)Q > 0.
Teza zadania wychodzi, gdy A, B, C to srodki mniejszych
okregéw, P — $rodek duzego okregu, i gdy w (1) przyjmiemy
u, v, w z nieréwnosci (2) oraz x =11 =s—a, y=ro =s— b,
z=r3=5—c, gdzie 2s =a+ b+ c.

uv + vw +wu > 1.

Piotr Kumor uzyskat rezultat nieco mocniejszy, korzystajac
ze wzoru Kartezjusza:
2
— Rfl)

Q(R*2 + Zrﬁ) = (Z it

(zachodzacego przy konfiguracji z zadania); wykazal bowiem,
ze jesli czworka liczb dodatnich 71,72, r3, R spelnia (3), to

(4) > i< (6V3-9)R

®3)

(szacowania i rachunki nie byly proste); ostatnia nieréwnosé

implikuje teze zadania, bo V) | rir; < (Z rz)/\/g

7 omawianej pracy dowiedzieliSmy sie wielu ciekawych
rzeczy: gdyby przez R oznaczy¢ promien malego okregu,
stycznego zewnetrznie do okregéw o promieniach r;,

wzor (3) zachowalby stuszno$é po zamianie minusa na plus;
czwoérka okregéw (w jednej lub drugiej z tych konfiguracji)
przyjela sie pod nazwa Soddy circles; za$ cale zagadnienie
doczekalo si¢ ogromnej literatury, réwniez z uogdlnieniami
na wyzsze wymiary (prosze wstukaé¢ Soddy circles do
wyszukiwarki. .. ). Jednak w calej tej obfitodci nie tak
tatwo znalezé dowdd wzoru (3) — tymczasem nie trzeba
szukaé¢ daleko: pan Kumor wskazal artykut Michata Kiezy
Czwarty okrgg w ASy, z dowodem dla ,matego” okregu
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(wzor (3) z plusem); wariant dla ,,duzego” nietrudno wtedy
wyprowadzié, stosujac inwersje.

Zadanie 759. [Punkty skupienia ciagu (z,)? zo € (3/2,2);
Tni1 = 227°"] (WT=2,86; LPR=T7 (9?)). Wszystkie
rozwigzania podobne do firmowego (analiza funkcji f o f,
gdzie f(x) = 227°): M. Adamaszek, J. Olszewski,

T. Wietecha, M. Malogrosz, Z. Skalik, W. Bednarek,
M. Kasperski (prace trzech uczestnikéw, wymienionych

w pierwszej kolejnosci, wolne od jakichkolwiek usterek;

w innych — pomyteczki lub drobne luki); i jeszcze dwie prace
z wiekszymi lukami, jednak zawierajace istote rozumowania.

Zadanie 760. [Istnieje nieskoniczenie wiele z € R™:

2?2 4272 e N; 2/3 4 2713 e N (WT=1,46; LPR=18).
Uogdlnienie (P. Kumor): dla kazdego n € N istnieje
nieskoniczenie wiele liczb © > 0 takich, ze /" + 27/ € N
dla r =1,...,n; dobre sa np. wszystkie liczby postaci

T = ((k +Vk? — 4)/2)'7M, gdzie M =nwd(1,...,n), za$
J,k € N (k> 1) zmieniaja sie¢ dowolnie.

Zadanie 762. [n € N, n > 2; jedli liczba 2™ — 1 jest
bezkwadratowa, to nwd(n,2"—1) = 1, ale nie na odwrét]
(WT=2,08; LPR=8). Implikacja w podang strone nie

byta trudna; wszystkie dowody podobne do firmowego.

W druga strone potrzebny byl kontrprzyktad. Ten firmowy
(n = 364, 2"—1 podzielne przez 1093?) opatrzony byt
sugestia postuzenia sie komputerem. Czy bylo to niezbedne?
Jasne, ze nie (demagogia); wystarczyto ,zgadnaé¢” (przez
objawienie?); a sprawdzenie zadanej wlasnosci dato sie juz
wykonaé¢ na papierze (cho¢ na maszynce latwiej).

Jak wielokrotnie bywalo, Piotr Kumor sypnat ciekawymi
informacjami. Tu kluczows role graja liczby pierwsze p, dla
ktérych 2P~1 — 1 dzieli sie przez p?; sa to tzw. liczby pierwsze
Wiefericha; oznaczmy ich zbiér przez W. Gdy juz mamy
liczbe p € W, sensowne jest szukanie n (o zadanej wlasnosci)
w postaci podwielokrotnosci lub wielokrotnosci liczby p — 1.
Cho¢ mocna jest hipoteza, ze zbiér W jest nieskoriczony,
obecnie (lato 2018) znane sa dwa jego elementy: 1093 oraz
3511 — to chyba najkrétszy ciag w OEIS (A001220); tam,

a takze w wielu innych miejscach, mozna znalez¢ rézne
wiadomosci o zwiazkach zbioru W z innymi zagadnieniami
arytmetyki (google: Wieferich primes).

Janusz Olszewski pokazal (nie uzywajac oznaczenia W),
ze omawiana ,implikacja odwrotna” zachodzi dla
wszystkich liczb n o wlasnodci: [Vp € W: 2" #Z 1 (mod p?)].
Woéwezas bowiem jedli liczba 2™ — 1 dzieli sie przez p?

dla pewnej liczby pierwszej p (zatem p ¢ W), bierzemy
najmniejszy wyktadnik 8, dla ktérego p? | 2° — 1 (wiec

d | n); z twierdzenia Eulera wynika, ze p? | 2P(P~1) — 1;
zatem § | p(p — 1), wiec albo § | p— 1, albo p | §. Pierwsza
mozliwoéé pociaga podzielnoéé liczby 2P~ — 1 przez

2% — 1, wiec i przez p? (wbrew zalozeniu p ¢ W); druga
mozliwoéé daje podzielnoéé p | n; i koniec, bo p® | 2" — 1,
wigc nwd(n,2"—1) > p.

Pozostale kompletne prace: M. Adamaszek, J. Cislo,
M. Kasperski, A. Kurach, M. Miodek, K. Morawski.

Zadanie 764. [Przyktad: a,b € N, nwd(a,b) =1; z1 =a,
Tn41 = b+ 21 ... Tn; wszystkie z, zlozone] (WT=1,00;
LPR=10). Rozwigzania firmowe (z b = 4); tylko

M. Matlogrosz inaczej: a = 63, b = 2; wtedy x, = & + 1,
gdzie ¢, = 2271_1; sprawdzié¢ tatwo; ale jak na co$ takiego
wpasé?. ..



Prosto z nieba:
Nuklearny makaron

L. ]

Rozwigzanie zadania M 1592.
Oznaczmy p = 2n + 1 i rozwazmy dowolne
liczby catkowite a1 > a2 > ... > a, > 0.
Zauwazmy, ze jesli te liczby maja wspdlny
dzielnik wigkszy od 1, to mozemy kazda
z nich przezen podzieli¢, zachowujac
postaé tezy zadania. Wobec tego mozemy
bez straty ogdélnosci zalozy¢, ze
NWD(ay,...,an) = 1.
Jezeli istnieje 7 o tej wlasnosci, ze p | a;,
to dla pewnego j mamy p { a;. Wéwczas
pt NWD(a;, aj), wigc
a; + aj a;
> - 2P
NWD(a;,a;) NWD(a;,a;)
Jezeli zadna z liczb a; nie jest podzielna
przez p, to reszty z dzielenia przez p
pewnych dwéch z nich nalezg do tego
samego sposréd n zbioréw
{Lp—1}{2,p—2},...,
Innymi stowy, istnieja takie ¢ < j, ze
p {1 NWD(a;,a;) oraz p | a; — aj; lub
p | a; + a;j. W pierwszym przypadku
mamy
a; + aj
- = B >
NWD(a;, a;) NWD(a;, aj)
w drugim za$ bezposrednio
a; + a;
NVVD(GL, (lJ’)

—1 +1
= )

a; —aj

D,

2 p.

Niebo w lutym

W lutym Stonice przejdzie od $rodka gwiazdozbioru
Koziorozca do srodka gwiazdozbioru Wodnika,
przecinajac dzielaca je granice okolo 17 lutego.

Przez miesiac Stonce zwiekszy deklinacje od —17°

do —8°, zwickszajac tym samym wysokos¢ gorowania

w $rodkowej Polsce z 21 do 30°, a czas jego przebywania
nad widnokregiem wroénie o prawie 2 godziny, do okoto

11 godzin.

Podobnie jak w styczniu, ciekawie bedzie na niebie
porannym, gdzie swoje petle kresla planety Jowisz,
Wenus i Saturn. Jowisz powoli dazy do czerwcowej

opozycji i przez miesiac przesunie sie 4° na wschod,

Kiedy odpowiednio masywne gwiazdy (M > 8-10 M) osiagna dojrzaly

wiek, eksploduja. Wybuch zaczyna si¢ w rzeczywistosci od zapadniecia sig
niestabilnego centrum gwiazdy. Jadro, sktadajace si¢ z zelaza, niklu i 1zejszych
pierwiastkéw, zostaje zgniecione do ogromnych gestosci, a jego rozmiar zmienia
sie od kilku tysiecy do kilkunastu kilometréw. W tak duzym cisnieniu wigkszosé
protonéw zamienia sie w neutrony, a energia ucieka w postaci promieniowania

i neutrin. W gestym centrum wybuchajacej supernowej powstaje gwiazda
neutronowa.

Powierzchni¢ gwiazdy neutronowej pokrywa, w zaleznosci od historii obiektu,
wodér lub hel. Mozliwe jest tez, ze sklada sie ona po prostu z zelaza. Grawitacja
na powierzchni jest ogromna — setki miliardow wieksza od tej na Ziemi. Oznacza
to, ze juz na powierzchni material gwiazdy podlega ogromnej kompresji. Na
glebokosci okolo kilometra gestosé materii jest poréwnywalna z gestoscia

jader atomowych, 104 g/cm3. Co znajduje si¢ jeszcze glebiej? Tego wlasciwie
nie wiemy, poniewaz nie istnieje kompletna teoria opisujaca oddzialywania
silne wielu cial (nukleonéw, kwarkéw) w tak ekstremalnych warunkach,

a eksperymenty na Ziemi nie daja mozliwosci odtworzenia takiego stanu materii.

O wiele lepiej potrafimy natomiast opisa¢ materi¢ o gestoéciach nieco mniejszych
od gestosci jadrowej. Warstwy powierzchniowe skorupy gwiazdy neutronowej
sktadaja sie z sieci krystalicznej atomoéw zelaza i niklu. Glebiej sie¢ krystaliczna
jest coraz ciadniejsza, i w wyniku réznych proceséw — w szczegdlnosci
oddzialywania z elektronami przemieszczajacymi sie w sieci — jadra staja sie
coraz bardziej neutrononadmiarowe (protony w jadrach zamieniane sa na
neutrony). Przy gestoéci nieco powyzej 10!! g/cm? neutronéw jest tak wiele,

ze ,wyciekaja” z jader na zewnatrz. Materia gwiazdy przy tych gestosciach jest
opisywana przez sie¢ krystaliczna zanurzona w swobodnym ,,gazie” neutronéw.
Tego typu konfiguracja jest energetycznie preferowana — system minimalizuje

w ten sposob energie.

Mieszanina krysztal + swobodne neutrony nie musi by¢ jednorodna. Wrecz
przeciwnie, z komputerowych symulacji takich uktadéw wynika, ze w zaleznosci
od gestosci (od 10 do 10'* g/cm?®) swobodne neutrony preferuja skupianie sie
w formie kul, pretéw badz plyt, tworzac tytutowy makaron: gnocchi, spaghetti,
lazanie. Mozliwe sa tez konfiguracje odwrotne — skupiska sieci krystalicznej
zawieszone w gazie neutrondéw. Z oszacowan wynika, ze taka materia jest
dziesiatki miliardéw razy bardziej wytrzymata na zlamanie niz stal, jest zatem
(teoretycznie) najtwardsza znana naukowcom forma materii. Z astrofizycznego
punktu widzenia rézne rodzaje ,makaronu” w skorupie gwiazd neutronowych
sg interesujace miedzy innymi dlatego, ze tak trudna do deformacji materia
moze wytrzymywacé dlugotrwale odksztalcenia, co jest niezbedne do emis;ji fal
grawitacyjnych, np. z rotujacych gwiazd neutronowych.

Michat BEJGER

konczac luty 2,5° na péinoc od gwiazdy 6 Ophiuchi.

W tym czasie jego jasno$¢ przekroczy —2™, tarcza

za$ zwiekszy $rednice do 36”. Okolo godziny 5 Jowisz
$wieci na wysokosci jakichs 10° nad potudniowsa czescia
niebosktonu.

Druga planeta od Slonica przez miesiac przemierzy caly
gwiazdozbidr Strzelca, zaczynajac luty 9° na wschod
od Jowisza (6° na lewo od niej pokaze sie Ksiezyc

w fazie 11%), 5 lutego Wenus przejdzie odpowiednio
31 2° na poéinoc od pary mgtawic M8 i M20, obok
ktérych w zeszlym sezonie znajdowatl si¢ Saturn

z Westa. 6 dni p6zniej w podobnej odlegtosci Wenus
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minie gromade kulistag M22, réwniez odwiedzana

w zeszlym roku przez Saturna, po czym w dniach

15-18 lutego przetnie charakterystyczny wianuszek
gwiazd z péinocno-wschodniej czeéci Strzelca, zblizajac
sie na zaledwie 6’ do gwiazdy Albaldah (7 Sgr).

18 i 19 lutego Wenus zblizy sie na okoto 1° do Saturna,
a 23 lutego — na 1,5° do stabszego od 14™ Plutona,
ktorego — z racji jasnego tta nieba — nie da si¢ dostrzec.
Przez miesiac jasno$¢ Wenus spadnie do —4,1™, srednica
tarczy zmniejszy sie do 16", za$ faza urosnie do 72%.

Saturn porusza si¢ najwolniej z jasnych planet Uktadu
Stonecznego i w trakcie miesigca pokona nieco ponad
2,5° pod wspominanym w poprzednim akapicie
wianuszkiem gwiazd, przy czym 2 i 3 lutego przejdzie 25’
na poludnie od o Sgr. W lutym blask Saturna wyniesie
+0,6™, a $rednica jego tarczy — 15”. Planeta zacznie
miesigc od mocnego akcentu: 2 lutego zakryje ja cienki
sierp Ksiezyca w fazie 6% (kilkanascie godzin pézniej
dojdzie do zakrycia Plutona). W grudniu zeszlego

roku zaczela sie trwajaca do konca br. seria 15 zakry¢
Saturna i Plutona przez Ksiezyc, ale tylko te lutowe

da sie dostrzec z Europy, a jeszcze tylko nastepne
zakrycie 1 marca zdarzy si¢ na pétkuli péinocnej

Ziemi. Pozostate beda widoczne z pétkuli potudniowej.
Podczas zakrycia z 2 lutego w dobrej pozycji znajdzie sie
Europa Srodkowa i Zachodnia oraz pélnocno-zachodnia
czes¢ Afryki, gdzie do zjawiska dojdzie na ciemnym

lub jasniejacym niebie. W Polsce zakrycie zacznie sig
okolo godziny 7, skonczy 40 minut pdzniej, juz po
wschodzie Stonca nad wigkszoscia kraju. Tego samego
dnia przypada maksymalna elongacja zachodnia Tytana,
ktoéry zniknie za Ksigzycem 5 minut wczesniej.

Na niebie wieczornym w polowie miesiaca zacznie
pojawiac sie planeta Merkury, ktéra 26 lutego osiagnie
maksymalng elongacje wschodnia. Niestety, jak to
bywa na po6tkuli péinocnej, oddali si¢ ona wtedy od
Stonca na zaledwie 18°. W dniu maksymalnej elongacji
okoto godziny 19:15 Merkury pokaze sie na wysokosci
ponad 6° nad zachodnim widnokregiem. Do konca
lutego $rednica planety zwigkszy sie¢ do 8", a faza
spadnie do 41%. W tym samym czasie jej jasnosé
zmniejszy sie do —0,1™. Merkury zblizy si¢ na 45’ do
gwiazdy A Aqr 16 lutego, a 2 dni pézniej — na 8 do
gwiazdy 82 Aqr i troche ponad 1° do Neptuna, za$
jeszcze kolejnej doby przejdzie w podobnej odlegloséci od
gwiazdy ¢ Aqr. Jednak gwiazdy i Neptun raczej zgina
W zorzy wieczornej, a na pewno ich obserwacji nie utatwi
niskie polozenie nad widnokregiem. Okres podobnej
widocznoéci Merkurego powtérzy sie jeszcze w czerwcu,
gdy osiagnie on elongacje o 7° wigksza. Jednakze
zmieniajace sie wtedy na niekorzystne nachylenie
ekliptyki do wieczornego horyzontu spowoduje, ze
Merkury nie wzniesie sie wyzej niz w lutym. Elongacja
lutowa i czerwcowa to okresy najlepszej wieczornej
widocznoéci Merkurego w tym roku.

Podczas elongacji wschodniej, czyli widocznosci
wieczornej, planety wewnetrzne zblizaja sie do Ziemi,
dazac do tzw. koniunkcji dolnej, a wiec przejscia
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miedzy Ziemia a Storicem (gdy znajduja sie dokladnie
na linii taczacej Ziemie¢ ze Storicem, mozna by¢
$wiadkiem przejsScia danej planety na tle Slonica). W tym
czasie zwigkszaja one swoje rozmiary katowe, zas

ich tarcze daza do nowiu, przechodzac przez kwadre,

a nastepnie przybieraja postaé¢ coraz wezszego sierpa

— i wtedy wlasnie, tuz przed (na niebie wieczornym)

i tuz po koniunkcji dolnej (juz na niebie porannym)

— s3 atrakcyjnym celem dla posiadaczy teleskopéw.
Szczegblnie Wenus, ktora bedzie miata w tym czasie
rozmiar bliski 1/, i do dostrzezenia jej sierpa wystarczy
najmniejsza nawet lornetka. Podobno sa i tacy, co golym
okiem potrafia dostrzec, ze Wenus nie jest punktem
(pomijam bardzo rzadkie przypadki przejécia Wenus na
tle tarczy stonecznej, gdy dla wiekszosci ludzi wystarczy
tylko odpowiedni filtr blokujacy nadmiar $wiatta
stonecznego, by dostrzec tarcz¢ Wenus bez pomocy
przyrzadéw optycznych).

Przez caly miesiac po zmierzchu mozna obserwowaé
planety Mars i Uran. Planeta Mars w polowie lutego
przemiedci sie z gwiazdozbioru Ryb do Barana, tak
samo jak planeta Uran, ktéra uczyni to na poczatku
miesiaca, zegnajac tym samym Ryby na ponad 70 lat.
Obie planety spotkaja sie 12 i 13 lutego, zblizajac sie

na 1°. W trakcie miesigca Mars ostabnie do 41,2, zas
$rednica jego tarczy skurczy sie do 5”. Natomiast jasnos$é
Urana w lutym zmniejszy sie do +5,9™. Planeta Neptun
jest juz miesiac przed spotkaniem ze Stoficem i mozna ja
jeszcze dostrzec tylko na poczatku lutego, jakies 2° na
zachdd od gwiazdy ¢ Aqr.

Jak juz wspomnialem, Ksiezyc zacznie miesiac w fazie
cienkiego sierpa od zakrycia Saturna. 2 dni pézniej
przejdzie przez néw i zacznie pokazywac sie na niebie
wieczornym, gdzie — ze wzgledu na duze nachylenie
ekliptyki — szybko nabierze wysokosci. 7 lutego Ksiezyc
w fazie 7% minie Neptuna w odlegtosci 5°. Grubszy

0 21% sierp Ksiezyca przejdzie 7° pod parg planet
Mars-Uran 10 lutego i dobe péZniej okoto godziny 17:25
zakryje gwiazde 4. wielkosci £€2 Ceti. 12 lutego Srebrny
Glob czeka I kwadra, za§ w nocy z 13 na 14 lutego

— przejscie przez Hiady i spotkanie z Aldebaranem,
najjasniejsza gwiazda Byka, do ktoérej zblizy sie na 2°.
19 lutego przypada pelia Ksiezyca w gwiazdozbiorze
Lwa i jego spotkanie z Regulusem. Tydzien pdzniej
Ksiezyc przejdzie przez ostatnia kwadre w Skorpionie,
po czym w ostatnich dwéch dniach miesiaca, juz w fazie
sierpa, spotka si¢ z Jowiszem.

31 stycznia maksimum swojego blasku osiagneta

miryda R Leo, polozona 5° na zach6d od Regulusa

i jednoczesnie 8,5 minuty katowej na potudnie od
gwiazdy 6. wielkosci 19 Leonis. R Leo moze by¢
jasniejsza od +4,5™, jesli wiec zblizy si¢ do tej

jasnosci, w miare tatwo da sie ja dostrzec golym

okiem, a w lornetkach powinno da¢ sie ujrzeé¢ jej barwe.
W lutym Lew jest w opozycji do Stonca, a zatem jest on
widoczny bardzo dobrze, tymczasem R Leo géruje okoto
poéinocy na wysokosci mniej wiecej 50°.

Ariel MAJCHER



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Zastosowanie fal grawitacyjnych

W rozszerzajacym sie wszechswiecie predkosé v
niezwigzanego grawitacyjnie obiektu jest wprost
proporcjonalna do odlegtosci D tego obiektu
od obserwatora:

v = H 0- D s

pod warunkiem, ze odleglo$¢ miedzy obserwatorem

a oddalajacym si¢ obiektem nie jest przesadnie duza. To
oparte na obserwacjach astronomicznych stwierdzenie
znane jest pod nazwg prawa Hubble’a i uznawane

za jedno z najwiekszych osiggnieé¢ astronomii i fizyki

XX wieku. Wspélezynnik proporcjonalnosci Hy to stala
Hubble’a méwiaca o tym, jak szybko rozszerza si¢ obecnie
wszech$wiat.

Ile jest réwna stata Hubble’a? To z pozoru niewinne
pytanie doprowadzito do jednej z wigkszych kontrowersji
we wspoélczesnej kosmologii, poniewaz odpowiedz na nie
brzmi — zalezy, kto odpowiada. Coraz dokladniejsze
obserwacje i coraz lepsza teoria pozwalaja bowiem

na rosnaca precyzje wyznaczania stalej Hubble’a
réznymi metodami. Najnowsze pomiary wykorzystujace
obserwacje odleglych supernowych daja wynik Hy =
73,2km - s~ - Mpc~! z niepewnoécia 2,4%, podczas gdy
badania mikrofalowego promieniowania tla prowadza
do rezultatu Hy = 67,7km -s~! - Mpc™! z niepewnoécia
0,68%. To nie sa zgodne wyniki, nawet jesli uwzglednié
niepewnosci pomiarowe. Dlaczego tak jest? I co mozna
z tym zrobic?

Postaé¢ prawa Hubble’a, od ktérej zaczeliémy nasze
rozwazania, jest intuicyjnie naturalna, ale w rzeczywistosci
nie mierzy sie predkosci, z jakimi poruszaja si¢ odlegle
obiekty, ale ich przesuniecie ku czerwieni z, czyli wzgledna
zmiane czestosci charakterystycznych linii widmowych.
Prawo Hubble’a przybiera wéwczas postaé

c-z=Hy-D,

gdzie ¢ jest predkoscia $wiatla w prézni. Odleglosé D
wystepujaca w tym prawie rowniez wymaga komentarza.
W przypadku obserwacji obiektéw bardzo odleglych mamy
bowiem na mysli przede wszystkim odleglo$¢ jasnosciowa,
okres$long nastepujacym rozumowaniem. Je$li mamy zrédio
astronomiczne emitujgce rownomiernie promieniowanie
o mocy L i obserwatora odlegtego o D od Zrédla, to moc
promieniowania F' docierajaca do jednostkowej powierzchni
tuz przy obserwatorze wynosi

po L

4 D?

bowiem cata moc promieniowania rozltozy si¢ rownomiernie
na sferze o powierzchni 47 D?. Wnioskujemy stad,
ze do wyznaczenia stalej Hubble’a musimy wiedzie¢,
jakie jest przesuniecie ku czerwieni odlegtych obiektéw
astronomicznych oraz jaka jest moc emitowanego przez
nie promieniowania.

Pierwsza wielkos$¢ zmierzy¢ jest latwo. Zadanie pomiaru
drugiej spedza sen z powiek pokoleniom astronomow.
By¢ moze, ze juz nie na dlugo. Nagrodzone Nagroda
Nobla z fizyki odkrycie fal grawitacyjnych wytwarzanych
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przez zlewajace sie ukltady podwdéjne czarnych dziur
umozliwito badanie wszechéwiata zupelnie nowymi
metodami [1]. Wyczuwajace bardzo subtelne odksztalcenia
przestrzeni interferometry LIGO i Virgo pozwalaja wykry¢
charakterystyczne ,,éwierkanie”, tj. wzrost czestosci obiegu
czarnych dziur wzgledem siebie, zanim potacza sie one

w jeden obiekt. To z kolei pozwala na stosunkowo doktadne
wyznaczenie parametrow laczacych sie czarnych dziur.

Poniewaz plaszczyzna, w ktérej leza ramiona
interferometru Virgo, ustawiona jest pod katem do ramion
pary interferometréow LIGO, mozna w zasadzie okresli¢
tzw. polaryzacje fal grawitacyjnych, czyli kierunek, w jakim
odksztalca sie przestrzen. Pisze tutaj ,w zasadzie”, gdyz
ten aspekt pomiaru jest jeszcze stosunkowo niedoskonaty

i charakteryzuje si¢ niepewnosciami pomiarowymi rzedu
kilkunastu procent. Nie wolno jednak zapominad, ze

do zestawu duzych interferometréw badajacych fale
grawitacyjne dolaczy w przysztym roku jeszcze jeden

— japonska KAGRA, a w kolejnej dekadzie planowana

jest budowa nowego obserwatorium LIGO w Indiach.
Nalezy sadzi¢, ze te nowe instrumenty pozwola na znacznie
doktadniejsze wyznaczanie polaryzacji fal grawitacyjnych.

Dlaczego jest to takie wazne? Pomiar mas laczacych

sie czarnych dziur oraz polaryzacji wytwarzanych przez
nie fal grawitacyjnych pozwala bowiem na bezposrednie
wyznaczenie odleglosci jasnosciowej D do tych obiektow.

Przeszto poélttora roku temu spolecznosé astronomow
zelektryzowal jeszcze jeden fakt zwigzany z falami
grawitacyjnymi. Detekcja sygnatu GW170817 byta bowiem
stowarzyszona z wykryciem blysku promieniowania gamma
oraz sygnalu optycznego pochodzacych z tego samego
zakatka wszech§wiata. Skoro za$ mozna mierzy¢ sygnat
optyczny zwiazany ze zjawiskami, w ktérych powstaja,

fale grawitacyjne, mozna w szczegdlnosci wyznaczyé na

tej podstawie przesuniecie ku czerwieni.

A wtedy droga do dokladnego wyznaczenia parametru
Hubble’a bedzie juz stosunkowo prosta. Tak uzyskany
pomiar uwolni si¢ od niepewnosci przesladujacych
dotad te badania: koniecznosci konstrukeji i kalibracji
tzw. drabiny odlegloéci kosmicznych w przypadku badania
odleglych supernowych oraz zaleznosci od szczegotow
modelu kosmologicznego przy interpretowaniu wynikow
pomiaréw mikrofalowego promieniowania tta. Nie beda
juz wtedy potrzebne ,$wiece standardowe” — obiekty
astronomiczne o znanej skadinad jasnosci, przydajace
sie do szacowania odlegloéci — ich role przejma taczace
si¢ czarne dziury, nazywane w tym kontekscie ,,syrenami
standardowymi” (upodobanie badaczy czarnych dziur
do metafor akustycznych niewatpliwie bedzie zZrédlem
interesujacej terminologii fizycznej).

Wtedy bedzie mozna powiedzieé, ze fale grawitacyjne,
jakkolwiek fascynujace same w sobie, przydaja sie

do lepszego zrozumienia wszech$wiata. By¢ moze trzeba
bedzie juz wtedy mysleé, jak je opodatkowac.

Krzysztof TURZYNSKI

[1] Holz D. E., Hughes S. A, Schutz B. F., Physics Today 71 (2018) 12,
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Symetria w algebrze
Barttomiej BZDEGA

Niech A = {a,b,¢,d, e}. Rozwazmy funkcje o : A — A, okre$lona nastepujaco:
ola)=d, o(b)=c, o(d)=a, o(e)=h.

Zwr6émy uwage, ze wéréd wartosci funkcji o kazdy element zbioru A wystepuje

dokladnie raz. Odwzorowania o tej wlasnosci bedziemy nazywaé permutacjami

zmiennych. Dzialaja one w naturalny sposéb na wyrazeniach algebraicznych, na
przyklad opisana wyzej o robi to tak:

a’b + b%c + 2d + d*e + €%a

o(c) =e,

—  d’c+ e+ e*a + a’b + bid.

Wyrazenia algebraiczne otrzymane z danego poprzez permutacje zmiennych
bedziemy nazywaé jego symetrycznymi wersjami. Jesli wszystkie symetryczne
wersje sg rowne, to wyrazenie nazywamy symetrycznym. Dla jasnosSci, wyrazenie
ab 4+ bc + ca jest symetryczne, a wyrazenie ab + bc + c¢d + da nie jest. Pojecie
symetrycznos$ci mozna intuicyjnie rozszerzy¢: rownanie jest symetryczne, jesli
kazda jego symetryczna wersja jest mu réwnowazna, podobnie nieréwnosé, uklad
rownan itp.

Przez zapis 7 = (x,y) rozumiemy, ze 7(x) =y, 7(y) = = oraz 7 jest identycznodcia
na wszystkich pozostalych zmiennych. Taka permutacje nazywamy transpozycjg.
Aby sprawdzi¢ symetrycznosé, mozna ograniczy¢ sie do transpozycji jednej
zmiennej ze wszystkimi pozostalymi, czyli przyktadowo dla wyrazenia

ab + be + ¢d + da bytyby to (a,b), (a,c) i (a,d).

Jedli z symetrycznego réwnania lub uktadu réwnan wywnioskujemy jakakolwiek
wlasnos¢ jego niewiadomych, to spelnione sa takze wltasnosci do niej
symetryczne, ktére mozna udowodnié¢ w pelni analogicznie. Takie rozumowanie
stosujemy w zadaniach 1, 3, 51 9.

Wraz z kazdym rozwiazaniem symetryczne réwnanie lub uklad ma rozwiazania
powstale przez jego permutacje. Pojawia sie to w zadaniach 2, 31 7.

Wobec powyzszego w zadaniach z algebraiczna symetria mozemy na poczatku
rozwiazania narzuci¢ pewien porzadek wsréd niewiadomych, gdyz rozwiazania
nieuporzadkowane dostaniemy poprzez permutacje uporzadkowanych. Zabieg ten
mozna przesledzi¢ w zadaniach 4, 6, 7, 8 i 10.

Zadania

uktady réwnan w liczbach rzeczywistych.

r+y+z

Rozwiazaé ponizsze

y?+ 22 =3x—-1 =1

1. 22422 =3y—1 2. 22422 =1
> +y?=32-1 Py +8=1
3=y — 2| yt4 2t =2

3. { yd=|z— 2 4. A at =97
B =z -yl ot 4yt = 27

5. Suma kwadratow dowolnych trzech liczb sposrdod a, b, ¢, d,e > 0 jest réwna
sumie sze$cianéw dwéch pozostatych. Wyznaczy¢ te liczby.

6. Udowodni¢, ze z'(z — y)(z — 2) + ¥y (y — 2)(y — ) + 2'(z —x)(z —y) > 0 dla
x,y,z2 =201t >0 (nieréwno$é¢ Schura).

7. Liczby a, b i ¢ sg naturalne. lloczyn dowolnych dwdoch sposrdd nich daje
reszte 1 z dzielenia przez trzecia. Wyznaczy¢ te liczby.

8. Wyznaczy¢ najwicksza mozliwa warto$é wyrazenia min{a, b, ¢} — max{ab, be, ca}
dla liczb rzeczywistych a, b i c.

9. Liczby rzeczywiste x, y i z spelniaja warunki: |x| < |y — 2|, |y| < |z — 2],
|z| < |z — y|. Dowie$é, ze jedna z nich jest réwna sumie pozostalych.

10. Rozwigzadé réwnanie a® + b? + ¢ = 2abc w liczbach naturalnych.
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