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O twierdzeniu Stonimskiego
Bartosz KLIN*

Przy dzieleniu liczb wielocyfrowych metoda pisemna czesto wykonuje sie
nastepujaca operacje:

Dia takich danych liczb A @ B, ze A > B znajd? takg najwieckszq
cyfred, ze A > d- B.

Zwykle wykonujemy te operacje w pamieci nawet dla sporych liczb.
Czasem jednak, szczegdlnie gdy w liczbie B wystepuje wiele duzych cyfr,
nawet wprawny matematyk moze sie zawahaé¢ przy wyborze wladciwej
cyfry d. Nie jest to moze wielki problem, ale w dawnych czasach, przed
upowszechnieniem maszyn liczacych, kiedy rachmistrze musieli wykonywadé
sporo obliczen na papierze, powodowal pewne uciazliwosci.

6 Juz w XVII wieku szkocki matematyk John Napier,
0% znany nam dzi$ gtéwnie jako odkrywca logarytmow,
[ obmyslit bardzo proste urzadzenie, ktore pozwalato
74 szybko oblicza¢ wszystkie wielokrotnosci podanej

liczby wielocyfrowej przy mnozeniu przez pojedyncze
. 4 cyfry. Z uzyciem kosci Napiera, bo o nich tu mowa,

mozna bardzo sprawnie wykonaé¢ operacje opisang
powyzej.

Kosci Napiera to podtuzne tabliczki, na ktorych
wypisano uktady liczb. Kosci jest 10 rodzajéw, po
jednym dla kazdej cyfry od 0 do 9. Obok wszystkie
rodzaje koéci.

[N SN KNRSN] ~]
NN S SRS ] ]
NN

Kazda ko$¢ ma w gérnym polu wypisang pojedyncza cyfre, a ponizej,

w 9 kolejnych kwadratach, kolejne wielokrotnosci tej cyfry zapisane dwiema
cyframi rozdzielonymi ukosna linia. W jednym zestawie byto zwykle po kilka
kosci kazdego rodzaju.

Powiedzmy, ze chcemy poznaé¢ wynik mnozenia 379 przez 51 8. W tym celu
uktadamy obok siebie kosci odpowiadajace cyfrom 3, 71 9 i odczytujemy
liczby z piatego i 6smego wiersza, dodajac cyfry na ukos jak na rysunku
obok.

Mnozac przez 5, odczytujemy kolejne cyfry wyniku od prawej 5, 4 +5 =9,
3+ 5 = 8 i wreszcie 1, co daje wynik 1895. Czasem w wyniku dodania
dwéch cyfr powstaje przeniesienie i wtedy trzeba doda¢ 1 do sumy cyfr na
nastepnych pozycjach. Przyktadowo, mnozac 379 przez 8, odczytujemy od
prawej cyfry 2, 74+ 6 =13, 4+ 5+ 1 =10 i wreszcie 2+ 1 = 3, co daje

w wyniku 3032.

Kosci Napiera byly catkiem przydatne w mnozeniu i dzieleniu liczb
wielocyfrowych, szczegdlnie dla ludzi, ktérzy mieli problemy z tabliczka
mnozenia, co w dawnych czasach bylo czeste nawet wérdd niezle
wyksztalconych osob. Ich stosowanie nadal wymaga jednak wykonywania
pewnych (co prawda bardzo prostych) obliczen w pamieci: dodawania
pojedynczych cyfr, a czasem zapamietywania przeniesienia. W potowie
XIX w., kiedy w Europie zaczely sie upowszechnia¢ mechaniczne
arytmometry, stato sie jasne, ze dobrze byloby udoskonali¢ ko$ci Napiera
tak, aby wyniki mnozenia mozna byto z nich odczytywaé catkowicie
automatycznie. Autorem jednego z najbardziej pomystowych urzadzen
tego rodzaju byl polski wynalazca, dziadek stawnego poety Antoniego
Slonimskiego (1895-1976).

Chaim Zelig Stonimski (1810-1904), bo o nim tu mowa, pochodzit
z ortodoksyjnej rodziny zydowskiej. Mlodosé spedzit na Bialostocczyznie,
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gdzie odebral staranne wyksztalcenie talmudyczne,

0 2 ’ 9 a jednoczeénie samodzielnie studiowal matematyke,
00+0=00 | 03+0=03 | 07+0=07 | 09+0=09 astronomie i filozofie. Jego zyciowa misja stato sie
Btin | Bt i | Saeieid | 4onteiE popl.llaryZ(.)vvanle naulg w spo.legzno.sm ZydOVYSkIQ}.

Napisal wiele znakomitych ksiazek i artykulow
00+1=01 [ 09+2=11| 21+2=23 | 27+0=27 popularnonaukowych w jezyku hebrajskim, wzbogacajac
00+1=01 12+3=15 | 28+3=31 | 36+0=36 przy tym ten j(&gzyk o wiele terminéw technicznych

—— —— i matematycznych, ktorych w nim wczesniej nie byto.
00+1501 | 1543218 | 35+4%539 | 45+045 YOAIYER, O ) Y
0042202 | 1844222 | 49245247 | 54+0-54 W 1838 r. Stonimski przeniést sie do Warszawy, gdzie
poznal Abrahama Sterna, znanego konstruktora
DOw2S02 | 24326 | BO%GHaS | S0 maszyn liczacych. Wkroétce ozenit sie z jego cérka
00+3=03 | 24+6=30 | 56+7=63 | 72+0=72 Sarag, a po Smierci tescia kontynuowat prace nad jego
P [ PP R —— wynz%laz-kal?u. Zbudowal, miedzy innymi, maszyne do
A " A A mnozenia liczb, oparta na pomystowej modyfikacji
' ' ' ' kosci Napiera. Zilustrujemy teraz jej dzialanie na

O ciggach Fareya pisaliémy w ASS i A?O.
Polecamy tez Ksiege liczb J.H. Conwaya

i R.K. Guya.

Redakcja

przyktadzie. Wypiszmy w tabeli obok rachunki potrzebne
do obliczenia kolejnych wielokrotnosci liczby 379.

W kazdym miejscu tabeli znajduje sie wyrazenie postaci
XX+Y =227
gdzie liczby X X sa wielokrotnosciami cyfr w pierwszym wierszu i nie
zaleza od pozostatych cyfr liczby, ktora rozwazamy. Sa to te same
liczby, ktére widnieja na zwyklych kosciach Napiera. Cyfra Y jest réwna
pierwszej cyfrze liczby ZZ z kolumny po prawej stronie, jak pokazuja
poziome strzalki. (W ostatniej kolumnie po prawej Y = 0.) Wynik, czyli
odpowiednig wielokrotnosc¢ liczby 379, odczytujemy z drugich cyfr liczb ZZ
w odpowiednim wierszu. Przyktadowo, z zaznaczonych cyfr odczytujemy
379 -5 = 1895, 379 - 8 = 3032.

Popatrzmy teraz na kolumny cyfr Y, zaznaczone pionowymi strzatkami.
Mamy tu, patrzac od prawej, ciagi cyfr:

0,0,0,0,0,0,0,0,0

0,1,2,3,4,5,6,7,8

0,1,2,3,3,4,5,6,7

0,0,1,1,1,2,2,3,3
Te ciagi posrednio zaleza od wszystkich cyfr na prawo od aktualnej kolumny,
a wiec potencjalnie trudno przewidzie¢, ktorego z nich trzeba uzy¢ na ktérej
pozycji. Ile takich ciagéw moze sie pojawi¢ przy mnozeniu duzych liczb
przez pojedyncze cyfry? Mozna zauwazy¢, ze pierwsza cyfra w takim ciggu
musi by¢ réwna 0, a kazda nastepna jest réwna lub o jeden wieksza od
poprzedniej. Jednak 9-cyfrowych ciagéw o tej wlasnosci jest az 28 = 256. Czy
kazdy z nich faktycznie moze sie¢ pojawic¢?

Stonimski zauwazyl (i to wlasnie ,twierdzenie” jest do dzi$ opatrzone jego
nazwiskiem), ze 9-cyfrowych ciagéw, ktére rzeczywidcie moga sie pojawié
przy obliczaniu wielokrotnosci liczb wielocyfrowych, jest tylko 28. Dowdd
tego jest calkiem prosty. Uporzadkujmy rosnaco wszystkie nieskracalne

utamki zwykte miedzy 0 a 1, o mianowniku nie wiekszym niz 9:
111112121323415435253745¢67S8

9°877°6°5°9°4°7°3°85°7°9°2°9°7T'5°8°3°74°9°5°6° 789
(Jest to tzw. cigg Fareya rzedu 9; takie ciagi maja wiele ciekawych wlasnosci,
na omdwienie ktérych nie ma tu miejsca.) Takich ulamkéw jest 27, a wiec
dziela one przedzial [0, 1] na 28 kawalkéw. Latwo zauwazyé, ze dla kazdej
liczby rzeczywistej 0 < p < 1 czesci catkowite liczb p, 2p, 3p, ..., 9p zaleza
tylko od tego, w ktorym z tych kawalkow znajduje sie liczba p. Przykladowo,
dla liczby p = 0,379 mamy

3 2
2 <0379 < =,
8 5
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Rozwigzanie zadania F 959.
Na potrzeby oszacowania przyjmijmy
bardzo uproszczony model, w ktérym cala

masa m struny skupiona jest w jej srodku.

Ruch harmoniczny poziomej struny
odbywa sie pod wplywem skladowej
pionowej sily naciaggu. Dla masy
skupionej w srodku struny odpowiada to
jej ruchowi pod dzialaniem pionowej
sprezyny o pewnej wypadkowej statej
sprezystosci k. Czesto$é drgan wynosi

wigc:
fo 1 |k
T oon m’

W stanie réwnowagi sita ciezkosci
réwnowazona jest przez sile naciggu
sprezyny: mg = kx, gdzie x oznacza
wydluzenie sprezyny, czyli w naszym
modelu obnizenie $rodka struny.
Otrzymujemy:

Tr = 79
x 47r2f2'

T~ 10~ %m = 6,6 um.

6,6 -

Rozwigzanie zadania F 960.
O wysokosci dzwieku piszczatki decyduje
jej dlugos$é L. Podstawowa czestosé f
dzwieku odpowiada dtugosci fali A = 4L,
a wigc wynosi f = ;7. Predkod¢ dzwigku
w gazie wynosi

KRT

c= s
o

gdzie k oznacza wykltadnik adiabaty,

© mase¢ molowg gazu, R stalg gazows,

a T temperature w skali Kelwina. Spadek
temperatury od Tp = 293K do Ty = 273 K
spowoduje obnizenie czestosci od fo do

B T\ 2
he (D)

Po podstawieniu wartosci liczbowych
otrzymujemy fi; = 189, 2 Hz.

a wiec:

1<5p<2 bo —<p<

)

R AN

3<8 <4 bo <p< =

2 )
i tak dalej. Caly ciag czesci catkowitych wielokrotnosci p, 2p, 3p, . . .
wyglada w tym przypadku tak:

0,0,1,1,1,2,2,3,3

i tatwo zauwazy¢, ze jest to ten sam ciag, ktéry pojawia sie jako ciag
przeniesien Y w pierwszej kolumnie tabeli wielokrotnosci liczby 379.

| W Ut =

,9p

Liczba 28 jest na tyle niewielka, ze wszystkie mozliwe ciagi mozna
ponumerowaé i umiesdci¢ na 28 kosciach, jak u Napiera, albo — lepiej
— na obracajacym sie cylindrze.

Zauwazmy, ze jezeli podczas obliczania wielokrotnosci liczby wielocyfrowej
znamy numer odpowiedniego (jednego z 28) ciagu cyfr Y oraz aktualnie
rozwazang cyfre, to numer nastepnego ciagu jest jednoznacznie wyznaczony.
W ten sposéb, liczac od prawej do lewej, mozemy kolejno dobiera¢ ciagi
cyfr Y i obliczaé kolejne cyfry wielokrotnosci danej liczby.

Chaim Stonimski, jego urzadzenie do mnozenia i jeden z cylindréw w tym urzgdzeniu

Stonimski skonstruowal proste urzadzenie, ktére pozwala tatwo wykonaé

te operacje (rysunek). Widnieje na nim 11 rzedéw okienek. W pierwszym
rzedzie od dohu uzytkownik, za pomoca pokretel, ustawia cyfry liczby,
ktorej wielokrotnoéci chce poznaé. Nastepnie, poczynajac od prawej strony,
w trzecim rzedzie od dolu w danej kolumnie odczytuje kod (litere, jedna

z 28) ciagu przeniesien. Nastepnie obraca inne pokretto w nastepnej
kolumnie po lewej, az ten sam kod ukaze sie¢ w drugim rzedzie od dohu w tej
kolumnie. Potem odczytuje kod w trzecim rzedzie od dotu i tak dalej, az do
pierwszej kolumny od lewej. Po wykonaniu tych czynnosci w pozostalych
rzedach okienek mozna odczytaé kolejne wielokrotnosci rozwazanej liczby.

Centralnym elementem urzadzenia Stonimskiego sa specjalne cylindry,
na ktérych wypisane sg wszystkie mozliwe ciagi cyfr Y i ktére mozna
odpowiednimi pokrettami obracaé¢ i przesuwaé¢ w gére i w dét wzdluz osi.

W 1844 r. Stonimski zaprezentowal swoje urzadzenie w Berlinie przed
Pruska Kroélewska Akademia Nauk, a rok pdézniej w Petersburgu przed
Cesarska Akademig Nauk, gdzie spotkal sie z bardzo pozytywnym
przyjeciem i otrzymat prestizowa Nagrode Demidowa drugiego stopnia.
Od cara Mikolaja I w uznaniu swoich zastug otrzymat tez honorowe
obywatelstwo, ktére wigzalo sie z prawem zamieszkania poza dzielnica
zydowska.

Poza swoja maszyng mnozaca Chaim Stonimski dokonat kilku innych
ciekawych wynalazkéw. Zmart w Warszawie; jego gréb mozna znalezé na
Cmentarzu Zydowskim przy ul. Okopowe;j.
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1700

Kondracka \
Kopa \

\
Typowe (regularne) poziomice zaznaczone

sg na szaro, a nietypowe (osobliwe) na
kolorowo.

Czytelnik latwo zauwazy, ze na samym
réwniku taki punkt moégtby nie istnieé,
wigc trzeba rozszerzy¢ obszar poszukiwar.

Topologia na Antypodach
Michal MISKIEWICZ*

Mapa obok przedstawia rejon Giewontu i Kopy Kondrackiej. Typowa poziomica
jest albo pusta (np. nie ma zadnych punktéw na wysokosci 2500 m), albo
sktada si¢ z jednej lub wiecej sktadowych, z ktérych kazda jest albo zamknieta,
petla (jak ta wokél Giewontu, 1800 m), albo krzywa o dwdéch konicach na
brzegu mapy (np. te powyzej dolin Malej Laki i Kondratowej, 1600 m). Moze
sie jednak zdarzy¢, ze poziomica jest osobliwa — na wysokoéci 1894 m mamy
izolowany punkt (szczyt Giewontu), a na 1725 m przeciecie w ksztalcie litery X
(Kondracka Przelecz). Sa to jednak pojedyncze przypadki — jak szczyt, przelecz
albo dno kotlta — a wszystkie pozostate poziomice sa regularne.

W matematyce pojecie poziomicy pojawia si¢ w podobnym, nieco ogdlniejszym
kontekscie. Poziomica funkcji f wyznaczona przez warto$é¢ y nazywamy zbior
tych wszystkich argumentéw x, dla ktérych f(x) = y; zbiér ten oznaczamy przez
f~Y(y). W poprzednim akapicie rozwazaliémy funkcje f przyporzadkowujaca
punktowi x na mapie jego wysokosé, ale to tylko jedna z mozliwosci. W ogélnym
przypadku mozna wykazaé¢ (méwi o tym tzw. twierdzenie Sarda), ze prawie
kazda poziomica gladkiej funkcji f jest regularna, a wiec — podobnie jak

w przypadku kartograficznym — osobliwe poziomice sa zjawiskiem nietypowym.

Nie bedziemy tu definiowaé pojecia gtadkosci; obrazowo chodzi o to, ze wykres funkcji f jest gtadki,
w szczegollnosei nie ma uskokéw ani kantéw.

W ramach dalszego $ledzenia poziomic pokazemy teraz, ze na réwniku Ziemi
mozna znalezé¢ dwa punkty antypodyczne lezace na jednej poziomicy. Punkty
antypodyczne to takie, ze tunel wydrazony z jednego z nich na wylot przez
srodek Ziemi wypada w drugim; z dobrym przyblizeniem tak potozone sa
Quito w Ekwadorze (2850 m n.p.m.) i Pekanbaru w Indonezji (12 m n.p.m.).
Jesli w kazdym z tych dwoch miast mamy znajomego, mozemy ich poprosié¢
o udanie sie w podréz na zachdéd w tym samym tempie i informowanie na
biezaco o aktualnej wysoko$ci nad poziomem morza. O ile na poczatku
znajomy z Ekwadoru jest ponad 2 km wyzej, to sytuacja bedzie si¢ szybko
zmienia¢, a po pewnym czasie nasi znajomi zamienia si¢ miejscami i réznica
w raportowanych wysokosciach bedzie taka sama, ale na minusie. Niewatpliwie
gdzie$ po drodze wysokosci musialy sie wyréwnaé — w ten sposob znalezliSmy
punkty antypodyczne na jednej poziomicy.

Powyzszy przyktad jest malo zaskakujacy, bo bez niczyjej pomocy z tatwoscia
znajdziemy zadana pare punktéw na pelnym morzu (wysoko$é 0 m n.p.m.).
Przedstawione rozumowanie jest jednak bardziej uniwersalne i dziata réwnie
dobrze, gdyby zamieni¢ wysoko$é na jakas inng funkcje (Srednia roczna
temperatura, ci$nienie, suma opadéw etc.), byle tylko byla ciagla, bo musimy
wykluczy¢ skoki. Mozemy tez p6jsé krok dalej i chcie¢ poréwnaé dwa parametry
naraz. Pokazemy wiec, ze na powierzchni Ziemi mozna znalezé dwa punkty
antypodyczne o rownej $redniej rocznej temperaturze i ci$nieniu. Wyniknie to

z nastepujacego ogdlnego twierdzenia.

Twierdzenie 1 (Karol Borsuk, Stanistaw Ulam). Niech
§*={(z,y,2) €R®:2” +y* + 27 =1}

bedzie sfera jednostkowa, a f: S? — R? dowolng funkcja ciagla. Wéwcezas istnieje
punkt x € S2, dla ktérego f(x) = f(—x).

Aby zastosowaé powyzsze twierdzenie do naszej sytuacji, powierzchni¢ Ziemi
modelujemy za pomoca sfery, a odpowiednia funkcje f definiujemy poprzez
przyporzadkowanie punktowi x pary liczb wyrazajacych érednig roczna,
temperature i ci$nienie w x. Z twierdzenia otrzymujemy wtedy dwa punkty
x = (z,y,2) i —x = (—x,—y, —z), w ktérych oba te parametry maja te sama
wartos¢. Pozostaje zauwazy¢, ze odpowiada to doktadnie parze punktow
antypodycznych na powierzchni Ziemi.
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Przyjmujac F(x) = f(x) — f(—x), mozna
tatwo wykazaé réwnowaznos§é Twierdzen 1

i2.

(n,0)

Tak moze wygladaé¢ poziomica H~1(0).
Na potrzeby rysunku denka cylindra sa

okregami, a nie sferami.

Dla wygody twierdzenie Borsuka—Ulama pokazemy w nastepujacej wersji:

Twierdzenie 2. Zalézmy, ze funkcja ciagla F: S — R? jest nieparzysta, to
znaczy spelia F(—x) = —F(x) dla kazdego x € S?. Wéwczas F(x) = 0 dla
pewnego x € S? (0 oznacza punkt (0,0)).

Przykladem takiej funkeji jest G(z,y, z) = (z,y), czyli rzut prostopadly

na plaszczyzne xzy. W tym konkretnym przypadku zauwazamy, ze réownosé
G(x) = 0 zachodzi dla dokladnie dwéch punktéw, ktore na cze$é biegunéow
Ziemi oznaczymy n,s. Inny przyklad otrzymamy, jesli wezmiemy dowolny
obrét r: S% — 82 przeksztalcajacy sfere na nia samg i okredlimy funkcje

G, (x) = G(r(x)); wowczas miejsca zerowe to r~!(n), 7~ 1(s). Ale przejdZzmy juz do
ogo6lnego przypadku.

Zarys dowodu Twierdzenia 2. Ograniczymy sie do wykazania tezy twierdzenia
w przypadku, gdy F' jest funkcja nie tylko ciagla, ale tez gtadka. Przypusémy, ze
teza nie zachodzi, czyli F' nie przyjmuje zera; bedziemy dazy¢ do sprzecznosci.

Miedzy F a funkcja G z przykladu wyzej mozna znalezé caly rodzine funkcji

(*) H(x,t) =tF(x) + (1 —t)G(x) dlaxe S? telo,1].
Wstawienie t = 0 w powyzszym wzorze daje na powrdt G, natomiast dla ¢t = 1
otrzymujemy F'. Rodzing t¢ mozemy tez rozumie¢ jako jedna gladka funkcje
H: 5% x[0,1] — R? okre$long na (pustym w $rodku) cylindrze S? x [0, 1],
pokrywajaca sie z G i F' odpowiednio na dolnym (¢ = 0) i gébrnym (¢ = 1) denku.

Zalozymy dodatkowo, ze poziomica H~1(0) jest regularna. Wéwcezas sklada sie
ona ze skonczenie wielu krzywych, zamknigtych lub majacych korice na ktéryms
z denek. Skoro F' nie przyjmuje zera, to H~1(0) nie moze dotykaé¢ gérnego
denka. Wiemy natomiast, ze ma doktadnie dwa punkty wspélne z dolnym
denkiem ((n,0) oraz (s,0)), gdyz na tym denku H pokrywa sie z G. Jak méwi
przystowie, kazdy kij ma dwa korice, a wiec w sktad poziomicy H1(0) moze
wchodzié¢ jedynie jedna niezamknigta krzywa I' C S? x [0, 1], o koticach w (m, 0)
i(s,0).

Przypomnijmy teraz, ze funkcje F' i G sa nieparzyste, a wiec zgodnie

ze wzorem (x) nieparzysta jest takze kazda z rodziny funkcji je laczacych, to
znaczy H(—x,t) = —H(x,t) dla dowolnych x,¢. W konsekwencji poziomica
H~'(0) ma nastepujaca wtasnos$é symetrii: jedli jaki$ punkt (x,t) do niej nalezy,
to punkt (—x,t) réwniez. Te sama wlasno$é ma wiec tez krzywa I'. Opisana
sytuacje trudno jest jednak wiernie oddaé¢ na rysunku, z bardzo prostego
powodu — jest niemozliwa!

Zeby sie o tym przekonaé, ponownie poprosmy o pomoc naszych sprawdzonych
znajomych. Niech obaj podrézuja w tym samym tempie wzdtuz krzywej T,

przy czym jeden niech zacznie z punktu (n,0), a drugi z (s, 0). Ze wzgledu na
symetrie I' w kazdym momencie nasi znajomi beda w punktach postaci (x,t)

i (—x,t), co oznacza, ze nie moga si¢ spotkaé. Z drugiej strony, po pewnym czasie
kazdy z nich dojdzie do przeciwnego konca I', wiec po drodze gdzies musieli sie
minaé. Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi, ze funkcja F musi przyjmowaé zero. [

Wréémy na chwile do przyjetego ad hoc zatozenia o regularnoéci H~1(0)

— jest ono spelnione w typowym przypadku, ale nie zawsze. Czytelnik znajacy
twierdzenie Sarda latwo uzupelni te luke, zamieniajac w dowodzie funkcje G

na G, i odpowiednio H na H, zgodnie ze wzorem (*); mozna bowiem sprawdzié,
ze dla prawie kazdego obrotu r poziomica H, 1(0) jest regularna, co pozwala
przeprowadzié reszte rozumowania bez zmian. Przyjete na poczatku zalozenie

o gladkosci F' tez nietrudno wyrugowac.

Czytelnik obdarzony Szczegdlnie Czujnym Okiem moze zauwazy¢, ze
przedstawione rozumowanie réwnie dobrze stosuje sie do funkcji ciaglych

F: S™ — R” z n~-wymiarowej sfery w n-wymiarowg przestrzen dla dowolnego
n=1,2,3,... W szczegdlnoéci dla n = 1 otrzymujemy nastepujace twierdzenie:
dla kazdej ciaglej funkcji f: S — R, okreslonej na okregu, znajdziemy punkt x,
w ktérym f(x) = f(—x). Zatoczyliémy w ten sposéb pelne kolo i rozwiazali$my
w inny sposéb poczatkowy problem z punktami antypodycznymi na rowniku.
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* Wydzial Matematyki, Informatyki
i Ekonometrii, Uniwersytet Zielonogérski

Niestety, w ,,matematyce szkolnej”

. (T n! . .
réwnosé (k) = Hn=m)! czesto podaje
si¢ jako definicje symbolu Newtona,

a dopiero pézniej przedstawia jej
interpretacje kombinatoryczng.

Dla kazdego z dziatan @ i ® ich wynik
nie zalezy od kolejnosci argumentéw
(symetria) oraz kolejnosci ich
wykonywania (lacznosé¢). Dodanie reszty 0
oraz pomnozenie przez reszte 1 nic nie
zmienia, a dla kazdej reszty niezerowej
istnieje reszta do niej przeciwna i reszta
do niej odwrotna. Ponadto, resztowe
mnozenie jest rozdzielne wzgledem
resztowego dodawania.

Istniejg ciala, ktérych liczba elementéw
jest potega liczby pierwszej, ale ich
konstrukcja jest nieco bardziej
skomplikowana. Warto jednak zaznaczy¢,
ze dla zadanej liczby ¢ = p¥ istnieje
doktadnie jedno cialo g-elementowe,

z dokladnoscig do izomorfizmu, czyli
,nhazewnictwa” elementéw. Podobnie jest
dla n-wymiarowych przestrzeni liniowych
nad zadanym cialem skonczonym. Zawsze
maja one q" = p*" wektoréw i sa
izomorficzne.

b
B,

Ile jest podprzestrzeni?
Zofia MIECHOWICZ*, Tomasz BARTNICKI*

Jaka jest liczba réznych k-elementowych podzbioréw zbioru n-elementowego?
Jest to jedno z pierwszych pytan, ktore zadajemy sobie, zaczynajac zajmowac sie
elementarna kombinatoryka. Wkrétce dowiadujemy sie, ze liczbe te oznacza

sie przez (Z) (symbol Newtona), a nastepnie poznajemy rézne metody jej
wyznaczania.

Wyjsciowe pytanie o liczbe podzbioréw przeniesiemy na nieco wyzszy poziom
abstrakcji, zmieniajac w nim kilka poje¢. Stowo zbidr zamienimy na przestrzen
liniowa nad ciatem skoriczonym, podzbior na podprzestrzen. Zamiast mocy zbioru
(w tym przypadku liczby elementéw) bedziemy rozwazaé wymiar przestrzeni.
Mozemy teraz zadaé¢ analogiczne pytanie w $wiecie przestrzeni liniowych.

Jaka jest liczba rozZnych k-wymiarowych podprzestrzeni liniowych przestrzeni
n-wymiarowej nad q-elementowym cialem? Zanim poznamy odpowiedZ na to
pytanie, przyblizymy pojecia, ktérych ono dotyczy.

Rozwazmy zbidér reszt z dzielenia przez liczbe pierwsza p z dodawaniem

i mnozeniem modulo p. Dla przyktadu, przy p =11 mamy 78 =4 oraz 4 ©®5 = 9.
Dziatania te maja, przedstawione na marginesie, naturalne wlasnosci, dzieki
czemu zaprezentowana strukture mozemy nazywaé cialem (ktére, rzecz jasna,
jest skoriczone). Przedstawiony sposéb nie jest jedynym, w jaki mozna otrzymaé
skoriczone ciato — na potrzeby naszych rozwazan istotny jest jednak tylko fakt,
ze takie struktury istnieja.

Niech F bedzie cialem skoriczonym. Rozwazmy zbiér wszystkich n-elementowych
ciaggow liczb z F, czyli F™. Takie ciaggi mozna w naturalny sposéb dodawaé

i mnozy¢ przez liczby z F, na przyklad (wracajac do opisanego wczesniej ciala
reszt z dzielenia przez 11 oraz biorac n = 2) mamy (7, 3) + (8,10) = (4, 2)

oraz 5 - (7,3) = (2,4). Dzialania te sa ,porzadne”, to znaczy spelniaja prawa
tacznodci, przemiennosci i rozdzielnosci. Sprawia to, ze F™" mozemy traktowac
jako przestrzen liniowg nad ciatem [F; jej elementy bedziemy nazywaé wektorami.

Niektore podzbiory F™ sa bardzo szczegdlne i nie mozna z nich ,uciec”, dodajac
dowolne dwa ich elementy oraz mnozac je przez liczbe z F. Takie zbiory
nazywamy podprzestrzeniami wyjsciowe]j przestrzeni — nazwa jest bardzo
naturalna, gdyz podprzestrzenie same w sobie moga by¢ traktowane jako
przestrzenie liniowe nad rozwazanym cialem. Przykladem jest zbiér ciagéw
statych. Nieco ogdlniej, wystarczy wzia¢ dowolny wektor v z naszej przestrzeni
i rozpatrzec zbior jego wielokrotnosci, tzn. wektoréw postaci a - v dla a € F.
Podprzestrzenie tej postaci nazywamy jednowymiarowymsi. Jak mozemy
zwiekszy¢ ich wymiar? Wystarczy znalez¢ wektor w spoza tej podprzestrzeni

i rozwazy¢ zbi6r wektoréw postaci a - v + b - w (sa to kombinacje liniowe wektoréw
v iw) — to tez bedzie podprzestrzen, juz dwuwymiarowa. Ogdlnie, podprzestrzen
k-wymiarowa sklada si¢ z kombinacji liniowych uktadu k& wektoréw o tej
wlasnosci, ze zaden z nich nie jest kombinacja liniowa pozostatych (o takim
ukladzie méwimy, ze jest liniowo niezalezny).

Mozemy juz przejs¢ do wyjsciowego pytania. Przestrzen F” sklada sie z ¢"
wektoréw (gdzie g to liczba elementéw ). Cheemy wyznaczyé liczbe jej réznych
k-wymiarowych podprzestrzeni liniowych. Bedziemy ja oznaczaé przez (Z)q

Do opisania podprzestrzeni k-wymiarowej wystarczy wskazaé k liniowo
niezaleznych wektoréw vy, ..., v z tej przestrzeni. Poniewaz poruszamy sie

po przestrzeni nad cialem skonczonym, to wyznaczenie liczby takich k-tek
sprowadza sie do prostego przeliczenia. Wybierzmy najpierw wektor v;. Jedyne,
0 co musimy sie zatroszczy¢, to zeby byl on rézny od wektora zerowego. Ze
wszystkich g™ wektoréw, ktére sa dostepne, musimy wykluczyé tylko ten jeden.
Wektor v; mozemy zatem wybra¢ na ¢" — 1 sposobéw.

Na wektor vo mamy juz odrobine mniej kandydatéw. Nie moze on nalezeé¢ do
podprzestrzeni rozpinanej przez wektor v;. Elementéw tej podprzestrzeni jest
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Donald Ervin Knuth (ur. 10 stycznia
1938 r.) — amerykariski matematyk

i informatyk. Jeden z pionieréw
informatyki, jest znany m.in.

z wielotomowego dzieta Sztuka
programowania. Jest tez autorem
systemu sktadu drukarskiego TEX.

Operacje elementarne to: dodawanie
wierszy, mnozenie wiersza przez
niezerowy skalar oraz zamiana
kolejnosci wierszy.

Zredukowana posta¢ schodkowa ma

nastepujace cechy:

e pierwszy niezerowy element od lewej
w kazdym wierszu to 1 (te jedynke
bedziemy nazywaé¢ wiodaca),

e wszystkie pozostale elementy
w kolumnie, w ktérej jest jedynka
wiodaca, to zera,

e w kazdym wierszu jedynka wiodaca
pojawia sie na prawo od jedynki
wiodacej w poprzednim wierszu.

tyle, na ile sposobéw mozemy pomnozy¢ ten wektor przez element ciala F' (tych
elementéw jest ¢). Wektor vy wybieramy zatem na ¢ — ¢ sposobdéw.

Wektor vs nie moze naleze¢ do podprzestrzeni rozpietej przez oba wcezedniej
wybrane. Wykluczamy wiec doktadnie ¢? wektoréw.

Jezeli wybraliSmy juz | wektoréw, to kolejny nie moze by¢ kombinacja liniowa
poprzednich, w zwiazku z czym mamy juz tylko ¢" — ¢' mozliwoéci. Réznych k-tek
wektoréw niezaleznych mamy wiec

(@" = 1)(@"—q)(@" —¢*) - (¢" =" ).

Oczywiscie, niektére uktady wektoréw generuja te same podprzestrzenie, nas
interesuja te generujace rozne. Kazda podprzestrzen wymiaru k mozemy uzyskaé
na tyle sposobdw, ile réznych k-tek wektoréw niezaleznych w niej znajdziemy.
Wiemy dokladnie, ile jest takich k-tek (przed chwila wlasénie to policzylismy!):

(@~ D" — )" — ) (¢" — ).

Zatem ostatecznie szukana przez nas liczba wyraza sie nastepujaco:

(”) _ (" =1(q" - 9)--(¢" =" _ (" = 1)(q" L = 1) (g™ F L —1)
K (¢* =" —q)---(¢" =" ) (" =D =1 (¢g=1)

Wzér ten nie jest nowy, a dobér oznaczenia nie jest przypadkowy. Formuta ta
nazywana jest wspolczynnikiem dwumianowym Gaussa, a pierwszy raz zostala
uzyta przez tego stynnego matematyka do znalezienia wzoru na tak zwane sumy
Gaussa. Ale czy ma ona, oprocz nazwy, jaki$ blizszy zwiazek ze wspolczynnikiem
dwumianowym Newtona? Przyjrzyjmy sie blizej. Przypomnijmy, ze zachodzi
algebraiczna réwnosé ¢°* — 1= (¢ —1) Ef;& ¢', w zwiazku z czym powyzszy
utamek mozna ,skrécié” przez (¢ — 1), otrzymujac

n—2 n—k
<7’L> :Zz Oq Zz 09" : Zz 0 4
k q Zz oq ZL ()q‘ 'Zi:()q

Jezeli zatem potraktujemy (Z)q jak funkcje zmiennej rzeczywistej ¢, dostaniemy

(%)

(2)1 = (Z) Widzimy wiec wyraznie, ze co$ jest na rzeczy. Tylko, ze po
analitycznym podejsciu do sprawy trudno nam powiedzie¢ co$ oprdcz tego, iz
zalezno$¢ (ktorej zreszta sie spodziewaliSmy) istnieje. A gdybys$my chcieli poczué
jej istote? Zrozumieé¢ charakter? W tym celu musimy si¢ udaé¢ po pomoc do
Donalda Knutha, ktéry podszedt do sprawy z zupelnie innej strony.

Sprobujmy jeszcze raz zliczy¢ podprzestrzenie wymiaru k, tym razem innym
sposobem. Po pierwsze, umiesémy wektory vq,..., v, w macierzy, jako jej wiersze.
Taka macierz mozemy, poprzez elementarne operacje na wierszach, sprowadzic¢
do tak zwanej zredukowanej postaci schodkowej

U1 O...l 0% 0%
elementarne 0...00...01 %x+--%x0%---x%

. operacje na wierszach

Vs 0...00...000...0 1%

Mozna udowodnié, ze jezeli wiersze dwdch takich macierzy generuja te sama
przestrzen, to macierze te sa réwne. Zliczenie wszystkich interesujacych nas
podprzestrzeni sprowadza si¢ wiec do policzenia, ile jest réznych zredukowanych
macierzy schodkowych. Zeby je policzy¢, sprobujmy usunaé z takiej macierzy
wszystko, co ,zbedne”. Z pewno$cia zbedne sa wszystkie zera, na lewo od
jedynek wiodacych. Mozemy je wiec bezkarnie usunaé¢. Kolumny zawierajace
wiodace jedynki rowniez nie beda mialy dla nas znaczenia, wiec je tez usunmy
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Otrzymalidémy macierz zawierajaca

* | %k
puste pola oraz pewne liczby. Tak k .
naprawde nie interesuje nas, jakie to

sg liczby, wiec mozemy kazda z nich *|*
zastapi¢ gwiazdka. n—k

Czyli mamy diagram o wymiarach k na n — k.
Oznaczmy pojedynczy diagram przez A, a liczbe
gwiazdek w nim przez |\|. Zauwazmy, ze z diagramu \
mozemy ,odzyska¢” posta¢ macierzy, z ktérej powstal.
Kolumny z jedynkami wiodacymi wstawiamy w sposéb
jednoznaczny, podobnie jak zera po ich lewej stronie.
Natomiast gwiazdki mozemy zastapi¢ elementami
ciala F' na wszystkie mozliwe sposoby, ktérych jest
dokladnie ¢

01 %« 00 x =

00 1 *
0 0/0 * |k
dowolnie

I tak oto dochodzimy do wniosku, ze réznych
zredukowanych macierzy schodkowych, a wigc réwniez
podprzestrzeni k-wymiarowych przestrzeni n-wymiarowej

jest:
n
_ [Al
(k) - M
4 ACkx(n—k)

()
gdzie zapis A C k x (n — k) oznacza, ze diagram A

»miesci” si¢ w macierzy o k wierszach i n — k kolumnach.

7 powyzszej formuly widaé ponadto, ze (Z)q wyraza
sie zawsze jako wielomian stopnia (n — k)k zmiennej ¢
o catkowitych dodatnich wspotczynnikach. To nie
bylo od razu widoczne z formuly (%), gdyz na pozér

Zagniezdzone pierwiastki

* Wydzial Matematyki i Fizyki
Stosowanej, Politechnika Rzeszowska

nie wydaje sie, aby wystepujacy tam utamek moégt
zostaé¢ skrécony. Warto réwniez podkreslié, ze réwnosé
pomiedzy prawymi stronami réwnan (x) i («*) zachodzi
dla dowolnej liczby rzeczywistej ¢; na mocy naszych
rozwazan jest bowiem prawdziwa dla dowolnego ¢
bedacego licznoscia pewnego ciata skonczonego

(w szczegdlnosei dla liczb pierwszych), a jesli funkcje
wymierne (tzn. ilorazy wielomianéw) przyjmuja te same
wartosci dla nieskonczenie wielu argumentow, to sa
rowne wszedzie tam, gdzie sa okreslone.

Pozostalo nam jeszcze policzyé, ile jest réznych
diagraméw o |\ gwiazdkach. Jezeli przyjrzymy sie
doktadnie pojedynczemu diagramowi i obrécimy go

0 90°, to zobaczymy, ze w istocie jest on tym samym,
co tak zwany diagram Ferrersa (znany matematykom od
dawna i dokladnie zbadany).

Diagramy Ferrersa reprezentujg podzialy liczby naturalnej na
skoniczona liczbe dodatnich sktadnikéw, przy czym ich kolejnosé jest

nieistotna. Zliczanie takich diagraméw jest réwnowazne zliczaniu
réznych podziatéw.

Fatwo policzyé, ile jest takich k

diagramow. Mozemy kazdy z nich
utozsamic¢ z linia tamana stanowiaca

jego prawostronny obrys (na rysunku
diagram Ferrersa dla n =71k = 3). *
Zeby otrzymaé taka linie, zlozona

z n kresek, musimy wybra¢ doktadnie

k miejsc, na ktoérych postawimy kreski poziome,

a mozemy to zrobi¢ na (2) sposobdw. Dzieki temu, ze
policzylidmy, ile jest réznych diagraméw o mocy |A|,
mozemy ponownie stwierdzi¢ shuszno$é interesujacej
nas zaleznoéci; wystarczy zauwazy¢, ze dla ¢ = 1 prawa
strona (xx) jest liczba wszystkich mozliwych diagraméw
Ferrersa, czyli wynosi (}).

Jarostaw GORNICKI*

W 1911 roku Srinivasa Ramanujan (1887-1920) zaproponowal czytelnikom
Journal of the Indian Mathematical Society (JIMS 3 (1911), Question 289, p. 90)
wyznaczenie wartosci:

(a) \/1+2\/1+3\/1+4\ﬁ, (b) \/6+2\/7+3\/W.

Poniewaz pytania te w 1911 r. nie doczekaly sie odpowiedzi, wiec Ramanujan
podal je w kolejnym tomie JIMS 4 (1912), p. 226. Zadania Ramanujana mozna
rozwiaza¢ prosto i elegancko.

a) Zauwazmy, ze
(a) '

nn+2)=ny1+m+1)(n+3), n=12,....
Niech f(n) = n(n + 2), wtedy

f)=ny/1+fn+1)=n/1+n+1)f(n+2)=...,

zatem

O innych wzorach Ramanujana pisaliSmy
w Al

n(n+2):n\/1+(n+1)\/1+(n+2)\/1+---.



Przyjmujac n = 1, mamy odpowiedz,

(b) Dziala podobny trick: n(n + 3) = n+/(n +5) +

\/1+2\/1+3\/1+4\/ﬁ—

(n+ 1)(n +4). Niech

f(n) =n(n+ 3), woéwczas

f(n)=ny/(n+5)+ f(n+1) =

wiec

Competition.

=/ +5) + (n+ )V +6) + Fn+2) =

n(n+3)zn\/(n+5)+(n+1)\/(n+6)+(n+2) (n+7)+

Przyjmujac n = 1, otrzymujemy

\/6+2\/7+3\/8+4\/9+"'—4.l

Przypadek (a) stal si¢ trescia zadania 578 w ,Klubie 44” (Delta 3/2009), a jego
,sitowe” rozwiazanie jest w Delcie 7/2009, patrz tez Delta 2/2010. Wezeéniej,
w 1966 r., pojawil sie on jako zadanie podczas The William Lowell Putnam

Oczywiscie Ramanujan wiedzial wiecej, np. odkryl wzér

(%) x+n+a:\/ax+(n+a)2+x\/a(x+n)+(n+a)2+(w+n)ﬁ,

gdzie x, n, a sa liczbami nieujemnymi.

Dowdd. Poniewaz

z+n+a=+ar+ n+a)?+z(z+2n+a),

wige przyjmujac f(z) = x + n + a, otrzymujemy

f@)=Var+(n+a?+az- flx+n)=

:\/ax+(n+

a)2+zv/a(lx+n)+(n+a)2+(z+n)-

flx+2n)=...

i w konsekwencji réwnosé (). m

Przyjmujac w tozsamosci (*):

(i) z=2,n=1,a=0, otrzymamy rozwiazanie
przypadku (a),

(i) =2,n=1, a =1, otrzymamy rozwiazanie
przypadku (b),

(ili) =y >0,n =0, a =1, mamy

\/1+y+y\/1+y+y\/1+y+...:1+y7

w szczegblnosei dla y = 1,

\/2+\/2+\/ﬁ:

0, n = a =0, mamy

(iv) 2=y >

w szczegolnosei dla y = 2,

2/2V/2vV2... =V2-V2- V2. =
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(v) z=y>0,n=1,a=0, mamy

\/1+y\/1+(1+y)\/1+(2+y)\/1+...1+y7

w szczegdlnosei dla y = 1,

\/1+\/1+2\/1+3«/ﬁ_

(vi) z=2,n=0,a=+1+y— 1, mamy

\/y+2\/ +2/y+ 2y +...=1++/1+y, gdziey >

Vi+dy -1
2

Vi+dy+1
\/y+\/y+\/y+\/y+...:2y, dla y > 0.

Takich wzoréw-schematéw Ramanujan podal bardzo,
bardzo duzo. Moze niektore z nich warto poznaé

i zrozumieé¢, cho¢ Ramanujan nie widziat potrzeby ich
uzasadniania, po prostu wiedzial, ze sg prawdziwe!

(vii) t=1,n=0,a= , mamy




* student, Uniwersytet Jagiellonski

O ortocentrach i parabolach, a zwtaszcza
o twierdzeniu odwrotnym Steinera

Piotr PIKUL*

W Delcie 11/2017 zostal przedstawiony (bez
dowodu) fakt, ze dla czterech dowolnych
prostych (tak dowolnych, ze sa parami
nierownolegle i zadne trzy nie maja punktu
wspdlnego) ortocentra wyznaczonych przez

nie czterech trojkatéw leza na jednej prostej,

a okregi opisane na tych trojkatach maja punkt
wspoélny. Ponadto parabola, ktérej kierownica
jest prosta zawierajaca ortocentra, a ogniskiem
punkt wspolny okregdéw opisanych jest styczna
do czterech wyjéciowych prostych (rys. 1).

Z przyczyn dla mnie samego niejasnych ta

Rys. 1

Rys. 2. Punkty P1, P2, P3 to odbicia
punktu P wzgledem prostych AB, BC
i CA. Punkt H to ortocentrum tréjkata
ABC.

Brakuje tutaj czwartego twierdzenia —
,odwrotnego do dualnego”, ktére nie
bedzie nam potrzebne. Jego
sformutowanie (i udowodnienie)
pozostawiamy Czytelnikowi.

ciekawostka spowodowala, ze — chyba pierwszy
raz od matury — pochylitem sie nad planimetria.
W dalszej czesci mozna sie zapoznaé z dowodem,
ktorym zaowocowaly moje rozwazania.
Skorzystamy w nim z nastepujacych twierdzen,
ktore same w sobie sg calkiem interesujace:

Twierdzenie 1 (Steiner). Jesli punkt P lezy na okregu opisanym na
trojkgcie ABC, to odbicia symetryczne punktu P wzgledem prostych AB, BC
i AC' lezqg na jednej prostej, przechodzqceej przez ortocentrum tréjkgta ABC
(rys. 2). Prosta te nazywamy prosta Steinera punktu P w tréjkacie ABC.

Dowdd tego twierdzenia zostal oméwiony na lamach Delty w listopadzie
2016 roku. Na potrzeby dalszych rozwazan bardziej bedzie nam potrzebne
twierdzenie odwrotne.

Twierdzenie 2. Dany jest tréojkgt ABC i punkt P. Jesli obrazy punktu P
w symetriach wzgledem bokow tréjkgta ABC' lezq na jednej prostej,

wtedy punkt P lezy na okregu opisanym na tréjkgeie ABC. Ponadto
prosta zawierajgca odbicia symetryczne punktu P, zawiera ortocentrum
trojkgta ABC'.

Kolejna wariacje na temat twierdzenia Steinera pozwoleg sobie nazwac
twierdzeniem dualnym, poniewaz zamienia ono niejako role prostych
i punktéw.

Twierdzenie 3. Dany jest tréjkgt ABC i prosta p przechodzgca przez
ortocentrum tréjkgta ABC. Wtedy odbicia p wzgledem bokow tréjkata
przecinajq sie w jednym punkcie, lezgcym na okregu opisanym na
trojkgcie ABC.

Zanim przejdziemy do dowodéw powyzszych twierdzen, przyjrzyjmy sig, jak
z ich pomoca mozna udowodnié¢ wyjsciowy problem czterech prostych.

Niech a, b, ¢, d beda czterema danymi prostymi. Niech D oznacza ortocentrum
trojkata abe, a C' oznacza ortocentrum tréjkata abd. Na mocy Twierdzenia 3
odbicia prostej C'D wzgledem prostych a, b i ¢ przecinaja sie¢ w pewnym
punkcie okregu opisanego na trojkacie abc, a jej odbicia wzgledem prostych

a, bid réwniez maja wspélny punkt, lezacy na okregu opisanym na

tréjkacie abd. Musi to by¢ ten sam punkt. Nazwijmy go P.

Odbicia punktu P wzgledem prostych a, b, ¢ i d leza na prostej C'D, wiec
(na mocy Twierdzenia 2) punkt ten lezy na okregach opisanych na kazdym
z trojkatow abe, bed, abd i acd, a prosta C'D zawiera ortocentra wszystkich
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Zaprezentowane rozumowanie moze
wydawad sie zalezne od przedstawionej na
rysunku konfiguracji punktéw.
Wykorzystywane réwnoéci sg jednak
prawdziwe nawet jesdli uznamy, ze dotycza
katéw skierowanych, co uwalnia nas od
potrzeby rozwazania przypadkéw.

tych trojkatéw. Zwiazek wspdtliniowosci ortocentrow ze wspolnym punktem
okregéw opisanych, ktory zostal wspomniany w wyjéciowym artykule jako
podejrzenie/wskazéwka, jest wyraznie widoczny.

Teraz nalezy jeszcze wykazac, ze parabola wyznaczona przez ognisko P
i kierownice C'D jest styczna do prostych a, b, ¢ i d. Skorzystamy tu

z nastepujacego faktu, ktérego uzasadnienie mozna znalezé w Deltoidzie
6/2018:

Lemat 1 (charakteryzacja stycznych do paraboli). Prosta jest styczna do
paraboli o ognisku F' i kierownicy [ wtedy i tylko wtedy, gdy jest symetralng
pewnego odcinka lgczqgcego F z punktem na f.

Poniewaz wiemy, ze odbicia symetryczne P wzgledem prostych a, b, ¢ i d leza
na C'D, natychmiast otrzymujemy, ze a, b, ¢ i d sa styczne do interesujacej nas
paraboli. Koniczy to dowdd przytoczonego na wstepie faktu. O

Przedstawione rozumowanie pokazuje w dodatku, ze punkt okregu opisanego
i jego prosta Steinera wyznaczaja parabole styczna do prostych zawierajacych
boki trojkata. Mozna si¢ zastanowié, czy jest to jednoznaczna charakteryzacja
wszystkich takich parabol. Tutaj nie bedziemy tego rozwazac.

Teraz pozostaje juz tylko udowodni¢ twierdzenia 2 i 3. Zaczniemy od dowodu
twierdzenia odwrotnego.

Niech X, Y i Z beda odbiciami punktu P wzgledem prostych, kolejno BC,
AC i AB. Jedli X, Y i Z nie sg parami rézne, punkt P musi pokrywaé sie
z jednym z wierzchotkéw tréjkata (wiec, oczywiscie, lezy na okregu opisanym).
Podobnie jest w przypadku, gdy P lezy na prostej XY Z. Powinno si¢ to sta¢
jasne, jesli zauwazymy, ze trojkat ABC jest wyznaczony przez symetralne
odcinkow PX, PY i PZ. Bez straty ogdlnoéci mozemy przyjaé, ze punkt Y
lezy pomiedzy X i Z. Dowdd sprowadza sie do przeliczen na katach. Na
poczatku zauwazamy nastepujace rownosci:
xCXY =xXYC, xAYZ =xYZA, <<xAPC = xCYA,

¥xPCB = «BCX, %xBAP=xZAB,

¥ XYC + «CYA+ xAY Z = 180°.
Analizujac tréjkat wyznaczony przez proste AB, BC'i X Z, otrzymujemy:

180° = xCBA + (180° — ¥xBCX — xCXY) + (180° — xYZA — xZAB).
Podstawiajac poprzednie réwnoéci, otrzymujemy:
180° = xCBA + 180° — xPCB + xAPC — <xBAP,

zatem ¥ PCB + xBAP = xCBA + xAPC. Ostatnia réwnosé¢ oznacza, ze
czworokat BAPC jest wpisany w okrag, czyli to, co nalezalo wykazaé. Dzieki
podstawowemu twierdzeniu Steinera prosta zawierajaca odbicia symetryczne
pewnego punktu z okregu opisanego wzgledem bokéw trojkata przechodzi
przez ortocentrum. ]

Na zakonczenie udowodnimy twierdzenie dualne.

Odbicia symetryczne prostej przechodzacej przez ortocentrum maja punkty
wspOlne z okregiem opisanym (np. odbicia ortocentrum). Zauwazmy, ze jesli
obraz jest styczna, musi by¢ réwnolegly do boku tréjkata, a tym samym do
wyjsciowej prostej. Ta zas moze byé¢ réwnolegla do co najwyzej jednego boku
tréjkata, wiec przynajmniej dwa jej odbicia nie sa stycznymi.

Wiemy zatem, ze pewien obraz wyjsciowej prostej ma drugi punkt wspdlny
z okregiem. Oznaczmy ten punkt przez P. Prosta Steinera punktu P musi
by¢ wyjsciowa prosta, poniewaz ma z nig co najmniej dwa punkty wspolne
(ortocentrum i pewne odbicie P).

To konczy dowodd, poniewaz kazdy punkt okregu opisanego lezy na odbiciu
symetrycznym swojej prostej Steinera wzgledem dowolnego boku trojkata. [

Milo jest czasem powroécié do geometrii.
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Starva Delta

Przytaczamy tu artykul sprzed ponad
30 lat (Agﬁ, by pokazaé¢ m.in., jak
powstawaly w ramach tzw. badan
podstawowych idee uwolnienia
komunikacji drogowej od ropy naftowej,
ktére dzi§ zaczynajg zblizac sie do
faktycznego wdrozenia.

Redakcja

Zwiazki stechiometryczne to takie, ktoére
podlegaja prawom: staltosci sktadu (prawo
Daltona) i statych stosunkéw (prawo
Prousta). W artykule jest takze mowa

o zwigzkach niestachiometrycznych, tj.
niepodlegajacych tym prawom, takich,
ktorych sktad moze si¢ zmieniaé. Prostym
przykladem takiego zwigzku jest
wystepujacy w przyrodzie mineral —
tlenek tytanu TiO1 71,8 (gdyby
obowiazywalo prawo stosunkéw statych,
jego sktad nalezaloby wyrazié

wzorem TiO3).

Wodorki metali Bogdan BARANOWSKI

7 przysztosciowych nosnikéw energii wodor wydaje si¢ by¢ jednym z najbardziej
obiecujacych. Synteza wody z wodoru i tlenu jest reakcja wysoce energetyczna,
wykorzystywana zreszta wspdlczeénie do napedu niektorych rakiet. Inna

zaleta wodoru jako paliwa jest nieszkodliwo$é produktu spalania (wody) dla
otoczenia oraz latwa dostepnos$é¢ naturalnych zasobéw wody jako zrédla jego
otrzymywania. Powstaje przy tym problem magazynowania i transportu wodoru.

Wodorki metali w technologii wodorowej

Kontakt wielu metali z gazowym wodorem prowadzi do powstania polaczen
zwanych wodorkami metali. Reakcje taka mozemy zapisaé¢ schematycznie
wzorem

(%)
gdzie Me symbolizuje atom reagujacego metalu, Hy czasteczke gazowego
wodoru, z i y oznaczaja wspélczynniki stechiometryczne, czyli ilodci czasteczek
bioracych udzial w elementarnej reakcji. Strzatki oznaczaja mozliwo$é
prowadzenia powyzszej reakcji w obu kierunkach. Inaczej méwiac — gazowy
wodér mozemy zwiazaé¢ chemicznie z metalem, ale i odwrotnie — z wodorku
metalu mozemy otrzymaé gazowy wodor i czysty metal. Tworzenie lub rozktad
wodorku metalu zalezy od temperatury oraz cisnienia gazowego wodoru.
Obukierunkowos¢ reakcji (*) jest podstawa do wykorzystywania wodorkéw
metali do magazynowania i przenoszenia wodoru. Sposéb taki ma w poréwnaniu
z tradycyjnymi metodami, tj. butlami stalowymi z gazowym wodorem czy
zbiornikami z cieklym wodorem, szereg zalet. Po pierwsze, na jednostke
objetosci przypada w wodorkach metali duzo wieksza iloé¢ wodoru, niz ma to
miejsce nawet w cieklym stanie tego pierwiastka. I tak ciekly wodor zawiera

w normalnym ciénieniu okoto 0,07 g w cm?, natomiast wodorek o sktadzie
TiFeH; 93 az 5,5 g w tej samej objetosci, a wiec okolo 80 razy wiecej. Ponadto
przechowywanie i przenoszenie wodoru w formie wodorkéw metalicznych jest
duzo bezpieczniejsze.

xMe + yH2 = Mengy,

Niewatpliwym ograniczeniem jest natomiast duzy ciezar metalu pochtaniajacego
wodér. Wymieniony wyzej wodorek tytanowo-zelazawy zawiera wagowo

jedynie 1,8% wodoru. Niemniej jednak ten wlasnie wodorek stuzy za podstawe
opracowywanych juz technologii wykorzystywania wodoru do napedu
samochodéw. Nie wymaga to zmian konstrukcyjnych w silniku. Zasadnicza
modyfikacja jest zastgpienie gaznika urzadzeniem mieszajacym wodor

z powietrzem. Jedna ze znanych firm samochodowych, przygotowanych do
przejscia na naped wodorowy, jest Mercedes-Benz z RFN. Druga juz generacja
tych rozwiazan oparta jest o kombinowany naped benzynowo-wodorowy. Przy
malych mocach i szybkosciach, stosowanych w ruchu miejskim, silnik pracuje na
czystym wodorze. Jest to wtedy zwiazane z minimalnym zanieczyszczeniem
srodowiska, poniewaz prawie wytacznym produktem pracy takiego silnika

jest para wodna. W miare wzrostu mocy, a wiec i wickszych szybkosci ruchu,
wzbogaca sie stopniowo mieszanke wybuchowa w benzyne, aby ostatecznie
przejsé na nia catkowicie w czasie jazdy na drogach szybkiego ruchu. Ten
kombinowany naped daje przede wszystkim wigkszy zasieg tankowania wodorem,
ktory przy braku benzyny nie przekraczal 300 km. ,,Wodorowy” samochéd
wymaga dodatkowego obciazenia metalicznym stopem pochlaniajacym i
wydzielajacym wodoér. Jest to objetosciowo niewielki element o wadze okoto

200 kg. Przy obecnych (rok 1987 — red.) niskich cenach ropy naftowej na rynkach
Swiatowych wprowadzenie napedu wodorowego nie jest realne, zwlaszcza na
wigksza skale. Niemniej Mercedes-Benz jest przygotowany do wprowadzenia
paliwa wodorowego w samochodach, jezeli bedzie to ekonomicznie uzasadnione.

Naped w pojazdach mechanicznych jest jednym z wielu mozliwych zastosowan
wodorkéw metalicznych w tzw. technologii wodorowej. Optymisci utrzymuja,

ze potencjalnych zastosowan jest ponad dwadziescia. Wspomnijmy tutaj

o jednym z nich, rozwazanym juz obecnie na wigksza skale. Mianowicie, wodorki
metaliczne moga byé wykorzystane do magazynowania wodoru, otrzymywanego
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np. na drodze elektrolizy wody w elektrowniach w czasie
matego obciazenia. Rozwazane sa juz obecnie projekty
budowy wielotonowych zasobnikéw metalicznych

do takich wlasnie celéw. Innym atrakcyjnym
przykladem jest zastosowanie wodorkéow metalicznych
w zamrazarkach, w ktérych wydzielanie ciepta w jednej

czedci jest sprzezone z jego pochlanianiem w innej czedci.

Absorpcja wodoru w metalach jest bowiem z reguty
zwiazana z wydzielaniem ciepla — natomiast jego
desorpcja ze stalego metalu pochlania ciepto z otoczenia.
Sterowanie ta wymiana ciepla stwarza w urzadzeniach

o wiekszej skali powazne problemy inzynieryjne.

Wodorki metali jako obiekt badawczy

Uktady metal-wodér stanowia w badaniach
podstawowych przedmiot szerokiego zainteresowania.

7 ogdélnego punktu widzenia chodzi tutaj o potaczenia
metali z najlzejszym pierwiastkiem, wykazujacym
najprostsza strukture elektronowa. Zadziwiajaca jest
przy tym réznorodnosé wiladciwosci, jakie obserwujemy.
I tak wodorki metali alkalicznych i ziem alkalicznych
maja charakter zwiazkéw Scisle stechiometrycznych,

w ktorych wodér wystepuje w postaci anionéw. Metale
przejsciowe, np. tytan, cyrkon i metale ziem rzadkich
tworza natomiast — obok wielu $cisle stechiometrycznych
wodorkéw — polaczenia o zmiennym sktadzie, tzw.
wodorki niestechiometryczne, ktérych wlasciwosei
zmieniaja sie czesto w zaleznosci od stezenia wodoru.

I tak np. wodorek cezu ze wzrostem stezenia wodoru
zmienia charakter z metalicznego na pélprzewodnikowy,
a nastepnie staje sie nawet izolatorem. Wprowadzenie
wodoru do metalu moze spowodowac¢ powstanie
ferromagnetyzmu, jak to ma miejsce w wodorkach uranu,
ale i odwrotnie, moze redukowaé¢ ferromagnetyzm, co
obserwujemy w wodorku niklu. Rowniez i w odniesieniu
do nadprzewodnictwa tworzeniu wodorku metalicznego
moze towarzyszy¢ obnizenie temperatury krytycznej,

do calkowitego zaniku wlacznie, jak to stwierdzono

w wiekszosci wodorkéw metali przejéciowych. Natomiast
w wodorku palladu, od pewnego stezenia wodoru
poczawszy, wystepuje nadprzewodnictwo, przy czym
temperatura krytyczna jest (w pewnym zakresie stezen)
wyraznie wzrastajaca funkcja stezenia wodoru.

Duza zaleta wielu wodorkéw jest latwosé ich
otrzymywania oraz mozliwos¢ odwracalnych zmian
sktadu przez odpowiedni kontakt z gazowym wodorem.
W sieci metalicznej wodor moze wystepowaé albo

w postaci anionowej — jak we wspomnianych wyzej
metalach alkalicznych — albo tez w postaci w réznym
stopniu ekranowanego protonu, jak to ma miejsce

w metalach przejSciowych. Jest sprawa dyskusyjna,

w jakim stopniu wodér taki mozna uwazacé za skladnik
metaliczny otrzymanego ,,stopu”.

W sieci przestrzennej metalu czastki wodoru zajmuja
okreslone polozenie. Zmiany stezenia moga tutaj
prowadzi¢ do wymuszania réznych typéw symetrii
sieci krystalicznej. Zmiany takie towarzysza przejsciom
fazowym w uktadach metal-wodér, ktore czesto
przypominaja swoim charakterem przejécia gaz-ciecz
lub ciecz-cialo stale w ukladach jednoskladnikowych.
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Ta analogia sklania czesto do rozpatrywania wodoru
w metalach jako gazu sieciowego, ktory moze wykazywaé
przejécia fazowe charakterystyczne dla tego modelu.

Wysokie cisnienia w wodorkach metali

Chlonnos¢é poszczegdlnych metali na wododr jest bardzo
zroznicowana. Czesto nawet podobne, wydawaloby sie,
metale zachowuja sie¢ odrebnie. I tak dla otrzymania
wodorku palladu o sktadzie PdHy ¢ wystarczy

w temperaturze pokojowej ci$nienie wodoru rzedu
kilkunastu mm Hg. Natomiast nalezace do tej samej
co pallad podgrupy w uktadzie periodycznym metale
nikiel i platyna absorbuja w takich samych warunkach
zaniedbywalnie mate ilosci wodoru. Jezeli gazowy
wodoér o cisnieniu okolo 6 tys. atm (0,6 GPa) dziala
na metaliczny nikiel w temperaturze pokojowej, to
otrzymujemy metaliczny wodorek niklu NiH. To samo
ci$nienie natomiast nie powoduje znaczacej absorpcji
wodoru w platynie. Niemniej przyktad wodorku niklu
wykazuje, ze dzialanie wysokim cisnieniem gazowego
wodoru na metale moze umozliwi¢ synteze wodorkow
dotychczas nieznanych.

Te teze sprawdzono na wielu przyktadach w Instytucie
Chemii Fizycznej PAN w Warszawie. Np. otrzymano

w ten sposob nieznany dotychczas wodorek manganu, jak
réwniez na drodze bezposredniej syntezy z pierwiastkdw
wodorki chromu i glinu, znane jedynie z posrednich
metod otrzymywania. Warto wspomnieé¢, ze wykrycie
nadprzewodnictwa wodorku palladu ma swoja geneze
réwniez w metodyce wysokoci$nieniowej gazowego
wodoru. Technika ta zostala zastosowana i rozwinigta
po naszych doswiadczeniach w Instytucie Fizyki Ciala
stalego AN ZSRR w Czernogolowece.

Wysokie ci$nienie moze wywota¢ w wodorkach metali
szereg istotnych zmian. Naleza do nich zmiany symetrii
sieci krystalicznej, wystepujace w okreslonych ci$nieniach
jako nieciagle przejécia fazowe. Jest znanym faktem, ze
réznorodnoéé faz jest w odniesieniu do zmian ci$nienia
duzo wigksza niz w odniesieniu do zmian temperatury.
Zmniejszenie wzajemnych odleglosci elementéw sieci
krystalograficznej pod wplywem wzrostu ci$nienia
wymusza czesto reorganizacje sieci przestrzennej. Takie
skokowe zmiany zachodza réwniez w krystalicznych
wodorkach metali poddawanych dziataniu wysokiego
ci$nienia. Ogdlnie rzecz ujmujac, obserwuje sie ten

sam typ zmian, co w innych fazach krystalicznych,
mianowicie: wysokie cinienie preferuje bardziej
objetosciowo zwarte fazy w poréwnaniu z cisnieniem
normalnym. Obok krystalicznych wodorkéw metali bada
sie ostatnio amorficzne stany metaliczne (tzw. szkla
metaliczne) nasycane wodorem. Otrzymywanie
amorficznych metali wymaga w wielu przypadkach
dodatkéw, np. krzemu, boru czy fosforu, ktére znacznie
obnizaja pochlanianie wodoru. Zastosowanie wysokich
ci$nienn wodoru polepsza znakomicie jego absorpcje.

A zatem jezeli jesteSmy zainteresowani wysokimi
stezeniami wodoru w niektérych amorficznych metalach,
to nieodzowne staje si¢ wykorzystanie techniki
wysokoci$nieniowej.



Modelowanie
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Rozwigzanie zadania M 1576.
Rozwazmy dowolny czworoscian ABC D
w ktérym K, L, M, N sa punktami
stycznosci sfery wpisanej i Scian lezacych
odpowiednio naprzeciw wierzchotkéw A,
B, C, D.

Wyznaczymy miary katéw <X ABN oraz
XBAN w zaleznosci od miar katéw
wewnetrznych $cian czworodcianu (ktére
sg dane, gdy dana jest siatka).

Zauwazmy, ze na mocy cechy
bok—bok—bok, pary: ABM i ABN, ACN
i ACL, ADL i ADM to pary tréojkatow
przystajacych; oznaczmy katy wewnetrzne
przy wierzchotku A w poszczegdlnych

z nich odpowiednio przez 3, v, §.
Woéwcezas

B+~ =¥BAN + ¥CAN = ¥BAC,
v +06=%xCAL + ¥xDAL = ¥CAD,

0+ =%xDAM + xBAM = ¥xDAB,
skad wniosek, ze
XBAN = =

= 1 (xBAC + ¥DAB — ¥CAD).
Podobnie uzyskujemy réwnosé
¥ABN = }(¥ABC + ¥DBA — £xCBD).

Poniewaz dodawanie i odejmowanie
katéw, a takze prowadzenie dwusiecznej
sa wykonalne konstrukcyjnie, wiec
powyzsze réwnosci bezposrednio
przenosza si¢ na zadana konstrukcje
punktu stycznosci ze Sciang ABC. Dla
pozostalych $cian konstrukcja jest w pelni
analogiczna.

Migawka informatyczna

Dzi$§ modeluje sie prawie wszystko. Przyktadowo prognoze pogody tworzy

sie na podstawie modelu atmosfery. Przestrzen nad ziemia dzieli sie na
prostopadlodciany szerokosci kilku kilometréow, wysokodci kilkudziesieciu, moze
kilkuset metréw; w kazdym z nich ustala sie, jaka jest temperatura, wilgotnosé,
ci$nienie, predko$é¢ wiatru, jego kierunek i jeszcze wiele innych parametrow.
Taki opis sytuacji to stan modelu. Ponadto opierajac si¢ na prawach fizyki,
ustala sie, jak ten stan bedzie ewoluowal w czasie. To, oczywiscie, bedzie
przyblizenie sytuacji rzeczywistej. Na przyktad, liczymy, w jakim stanie model
bedzie za 12 godzin, dobe, dwie. Czesto takie obliczenia wymagaja wielkiej mocy
obliczeniowej, szczegodlnie jesli chcemy zrobié¢ to doktadnie, jak np. w przypadku
prognozy ICM (meteo.pl).

Modelowanie stosuje sie réwniez w wielu innych przypadkach, gdy chcemy
przewidzie¢ w sposéb przyblizony, co bedzie w przysztosci. Konstruuje sie
modele opisujace ceny akcji na gieldzie, wielko$é pokrywy lodowej w Arktyce,
erupcje wulkanéw, wielko$¢ populacji danego kraju czy $wiata, ewolucje

choréb na danym terenie itd. We wszystkich tych sytuacjach chcemy czegos
dowiedzie¢ si¢ o przyszlosci waznego dla nas zjawiska czy procesu, ale jest on
na tyle skomplikowany, ze nie jesteSmy w stanie zrobi¢ tego doktadnie. Dlatego
idziemy na kompromis i zajmujemy sie pewnym przyblizeniem rzeczywistosci.
Bedzie to, co prawda, przyblizenie, ale za to bedziemy w stanie z nim pracowaé
i rzeczywiscie obliczaé, jak si¢ ono zachowa w przysztosci. Modele rzeczywistosci
moga by¢ dosyé doktadne, wtedy jednak (ze wzgledu na zlozonosé) ciezko
analizowa¢ ich wlasnosci i obliczaé, jak beda ewoluowaly. Ale za to, jesli to

juz zrobimy, bedziemy mieli dobre przyblizenie tego, co si¢ stanie naprawde.
Moga by¢ tez mniej doktadne, wtedy beda zachowywaly sig¢ istotnie inaczej

niz rzeczywistoé¢. W zamian za to bedzie nam je tatwiej analizowaé, a analiza
przyniesie pewne wnioski, ktére cho¢ czesciowo pozwolg zrozumieé¢ badane
zjawisko.

Czasem model, ktéry tworzymy, wcale niekoniecznie ma wiele wspélnego

z rzeczywistodcia, ale konstruujemy go tak, by dawatl dobre wyniki dla
niektorych eksperymentéw, majac nadzieje, ze przyda nam sie on do
przewidywania wynikow innych eksperymentow. Ten sposéb patrzenia na
modelowanie blizszy jest fizyce, gdzie sila rzeczy nie znamy istoty rzeczywistosci,
wigec mozemy jedynie konstruowaé¢ model tak, by dobrze przyblizal znane

nam obserwacje. Dobrymi przyktadami sa tu: kopernikanski model uktadu
stonecznego czy model standardowy opisujacy $wiat w mikroskali.

Skoro modelowanie stosuje si¢ w ekonomii, meteorologii, biologii, fizyce,
socjologii, to dlaczego by nie zastosowaé go w informatyce do lepszego badania
zachowan programéw? Istotnie si¢ to robi i modele programéw maja sporo
roznych zastosowan. W informatyce znamy zasady kierujace dziataniem
programoéw, natomiast nie umiemy przewidywac, do czego doprowadza. Dlatego
stosujemy podejscie, w ktérym budowany model odzwierciedla rzeczywisto$é

w sposob przyblizony. Jednym z waznych zastosowan jest automatyczna
weryfikacja programoéw, czyli automatyczne wykrywanie bledéw w programach.
Oczywiscie, nie jest ono zupelnie automatyczne, ale jego cze$é wykonuje sig
automatycznie. Chcemy wykry¢, czy nasz program moze potencjalnie wykonaé
pewnego rodzaju bledny przebieg. Powiedzmy, pytamy, czy moze on w pewnym
momencie prébowaé¢ podzieli¢ co$ przez 0. W tym celu konstruuje siec model
programu M i opisuje w precyzyjny sposéb, co rozumiemy przez bledny przebieg.
W naszej sytuacji bylby to ciag instrukeji, ktory konczy sie instrukcja: podziel
co$ przez 0. Takie bledne ciagi instrukcji charakteryzuje sie¢ przy uzyciu formut
pewnych logik. Powiedzmy, Ze formuta logiczna ¢ opisuje ciagi instrukcji
koniczace si¢ podzieleniem przez 0, to znaczy wylicza sie do prawdy przy
podstawieniu takich ciagéw, a do falszu przy pozostalych. Teraz wystarczy juz
tylko sprawdzié¢, czy w modelu M mozliwe jest obliczenie, dla ktérego formuta ¢
zwraca wartos¢ prawda. To podejscie nazywa si¢ z angielska model checking, czyli
sprawdzanie modelu, i cieszy si¢ duzym sukcesem komercyjnym. Dla przyktadu,
firma Intel wydaje na rozwdj tej techniki miliony dolaréw.
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Rozwigzanie zadania M 1578.
Tréjkat réwnoboczny A’ B'C’

o wierzchotkach w weztach nazwijmy
czapeczka, jezeli AB || A’B’ oraz punkty
C i C’ leza po tej samej stronie prostej
A'B’.

Kazdemu tréjkatowi T', spelniajacemu
warunki zadania, przyporzadkujmy
najmniejszq zawierajaca go czapeczke.
Precyzyjniej: jezeli T jest czapeczka, to
przyporzadkowujemy mu siebie samego,
natomiast w przeciwnym przypadku
czapeczke ograniczong prostymi:
réwnolegta do AB przechodzaca przez
wierzchotek T' lezacy najblizej AB,
réwnolegla do BC przechodzacy przez
wierzcholek T lezacy najblizej BC' oraz
réwnolegta do C'A przechodzgcy przez
wierzchotek T' lezacy najblizej C' A.

Kazdej czapeczce o boku k=1,...,n
zostalo w ten sposéb przyporzadkowanych
doktadnie k tréjkatéow spelniajacych
warunki zadania. Co wiecej, liczba
czapeczek o boku k jest réwna
n—k+ 2)

5 .
Wobec tego szukana liczba tréjkatow
réwnobocznych to

1424+ (n—k+1) = (

n

Sl

k=1

!

przy czym réwnosé ta wynika

z nastepujacej obserwacji.
Czteroelementowy podzbiér zbioru
{0,1,...,n + 2}, ktérego drugim co do
wielko$ci elementem jest k € {1,...,n},

. . : L — k42
mozna wybra¢ na dokladnie k(” é )

sposobéw (wybierajac najmniejszy
element spoéréd {0, ...,k — 1} oraz dwa
wieksze od k sposréd {k+1,...,n+2}).
Sumujac po wszystkich mozliwych k,
uzyskujemy liczbe¢ sposobéw wyboru 4
sposréd n + 3 elementéw.

Uwaga. Zachecamy Czytelnika do
znalezienia naturalnej bijekcji miedzy
obiektami zliczanymi w tym zadaniu (dla
tréjkata o boku n) oraz w poprzednim
(dla trojkata o boku n + 1).

b

Automat rozpoznajacy jezyk stéw nad
alfabetem {a, b}, ktére zawierajg
parzyscie wiele liter a oraz parzyscie wiele
liter b.

Jednak korzy$é z analizowania modeli programéw nie jest tylko komercyjna,
ale réwniez teoretyczna. Jednym z modeli programéw, bardzo doktadnym

i skomplikowanym, jest maszyna Turinga. Dzicki temu, ze ustalony zostal
precyzyjny model programu, mozna zdefiniowaé, co dokladnie oznacza, ze dany
problem da si¢ rozwigzaé¢ w czasie wielomianowym albo ze jest w klasie NP,
wielokrotnie wspominanej na tamach Delty. Czyli wlasciwe definicje modeli
pomagaja nam lepiej zrozumieé¢ Swiat programéw, powiazania miedzy réznymi
pojeciami, a czesto takze pozwalaja opracowaé szybkie algorytmy.

Zeby przejsé¢ do konkretéw, przyjrzyjmy sie najprostszemu modelowi programu,
mianowicie automatowi skonczonemu. Dowolny program w kazdej chwili swojego
dziatania jest w jakims stanie pamigci. Przykladowo, program szukajacy
maksimum w tablicy o rozmiarze 100 moze by¢ w stanie: jestem w 37 komoérce
tablicy, do tej pory najwieksza liczba to 178, a aktualnie spogladam na

liczbe 110. Przy praktycznym zalozeniu, ze kazdy komputer ma skonczona
pamieé, liczba mozliwych standéw programu jest réwniez skoriczona. Natomiast
obliczenie programu polega na przechodzeniu pomiedzy tymi stanami wedlug
pewnego ustalonego zestawu regul (ten zestaw, oczywiscie, zalezy od programu).
Nasz program szukajacy maksimum moze przej$¢ np. do stanu: jestem w 38
komorce tablicy, najwigksza znaleziona liczba to 178, aktualnie widze liczbe 88.
Dodatkowo zmiany stanu programu moga by¢ réznych typow — w naszym
przykladzie jest to uaktualnienie maksimum albo przejscie dalej w prawo

w tablicy. Model powinien to méc uwzglednia¢. Dodatkowo model powinien
zawiera¢ informacje, w jakim stanie program zaczyna swoje dzialanie oraz

w jakich stanach sie koniczy. Sprecyzujmy teraz opisane intuicje i zdefiniujmy
dokladnie, czym jest automat skonczony.

Deterministyczny automat skoriczony A nad skoniczonym alfabetem ¥ sklada
sie ze zbioru standw Q, wyrdznionego stanu poczgtkowego qo € Q, zbioru stanow
akceptujgcych F C @ oraz zbioru tranzycji T C Q x X x Q. Jesli dla pewnych
stanéw p,q € Q oraz litery a € ¥ zachodzi (p,a,q) € T, to piszemy p — q. Biegiem
automatu A po stowie w = ay - - - a,, sktadajacym sie z liter a; € ¥ nazwiemy ciag
takich stanéw p = po, ..., Pn, 7€ po — p1 3 ... 23 p,,. Jedli dodatkowo pg jest
stanem poczatkowym, a p, pewnym stanem akceptujacym, to bieg p nazwiemy
akceptujgcym i powiemy, ze stowo w jest akceptowane przez automat. Natomiast
jezykiem rozpoznawanym przez automat 4 nazywamy zbior wszystkich stéw
przez niego akceptowanych. Intuicyjnie jezyk automatu A, oznaczany L(.A),
opisuje zbiér wszystkich ciagéw akeji programu, ktéry modeluje dany automat.
Jedli stowo w = ay - - - a,, nalezy do L(A), to oznacza, ze w programie jest pewien
przebieg, w ktérym po kolei program wykonuje akcje typu a1, as itd. az na
koncu wykonuje akcje typu a,. Stan natomiast intuicyjnie reprezentuje to,

co w danym momencie trzeba pamigtac¢ o prefiksie stowa, zeby pod koniec
stwierdzi¢, czy cale stowo nalezy do jezyka, czy tez nie.

Okazuje sig, ze automaty skoniczone przydatne sa nie tylko do modelowania
dziatania programoéw, ale sa po prostu bardzo eleganckim pojeciem, ktore
jest uzyteczne w wielu kontekstach. Przyktadowo, znajduja zastosowanie przy
sprawdzaniu, czy model M spelnia formute ¢, albo przy analizie algorytméw
operujacych na znanych niektérym Czytelnikom wyrazeniach regularnych.
Wyrazenia regularne sa zbudowane przy uzyciu sumy (oznaczanej +),
konkatenacji (oznaczanej -) i gwiazdki (oznaczanej *). Jedli r i s opisuja
jezyki L, oraz L, to r 4+ s opisuje sume L, U Lg, r - s opisuje jezyk stéw, ktorych
pierwsza czg$¢ nalezy do L,, a druga do Lg, natomiast r* opisuje jezyk stow,
ktore dadza sie podzieli¢ na skonczenie wiele czesci, z ktorych kazda nalezy
do L,. Przykladowo wyrazenie (a + b) - (b+ ¢) opisuje jezyk czterech sléw,
ktorych pierwsza litera to a lub b, a druga to b lub ¢. Natomiast wyrazenie b* - ¢
opisuje jezyk nieskonczenie wielu stéw, ktore zaczynaja sie pewna liczba liter b,
a koncza sie litera c. Okazuje sig, ze jezyk automatu na rysunku réwniez da sie
opisa¢ wyrazeniem regularnym:
(a~a—|—b-b+(a-b+b-a)(a-a+b~b)*(a-b+b~a))*,
zachecamy Czytelnikéw do uzasadnienia tego faktu. Co ciekawe, wyrazenia
regularne opisuja tak naprawde dokladnie te same jezyki, co automaty
skoniczone. To jednak temat na zupelnie inna opowiesé.
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Zyw 02

1

Wyobraznia? Wiedza?

Podobno Einstein, ktoremu mozna przypisa¢ wszystkie dowcipne paradoksy,
powiedzial (napisal), ze wyobraZnia jest wazniejsza od wiedzy. Takie wlasnie
hasto wzieli sobie polscy absolwenci brytyjskich uczelni na jubileuszowa

i uroczysta debate Oksfordzka, ktéra odbyta sie w samym krélewskim Zamku.
A poniewaz zaprosili mnie do tak zwanej ,lozy medrcow”; z ktorej to lozy ma sie
prawo na koniec debaty wyglosi¢ wlasny poglad, to przez pare poprzedzajacych
debate dni prébowatam sobie wyrobi¢ wlasne zdanie na ten temat. Przypomne,
ze w ogblnym zarysie w debacie oksfordzkiej formutowane sa teza i antyteza i ze
po trzy osoby bronig kazdej. Na koniec publiczno$é¢ glosuje, kto lepiej i bardziej
przekonujaco wystapil. I jeszcze zwierze sie, ze lubie te debaty, poniewaz sa
cywilizowane, eleganckie i oparte o racjonalne argumenty.

Wydaje mi sig, ze poniewaz trzeba daé¢ szanse obu stronom, teza zazwyczaj jest
nie do konca precyzyjna. W tym przypadku chodzi o stowo ,wiedza”, mozna
tez wejS¢ w spér, co znaczy ,wazniejsza”. Dyskutanci zaczeli od przykladow.

Na przyklad ze czlowiek z Neandertalu musiat szukaé¢ sposobéw na zimowy mréz
i spodobato mu si¢ uzycie skéry zwierzecej jako okrycia. To miato swiadczy¢

o tym, ze wyobrazil sobie, dlaczego zwierzeta nie marzna, a potem uzyskat
wiedze, ze moze dla siebie zrealizowaé takie wyobrazenie. A moze mial wiedze

o zwierzetach w zimie i wyobrazil sobie, ze i jemu dodatkowa skéra pomoze?
Kolejny przyktad dotyczyl Leonarda da Vinci, ktéry wymy$lil (wyobraznie
mial wspaniala) maszyny latajace, ale nie mial wiedzy, jak zbudowaé taka, zeby
latata. Jego wyobrazenia dotrwaly do braci Wright! Niestychana wyobraZnie
ma wspdlczesny miliarder Elon Musk, ktéry jednak, zeby ja zrealizowad,

musi zatrudniaé¢ tysiace inzynieréw majacych wiedze. Uniwersytety stuza do
wyksztalcenia takich ludzi — a czy ktokolwiek styszal o takich instytucjach, ktore
ksztaltca ,wyobrazicieli”? Stawiatabym na dobre wydzialty filozofii, ale widocznie
na sali filozofa nie byto.

Jako ,medrzec” upomniatam sie o odréznienie wiedzy od nauki. W przypadku
nauki (nie wiem jakiego slowa uzy! Einstein) nie widze mozliwosci ustalenia,

co jest ,wazniejsze”. Niestety, nie dostosowalam si¢ do rad moich szkolnych
nauczycieli, ktérzy twierdzili, ze trzeba formulowaé myslowe hipotezy

w kategoriach ogdlnych, a potem dopiero je ilustrowac¢. Dlatego tez
przytoczytam przyktady: wlasnie Einstein, kiedy pisal swoje réwnania, nie
wiedzial, ze w dalekiej przysztosci sprawdza sie one w zrozumieniu zjawisk
wczarnych dziur” i fal grawitacyjnych. Jednym stowem postugiwal sie przede
wszystkim wiedza, a wyobraZznia pochwalili si¢ liczni autorzy ksiazek i rezyserzy
filmow sci-fi. A budzaca moje serdeczne uczucia wielka uczona amerykanska,
Barbara McClintock, formutujac hipoteze
»skaczacych genéw”, miata wybujata wyobraznie,
poniewaz w czasach jej wezesnych doswiadczen,

w koncu lat 30. XX wieku, nikt nie myslal

o zadnym skakaniu genéw (nie wiedziano nawet,
co to gen), w szczegdlnosci nikt sobie tego nie
umial WYOBRAZIC. Skoticzylo sie happy endem —
skaczace geny ludzie z mniejsza wyobraznia odkryli
w realu 30 lat pézniej, a Komitet Noblowski zdazytl
da¢ Barbarze w 81. roku zycia Nagrode Nobla

w dziedzinie fizjologii i medycyny (solo, to rzadkosé
w tych nagrodach). Odwiedzajacy Warszawe

w czerwcu 2018 Sir Tim Hunt, noblista z 2001 roku,
powiedzial, Ze laureaci bywaja bardzo rézni, ale
wszystkich laczy nieustajaca potrzeba odpowiedzi
Barbara McClintock (1902-1992) 15 pytanie, ktére sobie pierwsi na $wiecie postawili.

Oddalam swéj glos na ,wiedze”, cho¢ uwazam, ze naukowiec musi mieé¢
wyobraznie, zeby rozwija¢ jaka$ dziedzine wiedzy. Ale trzeba bylo wybraé.
Publiczno$¢ wybrala wyobraZnie, (68:52).

Magdalena FIKUS
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Rozwigzanie zadania M 1577.

Niech A bedzie zbiorem n + 1 weztéw
nalezacych do boku AB.

Zauwazmy, ze kazda czwérka réznych
punktéw z A jednoznacznie wyznacza
réwnoleglobok o zadanych wlasno$ciach,
ktérego punktami przecigcia z AB sg te
cztery punkty i ktérego ,najnizszy”
wierzchotek nie lezy na AB. Z kolei kazda
tréjka réznych punktéow z A
jednoznacznie wyznacza taki
réwnolegltobok, ktérego ,najnizszy”
wierzchotek lezy na AB.

7 drugiej strony boki kazdego
réwnolegloboku spelniajacego zadane
warunki przecinajg prostg AB w trzech
lub czterech punktach i sa to punkty
nalezace do A. Stad wniosek, ze szukana
liczba réwnoleglobokdéw jest réwna
tacznej liczbie wyboréw trzech lub
czterech elementéw zbioru

(n 4 1)-elementowego, czyli

() (1)1

Bestiariusz informatyczny (5)

W piatym odcinku bestiariusza przyblizymy kilka bardziej technicznych akroniméw
zwiazanych ze sprzetem komputerowym (ang. hardware). Wspominali§my juz

o ENTAC-u, jednym z pierwszych komputeréw, ktérego nazwa tez byla akronimem.
Przyklady innych komputeréw z tamtych czaséw to EDVAC (Electronic Discrete
Variable Automatic Computer), PDP (Programmed Data Processor) i pierwszy
komputer wykorzystany w biznesie LEO (Lyons Electronic Office).

Poczatkowo komputery budowane byly z lamp prézniowych, pézniej z przekaznikow,
a nastepnie tranzystorow. Jednak dopiero wynalezienie w latach 60. XX wieku
ukladu scalonego IC (Integrated Circuit), umozliwiajacego upakowanie wielu takich
elementéw na malej przestrzeni, spowodowalo prawdziwy boom komputerowy.
Liczba elementéw w ukladzie zwigkszala sie wykladniczo, by juz dwie dekady
pozniej osiagnac¢ rzad miliona tranzystorow w uktadach wielkiej skali integracji
VLSI ( Very-Large-Scale Integration). Dwie popularne technologie produkeji
ukladow to TTL (Transistor-Transistor Logic) oraz CMOS (Complementary
Metal-Ozide-Semiconductor).

Podstawowa cze$¢ procesora to jednostka arytmetyczno-logiczna ALU (Arithmetic
Logic Unit), wykonujaca obliczenia zapisane w kolejnych instrukecjach programu.
Rodzaj dostepnych instrukeji zalezy od architektury procesora ISA (Instruction
Set Architecture), przy czym wyrézni¢ mozna dwa gléwne rodzaje architektur
CISC oraz Risc (Complex oraz Reduced Instruction Set Computing), rézniace sie
ztozonoscia i liczba dostepnych instrukeji. Konkretne architektury tez maja swoje
akronimy, np. SPARC (Scalable Processor ARChitecture) czy ARM (Advanced
RISC Machine). Czesé architektur udostepnia operacje wektorowe, ktére w celu
przyspieszenia obliczen wykonuja instrukcje réwnolegle na wielu danych naraz
SIMD (Single Instruction, Multiple Data). Istnieja tez specjalne procesory DSP
(Digital Signal Processor) przystosowane do szybkiego przetwarzania sygnalow
(gléwnie audio i wideo). Specjalizowane uklady scalone mozna tez tworzy¢ na
macierzach bramek FPGA (Field-Programmable Gate Array), programujac je za
pomoca jezykéw HDL (Hardware Description Language).

W komputerach osobistych podstawowym systemem komunikujacym procesor

ze sprzetem byl BIOS (Basic Input/Output System), ktéry przy starcie systemu
przeprowadzal test poprawnosci dzialania sprzetu POST (Power-On Self-Test).
Obecnie jego role przejal UEFT (Unified Extensible Firmware Interface).

Pamigé RAM w komputerze dzieli sie na dwa gléwne rodzaje: pamieci dynamiczne
DRAM oraz statyczne SRAM (Dynamic oraz Static Random-Access Memory),
rézniace si¢ wydajnoscia (i cena). W celu odciazenia procesora stosuje sie technike
bezposredniego dostepu sprzetu do pamieci DMA (Direct Memory Access).

Sporo réznych akroniméw zwiazanych jest z technologiami pamieci masowych.
Poczawszy od systeméw plikéw jak FAT (File Allocation Table) i NTFEFS (New
Technology File System), przez interfejsy komunikacji SCSI (Small Computer
System Interface, czyt. skazi) i SATA (Serial Advanced Technology Attachment),
az do mechanizmu RAID (Redundant Array of Independent Disks) laczenia

wielu dyskéw w celu zwiekszenia ich niezawodnoéci lub wydajnosci. A jesli

o niezawodno$ci mowa, to warto wspomnie¢ o uzywanych w dyskach kodach
korygujacych CRC (Cyclic Redundancy Check) oraz SMART (Self-Monitoring,
Analysis and Reporting Technology), czyli systemie monitorowania i powiadamiania
o bledach w dziataniu dysku.

Nie moze tez zabrakna¢ nazw starszych kart graficznych, takich jak CGA (Color
Graphics Adapter) czy SVGA (Super Video Graphics Array), ktérych standaryzacji
dokonywala organizacja VESA (Video Electronics Standards Association).

Byly podlaczane do plyty gltéwnej przez szyny PCI (Peripheral Component
Interconnect) lub AGP (Accelerated Graphics Port). Wspblczesne karty graficzne
wykorzystywane sa réwniez do zwyklych obliczen (aktualnie gtéwnie zwiazanych

7z kopaniem bitcoinéw) za pomoca technologii takich jak CUDA (Compute Unified
Device Architecture).

Tomasz IDZIASZEK
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W dniach 17-18 wrzesnia 2018 roku

na Wydziale Fizyki Uniwersytetu
Warszawskiego odbedzie sie czwarta
edycja Konferencji Krajowej Sympozjum
Mtodych Naukowcéw Wydziatu Fizyki.
Celem konferencji jest umozliwienie
studentom studiéw I i II stopnia
przedstawienia wynikéw wtasnych badan
naukowych w zakresie fizyki oraz jej
zastosowan w pokrewnych dziedzinach.
W ramach Sympozjum przewidziane sa
sesje plenarne z udzialem szesciorga
zaproszonych gosci, sesje tematyczne
wystapien studentéw oraz sesja
plakatowa.

Organizatorami Sympozjum sa:
Studenckie Koto Nanotechnologii
,Nanorurki”, Samorzad Studentéw
Wydziatu Fizyki UW oraz Wydzial Fizyki
UW za$ uczestnikami studenci z catej
Polski. Szczegdélowy program Sympozjum
mozna znalezé na stronie internetowej
Sympozjum smn.fuw.edu.pl.

Serdecznie zapraszamy do udzialu
w Sympozjum!

Informatyczny kacik olimpijski (119):
Problem (MAX, +) kontratakuje

Tym razem wyjatkowo nie oméwimy zadnego nowego zadania. Wrocimy za to
do problemu przedstawionego w Al; w artykule Ztosliwy problem (MAX, +)

i kubetkowe struktury danych. Problem ten wyglada nastepujaco: Dany jest ciag
ztozony z n liczb catkowitych ¢y, co, ..., c,. Na tym ciagu chcemy wykonywaé dwa
typy operacji: (1) przypisanie wartoéci k kazdemu elementowi ciagu o indeksie
z przedzialu [i..j] 1 wartosci mniejszej niz k (operacja update(i, j, k)) oraz

(2) zapytanie o sume elementéw ciagu o indeksach z przedziatu [i..j] (operacja
quary (i, j)).

W oryginalnym artykule przedstawiona byla struktura danych, ktéra m takich
operacji potrafi wykonaé¢ w czasie O(n + m+/nlogn). Autor tamtego opracowania
(Wojciech Smietanka) zorganizowal wowczas konkurs na poprawe tej ztozonosci,
ktéry udalo mi sie wtedy wygraé, uzyskujac wynik O(nlog?n 4+ mlog®n).
Niedawno w algorytmicznej spotecznosci pojawil sie jeszcze lepszy pomyst, ktory
przedstawie w dzisiejszym kaciku. Nie dosé, ze rozwiazuje on nasz problem

w czasie O((n + m)logn), to jeszcze korzysta wylacznie ze zwyklego drzewa
przedzialowego! (Choé to, jakie konkretnie informacje bedziemy przechowywaé
w kazdym przedziale bazowym, jest — wedlug mnie — do$é nieintuicyjne.)

PrzejdZzmy do sedna. W kazdym wierzchotku drzewa przedzialowego bedziemy
utrzymywacé nastepujace informacje o elementach zawartych w jego przedziale
bazowym: min — minimalna warto$¢ wsrdéd elementéw z przedzialu; count_ min

— liczba elementéw o wartosci réwnej min; second min — najmniejsza warto$é

elementu rézna od min lub nieskonczonosé, jesli wszystkie wartosci w przedziale
sa réwne; sum — suma wartosci elementéw; lazy — warto$¢ k, o jaka nalezy
zaktualizowaé¢ dzieci przedzialu bazowego, aby warto$ci w nich przechowywane
staly si¢ aktualne, lub null, gdy wartosci w dzieciach sa aktualne.

Po pierwsze, zachecamy Czytelnika do przekonania sie, ze z aktualnych wartosci
dla dzieci przedzialu bazowego mozemy odzyska¢ wartosci dla ojca. Nastepnie
razem przeanalizujmy, w jaki sposéb aktualizujemy konkretny przedzial bazowy
o nowa warto$¢ k. Jesli k£ < min, to nie robimy nic. Nawet najmniejsza wartosc¢
nie zostanie zmieniona na k. Je$li min < k < second_min, to wszystkie elementy
o warto$ci min zamienig si¢ na elementy o wartosci k, czyli przypisujemy min := k
oraz sum := sum + count_min - (kK —min). Przypisujemy réwniez lazy := k, by¢
moze nadpisujac mniejsza wartos¢ lazy. Jesli second min < k, to rekurencyjnie
aktualizujemy dzieci przedzialu bazowego i w czasie stalym odzyskujemy z nich
informacje o ojcu.

Otrzymujac zapytanie o przedzial [i..j], rekurencyjnie rozkladamy go na
przedziaty bazowe. Jesli w rekurencji natrafimy na przedzial z wartoscia
lazy # null, to — jak wyzej — aktualizujemy jego dzieci. Nastepnie mozna
odzyskaé sume albo zaktualizowaé owe przedzialy bazowe i odzyskaé wartosci
ich przodkéw w drzewie.

Sama poprawnosé¢ algorytmu jest dos¢ oczywista. Jednak skad bierze sie tak
dobra zlozono$é czasowa? Nietrudno skonstruowaé przyklad, w ktérym jedna
operacja update(i, j, k) zajmie czas O(n). Problemem sa zejscia rekurencyjne,
gdy second_min < k. Oznaczmy ich liczbe przez x. Poza nimi wszystko dziata
jak w zwyklych drzewach przedzialowych, wiec nasz algorytm dziata w czasie
O(z +n+mlogn).

Przejdzmy do doktadniejszej analizy algorytmu. WeZmy przedzial bazowy P.
Jesli w jakim$ nadprzedziale przypisaliSmy warto$é lazy := k, to w nim calym
byta tylko jedna warto$é¢ nie wieksza niz k, w szczegdlnosci k byto mniejsze
niz second_min dla P. Dowodzi to, iz warto$ci second_min zawsze pozostaja
aktualne. Z tego powodu przy propagowaniu wartosci lazy nie natrafimy na
przypadek second_ min < k. Cale x pochodzi wiec z aktualizacji przedziatéw
bazowych o nowe wartosci k.
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Aby oszacowaé¢ warto$¢ x w terminach n oraz m, wprowadzimy pojecie
potencjatu. Dla danego przedziatu bazowego mozemy policzy¢, ile jest w nim
roznych wartosci. Potencjalem dla ciagu nazwijmy sume tych wartosci, liczona
po wszystkich przedziatach bazowych. Potencjal ten bedzie najwiekszy, jesli
wszystkie wartosci w ciagu beda rézne. Bedzie on wtedy wynosil tyle, ile suma
dlugosci przedzialéw bazowych, czyli O(nlogn).

Najpierw zastanéwmy sie, kiedy nasz potencjatl moze si¢ zwickszy¢ za wzgledu
na dany przedzial bazowy P. Przy operacji update(s, j, k) zbiér wartosci w P
moze sie powiekszy¢ co najwyzej o jeden element — o element o wartosci k. Aby
tak sie stalo, musi zachodzi¢ k > min, w przeciwnym razie zaden element w P nie
otrzyma nowej wartoéci k. Ponadto przedzial [i..j] nie moze zawieraé calego P,
w przeciwnym razie usuniemy warto$¢ min ze zbioru wartosci z P i potencjal
sie nie zwiekszy. Liczba przedzialéw bazowych, ktére przecinaja sie z [i..j],

a nie sa zawarte w [i..5], wynosi O(logn), a sa to dokladnie te przedzialy, ktére
odwiedzamy rekurencyjnie, rozkladajac [i..j] na przedzialy bazowe. Ze wzgledu
na kazdy z tych O(logn) przedzialéw potencjal zwiekszy sie o co najwyzej jeden.

Nasz potencjal na poczatku wynosil co najwyzej O(nlogn), a podczas kazdej
z m operacji wzro$nie o co najwyzej O(logn), a wiec moze tez zmaleé co najwyzej
O(nlogn) +m - O(logn) = O((n + m)logn) razy.

Wréémy do naszego problematycznego przypadku, czyli gdy w aktualizowanym
o warto$¢ k przedziale zachodzi second min < k. Wszystkie elementy

o wartosciach min oraz second min bede po aktualizacji mialy warto$¢ réwna k,
czyli liczba réznych wartosci w aktualizowanym przedziale bazowym zmaleje

i zmaleje tez potencjal. W ten sposob ograniczyliémy x przez O((n + m)logn),

a caly algorytm, tak jak postulowaliémy, zadziala w czasie O((n + m)logn).

Marcin SMULEWICZ
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Redaguje Lukasz BOZYK

M 1576. Majac dana siatke czworoscianu, skonstruowac¢ punkty stycznosci sfery
wpisanej w ten czworoécian do jego Scian.
Rozwiazanie na str. 14

W kolejnych dwoch zadaniach rozwazamy tréjkat rownoboczny ABC o boku n
podzielony na n? tréjkatéw réwnobocznych o boku 1. Kazdy punkt, ktéry jest
wierzcholkiem co najmniej jednego z tych n? tréjkatéow, nazwijmy wezlem.

M 1577. Wyznaczy¢ liczbe réwnolegtobokéw o wierzchotkach w weztach,
ktérych dwa boki sa réwnolegle do AC, a dwa do BC.
Rozwiazanie na str. 17

M 1578. Wyznaczy¢ liczbe tréjkatéw réwnobocznych o wierzchotkach
w wezlach (ale bokach niekoniecznie réwnoleglych do bokéw ABC).
Rozwiazanie na str. 15

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 959. Struny lezacej poziomo gitary uginaja sie nieznacznie pod wplywem
sity ciezkosci. Oszacuj, o ile obnizy sie srodek struny G o czestoéci podstawowej
f = 196 Hz. Przyspieszenie ziemskie g ~ 10 m/s%.

Rozwiazanie na str. 3

F 960. Jak zmieni si¢ wysoko$¢ tonu piszczalki organowej (tzw. piszczalka
otwarta), dajacej dzwiek o czestosci fo = 196 Hz w temperaturze Ty = 20°C,
gdy temperatura w koscielnej nawie spadnie do 77 = 0°C?

Rozwiazanie na str. 3
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Klub 44

Termin nadsylania rozwigzan: 30 XI 2018

Rys. 1

h

Rys. 3

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Mozna je przesyla¢ réwniez
poczta elektroniczng pod adresem delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania
w skali od 0 do 1 z doktadnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoélczynnik trudnosci danego
zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe
o0s6b, ktére nadestaly rozwigzanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji
(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytut
Weterana. Szczegélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢

na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 662, 663
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

662. Na poziomej plaszczyznie leza dwa klocki o jednakowych masach m,
polaczone niewazka sprezyna (rys. 1). Wspétczynnik tarcia klockéw o ptaszczyzne
wynosi p. Napiecie sprezyny ma warto$¢ N. Jaka maksymalna stata sile F' mozna
przytozyé do jednego z klockéw, aby drugi nie ruszyt z miejsca?

663. W kondensatorze ptaskim jedna oktadka jest nieruchoma, a druga

moze poruszac si¢ bez tarcia i jest potaczona ze Sciang za pomoca sprezyny

o wspolczynniku sprezystosci k (rys. 2). Pole powierzchni kazdej oktadki wynosi S,
poczatkowa odlegtosé¢ miedzy nimi d. Oktadki podtaczono do zrédla napiecia
stalego. Przy jakiej maksymalnej wartosci tego napiecia oktadki nie zetkna sie,
jezeli sa stale réwnolegte wzgledem siebie?

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 5/2018

Przypominamy tre$¢ zadan:

658. Kulka o masie mo lezy na niewazkiej podstawce (rys. 3). Podstawka ma ksztalt
prostopadtoscianu polaczonego z dwoma stykajagcymi sie klinami o katach nachylenia «. Nie ma
tarcia miedzy podlozem a podstawka. Na prawym klinie polozono kulke o masie m; i puszczono
swobodnie. Jaki warunek musi byé spelniony, aby kulka o masie my zaczela w wyniku tego wsuwaé
sie na lewy klin? Miedzy kulkami a podstawkg réwniez nie ma tarcia.

659. Nieprzewodzgca cienka plytka kwadratowa o boku d jest rownomiernie natladowana

tadunkiem Q. Na osi symetrii ptytki prostopadtlej do jej ptaszczyzny, w odlegltosci (El od ptytki,

umieszczono tadunek punktowy g. Znalezé wartos$é sity elektrostatycznej dziatajacej na ten tadunek.
658. Kulka o masie mgy zacznie wsuwac si¢ na lewy klin, gdy bedzie wystarczajaco
lekka. Rozwazmy mase graniczna ma = mo, gdy kulka jeszcze si¢ nie wsuwa,

ale juz nie naciska na prawy klin. Na rysunku 4 przedstawiono sity dziatajace

w tym granicznym przypadku na obie kulki. Sita reakcji R2 jest prostopadia do
lewego klina. Poniewaz podstawka jest niewazka, sktadowe poziome sit reakcji,
dziatajacych na kulki, réwnowaza sie R2sina — Risina = 0, stad R1 = Ra.
Przyspieszenia obu kulek w kierunku prostopadlym do prawego klina sa jednakowe
(i réwne przyspieszeniu podstawki w tym kierunku)

migcosa — Ry _ mpgcosa — R cos 2c
)

mi mo
stad mo = m1 cos 2a. Dolna kulka bedzie wsuwaé si¢ na lewy klin przy spelnionym
warunku me < m1 cos 2« .

659. Sita dzialajaca na tadunek réwna jest co do wartodci sile, jaka tadunek dziata
na ptytke. Ladunek znajduje sie w srodku szedcianu, ktérego jedna ze Scian jest
ptytka. Zgodnie z prawem Gaussa strumien pola elektrycznego wytwarzanego
przez tadunek ¢ przez powierzchnie tego szescianu wynosi ¢ = %, gdzie g jest
przenikalnoscia elektryczng prézni. Strumient pola przez powierzchnie plytki jest

réwny q
o1 = = Z E;1Si,
i

(6e0)

gdzie S; jest elementem powierzchni ptytki, a F; sktadowa wektora natezenia pola
elektrycznego prostopadta do ptytki w miejscu, w ktéorym znajduje si¢ i-ty element
powierzchni. Gesto$é powierzchniowa tadunku ptytki wynosi szukana wartos$é
sity dziatajacej na plytke dana jest wzorem
g 19Q1
660d2

a2
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Termin nadsytania rozwigzan: 30 XI 2018

Czoldéwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
654 (WT = 2,05), 655 (WT = 2,90)

z numeru 3/2018

Tomasz Wietecha
Marian Lupiezowiec
Tomasz Rudny
Jacek Konieczny
Ryszard Wozniak
Krzysztof Magiera
Karol Lukanowski
Aleksander Surma
Michat Kozlik

Jan Zambrzycki

Tarnéw 444-3,92

Gliwice 41,20
Gliwice 39,04
Poznan 29,80
Krakéw 28,77
YLosiéw 28,70
Niemcz 23,85
Myszkéw 20,28
Poznan 19,20
Biatystok 17,37

Pan Tomasz Wietecha po raz 13
przekroczyt granice 44 punktow.

Gratulujemy!

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan

755 (WT = 1,91) i 756 (WT = 1,56)
z numeru 2/2018

Tomasz Choczewski
Franciszek S. Sikorski
Tomasz Wietecha
Michal Miodek
Krzysztof Kaminski
Pawel Kubit

Michatl Kozlik

Janusz Olszewski
Piotr Kumor

Szczecin
Warszawa
Tarnéw
Warszawa
Pabianice
Krakoéw
Gliwice
Warszawa
Olsztyn

40,78
39,86
38,19
34,34
34,29
32,77
32,23
32,15
31,69

Zadania z matematyki nr 765, 766
Redaguje Marcin E. KUCZMA

765. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag. Jego najmniejszy kat wewnetrzny
ma wierzcholek A. Zakladamy, ze proste AD i BC przecinaja sie w punkcie P, za$
proste AB i DC przecinaja sie w punkcie @, przy czym AP 1 PQ. Niech M bedzie
srodkiem przekatnej BD. Wykazaé¢, ze PM | AB.

766. Znalez¢ liczbe rzeczywista M > 5/2 taka, ze dla dowolnych liczb dodatnich
a,b,c,d,e zachodzi nieréwnosé

5/ a 5/ b 5/ ¢ 5/ d sl <
\/b+c+\/c+d+\/d+e+\/e+a+ at+b”

Im wigksza liczba M, tym lepsze rozwiazanie.

Zadanie 766 zaproponowal pan Piotr Kumor z Olsztyna.
Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 5/2018

Przypominamy tre$¢ zadan:

761. Trojkat ABC (nie prostokatny) jest wpisany w okrag o $rednicy AD. Punkt E jest symetryczny
do A wzgledem $érodka boku BC. Dowiesé¢, ze okregi opisane na tréjkatach ABC i BDFE maja réwne
promienie.

762. Rozwazamy liczby naturalne n > 2.

(a) Udowodnié, ze jesli liczba 2™ — 1 jest bezkwadratowa, to liczby n oraz 2™ — 1 sa wzglednie
pierwsze.

(b) Pokazaé, ze nie zachodzi implikacja odwrotna.

761. Czworokat ABEC jest rownoleglobokiem. Niech prosta EC przecina okrag,
opisany na tréjkacie ABC, w punktach C'i F' (gdy jest styczna, przyjmujemy

F = C). Powstaje trapez réwnoramienny ABCF lub ABFC (gdy F = C — tréjkat
réwnoramienny). W kazdym przypadku |BE| = |AC| = |BF)|.

Tréjkat ABC z zalozenia nie jest prostokatny, wiec zaden jego bok nie pokrywa
sie ze $rednica AD, na ktérej oparty jest kat prosty ABD; a poniewaz AB|CE,
zatem BD1CE. To znaczy, ze w tréjkacie rownoramiennym EBF prosta BD
jest symetralng boku EF. W konsekwencji tréjkat BDE jest wzgledem niej
symetryczny do tréjkata BDF'. Okregi opisane na tych trojkatach sa przystajace;
to juz teza, bo drugi z tych okregéw jest tez opisany na tréjkacie ABC.

762. (a) Przypus$émy, ze liczby n oraz 2" — 1 maja wspélny dzielnik pierwszy p
(jasne, ze p > 2). Wykazemy, ze wéwczas liczba 2" — 1 dzieli sie przez p?

(nie jest wiec bezkwadratowa). Zgodnie z malym twierdzeniem Fermata,

2 = 2P (mod p). Podnosimy te kongruencje stronami do potegi n/p, otrzymujac
2"/P = 2" =1 (mod p). Zatem 2"/ = kp + 1 dla pewnej liczby catkowitej k. Stad

2" = (14 kp)’ =1+ (i’)k;w <’2’)(kp)2+...+ <z>(kp)p,

czyli 2" =1 (mod p?); a to byla nasza teza.

(b) Przyktad pokazujacy, ze nie zachodzi implikacja odwrotna, nie tak tatwo
znalezé (mata szansa, ze trafimy, zwyczajnie prébujac — bez komputera
ciezko). Prosty program, ktéry dla zadanej liczby pierwszej p kontroluje dwie
konicowe cyfry rozwiniecia (przy podstawie p) kolejnych poteg dwéjki, pozwala
znalez¢é moment powtérzenia koncéwki 01, czyli wyktadnik n, dla ktérego

2" = (#...%x01), = 1 (mod p®). Powtarzamy te procedure dla kolejnych
liczb pierwszych p; warto przy tym, dla oszczednosci czasu, ograniczy¢ zakres
wyktadnika, np. do n < 1000. W ten sposéb szybko znajdujemy pare p = 127,
n = 889; nie jest ona jednak szukanym kontrprzykladem, bowiem dla tej pary
zachodza zwigzki n = 7p, 2" =1 (mod p), z ktérych nietrudno wynika, ze liczby
n i 2" — 1 nie sa wzglednie pierwsze.

Nastepna znaleziona para p = 1093, n = 364 jest juz dobra: gdyby liczby
n=4-7-13 oraz 2" — 1 nie byly wzglednie pierwsze, ta ostatnia musialaby sie
dzieli¢ przez 7 lub 13; ale minimalne wyktadniki «, 8, dla ktérych 2% =1 (mod 7),
27 =1 (mod 13), to a = 3, § = 12, wiec wyktadnik n musialby sie dzieli¢

przez 3; a tak nie jest. Skoro za$ ta para zostala wygenerowana przez algorytm,
zapewniajacy podzielnoéé 2" — 1 przez p?, zatem liczba 2°%* — 1 nie jest
bezkwadratowa.
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Prosto z nieba: Galaktyka bez ciemnej materii

Ciemna materia jest hipotetycznym typem materii wymyslonym przez
astronoméw do wyttumaczenia intrygujacych obserwacji. Z szacunkéw wynika,
ze sklada sie na ponad 80% calej materii, oddzialujac praktycznie wylacznie
grawitacyjnie z pozostalymi 20%, czyli z dobrze nam znana materia barionowa
(ktéra dodatkowo potrafi takze oddzialywaé silnie, slabo i elektromagnetycznie).
Wsréd kandydatow na ciemna materie wymienia sig, na przyktad, masywne
czarne dziury (podobne do tych odkrytych niedawno przez zespoly LIGO

i Virgo) lub rézne egzotyczne, niestandardowe czastki elementarne, i inwestuje
duzo wysitku w ich eksperymentalne wykrycie. Z drugiej strony niektérzy
astronomowie postuluja zmiany w teorii grawitacji w celu rozwiazania zagadki
bez potrzeby odwolywania sie do nowych czastek elementarnych; sytuacja jest
skomplikowana i daleka od rozwiazania.

Gléwnym dowodem na istnienie problemu sa obserwacje zachowania si¢
$wiecacej materii (gazu, gwiazd) w galaktykach: miedzy innymi tego, jak zmienia
sie predkos¢ gwiazd i gazu wzgledem odlegtoéci od centr galaktyk. Zakladajac,
ze teoria grawitacji jest poprawna w skalach rozmiaru galaktyk, wiele z nich
nie mogtoby istnie¢ — rozpadalyby si¢ w trakcie rotacji lub nie uformowalyby
sie w obserwowanym ksztalcie — gdyby nie zawieraly duzej iloéci niewidocznej
materii oddzialujacej grawitacyjnie z ta, ktéra bezposrednio obserwujemy.
Nieobserwowalna i masywna otoczka, ktora przewaza nad masa galaktyki,
nazywana jest halo ciemnej materii.

Istnienie ciemnej materii w galaktykach jest obecnie czescia ,, gtéwnego nurtu”
astronomii. Tym bardziej szokujace byly niedawne obserwacje zespotow
korzystajacych z teleskopéw Gemini North i Kecka (Maunakea, Hawai’i)

oraz teleskopu Hubble’a galaktyki NGC1052-DF2, odleglej o 65 milionow lat
$wietlnych, ktéra wyglada tak, jakby nie zawierata w ogdle ciemnej materii!
Przez dziesieciolecia przyjmowano, ze galaktyki rozpoczynaja swoje zycie jako
skupiska (doly potencjalu grawitacyjnego) ciemnej materii, w ktére stopniowo
wpada coraz wiecej ,zwyklej” materii, gaz zamienia si¢ w gwiazdy, a nastepnie
pojawiaja sie coraz bardziej skomplikowane struktury i populacje, takie jak
obserwowane w Drodze Mlecznej. NGC1052-DF2 nalezy do typu galaktyk

o bardzo malej jasno$ci powierzchniowej (UDG, Ultra-Diffuse Galaxy), ktére
majac mase i rozmiar Drogi Mlecznej moga by¢ od niej setki razy mniej jasne,
co jest zwiagzane z brakiem gazu potrzebnego do proceséw gwiazdotwoérezych,
zawieraja one stare populacje gwiazd. Obecnie nie wiadomo, jak powstaja
galaktyki tego typu. NGC1052-DF2 znajduje sie w gromadzie zdominowanej
przez gigantyczna galaktyke eliptyczng NGC1052. Powstawanie galaktyk jest
gwaltownym procesem i, by¢ moze, pobliska obecno$é¢ duzej galaktyki miata
wplyw na wzrost NGC1052-DF2 i jej niedobory ciemnej materii. Inng hipoteza
jest kataklizmiczne wydarzenie w przeszlodci: szybkie powstanie duzej liczby
masywnych gwiazd, ktérych promieniowanie wyrzucito caly gaz i ciemna
materie, powstrzymujac powstawanie kolejnych gwiazd.

Michat BEJGER

Niebo we wrzesniu

Wrzesien jest spotkaniem lata z jesienia, przy caly czas
postepujacym skracaniem sie dnia i wydtuzaniem nocy.
23 wrzesnia przed godzina 4 rano Slonce przekroczy
rownik niebieski w drodze na potudnie i tym samym na
péinocnej potkuli Ziemi zacznie si¢ astronomiczna jesien.
Jednak faktyczna rownonoc na naszych szerokosciach
geograficznych nastapi 2 dni pdzniej, a do konica
wrzesnia dzien skréci si¢ o ponad kwadrans. Wrzesien
jest miesiacem zakry¢ gwiazd przez Ksiezyc. W jego
trakcie Srebrny Glob przestoni az 7 doé¢ jasnych gwiazd,
niestety, nie tych najjasniejszych.
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Na poczatku wrzesnia na porannym niebie dobrze
widoczna jest planeta Merkury, ktéra 26 sierpnia
osiagneta maksymalng elongacje zachodnia, wynoszaca
18° i pozostanie dostepna obserwacjom do konca
pierwszej dekady miesigca. W tym czasie jej jasnos$é
uros$nie z —0,8 do —1,3™, Srednica katowa spadnie

z 6 do 5", za$ faza zwickszy sie z 65 do 92%. Merkury
6 wrzesnia przejdzie 1° na péinoc od Regulusa,
najjaséniejszej gwiazdy Lwa, a 8 i 9 wrzesnia w matej
odlegtosci minie go Ksiezyc. Najpierw 4-procentowy
sierp Srebrnego Globu znajdzie sie 10° na zach6d od



Merkurego (Regulus 4° blizej), dobe pdzniej Ksiezyc
niecate 15 godzin przed nowiem znajdzie si¢ 3,5 stopnia
na wschod od pierwszej planety Ukladu Stonecznego.
W miegdzyczasie zakryje on Merkurego, co beda mogli
obserwowaé mieszkancy rosyjskiego Zabajkala. O ile

z odnalezieniem Ksigzyca 8 wrzesnia nie powinno by¢
ktopotow, to dobe pdzniej stanie sie to bardzo trudne,
jesli w ogdle mozliwe.

Pierwsza dekada wrze$nia skonczy si¢ nowiem naturalnego
satelity Ziemi, ale przez caly jej czas Ksiezyc zdominuje
poranne niebo, gdyz o tej porze doby ekliptyka jest
nachylona do widnokregu pod maksymalnym katem.

3 wrzesnia Ksiezyc w ostatniej kwadrze przejdzie przez
Hiady i spotka si¢ z Aldebaranem, najjasniejsza gwiazda
Byka. Niestety, minie przy tym wszystkie jasne gwiazdy
z poludniowej czesci gromady, samego Aldebarana —

w odleglosci 0,5 stopnia. Tuz po péinocy z 4 na 5 wrzesnia
sierp Ksiezyca w fazie 29% zakryje gwiazde 4. wielkosci
v Geminorum. 7 wrzesnia wezszy o 20% sierp Srebrnego
Globu przejdzie niecate 2° na potudnie od gromady otwartej
M44, a jego brzeg minie w odlegloéci tylko 4’ gwiazde
Asellus Australis, tworzaca poludniowo-wschodni rég
otaczajacego M44 trapezu gwiazd 4. i 5. wielkosci (zakrycie
w poludniowej Europie i p6éinocnej Afryce).

Na niebie wieczornym postepuje pogarszanie sie
warunkow obserwacyjnych wszystkich pozostatych
jasnych planet Ukladu Stonecznego. O tej porze

doby ekliptyka jest nachylona minimalnie i planeta
Wenus, znajdujaca si¢ kilka stopni pod nia, mimo duzej
odleglosci katowej od Stonca, zachodzi niewiele po nim
i po zmierzchu jest niewidoczna. Mozna ja probowaé
dostrzec w dzien, gdyz jasnosé planety przekroczy
—4,6™, ale jest to zadanie dla doswiadczonych
obserwatorow. Ulatwi je powracajacy na wieczorne
niebo Ksiezyc. 12 wrzesnia, majac tarcze oswietlona

w 11%, przejdzie on 10° na péinoc od Wenus.

Planeta Jowisz zachodzi okoto dwie godziny po Stoncu
i mozna ja obserwowac tylko krétko po zmierzchu, nisko
nad poludniowo-zachodnim widnokregiem. W trakcie
miesigca jasnosé Jowisza spadnie do —1,8™, a jego
tarcza skurczy sie do 33”. Do tego czasu Jowisz oddali
sie od gwiazdy Zuben Elgenubi na prawie 7°. Tyle
samo zabraknie Ksiezycowi do Jowisza w dniach

13-14 wrzesnia, gdy spotka si¢ z nim w fazie ponad 20%.

16 wrzeénia Ksiezyc przejdzie przez [ kwadre, a dobe pdzniej
spotka sie z planeta Saturn. Wieczorem oba ciata Ukladu
Stonecznego oddzieli dystans mniejszy niz 1,5 stopnia.
Szosta planeta od Stonca 6 wrze$nia zmieni kierunek
swojego ruchu na prosty, tym samym zakonczy sie okres jej
najlepszej widocznosci w tym roku. Zblizy sie wtedy do pary
jasnych mgtawic M8 i M20 na nieco ponad 100’. We wrze$niu
jasno$¢ Saturna spadnie do 40,5, a tarcza planety
zmniejszy $rednice do 16”. Nadal blisko Saturna przebywa
planetoida (4) Westa. 26 wrze$nia przejdzie ona niecale 3°
na potudnie od Saturna, ale do jej odszukania potrzebna
jest przynajmniej lornetka, gdyz jasno$¢ planetoidy jest

o ponad 7™ mniejsza od jasnosci széstej planety od Stonca.
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Dobe po spotkaniu z Saturnem Ksiezyc dotrze do
charakterystycznego tuku gwiazd 3. i 4. wielkosci

w potnocno-wschodnim krancu gwiazdozbioru Strzelca
i zakryje polozona najbardziej z nich na poludnie
gwiazde o Sgr. Do zakrycia przez ciemny brzeg dojdzie
jeszcze na jasnym niebie tuz po zmierzchu, okoto
godziny 19:20. Gwiazda pojawi si¢ ponownie juz na
ciemnym niebie, okoto godz. 20:45.

Pierwsza w miare dobrze widoczng wrzedniowa planeta
jest Mars, ktory nadal géruje po zapadnigciu ciemnodci.
Czerwona Planeta przesuwa si¢ ruchem prostym na
pénocny wschéd, kontynuujac szybkie oddalanie sie

od Ziemi, skutkujace znacznym spadkiem jasnosci

i Srednicy katowej. Do korica wrze$nia blask Marsa
osiggnie —1,3™, a $rednica tarczy — 16", czyli tyle samo,
co w przypadku odlegtego o 30° Saturna. Mata jak na
Marsa bedzie jego faza, jedynie 89%, co przy nadal duzej
tarczy powinno da¢ si¢ tatwo dostrzec przez teleskop.

19 i 20 wrzesnia Czerwona Planete minie Ksiezyc w fazie
okoto 80%, a kolejnej nocy, 21 wrzesnia o$wietlony

w 90% zakryje nastepna jasng gwiazde. Tym razem
bedzie to Nashira, gwiazda Koziorozca, oznaczana

na mapach nieba grecka litera 7. Gwiazda zniknie za
ksiezycowa tarcza okolo godziny 23, ale tylko na pdéinoc
od linii, taczacej Walbrzych poprzez Konin z Olsztynem.

Po minieciu Marsa Ksiezyc podazy ku ostatnim dwém
planetom Ukladu Stonecznego, bedacymi niedaleko
opozycji. Ich warunki obserwacyjne sa bardzo dobre.
Neptun znajdzie sie po przeciwnej stronie Ziemi niz
Stonce 7 wrzeénia, za$ Uran uczyni to pod koniec
pazdziernika. We wrzesniu Neptun przejdzie przez
tréjkat gwiazd 5. 1 6. wielkosci 81, 82 1 83 Aqr,
znajdujacy sie prawie w poltowie drogi miedzy gwiazdami
A1 Aqr, sam $wiecac blaskiem +7,8™. Ksiezyc

spotka sie z Neptunem 23 wrzesnia dzien przed pelnia,
zakrywajac przy tym w okolicach péinocy gwiazdy 11

i Y2 Aqr. Jednak bliskosé pelni sprawi, ze zakrycia
stana sie trudne do obserwacji. 3 dni pdzniej Srebrny
Glob zblizy sie na 7° do majacego jasnos¢ +5,7"" Urana,
zmniejszajac przy tym faze do 96%, a wieczorem tego
samego dnia, okoto 22:30, zakryje kolejna gwiazde

4. wielkosci €2 Ceti. Miesiac Srebrny Glob zakonczy
ponownym przejsciem przez centralny obszar Hiad.

We wrzesniu warto pamietaé¢ o komecie
21P/Giacobini-Zinner. Jest to kometa okresowa,
obiegajaca Storice raz na 6,5 roku i jest Zrédlem
pazdziernikowego roju meteoréw Drakonidow.

10 wrzesnia kometa jednoczesnie przejdzie przez
peryhelium, nieco ponad 1 AU od Slorica i zblizy sie do
Ziemi na mniej niz 0,4 AU, stad moze pojasnie¢ nawet
do +7™. Byé moze dzigki temu w tym roku Drakonidy
pojawia sie w wiekszej liczbie niz zazwyczaj. W okresie
maksymalnej jasno$ci w obserwacjach komety nie
przeszkodzi Ksiezyc w nowiu. We wrzesniu kometa 21P
przemierzy obszar od $rodka gwiazdozbioru Woznicy,
poprzez pogranicze Byka, Oriona i BliZzniat do wnetrza
gwiazdozbioru Jednorozca.

Ariel MAJCHER



Dlaczego /2 nie pasuje do liczb wymiernych?

Zupelnie nieszokujaca zasada dobrego uporzgdkowania
moéwi, ze kazdy niepusty podzbidr liczb naturalnych ma
element najmniejszy. Pokazemy, jak ja wykorzystaé¢ do
wykazania, ze v/2 jest niewymierne, czyli ze dla zadnej
liczby naturalnej n liczba nv/2 nie jest calkowita.

Niech S = {n € N: ny/2 € Z}. Zalézmy, ze zbiér S jest
niepusty. Oczywidcie, S C N, wiec z zasady dobrego
uporzgdkowania zbiér S ma element najmniejszy (by¢
moze nie jest on jedyny). Niech tym elementem bedzie

k € N. Rozwazmy nastepujaca liczbe: (v/2 — 1)k. Skoro
ke S, to 2k e Z. Zatem 2k — k € Z oraz

(V2 = 1)kV2 = 2k — 2k > 0.
Zauwazmy, ze 2k € N oraz V2k € 7, wiec 2k — V2k € 7.
W takim razie (v2 — 1)k € S, ale (v2 — 1)k < k,
a zalozylismy, ze k jest elementem najmniejszym ze
zbioru S. Zatem otrzymujemy sprzecznosé¢ z zatozeniem,
ze S jest niepustym zbiorem.

Mateusz DEBOWSKI

Skad mogt to wiedziec?

W A3y (Z notatnika geniusza) i w tym numerze (str. 8) przedstawione sa rézne
zaleznosci liczbowe pochodzace od Ramanujana. Robia ogromne wrazenie,

tym bardziej ze Ramanujan podal je bez uzasadnien i dla nas maja status
natchnionej wizji. Warto zauwazy¢, ze takie wizjonerskie przedstawianie
matematycznych faktéw trafialo sie wielokrotnie. Zbiorem takich wizji jest
ogromne dzieto Diofantosa (ktére bedzie przywoltane w A1) powstate dwa
tysiace lat temu, a dotyczace teorii liczb.

W szczegdlnosci znajduje sig¢ tam stwierdzenie, ze dla dowolnych liczb
catkowitych a, b, ¢, d wyrazenie (a? + b2)(c? + d?) tez da sie przedstawié jako
suma kwadratow dwoch liczb catkowitych i to na dwa sposoby. Zamiast dowodu
jest tam po prostu napisane, jakie sa to liczby: ac — bd i ad + be lub ac + bd

i ad — be; dla przyktadu, biorac 2, 4, 3 i 5, otrzymamy

(4 +16)(9 +25) = (6 — 20)% + (10 + 12)% = (10 — 12)* + (6 + 20)?,

prosze sprawdzié.

Dzis ta prawidlowos$é¢ kojarzy sie z twierdzeniem o liczbach zespolonych, ktére
moéwi, ze modul iloczynu réwna sie iloczynowi moduléw, ale jak moégt to dostrzec

Diofantos?

Galilleusz Arystotelesa oSmieszytl. ..

W Maltej Delcie z czerwca 2018 M. K. opisal prosty
dowd6d podany przez Galileusza, pokazujacy, ze
swobodne spadanie ciatl nie moze by¢ ruchem, w kérym,
jak twierdzil Stagiryta, predkos¢ spadajacego ciata jest
proporcjonalna do przebytej przez nie drogi. Galileusz
postuzyl sie prostymi argumentami (wszak mechanika

analityczna jeszcze nie istniala) logiczno-geometrycznymi.

Nie bede ich tu cytowal, kto nie pamigta, tatwo je
w Delcie odnajdzie.

Popatrzmy jednak na taki ruch newtonowskimi oczyma.

Réwnanie v(t) = s(t) mozemy zapisa¢ w postaci réwnania
rozniczkowego

ds
g
dt
Calkujac je, otrzymujemy
Ins=1t+a,

gdzie a jest stala calkowania. Jedli teraz wybierzemy (za
Galileuszem) na drodze poruszajacego sie ciala punkty

sp=27",

to po podstawieniu do ostatniego rownania otrzymamy
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M. K.

A co na to Newton?

czas t,, w kérym poruszajace si¢ cialo znajdzie sie
w punkcie s,,:
t, +a=—nln2.
Widzimy zatem, ze
tpe1 —tn =1n2.
(Istotnie, jest to wiecej niz 1/2). Kazdy z nieskorniczonej

liczby odcinkéw jest w tym ruchu przebywany w takim
samym czasie o wartosci In 2.

Jedli rozwiazanie réwnania ruchu zapiszemy w postaci
explicite

s = be,
gdzie b = e%, to widzimy, ze punkt s = v = 0 odpowiada
wartosci t = —o0.

Tak wiec cialo poruszajace sie ruchem, o ktérym

moéwil Arystoteles, nigdy nie moze byé w spoczynku

(v =0), chyba ze my$limy o epoce, zanim Matka Ziemia
wytonita sie z Chaosu i we $nie urodzita Uranosa. ..

Krzysztof REJMER
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O ustawianiu

Joanna JASZUNSKA

Zasada szufladkowa Dirichleta glosi, iz jesli rozmieszczamy pewna liczbe obiektow
w mniejszej liczbie szufladek, to ktéres dwa z nich trafia do tej samej szufladki.
Podobnie, jesli liczba obiektéw jest wieksza niz dwukrotnoéé liczby szufladek,
ktéres trzy trafia razem do szufladki itd.

< 1. Podczas defilady zolnierze maja by¢ ustawieni w prostokat, przy czym w kazdej
kolumnie i w kazdym rzedzie maja sta¢ od najwyzszego do najnizszego (zadni dwaj

Wiecej o zasadzie szufladkowej znalezé
mozna m.in. w deltoidach 2 i 3/2009.

z nich nie sa réwnego wzrostu). Dowddca ustawia ich w prostokacie jakkolwiek,
po czym porzadkuje wedtug wzrostu w kazdej kolumnie osobno, nastepnie zas

w kazdym rzedzie (psujac byé moze porzadek w kolumnach), potem, jesli trzeba,
znéw w kolumnach, znowu w rzedach etc. Czy ten sposéb dziatania ma sens,

tzn. czy niezaleznie od poczatkowego ustawienia zolnierzy ta procedura zawsze

po skoniczenie wielu takich przestawieniach da zadany efekt? A jesli tak, to po ilu?

2. W szeregu stoi, w przypadkowej kolejnosci, 50 zotnierzy. Zadnych dwéch nie
jest tego samego wzrostu. Wykaz, ze mozna wybra¢ odmiu z nich tak, aby, gdy
wystapia oni krok naprzdd, byli ustawieni wedlug wzrostu (rosnaco lub malejaco).

3. Wykaz, ze dla kazdej liczby calkowitej n > 0 istnieje taka liczba catkowita k > 0,
ze liczbe kn mozna zapisa¢ w systemie dziesietnym uzywajac wylacznie cyfr 0 i 1.

4. Na okregu umieszczono 101 dodatnich liczb catkowitych o sumie rownej 300.

Wykaz, ze istnieje taki tuk okregu, na ktérym suma liczb rowna jest 200.
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R1. Tak; co wiecej, wystarczy ustawié¢ zolnierzy raz w kolumnach i raz w rzedach.
Przypusémy, ze potem w pewnej kolumnie wyzszy zolnierz W stoi za nizszym N,
wbrew zadaniu, ze maja sta¢ wedlug wzrostu (rys. 1). Rozwazmy zolnierzy
stojacych w rzedzie z W i przed nim (sa oni wyzsi od niego, ich wraz z W
nazwiemy wysokimi) oraz zolnierzy stojacych w rzedzie z N i za nim (sq nizsi

od N, ich wraz z N nazwiemy niskimi). Zauwazmy, ze kazdy zolnierz wysoki

jest wyzszy od kazdego z zolnierzy niskich (bo jest wyzszy od W, a W —od N).

Wysokich i niskich Zolnierzy jest lacznie o 1 wigcej niz kolumn, wigc zanim

z tej strony najwyzsi w kolumnach

Rys. 1. Kolorowe ramki oznaczaja
zolnierzy wysokich i niskich.

uporzadkowane. [J

R2. Kazdego zolnierza utozsamiamy z jego wzrostem,
a nastepnie dajemy mu numer — dtugosé¢ najdtuzszego

rosnacego podciagu w danym szeregu, ktérego jest on

ostatnim elementem. Jesli ktéry$ zolnierz ma numer 8,
mamy szukany podciag rosnacy.

W przeciwnym przypadku kazdy z 50 zolnierzy ma
numer najwyzej 7. Gdyby kazdy z numeréw od 1 do 7
wystepowal najwyzej 7-krotnie, tacznie mieliby$my
najwyzej 49 zolnierzy. Stad ktoéras liczba powtarza sie
co najmniej 8 razy. Zolnierze o tych wlagnie numerach
tworzg szukany podciag malejacy, gdyz kazdy kolejny

z nich jest nizszy od poprzednika o tym samym numerze
(gdyby bowiem byl wyzszy, bylby nastepnym elementem
rosngcego podciggu i mialby numer o jeden wigkszy). O

R3. Rozwazmy liczby 1,11,111,... Wsrdd pierwszych
n + 1 z nich pewne dwie daja te sama reszte z dzielenia

uporzadkowano rzedy, pewnych dwéch z nich stalo w tej samej kolumnie. Wysocy
stali w réznych kolumnach, niscy tez w réznych, stad w jednej kolumnie musiat
staé jaki$ zolnierz wysoki za niskim — sprzecznos$é, bo kolumny byty juz wtedy

przez n. Ich réznica jest liczba postaci 11...100...0
podzielng przez n, co konczy dowod. [

R4. Oznaczmy liczby wokél okregu kolejno przez
ai,as,...,a101 1 rozwazmy sumy ai + as + ...+ a; dla
i=1,2,...,100. Sa to dodatnie liczby catkowite mniejsze
od 300. Jesli ktéras z tych sum jest réwna 200, zadanie
jest rozwigzane, podobnie dla sumy 100 (wtedy wszystkie
pozostale a; wyznaczaja szukany tuk).

Jesli zadna z sum nie jest réwna 200 ani 100, to

kazda z nich przy dzieleniu przez 100 daje jedna

z 99 niezerowych reszt. Wowczas pewne dwie sumy

a1+ ...+ajoraz a; + ...+ ap dla j < k daja taka sama
reszte, wigc ich réznica aji1 + ... + ay, dzieli si¢ przez
100, czyli jest réwna 200 lub 100. Podobnie jak powyzej
wyznacza ona wobec tego poszukiwany tuk lub jego
dopelienie. [J

Zadania domowe

5. Wykaz, ze wéréd dowolnych 1111 parami réznych
podzbioréow zbioru 11-elementowego zawsze znajda sie
dwa roztaczne.
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6. Udowodnij, ze w dowolnym ciagu 2018 liczb
catkowitych zawsze mozna wskazaé pewna liczbe kolejnych
wyrazéw, ktorych suma jest podzielna przez 2018.



LIX SZKOLA MATEMATYKI POGLADOWEJ
MATEMATYKA I KOMPUTERY

TERMIN: 8-11 lutego 2019 roku

Nie gwarantujemy, 2e o tym akurat bedzie mowa, s .

ale gwarantujemny, ze mowa bedzie o takich rzeczach: .

Wizualizacja i modelowanie $wiata: fa{i“f// .

jak przy tym oszukiwaé, np. zamieniajgc T |.‘§-'_-'£f;=;ﬁ s

znienacka réwnania rozniczkowe czastkowe (;',J.'—;.I \F_—T"r.' @\".

na zwyczajne; jak modelowac cos, czego r L \ o -

nie jestesmy w stanie sprawdzic¢ eksperymentalnie "j‘\-w
SN

(np. w astronomii) lub cos, co jest nieracjonalne -
(np. zachowanie ludzkie). ]
Dowody wspierane komputerowo:

(na twierdzeniu o czterech barwach
swiat sie nie koriczy)

COQ, Mizar i mniej znane twierdzenia
udowodnione przy asyscie komputera.
MNaprawde trudne obliczenia:
zltozonosc obliczeniowa, maszyny
Turinga, problem stopu;

zadanie na wieczor:

sprawdzic, czy P=NP. VL
O tym, czego do niedawna
nie podejrzewano:




