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Ian STE WART*, specjalnie dla Delty

W matematyce nie przyznaje sic Nagrody Nobla, jednakze od ustanowienia

w 1936 roku Medalu Fieldsa (od nazwiska kanadyjskiego matematyka Johna
Charlesa Fieldsa) wyrdznienie to stalo sie najwazniejsza nagroda w tym
obszarze badan. Fields uczestniczyl w jej powstaniu, zaprojektowal towarzyszacy
jej medal i pozostawil funduszowi Medalu Fieldsa kwote 47 000 dolaréw
kanadyjskich. Finansowy dodatek do Medalu to 15000 dolaréw kanadyjskich,
znacznie mniej niz 8 milionéw szwedzkich koron (okoto 800000 euro)
przyznawanych w ramach Nagrody Nobla, mimo to w oczach matematykow
prestiz tego wyrdznienia jest nie mniejszy. Obecnie w matematyce przyznawana
jest takze Nagroda Abela oraz inne wysoko cenione wyréznienia, jednak
najdhuzsza tradycja stoi za Medalem Fieldsa.

W 1936 roku medalistami Fieldsa zostali Lars Ahlfors i Jesse Douglas. Po
dtuzszej przerwie, w 1950 roku medale zdobyli Laurent Schwarz oraz Atle
Selberg. Od tamtej pory sa one przyznawane co cztery lata 2-4 matematykom

i wreczane na Miedzynarodowych Kongresach Matematykéw. Pierwsza

kobiete nagrodzono Medalem Fieldsa dopiero w 2014 roku. Byta nia Maryam
Mirzakhani, urodzona w Iranie, pracujaca na Uniwersytecie Stanforda w Stanach
Zjednoczonych. Jej wielce obiecujaca kariere przerwata w 2017 roku smierc
spowodowana rakiem piersi. Miata zaledwie 40 lat. To, co bylo tragedia dla
matematyki, znacznie mocniej dotknelo jej rodzine: meza i 6-letnia wéwczas
corke Anahite.

Maryam Mirzakhani urodzita si¢ w Teheranie 3 maja 1977 roku jako corka
Ahmada, inzyniera elektryka. Jej wybitne zdolnosci ujawnily sie bardzo wezesnie.
Edukacje rozpoczeta w teheranskiej szkole Farzanegan, prowadzonej przez
Narodowa Organizacje Rozwoju Wybitnych Talentéw (ktérej nazwa sama sie
tlumaczy). W 1994 roku znalazla si¢ wsréd uczestnikéw Miedzynarodowe;
Olimpiady Matematycznej, elitarnych corocznych zawodéw matematycznych
dla licealistéw, i jako pierwsza kobieta z Iranu zdobyta zloty medal. W kolejnym
roku uzyskata na Miedzynarodowej Olimpiadzie komplet punktéw i ponownie
zloty medal, czego wczesniej nie dokonal nikt z Iranu.

W 1999 roku Mirzakhani ukonczyta studia matematyczne na Uniwersytecie
Technologicznym Sharif, nazywanym czesto ,iraiskim MIT”, czolowej

iranskiej uczelni w zakresie nauk inzynieryjnych i fizycznych. Podjela studia
doktoranckie w Stanach Zjednoczonych pod opieka naukowa Curtisa McMullena,
medalisty Fieldsa. McMullen zajmowal sie dynamika zespolona, geometria
hiperboliczna i tematami pochodnymi, w tych obszarach rozpoczeta tez badania
Maryam Mirzakhani. W 2004 roku dotaczyta do zespotu badawczego w Clay
Mathematics Institute (w Cambridge w stanie Massachusetts) i uzyskata
stanowisko profesorskie w Princeton. Wyszla za maz za Jana Vondréka,
czeskiego informatyka zajmujacego sie takze zastosowaniami matematyki,
zatrudnionego na Uniwersytecie Stanforda. Mirzakhani przeniosta si¢ na te
uczelnie w 2008 roku.

Dziedzina, ktéra uprawiata, teoria przestrzeni moduli powierzchni Riemanna,
jest bardzo techniczna, zatem opisanie jej zajmie nam troche miejsca. Zacznijmy
od liczb zespolonych i analizy zespolonej. Kwadrat dowolnej liczby rzeczywistej
jest nieujemny, zatem nie istnieja rzeczywiste pierwiastki kwadratowe z liczb
ujemnych. Jednakze w potowie XVI wieku wloscy algebraicy zaczeli dostrzegaé
matematyczny sens pierwiastkéw kwadratowych z liczb ujemnych, cho¢ ich
znaczenie fizyczne pozostawalo niejasne. Kluczowym momentem stato sie
wprowadzenie nowego rodzaju liczby, liczby ,urojonej”, oznaczanej dzis jako 7,
ktorej kwadrat jest réwny —1. Prowadzi to do liczb zespolonych postaci x + iy,
na ktorych dzialania wykonuje si¢ zgodnie ze znanymi regutami algebraicznymi,
uwzgledniajac, ze i trzeba zastapié przez —1.
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Rozwigzanie zadania M 1562.
Oznaczmy przez P punkt symetryczny
do A wzgledem O, czyli taki punkt, ze
odcinek AP jest srednicag okregu
opisanego na tréjkacie ABC'.

Wéwezas ¥ ABP = X ACP = 90°, wobec
czego DF || BP oraz DE || CP. Stad
[BDF] = [PDF] oraz [CDE] = [PDE],
a zatem
[BCEOF] = [BDF]|+[CDE]+[DEOF] =
= [PDF|+[PDE]+[DEOF] =
= [PEOF],
gdzie [F] oznacza pole figury F.
Poniewaz punkt O jest érodkiem odcinka
AP, wigc [POF] = [AOF] oraz
[POE] = [AOE] i w konsekwencji
[PEOF] = [POF] + [POE] =
= [AOF] + [AOE] = [AEOF].
Ostatecznie wigc [BCEOF| = [AEOF],
co jest réwnoznaczne z tezg zadania.

Rozwigzanie zadania M 1563.
Niech aj = f(H(O), gdzie f*) oznacza
k-krotne ztozenie funkcji f. Z warunkéw
zadania wynika, ze dla pewnego
ke {1,2,...,p} mamy a; = 0 (mod p).
Jezeli k < p, to
ap+1 = f(ar) = f(0) = a1 (mod p),
co nie moze mieé¢ miejsca, gdyz reszty
z dzielenia przez p wyrazéw ciagu
(a1,az2,...,ap) sg parami rézne.
To oznacza, ze ap = 0 (mod p), czyli
a1 = f(ap) (mod p).
Przypusémy nie wprost, ze p{ a — 1, czyli
NWD(a — 1,p) = 1. Wéwczas istnieja
takie liczby calkowite ¢, d, ze
(a —1)c+ pd =1.
W szczegdlnosci (a — 1)c = 1 (mod p),
czyli ac — 1 = ¢ (mod p). Z warunkéw
zadania wynika, ze dla pewnego
ke{1,2,...,p} mamy
ar = —bc (mod p).
Wéwczas
flag) = —abc+ b= —blac—1) =
= —bc = ay, (mod p),
czyli ak41 = ar (mod p) (gdzie w razie
potrzeby przyjmujemy ap41 = ay).
To stoi w sprzecznoéci z zatozeniem, ze
reszty z dzielenia przez p wyrazéw ciagu
(a1,az2,...,ap) sg parami rézne.

Ostatecznie ta nowa koncepcja uzyskata sciste podstawy w XIX wieku, dzigki
Carlowi Friedrichowi Gaussowi i Williamowi Rowanowi Hamiltonowi: liczba
zespolona to para liczb rzeczywistych (z,y), a dzialania na takich parach
okreslaja konkretne reguly. Motywacje dla takiej definicji stworzyli poprzednicy,
interpretujac liczby zespolone jako punkty plaszczyzny, tak jak to robili Caspar
Wessel w 1797 roku i Jean-Robert Argand w 1808. Jednak juz duzo wczesniej
matematycy starali siec ambitnie zaj$¢ dalej. W 1702 roku Jan Bernoulli
prébowal obliczyé calke z odwrotnodci funkeji kwadratowej [ %.

Gdy funkcja kwadratowa rozktada sie na dwa czynniki liniowe rzeczywiste,
mozna jej odwrotnoéé rozlozyé na sume utamkéw prostych, co prowadzi do
wyrazen logarytmicznych. Gorzej, gdy takiego rozktadu na czynniki rzeczywiste
nie ma, jak w przypadku funkcji 22 + 1. Istniejg jednak czynniki zespolone
(z+1i)(x — i) i w takim przypadku Bernoulli stosowal logarytmy zespolone, nie
wyjasniajac, co oznaczaja. W 1712 roku wdatl sie w tej kwestii w zazarty spor

z Gottfriedem Wilhelmem Leibnizem, ktory uwazal, ze logarytm liczby ujemnej
powinien by¢ liczba zespolona, podczas gdy Bernoulli nalegal, iz jest to liczba
rzeczywista. W 1749 roku Leonhard Euler przyznal racj¢ Leibnizowi. Bernoulli,
broniac przeciwnego pogladu, zapomnial o tym, ze catka nieoznaczona jest dana
z doktadnoécia do stalej, ktéra w tym przypadku jest liczba zespolona. Tak wiec,
na przyklad, In(—1) = 7i, a nie 0, jak sadzil Bernoulli.

Atakowanie analizy funkcji zespolonych przed dobrym opanowaniem algebry
liczb zespolonych wygladalo na prébe biegania przed nauka chodzenia. Analiza
byta jednak o wiele ciekawsza, zapowiadala potencjalne korzysci w fizyce
matematycznej, gdzie mozna byloby ja stosowaé do rozwigzywania rownan
rozniczkowych czastkowych, takich jak réwnanie Laplace’a, wazne w badaniach
grawitacji, magnetyzmu czy elektrycznosci.

Euler zdawal sobie sprawe z tego, ze choé In(—1) = 7, to jest to tylko jedna

z nieskoniczenie wielu mozliwych wartoéci. Istotnie, z réwnoéci (—1)% = —1 wynika,
ze In(—1) musi byé takze réwny 3wi. Czy zatem 3 = 17 Gdyby tak bylo, liczby
zespolone okazalyby sie absurdalne. Euler wszakze tak nie uwazal. Przeciez
pierwiastkami kwadratowymi z 1 sa zaréwno +1, jak i —1, co wcale nie sktania
nas do utozsamienia tych liczb i deklarowania, ze pierwiastki kwadratowe to
nonsens. Pierwiastek kwadratowy jest po prostu wielowartosciowy i podobnie,
jak twierdzil Euler, jest z logarytmem zespolonym, z tym, ze o ile pierwiastek
kwadratowy ma co najwyzej dwie wartosci, o tyle logarytm ma ich nieskonczenie
wiele. W szczegdlnosci logarytmem liczby —1 jest kazda liczba postaci nwi dla
nieparzystej liczby catkowitej n. Z kolei, podnoszac do kwadratu, widzimy, ze
In1 (o ktérym wiemy, ze jest réwny 0) to kazda liczba postaci nwi dla parzyste;
liczby catkowitej n. Znana nam wartos¢ pojawia si¢ dla n = 0, ale rownie dobrze
mogliby$my przyjaé 2, 4, 6, albo nawet —2, —4, —6 i tak dalej.

I teraz sprawa sie komplikuje, jako ze cokolwiek robimy w analizie zespolonej, na
przyktad, catkujemy funkcje wzdtuz krzywej na plaszczyznie zespolonej, musimy
zdecydowad, ktéra wartosé funkcji chcemy rozpatrywaé. Gdy przesuwamy sie
po krzywej, ma sens zmienianie tej wartosci w sposéb ciagly, co prowadzi do
ciekawej sytuacji. Jesli, powiedzmy, zaczniemy od 1 i bedziemy si¢ przesuwadé
po okregu jednostkowym w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara,
rozpatrywana liczba z = x + iy powraca do wartosci 1. Jednoczesnie jej logarytm
In z, zmieniajac sie w sposob ciagly, musi rosna¢ od 0 do 2mi, a po powrocie do
punktu wyjscia wartosé funkcji moze réznic¢ sie od wartosci poczatkowej.

Decydujacy krok wykonat tu Bernhard Riemann, wybitny mys§liciel, geometra

i autor pojecia, ktére dzis nazywamy powierzchnia Riemanna. W przypadku
logarytmu to co$ w rodzaju spiralnych schodéw, zakrecajacych sie wokét érodka
plaszczyzny zespolonej i wspinajacych sie o jeden poziom z kazdym pelnym
obrotem. Gdy z przesuwa si¢ na poziomie parteru wzdluz okregu na plaszczyznie
zespolonej, In z pokonuje zakret na spiralnych schodach i trafia pietro wyzej.
Tak wiec to geometria powierzchni decyduje o tym, ktéra z wielu wartosci
nalezy rozpatrywac¢. Podobnie jest z pierwiastkiem kwadratowym, z tym, ze tu
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Po utozsamieniu przeciwlegltych bokéw
kwadratu otrzymujemy torus.

L.}

Rozwigzanie zadania M 1561.
Przypus$émy nie wprost, ze

abe > a? + b2 + 2.
Woéwezas w szczegblnosci abe > a?, skad
bc > a i analogicznie ca > b oraz ab > c.
Ponadto mamy

0L (a=b)°+ (b= +(c—a)=
= 242 + 2p2 + 2¢2 — 2ab — 2bc — 2ac,
a wigc
aQer2 +62 > ab + be + ca.
Laczac te nieréwnosci otrzymujemy
a2+b2+02 >a+b+c,

co z kolei w polaczeniu z przyjetym
zalozeniem nie wprost prowadzi do

abc > a+0b+c.

trzymana sprzeczno$¢ konczy dowod.
Otrzy 39 ki y d d

mamy tylko dwa zakrety, a drugie pigtro jest ,tym samym?” co parter: po dwéch
obrotach warto$¢ pierwiastka kwadratowego wraca do wartosci poczatkowe;j.

Podstawowe pojecia analizy zespolonej, takie jak rézniczkowanie lub catkowanie
wzdluz krzywych, mozna uogélni¢ na powierzchnie Riemanna, stanowiace
naturalny kontekst dla analizy zespolonej, gdyz rozwiazuja problemy wynikajace
z wielowartosSciowosci funkeji. To ich najistotniejsza wlasciwosé. Niektére
powierzchnie Riemanna sa ,zwarte”: nie maja brzegu, jednak zajmuja skonczony
obszar, czego przykladem moze by¢ sfera Riemanna, czyli ptaszczyzna zespolona
y2uzwarcona” przez dodanie punktu ,,w nieskonczonosci”. Inny przyklad wiaze
sie z funkcjami eliptycznymi, a wigc takimi funkcjami zespolonymi f, ze

f(z) = f(z+a) = f(z + ) dla wszystkich z, gdzie a i b sa dwiema niezaleznymi
liczbami zespolonymi. Woéwcezas wartosci funkeji powtarzaja sie¢ w dwoch
kierunkach na plaszczyznie zespolonej, co dzieli te ptaszczyzne na nieskoriczenie
wiele jednakowych ,kafli” w ksztalcie réwnolegtoboku, z ktérych jeden ma
wierzchotki w punktach 0, a, b oraz a + b. Na kazdym kaflu funkcja przyjmuje
te same wartosci, wystarczy zatem wiedzieé¢, jak zachowuje si¢ na jednym.
Podwdéjna okresowosé oznacza, ze funkcja przyjmuje te same wartosci na
przeciwleglych bokach kafla, a wiec — po utozsamieniu przeciwleglych bokéw —
mozna wszystko sprowadzi¢ do jednego kafla. Z topologicznego punktu widzenia
wynikiem takiej konstrukcji jest torus, co pokazuje rysunek dla przypadku, gdy
kafle sa kwadratami.

Zwartymi powierzchniami Riemanna sa: sfery, torusy, torusy z dziurami.
Liczbe g dziur nazywa si¢ genusem. I tak, 0 jest genusem sfery, 1 genusem
zwyklego torusa i co najmniej 2 jest genusem torusa z g dziurami, gdy g > 1.

EEDS O,

Torus z dwiema dziurami (g = 2) Torus z trzema dziurami (g = 3)
Struktura powierzchni Riemanna nie ogranicza sie do topologii. W szczegdlnosci
mozna w niej operowaé¢ pojeciem odleglosci lub metryki. Geometria takiej
metryki moze by¢:

e cuklidesowa — powierzchnia jest, na przyktad, ptaszczyzna zespolona lub tzw.
plaski” torus,

e cliptyczna — jedna z dwoch nieeuklidesowych geometrii, odpowiadajaca
powierzchni o dodatniej krzywiznie, jak sfera Riemanna,

e hiperboliczna — druga z nieeuklidesowych geometrii, odpowiadajaca
powierzchni o ujemnej krzywiznie, jak torus z g dziurami dla g > 2 lub torus
bez jednego punktu.

Jak widaé, powierzchnie Riemanna stanowia bardzo obszerna dziedzine
matematyki, laczaca wiele rozmaitych pojec.

Aby dokonaé klasyfikacji wszystkich mozliwych powierzchni Riemanna
(ustalonego typu), matematycy wymyslili przestrzeri moduli, ktérej kazdy punkt
reprezentuje okreslona powierzchni¢ Riemanna. Taka przestrzen ma swoja
topologie, mozna zatem zdefiniowa¢ w niej pojecie bliskosci dwoch powierzchni,
pozwalajace opisac¢, co dzieje sie z dana struktura, gdy przeksztalca sie ja

w sposéb ciagly w bliskie jej struktury tego samego typu.

Przyjrzyjmy sie prostej analogii. Przypusémy, ze zajmujemy sie¢ okregami na
plaszczyznie. Kazdy okrag jest jednoznacznie wyznaczony przez trzy liczby: dwie
wspélrzedne srodka (x,y), ktore sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi, oraz
nieujemny promien z. Przestrzen moduli okregéw sktada sie wiec ze wszystkich
takich tréjek (z,y, z) liczb rzeczywistych, ze z > 0. Topologicznie rzecz biorac, jest
to iloczyn kartezjanski ptaszczyzny R? i nieujemnej pélprostej rzeczywistej RT.
Dwa okregi uznamy za bliskie w przestrzeni moduli, jesli ich srodki sg blisko na
plaszczyzZnie oraz bliskie sa dtugosci ich promieni. To rozsadne wymaganie.
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Ta krzywa na torusie przewija sie pie¢
razy przez dziure i zawija si¢ dwa razy
wokét korpusu.

Powierzchnia translacyjna

Doszlismy wreszcie do historycznego punktu wyjscia dla badan Mirzakhami,
mozemy wiec sprébowadé zrozumieé, co rzeczywidcie zrobita. W 2002 roku
znalazla nowy dowdd Hipotezy Wittena, dotyczacej przestrzeni moduli
wszystkich krzywych algebraicznych. Edward Witten postulowal istnienie
zwigzkéw miedzy ta przestrzenia a niektorymi kwantowymi teoriami pola

oraz calkowalnymi uktadami dynamiki hamiltonowskiej. Brak miejsca nie
pozwala na glebsze wyjadnienia, ale, w uproszczeniu, uktad dynamiczny jest
catkowalny, gdy zachowuje sie¢ w sposéb regularny, niechaotyczny. Hipoteze
Wittena pierwszy udowodnit Maxim Kontsevich w 1992 roku i dowdd ten stat sig
jednym z wynikéw, ktore przyniosty mu Medal Fieldsa.

Mirzakhani przedstawila odmienny dowod, oparty na wzorze odkrytym przez
Grega McShane’a. Rozwazmy torus z usunietym jednym punktem i nadajmy
mu hiperboliczng strukture geometryczna, traktujac usuniety punkt jako punkt
,w nieskonczonosci”. Taka powierzchnia zawiera wiele zamknietych geodezyjnych,
czyli §ciezek o najmniejszej diugosei, zamykajacych sie jak okrag (wyobrazmy
sobie owiniecie powierzchni elastyczna tasma). Wszystkie takie $ciezki mozna
podzieli¢ na klasy homotopii tak, ze dwie $ciezki naleza do tej samej klasy, jesli
jedna z nich mozna przeksztalcié w druga w sposéb ciagly (wyobrazmy sobie
popchniecie elastycznej tasémy w nowe polozenie). W przypadku torusa klase
homotopii wyznaczaja dwie liczby calkowite: ile razy Sciezka przewija sie przez
dziure torusa oraz ile razy zawija sie wokdt ,korpusu” torusa.

Réwnosé McShane’a stwierdza, iz

1
2 Tram =L
¥
gdzie v przebiega liste zamknietych geodezyjnych, zawierajaca po jednej z kazdej
klasy homotopii, a I(y) oznacza dlugosé geodezyjnej v. Mirzakhani uzyla tej
réwnosci do ustalenia wzoru na objeto$¢ Vg ., (L1, ..., Ly) przestrzeni moduli
wszystkich powierzchni genusu g z n geodezyjnymi krzywymi brzegowymi
o danych dlugosciach L, ..., L,. Objeto$¢ okazuje sie by¢ wielomianem wzgledem
kwadratow tych dtugosci, ktérego wspdleczynnikami sa wymierne wielokrotnosci
poteg liczby . Wielomiany te koduja informacje topologiczna o przestrzeni
moduli i spelniaja te same relacje co niektore wielomiany wystepujace
w Hipotezie Wittena. Umozliwilo to zupelnie odmienny nowy dowéd Hipotezy.

Nowe metody Mirzakhani doprowadzily ja do wzoréw okreslajacych czestoscé
wystepowania geodezyjnych réznych topologicznych typéw. Na przyktad,
dokladnie 1/7 wszystkich zamknietych petli na torusie genusu 2 ma te wlasnosé,
ze rozcigcie wzdtuz petli rozspdjnia torus.

Pézniej Mirzakhani zajela sie dynamika w przestrzeniach moduli, w ktorych
punkty (reprezentujace krzywe lub inne obiekty topologiczne) poruszaja sie
zgodnie z okreslonymi regutami (wyobrazmy sobie znowu elastyczng tasme
wedrujaca po powierzchni pod wplywem danych sit). Badala, na przyktad,
przestrzenie moduli powierzchni translacyjnych, stanowiacych uogdlnienie
konstrukcji torusa przez sklejenie przeciwlegtych bokow kwadratu — zamiast
kwadratu bierze si¢ dowolny wielokat na plaszczyznie, ktéry ma parami
rownolegle boki réwnej dlugodci, skleja si¢ boki z tej samej pary. Dochodzi
jeszcze dodatkowy warunek: po sklejeniu taczny kat wokét kazdego wierzchotka
musi byé¢ catkowita wielokrotnoscia 27.

Liniowe przeksztalcenie plaszczyzny o wyznaczniku 1 zachowuje rownoleglosé

i réwna dhugosé w parach bokow, zatem takie przeksztatcenia dzialaja jak grupa
symetrii przestrzeni moduli. Te grupe oznacza si¢ symbolem SL(2,R). Mozna
teraz pytaé o powierzchnie translacyjne, ktére da si¢ otrzymacé z powierzchni
danej za pomoca takich przeksztalcen; doktadniej, jakie powierzchnie mozna
dowolnie blisko przyblizaé¢ taka przeksztalcona powierzchnia (leza w domknieciu
orbity tej powierzchni w SL(2,R))? Zasadne wydaje si¢ przypuszczenie, ze
tworza one jaki$ rodzaj skomplikowanego fraktala, ale jest to przypuszczenie
bledne, jak wykazala Mirzakhani w pracy wspélnej z Alexem Eskinem i Amirem
Mohammadim. OdpowiedZ poprawna: takie powierzchnie tworza rozmaitosé,
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A

Powtarzalne odbijanie trajektorii bili
(czarna linia) o brzeg stolu bilardowego
(zacieniowany) przeksztalca ja

w geodezyjng (szare linie) na dwa razy
wigkszym prostokacie z utozsamionymi
przeciwleglymi bokami. Geodezyjna ta
jest zamknieta.

Pod adresem
www.ams.org/profession/mirzakhani
znajdujg si¢ linki do licznych artykuléw

o Maryam Mirzakhani. Niniejszy artykut
wiele zawdzigcza bardziej rozbudowanemu
tekstowi autorstwa Caroline Series
sMaryam Mirzakhani and her work”,
Mathematics Today, October 2017,
192-194.

czyli wielowymiarowy odpowiednik powierzchni, okreslona uktadem réwnan
liniowych. Bardziej technicznie, autorzy udowodnili The Magic Wand Conjecture
(hipoteze czarodziejskiej r6zdzki, teraz juz twierdzenie): domkniecie orbity
dowolnej plaskiej powierzchni translacyjnej w SL(2, R) jest algebraicznym
orbifoldem. Weczeéniej McMullen udowodnil to dla powierzchni genusu 2.

Dowdd tego wyniku jest niezwykle trudny, a gléwna jego czesé wymaga setki
stron subtelnej analizy. Mimo technicznego charakteru ma wiele zastosowan.
Dostarcza, na przykiad, nowych informacji o bilardzie na dowolnym wielokacie
(wyobrazmy sobie st6l bilardowy, ktérego brzeg jest jakim$ wielokatem; co sie
dzieje z bila, ktéra odbija sie od bokéw nieskoriczenie wiele razy?). Przyklad
moze si¢ wydaé frywolny, jednakze dynamika bilardu ma kluczowe znaczenie
w dynamice chaosu i niektorych obszarach teorii kwantow. W szczegdlnoéci,
niektore trajektorie biegna po torze zamknietym, a wigc powtarzaja swoje
zachowanie w nieskoriczono$é (dynamika okresowa), inne za$ sa ,ergodyczne”
i gesto wypelniaja pewien obszar (dynamika chaosu). To rozréznienie ma

w dynamice fundamentalne znaczenie; bilard dostarcza uzytecznych uktadow
do badania takich réznic oraz przyczyn ich powstawania.

Zwiazek z powierzchniami translacyjnymi najprosciej zauwazy¢, gdy stot

jest prostokatny. Odbijajac prostokat w odpowiednich bokach, otrzymujemy
prostokat dwa razy wigkszy. Jesli w ten sam sposéb odbijemy trajektorie bili,
powstanie zamknigta geodezyjna na powierzchni translacyjnej, otrzymanej przez
utozsamienie przeciwlegltych bokéw wickszego prostokata. Podobna konstrukcja
dziata tez dla dowolnej powierzchni translacyjnej.

Kolejnym przykladem interpretacji bilarda jest problem o$wietlenia pokoju:

ile zaréwek potrzeba, by kazdy punkt danego pokoju byl ogwietlony? Zaréwki
uznajemy za punkty, promienie Swietlne biegng prostoliniowo i odbijaja sie

od $cian jak bile w bilardzie. OdpowiedZ na to pytanie mozna zacza¢ od
ustalenia, ktére czedci pokoju sa o$wietlone przez jedna zaréwke w dowolnym
potozeniu. Odwolujac sie do twierdzenia czarodziejskiej rézdzki, Samuel Lelievre,
Thierry Monteil i Barak Weiss udowodnili, ze w dowolnym pokoju w ksztalcie
translacyjnego wielokata i dowolnego polozenia pojedynczej zaréwki pozostawia
ona tylko skonczenie wiele punktéw nieo$wietlonych.

Maryam Mirzakhani byta niezwykle uzdolniong matematyczka, wysoce
oryginalna, zdecydowana uderza¢ w rzeczywiscie trudne problemy uprawianej
dziedziny. Jej badania polaczyly wazne obszary czystej matematyki, matematyki
stosowanej, fizyki matematycznej, jej nowe metody przynosity przetom za
przetomem. Nie mozemy wiedzie¢, co by osiagneta, gdyby dozyla sedziwego
wieku. Mozemy jednak cieszy¢ si¢ z pozostawionych przez nig pomystéw

i twierdzen, z bogatego matematycznego spadku, na ktérym budowaé beda
nastepne pokolenia.

ttumaczylt Wiktor BARTOL

LVIII Szkola Matematyki Pogladowej*

*odbedzie sie 24-28 sierpnia 2018 roku pod Warszawa. Szczegdly ktérzy sa z matematyka zwiazani, niezaleznie od tego
¢ ¢ 3 g6k ) )

mozna znalez¢ na stronie www.smp.uph.edu.pl.

czy jej ucza, uprawiaja ja, pisza o niej, czy tylko sie

Jaki zwiazek ma nierozwiazywalnoéé (przez nig pasjonuja. Szczegdlnie mile widziani sg mlodzi
pierwiastniki) réwnan wielomianowych stopnia powyzej 4 matematycy, ktérzy ucza badz cheag uczy¢ w szkotach
z niekonstruowalnoscig pewnych wielokatéw foremnych?  wyzszych.

Skad si¢ wzieta teoria pierscieni? Co bylo Zréodtem
analizy matematycznej i rachunku wariacyjnego?

Matematyk wybitny potrafi dostrzegaé analogie miedzy
faktami, zas matematyk genialny — analogie miedzy

O umiejetnosci dostrzegania analogii bedzie mowa analogiams.
na LVIII Szkole. Miejscu otwartym dla wszystkich, (prawdopodobnie) Stefan BANACH
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* doktorant, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet
Warszawski

W rzeczywistosci kasyno daje graczowi
dodatkowe mozliwosci poza Hit i Stand.

=

Jak uczciwie wygrywaé¢ w Blackjacku?
Rafat MARKS*

Czy mozna ograé¢ kasyno? Nalogowi gracze zastanawiaja sie nad tym problemem
od dawna. Wszystkie gry w kasynie maja ujemna warto$¢ oczekiwana dla
klienta. Przynajmniej tak si¢ ludziom wydawalto az do lat 60., kiedy ukazato

sie kilka ksiazek o tym, jak mozna, stosujac odpowiednia strategie, uzyskacé
dodatnia warto$¢ oczekiwana w grze Blackjack. To ogromnie spopularyzowato
gre i paradoksalnie okazalo si¢ korzystne dla branzy hazardowej. Mechanizm
zostal przedstawiony w filmie ,,21”, jednak bez zadnych szczegbétow. W tym
artykule przedstawie doktadniej, jak ta strategia dziala.

Na poczatek wyjasnie pokrétce podstawowe zasady gry. Gra sie przy uzyciu
talii kart. Chodzi o to, zeby uzbieraé¢ jak najwiecej punktéw, ale nie wigcej

niz tytutowe 21. Blotki daja tyle punktéw, ile wynosi ich wartosé, figury licza
sie po 10, a As jest karta specjalng — liczy sie za 1 lub 11, w zaleznosci od
tego, co jest dla nas korzystniejsze. Dwéch graczy dobiera karty tak dlugo, az
spasuja. Wynik gracza to suma punktéow z kart lub 0 w przypadku, gdy suma
jest wieksza niz 21 (przekroczenie 21 nazywamy ,fura”). Jak gra przebiega

w kasynie? Gracz gra przeciwko krupierowi. Na poczatku krupier odkrywa
jedna swoja karte. Potem gracz dobiera karty. W kazdym momencie ma dwie
mozliwosci: dobraé¢ (Hit, H) lub spasowaé (Stand, S). Gdy gracz przekroczy 21,
automatycznie przegrywa. Jesli spasuje przed osiggnieciem 21, dobiera krupier.
Gra on strategia taka, ze dobiera kolejna karte wtedy i tylko wtedy, gdy ma

16 lub mniej punktéw. Na koniec poréwnujemy wyniki gracza i krupiera (o ile
ten drugi nie przekroczyl 21, wtedy gracz wygrywa automatycznie). Wygrywa
ten, kto ma wiecej punktéw, mozliwy jest tez remis. Specjalnie traktowany jest
tzw. blackjack (BJ), czyli 21 zlozone z dwdch kart (As z dziesiatka lub figura).
Przed gra gracz deklaruje stawke (np. 1 zloty), ktéra przegrana strona wyplaci
wygrane;j.

Grajac taka sama strategia jak krupier, gracz w kazdej grze ma wartosé
oczekiwang okolo —6%, tzn. za kazde postawione 100 ztotych traci srednio

6 ztotych w jednej grze. Skad sie to bierze? Kasyno wygrywa réwniez w sytuacji,
gdy obaj gracze przekrocza 21 (gdy gracz przekroczy, to krupier nawet nie
odkrywa swoich kart).

Zastanowmy sie, jak mozna te przewage zredukowaé. Pierwszym pomystem jest
zastosowanie innej strategii prostej, tzn. dociaga¢ karty, az osiagniemy jakas
zalozong wczeéniej liczbe punktéw, np. 15. W ten sposéb nie da sie jednak
zniwelowaé przewagi kasyna, mozna ja co najwyzej powiekszy¢. Ze strategii
prostych najlepsza jest ta, ktéra stosuje krupier.

Spréobujmy wykorzystaé fakt, ze krupier odstania nam swoja pierwsza karte.
Wplyw tej karty na wynik krupiera obrazuje ponizsza tabela, w ktorej zawartem
prawdopodobienistwa tego, ze krupier osiagnie dany wynik, jedli znamy jego
pierwsza karte:

Karta krupiera | 17 18 19 20 21 BJ Fura
A 0,13 | 0,13 | 0,13 | 0,13 | 0,05 | 0,31 | 0,12
2 0,14 | 0,13 | 0,13 | 0,12 | 0,12 | O 0,35
3 0,14 | 0,13 | 0,13 | 0,12 | 0,11 | O 0,37
4 0,13 | 0,13 | 0,12 | 0,12 | 0,11 | O 0,39
5 0,12 | 0,12 | 0,12 | 0,11 | 0,11 | O 0,42
6 0,17 | 0,11 | 0,11 | 0,1 0,1 0 0,42
7 0,37 | 0,14 | 0,08 | 0,08 | 0,07 | O 0,26
8 0,13 | 0,36 | 0,13 | 0,07 | 0,07 | O 0,24
9 0,12 | 0,12 | 0,35 | 0,12 | 0,06 | O 0,23
10 0,11 | 0,11 | 0,11 | 0,34 | 0,03 | 0,08 | 0,21

Widzimy, ze gdy krupier ma karte ,$rodkowa” (3, 4, 5 lub 6), to ma spore
prawdopodobienistwo fury. Bierze si¢ to z tego, ze w talii wystepuje najwiecej
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Rozwigzanie zadania F 949.

Predkosé odbijajacej sie cegly

w momencie, gdy odrywa si¢ ona od pitki,
jest réwna predkosci najwyzszego punktu
pitki. Oznaczmy jg przez v. Po odbiciu
cegla porusza sie swobodnie w polu sity
cigzkos$ci i zgodnie z zasadg zachowania
energii mamy ]\/1’02/2 = MgH, gdzie H to
wysoko$é, na ktérg podskoczy cegta,

a M — masa cegly. Stad znajdujemy

v = 2gH . Predko$¢ najnizszego punktu
pitki w momencie, gdy cegla odrywa sie
od pitki, wynosi zero. Stad, z dobrym
przyblizeniem, predko$é srodka pitki
wynosi v/2. Dla pitki mamy wiec z zasady
zachowania energii m(v/2)2/2 = mgh,
gdzie h to wysokosé, na ktérg podskoczy
pitka, a m — masa pilki, i stad

h = H/4 ~ 25 cm.

@

Rozwigzanie zadania F 950.

Camera obscura to nieprzezroczysta
skrzynka z niewielkim otworkiem

z przodu i matéwka albo kliszg
fotograficzna zamykajaca ja od tylu. Na
klisze, przez otworek dzialajacy jak
obiektyw w aparacie fotograficznym,
padaja promienie pochodzace od
poszczegdlnych punktéw fotografowanego
obiektu, tworzac jego pomniejszony obraz.
Aby na fotografii byto widaé¢ osobne
tygrysie pregi, obszary kliszy P’ i P"', na
ktére padajg promienie pochodzace od
najblizszych punktéw sasiednich preg, nie
moga si¢ przekrywaé. Warunek ten bedzie
spelniony dla glebokosci kamery

X >d/2tga.

2

L X

Poniewaz tgae = (1/2)/(L + X)), wigc

X >d(L+ X)/L, skad

X > dL/I(1 — d/l). Korzystajac z tego, ze
d/l < 1, otrzymujemy X > dL/l. Tak
wiec glebokos$é kamery powinna byé
wigksza niz 20 cm.

kart o wartosci 10 (figury i dziesiatki), wiec, na przyklad, z 6 czesto
otrzymamy 16, a stad z kolei juz tylko maty krok do przekroczenia 21.

Nasza strategia bedzie polegaé¢ na tym, ze w sytuacji, gdy krupier z duzym
prawdopodobienstwem przekroczy 21, bedziemy stosowaé strategie pasowania
jak najszybciej, a w przeciwnym przypadku strategie krupiera. Tabela ponizej
pokazuje, ktéra ze strategii prostych jest optymalna przy znanej karcie krupiera
(strategia prosta n nazywam strategie polegajaca na dobieraniu kart, az
uzyskam wynik co najmniej n, a potem pasowaniu).

Karta krupiera | Strategia Karta krupiera | Strategia
A 17 6 12
2 14 7 17
3 13 8 17
4 13 9 17
5 12 10 17

Ta idea stoi u podstaw tzw. strategii podstawowej. Doktadny jej opis

(z uwzglednieniem dodatkowych mozliwosci dawanych przez kasyno graczowi)
mozna znalezé np. w Wikipedii. Gdy gramy strategia podstawowa, przewaga
kasyna spada do okolo 0,5%. To nas jeszcze nie zadowala. Chcieliby$my
spowodowad, ze to gracz, a nie kasyno, bedzie mial przewage, tzn. gra bedzie
miala dodatnia wartoé¢ oczekiwana z punktu widzenia klienta.

Szanse na pokonanie kasyna daje nam fakt, ze w rzeczywistosci nie jest tak, ze
kazde rozdanie rozgrywane jest od nowa przetasowang talia. Kolejne rozdanie
odbywa sie kartami, ktére nie zostaly uzyte w poprzednim. Bardzo uwazny
obserwator moze zatem zapamietac, jakie karty zostaly w talii. Na tej podstawie
mozna zmodyfikowaé strategic.

Przyktad: powiedzmy, ze w talii pozostaly w duzej wigkszosci karty

o wartosci 10. Wéowcezas, gdy odkryta karta krupiera jest 2, 3, 4, 5 lub 6, mamy
niemal pewno$é, ze bedzie mial fure (gdyz moze dobraé praktycznie tylko 10,

a ponizej 17 sie nie zatrzyma). W takim przypadku bedziemy tylko unikaé
przekroczenia i wygrywaé z duza pewnoscia.

W rzeczywistosci zapamigtanie dokladnie, jakie karty ,schodzily” (jak np.
w brydzu) jest niemozliwe. Stosuje si¢ uproszczone metody obliczania, jak dobra
jest dana talia dla gracza. Najprostszy stosowany sposéb to:

e 2 3 4,5 6 majag warto$¢ +1,
e 7,8, 9 majg wartosc¢ 0,
e As, 10 i figury maja warto$¢ —1.

Sumujemy wartosci dla wszystkich schodzacych kart, otrzymujac tzw. wartosé
biezaca. Im jest ona wigksza, tym bardziej optacalna dla nas staje si¢ gra

(w filmie ,21” taka sytuacja byla okre$lana mianem Hot deck). Juz przy wartosci
+2 gracz uzyskuje przewage nad kasynem. Mozna to wyttumaczyé tym, ze duza
wartos¢ biezaca oznacza, iz w talii pozostalo sporo duzych kart i zwicksza sie
prawdopodobienstwo, ze krupier bedzie mial fure, podczas gdy gracz, wiedzac
o nadchodzacych duzych kartach, bedzie pasowal nawet z marnym wynikiem.
Czytelnik Wnikliwy moze zauwazy¢, ze srednio nasz licznik i tak wynosi 0. Jak
zatem zapewnié sobie zyski z gier Hot talia? Pomyst polega na tym, ze gdy
licznik jest ujemny, gramy na malte stawki, a gdy zrobi sie istotnie dodatni,
podnosimy stawke (tzn. gramy kolejne gry np. o 100 zlotych zamiast o 1 zloty).
Odpowiednio manewrujac stawkami, mozemy wreszcie osiagnaé upragniona
przewage.

Nic prostszego, od jutra mozemy zatem iS¢ do kasyna i zaczaé¢ wygrywaé
miliony. Niestety, nie do konica. Aby nauczy¢ sie sprawnego liczenia kart oraz
zmieniajacych si¢ strategii, potrzeba zdolnosci szybkiego liczenia oraz duzo
pracy. Poza tym kasyna zaczely sie lekko broni¢ przed ,liczacymi”, na przyktad
wprowadzajac gre kilkoma taliami lub wprowadzajac maszyny do tasowania po
kazdym rozdaniu. Lepiej zatem sprébowaé pewniejszego sposobu na wygranie
fortuny, na przyklad przez rozwiazanie jednego z probleméw milenijnych. ..
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Co widza gtebokie sieci neuronowe?
Patryk MIZIULA*

W ciggu ostatnich kilku lat $wiat naukowo-techniczny nauczyt sie uczyé

tzw. glebokie sieci neuronowe rozpoznawania tresci obrazow. Rezultaty sa
spektakularne: dobrze nauczony model potrafi znalezé na obrazku wszystkie
zwierzeta i rozréznié ich gatunki, przerobié¢ zwykle zdjecie tak, zeby wygladato
na namalowane przez Picassa, czy domalowa¢ brakujacy kawalek przedmiotu,
ktérego nigdy wezesniej ,nie widzial”. A wszystko opiera sie na prostym
przepisie: wez model matematyczny (nieskomplikowany pojeciowo, ale o wielkiej
liczbie parametréw), dodaj jak najwiecej mocy obliczeniowej (w praktyce kart
graficznych), poczekaj.

Obraz moze by¢ przechowywany w wersji elektronicznej jako zbiér pikseli (obraz
rastrowy) lub krzywych matematycznych (obraz wektorowy). Obrazy wektorowe
maja lepsze wlasnosci niz rastrowe (np. skaluja sie bez utraty jakosci), niestety,
potrafiag odwzorowywaé w zadowalajacy sposéb jedynie wzglednie proste obiekty
(np. logotypy). Dlatego w fotografii i uczeniu maszynowym uzywa sie obrazéw
rastrowych. To, co my widzimy na monitorze jako kolorowy rastrowy obrazek,
dla komputera jest tensorem, czyli tréjwymiarows tablica, o wymiarach n x m x 3,
sktadajaca sie z pikseli. Trzeci wymiar odpowiada trzem kanatom koloréw

— czerwonemu, zielonemu i niebieskiemu. Kazdy z n - m - 3 pikseli jest liczba

ze zbioru {0,1,...,255}. Im wigksza liczba, tym wicksze ,natezenie” danego
koloru w danym miejscu obrazka.

W artykule Glebokie uczenie maszyn, Alg, Pawel Gora opisuje mechanike
glebokich sieci neuronowych. W niniejszej notce opowiem o kilku ich
popularnych i efektownych zastosowaniach w zagadnieniach, w ktérych danymi
sa obrazki.

Klasyfikacja

W zadaniu klasyfikacyjnym algorytm wie, ze na obrazku jest obiekt nalezacy
do jednej ze znanych kategorii (np. pies, kot lub chomik) i jego zadaniem jest
wskazanie, do ktérej z nich rzeczywidcie nalezy. Scislej rzecz ujmujac, obrazkowi
przypisywane sa prawdopodobienstwa nalezenia do poszczegdlnych kategorii (np.
pies 70%, kot 20%, chomik 10%).

Ciekawym przykladem problemu klasyfikacji byl konkurs Right Whale
Recognition zorganizowany w 2015 roku przez NOAA Fisheries. Organizacja
ta dostarczyla zdjecia lotnicze ukazujace wszystkie 447 zyjacych sztuk waleni
biskajskich (Fubalaena glacialis). Zdjecia wykonane zostaly o réznych porach
dnia, przy réznej pogodzie, z réznych katéw itd. Kazdy walen wystepowat
grednio na okoto 10 zdjeciach. Celem konkursu byto stworzenie algorytmu
rozpoznajacego, ktéry z 447 waleni jest na danym zdjeciu. Nieskromnie
wspomne, ze firma deepsense.ai wygrala ten konkurs, budujac algorytm
przewyzszajacy skutecznoscia specjalistow zatrudnionych do ,,recznego”
rozpoznawania tych wielorybéw. Nasz program w 87% przypadkdéw trafnie
wskazywal wieloryba, natomiast dla 95% zdje¢ prawidlowy wieloryb znajdowal
sie w pierwszej piatce waleni uznanych za najbardziej prawdopodobne.

Wykrywanie obiektéw

W tym zagadnieniu celem jest wykrycie na zdjeciu wszystkich obiektéw danego
rodzaju. Mozna np. zazadaé¢ od algorytmu, zeby narysowal ramki wokot
wszystkich samochodéw, czyli tak naprawde zeby podal wspétrzedne lewych
gornych i prawych dolnych rogéw wszystkich ramek.

Na zdjeciu przedstawiajacym zwykta ulice samochody moga by¢ réznych typéw
(osobowe, dostawcze, zabawkowe), réznych marek, wielkosci, koloréw. Moga
by¢ widziane od przodu, z boku, z tytu, czeSciowo zastonigte, tylko czesciowo
mieszczace sie w kadrze itd. Dla czlowieka to nie klopot, on rozumie, czym

jest samochéd, wigc go rozpozna. Okazuje sig, ze glebokie sieci neuronowe tez

8



nie maja z tym probleméw. Spisuja sie na tyle dobrze, ze sa szeroko uzywane
np. w autonomicznych — czyli niesterowanych przez cztowieka — pojazdach.

Segmentacja

Segmentacja polega na wskazaniu granic nieregularnych obszaréw zdjecia
przedstawiajacych interesujace nas obiekty. Innymi stowy, kazdy piksel obrazka
oznaczany jest jako nalezacy badz nienalezacy do interesujacej nas kategorii.

Dobrym przyktadem jest wskazanie na zdjeciu satelitarnym, gdzie doktadnie
siegaja pola uprawne albo ktéredy dokladnie wioda drogi. Oprocz narzucajacego
sie zastosowania, czyli sprawnego sporzadzania elektronicznych map,
monitorowania sytuacji po kleskach zywiotowych itp. segmentacja odgrywa

role m.in. w medycynie, a dokladniej w diagnostyce obrazowej. Algorytmy
wskazuja na zdjeciach z przeswietlen (réwniez na ,zdjeciach” w 3D) zasieg zmian
rakowych lub innych patologicznych zmian, objetosé danego typu tkanki itp.
Trudno poréwnad, czy robia to lepiej od lekarzy (to dyskusja na osobny artykutl),
ale na pewno robia to sprawniej, wyreczajac ludzi w zmudnych zadaniach.

Uczenie ze wzmocnieniem

Od jakiego$ czasu prowadzone sa intensywne badania nad automatami
grajacymi w proste gry z platformy Atari jedynie na podstawie obrazkéw
ukazujacych biezacy stan gry. Innymi stowy, algorytmy nie znaja ,,sensu” ani
mechaniki gry, nie wiedza tez np., czym w grze skutkuje wybranie akcji ,,wcidnij
na klawiaturze strzatke w prawo”. Jedyne, co otrzymuja, to ,zrzut ekranu” z gry
po kazdym swoim ruchu. To musi wystarczy¢ im do nauki.

Aktualnie bazujace na obrazach algorytmy, wykorzystujace tzw. model uczenia
ze wzmocnieniem, sg juz w stanie poja¢ w grach Atari proste zaleznosci

typu ,trzeba najpierw zdobyé kluczyk, zeby méc otworzyé drzwi”. Oczywiscie
daleko im jeszcze do korzystajacych z innego typu danych sztucznych kolegdéw
ogrywajacych ludzi najlepszych na Swiecie w szachy, go czy pokera, ale postep
w czasie jest wyrazny i zapewne za pare lat sytuacja mocno si¢ zmieni.

Przeniesienie stylu

Przeniesienie stylu jest jednym

z najbardziej efektownych
zastosowan glebokich sieci
neuronowych w ostatnich latach.
Styl jest ,,pobierany” z obrazu
referencyjnego i ,,aplikowany” do
tresci innego obrazu. Rezultaty sa
fenomenalne. Na przyklad po prawej
widzimy Mone Lise stylizowana na
obraz Picassa.

Innych istniejacych zastosowan
glebokich sieci neuronowych (nie
tylko w analizie obrazu) mozna
by wymieni¢ jeszcze wiele. Dzis
najwigkszym problemem w tego
typu zagadnieniach jest wciaz
niedostateczna moc obliczeniowa.
Niemniej, jesli prawo Moore’a
pozostanie prawdziwe jeszcze przez
jakis czas, czyli jesli dostepna
moc obliczeniowa wciaz bedzie
sie podwaja¢ co dwa lata, dzieki
glebokim sieciom neuronowym za
kilkanascie lat prawdopodobnie
bedziemy zy¢ w zupelnie innym,
inteligentnie zautomatyzowanym
Swiecie.
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Juz w stworzonej przez Johna Conwaya
Game of Life do narodzin nowego zycia

potrzebne sa az trzy osoby.

Redakcja

Dzieci trojga rodzicow

Genetyczna inzynieria cztowieka zyskala nowy impuls. Poza ,przymierzaniem si¢”
do zastosowania metody CRISPR-cas do leczenia oddzielnych tkanek lub zarodkéw
ludzkich rozpoczeto préby leczenia choréb mitochondrialnych dzigki procedurze
Ltrojga rodzicéw”. Do precedensowego zezwolenia prawnego na jej stosowanie doszto
w Wielkiej Brytanii w wyniku glosowania w parlamencie w 2015 roku. Chodzi

o unikniecie $miertelnych, nieuleczalnych genetycznych choréb wywolywanych
mutacjami mitochondrialnego DNA (mtDNA). Brytyjskie zezwolenie nie dotyczy
wszystkich szpitali i klinik, jedynie tych zweryfikowanych przez komisje Badan
Zaplodnienia i Biologii Zarodkéw (HFEA), ktéra za kazdym razem rozpatrzy
konkretne przypadki.

Wspomniang procedure przeprowadzono po raz pierwszy w 2015 r. w Meksyku

i wiadomo juz, ze w jej wyniku urodzit sie zdrowy chlopiec, ktéremu grozita
dziedziczna neuropatia nerwu wzrokowego Lebera. Prawdopodobnie podobne
postepowanie wdrozono w 2017 r. w stosunku do kolejnych 20 przypadkéw. Jednak
prawodawcy meksykanscy nie zamierzaja w przysztosci dopuszczaé do tego
postepowania.

O co naprawde chodzi w tej historii trojga rodzicéw?

Mitochondria to niewielkie organelle, obecne we wszystkich komoérkach
eukariotycznych. Istnieje, rodem z fantastyki naukowej, hipoteza, ze byly to
niegdy$ niezalezne bakterie, ktére wniknety do wnetrza innych komérek i tam juz
zostaly, uwsteczniajac sie funkcjonalnie. Pozostawily sobie jedynie najwazniejsza
zyciowa funkcje komérki, wytwarzanie energii, przekazujac tez cze$é swoich genéw
do DNA jadrowego. U czlowieka w kazdej komérce (poza erytrocytami) wystepuje
od kilkuset do kilku tysiecy mitochondriéw, kazdy niesie kilka czasteczek malego,
kolistego mtDNA zawierajacego jedynie 37 genéw, z ktérych 13 koduje enzymy
cyklu oddechowego. Pierwsza patogeniczna mutacja w mtDNA opisana zostata

w 1988 roku, do dzi$ zidentyfikowano blisko 300 innych. Decyduja dramatycznie

o stanie tkanek o wysokim zapotrzebowaniu energetycznym (miesnie, centralny
uklad nerwowy) we wspélnych rodzajach miopati, encefalopatii i neuropatii. Ocenia
sie, ze wystepuja u jednej na 15000 oséb.

Przebieg replikacji mtDNA, a takze ich segregacja do potomnych komérek

po podziale sa niezwykle ztozone i nie do konca poznane. Stad tez trudnosc

w diagnostyce choréb mitochondrialnych i w przypisaniu okreslonych niewydolnosci
do mtDNA. Diagnostyke, ktéra z definicji nie moze byé powszechnie stosowana,
opiera si¢ na metodach molekularnej charakterystyki DNA i bialek. Jezeli
wiekszo$¢ mitochondriéw niesie szkodliwe mutacje, moze to prowadzi¢ do
powaznych, nieuleczalnych i Smiertelnych choréb. Czeé¢ z nich wiaze sie

ze zmianami w DNA z mitochondriéw, czesé ze zmianami mtDNA wlaczonego do
DNA jadrowego.

Liczba mitochondriéw na komorke i wielkos¢ ich DNA jest rézna w réznych
gatunkach roslin i zwierzat i nawet u danego osobnika moze si¢ zmieniaé¢

w zaleznodci od tkanki i aktualnych potrzeb energetycznych organizmu. W ludzkich
komoérkach rozrodezych jedynie komérka jajowa ma mitochondria (nieliczne
mitochondria plemnika ulegaja zniszczeniu w pierwszych etapach embriogenezy),
zatem dziecko, niezaleznie od plci, dziedziczy mitochondria po matce. Zapewne
Czytelnikowi przyjda na mysl ciekawe wnioski o historii naszego gatunku, ptynace
z badan mitochondriéw wspolczesnych ludzi, z hipoteza mitochondrialnej Ewy

i kresleniem prehistorycznych $wiatowych szlakéw migracji na czele.

Projekt terapii genetycznej ,trojga rodzicow” ograniczony jest do wymiany
mitochondriéw zarodka. Zabieg zastapienia polega na tym, ze przenosi si¢ jadro
komérki jajowej kobiety niosacej grozne mutacje w DNA mitochondrialnym

do pozbawionej jadra komorki jajowej kobiety ze zdrowymi mitochondriami,

i dokonuje zapltodnienia in vitro. Trzecim rodzicem tego zarodka stala sie

kobieta — dawczyni mitochondriéw. O dalszych postepowaniach w tym kierunku
zadecyduja wyniki pierwszych eksperymentéw, bo trzeba powiedzie¢ otwarcie: sg to
eksperymenty na ludziach. Podlegaja na $wiecie dogltebnej analizie medycznej, ale
takze etycznej.

Magdalena FIKUS
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Milisekunda to jedna tysigczna czgsé
sekundy.

Maia aelld

Bajka o zlozonosci obliczeniowej
i sprytnej Agatce

Za siedmioma gérami, za siedmioma rzekami — gdzie$ pod Warszawa —
znajduje si¢ niewielka miejscowos¢é. W tej miejscowosci stoi maty domek.
A tak si¢ sktada, ze w domku tym mieszkaja Bartek i Agatka wraz

z rodzicami.

Bartek jest starszy od Agatki. Chodzi do prestizowego liceum w stolicy

i startuje w réznych konkursach programistycznych. Rodzice sa bardzo
dumni z Bartka i na ostatnie urodziny kupili mu wyjatkowo drogi komputer
do nauki. Komputer ten ma procesor, pamie¢ RAM i wszystkie inne bajery,
jakie tylko mozna sobie wyobrazic.

Agatka jest bardzo zapatrzona w brata. Chce by¢ taka jak on. Od Bartka
dostala jego stary komputer. Wprawdzie klawiatura jest brudna, komputer
jest bardzo przestarzaly i czesto sie zawiesza, jednak nie powstrzymuje to
Agatki przed nauks programowania.

Ostatnio Agatka znalazta w bibliotece ksiazke dotyczaca podstaw
algorytmiki. Pierwszy rozdziat ksigzki byl po$wiecony ztozonosci
obliczeniowej. Autorzy ksigzki thumaczyli, ze sa dwie metody sprawdzania,
ktory algorytm dziata szybciej. Pierwsza z nich to metoda empiryczna.
Polega ona na napisaniu dwéch programéw, uruchomieniu ich na danych
testowych i zmierzeniu czasu kazdego z nich. Metoda ta ma wiele wad.
Roézne wyniki mozna otrzymac¢ w zaleznosci od tego, na jakim komputerze
uruchomimy program, jaka bedzie architektura procesora, jaka bedzie
struktura pamieci komputera, jakich kompilatoréw uzyjemy, w jakich
jezykach napiszemy programy, jaki bedzie rozmiar danych testowych, jakie
dane testowe uzyjemy czy jakie liczby wygeneruje generator liczb losowych.
Moéwiac proéciej — wynik eksperymentu moze zalezeé¢ od wielu czynnikéw.
Przede wszystkim jednak wada tej metody jest to, ze najpierw nalezy oba
programy napisa¢ na komputerze — co w przypadku skomplikowanych
algorytmoéw moze okazaé si¢ czasochtonne.

Druga metode autorzy tlumacza na przykltadzie ponizszego programu:

wczytaj a my 1
wczytaj b my 1
c :=0 mo 1
dopdki a > 0 ms a
b’ :=Db un a
dopdki b’ > 0 ms a-b

c :=c+1 ms a-b

b’ :=b> -1 mg a-b
a:=a-1 meg a
wypisz ¢ my 1

Jedli cheieliby$my ustalié, ile czasu zajmie komputerowi obliczenie
powyzszego programu, musielibySmy wiedzie¢, ile milisekund zajmuje
mu wykonanie kazdej z instrukcji. Poniewaz to zalezy od komputera
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Dodatkowo pomija si¢ stale lub niektére
elementy sumy. Na przyklad, jesli
najczesciej wykonywang instrukcje

komputer wykonywalby 2 - a - b+ a razy,

to ztozono$¢ wcigz wynosiltaby a - b.

Logarytm to operacja odwrotna do
potegowania: log, a = b <= a = 2b,

(a jak napisali autorzy ksiazki: ,my chcemy zajmowaé si¢ algorytmami, a nie
maszynami liczacymi”), ustalimy sobie pewne stale. Zalozymy, ze instrukcja
wczytaj a wykona sie na komputerze w m; milisekund, instrukcja ¢ := 0
wykona sie w mo milisekundy, i tak dalej. Nastepnie chcemy policzy¢, ile
razy (w najgorszym przypadku) wykonywana bedzie dana instrukcja przez
komputer. Dla przyktadu: instrukcja wczytaj a wykona si¢ 1 raz, natomiast
instrukcja ¢ := ¢ + 1 wykona si¢ a - b razy. Mozna obliczy¢, ze program
bedzie wykonywac sie przez nastepujaca liczbe milisekund:
mi+mi+mot+a-mg+a-mg+a-b-mg+a-b-ms+a-b-mg—+a-meg-+ms,
co mozna zapisaé krécej jako:
a-b-(mg+ms+mg)+a-(ms+mg+meg)+2-mq +mo+mr.
Teraz bedziemy sie zastanawiaé, co sie bedzie dzialo, gdy wartosci a oraz
b beda bardzo duze. Mozna zauwazy¢ wtedy, ze pierwszy i drugi sktadnik

beda tak duzo wieksze od trzeciego, ze trzeci bedzie w poréwnaniu z nimi
pomijalnie maty. Pominmy go zatem:

a-b-(ms+ms+mg) +a- (ms+myg+meg).
Teraz sprobujemy sobie wyobrazié, co sie stanie, gdy wartosci a oraz b beda
naprawde bardzo, bardzo duze. Wtedy pierwszy skladnik sumy bedzie na

tyle duzy, ze wartosé drugiego sktadnika stanie sie w poréwnaniu z nim
pomijalnie mala. Zatem i ja pominmy:
a-b-(mg+ ms+ mg).
Poniewaz, jak wielokrotnie autorzy ksiazki juz wspominali, chcemy zajmowac
si¢ algorytmami, a nie komputerami — pominmy dodatkowo wspdlczynnik
w nawiasie:
a-b.

Otrzymali$my co$, co informatycy nazywaja asymptotyczna ztozonoscia
obliczeniowa algorytmu. Mowi sie czasem, ze algorytm dziala w czasie

O(a - b), albo ze algorytm ma zlozono$é¢ O(a - b). Metoda ta ma dwie
podstawowe zalety. Po pierwsze — bardzo latwo ja zastosowac. Tak
naprawde nie potrzebujemy nawet powtarza¢ wszystkich tych krokéw, ktore
poczynilidmy. Wystarczy, ze spojrzymy na algorytm i zastanowimy sie,
ktéra instrukcja bedzie wykonywana najczesciej przez program. W naszym
przykladzie jest to linijka ¢ := ¢ + 1 i faktycznie jest ona wykonywana
doktadnie a - b razy. Po drugie, tatwo na podstawie ztozonosci okresli¢,
ktory algorytm bedzie dzialal szybciej. I to jeszcze przed napisaniem

go na komputerze! Dla przykladu: algorytm dzialajacy w czasie O(a - b)
dziala wolniej od algorytmu O(a + b), a ten z kolei od algorytmu ze
zlozonoscig O(a). Oczywiscie, metoda ta ma réwniez wady. Po pierwsze,
mowi ona, co sie dzieje dla duzych danych. O tym, ktéry algorytm dziata
szybciej dla matych danych, nie méwi nic. Po drugie, jesli dwa algorytmy
maja takg sama zlozono$¢ — nie dowiemy sie, ktory dziala krécej.

Uzbrojona w nowa wiedze Agatka postanowilta wyzwaé swojego brata

na pojedynek. Zalozyla sie z bratem, ze jej program sortujacy zadziala

na jej wolnym komputerze szybciej niz program sortujacy Bartka na jego
superkomputerze. Bartek bez zastanowienia przyjal zaktad. Napisanie
programu zajeto mu 5 minut. Agatce natomiast zajelo to caly dzien. Bartek
nie wiedzial jednak, ze Agatka wie, ze Bartek zna tylko jeden algorytm
sortowania. W ksiazce przeczytala tez, ze zlozonosé tego algorytmu to O(n?).
W rozdziale dalej z kolei byl podany algorytm sortowania o ztozonosci
O(nlogyn).

Kto wyjdzie z tego pojedynku zwyciesko? Bartek jest swietnym programista.
Stala ukryta w zlozonosci programu Bartka wynosi 1/10. Ponadto

Bartek tak zaprogramowal swéj algorytm, ze jest on w stanie pracowac
rownolegle na wszystkich czterech rdzeniach jego komputera bez zadnych
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dodatkowych narzutéw czasowych. Kazdy z rdzeni jego komputera taktuje

z czestotliwodcia 2,5 GHz. Agatka nie jest jeszcze taka dobra programistka
jak jej starszy brat. Stala ukryta w zlozonosci programu Agatki wynosi 20.
Komputer Agatki to bardzo stary Commodore 64 z procesorem taktujacym
z czestotliwodcia 1 MHz. Wydawaé by si¢ moglo, ze Agatka nie ma zadnych
szans. Jednak sprytna siostra zazadala, zeby sortowali oboje wszystkich ludzi
na $wiecie. W sumie okoto 8 000 000 000 nazwisk.

Komputery beda dziataly dlugo i troche wody w Wisle uplynie, zanim
rodzenstwo dowie sig, kto wygral zaktad. My to obliczymy juz teraz.
Przyjmujac dodatkowe zalozenia, mozemy obliczy¢, ze program Agaty bedzie
sie liczyt okoto 3,6 - 10° sekund, natomiast program Bartka 6,4 - 10® sekund.

(1/10) - (8- 10°)%/10 GHz =
=64-10'7/10"° = 6,4 - 108

Resztki

— Skonczytam! — krzykneta triumfalnie Agatka do
swojego brata, Bartka. Dziewczynka regularnie
domaga sie od starszego chtopca rozmaitych
ciekawostek matematycznych, ktorych ten dowiaduje
sie w liceum. Tym razem Bartek, aby uzyskaé¢ chwile
spokoju, przykazal jej (twierdzac, ze jest w tym jakis
glebszy sens) umiesci¢ w tabelce 21 x 10 liczby od 1
do 210 w taki sposéb, aby numery wiersza i kolumny,
w jakich znajdzie sie dana liczba, odpowiadaly jej
resztom z dzielenia odpowiednio przez 21 i 10. — To
bylo dosé Zmudne i jakos nie wydaje mi sie, by krylo
ste tu cos ciekawego. . . na pewno nie chciales sie mnie
po prostu pozbyé na chwile?

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0
1 1 22 43 64 85 106 127 148 169 190
2 [191 2 23 44 65 86 107 128 149 170
3 | 171 192 3 24 45 66 87 108 129 150
4 | 151 172 193 4 25 46 67 88 109 130
5 | 131 152 173 194 5 26 47 68 89 110
6 | 111 132 153 174 195 6 27 48 69 90
7 91 112 133 154 175 196 7 28 49 70
8 7192 113 134 155 176 197 8 29 50
9 51 72 93 114 135 156 177 198 9 30
10 | 31 52 73 94 115 136 157 178 199 10
11 | 11 32 53 74 95 116 137 158 179 200
12 | 201 12 33 54 75 96 117 138 159 180
13 | 181 202 13 34 55 76 97 118 139 160
14 | 161 182 203 14 35 56 77 98 119 140
15 | 141 162 183 204 15 36 57 78 99 120
16 | 121 142 163 184 205 16 37 58 79 100
17 | 101 122 143 164 185 206 17 38 59 80
18 | 81 102 123 144 165 186 207 18 39 60
19 | 61 82 103 124 145 166 187 208 19 40
20 | 41 62 83 104 125 146 167 188 209 20
0 21 42 63 84 105 126 147 168 189 210
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Moéwigce bardziej obrazowo: program Agatki skoriczy sie liczyé w pdltora
miesigca, natomiast program Bartka bedzie si¢ liczyt ponad 20 lat.

Krzysztof PIECUCH

— Alez skqd! — odpowiedzial brat z udawanym
oburzeniem. — Zauwaz najpierw, Ze Zadne dwie liczby
nie zostaly wpisane w te samq komorke. Gdyby
bowiem tak sie stalo, to te dwie liczby dawalyby te
sama reszte z dzielenia przez 10 ¢ 21. W tej sytuacyji
ich rozZnica bylaby podzielna przez 10 i 21, a zatem
przez 210 (bylaby wiec zerem), gdyz. .. — i tu Bartek
teatralnie zawiesit glos.

— ... gdyZz sq to liczby wzglednie pierwsze! —
dokonczyta predko Agatka, poniewaz niedawno
omawiali ten temat na kétku matematycznym. Po
chwili dodata: — A skoro zaréwno liczb, jak i komorek
jest 210, wiec w kazdej komdree wylgduje jakas liczba!

— Doskonale. — pochwalit siostre Bartek. —
Udowodnita$ wlasnie Chinskie Twierdzenie o Resztach:
kazdy uklad reszt z dzielenia przez parami wzglednie
pierwsze liczby jest moZliwy do zrealizowania.

A skoro jestesmy przy liczbach wzglednie pierwszych,
zwrdé vwage na kolejng rzecz. Otoz jesli wybierzesz
dowolng liczbe wzglednie pierwszqg z 210, to jej
wierszowa wspolrzedna jest wzglednie pierwsza z 21,

a kolumnowa z 10 i odwrotnie: kazda taka para
wspolrzednych okresla liczbe wzglednie pierwszg z 210
(dowdd nie jest trudny, sprébuj sama!). — méwiac to,
Bartek zamalowal na kolorowo wszystkie liczby, ktore
nie byly wzglednie pierwsze z 210. — W tej sytuacyt,
jesli przez p(n) oznaczymy liczbe liczb mniejszych

od n i wzglednie pierwszych z n, to musi zachodzié
©(210) = ¢(10) - ©(21). Podobna zalezno$é zachodzi

z tych samych wzgledow dla iloczynu dowolnych dwdch
liczb wzglednie pierwszych.

— Wspaniale! — wykrzykneta Agatka. — W tej sytuacji

©(210) wynosi 1-4-2-6, czyli 48. Nie mogles mi tego
wszystkiego powiedzied bez tej upiornej tabelki. .. ?

tukasz RAJKOWSKI



25 lat Olimpiady Informatycznej

3 stycznia 1994 roku rozpoczely sie zawody I stopnia

I Olimpiady Informatycznej, w ktérych wystartowalo
528 uczniow z catej Polski. Uczniowie mieli trzy tygodnie
na rozwiazanie trzech zadan. 64 uczniéw z najlepszymi
rozwigzaniami awansowalo do zawodéw II stopnia, ktére
odbytly sie 18-20 marca 1994 roku w Osrodku Edukacji
Informatycznej i Zastosowann Komputeréw w Warszawie.
Finaly I Olimpiady Informatycznej mialy miejsce

w dniach 18-22 kwietnia 1994 roku, takze w go$cinnych
murach Osrodka Edukacji Informatycznej i Zastosowan
Komputeréw. W gronie finalistéw znalazlo si¢ 33 uczniéw.
Pierwszym zwyciezca Olimpiady Informatycznej zostal
Michatl Wala z I LO im. J. Kasprowicza z Raciborza.

Tak to w roku szkolnym 1993/1994 narodzila sie
najmlodsza olimpiada przedmiotowa w Polsce,
dynamicznie rozwijajaca sie, ktorej uczestnicy z sukcesami
rywalizuja na wiedze i umiejetnosci informatyczne

ze swoimi rowiesnikami z catego $wiata. Olimpiada
Informatyczna to realizacja marzen naukowcow,
edukatoréw i popularyzatoréow informatyki, ktorzy weszli
w sklad pierwszego Komitetu Gléwnego Olimpiady
Informatycznej utworzonego ,Aktem powotania Olimpiady
Informatycznej” z dnia 10 grudnia 1993 roku, podpisanego
przez 6wezesnego dyrektora Instytutu Informatyki

w Uniwersytecie Wroctawskim, profesora Macieja Sysle.
Siedziba Olimpiady Informatycznej po dzien dzisiejszy
jest Osrodek Edukacji Informatycznej i Zastosowan
Komputeréw w Warszawie. Oto sklad pierwszego Komitetu
Gléwnego:

prof. dr hab. Jacek Blazewicz (Politechnika Poznaiiska),
prof. dr hab. Jan Madey (Uniwersytet Warszawski),
prof. dr hab. Andrzej W. Mostowski (Uniwersytet
Gdanski),
prof. dr hab. Wojciech Rytter (Uniwersytet Warszawski),
prof. dr hab. Maciej M. Syslo (Uniwersytet Wroctawski),
prof. dr hab. inz. Stanistaw Waligérski (Uniwersytet
Warszawski),
dr Piotr Chrzastowski-Wachtel (Uniwersytet Warszawski),
dr Andrzej Walat (Osérodek Edukacji Informatycznej
i Zastosowan Komputeréw),
dr Bolestaw Wojdylo (Uniwersytet Mikotaja Kopernika
w Toruniu),
mgr Jerzy Dalek (Ministerstwo Edukacji Narodowej),
mgr Krzysztof J. Swiecicki (Ministerstwo Edukacji
Narodowej),
Tadeusz Kuran (Osrodek Edukacji Informatycznej
i Zastosowann Komputeréw),
mgr Krystyna Kominek (IT LO im. St. Batorego,
Warszawa).

Pierwszym przewodniczacym Komitetu Gléwnego zostal
prof. dr hab. inz. Stanistaw Waligorski, sekretarzem
naukowym — dr Andrzej Walat, kierownikiem
organizacyjnym — Tadeusz Kuran, ktory pelni te funkcje
do dzis.

Twércy Olimpiady Informatycznej opracowali standardy
organizacji i przeprowadzania Olimpiady, ktore w swoich
podstawach obowiazuja do dzis. W przyjetym regulaminie
okreslono nastepujace cele Olimpiady Informatycznej:
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Krzysztof DIKS

1. Stworzenie motywacji dla zainteresowania nauczycieli
i uczniéw nowymi metodami informatyki.

2. Rozszerzenie wspoéldziatania nauczycieli akademickich
z nauczycielami szkot w ksztalceniu mlodziezy
uzdolnione;j.

3. Stymulowanie aktywnosci poznawczej mlodziezy
informatycznie uzdolnionej.

4. Ksztaltowanie umiejetnosci samodzielnego zdobywania

i rozszerzania wiedzy informatycznej.

Stwarzanie mltodziezy mozliwoéci szlachetnego

wspoélzawodnictwa w rozwijaniu swoich uzdolnien,

a nauczycielom — warunkow twoércezej pracy z mlodzieza.

6. Wylanianie reprezentacji Rzeczypospolitej Polskiej na
Miedzynarodowa Olimpiade Informatyczna.

ot

Jak juz wspomnieli$émy, Olimpiada Informatyczna jest
konkursem przedmiotowym dla uczniéow szkoét srednich,

ale moga w niej startowac¢ takze mtodsi uczniowie.
Olimpiada sktada si¢ z trzech etapéow. W kazdym etapie
uczniowie dostaja pewna liczbe zadan do rozwiazania

z uzyciem komputera, z ktérych kazde sktada sig

z krétkiej historyjki przedstawiajacej sytuacje problemowa.
Rozwiazaniem zadania jest zazwyczaj algorytm zapisany
w postaci programu w wybranym przez zawodnika jezyku
programowania. Poprawnie kompilujace si¢ programy

sg nastepnie uruchamiane na nieznanych zawodnikom
testach przygotowanych przez organizatoréow. Testy sa

tak dobrane, zeby wykrywaly programy niepoprawne

i réznicowaly rozwigzania o réznej zlozonosci obliczeniowej,
przy czym gléwnie chodzi o zlozono$¢ czasowa, a ztozonoéé
pamieciowa jest wymuszana przez podane ezplicite
ograniczenia na wielko$¢ wykorzystywanej przez program
pamieci. W Olimpiadzie liczba punktéw otrzymana za
zadanie zalezy od jako$ci zaproponowanego algorytmu

i jego implementacji.

Pierwszy etap Olimpiady jest etapem szkolnym
rozgrywanym na przelomie pazdziernika i listopada

i obecnie gromadzi okoto tysiaca uczestnikow.

W pierwszym etapie uczniowie maja do rozwiazania
zazwyczaj pie¢ zadan i pracuja nad nimi w domu.

Wyniki swojej pracy przesylaja przez Internet
organizatorom do oceny. Do drugiego etapu awansuje okoto
350 najlepszych zawodnikow z etapu pierwszego. Drugi
etap jest organizowany w kilku osrodkach regionalnych
wspoOlpracujacych $cidle z najlepszymi uczelniami
informatycznymi w kraju i trwa trzy dni. Pierwszy

dzien jest po$wiecony na zapoznanie si¢ z warunkami
rozgrywania zawodow. W kazdym z nastepnych dwoch dni
uczestnicy maja do samodzielnego rozwiazania zazwyczaj
po dwa zadania w trakcie pieciogodzinnej, kontrolowanej
sesji. Rozwiazania z calej Polski sa zbierane centralnie

i wszystkie oceniane w takim samym $rodowisku i na tych
samych testach. Okolo 80 najlepszych uczestnikéw drugiego
etapu awansuje do finalu Olimpiady. Final jest rozgrywany
w jednym miejscu i trwa pie¢ dni. Trzy dni sg przeznaczone
na same zawody, a dwa dni na rekreacje i turystyke oraz
zajecia popularnonaukowe. Sposéb rozgrywania finatu jest
podobny do tego z etapu drugiego (kazdego dnia zawoddw
zawodnicy rozwiazuja od dwéch do trzech zadan).



Najlepsi zawodnicy z finaléow reprezentuja Polske na
miedzynarodowych zawodach informatycznych, w tym
Miedzynarodowej Olimpiadzie Informatyczne;j.

Miedzynarodowa Olimpiada Informatyczna jest rozgrywana
latem kazdego roku i gromadzi najlepszych w Swiecie
mlodych informatykéw — uczniéw szkét srednich. Biorg
w niej udzial zwyciezcy (pierwsza czworka) krajowych
olimpiad informatycznych. Pierwsza Miedzynarodowa
Olimpiada Informatyczna miala miejsce w roku 1989.

W latach 2006 i 2007 Polacy, odpowiednio, Filip Wolski

i Tomek Kulczynski, zostali absolutnymi zwyciezcami
Miedzynarodowej Olimpiady Informatycznej. Do
polskich multimedalistow Miedzynarodowej Olimpiady
Informatycznej naleza: Filip Wolski (4 medale zlote),
Andrzej Gasienica-Samek (3 medale zlote, 1 medal
srebrny), Marcin Andrychowicz i Jarostaw Kwiecienn (po
3 medale zlote). Cala czwérka znajduje sie w pierwszej
dziesigtce multimedalistéw Miedzynarodowej Olimpiady
Informatycznej. Osiagniecia reprezentantéw Polski

w Miedzynarodowej Olimpiadzie Informatycznej Swiadcza
dobrze nie tylko o mtodych polskich informatykach,

ale takze o jakosci samej Olimpiady Informatycznej.
Wyniki laureatéw Olimpiady Informatycznej w rywalizacji
z rowiesnikami z calego $wiata sytuuja nasza Olimpiade
wsréd najlepszych krajowych olimpiad przedmiotowych.
Pod wzgledem liczby wszystkich medali zdobytych

w Miedzynarodowej Olimpiadzie Informatycznej
(http://stats.ioinformatics.org/countries/)
Polska ze 105 medalami zajmuje drugie miejsce w Swiecie
po Chinach (115 medali). Na 105 medali Polakéw

sklada si¢ 38 medali ztotych, 38 medali srebrnych

i 29 medali brazowych, co w klasyfikacji medalowej

daje nam czwarta pozycje w §wiecie po Chinach

(77 medali zlotych, 26 medali srebrnych, 12 medali
brazowych), Rosji (odpowiednio 56, 36, 12) i Stanach
Zjednoczonych (46, 34, 15).

Sukces Olimpiady Informatycznej wynika przede
wszystkim z niezwykle wysokiego poziomu organizacyjnego
i merytorycznego samego konkursu, ktory pelni role

nie do przecenienia w wyltawianiu i ksztalceniu uczniow
wyjatkowo uzdolnionych informatycznie. Uczestnictwo

z sukcesami w Olimpiadzie wymaga od uczniéow wiedzy

i umiejetnosci wybiegajacych daleko poza to, co jest
uczone w szkole. Olimpiada dotyka jadra informatyki —
algorytmiki i programowania, a wiedza i umiejetnosci

w niej zdobyte nie sg ulotne i daja niezbedne podwaliny
dalszego dziedzinowego rozwoju. Jeszcze wazniejsze

jest to, ze konkurs ksztalci w mtodych ludziach
umiejetnosci, ktore sg niezbedne w ich pézniejszej
aktywnosci zawodowej: pracowitos$¢, systematycznosc,
samodyscypline, dociekliwo$¢, samodoskonalenie, prace

w zespole, uczciwosé, ambicje, cheé¢ konkurowania, dazenie
do sukcesu. Startowanie w Olimpiadzie jest dla mtodego
czlowieka wyzwaniem intelektualnym, a sukces nobilituje.
7 drugiej strony organizatorzy Olimpiady dbaja o to, zeby
jej uczestnicy mieli okazje poznaé sie i nawiazac¢ bliskie
kontakty, ktére pdzniej moga zaowocowaé w ich zyciu
zawodowym.

Na sukces Olimpiady ma takze wplyw &cista, systemowa
wspotpraca Ministerstwa Edukacji Narodowej, najlepszych
uczelni w kraju (Uniwersytet Warszawski, Uniwersytet
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Jagiellonski, Uniwersytet Wroctawski, Uniwersytet im.
Mikotaja Kopernika w Toruniu, Politechnika Biatostocka,
Politechnika Gdanska, Politechnika Poznanska, Akademia
Gorniczo-Hutnicza, Politechnika Sl@ska)7 nauczycieli

i firm IT w wylawianiu uczniéw utalentowanych
informatycznie i rozwijaniu ich talentéw. Cele te sa
realizowane poprzez umozliwienie uczniom szlachetnej
rywalizacji w rozwiazywaniu ambitnych, a przy tym
inspirujacych zadan informatycznych. Zadania sa
przygotowywane zarowno przez naukowcéw-informatykow
o Swiatowej renomie, jak i bylych uczestnikéw Olimpiady,
osiagajacych sukcesy w konkursach studenckich. Co
wigcej, byli olimpijczycy aktywnie uczestnicza w pracach
Olimpiady, przygotowujac rozwiazania wzorcowe

zadan olimpijskich, i sa autorami wyrafinowanego
oprogramowania olimpijskiego stuzacego do automatyzacji
prac w Olimpiadzie, w szczegdlnosci automatycznego
sprawdzania rozwiazan zawodnikéw.

Olimpiada prowadzi intensywna dzialalnoé¢ edukacyjna.
Co roku wydawane sa materialy poolimpijskie zawierajace
szczegOlowa dyskusje rozwiazan zadan olimpijskich

oraz wzorcowe programy (dostepne on-line pod

adresem http://oi.edu.pl/1/40/). Byli olimpijezycy
prowadzg portal edukacyjny dla poczatkujacych adeptow
programowania i algorytmiki (http://szkopul.edu.pl),
dzigki ktéremu nawet uczniowie z malych miejscowosci
spoza osrodkéw akademickich moga poznaé tajniki
,prawdziwej” informatyki. FinaliSci Olimpiady maja

co roku okazje uczestniczy¢é w wakacyjnych obozach
naukowo-treningowych, na ktérych wystuchuja wyktadéw
przygotowywanych przez pracownikow naukowych

i starszych kolegéw. Moga tez doskonalié¢ swoje
umiejetnosci algorytmiczno-programistyczne, biorac udziat
w praktycznych warsztatach programistycznych.

Przez 25 lat Olimpiady Informatycznej tacznie

w pierwszych etapach wystartowato 21989 uczniow
(niektérzy wielokrotnie), do drugich etapéw awansowalo
7259 uczniéw, a w finalach znalazlo sie 1590 uczniéw
(bez finalistéw XXV Olimpiady Informatycznej, ktérych
w momencie pisania tego tekstu jeszcze nie znamy).
Przez te wszystkie lata uczniowie zmagali sie z 387
oryginalnymi zadaniami, ktorych opisy rozwiazan
wzorcowych sa publicznie dostepne i sa znakomitym
materiatem dydaktycznym dla przysztych olimpijczykéow,
a takze kazdego, kto chce podjaé¢ intelektualne wyzwanie
i sprébowaé rozwiazaé zadania olimpijskie.

Bardzo wiele zadan olimpijskich dotyczy probleméw, ktore
powstaja w wyimaginowanym krolestwie Bajtocji. Kraj ten
po raz pierwszy pojawil sie w tresci zadania ,,Goney” z 111
Olimpiady Informatycznej. Cztery lata pdzniej, w zadaniu
,Labirynt studni”, ujawnitl si¢ mieszkaniec Bajtocji —
Bajtazar, ktory od tego czasu stal sie gtéwna postacia
bardzo wielu zadan olimpijskich. Z okazji XXV-lecia
Olimpiady Informatycznej przygotowaliSmy publikacje
Przygody Bajtazara, zawierajaca subiektywny wyboér 50
zadan olimpijskich wraz z rozwiazaniami wzorcowymi,
ktora moze postuzy¢ jako wprowadzenie do udziatu

w zawodach Olimpiady (patrz okladka). Niech Bajtocja

i Bajtazar rozwijaja si¢ tak jak do tej pory dla dobra
Olimpiady Informatycznej i jej uczestnikow.



*studentka, Miedzyobszarowe Studia
Matematyczno-Przyrodnicze, UW
**student, Wydzial MIM UW

w Aig dowiedziono, ze nie da si¢ wytonié
zwyciezcy w wyborach, nie tamigc co
najmniej jednej z zasad sprawiedliwosci.

Jak wykryé salamandre?
Anna LEN*, Marcin MICHORZEWSKI**

W dniach 6-17 wrze$nia 2017 r. odbyla sie druga edycja miedzynarodowego
obozu Maths Beyond Limits. W czasie obozu 60 uczestnikow z Polski, Wegier,
Czech 1 Stowacji wzielo udzial w warsztatach matematycznych prowadzonych
przez studentow i pracownikéw naukowych najlepszych polskich i zagranicznych
uczelni. Uczestnicy mieli takze okazje do zaprezentowania wlasnych referatow
oraz do uczestnictwa w ogolnorozwojowych zajeciach wieczornych. Ponadto,

na obozie odbyly sie: mecz matematyczny, zawody Relays (oparte na konkursie
Ndboj), Olympic Challenge, a takze zajecia sportowe i integracyjne.

Wiszelkie szczegoty na temat obozu mozna znaleZé na stronie mathsbeyondlimits. eu.
Kolejna edycja odbedzie sie w dniach 9-21 wrzesnia 2018 roku. Licealistow
zainteresowanych matematykq zachecamy do udzialu w rekrutacji, ktora ruszyla

1 kwietnia.

Ponizszy artykul prezentuje przyktadowa tematyke poruszang podczas obozu.

Przyjrzyjmy sie problemowi, przed ktorym staje legislator wyborczy:

podzial kraju na okregi wyborcze. Ordynacja wyborcza wystepujaca

w Stanach Zjednoczonych przy House of Representative polega na wybraniu
435 kandydatéow z 50 standéw. Kazdy stan podzielony jest na jednomandatowe
okregi zwane tez dystryktami. W kazdym dystrykcie doktadnie jedna partia
wygrywa, zdobywajac miejsce w House of Representative. Okregi sa zdefiniowane
przez terytorium, powinny by¢ spdjne oraz mie¢ taka sama populacje. Liczba
okregow w danym stanie podyktowana jest populacja i juz ona jest przedmiotem
wielu dyskusji. Wiecej na ten temat mozna znalezé w literaturze pod nazwa
apportionment. Upraszczajac nieco problem, przeanalizujemy, w jaki spos6b
sprawiedliwie dokona¢ podzialu na okregi wyborcze.

Okazuje sie, ze manipulujac podzialem na okregi, nie zmieniajac liczby
wyborcow w okregach, mozna zmieni¢ wyniki wyboréw. Manipulacja

w tym zakresie nazywa sie gerrymanderingiem. Nazwa jest zbitka nazwiska
amerykanskiego polityka Elbridge’a Gerry’ego oraz salamandry.

W 1812 roku E. Gerry, jako gubernator stanu Massachusetts, zarzadzil
podzial stanu na dystrykty w taki sposéb, aby zapewni¢ przewage Partii
Demokratyczno-Republikanskiej. Jeden z okregéw przypominal mityczna
salamandre i zostal okreslony przez Boston Gazette jako Gerry-mander. Od
tego czasu problem nie zniknal, Stany Zjednoczone stale podejmuja dziatania
majace walczy¢ z tym problemem.

Wprowadzenie wskaznika

Dla uproszczenia przyjmijmy, ze w wyborach kandyduja tylko 2 partie:

A1 B. Wygrywaja one miejsca w rzadzie, ktore potem we wlasnym zakresie
rozdzielaja. Zakladamy, ze okregi sa jednomandatowe (ich liczba S jest ustalona
z gory), ze w kazdym jest taka sama liczba wyborcéw oraz ze w kazdym

wazne glosy oddaje doktadnie tyle samo oséb. Zbiér okregdéw oznaczmy przez
D = {41,09,...,0s}. Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:

D? ¢ D — zbiér okregéw, w ktérych wygrata partia P,

VP —liczba gloséw zdobytych przez partie P w okregu d;,

VP — calkowita liczba gloséw oddanych na partie P,

V; — liczba wszystkich gloséw oddanych w okregu d;,

S — liczba miejsc zdobytych przez partie P w i-tym okregu (SF € {0,1}),
SP —liczba wszystkich miejsc zdobytych przez partie P,

V' — liczba wszystkich gloséw oddanych w wyborach.

Zatem gloséw oddanych w kazdym okregu jest doktadnie V; = %, dla

1=1,2,...,5 Wskazniki v i ¢ oznaczaja przewage partii A odpowiednio
w glosach, ktére oddali wyborcy oraz miejscach, ktore uzyskata:
VA _ VB SA _ SB
vV=——-, o= —
|4 S
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Przyktad 1. Kazde pole planszy
przedstawia jednego glosujacego.

X oznacza glos oddany na parti¢ A, puste
pole to glos oddany na partie B. Na
rysunku z lewej obie partie zdobywaja
takg samg liczbe mandatéw. Jesli jednak
zmienimy ksztalt okregow tak jak na
rysunku z prawej strony, to wygra

partia A, zdobywajac 5 mandatow.

X X X XX X X X|X X X X
X X X X X X X
X X X X le_|_
XX X X |X|X
X X
X X X X|X X X X|X X|X X
X X X X X X X X X X
X X X X X X X X

Z lewej wspétezynnik EG = 0, z prawej
wynosi — %.

Przyktad 2. Mozna znalezé przyktad
takich wynikéw glosowania na dwie
partie, zeby w jednym ukladzie okregdéw
wygrala partia A, a w innym B.

Przyktad 3. Czy mozliwe jest, zeby
sytuacja z przyktadu 2 miala miejsce, gdy
okregi sa dwumandatowe?

W 2015 roku w USA odbyta si¢ rozprawa
pod nazwg ,,Gill v. Whitford”, w ktorej
sad najwyzszy zgodnie z rada
pomysltodawcéw efficiency gap zasadzil,
ze maksymalny dopuszczalny poziom EG
to 0,07. Tym samym stwierdzono, ze
wybory z 2012 i 2014 roku w Wisconsin
byly niekonstytucyjne (EG wyniosto
odpowiednio 0,13 oraz 0,1).

Przyklad 4. W wyborach startujg dwie
partie. Przyjmujac, iz sprawiedliwy jest
taki podzial, ze EG = 0,07, jakie jest
najmniejsze procentowe poparcie dla
jednej z partii, zeby miala ona wiekszos¢
w parlamencie?

Glosami zmarnowanymi (wasted votes) nazywamy wszystkie glosy na przegrana
partie oraz na wygrana powyzej progu 50% (tzn. te, ktére byly zbedne do
zwyciestwa). Oznacza to, ze zawsze polowa gloséw jest zmarnowana.

Analogicznie jak poprzednio, niech W to bedzie liczba gloséw zmarnowanych
w okregu §; przez glosujacych na partie P, zag W¥ — liczba zmarnowanych
gloséw we wszystkich okregach. Zachodzi nastepujaca zaleznosé
WA =VA -S4 Y (przypomnijmy, ze okregi sa jednomandatowe). Spéjrzmy,
jak wygladaja glosy zmarnowane na partie A i B. W tym celu zdefiniujmy
wspotezynnik efficiency gap
s A B A B
EG:ZWi - W; _ we —-Ww '
i=1 4 4
Jezeli EG jest dodatnie, oznacza ono niesprawiedliwo$¢ wobec partii A, gdy

ujemne, to dla B. Gdy EG = 0, wéwczas obie partie stracily podobna liczbe
gloséw i taka sytuacje uznaje si¢ za sprawiedliwa.

Przyjrzyjmy sie blizej informacji, ktora niesie wspétczynnik FG. Zauwazmy, ze
s

|4
= A_yA_gA L
WAfi;Wl va—st
stad VA_yB 194 _gB 1
EG = - =v——o.
¢ % 27§ ol

Niektore usterki wspotczynnika EG:

e Wspélczynnik FG nie odwzorowuje proporcji gloséw w liczbie zdobytych
miejsc. Tzn. jesli partia A zdobywa w caltym kraju 66% gloséw, za$ partia B
uzyskata 34%, to wéwczas v = 0,32. Aby wspolczynnik EG byt jak najblizszy 0,
to o = 0,64, czyli partia A powinna zdoby¢ 82% miejsc, za$ partia B tylko 18%.

e Jesli partia A bedzie miala co najmniej 79% poparcia w spoleczeristwie, to
niezaleznie jak wybierzemy okregi, bedzie

1
v— 50 > 0,58 — 0,5 > 0,07,

wybory zawsze bylyby wiec niesprawiedliwe (jesli uznamy, ze takie sa wtedy,
gdy EG przekracza 0,07). Wynika to z tego, ze przewaga wygranych miejsc ma
2 razy mniejsze znaczenie od przewagi glosow w spoteczenstwie.

e Dla okregu i poziom sprawiedliwosci EG; = w wynosi zero tylko
wtedy, gdy jedna partia zdobedzie 3 razy wiegcej é;loséw od drugiej. Wtedy
sprawiedliwym podzialem jest taki, w ktéorym w kazdym z okregéw proporcje
gloséw wynosza 3 : 1.

Zachecamy do przyjrzenia sie nieco poprawionej metodzie mierzenia
niesprawiedliwosci — WA  WwB

EG = 2T
Nie istnieje jednoznaczny, powszechnie stosowany sposob sprawdzania, czy
podziatl jest sprawiedliwy. W Stanach Zjednoczonych powolywane sa specjalne
zespoly czuwajace nad takimi podziatami. Zauwazmy, ze nie wszystkie zalozenia
przytoczonego modelu daje sie spelnié (np. réwna liczba wyborcéw w kazdym
okregu i jednoczesnie réwna liczba oddanych gloséw), stad pole do poprawy
modelu jest jeszcze spore.

i Zadania

Przygotowal Michal NAWROCKI

F 949. Cegla spada na pitke tenisowa z wysokosci 1 m i odskakuje, praktycznie
biorac, na taka sama wysoko$é, z jakiej spadta. Na jaka wysokosé podskoczy
pitka?

Rozwiazanie na str. 7

F 950. Przy fotografowaniu tygrysa nie zaleca si¢ do niego zbliza¢ bardziej niz
na odleglos¢ L = 20 m. Jaka gltebokos¢ powinna mie¢ camera obscura z otworem
o §rednicy d = 1 mm, aby na fotografii byly widoczne pregi na skérze tygrysa?
Przyjac¢, ze odleglo$é miedzy pregami wynosi [ = 20 cm.

Rozwigzanie na str. 7
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Patrzysz, ale czy widzisz?

W Malej Delcie (P. Biecek, Pokaz im to!, A%,) mogliémy przeczytaé o tym, jak
wazne jest graficzne przedstawienie danych w przekonujgcy sposéb. Ale zdarza
sie tez na odwrét: niewinnie wygladajacy i bardzo przekonujacy wykres moze
sprowadzi¢ nas na manowce.

Rozwazmy rownanie rézniczkowe

2 (t) = a(t) - (M — B - a(t)),
wywodzace sie z pewnego modelu matematycznego przebiegu choroby zakaznej.
Nie wnikajac w szczegdly modelu i w konkretne wartoéci parametréw A, B > 0,
uznajmy, ze szukana funkcja z(t) odpowiada (przeskalowanej) liczbie os6b
zarazonych przypadajacej na jednostke powierzchni w chwili czasu t. Zakladamy,
ze w chwili ¢ = 0 liczba chorych jest niewielka, ale dodatnia.

Traktujac to rownanie standardowym pakietem komputerowym MATLAB,
dostajemy rozwiazanie o ,rozsadnym” przebiegu, o czym mozemy przekonac
sie, patrzge na rysunek na gérze: na poczatku, przez dtuzszy czas populacja
chorych x(t) utrzymuje sie na poziomie bliskim (kto wie, moze nawet réwnym?)
zeru, a nastepnie zaczyna szybko rosnac.

Jednak gdy dokladnie to samo rozwiazanie zobrazujemy inaczej: na wykresie,
ktérego pionowa oS jest w skali logarytmicznej (rysunek na dole) — ujawnia

sie dodatkowe informacje. Okazuje si¢ (czego wezeéniej nie widzieliémy), ze na
poczatku rozwiazanie maleje, ale potem na dluzej stabilizuje si¢ na poziomie
10~1°, by na koniec (co wszak widzieliémy na poprzednim obrazku) szybko
urosnaé. Ze wzgledu na skale logarytmiczna mozemy mie¢ zludzenie, ze ostatnia
faza wzrostu jest dosy¢ wolna — lecz to wlasnie jest tylko zludzenie.

No dobrze, dzieki uzyciu innej skali zyskaliémy wglad w zachowanie sie
rozwiazania dla bardzo malych wartosci (skala liniowa to uniemozliwiata) —

ale czy cokolwiek wiecej z tego wynika? Owszem! Niepokdj moze budzié¢ to, ze
w zakresie bardzo malych wartosci funkcja x(t) zachowuje sie nieregularnie:
teoria rownan rézniczkowych przewiduje zas, ze nasze rozwiazanie powinno miec¢
gladki przebieg, niezaleznie od tego, czy skala osi jest logarytmiczna, czy liniowa.
Jednak z drugiej strony, wahania sa przeciez bardzo drobne, oscylujace wokdt
wartoéci 10710, czyli prawie zera — wiec moze nie ma czym sie przejmowac?

Moze lepiej nie szukaé¢ dziury w caltym, tzn. nie przygladac¢ sie aZ tak doktadnie —
w koncu przeciez sensownie i estetycznie wygladajacemu — wykresowi na gérze?
Odpowiemy w nastepnym numerze Delty.

Piotr KRZYZANOWSKI

Uniwersytet Warszawski, Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki

i Zadania

Redaguje Lukasz BOZYK

M 1561. Nieujemne liczby rzeczywiste a, b, ¢ spetniaja nieréwnoséé
a+ b+ ¢ > abe. Udowodnié, ze a® + b2 + ¢ > abe.
Rozwiazanie na str. 3

M 1562. Punkt D lezy na boku BC trdjkata ostrokatnego ABC. Punkty F i F'
sa rzutami prostokatnymi punktu D odpowiednio na boki AC' i AB.

Punkt O jest érodkiem okregu opisanego na trdjkacie ABC'. Udowodnié, ze pole
czworokata AEOF jest rowne polowie pola trojkata ABC.

Rozwiazanie na str. 2

M 1563. Dana jest liczba pierwsza p. Funkcja f(z) = ax + b, gdzie a i b sa
liczbami catkowitymi, ma te wlasnosé, ze liczby

FQ0), F(F(0)), -y FUFC--f(0)..0))

p
daja parami rézne reszty przy dzieleniu przez p. Wykazaé, ze p | a — 1.
Rozwiazanie na str. 2
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Informatyczny kacik olimpijski (114): Magic

Tym razem oméwimy zadanie z pierwszego dnia Pierwszej Olimpiady
Informatycznej Junioréw (EJOT), ktora odbyta sie¢ w Sofii we wrze$niu

2017 roku.

Zadanie: Dane jest stowo s = (s1, 82, ..

., 8n) 0 dlugosci n, w ktérym wystepuje

k roznych liter alfabetu angielskiego. Magicznym podstowem nazywamy niepuste
podstowo (czyli spdjny fragment stowa), ktore zawiera takq samg liczbe wystgpiers
kazdej z k liter. Nalezy policzyc liczbe magicznych podstow w stowie s. Podstowa,
ktore sq takie same, ale znajdujq sie na roZnych pozycjach, uznajemy za rozne.

Na potrzeby tego artykulu przyjmijmy dodatkowe
zalozenie, ze stowo s zawiera wylacznie litery ze zbioru
k-poczatkowych liter alfabetu angielskiego. Aby uzyskaé
to zalozenie, wystarczy po wezytaniu stowa nadacé
literom nowe identyfikatory bedace kolejnymi malymi
literami alfabetu angielskiego.

Rozwiazanie O(n?)

Najprostsze rozwiazanie polega na rozpatrzeniu kazdego
podstowa niezaleznie. Aby sprawdzié, czy dane podstowo
jest magiczne, nalezy zliczy¢ liczbe wystapien kazdej
litery w podstowie, a nastepnie sprawdzié¢, czy wszystkie
otrzymane wartosci sa réwne.

Liczba wszystkich podstéw jest rzedu O(n?).
Sprawdzenie, czy podslowo jest magiczne, wymaga
O(n) operacji. Zatem cale rozwigzanie wykonuje O(n?3)
operacji.

Rozwiazanie O(n?)

Powyzsze rozwiazanie mozna w latwy sposéb
przyspieszy¢. Kazda z mozliwych poczatkowych pozycji
{1,2,...,n} podslowa slowa s rozpatrzymy niezaleznie.
Zalézmy, ze rozpatrujemy poczatkows pozycje x.
Przeiterujemy wszystkie potencjalne konce podstéw
zaczynajacych si¢ na tej pozycji. Niech s;, s541,...,5y
bedzie aktualnie rozpatrywanym podstowem. Zauwazmy,
ze aby policzy¢ liczbe wystapien poszczegdlnych liter

w tym podstowie, wystarczy skorzystaé¢ z wyniku

dla podstowa s, 5541, ..,5y—1 oraz zaktualizowac go

o wystgpienie litery s,. Zatem, dla ustalonego podstowa
potrafimy wyznaczy¢ te wartosci w stalej liczbie
operacji O(1). Natomiast sprawdzenie, czy dane
podstowo jest magiczne, wymaga O(k) operacji (nalezy
sprawdzié, czy liczba wystapien kazdej z k liter jest
taka sama). Zauwazmy, ze slowa, ktérych dlugosé

nie jest podzielna przez k, na pewno nie sa magiczne.
Zatem dla tych stéw mozemy pominaé faze sprawdzania
licznosci poszezegdlnych liter. Stéw, dla ktérych
wykonamy faze sprawdzania liczno$ci liter, jest O(%z)
Sumarycznie wykonamy O(n?) operacji.

Przypadek dla k=1

Przypadek dla k = 1 jest trywialny. Kazde podstowo jest
magiczne, zatem wynikiem jest @

Przypadek dla k£ =2

Najpierw stowo s zamienmy na ciag liczb a. Pierwsza
litere stowa oraz wszystkie jej wystapienia zamienmy

na 1. Pozostale litery zamienmy na —1. Zauwazmy teraz,
ze kazde magiczne podstowo ma sume 0.

19

Policzmy sumy prefiksowe p, gdzie p(i) = 22:1 a;

dla 0 <4 < n. Zauwazmy, ze podstowo s, 5,41,...,5y jest
magiczne, jesli ay + ag41 + ... +ay, = ply) —plx — 1) =0,
czyli jesli p(y) = p(x — 1). Wystarczy zatem policzyé
liczbe par indekséw, dla ktérych sumy prefiksowe

sa rowne. W tym celu zliczmy wystapienia elementéw

w ciggu p. Niech w(z) oznacza liczbe wystapien x

w ciagu p. Wéwcezas wynikiem jest er[fn,n] %
Rozwiazanie wykonuje O(n) operacji.

Rozwigzanie O(nk -log(n))

Zacznijmy od przypisania kazdej literze jej unikalnego
identyfikatora ze zbioru {1,2,...,k}. Nastepnie
przeksztalémy stowo s na ciag liczb a, zamieniajac
kazda litere na odpowiadajacy jej identyfikator.

Np. stowo kajak mozemy zamieni¢ na ciag a = 2,1,3,1,2
(a otrzymalo identyfikator 1, k otrzymalo identyfikator 2,
za$ j otrzymalo identyfikator 3). Od teraz bedziemy
operowali na ciggu liczb naturalnych.

Niech:

e w(x,i) bedzie réwne 1, jesli na a-tej pozycji wystepuje

warto$é ¢ oraz 0 w przeciwnym przypadku;
o p(z,i) =5, w(j,i) (liczba wystapieni wartodci i

na x-elementowym prefiksie ciagu a);
o v(z) = [p(z,1),p(x,2),...,p(x,k)]; (wektor

reprezentuje liczbe wystapien poszczegdlnych liter

na x-elementowym prefiksie ciagu a);
o v'(2) = v(@) — [p(z, 1), plw, 1), . ., pl, 1)].
Podstowo ay, az41,. .., ay jest magiczne, jesli:

’U(y) —’U(%— 1) = [C,C,...,C]
dla pewnego ¢ € Z. Po przeksztalceniach, ktére
pozostawiam Czytelnikowi jako ¢wiczenie, otrzymujemy
rownowazna definicje magicznego podstowa:
v'(y) —v'(x—1)=10,0,...,0]

Zatem kazda taka para z,y € N (1 <z <y < n),
ze v'(y) —v'(x — 1) =[0,0,...,0] oznacza magiczne
podstowo. Policzmy zatem, ile jest par takich samych
wektoréw w ciggu v'(0),v'(1),...,v'(n). W tym celu
posortujmy ten ciag leksykograficznie. Wowczas wektory,
ktore sa rowne, beda tworzyly spdjny blok. Sposréd
bloku m takich samych wektoréw mozna wybraé
77”(";71) par.

Obliczenie wektoréw v’ (z) dla kazdego € N (1 < z < n)
wymaga O(nk) operacji, za$ sortowanie O(nk - log(n))
operacji. Zatem cale rozwiazania wykonuje O(nk - log(n))
operacji.

Bartosz tUKASIEWICZ



Klub 44

Termin nadsytania rozwigzan: 30 VI 2018
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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Mozna je przesyla¢ réwniez
poczta elektroniczng pod adresem delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania
w skali od 0 do 1 z dokladnoécig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego
zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe
o0s6b, ktére nadestaly rozwigzanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji
(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czltonkostwo — to tytul
Weterana. Szczegbélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢

na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 656, 657
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

656. Naczynie odizolowane cieplnie od otoczenia rozdzielone jest na dwie czesci
tlokiem, ktéry moze przemieszczaé sie bez tarcia (rys. 1). Tlok polaczony jest

z prawg $cianka naczynia za pomoca sprezyny. Gdy tlok styka sie z lewa $cianka
naczynia, sprezyna jest nieodksztalcona. W lewej czeéci naczynia znajduje si¢ n
moli jednoatomowego gazu doskonalego, w prawej czeéci jest proznia. Ile ciepta
musi pobra¢ gaz (np. od umieszczonej w naczyniu spirali grzewczej), aby jego
temperatura wzrosta o AT? Pojemno$¢ cieplng naczynia, ttoka i sprezyny
zaniedbujemy.

657. Na nieprzewodzacym dysku o promieniu R umocowany jest wzdluz cigciwy
drut o dtugosci [ (rys. 2). Dysk obraca sie ze stala predkoscia katowa w. Wektor
indukcji jednorodnego pola magnetycznego B skierowany jest prostopadle do
dysku. Znalez¢ sile elektromotoryczna indukcji miedzy érodkiem a koncem
drutu.

Rozwiazania zadan z numeru 12/2017 649. Na bardzo cienka przezroczysta plytke naniesiono nieprzezroczyste, koncentryczne

Przypominamy tre$¢ zadan:

pierscienie. Polozenia i rozmiary pierécieni sg tak dobrane, ze réwnoleglta wigzka
Swiatla o dtugosci fali A = 500 nm, padajaca prostopadle na ptytke, ogniskuje
sie w odleglosci f = 25 c¢cm od plytki. Rozmiary plytki sa male w poréwnaniu

648. Czlowiek wchodzi ze stalg predkoscig v na zbocze  z odlegloscia f.

nachylone pod katem « do poziomu (rys. 3) i ciagnie a) Wyznaczyé promienie wewnetrzne i zewnetrzne dwéch najblizszych centrum
sanki o masie m za pomocsa nierozciagliwej, lekkiej nieprzezroczystych pierscieni.

linki o dtugoéci I. Sanki $lizgajg sie bez tarcia po b) W jakiej odlegtosci od plytki powstanie obraz punktowego zrédla swiatta
powierzchni poziomej. Jakie jest naprezenie linki, gdy monochromatycznego o tej samej dlugosci fali co wigzka réwnolegta, umieszczonego

tworzy ona z poziomem kat «?

Rys. 5

w odlegtosci a od plytki na jej osi przechodzacej przez $rodki pierscieni?

648. Predkos¢ sanek vg jest pozioma, mozemy roztozy¢ ja na sktadowe v réwnolegla
do linki i v prostopadla do linki (rys. 4). Zachodzi zwiazek v1 = vtga. W ukladzie
inercjalnym, zwiazanym z czlowiekiem, sanki poruszaja si¢ po okregu o promieniu [

z predkoécia v1 i przyspieszeniem dosrodkowym aq = v? /1. Jedyng sila dzialajaca na
sanki w kierunku poziomym jest sktadowa sity naprezenia linki N. Nadaje ona sankom
przyspieszenie a = (N cos a)/m. Sktadowa tego przyspieszenia réwnolegta do linki jest
przyspieszeniem doérodkowym: aq = acosa = (N cos® o) /m = v}/l. Stad sita naprezenia
linki dana jest wzorem: N = (mv?tg? a)/(I cos® ).

649. a) Réznica drég promieni biegnacych od centrum plytki i z punktu odlegtego o x
od centrum plytki do $rodka ekranu umieszczonego w odleglodci f od plytki (rys. 5)

wynosi: As = \/f2 4+ 22 — f. W przyblizeniu z < f, As = f1/1 +22/f2 — f =~ z?/(2f).
Miejsca, z ktérych biegnace fale ostabialyby fale biegnaca z centrum plytki, powinny
by¢ nieprzezroczyste. Zachodzi dla nich zwiazek: /4 + kX < As < 3\/4 + k), gdzie

k=0,1,2,.... Stad

VAF(L+4E)/2 < @ < \/Af(3+4k)/2.
Pierwszy nieprzezroczysty pierscien (k = 0) ma promienn wewnetrzny
ro = \/Af/2 = 0,25 mm, zewnetrzny Ro = 1/3\f/2 = 0,43 mm, drugi 1 = 0,56 mm,
Ri = 0,66 mm. b) niech szukana odleglo$é wynosi b. Chcemy, zeby réznica drég
promieni przechodzacych przez punkt odlegty o x od $rodka ptytki i przechodzacych
przez Srodek ptytki byla taka sama, jak w przypadku wiazki réwnolegtej:

1 1 z?
_ 2 2 2 2) _ ~ 2 -
Bs=(Varvar s VP at) ~ ) ~a <2a+26> 2f
Stad 1/a+1/b=1/f.
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Czoldéwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
642 (WT = 2,2), 643 (WT = 2,2)

z numeru 9/2017

Marian Lupiezowiec Gliwice 38,33
Jacek Konieczny Poznan 29,80
Ryszard Wozniak Krakéw 28,77
Krzysztof Magiera Losiow 28,70
Karol Lukanowski  Niemcz 23,89
Tomasz Wietecha Tarnéw 22,30

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
745 (WT = 2,25) i 746 (WT = 1,75)
z numeru 9/2017

Marcin Kasperski Warszawa 43,83
Adam Dzedzej Gdansk 43,22
Roksana Stowik Knuréw 41,91

Franciszek S. Sikorski Warszawa 39,71

Zadania z matematyki nr 759, 760
Redaguje Marcin E. KUCZMA

759. Ciag nieskonczony xg, 1, Ta, ... jest okreslony wzorem rekurencyjnym
Tppr = 227% dlan=0,1,2,...; wyraz poczatkowy z¢ jest dowolna liczba

z przedzialu (3/2,2). Wyznaczy¢ wszystkie liczby, bedace granicami zbieznych
podciagéw ciagu ().

760. Dowies¢, ze istnieje nieskoriczenie wiele dodatnich liczb rzeczywistych =z,
dla ktérych kazda z liczb '/2 + 2~1/2 oraz 2'/% + 2=1/3 jest calkowita.

Zadanie 760 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krakowa.
Rozwigzania zadan z numeru 12/2017

Przypominamy tre$¢ zadan:

751. Tréjkat réwnoboczny o boku dlugosci n zostal podzielony (prostymi réwnolegtymi do bokéw)
na n? tréjkatéw o boku 1 (tréjkatéw jednostkowych). Wierzchotkom powstaltej siatki zostaly
przyporzadkowane rézne liczby rzeczywiste ((n + 1)(n + 2)/2 réznych liczb). Tréjkat jednostkowy
nazwiemy zorientowanym dodatnio, jesli — idac wzdluz jego brzegu, w kierunku wzrastania liczb
przy wierzchotkach (tj. startujac od najmniejszej i idac przez rednig do najwickszej) — mamy jego
wnetrze po lewej stronie. Dla ustalonej liczby naturalnej n wyznaczy¢ najmniejsza i najwicksza
wartos¢ liczby tréjkatow jednostkowych zorientowanych dodatnio.

752. Znalezé wszystkie pary liczb catkowitych dodatnich, ktérych srednia arytmetyczna i érednia
geometryczna réznig sig¢ o 1.

751. Utworzona siatka sklada si¢ z K = 3n(n + 1)/2 krawedzi i rozcina plaszczyzne
na T + 1 obszaréw: T = n? tréjkacikéw jednostkowych oraz sktadows nieograniczona,
nazywang oceanem. Kazdg krawedz traktujemy jako odcinek skierowany, od konca,
oznaczonego liczba mniejsza, do korica, oznaczonego liczba wigksza. W poblizu kazdej
krawedzi ktadziemy marker na obszarze, ktéry do niej przylega po stronie lewej
(wzgledem zwrotu strzalki).

Lacznie polozyliSmy K markeréw. Rysunek ilustruje sytuacje, gdy n = 4 (wige K = 30,
T = 16), wraz z przykladowym ponumerowaniem wierzchotkéw; kropki oznaczaja
markery; zacienione sa trojkaciki zorientowane dodatnio (w sensie sprecyzowanym
w tredci zadania).

Na kazdym tréjkaciku zorientowanym dodatnio znalazlty sie dwa markery;

na trojkaciku zorientowanym ujemnie — jeden marker. Wiec jesli mamy D trojkacikéw
zorientowanych dodatnio, to w obrebie catego duzego trojkata znalazto sie

T + D markeréow. Pozostate, w liczbie K —T" — D, sa na oceanie.

Kazdy marker na oceanie odpowiada krawedzi zorientowanej ujemnie wzgledem
wnetrza duzego trojkata — czyli takiej, ze obchodzac caty jego brzeg i majac jego
wnetrze po lewej stronie, idziemy niezgodnie ze zwrotem strzatki (odnotowujemy
spadek wartosci przy wierzchotkach). Moze by¢ tylko jeden taki odcinek, moga
to tez by¢ wszystkie z wyjatkiem jednego (czyli 3n — 1). Dostajemy nieréwnosci
1<K —T— D < 3n— 1; po podstawieniu K = 3n(n + 1)/2, T = n? i prostym
przeksztatceniu uzyskujemy dwustronne oszacowanie

n? —3n+2 <D< n2+3n—2.
2 2

Po obu stronach jest mozliwa realizacja réwnodci: wystarczy oznaczy¢ wierzcholtki
siatki, lezace na brzegu duzego tréjkata, liczbami tworzacymi ciag monotoniczny
(po wystartowaniu z dowolnie wybranego wierzchotka oraz ustaleniu kierunku
obchodzenia), z jedynym zakl6ceniem monotonicznosci przy zamknieciu cyklu. Liczby
po obu stronach napisanej nieréwnoéci stanowia odpowiedz na pytanie postawione
w zadaniu. [Warto zauwazy¢, ze liczby, przyporzadkowane wierzchotkom wewnetrznym,
nie maja juz dla wartosci D zadnego znaczenia].

752. Niech a, b beda liczbami naturalnymi, spetniajacymi warunek

Vab+1 = (a+b)/2. Wymierny pierwiastek z liczby naturalnej jest liczba naturalna,.
Zatem ab musi by¢ kwadratem liczby naturalnej. Oznaczajac przez d najwigkszy
wspoélny dzielnik liczb a, b (tak, ze a = a’d, b =V'd; o, b’ wzglednie pierwsze)
widzimy, ze czynniki a’, b musza byé kwadratami: a = 2°d, b =y?d (z, y naturalne).
Badane réwnanie przybiera postaé¢ dry + 1 = (2°d 4 y>d)/2; po przeksztatceniu:
d(x —y)* = 2. Stad wniosek, ze d =2, |z —y| = 1.

Uzyskaliémy odpowiedz: liczby a, b to podwojone kwadraty dwoch kolejnych liczb
naturalnych. Proste sprawdzenie pokazuje, ze kazda taka para spelnia wymagany
warunek.
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Jasno$¢ Proximy Centauri to jedynie
0,0017 L, a jej masa wynosi 0,122 Mg .
Zostala odkryta jako gwiazda najblizsza
Stonicu w 1915 roku przez Roberta Innesa
z obserwatorium w Johannesburgu

w RPA.

Prosto z nieba: Proxima Centauri

System « Centauri (Alpha Cen) jest najblizszym nam ukladem gwiazd: znajduje
sie zaledwie 4,37 lat Swietlnych od Ziemi, i sklada z trzech cial: Alpha Centauri
A i B, ktére tworza uktad podwéjny (widoczny z Ziemi jako najjasniejsza
gwiazda w konstelacji Centaura: z jasnoscia —0,27™ zajmuje trzecie miejsce w tej
kategorii na niebie), oraz z Alpha Centauri C, zwanej réwniez Proxima Centauri.
Proxima Centauri jest niezbyt jasnym czerwonym karlem, grawitacyjnie

luzno zwiazanym z ukladem AB: orbituje w odleglosci 0,21 lat $wietlnych

(430 odlegltosci Stonice-Neptun), a jej odleglosé od Slorica wynosi 4,25 lat
$wietlnych (1,30 parseka), co oznacza, ze jest naszym najblizszym gwiazdowym
sasiadem. Jej jasno$¢ w pasmie widzialnym to okoto 11,1, czyli o wiele za malo,
by mozna bylo zobaczy¢ ja goltym okiem. W 2016 roku na 11-dniowej orbicie
wokét Proxima Centauri odkryto planete. Proxima b jest nieco masywniejsza od
Ziemi i znajduje sie dostatecznie blisko (odleglosé do gwiazdy to tylko 0,05 j.a.),
by na jej powierzchni mogta istnie¢ woda w stanie ciekltym.

To jednak nie wszystko, co mozna zaobserwowaé¢ w okolicy Proximy Centauri.
Obserwatorium ALMA (Atacama Large Millimeter/submillimeter Array),
obecnie najwieckszy zestaw radioteleskopoéw na Ziemi, znajdujacy sie na
pustyni Atacama w Chile, donosi o istnieniu pierscieni pylowych wokét tej
gwiazdy. W odleglosci okolo 4 j.a. widaé pierécien o temperaturze 50 K —
analog pasa Kuipera z Ukladu Stonecznego — a jeszcze dalej (30 j.a.) kolejny.
Najprawdopodobniej istnieje tez trzeci, wewnetrzny pierscien, potozony tuz
za orbita Proximy b w odleglosci 0,4 j.a., ktory sktada sie z pytu rozgrzanego
do 90 K. Dane nie wykluczaja ponadto istnienia drugiego orbitujacego ciala,
ktore — jak wynika z dostepnych do tej pory danych — mogtoby byé¢ rozmiaru
Saturna i Swieci¢ $wiattem odbitym od jego systemu pierscieni. Obserwacje
pierécieni (wokél gwiazdy, ale takze Sledzenie tajemniczego ,Saturna”) maja
na celu zrozumienie pochodzenia Proximy b i lepsze okreélenie parametrow
orbitalnych.

Michat BEJGER

Niebo w kwietniu

Nastal kwiecien, a zatem wiosna w pelni, a dodatkowo — po zmianie czasu na
letni — Stonce zachodzi okolo godziny 20 i wznosi si¢ w poludnie na ponad 50°,
pozostajac na niebosklonie przez prawie 15 godzin. Zatem na obserwacje
nocnego nieba, a zwlaszcza stabszych obiektéw, pozostaje coraz mniej czasu.

Wsroéd planet Uktadu Stonecznego ostatnie dwie z nich, Uran i Neptun, znajda
sie zbyt blisko Stonca i znikna w jego blasku. Neptun przeszedl przez koniunkcje
ze Stonicem na poczatku marca, natomiast Uran zrobi to samo w drugiej polowie
kwietnia. Nastepnie obie planety wyjda na niebo poranne, lecz niekorzystne
nachylenie ekliptyki do widnokregu o tej porze doby i jasne tlto nieba sprawi,

ze na dobre warunki obserwacyjne obu planet trzeba zaczeka¢ do potowy lipca,
gdy nocne niebo odpowiednio si¢ §ciemni i wzniosa si¢ one wyzej ponad linie
horyzontu.

Jak pisalem miesigc temu, planeta Merkury pod koniec kwietnia znajdzie

sie w maksymalnej elongacji zachodniej wynoszacej 27°. Jednak mimo tego

na duzych péinocnych szerokosdciach geograficznych planeta zginie w zorzy
porannej. Bardzo dobrze widoczne sa natomiast pozostate cztery planety Uktadu
Stonecznego. Wenus w trakcie miesigca przemierzy na niebie dystans ponad 35°,
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przecinajac caly gwiazdozbiér Barana, 24 kwietnia
mijajac Plejady i konczac miesiac niecate 7° na péinocny
zach6d od Aldebarana, 1° na zachéd od pary gwiazd

4. wielko$ci x i v Tauri, wznoszac si¢ godzine po
zmierzchu na wysokosé wyraznie ponad 10°. Do konca
kwietnia Wenus oddali sie od Storica na 27° (widaé¢ od
razu, co oznacza korzystne wieczorem i niekorzystne
rano nachylenie ekliptyki do widnokregu), lecz wyglad
tarczy planety zmieni si¢ bardzo niewiele: jasnos¢ nadal
wyniesie —3,9™, érednica 11”. Troszeczke spadnie faza,
do 89%. 17 kwietnia Wenus minie Ksigzyc w wieku
niecalych 2 dni i fazie 4%. Wieczorem oba ciala oddzieli
dystans 6,5 stopnia.

Nastepna po Wenus na niebosklonie pojawi sie planeta
Jowisz, zblizajaca si¢ do majowej opozycji. Poczatkowo
Jowisz wzejdzie niecate 2 godziny po Wenus, ale juz

w trzeciej dekadzie kwietnia obie planety bedzie mozna
dostrzec o tej samej porze, choé¢ nie jednoczesnie,
poniewaz znajda sie one po przeciwnych stronach
widnokregu, i — przenoszac wzrok z jednej planety

na druga — trzeba sporo przekreci¢ gtowe. Do konca
miesigca Jowisz zblizy sie do gwiazdy Zuben Elgenubi
(o Lib) na odleglos$¢ 4°. Jednoczesnie blask planety
uros$nie do —2,5™, natomiast $rednica tarczy zwickszy
sie do 45”. W kwietniu Jowisza czekaja dwa spotkania
ze Srebrnym Globem: najpierw 3 kwietnia wieczorem
Ksiezyc w fazie 87% znajdzie si¢ 4,5 stopnia na lewo
od Jowisza; drugi raz 30 kwietnia Ksiezyc prawie w pelni
przejdzie 3° na pénoc od niego.

W drugiej czedci nocy coraz wyzej nad widnokregiem
wznosza sie planety Mars i Saturn. Obie planety zaczna
miesiagc efektownie, od bliskiego spotkania. 2 kwietnia
Mars zblizy sie na mniej niz 1,5 stopnia do Saturna,
pojawiajac sie razem z nim na niebosktonie przed
godzina 3 i gérujac o wschodzie Stonica. Potem Czerwona
Planeta powedruje na wschéd i do konica kwietnia oddali
sie¢ od Saturna na prawie 15°. Ale nadal o $wicie obie
planety beda bliskie poludnika centralnego.

Obie planety zblizaja sie do opozycji. Pierwszy przez nia
przejdzie Saturn pod koniec czerwca, a nastepnie Mars
— dokladnie miesiac p6zniej. W zwiazku z tym Saturn

— jak przystalo na planete zewnetrzna — 18 kwietnia
zmieni kierunek swojego ruchu wéréd gwiazd na
wsteczny i przez caly miesiac przesunie si¢ o mniej

niz 0,5 stopnia. Dzigki temu przez tak samo dlugi

czas latwa do odnalezienia bedzie Swiecaca z jasnoScia
+6,5™ gromada kulista M22, znajdujaca si¢ w kwietniu
i maju niecale 100’ na potudnie i poludniowy wschéd
od planety z pierScieniami. Jeszcze blizej M22 przejdzie
Mars. 2 kwietnia, podczas koniunkeji z Saturnem,
gromada znajdzie si¢ tylko 22’ na potudnie od Czerwonej
Planety. W kwietniu jasno$¢ Saturna urosnie do +0,3™,
ale $rednica tarczy utrzyma sie na poziomie 17”. W tym
samym czasie blask Marsa zwickszy sie do —0,4™,
$rednica jego tarczy uro$nie do 11”7, nie zmieni si¢ przy
tym faza, ktéra pozostanie na poziomie 88%. Obie

planety spotkaja sie z Ksiezycem w dniach 7 i 8 kwietnia.

Najpierw Ksigzyc w fazie 61% dotrze na 5° na zachdd od
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Saturna (Mars znajdzie sie 3° dalej), dobe pdZniej faza
Srebrnego Globu spadnie do 52%, a tym razem blizej
Ksigzyca znajdzie si¢ Mars, zaé same planety oddzieli
dystans 3°.

Mars, jako najblizsza Ziemi planeta zewnetrzna, porusza
sie ruchem wstecznym najkrécej, tylko od miesiaca
przed do miesiaca po opozycji. Za to w tym czasie
pokonuje najwiekszy dystans, okoto 10,5 stopnia. Saturn,
poruszajac si¢ ruchem wstecznym przez 4,5 miesiaca
przesunie sie o 4 stopnie mniej. Jowisz podczas ruchu
wstecznego, trwajacego 4 miesiace, pokonuje odlegtosé
niewiele mniejszg od Marsa, niecate 10°. Uran na ruch
wsteczny przeznacza 5 miesiecy, pokonujac 4°, zas
Neptun w ciagu ponad pélrocznego ruchu wstecznego
przesuwa si¢ o niecate 3°.

Ksiezyc zacznie miesiac od pelni w gwiazdozbiorze
Panny, 8 kwietnia przejdzie przez ostatniag kwadre,

16 kwietnia przez néw, 22 przez I kwadre i 30
ponownie przez pelnie. Po drodze zakryje kilka gwiazd
o jasnosciach od 3 do 5 magnitudo. W nocy z 3

na 4 kwietnia dojdzie do zakrycia gwiazdy 4. wielkosci
~ Lib, przy fazie Ksiezyca 87%. Niestety, w Polsce
Srebrny Glob wzejdzie, juz ja zaslaniajac i okolo

23:15 da sie dostrzec tylko odkrycie, lecz kilka godzin
pdézniej Ksiezyc dotrze do potozonej 2° dalej gwiazdy
5. wielkosci n Lib. Gwiazda zniknie za ksiezycowa tarcza
od okoto godziny 3:30 do 4:45.

4 i 5 dni pézniej Ksiezyc zakryje trzy do$é¢ jasne gwiazdy
Strzelca. 7 kwietnia dojdzie do powtdrki: jasniejsza,
$wiecaca blaskiem +3, 9™ gwiazda u Sgr wzejdzie okolo
godziny 1:45, juz zakryta przez Ksiezyc w fazie 62%. Do
jej odkrycia trzeba poczekaé¢ mniej wiecej godzine. Tuz
po tym za ksiezycowa tarcza zniknie gwiazda 5. wielkosci
15 Sgr. W tym przypadku Polske przetnie péinocna
granica zjawiska i do zakrycia dojdzie na poludnie od
linii Gorzow Wlkp. — Czestochowa — Tarnéw — Krosno.
Dobe péiniej faza naturalnego satelity Ziemi spadnie

do 52%, a tej nocy Ksiezyc zakryje gwiazde 3. wielko$ci
Albaldiah (7 Sgr). Zjawisko potrwa od 4:30 do 5:50.

Kwiecien to miesiac, w ktérym co roku promieniuje

réj meteoréow Lirydéw. Radiant roju znajduje sig¢ 8°

na potudniowy zachéd od Wegi, a jego maksimum
spodziewane jest okoto 22 kwietnia. Prognozuje sie
wtedy okolo 20 meteoréw na godzine. W tym roku

w obserwacjach przeszkodzi Ksiezyc w fazie 40%,

lecz zajdzie on okoto godziny 1:30 i potem przez

2,5 godziny meteory powinny by¢ bardzo dobrze
widoczne. Zwlaszcza ze ich radiant wzniesie sie do tego
czasu na prawie 70°.

W tym miesiacu maksimum swojej jasnoéci osiaga
miryda R Leo. Jej okres zmian blasku to 310 dni,
a podczas maksimum moze pojasnie¢ do nawet +4,5™.
R Leo jest latwa do odnalezienia, gdyz znajduje si¢
5° na zachdd od jasnej gwiazdy Regulus. Dodatkowo
wyr6znia sie ona wyraznie czerwona barwa. R Leo goruje
okoto godziny 21.

Ariel MAJCHER



Bestiariusz informatyczny (4)

W czwartym odcinku przyjrzymy sie kilku akronimom o specyficznej budowie
lub historii. Zaczniemy od dwéch dtuzszych, a zarazem uroczych w wymowie:
WYSIWYG (What You See Is What You Get, czyt. tyzilig) oznacza edytor
prezentujacy dane na monitorze komputera w sposob jak najbardziej zblizony do
tego, jak beda one wygladaé¢ po wydrukowaniu, za§ CAPTCHA (Completely
Automated Public Turing test to tell Computers and Humans czyt. kapcza)
oznacza program komputerowy generujacy test w zamierzeniu odrézniajacy ludzi
od maszyn.

Ciekawg rodzing skrotowcéw sa tzw. akronimy rekursywne, w ktérych pelna
nazwa odwoluje sie do akronimu. Przykladami sa tu GNU — system operacyjny
zblizony budowa do systemu Unix (GNU is Not Uniz), program do kompresji
dzwieku LAME (LAME Ain’t an Mp3 Encoder) czy biblioteka do rysowania
TikZ (TikZ ist kein Zeichenprogramm), ktérej nazwa pokazuje tez, ze nie
wszystko musi byé po angielsku. Niektore z akroniméw nie od zawsze mialy
rekursywne rozwiniecie, np. popularny jezyk programowania dynamicznych
stron internetowych PHP wzial swéj akronim od Personal Home Page, ale teraz
rozwija sie go jako PHP: Hypertext Preprocessor.

Czes¢ akronimoéw stracilo swoje pierwotne znaczenie i zyskalo nowe wskutek
rozwoju technologicznego. Dla przyktadu HD, ktéry oznaczal gestosé zapisu na
dyskach (High Density) lub potocznie dysk twardy (Hard Disk), dzi$ funkcjonuje
w powszechnej §wiadomosci jako okredlenie wysokiej rozdzielczoscei obrazu (High
Definition). Z kolei DOS, oznaczajacy nazwe popularnego w latach 80. i 90.
systemu operacyjnego (Disk Operating System), obecnie wystepuje czesciej

jako atak na system komputerowy w celu uniemozliwienia jego dziatania DoS
(Denial of Service). W koncu niegdysiejszy standard komunikacji pamieci
masowych IDE (Integrated Drive Electronics) dzi$ jest uzywany jako ogdlna
nazwa na $rodowisko programistyczne (Integrated Development Environment).

Niektore nazwy, ktére wygladaja na akronimy, wecale poczatkowo nimi nie byty,
a ewentualne ich rozwiniecie zostalo dodane p6zniej (po angielsku taki akronim
to backronym). Najlepszym przykladem jest Wi-Fi — nazwa zestawu standardéw
do budowy bezprzewodowych sieci komputerowych — aktualnie tlumaczone jako
Wireless Fidelity, na wzor hi-fi. W roku 1996 firma Intel wprowadzita na rynek

procesor Pentium z nowym zestawem instrukcji wektorowych, ktore ochrzcita
technologia MMX. Oficjalnie akronim ten nic nie znaczyl, ale niektérzy
rozwijali go jako MultiMedia eXtension, gdyz nowe instrukcje byly uzywane
przede wszystkim do przyspieszania przetwarzania dzwicku i obrazu.

Podobnie bylo z protokolem TWAIN standaryzujacym
komunikacje pomiedzy komputerami a urzadzeniami
pracujacymi z grafika (skanerami, cyfrowymi aparatami
fotograficznymi). Jego nazwa pochodzi od wersu ,,Oh,
East is East, and West is West, and never the twain
shall meet” z wiersza The Ballad of East and West
Rudyarda Kiplinga, co miato nawiazywaé¢ do trudnosci
w komunikacji miedzy tymi urzadzeniami. Pojawilo sie
jednak humorystyczne rozwiniecie Technology Without
An Interesting Name. Kontrastuje z nim nazwa innego
standardu komunikacji ze skanerami — SANE (Scanner
Access Now Easy).

Kariere robia tez skréty, w ktérych rozszyfrowaniu
moze pomoc wiedza o przyrostkach jednostek miar.
I tak w ubieglym stuleciu straszono nas pluskwag
milenijna, czyli problemem Y2K (Year 2 Kilo),
za$ teraz producenci telewizoréw przekonuja nas,
ze od zawsze marzyliSmy o technologii 4K (4 Kilo;
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ogolna nazwa standardu dla rozdzielczosci obrazu

4 tysiecy pikseli szerokosci). Takie skréty zawierajace
liczby zwane sa numeronimami. Inne przyklady z tej
rodziny to przymiotnik oznaczajacy tréjwymiarowosé
3D (Three-Dimensional) i nazwa organizacji
standaryzujacej strony internetowe W3C ( World Wide
Web Consortium).

Doé¢ oryginalne sa tez numeronimy powstate

z pojedynczych (ale za to dlugich) stéw.
Najpopularniejsze z nich to I18N (InternationalizatioN),
oznaczajacy internacjonalizacje oprogramowania,

czyli dodanie mozliwosci wyswietlania komunikatéw

w réznych jezykach, oraz L10N (LocalizatioN),
oznaczajacy lokalizacje, czyli dostosowanie programu do
cech charakterystycznych w danym kraju (tj. jednostki
miary czy format daty).

Tomasz IDZIASZEK



Rys. 1. K,L, M, N, P, Q sa srodkami
odpowiednich bokéw i przekatnych.

Rys. 2. H — ortocentrum czworokata

Polecam hasta maltitudes i anticenter
na stronie www.cut-the-knot.org.

Zadania domowe

Joanna JASZUNSKA

Wysokoscig czworokgta nazwijmy prosta przechodzaca przez $rodek jego boku

i prostopadla do boku przeciwleglego. W niektérych czworokatach wszystkie cztery
wysokosci przecinaja si¢ w jednym punkcie — ortocentrum czworokgta. Przyktadowo
kwadrat ma ortocentrum, a romb niebedacy kwadratem nie ma.

Wysokosci czworokata

Rozwazmy czworokat ABC D. Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunkach 1 i 2.

Lemat. K LM N to réwnoleglobok, a jego srodek S jest tez srodkiem odcinka PQ.

W dowodzie mozna wykorzystaé¢ np. linie srodkows (deltoid 5/2017) lub Srodki ciezkosci
(deltoid 12/2011), a przy okazji wykazaé, ze punkt S jest srodkiem cigzkosci ukladu
punktéow A, B, C, D.

Twierdzenie. Czworokat ma ortocentrum wtedy i tylko wtedy, gdy mozna na nim
opisaé okrag.

Dowéd. Na mocy lematu, symetria srodkowa wzgledem S przeprowadza punkt M
na K, a wysoko$¢ z M na prosta przez K i prostopadla do AB, czyli na symetralna
boku AB. Analogicznie obrazami pozostalych wysokosci sa odpowiednie symetralne
bokéw. Wobec tego ortocentrum czworokata istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
wspolny punkt symetralnych jego bokéw, czyli srodek okregu opisanego. [

‘Whiosek. Punkty H, S, O leza na jednej prostej, w tej kolejnosci i HS = SO.
W zadaniach 1, 2, 4 i 5 zakladamy, ze czworokat ABC' D ma ortocentrum.

1. Udowodnij, ze punkt H jest ortocentrum trojkata PQV'.

2. Niech proste AB i CD przecinaja si¢ w punkcie W. Wykaz, ze WH 1L KM.

3. Okrag wpisany w tréjkat ABC jest styczny do bokéw BC, CA, AB odpowiednio
w punktach K, L, M. Udowodnij, ze proste przechodzace przez srodki odcinkéw
KL, LM, MK i prostopadlte odpowiednio do bokéw AB, BC, C'A przecinaja sie

w jednym punkcie.

Rozwigzania

R1. Wiemy, ze symetria wzgledem S zamienia punkty P i @ oraz punkty O

i H. Symetralna odcinka AC' jest do niego prostopadla, przechodzi przez jego
srodek P i przez O — $rodek okregu, w ktérym AC jest cieciwa. Jej obrazem

w symetrii wzgledem S jest wiec prosta prostopadia do AC, przechodzaca przez Q
(czyli wysoko$¢ trojkata PQV') i przez H. Analogicznie wysoko$é trojkata PQV

z wierzchotka P tez przechodzi przez H, co konczy dowod. [J

R2. Proste KH i M H sa wysoko$ciami tréjkata K MW | wiec W H tez jest. O

R3. Niech S oznacza $rodek ciezkosci trojkata K LM (rys. 3). Wowczas
jednoktadnosé o érodku S i skali —2 przeprowadza $rodek odcinka K L na punkt M.
Wobec tego przy tej jednoktadnosci obrazem prostej przechodzacej przez tenze
srodek i prostopadlej do AB jest prosta przechodzaca przez punkt M i prostopadla
do AB, czyli prosta przechodzaca przez srodek I okregu wpisanego w trojkat ABC.
Analogicznie obrazami pozostalych opisanych w zadaniu prostych tez sg proste
przez I. Stad réwniez wyjéciowe proste sa wspoipekowe. [

6. Udowodnij, ze plaszczyzny przechodzace przez $rodki

4. Niech Hy, Hp, Hc, Hp beda odpowiednio ortocentrami
tréjkatéw BCD, CDA, DAB, ABC. Wykaz, ze odcinki
AH,, BHg, CHe, DHp maja wspélny punkt.

Wskazowka. Punkt H jest ich wspdlnym srodkiem.

Wynika stad dodatkowo, ze czworokaty ABCD oraz
HsHpHcHp sa przystajace, co daje inne rozwiazanie zadania 4
z deltoidu 3/2010.

5. Niech O’ i O” oznaczaja odbicia symetryczne punktu O
wzgledem prostych AB i CD. Udowodnij, ze punkt H lezy
na prostej 0’0"
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krawedzi czworoécianu i prostopadte do przeciwlegtych
krawedzi maja wspdlny punkt (punkt Monge’a).

7. Wykaz, ze w kazdym tréjkacie ortocentrum H, Srodek
ciezkodci S i érodek okregu opisanego O leza na jednej
prostej (prostej Eulera), w tej kolejnosci i HS =2 - SO.

Dowdd znalezé mozna m.in. w deltoidzie 2/2010.

8. Wykaz, ze w dowolnym tréjkacie proste réwnolegte
do dwusiecznych poprowadzone przez $rodki przeciwleglych
bokéw przecinaja sie¢ w jednym punkcie.



OLIMPIADA INFORMATYCZNA MA JUZ 25 LAT!

21989 UCZESTNIKOW WSZYSTKICH EDYCJI
1590 FINALISTOW .
387 ORYGINALNYCH ZADAN

Od roku szkolnego 1993/1994 uczniowie polskich szkot moga rywalizowad
w Olimpiadzie Informatycznej, wykorzystujac wiedze | umiejetnosci kluczowe
w pracy kazdego informatyka. Maleza do nich przede wszystkim projektowanie
efektywnych algorytmow i programowanie.
PRZYGODY BAJTAZARA
25 LAT OLIMPLADY INFORMATYCZNE) Ksiazka Przygody Bajtazara prezentuje wybdr 50 zadan z najwazniejszymi
e zagadnieniami ze wszystkich 25 edycji Olimpiady Informatycznej.

Ksiazka zawiera:

- zadania pogrupowane tematycznie i uporzadkowane od najprostszych
do najtrudniejszych

« szczegotowy opis rozwigzania kazdego zadania

» odnosniki do podobnych zadan olimpijskich

- opisy wybranych zagadnien takich jak: drzewa przedziatlowe, kolejka minimow,
haszowanie napisow, drzewo palindromadw.

Zadania zawarte w ksiazce stanowia znakomity materiat dydaktyczny dla przysztych
olimpijczykow, a takie dla kazdego, kto chee podjac sie ciekawych i oryginalnych
wyzwan al gorytmicznych.

Wyboru zadan i ich redakeji dokonali wytrawni algorytmicy, popularyzatorzy
informatyki, od wielu lat zaangazowani w informatyczny ruch olimpijski:
doktorzy Tomasz ldziaszek, Jakub tacki oraz Jakub Radoszewski,

we wspolpracy z profesorem Krzysztofem Diksem.




