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* Wydzial Matematyki i Fizyki
Stosowanej, Politechnika Rzeszowska

Z, notatnika geniusza
Jarostaw GORNICKI*

Srinivasa Ramanujan Ijengar (1887-1920) byl indyjskim matematykiem

z prowincji Madras, genialnym samoukiem obdarzonym niezwyklym talentem
do odkrywania zaskakujacych zaleznosci liczbowych. Swobodnie postugiwat
sie ulamkami tanicuchowymi, szeregami liczbowymi, funkcjami eliptycznymi.
Pozostawit okoto 3900 wzordéw, z ktérych jedynie niewielka czesé zostata
dotychczas sprawdzona.

Cze$é 1. Dla odwaznych

Weglad w nadzwyczajne zdolnosci i wyobrazni¢ Ramanujana daje lektura
fragmentu jego listu wystanego z Madrasu 16 stycznia 1913 r. do angielskiego
matematyka Godfreya Harolda Hardy’ego (1877-1947). List zawieral okolo
120 wzoréow matematycznych bez wyjasnien i komentarzy. Kilkanascie

z nich Hardy uznal za reprezentatywne [2] (kazdy moze zmierzy¢ sie¢ z ich
uzasadnieniem).
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Wzory (1)—(4) okazaly sie przykladami szeregéw hipergeometrycznych, ktérych
badanie zapoczatkowali Euler i Gauss. Wzory (5) i (6) wydaly sie Hardy’emu
najmniej efektowne. Wykazal ich stusznoé¢, cho¢ miat z tym wiekszy klopot,
niz si¢ spodziewal. We wzorach (7)—(9) Hardy rozpoznal réwnosci znane sobie
i swoim wspélpracownikom. Natomiast wzory (10)—(12) Hardy uznal za bardzo
zagadkowe i trudne do uzasadnienia. Pisal o nich ,zupelnie mnie pokonaty;
nigdy wczeéniej nie widzialem czegos choéby podobnego. Wystarczyto jedno
spojrzenie, by sie zorientowaé, ze zostaly napisane przez matematyka najwyzszej
klasy”, i dodat ,musza by¢ prawdziwe, bo nikt nie miatby tyle wyobrazni, zeby
je wymy$li¢”. Prawdziwos$é¢ wzoréw (10)—(12) potwierdzili wiele lat p6Zniej

L.J. Rogers (1921) i G.N. Watson (1929).

W lutym 1913 r., wspierajac sie opinia J.E. Littlewooda, Hardy zyskal pewnos¢ —
Ramanujan jest matematycznym geniuszem!

Cze$é 2. Dla ciekawych

W 1914 r. Ramanujan, zgodnie ze swoim zwyczajem, podal bez uzasadnienia
wzor

1 V8 i (4k)!(1103 4 26390 - k)

P N4 . 3064k
™ 9801 & (kD)3 - 396

Wzér okazal si¢ prawdziwy i zapoczatkowal prace nad ciggami szybko zbieznymi
do wartosci 7 (patrz [1]).

Najcenniejszym efektem wspotpracy Hardy’ego i Ramanujana, podczas jego
pobytu w Trinity College w Cambridge, jest wzor z 1918 r. na przyblizona
warto$é funkeji rozkladu p(n) (patrz [2]). Liczba p(n) okresla, na ile sposobéw
mozna przedstawié¢ liczbe naturalna w postaci réznych sum liczb naturalnych.
Poniewaz
4=4=1+1+141=24+1+4+1=24+2=3+1,
wiec p(4) = 5. Mozemy sprawdzié, ze p(10) = 42 i p(n) szybko rosnie wraz ze
wzrostem n. Nikt nie mial jednak pomystu na oszacowanie wartosei funkcji p(n).
Hardy i Ramanujan wykazali zaskakujaca zaleznos¢
~ L VE

p(n) ~ 7 e VE,
co oznacza, ze stosunek prawej i lewej strony dazy do 1, gdy n — oo. Liczba 7
byta bohaterka wielu rozwazan Ramanujana. Przed 1913 r., korzystajac jedynie
z twierdzenia Talesa i twierdzenia Pitagorasa, Ramanujan podal zaskakujaco
dokladne przyblizone rozwiazania kwadratury kota [3] i rektyfikacji okregu [4].

Konstrukcja 1 (Kwadratura kola wedlug Ramanujana)

Pomys! uwidoczniony jest na 54 stronie zachowanych rekopiséw Ramanujana,
»2Manuscript Book 1 of Srinivasa Ramanujan”.

Niech PR bedzie $rednica okregu jednostkowego o srodku w punkcie O (rys. 1).
Niech H polowi odcinek OP, a odcinek RT ma dlugosé % Kreslimy odcinek
TQLPR, i odkladamy taka cigciwe RS, ze |RS| = |TQ| = % Odcinek PS ma
diugosé @ Kredlimy odcinki TN|[OM||RS i obliczamy |PM| = }|PS| = @,
|[MN| = ‘/Tﬁ. Rysujemy cieciwe PK o dlugosci |PK| = |PM]| i w punkcie P
wystawiamy styczng do okregu PL. Mamy |PL| = |MN| = @. Na boku RK

o dlugosci Y313 odkladamy taki odcinek RC, ze |[RC| = |RH| = 3, a nastepnie
rysujemy odcinek CD| K L.
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Rys. 3

Zainteresowanym postacig Srinivasa
Ramanujana polecamy ksiazke Roberta
Kanigela Czlowiek ktéry poznal
nieskornczonosé, ktoérej recenzje mozna
znalezé w A?T

7 twierdzenia Talesa, |Igl€|| |‘g€|‘7 wigc |[RD| = % Woéwcezas kwadrat
o boku RD ma pole bliskie polu kota jednostkowego,

5
|RD|? = % ~ 3,1415929203. . .,

jest przyblizeniem liczby 7 z dokladnoscig do szostego miejsca po przecinku.

Ramanujan w swoich obliczeniach korzystal (co widaé¢ na reprodukeji) z lepszego
przyblizenia liczby m w postaci “I’—i’g (1 — 03%%?) ktore jest doktadne do

czternastego miejsca po przecinku.

Utamek 313 jako przyblizenie wartosci 7 zostal wskazany juz w V wieku

przez chifiskiego astronoma Tsu Ch’ung-chih (430-501). Tysiac lat pdzniej,

w 1573 roku ponownie odkryl to przyblizenie Valentinus Otho (1545-1603) oraz
w 1585 roku holenderski matematyk Adriaen Anthonisz (1527-1607).

Konstrukcja 2 (Rektyfikacja okregu wedlug Ramanujana)

Niech AB bedzie Srednica okregu jednostkowego o srodku w punkcie O. Niech
punkt C' dzieli luk AC'B na polowe i odcinek AT ma diugosé¢ % (rys. 2). Na
odcinku BC odkladamy odcinki |CM| = |MN| = 3. baczymy punkty AM i AN,
|AM| = Y19 |AN| = 3 , 1 na odcinku AN odkladamy taki odcinek AP, ze
|AP| = |AM| Kreslimy odcmek PQ|NM. Z twierdzenia Talesa uzyskujemy
% \‘ﬁfff‘l wiec |AQ| = \ﬁ Laczymy O z @Q i z punktu T prowadzimy
réwnolegl@ do OQ ktora przecma odcmek AM w punkcie R. Wowczas

|AR| = 3]AQ| =
taki odcinek AS, ze \AS| =|AR| =

9f Wtedy odcinek OS ma dhugosé

OS] =4/1+ 92 55 Srednia proporcjonalna (geometryczna) miedzy odcinkami

|OS| i |OB|, czyli odcinek OU (rys. 3), jest réwna w przyblizeniu szdstej czesci
diugosci okregu, gdyz

1 1
192 192\ * 2143\ *
31/1-4/1 =(924+—) =(==)] =3,1415926525826...

MEREY ( +22> (22) ’ '

co jest przyblizeniem wartosci 7 z doktadnoscia do osmiu cyfr po przecinku.

k 2143

Ulame otrzymamy, przyjmujac przyblizenie 74 ~ 97, 4(09).
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Archimedes rektyfikacje okregu i kwadrature kota wykonal za pomoca swojej spirali, czyli krzywej opisanej
w ukladzie biegunowym przez r(¢) = a- . Jesli odcinek O P, laczacy punkt spirali odpowiadajacy 27 z jej poczatkiem,
bedzie miat dtugosé r, to styczna do spirali w tym punkcie przetnie wychodzaca z O potprosta prostopadla do OP

w takim punkcie Q, ze |OQ| = 27r.

P Czytelniku, sprawdz!
o Q
Mamy wigc zaréwno rektyfikacje okregu (to ten poziomy odcinek),
jak i kwadrature kota, bo pole powstalego tréjkata to 7r?,
a trojkat na kwadrat zamienic¢ tatwo — choéby nozyczkami.
M. K
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Rys. 1. Graf z zaznaczonym kolorem jego
minimalnym pokryciem wierzchotkowym

Dla niezaznajomionych z terminem
programowania liniowego — jest to forma
przedstawienia problemu za pomoca
zbioru zmiennych, réwnan i nieréwnosci
liniowych na nich oraz pewnej funkcji
liniowej tych zmiennych, ktérg
minimalizujemy lub maksymalizujemy.

Program liniowy catkowitoliczbowy to
taki, dla ktérego zmienne przyjmuja

wartosci tylko ze zbioru liczb catkowitych.

Programowanie pélcatkowitoliczbowe
Krzysztof KILJAN*

W tym artykule zmierzymy sie z problemem pokrycia wierzcholkowego ( Vertex
Cover). Poruszymy kilka kwestii na pograniczu optymalizacji liniowej, zlozonosci
obliczeniowej oraz algorytmoéw parametryzowanych. Wiekszosé Czytelnikéw
moze znaé ten problem z réznych Zrédel (miedzy innymi pojawial sie on juz

w Delcie przed laty), ale na wszelki wypadek na poczatek przypomne definicje.

Definicja 1. Pokryciem wierzcholkowym grafu G = (V, E) nazwiemy taki
2bior wierzcholkow, zZe dla kazdej krawedzi (u,v) € E, wystepujacej w grafie,
przynajmniej jeden z wierzcholkow u, v nalezy do pokrycia.

Minimalne pokrycie wierzchotkowe to, oczywiscie, takie, ktore zawiera
najmniejsza mozliwa liczbe wierzchotkdw.

7Z teorii ztozonosci wiemy juz, ze nasz problem jest NP-zupelny. Znaczy to, ze
jesli potrafilibysmy go szybko rozwiazacé, to poprzez pewne redukcje umielibysmy
rowniez szybko rozwigzaé wszystkie problemy z klasy NP. W tym przypadku
przez ,szybko” rozumiemy rozwiazanie dziatajace w czasie wielomianowym, czyli
O(n®) dla pewnej stalej c. Jedna ze slynniejszych hipotez w informatyce méwi,
ze P = NP, czyli ze klasa probleméw rozwiazywalnych w deterministycznym czasie
wielomianowym jest mniejsza od tej rozpoznawanej w niedeterministycznym
(czyli nie zachodzi NP C P, zawieranie P C NP jest oczywiste). Przy zalozeniu,
ze hipoteza ta jest prawdziwa, probleméw NP-zupelnych nie da si¢ rozwiazywaé
w deterministycznym czasie wielomianowym.

Jak mozemy znalezé minimalne pokrycie wierzchotkowe?

Pierwszym pomystem, jaki mozemy mieé¢, jest przejrzenie wszystkich
podzbioréw wierzchotkdéw naszego grafu i wybranie takiego, ktory jest pokryciem
wierzchotkowym i ma najmniejszy rozmiar. Takich podzbioréw jest 2™ (gdzie n
to liczba wierzchotkéw w naszym grafie).

Mozemy tez sie zabraé¢ za to inaczej — okazuje sie, ze bardzo czesto
w problemach kombinatorycznych z pomoca przychodzi programowanie liniowe.

Tak tez jest i w naszym przypadku. Dla kazdego wierzchotka v w naszym grafie
stworzymy zmienna catkowita x, oznaczajaca, czy bierzemy v do naszego
pokrycia, czy tez nie. Oczywiscie, bedziemy chcieli zminimalizowadé liczbe
wzietych wierzchotkéw. Wymaganie co do pokrycia krawedzi wyrazimy, tworzac
dla kazdej krawedzi (u, v) nieréwnosé x, + x, > 1.

Podsumowujac powyzsze, dostajemy nastepujacy program liniowy
catkowitoliczbowy:
Minimalizuj > oy o
z zachowaniem warunkéw: z,, + z, > 1 dla kazdego (u,v) € E,
xy € {0,1} i dla kazdego w € V.

Potrafimy wyrazi¢ wiec problem NP-zupelny za pomoca ILP (Integer Linear
Programming — programowanie catkowitoliczbowe). Oznacza to dokladnie,

ze pokazalidmy w tym momencie NP-trudno$é problemu ILP. Tym samym
nie oczekujemy, ze dla ILP istnieje jakikolwiek algorytm dzialajacy w czasie
wielomianowym.

Co si¢ stanie, gdy zapomnimy o warunkach catkowito$ci dla naszych
zmiennych?

Dostaniemy zwykty program liniowy, a przeciez do rozwiazywania takiego
istnieja juz algorytmy wielomianowe! Pytanie, czy wyniki tego programu moga
sie nam do czego$ przydac¢. Mogtoby sie wydawaé, ze nie — przyktadowo dla
cyklu o 3 wierzchotkach optymalnym rozwiazaniem bedzie da¢ x1 = x9 = x3 = %7
ktére nam za wiele nie méwi.

4



Okazuje si¢ jednak, ze ta forma programu liniowego
moze by¢ dla nas wciaz uzyteczna! W dziedzinie
algorytmow parametryzowanych istnieje dziat zwany
kernelizacjq. Wykorzystamy rozwiazanie naszego LP
(Linear Programming) wlasnie w procesie kernelizacji.
Najpierw jednak moze warto wspomnie¢, co kryje sie
pod tajemniczymi hastami uzytymi powyzej.

W skroécie algorytmy parametryzowane to takie,

w ktérych wybieramy sobie parametr opisujacy

w pewien sposob instancje naszego problemu,

a nastepnie wzgledem tego parametru bedziemy
optymalizowaé¢ predko$é dziatania naszego algorytmu.
Parametry te moga w najrézniejszy sposéb opisywaé
problem, z ktérym sie mierzymy. Oczywiscie,
podstawowym parametrem moze by¢ wielko$é
naszego problemu wejsciowego, jednak duzo z takiego
parametru raczej nie wyciagniemy. Sensowniejszym
przykladem dla probleméw grafowych moze by¢,

na przyklad, maksymalny stopien wierzchotka

w rozwazanym grafie. W ogdélnosci, do kazdego
problemu da sie wymysli¢ duzo réznych parametréw,
ale wybranie tego wlasciwego moze okazaé si¢ sporym
wyzwaniem.

Drugie tajemnicze slowo, czyli ,kernelizacja”, mozna
przettumaczy¢ jako znajdowanie jadra problemu —
chcemy w szybkim czasie z jakiej$ instancji problemu
NP-zupelnego wydoby¢ jego najtrudniejszg obliczeniowo
czesé. Dzieki temu bardzo czesto jesteSmy w stanie
mocno ograniczy¢ rozmiary problemu, z ktérym sie
borykamy, co znaczaco przyspieszy nasze obliczenia
(zostanie nam duzo mniej zadan, ktére musimy
przetworzy¢ w czasie wykladniczym). Aby rozjasnié
te pojecia, za chwile zilustrujemy je na przyktadzie
pokrycia wierzchotkowego.

Skupimy sie tym razem na wersji decyzyjnej problemu
pokrycia wierzchotkowego — czy dla danego grafu G

istnieje pokrycie zawierajace co najwyzej k wierzchotkdw.

Jako parametru uzyjemy rozmiaru poszukiwanego
rozwiazania (czyli liczby wierzchotkéw k w pokryciu).

Uzywajac rozwigzania naszego programu liniowego

EUGV Ly

Ty + 2, = 1 dla kazdego (u,v) € E,

Minimalizuj z zachowaniem warunku

podzielimy wierzcholki na 3 zbiory:

e Vo={v:0<z, <3}
o Vip={v:iz, =3}
o Vi={v:3 <z, <1}

W tym momencie jasne si¢ powinno stac¢, skad w tytule
wziela sie nazwa polcatkowite — przeksztalcamy
rozwigzanie LP tak, zeby oprécz wartosci catkowitych

0 i 1 osiagalo ono trzecia warto$é % Okazuje sie, ze
taka postaé rozwiazania jest niezwykle uzyteczna

w znajdowaniu jadra. Pierwszym spostrzezeniem,

jakie mozemy poczynié, jest to, ze jesli spojrzymy na
ktorykolwiek wierzchotek v € Vj, to musi mieé¢ on sasiada
nalezacego do zbioru V. Mozna jednak udowodnié¢ duzo
ciekawsze twierdzenie.

Twierdzenie 2 (Nemhausera—Trottera). Istnieje takie
minimalne pokrycie wierzchotkowe S w grafie G, ze:

Vi CSC ViUV

Dowdd powyzszego twierdzenia, oczywiscie,
pozostawiamy jako ¢wiczenie dla Czytelnika.
Skorzystamy z niego podczas nastepujacej redukeji
naszego problemu.

Mamy dany graf G oraz liczbe k (rozmiar pokrycia,
ktory sprawdzamy). Jesli > oy 2, > k, to zwracamy
odpowiedz nie. W przeciwnym przypadku zmniejszamy
nasz graf poprzez wyrzucenie z niego wierzchotkdw
nalezacych do Vy U Vi oraz zmniejszenie wielkosSci
poszukiwanego pokrycia w reszcie grafu do k — [V;].
Odpowiada to zachtannemu wzigciu wszystkich
wierzchotkéw z V) do naszego rozwiazania.

Rys. 2. U gory graf z odpowiednio zaznaczonymi kolorem
wierzchotkami z Vo, szaro z Vy /5 i czarno z V. Na dole ten sam graf
po wykonaniu na nim powyzszej redukcji

Pozostato wykazac, ze redukcja ta jest bezpieczna oraz
sprawdzi¢ jakiej wielkosci jest jadro po jej zastosowaniu.
Dalej przez (G', k') bede oznaczal instancje problemu,
ktora dostaniemy po zastosowaniu redukcji. Aby
wykazaé, ze jest ona bezpieczna, wykazemy, ze w (G’ k")
mozemy znalezé rozwiagzanie wtedy i tylko wtedy, gdy
moglidmy je znalezé w (G, k).

Zacznijmy od wykazania, ze krok stwierdzajacy
odpowiedz nie jest poprawny. Wiadomo, ze wynik LP
jest zawsze niewiekszy niz ILP. Z tego tez powodu, jesli
wynik LP bedzie wigkszy niz k, czyli stwierdzimy, ze

sie nie da znalez¢ rozwiazania w wersji bez warunku

o catkowitodci liczb, to tym bardziej z tym warunkiem by
sie nie dalo.

Druga cze$é¢ bezpieczenstwa nie jest wiele trudniejsza do
wykazania. Najpierw uzasadnijmy implikacje

(G K tak — (G, k) tak.
Jesli S to pokrycie grafu G’, to na mocy wezesniejszej
obserwacji, jesli dotozymy wierzchotki z V; UV} do grafu,

a Vi1 do pokrycia, to dostaniemy doktadnie pokrycie
grafu G co najwyzej o rozmiarze k.

W przeciwng strone: aby wykazaé

(G, k) tak — (G, k') tak,
korzystamy z twierdzenia Nemhausera—Trottera
przytoczonego powyzej. Wezmiemy wtedy S’, bedace
czescia wspdlna pokrycia S dla catego grafu, oraz
Vi 2, aby otrzymac pokrycie dla G’ o rozmiarze co
najwyzej k'.



Ostatnia rzecza jest wielko$¢ jadra, ktére otrzymamy.
Okazuje sie, ze rozmiar naszego nowego grafu G’ bedzie
wynosit co najwyzej 2k. Wystarczy zauwazy¢, ze jest on
tym samym, co liczba wierzchotkéw ,,potowicznych”,
co z kolei wynosi nie wiecej niz podwojona wielko$é
rozwiazania naszego LP, ktére musi by¢ mniejsze
niz k, gdyz w przeciwnym przypadku dostalibysmy
juz odpowiedz nie. Powyzsze zdanie matematycznie
zapiszemy w postaci

V(G = Vil = D 20, <2 @, <2k

vEV] /2 veV

W ten oto prosty sposéb udalo nam si¢ ograniczy¢
przestrzen, ktéra musimy przejrze¢ w czasie
wyktadniczym z n do 2k. Nie jest to, oczywiscie,

i Zadania

jedyna redukcja, ktéra mozna zastosowaé do tego
problemu. Okazuje sie, ze sam proces redukcji mozna
jeszcze przyspieszy¢, sprowadzajac nasze LP do
problemu przeplywu w grafie. Po wiecej szczegdtow
na temat algorytméw parametryzowanych (jak i tego
sprowadzenia) mozna zajrze¢ do ksigzki Parameterized
Algorithms, ktéra na uzytek wlasny jest dostepna za
darmo w internecie.

Oczywiscie, nie jest to tez jedyne zastosowanie
programowania poétcatkowitoliczbowego. W' internecie
mozna znalezé prace Half-integrality, LP-branching and
FPT Algorithms, w ktorej jest wiecej szczegdtéw, jak

i zastosowan tego rozwiazania. Serdecznie zachgcam do
lektury!

Redaguje Lukasz BOZYK
M 1558. Czy istnieja liczby catkowite a, b, ¢ o tej wlasnosci, ze kazdy

z tréjmianéw kwadratowych

azx® + bxr + ¢ oraz

(a+1)2? +(b+Da+ (c+1)

ma obydwa pierwiastki calkowite?

Rozwiazanie na str. 22

M 1559. Pierwsza ¢wiartka plaszczyzny z kartezjanskim ukladem
wspolrzednych jest podzielona prostymi o rownaniach x = n oraz y = n dla

n € {1,2,3,...} na kwadraty jednostkowe, zwane dalej polami. Czy mozna
wyroznié¢ niektére pola w taki sposdb, ze:

e kazdy kwadrat o bokach catkowitej dtugoéci réwnoleglych do osi uktadu

i jednym z wierzchotkéw w punkeie (0,0) zawiera wiecej p6l wyréznionych niz

niewyrdznionych;

e kazda prosta réwnolegta do prostej y = x przecina wnetrze tylko skoriczenie

t1/2 = 4, 47 - 109 lat?

Rozwiazanie na str. 18
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wielu wyréznionych pol?
Rozwiazanie na str. 11

M 1560. Wyznaczy¢ iloczyn ditugosci wszystkich bokéw i przekatnych n-kata
foremnego wpisanego w okrag o promieniu 1.
Rozwiazanie na str. 22

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 947. Doswiadczenia z rozpraszaniem czastek natadowanych na jadrach
atomowych wskazuja, ze promien jadra R rosnie z liczba A nukleonéw jak

R =rgA'/3, gdzie ro ~ 1,25 - 10~'° m. Korzystajac z zasady nieoznaczonosci,
oszacuj na tej podstawie srednia energie F'p wiazania nukleonu w jadrze. Masa
nukleonu M =~ 940 MeV /c2, a iloczyn A, tj. stalej Plancka podzielonej przez 27
i predkosci éwiatla ¢ wynosi ic = 197 - 10715 MeV - m.

Rozwiazanie na str. 18

F 948. Jony uranu U, znajdujace sie w cieklym cyrkonie ZrSiOy4, mieszaja

sie z nim, podstawiajac jony Zr, a jony olowiu Pb nie reaguja z cyrkonem

i szybko dyfunduja poza jego objetosé. Po zestaleniu cyrkonu, dyfuzja
praktycznie ustaje. W krysztatach cyrkonu, znajdujacych sie w skale znalezionej
w Zimbabwe, zmierzono, ze stosunek liczby atoméw otowiu 2°°Pb do liczby
atoméw uranu 233U wynosi o = 0, 5. Jaki jest wiek tej skaly, jesli w serii kolejnych
rozpadéw alfa i beta, 238U rozpada sic do 2°SPb z czasem polowicznego zaniku



Migawka informatyczna

Eter jednak istnieje!
Naturalnie, wszystko sie zaczyna od tabula rasa.

Totez zaltézmy, ze dysponujemy wielka niezapisana
tablica. Po tej tablicy pisa¢ bedzie mégt absolutnie
kazdy, kto tylko chce. Pisa¢ wolno wszystko, nalezy
sie jedynie podpisywaé¢. Komunikaty nigdy nie znikaja,
a budowa tablicy jest taka, ze latwo sie zorientowad,
w jakiej kolejnosci pojawialy sie obecne na niej napisy.

Taka tablica jak wyzej, wyeksponowana gdzies na Forum
Romanum, moze juz postuzy¢ do stworzenia systemu
bankowego, opartego o wlasna nowa walute tablicowa T.
Umawiamy si¢ tylko, ze raz na p6t godziny publicznie
losujemy obywatela X i zapisujemy komisyjnie na
tablicy napis:

,,Obywatel X wylosowatl 1T”, podpisano: Komisja.

Jako sig¢ rzeklo, kazdy moze pisa¢ co chce, ale przede
wszystkim zapisuje sie przelewy. Oto przyktad kilku
kolejnych mozliwych komunikatow zapisanych na tablicy:

1. ,Obywatel A wylosowal 1T”, podpisano: Komisja.
2. ,A przelewa do B 0,5T”, podpisano: A.

3. ,,Obywatel A wylosowal 1T”, podpisano: Komisja.
4. ,A przelewa do C 1,5T”, podpisano: A.

5. ,,C przelewa do D 1T”, podpisano: C.

6. ,Obywatel E wylosowal 1T”, podpisano: Komisja.

Wszystko powyzej wyglada w porzadku, ale przeciez
tablica mogtaby wygladaé¢ réwniez, na przyktad, tak:

1. ,Obywatel A wylosowal 1T”, podpisano: Komisja.
2. ,A przelewa do B 0,5T”, podpisano: A.

3. ,A przelewa do C 1T”, podpisano: A.

4. ,Obywatel B wylosowal 1T”, podpisano: Komisja.
5. ,B przelewa do C 1T”, podpis: niewyrazny.

W takiej sytuacji dla kazdego cztonka spotecznosci jest
jasne, ze nalezy zignorowaé napis trzeci (A prébuje
przelaé pieniadze, ktérych nie ma) oraz napis piaty
(nie jest poprawnie podpisany), a obywatele A, B i C
dysponuja odpowiednio 0,5T, 1,5T, OT.

Pomyst, aby waluta dzialajaca tak jak wyzej, byla
wykorzystywana do codziennych oplat za zakupy

czy ustugi, wydaje sie bardzo podejrzany. Przede
wszystkim zaskakuje to, ze pieniadze pojawiaja

sie troche znikad — w drodze losowania. Po drugie,
historia wszystkich transakcji jest publicznie znana.

A jednak! Takie rozwiazanie istnieje w naszym Swiecie
i nazywa si¢ Bitcoin. Oczywiscie, z jednej strony mozna
argumentowac, ze przeciez nie ma w tym nic az tak
ekonomicznie szokujacego. Przez setki lat waluta byty
przeciez rézne szlachetne kruszce, ktére maja bardzo
podobne wladciwodci jak nasze T — znajdujemy je
rzadko i dosé¢ losowo, same w sobie nie maja wielkiej
bezposredniej wartosci, a jednak istnieja osoby

o zdrowych zmystach, ktore sa w stanie np. wymienic
swoj wlasny dom na kilka kilograméw zéttawego,
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blyszczacego metalu. Mimo to wcigz moze szokowac,
ze istnieja osoby (réwniez o zdrowych zmystach), ktére
sa w stanie oddac ten szlachetny kruszec za wpis na
dziwnej publicznej tablicy od osoby, ktéra np. wlasnie
wylosowala bitcoina.

Dla porzadku napiszmy, ze w $wiecie Bitcoina nie
méwimy o publicznej tablicy, a o blockchainie (tancuchu
blokowym). Spelnia on te sama role, ale jego stworzenie
nie jest wcale tatwe.

(Jedna rzecz jest nawet lepsza. W Bitcoinie tatwo jest si¢ ukry¢ za
cyfrowym pseudonimem. Pelnej anonimowoéci wiec, oczywiscie, tutaj
nie ma, ale jest tzw. pseudonimowosé.)

Oczywiscie, byloby ono zupelnie trywialne, gdyby$my
zalozyli istnienie jednej zaufanej strony, ktéra wszystko
uczciwie zapisuje, losuje, nie dodrukowuje sobie
pieniedzy i generalnie dba, zeby hajs sie zgadzal. My,
ze wzgledéw na bezpieczenstwo i stabos¢ do anarchii,
chcemy jednak, zeby system byl rozproszony. Co to
znaczy i jak to jest zrobione technicznie, opisal juz

w Delcie 6/2016 Lukasz Mazurek. Dalej bedziemy
zakladaé, ze bezpieczna tablice (pardon, blockchain) po
prostu mamy dostepna. Zastanéwmy sie, jakie (inne niz
przelewy) napisy na tej tablicy moglyby byé uzyteczne.
Oto przyktady:

130. ,A przelewa 1T pierwszej osobie, ktéra poda
rozktad na czynniki pierwsze liczby 681148087”,
podpisano: A. 131. ,,C przelewa do D 10T, jesli
Jagiellonia Biatystok zostanie mistrzem Polski

w pilce noznej w sezonie 2017/18.”, podpisano: C.
132. ,,681148087 rozktada si¢ na 21739 i 313337,
podpisano: B.

W roku 2015 Witalik Buterin stworzyt nowa walute
Ethereum (czasem zwana Bitcoinem 2.0) oparta

o blockchain, ktory umozliwia tatwe tworzenie

i realizowanie wlasnie tego typu zobowiazan, tutaj
zwanych inteligentnymi kontraktami (smart contracts),
zapisanych w wygodnym jezyku Solidity. Oto przyktad
takiego kontraktu (autor niniejszego felietonu zobaczyl
go kiedys w prezentacji Daniela Malinowskiego i f.ukasza
Mazurka):

contract Factor
{ function factor681148087 (uint p, uint q)
{if (p>1 &k q> 1)
&& (p * q == 681148087))
{ msg.sender.send(1 ether); }
}
}

Przyktad powyzej moze wydaé sie troche akademicki,
jednak Ethereum naprawde ma ogromny praktyczny
potencjal. Informatycy juz pokazali, jak zrobié¢ na jego
bazie choéby rozproszony system do gier hazardowych
typu poker (oparty tylko o — publiczny przeciez! —
blockchain). Ale to juz temat na inna opowiesé. ..

Tomasz KAZANA



Jak zrobic¢ z fal putapke?

‘W najwiekszych istniejacych na Ziemi
urzadzeniach badawczych, takich jak LHC
i LIGO tez uzywa si¢ prozni jako
izolatora. Czastki krazace w LHC
podrézuja wewnatrz préznej rury

i utrzymywane sg na odpowiednim torze
za pomocg pol elektrycznych

i magnetycznych. Swiatlo laserowe

w detektorach LIGO réwniez porusza si¢
w prézni i odbija sie od luster
zawieszonych takze wewnatrz prézniowej
komory. Préznia w LIGO pozwala
wyeliminowaé¢ wpltyw wielu czynnikéw
zewnetrznych, miedzy innymi fal
akustycznych, ktére nie rozchodza si¢

w prézni i dzieki temu nie poruszaja
luster.

W 1989 roku Hans G. Dehmelt

i Wolfgang Paul otrzymali polowe
Nagrody Nobla z Fizyki (druga potowe
otrzymal Norman F. Ramsey) za
zbudowanie pulapki pozwalajacej na
utrzymywanie i badanie pojedynczych
jonéw. W swoim wyktadzie noblowskim
Wolfgang Paul pokazal mechaniczny
analog swojej putapki. Na powierzchni
w ksztalcie siodla polozyl stalowg kulke,
ktéra, oczywiscie, staczala sie na jedna
badz druga strone — jej potozenie byto
niestabilne. Kiedy jednak siodlo
wprawiane bylo w ruch obrotowy

z odpowiednio dobrang czestoscia, kulka
spoczywatla stabilnie na powierzchni
obracajacego sie siodla, oscylujac wokél
polozenia réwnowagi. Pulapka Paula jest
najpopularniejsza metoda
wykorzystywang obecnie w laboratoriach
do kontrolowania pojedynczych jondéw.

Rys. 1. Natezenie w wiazce Bessela

Szymon CHARZYNSKI

W poprzednim numerze pisaliémy o falach niosacych moment pedu.
Wprowadzilismy rozréznienie na spinowy i orbitalny moment pedu. Ten pierwszy
jest zwiazany z polaryzacjg fali i w zwiazku z tym charakteryzuje tylko fale
poprzeczne, dla ktérych wystepuje zjawisko polaryzacji. Orbitalny moment pedu
jest natomiast zwiazany z ksztaltem frontu falowego i moze by¢ niesiony przez
kazdy rodzaj fali. Teraz zajmiemy sie blizej wlasno$ciami fal niosacych orbitalny
moment pedu.

Kluczowym elementem wielu wspétczesnych eksperymentéw fizycznych jest
skuteczne izolowanie badanego uktadu od otoczenia. Dotyczy to, na przyklad,
eksperymentéw z kondensatem Bosego-Einsteina (o ktérych pisalismy w A3y),

w ktérych trzeba uwiezié i schtodzi¢ do bardzo niskiej temperatury chmurke
kilkuset tysiecy atoméw. Jony wykorzystywane do obliczenn kwantowych (pisalimy
o tym w Al2) réwniez wymagaja izolacji od otoczenia, ktére wplywajac na ich stan,
niszczyltoby obliczenia kwantowe. W tych i wielu innych eksperymentach nie ma
mowy o tym, aby czastki mialy kontakt z jakimkolwiek materialnym naczyniem

— jedyny mozliwy do zastosowania izolator to ten najlepszy z istniejacych, czyli
proznia. Nalezy wiec wypompowadé z naczynia powietrze i jako$ badany uklad
zawiesi¢ wewnatrz pustego naczynia z daleka od jego Scianek. Takie zawieszenie
nazywa sie pulapkowaniem, poniewaz elementy badanego ukladu znajduja sie

w pulapce — obszarze w przestrzeni, ktérego nie moga opuéci¢. Skoro nie mozna
takiej putapki zbudowaé¢ z materii, to wykonuje sie ja z pola sil. W warunkach
ziemskich jest to zawsze jakas$ konfiguracja zlozona z pola elektromagnetycznego

i wszechobecnego pola grawitacyjnego naszej planety. Istnieje wiele réznych
rodzajow pulapek wytwarzanych za pomoca magneséw, cewek, laseréw itp.
odpowiednich do rodzaju putapkowanego materialu. Badania nad doskonaleniem
systeméw putapkowania i poszukiwanie nowych metod chwytania i wiezienia
czastek to wazna galaz wspolczesnej fizyki.

W 1861 roku James Clerk Maxwell zebral i uzupehil prawa opisujace klasyczne
pole elektromagnetyczne, formulujac zestaw czterech réwnan, ktére nosza,

jego nazwisko. Réwnania te przewidywaly istnienie fal elektromagnetycznych,
ktorych pierwszej kontrolowanej emisji i absorpcji w zakresie innym niz Swiatto
dokonal Heinrich Hertz w 1886 roku. Badania nad wlasno$ciami klasycznego
promieniowania elektromagnetycznego majg wiec juz grubo ponad stuletnia
historie, dlatego zaskakujacy moze wydawac sie fakt, ze ciagle znajduje si¢ nowe
rozwiazania rownan Maxwella o interesujacych, nieznanych wczeéniej wlasnosciach.
Takim zaskakujacym odkryciem jest, stosunkowo niedawno opisana, wlasnosé
wiazek promieniowania elektromagnetycznego niosacego orbitalny moment pedu
(pierwsza publikacja na ten temat [1] jest z roku 2004). Wiazki takie maja
charakterystyczng linie wirowa, wokot ktérej ,kreci sie” pole elektromagnetyczne.
Charakterystyczny ksztalt frontu falowego takiej fali pokazaliSmy i opisali$émy

w poprzednim numerze Delty. Okazuje sig, co odkryto wlasnie niedawno, ze

takie wiazki putapkuja natadowane czastki wokdél wspomnianej linii wirowe;j.
Oznacza to, ze taka schwytana w pulapke czastka porusza sie, mniej wiecej, wzdluz
linii wirowej, wykonujac wokoét niej niewielkie drgania, co zostalo pokazane na
rysunku 2.

Przykladem rozwiazania rownan Maxwella, bedacego fala niosaca orbitalny moment
pedu i majacego wtasnos$¢ pulapkowania czastek, jest tzw. wigzka Bessela. Swa
nazwe wiazka zawdziecza temu, ze zapisujac sktadowe pole elektromagnetycznego

w naturalnych dla tego rozwiazania wspélrzednych walcowych (p, ¢, 2), zalezno$é od
wspolrzednej radialnej p opisuje funkcja Bessela, czyli jedna z bogatego zbioru tzw.
funkcji specjalnych. Wiazka ta ma wiele ciekawych wlasnosci. W przeciwienstwie
do wigkszosci wiazek nie rozplywa sie w czasie propagacji, w szczegdlnosci ma
symetrie Srubowa — jezeli przesuniemy wiazke wzdluz osi z (ktéra jest tak wybrana,
aby pokrywac si¢ z linig wirowa fali) i jednocze$nie obrécimy o odpowiedni kat
woké! tej osi, to rozwigzanie si¢ nie zmieni, tzn. przesuniete i obrécone rozwigzanie
przyjmie w kazdym punkcie przestrzeni te same wartosci.

Oddzialywanie wiazki Bessela na czastki naladowane ma te zaskakujaca wlasnosé,
ze zaréwno czastki naladowane dodatnio, jak i ujemnie, sa przyciagane do
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Rys. 2. Trajektoria czgstki uwiezionej
w otoczeniu linii wirowej

<

Rys. 3. Trajektoria czastki wykonujacej
szybki ruch po okregu, ktérego srodek
powoli dryfuje. Krzywa przedstawiona na
tym rysunku jest powiekszeniem malego
wycinka krzywej pokazanej na rysunku 2
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osi wirowej. Jest to zachowanie sprzeczne z intuicja opierajaca sie tylko na
do$wiadczeniach z polami statycznymi. Wszak zaréwno pole elektrostatyczne, jak
i magnetostatyczne dziala na czastki o przeciwnych tadunkach sitami o przeciwnych
zwrotach. Dzigki temu mozna tatwo w doswiadczeniach odrézniaé¢ tadunki
przeciwnych znakow, wpuszczajac je w obszar statego pola magnetycznego —

tory przeciwnych tadunkéw uginaja si¢ w przeciwnych kierunkach. Aby wyjasnié
ten zaskakujacy fakt, ze czastki o przeciwnych znakach zachowuja sie tak samo,
nalezy dokladniej przyjrzeé sie trajektorii ruchu czastki. W rozwazanej sytuacji
fizycznej mamy do czynienia z dwiema skalami czasowymi i ruch czastki jest
ztozeniem dwoch ruchow, z ktorych kazdy ma inny charakter. Krotka skala
czasowa wyznaczana jest przez czesto$é¢ w, z jaka oscyluje fala. Poniewaz wiazka
Bessela ma te wlasnoéé¢, ze w kazdym punkcie przestrzeni wektory natezen pola
elektrycznego i magnetycznego obracaja sie z czestoscia w, wiec zmuszaja tadunek
do wykonywania ruchu po okregu w plaszczyznie prostopadlej do osi wiazki.

Ruch ten jest bardzo szybki, ale ma tak malag amplitude, Zze na rysunku 2 go

nie widaé. Aby go zobaczy¢, nalezy wielokrotnie powiekszy¢ wycinek pokazanej
trajektorii. Zobaczymy wtedy obrazek jak na rysunku 3, czyli ruch po okregu

w plaszczyznie xy, ktory ztozony ze swobodnym ruchem wzdluz osi z, daje ruch
po linii érubowej. Wida¢ jednak, ze $rodek okregu, po ktorym krazy czastka, powoli
dryfuje — jest przyciagany do osi wiazki. Predko$¢ tego powolnego dryfu wyznacza
druga, znacznie wigksza, skale czasowa, ktéra opisuje okres, w jakim czastka
wykonuje oscylacje wokdt osi wiazki.

Powstaje pytanie: skad bierze sie ten powolny dryf? Pulapkujaca wigzka ma te
wlasno$é, ze natezenie pola znika na jej osi (widaé to na rysunku 1). W miare
oddalania si¢ od osi natezenie pola rosnie, az do pewnego maksimum, aby potem
spas$¢ do zera i przechodzi¢ przez kolejne coraz nizsze maksima. Jezeli czastka
porusza sie w obszarze bliskim osi, czyli w bezpiecznej odleglosci od pierwszego
maksimum, to czuje silniejsze pole wtedy, kiedy si¢ oddala od osi, i stabsze, kiedy
sie do niej zbliza. Gdyby natezenie pola bylo stale w przestrzeni, a jedynie jego
kierunek obracaltby sie z czestoscig w, to czastka poruszalaby sie po okregu, ktorego
srodek tkwilby caly czas w jednym punkcie. Jednak nasza czastka wykonujac
ruch po okregu, na zmiane zbliza sie i oddala od osi wiazki i w konsekwencji
przechodzi przez obszary silniejszego i stabszego pola. Oddalajac sie od osi,

czuje site dosrodkowa o troche wigkszej wartosci niz ta, ktora czuje, bedac blizej
osi fali. Poniewaz Srednica okregu jest bardzo mala, wiec réznica tych sit jest
bardzo niewielka. Jednak réznica ta dziala konsekwentnie caly czas w te sama
strone, co powoduje powolny dryf czastki w strong linii wirowej. Jak juz czastka
wrozpedzi si¢” w strone osi, to ja z rozpedu przekracza i nastepnie sita putapkujaca
wyhamowuje ja, zawraca z powrotem do osi i powtarzaja sie¢ powolne oscylacje
(rysunek 2). Czastki o przeciwnych tadunkach wykonuja ruch po okregu (czy

tez Srubowy) w przeciwnych kierunkach — czyli zgodnie z intuicja, ze przeciwnie
naladowane czastki poruszaja si¢ w przeciwne strony. Jednakze, wirujac bardzo
szybko w przeciwnych kierunkach, powoli dryfuja w te sama strone, poniewaz
opisane powyzej rozumowanie wyjasniajace powolny dryf nie zalezy od znaku
tadunku czastki. Wiecej o tym mechanizmie mozna przeczytaé¢ w [2].

Niestety, wiazki Bessela nie da si¢ wytworzy¢ w rzeczywistosci. Rozwiazanie to
mialoby nieskonczona energie, poniewaz zbyt wolno zanika w nieskonczonosci
(podobnie jak fala ptaska). Okazuje si¢ jednak, ze mozna w laboratorium generowac
wiazki bardzo zblizone do wiazek Bessela, za pomoca ktérych udalto sie potwierdzié
do$wiadczalnie zjawisko putapkowania. Opisany tu mechanizm ogranicza ruch
czastek w dwdch kierunkach, pozwala im natomiast poruszaé sie swobodnie wzdluz
osi wiazki. Krzyzujac dwie wiazki, mozna uwiezi¢ czastke w obszarze ograniczonym
we wszystkich kierunkach, a dodajac do wiazki Bessela inne fale, mozna uzyskaé
putapkowanie wokét innych krzywych, a nie tylko wokét linii prostych.

Na zakoniczenie opusémy odmety elektromagnetyzmu i zanurzmy si¢ myslami

w morzu promieniowania grawitacyjnego, o ktérym jest ostatnio tak gloéno.

Czy w tym grawitacyjnym morzu réwniez mozna wzbudzaé fale o podobnych
wlasnoéciach? Okazuje sig, ze tak. Grawitacyjne wiazki Bessela, niosace orbitalny
moment pedu, sa rozwiazaniami zlinearyzowanej teorii grawitacji [3]. Badania
teoretyczne nad pulapkowaniem przez takie wiazki sa w toku, wstepne wyniki
wygladaja obiecujaco, ale to temat na kolejna opowiesc.
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glowa

tutow

Rys. 1. Przyktadowa Hydra

Rys. 2. Hydra po odcigciu pierwszej
glowy

Rys. 3. Hydra po odcigciu drugiej gtowy

IS

Jak radzi¢ sobie z Hydra?
Krzysztof PIECUCH*

Drodzy Poszukiwacze Przygod, witam Was na kolejnym szkoleniu. Dzisiaj
nauczymy sie jak rozpoznawac, znajdowac i radzi¢ sobie w boju z Hydra. Hydry
to paskudne stworzenia, zamieszkujace $wiat graféw. Niech Was nie zmyli
rysunek 1. Zobaczcie, jak przerazajaco on wyglada. Hydry to bestie, ktére
tylko upodobniaja sie do drzew, aby Was zmyli¢! Tam, gdzie niektorzy z Was
dostrzegaja korzen, znajduje si¢ tutow bestii. Tam, gdzie wydaja si¢ by¢ lidcie, sa
glowy naszego stwora. Krawedzie to szyje, a wierzcholki wewnetrzne to zgiecia.

Walka z ta poczwarg jest dluga i wykanczajaca. Jesli kiedykolwiek spotkacie
tego stwora, bierzcie nogi za pas. Jednakze, gdyby Wam przyszto zmierzy¢ si¢
z Hydra, dam Wam garé¢ wskazdéwek. Po pierwsze, $cinajcie glowy pojedynczo
— nie chcecie uszkodzié¢ swojego miecza. Po drugie, gtowe Hydry Scinajcie wraz
z szyja, przy samym zgicciu. Tak jak na rysunku 1. Jesli zdecydowalismy si¢
ucia¢ glowe, ktéra znajduje si¢ przy samym tutowiu, to mamy spokdj. Jednak,
jezeli ucieliémy ktorakolwiek inna, musimy przygotowac si¢ na niespodzianke.
Popatrzcie na szyje przy zgieciu, ktéra idzie w strone tulowia (na rysunku 1
zaznaczona kolorem). Zostanie ona skopiowana wraz z cala zawartoscia i razy,
gdzie 1 to liczba glow, ktore Sciglidcie do tej pory. Jesli ze zgiecia, przy ktéorym
cielidmy, nie wyrasta juz zadna szyja — to zgiecie zamienia sie w nowa glowe.
Jezeli, na przyklad, glowa z rysunku 1 byla pierwsza, ktéra ScieliSmy, to po

jej scieciu Hydra bedzie wygladata tak jak na rysunku 2. Po ucigciu glowy

z rysunku 2 Hydra bedzie wygladata tak jak na rysunku 3. By pokona¢ Hydre,
musimy Scia¢ wszystkie glowy, tak by pozostal sam tuléw.

Walka z Hydra wydaje sie beznadziejna. Sprébujcie sami na kartce. Liczba
gléw wydaje sie rosnaé. I to rosnaé¢ bardzo szybko. Czy jest jakas strategia,
postepujac wedlug ktérej, uda nam sie¢ w koncu pokonaé¢ stwora? Okazuje sie,
ze prawdziwa jest stara maksyma, ktéra moéwi, ze trzeba odpowiednio dtugo
machaé¢ mieczem i nigdy sie nie poddawac.

Zaskakujace Twierdzenie 1. KaZda strategia Scinania gltéw prowadzi do
pokonania Hydry.

Liczba gltéw Hydry potrafi urosna¢ bardzo szybko. A, jak to mowit klasyk: by
moéwié o wyzszych liczbach, potrzebujemy wyzszej matematyki. Z pewnoscia,
Drodzy Poszukiwacze Przygod, potraficie liczy¢. Niektorzy z Was potrafia
liczy¢ do dziesigciu, niektorzy do stu albo do miliona. Pewnie sa tez wérod
Was tacy, ktorzy potrafia liczy¢ do nieskonczonosci. Dzisiaj nauczymy sie liczy¢
poza nieskonczono$¢. Bedzie nam potrzebny specjalny symbol w, czyli ostatnia
litera alfabetu greckiego. Oznaczaé ona bedzie najmniejsza ,liczbe” wicksza
od dowolnej liczby naturalnej. Zatem dla kazdej liczby naturalnej n bedzie
zachodzilo n < w. Ponadto symbol ten bedziemy traktowali jak zwykla liczbe
naturalng — bedziemy mogli ja dodawaé¢, mnozy¢ i potegowaé. Niedozwolone
bedzie natomiast odejmowanie i dzielenie. Jak Wam wiadomo — operacje te
wyprowadzaja nas poza liczby naturalne.

Kiedy wprowadziliSmy juz sobie jedno oznaczenie, bedziemy mogli liczy¢ dosy¢
daleko. Nastepna liczba wicksza po w jest w + 1, pézniej w + 2, w + 3 i tak
dalej. Najmniejsza liczba wigksza od kazdej liczby postaci w + n (gdzie n to
liczba naturalna) jest w 4+ w, czyli 2 - w. Nastepnymi liczbami beda 2 - w + 1,

2 -w+ 21 tak dalej. Gdy skoncza nam sie¢ liczby postaci n - w + m, zawsze
mozemy uzyé liczby w - w, czyli w?. Gdy braknie liczb postaci w”, mozemy
uzy¢ w* i tak dalej. Jak wida¢, za pomoca tylko jednego dodatkowego symbolu
nauczyliémy sie liczy¢ dalej, niz kiedykolwiek wcze$niej myéleliSmy, ze liczy¢
mozna. Matematycy nazywaja te liczby porzadkowymi. Ponadto matematykom
nie wystarcza jeden symbol i maja liczby dalece wigksze niz te, ktore da sie
wyrazi¢ za pomoca symbolu w. Jednak na dzisiejszym szkoleniu zadowolimy sie
tym jednym symbolem.
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Rys. 4. Sposéb wyznaczania liczby bestii
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Rys. 5. Liczba bestii maleje po $cigciu
dowolnej glowy

L. ]

Rozwigzanie zadania M 1559.

Kazde pole bedziemy utozsamiac¢ ze
wspdélrzednymi jego lewego dolnego rogu.
Udowodnimy, ze jezeli wyréznimy tylko
takie pola (i,7), ze 2¢ < j lub 25 < 4, to
warunki zadania beda spelnione.

A

Rzeczywiscie, dla kazdego r» € R prosta
y = x + r przecina skonczenie wiele
wyréznionych pél, mianowicie takie pola
(z,z +d), ze x € [0,d] NZ, przy czym
de {LIrl], TIr1}-
Z kolei kazdy kwadrat o lewym dolnym
rogu (0,0), a prawym gérnym (2k, 2k)
zawiera dokladnie

2k(k+1) —1

wyrdznionych pdl, czyli wiecej od %(2]&’)%

Stad kazdy kwadrat o lewym dolnym
rogu (0,0), a prawym gérnym
(2k — 1,2k — 1) zawiera o 2k
wyréznionych pél mniej, czyli

2k(k +1) — 1 —2k = 2k — 1,

co jest wigksze od $(2k — 1)2.

Teraz nauczymy sie wyznaczaé liczbe (numer) bestii. Aby to zrobié, zaczynamy
od gléw. Kazdej glowie nadajemy liczbe 1. Kazdemu zgieciu (jak i tutowiu)
nadamy liczbe w’, gdzie K to suma liczb gléw i zgie¢ wychodzacych z tego
zgiecia. Liczba bestii to numer, ktory nadalismy tutowiu. Na rysunku 4 mamy
przyktad, w jaki sposéb nalezy liczy¢ liczbe bestii.

Pokaze Wam teraz, ze liczba bestii zawsze maleje po obcieciu jednej z gléw.
Oczywiscie, jesli odetniemy glowe zaraz przy tulowiu — nic nie odrasta i liczba
bestii si¢ zmniejsza. Odetnijmy zatem jakas glowe, ktéra nie znajduje sie
przy tulowiu. Odcinamy glowe, ktéra, oczywiscie, ma numer 1. Ze zgiecia,
przy ktérym odcinaliSmy, moga wychodzié¢ inne glowy i zgiecia. Powiedzmy,
ze sumarycznie maja one warto$é¢ B (rys. 5). Zatem zgigcie ma numer wBHl,
Zgiecie to wychodzi z innego zgiecia (lub tulowia). Z tego zgiecia moga
wychodzi¢ inne zgiecia. Oznaczmy sume ich numeréw jako C. Zatem zgiecie
B+1 . . . . . .
to ma numer w*  T¢. Réwnie latwo mozemy obliczy¢ liczbe tego zgiecia po
odcieciu glowy. Jesli byla to i-ta glowa, ktora odcieliSmy, to otrzymamy numer
wiw”+C, Wykonujac proste rachunki, mozemy przekonaé sig, ze jest to liczba
mniejsza. .
i <w
i-wP <Pt
iwP+C <Pt 10

i~wB+C' wa+]+C

w <

Do pelni szczescia potrzebujemy jeszcze indukeji matematycznej po liczbie zgieé
od tulowia do tego zgiecia, aby udowodnié, ze rowniez sama liczba bestii ulega
zmniejszeniu. Pewnie zastanawiacie si¢: czy potrzebowaliSmy wprowadzac¢ taka
dziwna liczbe, aby udowodnié¢ to Twierdzenie? Otz tak!

Zaskakujace Twierdzenie 2. Zaskakujgcego Twierdzenia 1 nie da sie
udowodni¢ w arytmetyce Peano.

Dla przypomnienia — arytmetyka Peano to zaksjomatyzowana wersja arytmetyki
znanej ze szkoty. Kazda Hydre mozemy zakodowaé w postaci liczby. Dzigki temu
mozemy méwié o bitwach w jezyku arytmetyki pierwszego rzedu. Doswiadczony
w bojach Poszukiwacz Przygdd moze zauwazyé, ze nie kazda strategie jestesmy
w stanie zapisa¢ w arytmetyce Peano. To dlatego, ze strategie sa obiektami
nieskonczonymi. Nie przeszkadza nam to, gdyz mozemy ograniczy¢ Zaskakujace
Twierdzenie 1 do strategii rekursywnych, czyli takich, ktére mozna cale zapisaé
za pomocg arytmetyki Peano.

Jesli styszelidcie kiedykolwiek o Twierdzeniu Godla, Hipotezie continuum albo
o geometrii absolutnej, powinniscie wiedzie¢, ze w matematyce zdarzaja sie
twierdzenia danej teorii, ktérych nie da si¢ ani udowodnié¢, ani im zaprzeczy¢.
Mato tego, ze znalezliSmy twierdzenie, ktorego nie da si¢ ani udowodnié¢, ani
obali¢ w arytmetyce Peano; pokazaliSmy takze, ze jest to twierdzenie prawdziwe
(w pewnej szerszej teorii)! To jednak nie wszystko!

Zaskakujace Twierdzenie 3. Kazda technika dowodowa, wystarczajgco
silna, aby udowodnié Zaskakujgce Twierdzenie 1, jest wystarczajgco silna, aby
udowodni¢ niesprzecznosé arytmetyki Peano.

Zgodnie z Twierdzeniem Godla — wewnatrz arytmetyki Peano nie mozemy
udowodnié niesprzecznosci tej teorii (no chyba, ze jest ona wewnetrznie
sprzeczna). Aby to zrobié, potrzebujemy pewnej szerszej teorii. Na przyklad
dodanie ,liczby” wiekszej od kazdej liczby naturalnej do arytmetyki

Peano poszerzy ja w pewien sposob. Skorzystal z tego Gentzen, dowodzac
niesprzecznosci arytmetyki Peano w 1936 roku. Zaskakujace Twierdzenie 3
jest ogolniejsze. Mowi, ze jakkolwiek rozszerzymy arytmetyke Peano tak, aby
mozliwe bylo udowodnienie Zaskakujacego Twierdzenia 1, bedziemy w stanie
rowniez udowodnié niesprzecznosé arytmetyki Peano.

Okazuje sie, ze czasem teoretyczne dywagacje na temat potyczek z bestiami
moga by¢ rownie pasjonujace, jak sama walka. To wszystko, co mialem Wam do
przekazania dzisiaj. Odmaszerowac!
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Ciemna materia z profilu

* Centrum Astronomiczne

im. M. Kopernika PAN

Krzywa rotacji to wykres predkosci
kolowej gwiazd w dysku galaktyki jako
funkcji odleglosci od jej srodka. Przy
wyznaczaniu krzywej rotacji z obserwacji
predkosci gwiazd wzdtuz linii widzenia
nalezy uwzgledni¢ nachylenie dysku

w stosunku do obserwatora.

Temperatura materii jest zwigzana

z predkosciami tworzacych ja czastek.
Ciemna materia jest kinematycznie zimna
— czgstki maja predkosci duzo mniejsze od
predkosci swiatla. Przeciwienstwem
zimnej ciemnej materii jest goraca
materia, ktérej czastki poruszaja si¢

z relatywistycznymi predkosciami.

Wiecej o symulacjach kosmologicznych
napiszemy w Ai‘s.

O innym z probleméw pisal tez niedawno
Wojciech Hellwing w A}%

Poréwnanie profili o réznym nachyleniu

~
stromy

I~
,-""-._‘_\./ i
——= ?Mumimkowanie a
Jx

stromy

logarytm gestosci ciemnej materii

logarytm odlegtosci od §rodka galaktyki

Cztery profile gestosci ciemnej materii
réznigce si¢ nachyleniem w centrum
galaktyki. Jednostki na osiach sg umowne,
a znaczniki sluzg jedynie ogélnemu
wyobrazeniu skali.

Klaudia KOWALCZYK*

Tajemnica ciemnej materii fascynuje naukowcéw od dekad: w latach
siedemdziesiatych Vera Rubin zaobserwowala odbiegajace od przewidywan
zachowanie sie krzywej rotacji galaktyki w Andromedzie (M31). Nie da sie jej
wyjasni¢ na gruncie dynamiki Newtona bez uwzglednienia, obok obserwowanych
gwiazd, gazu i pylu, dodatkowego masywnego sktadnika rozciagajacego sie
daleko poza obszar zajmowany przez materie $wiecaca. Sktadnik ten nazywamy
halo ciemnej materii.

Ciemna materia istnieje w powszechnej $wiadomosci jako niestandardowe
,hiewidzialne czastki”. Takie rozumienie jest poniekad uzasadnione. Z definicji
ciemna materia oddzialuje jedynie grawitacyjnie (oczywiscie nie jest wykluczone,
ze podlega réwniez jakim$ innym, nieodkrytym do tej pory silom), a tym
samym rézni sie od zwyklej (barionowej) materii oddzialujacej takze
elektromagnetycznie oraz jadrowo (stabo i silnie). Ciemnej materii nie da sie
zatem zobaczy¢, mozna jedynie poczuc jej wplyw.

Aby formulowaé przewidywania dotyczace ciemnej materii w poszczegdlnych
galaktykach, potrzebny jest model kosmologiczny i jego pelny opis
matematyczny. Obecnie powszechnie stosuje sie model ACDM (Lambda Cold
Dark Matter), czyli model zimnej ciemnej materii ze stala kosmologiczna A.

Z danych satelity Planck badajacego mikrofalowa po$wiate po Wielkim
Wybuchu wynika, ze Wszech$wiat sktada sic w 5% z materii barionowej, za$
ciemna materia stanowi az 27%. Pozostala wickszo$¢, czyli 68% to wspomniana
juz stala kosmologiczna, zwana takze ciemng energiq.

Uzbrojeni w model kosmologiczny mozemy przesledzi¢ wynikajaca z niego
Sciezke ewolucyjna Wszechswiata oraz poréwnaé przewidywania z jego
aktualnym stanem (13,8 miliardéw lat po Wielkim Wybuchu). Rozwiazania
analityczne tak zlozonych probleméw sa, niestety, nieosiagalne. Z tego

tez powodu w badaniach formowania sie struktur i ewolucji Wszech$wiata
positkujemy sie symulacjami komputerowymi, w ktérych czastki reprezentujace
rozne sktadniki galaktyk poruszaja sie zgodnie z opisujacymi je prawami
fizycznymi, a odpowiednie réwnania rozwiazywane sa numerycznie. Obecnie

do najwiekszych symulacji wykorzystywane sa superkomputery, ale symulacje
zawierajace kilkaset tysiecy czastek mozna przeprowadzi¢ w stosunkowo krétkim
czasie nawet na domowym komputerze.

Wezesne symulacje Wszech$wiata w modelu ACDM wygenerowaly szereg
niezgodnodci z obserwacjami. Jedna z nich wiaze sie z charakterem profilu (czyli
wykresu gestosci p(r) jako funkcji odleglosei od $rodka galaktyki) halo ciemnej
materii (cusp-core problem).

Nachylenie profilu gestosci @ w centrum galaktyki okresla, asymptotyczne dla
malych promieni, zachowanie funkcji p(r) proporcjonalne do r~%. Rysunek
przedstawia poréwnanie profili o réznych wartosciach a, zaréwno ,stromych”,
jak i ,ptaskich”.

Symulacje z lat 90. sugerowaly, ze istnieje uniwersalny dla wszystkich galaktyk,
stromy w centrum (« = 1) profil, zazwyczaj oznaczany NFW od nazwisk
odkrywcow: Navarro, Frenka i White’a, jednakze dopasowania teoretycznych
krzywych rotacji do danych obserwacyjnych nie zgadzaly si¢ z tymi obliczeniami.
Wrecz przeciwnie, pokazywaly one, ze w niektérych galaktykach rozktad ciemnej
materii jest wrecz plaski. Dotyczy to gtownie galaktyk kartowatych, ktore
kraza wokot duzych galaktyk, np. Drogi Mlecznej. Galaktyki satelitarne sa

co prawda o rzedy wielko$ci mniejsze i mniej masywne od galaktyki gtéwnej,
ale odsetek zawartej w nich ciemnej materii sigga nawet 99%. Dominacja
ciemnej materii sprawia, ze wplyw nachylenia profilu na krzywa rotacji jest

w przypadku galaktyk karlowatych silniejszy, a wykrycie rozbieznosci miedzy
teoria a obserwacjami latwiejsze.

Czy zatem powinno sie odrzuci¢ model ACDM? Niekoniecznie. W przypadku
profilu NF'W problemem okazaly sie bowiem same symulacje. Ze wzgledu na
ograniczone mozliwosdci éwezesnych komputeréw uwzglednialy one jedynie
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Ogdélnopolska Matematyczna Konferencja
Studentéw ,OMatKo!!!” to najwigksze
matematyczne wydarzenie przeznaczone
dla studentéw i doktorantéw z catego
kraju. Obok mlodych matematykéw,
prezentujacych swoje wyniki badan,
goscimy réowniez wielu specjalistow.

W tym roku wyktad otwierajacy
konferencje¢ wyglosi dr hab. Krzysztof
Burnecki. Zapewniamy takze dobra
zabawe, organizujac m.in. loterie
tamigtéwek czy wieczorng integracje.
Na ,,OMatKo!!!” mozesz zachwycié¢
teoretycznym lub praktycznym obliczem
matematyki, wygrywajac przy tym
atrakcyjne nagrody — wystarczy, ze
wyglosisz referat albo stworzysz
matematyczny plakat. Jesli masz gltowe
pelng matematycznych pomystéw albo
chcesz spedzi¢ niezapomniany weekend
w towarzystwie , krélowej nauk”, to
zapraszamy do Centrum Kongresowego
Politechniki Wroctawskiej w dniach
13-15 kwietnia 2018 r.

Wiecej informacji znajdziesz na stronie
http://omatko.im.pwr.wroc.pl

™o COSMOLOGY
e SCHOOL

Cracow, PoLAND
8-22.07.2018

Serdecznie zapraszamy na 4. Szkote
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ciemng materie. Po dodaniu do symulacji materii barionowej zauwazono, ze
procesy gwiazdotwoéreze oraz wybuchy supernowych sa zrodtem dodatkowej
energii, ktéra wystarcza do splaszczenia profilu ciemnej materii.

Problem ksztattu profilu ciemnej materii nie jest jednak zamknigty.

Do ,wyplaszczenia” profilu potrzebna jest do$é¢ duza, wigksza niz obserwowana
w galaktykach karlowatych, masa zawarta w barionach. Obecnie nie potrafimy

powiedzieé¢, jaki mechanizm méglby byé odpowiedzialny za powstawanie w tych
galaktykach plaskiego rozkladu ciemnej materii. Co wiecej, nie wiemy, jaki jest
faktycznie profil ich halo.

Wiekszosé kartowatych galaktyk satelitarnych nie rotuje. Sila grawitacyjna

jest w nich kompensowana chaotycznym ruchem gwiazd, mierzonym przez
dyspersje predkoéci, czyli srednie odchylenie od wartoéci sredniej. Wyznaczenie
nachylenia profilu ciemnej materii, a nawet masy halo z dopasowania profilu
dyspersji predkosci jest znacznie trudniejsze niz z uzyciem krzywej rotacji. Jest
za to odpowiedzialna degeneracja profilu masy i anizotropii predkoéci zwigzanej
z ksztaltem orbit, po jakich poruszaja sie gwiazdy w galaktyce. Degeneracja
oznacza, ze rozne kombinacje parametréw profilu masy i anizotropii daja taki
sam profil dyspers;ji.

Oczywiscie, naukowcy nie daja tak tatwo za wygrana, ulepszajac metody,
ktore bylyby zdolne uporac si¢ z degeneracja. Niestety, w tym miejscu
pojawia si¢ kolejna trudnosé: niewystarczajaca jakosé¢ dostepnych danych
obserwacyjnych. Plaski rozklad gestosci, o ile wystepuje, zajmuje tylko maly
obszar w samym $rodku galaktyki (zauwazmy, iz wykres na rysunku jest

w skali logarytmicznej), majac silny wplyw na ruch gwiazd jedynie blisko
centrum. Z powodu ograniczonej czutoéci instrumentéw nie da sie wykonaé
w tym obszarze spektroskopii, a tym samym pomiaréw predkosci dla duzej
liczby gwiazd, jaka bylaby konieczna do otrzymania wnioskéw statystycznie
znaczacych, czyli obarczonych mata niepewnoscia. Pozostaje nam zatem czekaé
na kolejne generacje przyrzadow i dane, ktérych maja dostarczyc.

Na zakonczenie warto wspomnie¢ o niezwykle ciekawej, cho¢ bardzo ograniczonej
metodzie stwierdzenia obecnosci ptaskiego rozkltadu ciemnej materii. Metoda
ta wykorzystywana jest od kilku lat, lecz pochylmy sie tutaj nad najnowsza

(na chwile redagowania niniejszego artykulu) praca.

W Eridanus II, jednej z pobliskich galaktyk o bardzo matej jasnosci

(tzw. galaktyk ultra-stabych), obserwuje sie gromade kulista, ktéra znajduje
sie na niebie w malej odlegtosci od $rodka tejze galaktyki. Nie wiemy, jaka jest
rzeczywista odlegtos¢ gromady od centrum, ale... jezeli gromada znajduje si¢
na ciasnej orbicie, to bylaby obserwowana (po zrzutowaniu na plaszczyzne
nieba) w malej odleglodci od érodka w czasie calego okresu orbitalnego.

Z drugiej strony, jezeli orbita gromady jest szeroka, to ze wzgledu na projekcje
obserwowalibySmy ja w pozadanej odleglosci tylko przez krétki czas jej
orbitalnej wedréowki, a i to jedynie przy sprzyjajacym nachyleniu plaszczyzny
orbity wzgledem obserwatora. Tym samym rozlegta orbita nie jest wykluczona,
ale jest mato prawdopodobna.

Jakie ma to znaczenie dla halo ciemnej materii? Po przeprowadzeniu symulacji
astronomowie stwierdzili, ze gromada mogtaby przetrwac¢ na ciasnej orbicie
jedynie w potencjale generowanym przez plaski rozklad ciemnej materii. Gdyby
profil gestosci byt stromy, gromada ulegtaby rozerwaniu w krétkim, w skali
dynamiki galaktyk, czasie, co dodatkowo zmniejszatoby prawdopodobienstwo
dokonanej obserwacji.

Opisane podejécie bynajmniej nie wyklucza stromego profilu. Pokazuje
jedynie, iz musialoby zaistnieé wiele (zbyt wiele?) korzystnych dla obserwatora
okolicznosci, aby dane zgodzily si¢ z teoria.

ACDM to, oczywiscie, nie jedyny ,powazny” model kosmologiczny. Pamietajmy,
ze do tej pory nie udalo si¢ zarejestrowaé czastek ciemnej materii. Rozwijane
sa modele, w ktérych ten dodatkowy skladnik Wszech$wiata nie wystepuje, ale
wymagaja one modyfikacji naszego rozumienia grawitacji... to jednak temat na
inny artykul.
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Barwne swiaty mieszkancéw planet pozastonecznych

Zastanéwmy sie, czy mieszkancy innych planet moga postrzegaé¢ barwy w sposéb
podobny do naszego. Zagadnienie to jest, oczywiscie, bardzo hipotetyczne,
poniewaz: primo — nie znamy jeszcze mieszkancéw jakichkolwiek planet innych
niz Ziemia, secundo — jezeli sa tam mieszkancy, to nie wiemy, na jaki zakres
dtugosci fal elektromagnetycznych wrazliwe sa ich narzady wzroku. Pusémy
jednak wodze fantazji i dokonajmy odpowiednich obliczenr, wzorujac sie na
wlasciwosciach wzroku ludzi i zwierzat, biorac pod uwage niektére cechy
promieniowania stonecznego dochodzacego do powierzchni naszej planety.

I. Na Ziemi. Promieniowanie elektromagnetyczne Stonica dochodzi do Ziemi

w bardzo szerokim zakresie dtugosci fal. Najwigksza moc przypada dla promieni
dajacych wrazenie barwy zéltej (patrz rysunek). W toku dlugotrwalej ewolucji
cztowieka jego wzrok dostosowal si¢ do warunkow oswietlenia tak, ze jest
najbardziej wrazliwy wlasnie na promienie z6lte, czyli te promienie widoczne
sa jako najjasniejsze. Ale widzimy tez fale o dlugosciach dluzszych i krétszych,
ktore tworza zakres od okoto 380 nm do okoto 780 nm. Promieniowanie
elektromagnetyczne z tego przedzialu dlugosci fali nazywamy $wiattem
widzialnym.

Narzady wzroku innych zwierzat maja niejednakowe zakresy wrazliwosci na
Swiatlo, ale czesto zakresy te w duzej czesci pokrywaja sie z zakresem widzenia
cztowieka. Na okladce przedstawiono kilka przykladow widzenia barwnego

u zwierzat.

Jesli pszczola siadzie na czerwonym maku, to dlatego, ze odbija on troche
Swiatta ultrafioletowego i jest dla niej widoczny w jakiej$ barwie z tego zakresu.
Grzechotnik jest Slepy na $wiatlo (widzialne dla nas), ale widzi promieniowanie
podczerwone — to, czego my nie widzimy oczami, ale odczuwamy skéra jako
dochodzace do nas ciepto od pobliskiego rozgrzanego ciala.

II. Na innych planetach. W ostatnich latach astronomowie odkryli wiele
planet, ktére kraza wokoét gwiazd po orbitach lezacych w obszarach tzw. ekosfer
— czyli niezbyt blisko i nie za daleko od swoich gwiazd, tak aby warunki fizyczne
(np. temperatura) sprzyjaly powstawaniu zywych organizméw oraz ich ewolucji.
Gwiazdy dzieli sie na typy widmowe (oznaczane literami) odpowiadajace réznym
temperaturom fotosfery, czyli tej warstwy gwiazdy, z ktorej emitowane jest
promieniowanie uciekajace w przestrzen kosmiczna i dolatujace do naszych oczu
i teleskopéw. Podstawowe typy widmowe gwiazd przedstawia ponizsza tabela
(Slorice jest typu G):

typ widmowy O B A F G K M
temperatura [K] | 30000 | 20000 | 9000 | 7000 | 5800 | 4500 | 3000
Am [nm] 97 145 322 414 500 644 967

Korzystajac ze wzoru Wiena: A\, = b/T, gdzie
b=2,9-10"2>mK, w tabeli przedstawiono réwniez
dtugosci fali \,,, dla ktérej przypada maksimum
natezenia promieniowania dla kazdego typu widmowego.
Narzady wzroku hipotetycznych mieszkancow planety,
krazacej wokél gwiazdy danego typu, prawdopodobnie
wyczulily sie¢ na pewien zakres dtugosci fal wokdt A,

poniewaz to promieniowanie jest tam najintensywniejsze.

Korzystajac z analogii do zakresu fal Swietlnych na
Ziemi, mozna okredli¢ przyblizone granice tego zakresu.
Przyjatem zasade, ze dlugosci z krancéw zakresu réznia
sie okolo dwukrotnie dlugosciami (dla $wiatla jest

to 2,05). Na okladce przedstawione sa réwniez tak
znalezione zakresy dlugosci fal odbieranych przez wzrok
ewentualnych mieszkancéw planet.

Rozwazmy przyktad odkrytej niedawno planety krazacej
wokét gwiazdy Proxima Centauri, ktéra prawdopodobnie
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znajduje sie w ekosferze. Proxima to niewielka, zimna
gwiazda typu M, odlegta o 4,25 lat Swietlnych od Storica.
Ewentualni mieszkancy planety okrazajacej Proxime
widza wiec barwe czerwona oraz nieznane nam barwy
podczerwieni. Fale krétsze niz 645 nm — a wiec barwy
od pomaranczowej do fioletu — raczej nie sa przez

nich postrzegane. Zapewne nasza wymiana pogladow

z inteligentnymi mieszkancami tej planety bytaby
bardzo utrudniona. Pojecia takie jak ,zielony” czy
,hiebieski” bytyby nieprzettumaczalne, bo nie miatyby
odpowiednika w ich jezyku. Wigkszosé barw na dzielach
naszych wielkich malarzy bytaby dla nich niewidzialna,
widzieliby natomiast jakie$ barwy z zakresu, ktérego nasi
artysci, tworzac swoje dziela, nie kontrolowali. Byloby to
zupelniie nowe spojrzenie na nasza sztuke.

Lech FALANDYSZ



Problem promienia protonu (chyba) wyjasniony

Wiadomo, ze proton nie jest czastka punktowa

— zlozony jest z trzech kwarkéw ,,posklejanych”
gluonami i jest opisywany przez pewien przestrzenny
rozktad tadunku elektrycznego, rozktad momentu
magnetycznego, polaryzowalnosé elektryczna

i magnetyczna. W szczegdlnosci sensowne jest pytanie
o to, jaki jest promien protonu, a w burzliwej historii
pomiaréw tej wielkoSci wlasnie nastapil kolejny zwrot
akcji. Aby docenié¢ jego doniostosé, trzeba cofnaé sie

do poprzedniego zwrotu akcji, ktéry mial miejsce

w roku 2010, kiedy opublikowano w czasopiémie Nature
wyniki pomiaréw réznicy energii stanéw 25 i 2P

w wodorze mionowym, co pozwolilo wyznaczy¢ promien
protonu z doktadnoscig kilkadziesiat razy lepsza niz
uzyskiwana przed rokiem 2010.

Wygodng jednostka dlugosci, dostosowang do skali rozmiaréw jader
atomowych, jest femtometr: 1fm = 10~ '°m. Promien protonu to
troch¢ mniej niz 1 fm. W interferometrach LIGO i Virgo, rejestrujacych
fale grawitacyjne, ktorych prostopadle ramiona majg kilka kilometréw
dlugosci, mierzy si¢ zmiany réznicy dlugosci ramion interferometru

z dokladnoscia do 10~ '®m. Dla poréwnania, czesto méwi sie, ze to jest
tyle, co jedna tysieczna promienia protonu. Ciekawostka jest fakt, ze
na razie samego promienia protonu nie potrafimy zmierzy¢ z tak duza
precyzja.

Wspomniana niepunktowos$é protonu (czyli jego
przestrzenna rozciaglto$é) daje wktad do energii

przej$¢ pomiedzy stanami atomu wodoru, ktoérego
jadrem jest pojedynczy proton. Oznacza to, ze

gdyby caly tadunek protonu byt skupiony w jednym
punkcie, to te energie bylyby inne niz dla rozciagltego
protonu, przy czym energie te wyznacza si¢ za pomoca
przyblizonych rachunkéw, w ktorych najpierw oblicza
sie dokladne wartosci dla punktowego protonu (bo

te umiemy obliczy¢ Sciéle), nastepnie za pomoca
przyblizonych rachunkéw oblicza si¢ kolejne tzw.
poprawki, uwzgledniajace réznorakie efekty. Najwicksza
poprawka jest proporcjonalna do tzw. Sredniej
kwadratowej rozkladu tadunku w protonie (czyli pewnej
miary jego rozciaglosci). Wktad ten jest niewielki, ale
wiekszy niz doktadno$é¢ pomiaréw spektroskopowych

i szacowany btad obliczen teoretycznych, co oznacza,

ze powinno dac sie go zmierzy¢. Obliczenia energii
przejé¢ w atomie wodoru opieraja si¢ na elektrodynamice
kwantowej i sa jednymi z najbardziej skomplikowanych
rachunkéw kiedykolwiek wykonanych. Naturalnie, to,
czy tak skomplikowane obliczenia da sie wykonaé, nie
popelniajac w ich trakcie btedu, jest Zrédlem pewnego
sceptycyzmu wobec uzyskanych wynikéw, ale ufano im
na tyle, ze publikowana przed 2010 rokiem wartos¢
promienia tadunkowego protonu wyznaczana byta
gléwnie z poréwnania pomiaréw energii roznych przejsé
pomiedzy stanami atomu wodoru z teoretycznymi
przewidywaniami wykonanymi dla punktowego jadra.
Istnialy takze niezalezne pomiary promienia protonu
pochodzace z doswiadczen nad rozpraszaniem elektronow
na protonach.

Jednym z pomystéw na dokladniejszy pomiar rozktadu
tadunku w protonie byto wykonanie pomiaréw
spektroskopowych w wodorze mionowym — atomie
wodoru, w ktorym elektron bylby zastapiony przez
200 razy ciezszy mion. Ta réznica mas sprawia, ze
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wzgledny wklad rozmiaru protonu do energii przejsé
zwieksza sie o czynnik 2002 i nie jest to juz matla
poprawka poérod setek tysiecy innych, duzo bardziej
subtelnych.

Czastki elementarne elektron, mion oraz taon sg bardzo podobne.
Maja ten sam ladunek elektryczny oraz spin. W odréznieniu od
kwarkéw (z ktérych jest zbudowany np. proton) nie podlegaja
oddzialywaniom silnym. Istotnie réznia si¢ jedynie masa. Odkryty

w 1936 roku mion jest 203 razy ciezszy od elektronu, a odkryty

w 1975 roku taon jest 3477 razy ciezszy od elektronu (a wiec prawie

2 razy ciezszy od protonu). Dzigki temu, ze mion jest tak podobny do
elektronu, moze go zastapi¢ w atomie, ale na krétko, poniewaz jest
nietrwaly — jego $redni czas zycia to okoto 2-107%s, co w poréwnaniu
z innymi nietrwalymi czgstkami elementarnymi jest bardzo dlugim
czasem zycia. Swa ,dlugowieczno$é¢” mion zawdziecza wlasnie temu, ze
nie podlega oddzialywaniom silnym i za jego rozpad odpowiadajg tylko
oddzialywania stabe. Czastki rozpadajace sie poprzez oddzialywania
silne robig to znacznie szybciej. Te dwie milionowe czesci sekundy
muszg wystarczy¢ badaczom, aby polaczy¢ mion z protonem

w atom i zdazy¢ zmierzy¢ energie przejscia pomiedzy poziomami
energetycznymi, zanim mion sie rozpadnie.

Po kilkunastu latach prob, w 2010 roku, wykonano

w koficu wspomniany pomiar energii przejs¢ 25 — 2P
i 28 —2P3/5 w wodorze mionowym i... okazalo

sie ze zmierzony w ten sposéb promien protonu
(0,84184 + 0,00067 fm) jest znaczaco (o 5%) mniejszy
niz wezesdniej publikowane wartosei (0, 8768 + 0,0069 fm).
Roéznica pomiedzy rozmiarem protonu wydedukowanym
z pomiaréw ,elektronowych” i ,mionowych” siedem razy

przekraczala szacowany blad wcze$niejszych wynikow.

Przez siedem lat podejmowano kolejne nieudane proby
odkrycia, co jest powodem niezgodnosci. Tytulowy
,problem promienia protonu” byl jednym z bardziej
tajemniczych nierozwiazanych problemoéw fizyki
wspoélczesnej. Pomystéw poczatkowo byly setki, od
btedéw w niezwykle skomplikowanych obliczeniach
elektrodynamiki kwantowej, rozmaitych bledow
doswiadczalnych w starych pomiarach elektronowych
i w nowych — mionowych, powstawania egzotycznych
czasteczek z udzialem mionéw, ktore zaburzatyby
pomiary, az po najbardziej fascynujace: manifestacje
,nowej fizyki” — jakies nowe zjawisko — by¢ moze nowe
czastki lub nowe oddzialywanie, o ktérym dotad nie
wiedzieliémy. Najmniej podejrzany byl wynik pomiaru
w wodorze mionowym, bo mierzony efekt byl duzy,

a caly eksperyment byt prosty i w zasadzie nie byto
gdzie w nim zrobié¢ bledu.

5 pazdziernika 2017 opublikowano w magazynie Science
artykut, ktory przyczynia sie wreszcie do wyjaénienia
zagadki. Zmierzono ponownie, uzywajac nowych
technik do$wiadczalnych, dwa przejcia (25 — 4P /5

i 25 —4P3/5) w atomie wodoru (tym zwyklym,
elektronowym). Okazalo sie, ze wynik znaczaco rézni
sie od opublikowanego wczesniej i jest zgodny z tym,
co powinno byto wyjsé, jesliby wierzy¢ obliczeniom
teoretycznym i wartoSci promienia protonu z pomiaréw
w wodorze mionowym. Opublikowane wyniki wskazuja,
ze obecnie najbardziej prawdopodobne wyttumaczenie
zagadki promienia protonu to przyjecie, ze czesé

z pomiaréw energii przej$¢ w zwyklym elektronowym
atomie wodoru byta btedna.

Grzegorz LACH

Wydzial Fizyki, Uniwersytet Warszawski



Tak samo, ale zupelnie inaczej

Funkcja m zmiennych jest jednorodna
w stopniu k, gdy spelnia warunek
f(Az1, Aza, ..., Azpy) =

=\*f(xy, @a,...
dla dowolnego A i dowolnych
T1, T2,..., Tm ze swojej dziedziny;

) Tm)

np. funkcja z” sin(y/x) + y™ sin(x/y) jest
jednorodna w stopniu 7.

Funkcja jest gtadka w stopniu k, gdy ma
k ciagglych pochodnych.

Marek KORDOS

Geometrzy od dawna marzyli o wspétrzednych jednorodnych, czyli takich
n-tkach liczb (dalej dla uproszczenia bedzie mowa o parach i tréjkach)
przyporzadkowanych punktom, ze gdy wszystkie liczby w n-tce pomnozymy
przez te sama liczbe, to nowa n-tka bedzie wspdétrzednymi tego samego punktu.

Traci sic w ten sposob jednoznacznos$é wspélrzednych danego punktu, ale
zyskuje si¢ to, ze wszelkie sytuacje geometryczne beda opisywane wytacznie
funkcjami jednorodnymi. To wielka wygoda, bo okazuje sie, ze dla k naturalnych

funkcja jednorodna w stopniu k i gladka w stopniu k to zawsze wielomian.

Dowéd tego faktu jest bardzo prosty (Euler), ale wymaga — rzecz jasna — uzycia
pojecia pochodnej, wigc go pomine.

Aby ten cel osiagnaé¢, Julius Pliicker zaproponowal wspoélrzedne tréjkatowe
zwane tez trojliniowymi.

Jak sie tatwo domyslié, potrzebny jest w tym celu tréjkat, ale trojkat, w ktérym
dysponujemy calymi prostymi zawierajacymi jego boki. Wspélrzedne punktu
to beda odleglosci od tych prostych, przy czym odlegtosé¢ bedziemy brali ze
znakiem ,+”, gdy punkt lezy po tej samej stronie prostej, co nielezacy na niej
wierzchotek tréjkata, i ze znakiem ,,—” w przeciwnym przypadku.

Jak widaé, na rysunku 1 punkt P ma wszystkie wspétrzedne dodatnie. Takimi
tez bede sie postugiwal, pozostawiajac Czytelnikowi (latwe) rozpatrzenie innych
przypadkow.

Oznaczmy pole tréjkata ABC przez %A. Wspétrzednymi P jest wiec trojka
(k, I, m). Zauwazmy tez, ze
a-k+b-l+c-m=A.

To proste spostrzezenie pozwala potwierdzi¢, ze wspolrzedne te sa faktycznie
jednorodne, bo jednostki miar dlugoéci czy pola mozemy dobra¢ dowolnie.
Zaleta dodatkowa wspolrzednych trojkatowych jest to, iz proste maja w tych
wspotrzednych réwnania liniowe. Sprawdzmy to.
Niech wspélrzednymi P bedzie trojka (k, [, m), a wspélrzednymi @ tréjka
(p, ¢, 7). Znajdzmy warunek na to, by punkt X o wspélrzednych (z, y, z) lezal na
prostej PQ.
r—k PX y—Il PX z-m
p—k PQ’ g—1 PQ r—m
Teraz potrzebna nam bedzie tréjka (a, 3, v) spelniajaca dwa warunki

a-k+p-l+y m=0 i a-p+B-gq+~v-r=0.

Z rysunku 2 mamy Podobnie

Takie warunki uzytkownicy algebry liniowej nazywaja znikaniem iloczynu skalarnego, a poszukiwana
tréjka to dla nich iloczyn wektorowy. Nie trzeba jednak tych pojeé znaé, by sprawdzi¢ poprawnosé
zgadnietej odpowiedzi.

Taka tréjka jest («, 8, v) = (Ir — mq, mp — kr, kq — lp). Z udowodnionych
wyzej proporcji mamy wiec a(x — k) + S(y — 1) + v(z — m) = 0, a na koniec
ax + By + vz =0 — i takie jest réwnanie prostej PQ.

Bardzo tadnie, ale co z tego za pozytek?

Aby go zobaczyé, trzeba spojrzeé na to oczyma kolegi Pliickera (to nie zart: byli
réwiednikami i bliskimi znajomymi), Ferdinanda Mobiusa.

Mobius postanowil zamiast korzystaé¢ z bokéw trojkata skorzystaé z jego
wierzchotkéw. Co wiecej, odwolal sie do fizyki, a konkretnie uzyt érodkow
cigzkosci. Juz od czaséw Archimedesa wiadomo, ze grawitacja dziata tak

sw dol”, jak ,do géry” (balony, statki na wodzie). Dlatego mamy do czynienia

z ciezarami i wyporami, co w szkolnej fizyce prowadzi do pojecia dzwigni jedno-
badZ dwustronne;j.
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B
X
C A
Rys. 3
B
P
C A
Rys.4
(0,1)
(z,y)
(0,0) (1,0)
Rys. 5

O wspodlrzednych barycentrycznych
mozna wigcej przeczyta¢ w moim artykule
Co moga nam daé ciezary i wypory?,
A?z, a o geometrii rzutowej w Dziewied
twarzy plaszczyzny rzutowej, A?s-

Gdy obciazymy dwa punkty A i B, to ich érodek ciezkosci moze wypasé

w dowolnym punkcie prostej AB. Dokladniej — obowiazuje zasada ,ramie razy
sita”, czyli gdy w punkcie A umiescimy ciezar/wypér ma, a mp w punkcie B,
woéwczas Srodek ciezkoéci bedzie spetnial warunek zﬁ -ma + BS-mp =0.
Mozemy pare (ma, mp) uznaé¢ za wspo6lrzedne punktu S na prostej AB. Takie
wspdlrzedne Mobius nazwal wspolrzednymi barycentrycznymi. Czytelnik zechce
sprawdzié, ze wspolrzedne punktéw na ponizszym rysunku

P A Q B R

moga by¢ nastepujace: P = (2,—1), @ =(1,3), R =(-3,5). Moga, bo wspolrzedne
barycentryczne sa jednorodne — przeciez obciaza¢ punkty mozemy réwnie dobrze
w gramach, jak w tonach.

Aby wprowadzié wspélrzedne barycentryczne na plaszczyznie, trzeba na niej
wskaza¢ odpowiednik zasady ,ramie razy sila”. A oto i on
Jesli srodkiem ciezkosci (A, ma), (B, mg), (C, me) jest punkt P, to
ma:mp:mc=Agcp: Acap: Aapp, gdzie Axyz to pole trojkata XY Z.
Rzeczywiscie, mamy bowiem (rys. 3)
ma _ XB _Apox _ Appx _ Apcx —Appx _ Apop _ Apce
mp  AX  Aaxc Aaxp Aaxc—Aaxp Aapc Acar
Réwnosé pozostalych stosunkéow uzasadniamy analogicznie.

Kolejnosé wierzchotkéw przy ,,deltach” jest pomyslana tak, by rachunek
przebiegal réwnie dobrze dla punktéw lezacych poza wnetrzem trojkata ABC
(rys. 4) — trzeba tylko zamienié¢ pojecie pola na pojecie pola zorientowanego,
czyli wyréznié jeden sposob obiegania wierzchotkéw tréjkata (np. ,zgodnie

z ruchem wskazéwek zegara”, czyli ruchem Slorica na naszym niebie) i uznaé
pola obiegane w ten sposéb za dodatnie, a pozostale za ujemne.

Teraz obciazenia wierzchotkéw trojkata odpowiadajace punktowi P mozemy
uznaé za jego wspolrzedne barycentryczne.

I tu warto poréwnaé rysunek 1 i 3 — przeciez w obu zainteresowanie
skoncentrowane jest na polach tréjkatow APB, BPC, CPA. Po chwili
zastanowienia dochodzimy do wniosku, ze Pliicker i M6bius wymyslili to samo,
a tylko inaczej na to spojrzeli.

Co wiecej, wymyslone przez nich wspolrzedne sa w doskonalej zgodnosci ze
zwyklymi wspélrzednymi kartezjanskimi. Uzasadnienie tego jest na rysunku 5.
Punkty A, B, C potraktujmy jak wyznaczajace kartezjanski uklad wspétrzednych punkty

(1, 0), (0, 1), (0, 0). Rozpatrzmy, jak trzeba obcigzyé te punkty, by $rodek cigzkosci wypadt

w punkcie o kartezjanskich wspolrzednych (z, y). Ze wspdlrzednych barycentrycznych tego

punktu wybierzmy te, ktére sumuja si¢ do 1 (wystarczy podzieli¢ kazdg ze wspolrzednych przez

ich sume — o ile jest niezerowa) — takie szczegblne wspdlrzedne nazywaja si¢ arcalne. Czytelnik

z latwoscig zauwazy, ze obcigzenie punktu (1, 0) to wlasnie bedzie x. Podobnie (0, 1) nalezy obcigzyé
cigzarem/wyporem y. No, a (0, 0)? Oczywiscie, 1 — z — y, bo to wspélrzedne arealne, czyli sumujace
si¢ do 1.

Dzi$§ monografia Pliickera Analytisch-geometrische Entwicklungen jest
praktycznie zapomniana, natomiast dzieto Mobiusa Der barycentrische

Calciil cieszy sie znacznym szacunkiem. Powdd jest niebagatelny, a da sie
pokazaé juz w przypadku wspélrzednych na prostej: punktu o wspotrzednych
barycentrycznych (1, —1) na prostej nie mal! Bo gdy znaki sa rézne, punkt lezy
poza odcinkiem AB z tej strony, z ktérej warto$é bezwzgledna obciazenia jest
wieksza (prosze poréwnaé z rysunkiem na gérze strony!), a tutaj. ..

Podobnie nie ma na plaszczyznie punktow, ktérych suma wspélrzednych
barycentrycznych znika.

I Mobius zaproponowal, by plaszczyzne (prosta, przestrzen) uzupelnié o te
punkty. I tak wskazal, ze jego wspélrzedne stosuja sie takze w geometrii
rzutowej (bo tak nazywaja sie pouzupelniane w ten sposéb przestrzenie réznego
wymiaru), a geometria rzutowa to, jak za Cayleyem méwia do dzi§ geometrzy,
cala geometria.
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Rozwigzanie zadania F 947.

Z informacji R = roAl/3 wynika, ze
objetoé¢ jadra jest proporcjonalna do
liczby nukleonéw, a wiec érednio, na
kazdy nukleon przypada objetosé kuli

o promieniu 9. Tym samym mozemy
przyjaé, ze nieoznaczonosé kazdej ze

wspdélrzednych nukleonu wynosi rq.
Zgodnie z zasada nieoznaczonoéci dla

wspélrzednej x mamy AxAp, > h/2,
gdzie p, oznacza ped w kierunku z.

Analogiczne nieréwnosci spelnione sa dla

wspbélrzednych i pedéw w kierunkach y

i z. Pozwala to wyznaczyé nieoznaczonosé
pedu w kazdym z kierunkéw i = z, y, z:
h

2rg

Ruch nukleonu odbywa sie

w ograniczonym obszarze i wobec tego ma
charakter oscylacyjny, co pozwala nam
utozsamié¢ nieoznaczonosé pedu Ap;

z jego warto$cig p;. Dla energii
kinetycznej Fj ruchu nukleonu
otrzymujemy:

Ap; = p; =

_ph Py ol

By — 3(he)?
2M

=z y TR
8]\[{:278

a po podstawieniu danych liczbowych

E}) 2 10 MeV. Warto$¢ $redniej energii
wigzania Ep nukleonu musi byé¢ wigksza
od jego energii kinetycznej. Otrzymujemy
oszacowanie Ep 2 10 MeV. Dla ciezkich
jader mierzona $rednia energia wiazania
na nukleon wynosi okoto 8 MeV.

Rozwigzanie zadania F 948.

W chwili zastygania skaly znajduja sie

w niej jony uranu, a nie ma jonéw otowiu.
Weszystkie jony 2°°Pb znajdowane w skale
pochodza wiec z pdzniejszych rozpaddéw
jonéw 23%U. Niech Uy oznacza
poczatkows liczbe jonéw 2387 w prébee.
Ich liczba po czasie t wynosi

N tIn2
U(t)y=Upexp | —— ],
ty1/2

a liczba jonéw 2°°Pb wynosi Uy — Ul(t),
bo wszystkie powstaly w wyniku rozpadu
238U, Stosunek liczby jonéw 2°°Pb do
liczby jonéw 223U, wynosi wiec

( tln?)
z=1—exp|— .
t1/2

Stad otrzymujemy wiek skaty
In(z + 1)
In(2)

t=1ty,s ~2,6-10° lat.

Konsekwencje twierdzenia Dirichleta

Stynne twierdzenie Dirichleta glosi, ze jezeli liczby naturalne a,r > 1 sa wzglednie

pierwsze, to ciag arytmetyczny a,a + 7, a + 2r, ... zawiera nieskonczenie wiele liczb
pierwszych. Przedstawimy kilka wnioskéw plynacych z tego twierdzenia.
Whniosek A

W kazdym takim ciggu dla kazdej liczby naturalnej s istnieje nieskonczenie
wiele wyrazow bedacych iloczynami s réznych liczb pierwszych. Dowdd tego
stwierdzenia mozna znalez¢ w ksiazeczce Waclawa Sierpinskiego ,,250 zadan
z elementarnej teorii liczb” (WSiP, Warszawa 1986, zadanie nr 70).

Whniosek B

Dla kazdej liczby naturalnej m > 1 istnieje taka liczba pierwsza p > 2m, ze
przedzialy [p — 2m,p) i (p,p + 2m]| nie zawieraja liczby pierwszej. Dow6d
powyzszego stwierdzenia znajduje sie¢ w moim artykule Tryptyk o liczbach
pierwszych w AS.

‘Whiosek C

Jezeli w takim ciagu pewien wyraz jest k-ta potega liczby naturalnej, to ciag ten
zawiera nieskoriczenie wiele k-tych poteg liczb pierwszych.

Dowéd Andrzeja Schinzla (korespondencja prywatna). Zalézmy, ze b* = amod r
dla pewnego b € N*. Skoro NWD(a,r) = 1, to wynika stad, ze NWD(b,r) = 1.
Zatem na mocy twierdzenia Dirichleta istnieje nieskonczenie wiele takich liczb
pierwszych p, ze p = bmodr. W konsekwencji p* = b* mod r, czyli p* = amodr,
co konezy dowdd.

‘Whniosek D

Dla dowolnej liczby naturalnej k > 1 ciag arytmetyczny 1,1+ 7,1+ 2r, ... zawiera
nieskonczenie wiele k-tych poteg liczb pierwszych.

Uzasadnienie. Wystarczy zauwazyé, ze a = 1 = 1¥ mod r i skorzystaé
z poprzedniego wniosku.

Whiosek E

Niech a,r > 1 beda liczbami naturalnymi wzglednie pierwszymi. Wéowczas
dla kazdej liczby naturalnej k£ > 1 istnieje nieskoriczenie wiele takich par p, g
liczb pierwszych, ze pewien wyraz ciagu arytmetycznego a,a + r,a + 2r,. ..
jest postaci pg”.

Dowad. Niech k > 1 bedzie dowolnie ustalong liczbg naturalna. Niech ¢ bedzie
dowolnie ustalona liczbg pierwsza, niedzielaca r. Skoro liczby ¢* i r sa wtedy
wzglednie pierwsze, to istnieja takie liczby naturalne s, > 1, ze

(%)
Przy tym widaé, ze liczby s i r sa wzglednie pierwsze. Ponadto z zalozenia
liczby a i r sa wzglednie pierwsze. Wynika stad, ze NWD(as,r) = 1. Zatem,
wykorzystujac twierdzenie Dirichleta, stwierdzamy, ze ciag arytmetyczny

as +r,as + 2r,as + 3r, ... zawiera nieskonczenie wiele liczb pierwszych. Niech
wiec m € N bedzie takie, ze p = as + mr bedzie liczba pierwsza i przy tym takich
liczb p jest nieskonczenie wiele. Polézmy n = 1 + at + mq¢®. Wtedy n-ty wyraz
clagu arytmetycznego a,a + 7, a + 2r, ... jest, wobec (*), réwny:

a+ (n—1)r=a+ (at + mg®)r = a(l + tr) + mq*r = asq® + mg*r =

sqk —tr=1.

= (as +mr)q" = pg".
‘Whiosek F
Istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych, ktorych zapis dziesietny konczy sie
na:
11...1, 33...3, 77...7, 99...9.

Dowdd tej wlasnosci pozostawiam Czytelnikowi. Powodzenia!

Witold BEDNAREK
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Informatyczny kacik olimpijski (113):

Kieszonkowe

Zadanie (VIII Olimpiada Informatyczna Gimnazjalistéw w roku szkolnym
2013/2014). Danych jest n stoséw, ponumerowanych od 1 do n. Kazdy stos

zawiera dokladnie dwie monety, ulozone jedna na drugiej. Ciag g1, g2, - -

<y 9n

oznacza nominaty monet, znajdujgcych sie na gorze kolejnych stosow, zas cigg

dy,dy, ..

., dy, nominaly monet, znajdujgcych sie na dole kolejnych stosow. Stas,

bohater zadania, moze wykonac co najwyzej k ruchow. W kazdym ruchu chlopiec
wybiera dowolny niepusty stos i zabiera monete ze szczytu tego stosu. Jaki jest
najwiekszy mozliwy zysk Stasia?

Rozwigzanie dynamiczne

Zadanie mozemy rozwiazaé, korzystajac z metody
programowania dynamicznego. Niech D PJi|[j] oznacza
maksymalny zysk dla problemu ograniczonego do stoséw
o numerach od 1 do i oraz maksymalnej liczbie ruchéw
réwnej j. Latwo obliczy¢ wartosci DP dla pierwszego
stosu (i = 1):

o DP[1][0] = 0;
e DP[1][1] = g1;
e DP1][j] = g1 +dy, dla j > 1.

Przejdzmy teraz do obliczenia wynikéw dla wiekszej
liczby stoséw. Dla kazdego i € {2,3,...,n} oraz
j€{0,1,...,k} aby obliczy¢ warto$¢ DPJi|[j], nalezy
rozpatrzy¢ trzy sytuacje:

e nie bierzemy ani jednej monety z i-tego stosu, wtedy
wynikiem jest DP[i — 1][j];

e bierzemy jedna monete z i-tego stosu, wtedy wynikiem
jest DPJi —1][j — 1] + g

e bierzemy dwie monety z i-tego stosu, wtedy wynikiem
jest DP[i —1][j — 2] + g; + d;.

Wartoscia DPJi][j] jest maksimum z trzech powyzszych

wartoéci. Oczywiscie, druga sytuacja jest mozliwa tylko

dla j > 0, podobnie trzecia tylko dla j > 1. Najwigkszym
zyskiem Stasia jest DP[n][k].

Wszystkich stanéw jest O(nk). Obliczenie wyniku
dla kazdego stanu odbywa si¢ w czasie stalym. Stad
zlozono$é czasowa rozwigzania wynosi O(nk).

Rozwigzanie zachlanne

Okazuje sie, ze istnieje rozwiazanie o lepszej zlozonosci
czasowej. Na poczatku podzielmy stosy na dwie grupy.
Niech pierwsza grupa zawiera stosy, ktoérych gorna
moneta ma nominal nie mniejszy niz dolna moneta,
nazwijmy je A-stosami. Pozostale stosy niech tworza
druga grupe i nazwijmy je B-stosami. Kazda z tych grup
rozwazmy oddzielnie.

Przypadek 1: A-stosy

Zal6zmy, ze mamy m A-stoséw. Chcemy wybraé

x monet, ktérych sumaryczna wartosé jest najwieksza.
Zal6zmy dodatkowo, ze w kazdym ruchu mozemy
wybraé¢ dowolng monete (gérna lub dolng). Nietrudno
zauwazy¢, ze aby zmaksymalizowaé zysk, nalezy
wybraé¢  monet o najwiekszym nominale. Zatem

posortujmy wszystkie monety malejaco wedlug nominatu.

Otrzymujemy ciag aj, asg, ..., a2y, 0znaczajacy wartosci
wszystkich monet. Najwiekszy zysk uzyskamy, jesli
wezmiemy nastepujace monety: ai,as, ..., ak.
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Strategia zachlanna, ktora zostala opisana powyzej, jest
réwniez poprawna bez dodatkowego zalozenia o braniu
dowolnej monety. Ustalamy zatem, ze mozemy bra¢ tylko
monety ze szczytu stosu. Przypusémy, ze w optymalnym
rozwiazaniu chcemy wzia¢ dwie monety a; (gérna) i a;
(dolna), ktére tworza jeden stos. Skoro rozwazamy A-stos
(a; > aj) oraz ciag a jest posortowany malejaco, to i < j.
Zatem strategia zachlanna jest poprawna, poniewaz
najpierw wybierze gérng monete a;, a dopiero potem
dolng a;. Tutaj jest drobna subtelno$¢, jesli dwie monety
maja ten sam nominal, wtedy pierwszenstwo ma gorna.

Przypadek 2: B-stosy

Zalézmy, ze mamy m B-stoséw. Chcemy wybraé

2 monet, ktérych sumaryczna wartosé jest najwieksza.
Przypusémy, ze w optymalnym rozwiazaniu istnieja
dwa stosy (o numerach i oraz j), z ktérych zabieramy
po jednej monecie. Bez straty ogdélnosci mozemy
zatozyé, ze g; < g;. Wiadomo (z wlasnosci B-stosu),
ze g; < dj. Skoro g; < g; oraz g; < dj, to g; < d;.
Zatem wziecie po jednej monecie ze stoséw i i j nie jest
optymalnym rozwigzaniem, gdyz bardziej optaca sie
wzia¢ dwie monety z j-tego stosu. Stad otrzymujemy,
ze w optymalnym rozwigzaniu nie ma dwoéch stoséw,

z ktorych zabieramy po jednej monecie. Innymi stowy,
jest co najwyzej jeden stos, z ktérego zabieramy jedna
monete.

Zatem posortujmy stosy wedlug malejacej sumy
nominatéw. Otrzymujemy ciag s1, S, ..., Sn, gdzie s;
oznacza sume nominaléw i-tego najcenniejszego stosu.
Jedli x jest parzyste, to wybieramy monety ze stosow
81,82,...,8z. W przeciwnym przypadku rozwazamy
dwie sytuacje. Pierwsza z nich polega na wzieciu stosow
81,82, ...,8z oraz monety o najwiekszym nominale
spoérod szczytdéw pozostalych stoséw. Druga zas
polega na wzigciu stoséw si, s2,. .., Sz11 bez monety
0 najmniejszym nominale sposréd spodéw wybranych
stoséw.

Podsumowanie

Rozwiazanie opiera si¢ na rozpatrzeniu dla kazdego

x € {0,1,...,k} nastepujacego przypadku: wybieramy
x monet z A-stosow oraz k — x monet z B-stosow.
Wynikiem jest maksimum sposréd wynikéw dla

tych przypadkéw. Cale rozwiazanie dziala w czasie
O(n -log(n)). Szczegdly implementacyjne pozostawiam
Czytelnikowi jako ¢wiczenie.

Bartosz LtUKASIEWICZ



Klub 44

Skrét regulaminu

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch

lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Mozna je przesyla¢ réwniez
poczta elektroniczng pod adresem delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania
w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoélczynnik trudnosci danego
zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

. 0s6b, ktére nadestaty rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji

(M lub F)

i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym

czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,
a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytutl
Weterana. Szczegbélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢

na stronie deltami.edu.pl
Termin nadsylania rozwigzan: 31 V 2018

Zadania z matematyki nr 757, 758
Redaguje Marcin E. KUCZMA

B

Rozwigzania zadan z numeru 11/2017

Przypominamy tre$¢ zadan:

749. Tréjkat ABC jest opisany na okregu o $rodku I, stycznym do
bokéw AB i AC w punktach S i T. Na boku AC' lezy taki punkt P,
ze IP||ST. Proste ST i BP przecinaja sie w punkcie Q. Dowiesé, ze
QC|AB.

750. Znalez¢ wszystkie pary liczb pierwszych p, g (p > q), dla ktérych
takze liczby (p? 4 ¢2)/2 oraz (p? — ¢?)/24 sa pierwsze.

749. Oznaczmy przez U punkt stycznosci boku BC

z okregiem wpisanym (rys.) i niech

x=|AS| =|AT|, y=|BS|=|BU|, z=|CT|=|CU|,
r=IIS|=|IT|=|IU|, s=xz+y+=z.

Zachodzi ré6wnoéé xyz = r%s (znany fakt — lub nietrudne

¢wiczenie).

Odcinek IT jest wysoko$cia w tréjkacie

prostokatnym AIP; zatem |PT| = r%/z = yz/s. Stad

|[AP| |AT|+ |PT)| |AT| s

|PT)| |PT)| |PT)| Yz
_yzt@+y+2z _ (2+y)(z+2)
N Yz N Yz ’

Prosta BP przecina boki tréjkata AST (lub ich
przedluzenia) w punktach @, P, B wiec w mysl wzoru
Menelausa

QS| _|AP| ISBl @4tz y
TQl  [PT| |BA| yz Tty
_r+z  |AC]
z joT)

Uzyskana proporcja implikuje réwnoleglosé prostych QC
i AB (odwr6cenie twierdzenie Talesa).
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757. Funkcje f,¢g: {1,

...,n} —={1,...,n} sa okreslone wzorami

f(k) = max{1, k — 1},
Dla kazdej liczby naturalnej n > 2 ustalié, ile jest funkcji h: {1,...,n} = {1,...,n},
dajacych si¢ wyrazi¢ jako zlozenia skoriczenie wielu odwzorowan, z ktérych
kazde jest jedna z funkcji f, g.
egzemplarzy funkcji f, ¢), przyjmujac zwykla umowe, ze daje ono w wyniku
odwzorowanie tozsamosciowe h(k) = k.]

g(k) = min{n, k+ 1}.

[Dopuszczamy réwniez zlozenie puste (zero

758. Trzy okregi o promieniach rq, ry, r3 sa parami styczne zewnetrznie oraz sa
styczne wewnetrznie do okregu o promieniu R. Wykazaé, ze

T+ 1o+ 13+ 2\/7“17”2 + rorg 4 1r3ry < 3R.
Zadanie 758 zaproponowal pan Witold Bednarek z F.odzi.

750. Przyjmijmy, ze liczby p, q spelniaja postawione
warunki; w szczegdlnosci p? — ¢ = 24r, gdzie r jest
liczba pierwsza. Jasne, ze q # 2, ¢ # 3. Iloczyn liczb
naturalnych (p +¢)/2 1 (p — ¢)/2 wynosi 6r, wiec jedna
z nich dzieli si¢ przez r. W takim razie druga jest
dzielnikiem liczby 6; wobec czego mniejsza z nich nie
przekracza 6. Dostajemy oszacowanie p — ¢ < 12.

Jezeli ¢ = 5, to p < 17, ezyli p € {7,11,13,17}.
Sprawdzamy, ze tylko para (p,q) = (17,5) jest dobra.

Dalej przyjmujemy, ze p > g > 5. Woéwczas
p*=q¢* =1 (mod 5), wiec
(»* —¢*)P* +¢*) =0 (mod 5).

To pokazuje, ze iloczyn liczb catkowitych
r = (p* — ¢?)/24 oraz s = (p* + ¢?)/2 dzieli si¢ przez 5.
Sa to z zatozenia liczby pierwsze, wiec ktéras z nich
jest réwna 5. Ale 25 = p? + ¢ > 112 + 72. Pozostaje
mozliwosé r = 5.
Tloczyn liczb naturalnych (p + ¢)/2 i (p — q)/2 wynosi
6r = 30. Cztery mozliwe rozklady (30 -1, 15-2, 10 - 3,
6-5) daja pary (p,q), odpowiednio, (31,29), (17,13),
(13,7), (11,1). Ostatnia odpada. Dla p = 31, ¢ = 29
wychodzi s = 901, liczba zlozona. Pozostale dwie pary sa
juz dobre. Wraz z para znaleziona wczesniej, ostatecznie
otrzymujemy trzy rozwiazania. Wypiszemy je, podajac
rowniez wartosci r 1 s:

p q r s

17 5 11 157

1713 5 229

13 7 5 109



Zadania z fizyki nr 654, 655
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

654. Na szpule o promieniu wewnetrznym r i zewnetrznym R nawinigta jest
linka (rys. 1). Koniec A linki ciagniety jest poziomo z predkoscia v. Na szpuli
opiera sie deska, ktora moze obracaé sie wokél poziomej osi prostopadlej do
plaszczyzny rysunku, przechodzacej przez punkt O. Szpula toczy sie bez poslizgu
Termin nadsylania rozwiazan: 31 V 2018 PO powierzchni poziomej. Jaka jest predkos¢ katowa deski, gdy tworzy ona

z poziomem kat o7

655. Ciezarek o masie m wisi na nici. Na jaka najmniejsza wysokosé nalezy

4 podnieéé cigzarek, aby spadajac, rozerwal ni¢? Minimalna sita wystarczajaca
do rozerwania nici wynosi Mg (g jest przyspieszeniem ziemskim) i przed
% rozerwaniem wydtuza ja o a. Zakladamy, Ze sila naprezenia nici jest
0 proporcjonalna do jej wydluzenia az do zerwania.
Rys. 1
Rozwigzania zadan z numeru 11/2017
/ Przypominamy treéé¢ zadan:
R y y
— 646. Dwie kulki o jednakowych masach i promieniach R lezg jedna na drugiej na poziomej

powierzchni, stykajac sie ze $ciang (rys. 2). Po zakléceniu réwnowagi kulka gérna §lizga si¢ wzdiuz
$ciany, kulka dolna $lizga sie po poziomej powierzchni, a ich predkosci poczatkowe sg zerowe. Nie ma
tarcia. Znalezé predkos¢ kulki dolnej po utracie kontaktu miedzy kulkami.

647. Nienaladowany, metalowy walec obraca si¢ z predkoscig katows w wokdél swojej osi. Walec
umieszczony jest w jednorodnym polu magnetycznym, ktérego wektor indukcji B jest réwnolegly
do osi walca. Znalez¢ gestos¢ tadunku wewnatrz walca.

646. Dopdki kulki sie stykaja, sSrodek masy ukladu S porusza sie po okregu o srodku
w punkcie O i promieniu R (rys. 3). Sita dosrodkowa spelnia réwnanie

2muv® /R = 2mgsina — Fy sin o — Fs cos a,
gdzie v jest predkoscia $rodka masy, F1 i F2 sitami reakcji ze strony podloza i $ciany,
A « jest katem, jaki tworzy wektor poltozenia érodka masy zaczepiony w punkcie O

y z poziomem. Oznaczajac przez N warto$é sity oddzialywania miedzy kulkami, mozemy
zapisaé zwiazki s = N cos o, I = mg + N sin a. Gdy kulki przestaja sie stykaé,
w polozeniu opisanym katem ap mamy F» = 0, Fi = mg,
/ (1) v = (gRsin ao)/2
¢ N Oznaczmy predkosci kulek dolnej i gérnej w chwili utraty kontaktu odpowiednio przez

vi = (v1, 0) i va = (0, v2). Z definicji §rodka masy mamy

R S = :
0 v = (vg, vy) = (V1 +Vv2)/2, zatem v, = vsinag = v1/2, vy = vVcosag = v2/2.
2mg Fy Poniewaz nie ma tarcia, spetniona jest zasada zachowania energii mechanicznej

7 s 2mgR = 2mgRsin ap + m(vi +v3)/2 = 2mgRsin ap + 2mv°.
Uwzgledniajac (1), otrzymujemy: sin oo = 2/3, v? = gR/3. Szukana predkoéé dolnej kulki
Rys. 3
. [8R

w chwili utraty kontaktu z gérna dana jest wzorem v1 = 3 a
647. 1. Rozpatrzmy przypadek, gdy wektory indukcji pola magnetycznego B oraz
predkosci katowej walca w majg zwroty przeciwne (rys. 4). Na swobodny elektron
wewnatrz walca, poruszajacy si¢ po okregu o promieniu r, dziata sita magnetyczna
F, = ewBr zwr6cona na zewnatrz okregu (e oznacza warto$é bezwzgledna tadunku
elektronu). Wypadkowa sita dzialajaca na elektron jest sita dosrodkowa, zatem sila
elektryczna F. = eF jest wicksza od sity magnetycznej i ma zwrot do srodka okregu
(E jest natezeniem pola elektrycznego wewnatrz walca). Réwnanie ruchu elektronu ma
posta¢ mw?r = eF — ewBr, stad natezenie pola elektrycznego E = wr(mw 4 eB)/e = ar
ma zwrot na zewnatrz walca, a jego wartos¢ rosnie liniowo z odlegtoscia od srodka
walca. Rozwazmy cienka warstwe cylindryczna o grubosci Ar wewnatrz walca (rys. 5).
Oznaczajac przez p(r) gestosé tadunku wewnatrz tej warstwy, mozemy zapisa¢ prawo
Gaussa, 27rh(E(r + Ar) - (r+Ar) — E(r) - T) = TFp(T)h((T +Ar)? — 7“2)/50, gdzie h jest
wysokoscig walca. Stad p(r) = 2e0E(r)/r = 2eow(mw + eB) /e > 0. Gesto$é tadunku
wewnatrz walca jest stala i dodatnia, tadunek ujemny roztozony jest na powierzchni
walca.

2. Gdy wektory B i w maja zwroty przeciwne, sila magnetyczna dzialajaca na
swobodny elektron ma zwrot do srodka okregu, réwnanie ruchu elektronu ma
postaé mw?r = ewBr + eE. Znak + opisuje przypadek, gdy w > eB/m, znak — ,
gdy nier6wnos$¢ ma znak przeciwny. Szukana gesto$¢ tadunku dana jest wzorem
p = 2eow(mw — eB)/e i moze by¢ dodatnia albo ujemna. Gdy w = eB/m, gestosé
tadunku wynosi 0.
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Rozwigzanie zadania M 1560.
Odpowieds: n™/?.

Dlak=0,1,...,n—1oraze=e
niech aj = €*. Wéwczas liczby ap.
wyznaczajga na plaszczyznie zespolonej
n-kat foremny wpisany w okrag

o promieniu 1.

2im/n

Zauwazmy, ze wielomiany

n—1

1 =Y

k=0

n—1
oraz g(z) = [ [z = an)
k=0

stopnia n — 1 maja réwne wspdélezynniki
przy najwyzszej potedze z oraz n — 1
wspélnych pierwiastkéw zespolonych,
mianowicie z = af dla k=1,2,...,n—1
(ze wzgledu na réwnosé

F(z)= (1= 2")/(1—2) dla = # 1).
Stad wynika, ze wielomiany f i g sa
réwne, w szczegolnosci

n—1

[[a-a =90 =r@)=n

k=1
a zatem

n—1

H\U«o*ak =n.

k=1
Powyzsza réwnosé oznacza, ze iloczyn
dlugosci bokéw i przekatnych
zawierajacych wierzchotek ag
rozwazanego wielokata (czyli, z uwagi na
symetri¢, dowolny ustalony wierzchotek)
jest réwna n. Wobec tego

1/2
H\ai*aﬂ: <H\ai*a]‘|) =n"/%

i<j i#]

L. ]

Rozwigzanie zadania M 1558.
Wykazemy, ze takie liczby nie istniejg.
Przypus$émy nie wprost, ze tréjka (a, b, c)
ma opisang wlasnos¢. Wéwczas tréjka
(—a—1,-b—1,—c— 1) réwniez ja ma,
wiec mozemy bez straty ogdlnoéci zatozy¢,
ze a jest liczba parzysta.

Jezeli x1, x2 sg catkowitymi
pierwiastkami tréjmianu az? + bz + ¢, to
liczby —g = x1 + x5 oraz é = x1T2 Sa
calkowite, co wobec parzystosci a
oznacza, ze liczby b oraz ¢ rowniez sa
parzyste.

Tymczasem jezeli a = 2k, b = 20, ¢ = 2m
dla calkowitych k, £, m, to wyréznik
tréjmianu (a + 1)z? 4+ (b+ D)z + (¢ + 1),

réwny
(b+1)? —4(a+1)(c+1) =

=8 (ik(k+1)—2m —£—m) -3,
daje reszte 5 przy dzieleniu przez 8, co
oznacza, ze nie moze by¢ kwadratem

liczby catkowitej. Uzyskana sprzecznosé
konczy dowéd.

Prosto z nieba: Szybka wizyta

Przestrzen miedzyplanetarna jest pelna mniejszych lub wigkszych cial —
komet i asteroid — poruszajacych sie wzgledem Ziemi i potencjalnie jej
zagrazajacych. Dane NEO Coordination Centre (Near-Earth Objects, obiektéw
bliskich Ziemi) Europejskiej Agencji Kosmicznej zawieraja parametry orbit
okolo 15 tys. obiektéw NEO (w tym ponad 100 komet), z czego ponad 500
jest sklasyfikowanych jako obiekty o niezerowym prawdopodobienstwie

kolizji z Ziemia. Rzecz jasna, wciaz odkrywane sg nowe obiekty. Niedawno
zarejestrowano NEO nowego rodzaju.

Bolid oznaczony numerem A /2017 Ul nadlecial z kierunku gwiazdozbioru Lutni
z predkoscia 25,5 km/s, zblizajac sie do Ukladu Stonecznego po trajektorii
niemal prostopadlej do ekliptyki (plaszczyzny, w ktérej znajduje sie orbita Ziemi,
i w przyblizeniu takze orbity innych planet i planetoid w naszym ukltadzie).

2 wrzesnia 2017 roku obiekt o rozmiarze okoto 400 metréw przekroczyt
plaszczyzne ekliptyki w okolicy orbity Merkurego, a najblizej Stonca znalazl

siec w dniu 9 wrzesnia. A /2017 Ul zostal formalnie odkryty 19 pazdziernika
przez zespol pracujacy na teleskopie Pan-STARRS (Panoramic Survey Telescope
and Rapid Response System) Uniwersytetu Hawajskiego w Haleakali, podczas
rutynowego przegladu nieba w poszukiwaniu obiektow bliskich Ziemi.

W czasie przelotu przez Uklad Stoneczny A /2017 Ul nie znalazl sie
niebezpiecznie blisko zadnej z osmiu gtéwnych planet. Po przejsciu przez
plaszczyzne ekliptyki i ugieciu toru ruchu w polu grawitacyjnym Stonca,
tajemnicze ciato znalazto sie 14 pazdziernika w odleglosci okoto 24 milionéw km
od Ziemi (okolo 60 razy wiekszej niz odleglo$é do Ksiezyca). Obecnie oddala sie
od Storica z predkoscia okoto 44 km/s, poruszajac sie w kierunku gwiazdozbioru
Pegaza.

Od dawna przypuszczano, ze asteroidy lub komety przemieszczajace sie
miedzy gwiazdami i czasami przechodzace w poblizu ukladéw planetarnych
musza pojawiaé sie takze i w naszym Ukladzie Slonecznym i przenosié
miedzy planetami zarodzie zycia (hipoteza panspermii). Jak dotad wszystko
—a w szczegblnodcei predkosé ruchu wigksza od predkosci ucieczki z Ukltadu
Slonecznego — wskazuje, ze A/2017 Ul to pierwszy tego typu obiekt
miedzygwiezdny w naszym Ukladzie. Zbierane w trakcie jego krétkiej wizyty
dane maja to ostatecznie potwierdzi¢ i ustali¢ wigcej informacji o pochodzeniu
i sktadzie obiektu.

Michat BEJGER

Niebo w marcu

Do konca marca wysokoé¢ Slonca w poludnie zwiekszy sie jeszcze wyrazniej niz
w lutym — o ponad 11° i w tym czasie dlugo$é¢ dnia uroénie o kolejne 2 godziny,
do prawie 13 godzin. 20 marca, o godzinie 17:15 naszego czasu Stonce przekroczy
réwnik niebieski w drodze na péinoc i tym samym na péinocnej pétkuli Ziemi
zacznie si¢ astronomiczna wiosna. Ze wzgledu na refrakcje atmosferyczna do
faktycznej réwnonocy dojdzie trzy dni wczesniej. Pierwszy dzien wiosny to
rowniez srodek procesu wydluzania si¢ dnia i skracania nocy. Potrwa on jeszcze
kolejne trzy miesiace, do przesilenia letniego (w tym roku 21 czerwca). W nocy
z soboty 24 marca na niedziele 25 marca zacznie obowiazywaé czas letni.

W lutym nie bylo pelni Ksiezyca, za to w marcu Srebrny Glob przejdzie przez
te faze dwukrotnie. Miesiac zacznie sie wlasnie pelnia Ksiezyca, przypadajaca
rankiem drugiego marca. 9 marca Srebrny Glob przejdzie przez ostatnia kwadre,
17 marca — przez néw, 24 marca — przez I kwadre i 31 marca — ponownie przez

22



pelnie. Jak tatwo zauwazyé, bezksigzycowe noce
wystapia jedynie w $rodku miesigca, przy czym (ze
wzgledu na nachylenie ekliptyki) na niebie porannym
Ksiezyc bedzie widoczny stabo i bedzie znikal w zorzy
porannej juz kilka dni przed nowiem, natomiast na
wieczornym bedzie widoczny bardzo dobrze i juz

18 marca, 45 minut po zmierzchu oraz 28 godzin po
nowiu, mozna probowaé dostrzec bardzo cienki sierp
Ksiezyca w fazie 2%, tuz nad zachodnim widnokregiem.
Jego odnalezienie znacznie ulatwi znajdujaca si¢
wtedy kilka stopni od niego para jasnych planet
Wenus-Merkury.

W marcu Ksiezyc dwukrotnie zakryje gwiazde Regulus
we Lwie, najpierw pierwszego, a nastepnie 28 marca. Za
pierwszym razem oba ciata niebieskie zajda tuz przed
poczatkiem zakrycia (widoczno$é na zachéd od Polski),
natomiast za drugim zjawisko da sie obserwowaé jedynie
z p6Inocno-wschodniej Azji. Podobnie zdarzy sie przy
zakryciu Aldebarana w Byku 22 marca — Ksigzyc zajdzie
niewiele przed poczatkiem zjawiska. Z jasniejszych

gwiazd Hiad za Ksiezycem zniknie tylko gwiazda 75 Tau.

Za to dzienn wezesniej Srebrny Glob w fazie 20% zblizy
sie do gwiazdy 4. wielkoéci 5 Tau. Na péinoc od linii
Lebork-Gdansk-Mragowo dojdzie do jej zakrycia przez
Ksiezyc.

Tegoroczny marzec to miesiac wszystkich planet
oprocz Neptuna. W trakcie miesiaca wszystkie beda
dostepne obserwacjom. Na niebie wieczornym ciasna
poczatkowo pare utworza Merkury z Wenus. Pierwsza
planeta od Storica 18 marca osiagnie maksymalna
elongacje wschodnia, wynoszaca jednak tylko 18°. Tego
wieczora godzine po zachodzie Stonca planeta wzniesie
sie¢ na wysokos¢ prawie 7° nad zachodni widnokrag,

a w odleglosci 4° towarzystwa Merkuremu dotrzyma
Wenus. Pierwszego kwietnia Merkury przejdzie przez
koniunkcje dolna ze Stoncem, stad planeta pozostanie
widoczna do 25 marca. Nastepnie Merkury przejdzie
na niebo poranne, 29 kwietnia osiagajac maksymalna
elongacje zachodnia, wynoszaca 27°. Mimo wigkszego
0 9° oddalenia od Stonca niekorzystne nachylenie
ekliptyki do widnokregu sprawi, ze w kwietniu planety
nie da si¢ obserwowaé z duzych péinocnych szerokosci
geograficznych. W trakcie miesiaca tarcza Merkurego
bedzie rosla, za$ faza i jasno$é — malala. Na poczatku
miesigca Merkury rozbtysnie do —1, 3™, przy Srednicy
tarczy 5" i fazie 92%. 25 marca jasno$é planety ostabnie

do +2,5™, tarcza urosnie do 10", za$ faza spadnie do 9%.

Jak juz wspomnialem, w marcu niedaleko Merkurego
przebywa planeta Wenus, powracajaca na niebo
wieczorne po styczniowej koniunkcji ze Stonicem. Planeta
dazy do sierpniowej (niekorzystnej) maksymalnej
elongacji wschodniej i przez caly miesiac warunki
obserwacyjne Wenus beda si¢ poprawia¢. Na poczatku
marca godzing po zmierzchu planeta schowa si¢ juz
pod horyzont, lecz potem powedruje szybko w gore

i ostatniego dnia miesiaca o tej samej porze zajmie
pozycje na wysokosci 7° nad zachodnim widnokregiem.
W marcu blask planety prawie si¢ nie zmieni i wyniesie
—3,9™. Tarcza Wenus urosnie, ale tylko do 11”7,
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natomiast faza spadnie do 94%. Na poczatku marca

do Wenus zblizy sie Merkury na odleglos¢ 1°. 15 marca
dystans miedzy planetami przekroczy 4°, a nastepnie
nieco spadnie, lecz po 22 marca Merkury zacznie szybko
zblizaé sie do Stonca i tak samo szybko oddali sie od
Wenus. 18 marca blisko obu planet przejdzie Ksigzyc tuz
po nowiu.

Planeta Uran dobrze widoczna jest tylko na poczatku
marca, gdy okoto godz. 19:15 zajmie pozycje na
wysokosci ponad 20°, $wiecac jako gwiazda o jasnosSci
+5,9™. Z uplywem czasu planeta zblizy sie do widnokregu
i pod koniec miesiaca o tej samej porze Uran dotrze

juz do horyzontu. 29 marca czeka go bardzo bliskie
spotkanie z Wenus i okolo 2 w nocy obie planety oddzieli
jedynie nieco ponad 4’. Niestety, wtedy nie da si¢ ich
obserwowa¢ z Polski. U nas 18 marca planety zbliza sie
na 19/, dzieri p6zniej dystans urosnie do prawie 1°. Obie
planety znajda si¢ niewiele ponad 1° od gwiazdy o Psc.

W drugiej potowie nocy marcowej poprawiaja sie
warunki obserwacyjne trzech najblizszych Ziemi planet
zewnetrznych. Jowisz przygotowuje sie do majowej
opozycji i — jak zawsze — dwa miesiace przed nia zmieni
kierunek swojego ruchu z prostego na wsteczny, co
nastapi 9 marca. Stad planeta przez caly miesiac wsréd
gwiazd przesunie si¢ bardzo niewiele, zajmujac pozycje
w srodku gwiazdozbioru Wagi, 8° na poludnie od
gwiazdy Zuben Eschamali (5 Lib). Jowisz pokaze sie
na niebosklonie przed péinoca, a w trakcie miesiaca jego
jasno$¢ urosnie do —2, 4™ za$ érednica tarczy — do 43".
7 marca 4° od Jowisza przejdzie Ksiezyc w fazie 72%.

Mars oraz Saturn beda widoczne nad ranem.
Poczatkowo Mars bedzie wschodzil okoto godziny 2:30,
Saturn — godzine pdzniej, ale z uptywem miesiaca
Czerwona Planeta zblizy sie do Saturna, zmniejszajac
dystans z 17° na poczatku marca do niecalych 80/

na poczatku kwietnia. W marcu Mars przejdzie

z Wezownika do Strzelca, gdzie przez caly czas przebywa
Saturn, zwiekszajac przy tym jasnos¢ do +0,3™ i Srednice
do 8", prezentujac faze 88%. 19 marca Czerwona Planeta
przejdzie tylko 31’ na potudnie od stynnej mglawicy
M20, natomiast pod koniec marca minie w odleglosci 2°
gwiazde 3. wielkoéci Kaus Borealis. W tym samym czasie
Saturn zwickszy swoj blask do +0, 5™ i Srednice tarczy
do 17”. Pod koniec miesiaca Saturn minie w odleglosci
niecalych 100’ gromade kulista M22. 10 marca Ksiezyc
po ostatniej kwadrze spotka si¢ z Marsem, dobe péZniej
w fazie 34% minie Saturna.

Na wiosne warto zwrédci¢ uwage na gwiazde R Leo.
Jest to miryda z okresem zmian blasku 310 dni, a jej
maksimum jasnosci w tym roku przypada w kwietniu.
Moze wtedy osiagnac¢ blask nawet +4,5™. R Leo jest
latwa do odnalezienia, gdyz znajduje si¢ 5° na zachod
od jasnej gwiazdy Regulus. Dodatkowo wyrdznia si¢
ona wyraznie czerwona barwa. W marcu R Leo géruje
okolo 22, w kwietniu — okoto 21 (po zmianie czasu na
letni).

Ariel MAJCHER



Zycle na
ZY \~® 37

Blog, w ktérym wycofujemy,
nie potwierdzajac

W sierpniu 2010 r. dwéch wydawcoéw prasy i ksiazek naukowych, Adam

Marcus i Ivan Oransky, postanowito zalozy¢ bloga Retraction Watch ($ledzenie
wycofan), nazywajac go oknem do samokorekeji nauki. Chodzito o znajdowanie
publikacji, ktére z réznych powoddéw nalezy z obiegu wycofaé, skreslié!
Poczatkowo martwili sie, czy im wystarczy materialéw — dzi§ tych obaw nie
wyrazaja, cytujac okoto tysiaca przykladéw rocznie. W blogu zapisywane

sa publikacje wycofywane (przez autora, czasopismo) po stwierdzeniu, ze

sa: efektem pomytki w do$wiadczalnych wynikach i wnioskach, swiadoma
kradzieza danych (zdarzaja sie nawet takie przypadki, ze dokonuje ich recenzent
odrzucajacy prace), zmysleniem co do afiliacji instytucjonalnej, brakiem

danych do ilustracji i wykreséw, zwyklym falszerstwem, plagiatem czy tez
naduzyciami finansowymi nieznajdujacymi usprawiedliwienia w wynikach.
Metoda naukowa tylko pozornie takie przypadki wyklucza, poniewaz zaklada
rzetelne przeprowadzenie doswiadczen i konkluzji, wieloetapows droge od
autora do publikacji, a nastepnie stosunkowo szybka weryfikacje przez zycie

i pracujacych w tej samej dziedzinie ,konkurentéw” (chyba ze praca dotyczy
zupelnie nieistotnych zjawisk i szybko popada w zapomnienie). Niemniej jednak

Na tamy codziennych wiadomosci trafilo ostatnio
wycofanie przez autoréw pracy sygnowanej przez

Jacka Szostaka (laureata Nagrody Nobla z medycyny

i fizjologii w 2009 r.), opublikowanej w Nature Chemistry
w 2016 r. Czyli pracy z najwyzszej potki, ogloszonej

w czasopismie, po ktére tez wysoko trzeba siegac.

Jack Szostak od wielu lat stara si¢ rozswietlié¢
podstawowa zagadke naszego istnienia: jak powstato
zycie na Ziemi? Trudno sobie wyobrazié bardziej
fascynujace pytanie i trudniejsza droge dochodzenia

do odpowiedzi. Nie wiemy, w jakich warunkach

to zycie si¢ ,zaleglo”, tym bardziej nie wiemy, czy
bylibysmy w stanie takie warunki na dzisiejszej
planecie (oczywiscie w laboratorium) odtworzy¢é.

Zycie dzisiejsze na poziomie czgsteczek biegnie po
Sciezce: informacja w DNA przekazywana jest do RNA,
nastepnie RNA kieruje synteza bialek o niezliczonych
funkcjach (czesto katalitycznych), warunkujacych reakcje
zyciowe. Takze synteza samych DNA i RNA przebiega
w wielu procesach prowadzonych przez enzymy, biatka
katalityczne. Zatem znalezliSmy si¢ w pytaniu, pozornie
zartobliwym, o pierwszenstwo jaja lub kury. Badacze
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wszystkie te okolicznosci nie eliminuja zjawiska, zdarzaja sie bowiem przypadki
wieloletniego trwania oszustwa, takze w $wiadomosci spoleczne;j.

Okno, do ktorego swojego bloga przyrownali Marcus i Oransky, jest

bardzo przydatne. Najstynniejszy przyklad to publikacja A.J. Wakefielda

o powodowaniu autyzmu po podaniu tréjsktadnikowej szczepionki przeciw
odrze, $wince i rézyczce, opublikowana w prestizowym czasopiSmie Lancet
w 1998 roku. Falszywosci tezy dowodzono w okoto 150 tysiacach réznych
komunikatéw i publikacji, Lancet prace wycofal, a jednak, nawet do dzis,
jest cytowana (w nienaukowych Zrédlach) i powraca wielokrotnie. Istnienie
falszywych danych w obiegu informacyjnym wprowadza w blad kolejnych
badaczy tego samego zagadnienia, oszukuje podatnikéw i dawcoéw grantdw,
obniza poziom i wiarygodnosé czasopism naukowych i ogélna opini¢ o nauce
i naukowcach. Najczestsze obecnie falszerstwa i pomytki dotycza medycyny
(w szczegblnosci badan nad rakiem), GMO i zmian klimatycznych. Nic dziwnego
— sa to jednoczesnie tematy interesujace popularne media.

poczatkéw zycia odwoluja sie do hipotezy ,$wiata RNA”,
wedlug ktérej to RNA niegdy$ wypelnial podwéjne
funkcje replikatora i katalizatora, w wyniku ewolucji
przejete przez DNA i bialka. Slady takiej aktywnosci
RNA odnajdujemy takze dzi§ w niektérych procesach
komérkowych. Wycofana dopiero co praca Szostaka
dotyczyta mozliwosci udziatu szczegdlnych, krétkich
peptydéw (bogatych w arginine) w replikacji RNA.

Dzi$ Szostak pisze, ze doswiadczen tych nie potwierdzili
inni badacze i jego wlasne laboratorium. Swoj

blad wiaze z nadmiernym podnieceniem wynikami,
ktore okazaty si¢ pomyltka oraz z niewystarczajaca
ostrozno$cig w ich weryfikacji i interpretacji. Wyznaje ze
wzruszajaca szczeroscia: to jest definitely embarrassing.

Szostak nalezy do tych noblistow, ktorzy po otrzymaniu
najwyzszego dowodu uznania $wiata w dziedzinie nauki
dalszych badan nie zaprzestali, ukierunkowal je na
najbardziej wymagajace dziedziny badan. Mozna wyrazic¢
mu uznanie i zyczy¢, by znalazt odpowiedzi na stawiane
sobie (i nam) pytania.

Magdalena FIKUS
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Pasujemy do siebie! Joanna JASZUNSKA

W wielu zadaniach, w ktérych wystepuja katy lub ich sumy, przydatne bywa
przeniesienie pewnych figur tak, by katy te znalazty si¢ obok siebie. Szczegdlnie
wygodne jest to wtedy, gdy suma pewnych katéw réwna jest np. 90° lub 360°,
a takze, gdy niektére z danych odcinkéw sa réwnej dugosci.

1. Dane sa trzy kwadraty, ustawione jak na rysunku 1. Oblicz o + 3 + 7.

2. Wewnatrz szesciokata wypuklego ABC DEF lezy taki punkt P, Ze spelnione
sg réwnosci XABP = xBAP = xCDP = xDCP = xEFP = xFEP = 45°.
Udowodnij, ze suma dlugoéci odcinkéw BC', DE i F' A jest nie mniejsza

od kazdego z odcinkéw AB, CD i EF.

3. Dany jest pieciokat wypukly ABCDE, w ktérym BC = CD, DE = EA,
<xBCD = ¥xDFEA = 90°. Udowodnij, ze z odcinkéw o dlugoéciach AC', CE, EB

mozna zbudowacé tréjkat. Wyznacz miary jego katéw, znajac miare o kata ACE
i miare 8 kata BEC.

4. W szedciokacie wypuklym ABCDEF wszystkie boki sa réwnej dlugosci oraz
XA+ xC + ¥xE = ¥B + <D + ¥F. Udowodnij, ze przekatne AD, BE i CF
przecinaja sie w jednym punkcie.

Rozwigzania

R1. Kolorowy czworokat na rysunku 2 jest kwadratem, gdyz jego boki sa
przekatnymi prostokatoéw o wymiarach 2 x 1, na przemian ,,pionowych”

i ,poziomych”. Przy wierzchotku A schodza sie katy «, 5,7 z tresci zadania:
miedzy odpowiednimi bokami a przekatnymi w kolorowym kwadracie

i w prostokatach 2 x 1 oraz 3 x 1. Stad o+ S+~ =90°. O

R2. Z réwnosci katow w tresci zadania wynika, ze trojkaty APB, CPD, EPF
sa prostokatne réwnoramienne (rys. 3). Stad AP = BP, CP = DP, EP =FP
oraz xBPC + xDPFE + <xFPA = 360° — 3-90° = 90°.

Wobec tego tréjkaty BPC, DPE, FPA oraz odbity symetrycznie trojkat
prostokatny rownoramienny AP B mozna ustawi¢ jak na rysunku 4. Kolorowa
tamana ma wowczas dlugosé BC + DFE + F A, nie mniejsza od odcinka AB
taczacego jej konce. Dowdd dla odcinkéw C'D i E'F przebiega analogicznie. [J

R3. Suma katéw wewnetrznych pieciokata to 540°, wiec z zalozenia
wnioskujemy, ze w rozwazanym pieciokacie xA + xB + <D = 540° —2-90° =
= 360°. Stad i z danych réwnoéci bokéw wynika, ze z tréjkatow EAB, ABC

i CDFE mozna ztozy¢ trojkat CEM tak jak na rysunku 5, o bokach zadanej
dlugosci: MC = AC, CE, EM = EB.

Ponadto skoro <xBCD = 90°, to takze x ACM = 90° (gdyz katy ACB i MCD sa
przystajace), a wiec xECM = 90° — «.. Analogicznie xCEM = 90° — 3 i wobec
tego xCME = 180° — xECM — xCEM = o+ . O

R4. Suma katéw wewnetrznych szedciokata to 720°, wiec z zalozenia
wnioskujemy, ze ¥xA + xC + xFE = 360°. Stad i z réwnosci wszystkich bokow
szesciokata wynika, ze z tréjkatéw réwnoramiennych FAB, BCD, DEF mozna
zlozy¢ trojkat BF D' w sposéb przedstawiony na rysunku 6.

Trojkaty BFD' 1 BFD sa przystajace (gdyz maja réwne odpowiednie boki)
oraz symetryczne wzgledem prostej BE. Niech A’ bedzie obrazem punktu A
w tej symetrii. Wéwezas odcinki A’D, A’B, A'F maja dlugosci réwne bokom
szedciokata.

Stad czworokaty FABA', BCDA', DEF A’ sa rombami, a wiecc ABDE jest
réwnolegtobokiem (bo odcinki AB i DE sa réwne i réwnolegle). Wobec tego
przekatne AD i BE maja wspélny srodek. Analogicznie przekatne AD i CF
maja wspOlny érodek, co konczy dowdd. [

Zadanie 1 rozwiazano inaczej w deltoidzie 5/2009. Zadanie 2 pochodzi z ksigzki W. Pompe

Wokél obrotéw (Wyd. Szkolne Omega, 2016). Zadania 3 i 4 pochodzg z LVIII i LV Olimpiady
Matematycznej.
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