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Glebokie uczenie maszyn
Pawel GORA*

Czy zastanawiali$cie si¢ kiedy$ nad tym, czym jest inteligencja? Wiekszo$é
definicji zaklada posiadanie zdolnoéci do rozumowania, uczenia sie, adaptacji do
zmieniajacego sie otoczenia. Najczedciej méwi sie o inteligencji ludzi i zwierzat
— organizmow majacych mozg, a wiec organ biologiczny. Czy inteligencja musi
by¢ jednak domena jedynie istot, ktore uwazamy obecnie za zywe? Wielu
Czytelnikow styszato zapewne rowniez o inteligencji ,,sztucznej”, okreslanej

tak dlatego, ze nie wystepuje ona w sposob naturalny w przyrodzie, ale

w emergentny sposéb pojawia si¢ w maszynach i algorytmach tworzonych dzieki
innej inteligencji, np. czlowieka.

W ostatnich latach nastapit rozkwit fascynujacej dziedziny nauki, jaka

jest sztuczna inteligencja. Coraz czesciej styszymy o tym, ze programy
komputerowe wygrywaja z ludzmi (i to mistrzami $wiata!) w gry, ktére
wymagaja duzego wysitku intelektualnego (np. szachy, Go). Programy potrafia
juz rozpoznawaé obiekty na zdjeciach i jezdzi¢ samochodem lepiej niz wickszosé
ludzi, rozpoznaja mowe i thumacza tekst z jednego jezyka na drugi, wykazuja
sie tez kreatywnodcia i tworza nowe dziela na podstawie widzianych wczeéniej
obrazéw lub tekstow.

Jeden z przeloméw w dziedzinie uczenia maszyn i nadawania im (sztucznej)
inteligencji zwiazany jest w ostatnich latach z glebokimi sieciami neuronowymi.
Stowo ,neuronowymi” juz powinno daé¢ pewne skojarzenia z umystem,

w koncu nasz mézg sktada sie wlasnie z duzej liczby neuronéw, szacowanej

na 100 miliardéw. Faktycznie, budowa i dzialanie sztucznych sieci neuronowych
zainspirowane zostaly badaniami nad ludzkim moézgiem. W pewnym sensie sieci
neuronowe zrodzilty sie wlaénie z motywacji, aby maszyny mogly dzialanie
mozgu nasladowaé. Ich podstawowym budulcem sa sztuczne neurony, ktére
otrzymuja na wejsciu pewne dane i przetwarzaja je w okreslony sposéb,
przekazujac na wyjsciu wynik (rys. 1). Neurony moga by¢ polaczone tak, ze
wynik obliczen jednego z nich moze stanowi¢ sygnat wejsciowy do innego.

1

X, W ten sposéb moze wspoéldziataé wiele warstw neurondw,
przetwarzajac dane otrzymane na wejsciu az do obliczenia

9 wyiscie wyniku zgodnie z okredlonymi regutami (funkcjami

X, aktywacji) w neuronach oraz warto$ciami parametréw ich

. potaczen. Zaktadajac, ze neuron otrzymuje na wejsciu dane
T1,%2,...,%y, Ktére przekazywane sa przez polaczenia

:fn' wagi wejsciowe z przypisanymi do nich wagami wy, wa, ..., Wy,

wejscia

wyjécie obliczane jest za pomoca reguly:

Rys. 1. Neuron McCullocha-Pittsa — podstawowy budulec sieci

neuronowej — zrédlo:

n
https://pl.wikipedia.org/wiki/Neuron_McCullocha-Pittsa ¥y= f(w() + Z W - zi)’
=1

gdzie f jest wlasnie funkcja aktywacji, a wg jest dodatkowym parametrem
neuronu ulatwiajacym proces uczenia. Czesto jako funkcje aktywacji stosuje
sie funkcje sigmoidalng 1-1-% oraz funkcje ReLU, czyli max(0, z).

Dane zazwyczaj przetwarzane sa w jednym kierunku: od danych wejsciowych
(warstwa wejSciowa), przez warstwy ukryte, az do obliczenia wyniku (warstwa
wyjsciowa). Mozliwe sa réwniez inne konfiguracje, jak np. w rekurencyjnych
sieciach neuronowych, ktore znajduja zastosowania np. do analizy szeregéw
czasowych, rozpoznawania mowy i ttumaczen tekstéw. W takich sieciach
potaczenia pomiedzy neuronami z réznych warstw moga tworzy¢ cykle.

Uczenie to taki proces dostrajania wag potaczenn miedzy neuronami, ktory daje
najlepsze wyniki. W jaki spos6b ucza sie sieci neuronowe? Algorytmy uczenia
(nie tylko sieci neuronowych) mozna podzielié¢ na 3 grupy:

e uczenie z nadzorem (supervised learning),

e uczenie bez nadzoru (unsupervised learning),
e uczenie ze wzmocnieniem (reinforcement learning).
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Rozwigzanie zadania M 1552.
Bedziemy szukali takich rozwigzan, dla

. a? 2 b2 :
ktorych 4% = x° oraz 4° = 2z, gdzie =
jest dodatnig liczbg catkowita; wéwczas
liczba

2 2 .

47 44" 41 =(z+1)?
bedzie kwadratem liczby catkowitej.
Z powyzszych réwnosci wynika, ze
2 op2

o= 2% — o2 -1
wiec rozwazane liczby maja szukana
postac, o ile tylko liczby a, b sa
powiazane zalezno$cia

a® — 26 = —1.

Powyzsze znane rownanie diofantyczne
(tzw. ujemne réwnanie Pella) ma
nieskonczenie wiele rozwigzan catkowitych
(an,by) danych przez

1+ V2" = an + b, V2

dlan > 1.

Rozwigzanie zadania M 1554.
Udowodnimy, ze ¢ = 1.

Zauwazmy, ze jezeli k = n i wszystkie
polaczenia sg realizowane miedzy
rozlgcznymi parami miast, to kazda
podréz moze by¢ zlozona z tylko jednego
lotu. Stad ¢ < 1.

Rozwazmy nastepujace doswiadczenie
trwajace k dni. W kazdym z miast
umie$émy na poczatku jednego turyste.
Pierwszego dnia zaplanujmy loty pary
turystéw, ktérzy znajduja sie w miastach,
miedzy ktérymi kursuje najtanszy lot;
drugiego dnia — pary turystéw, ktérzy
znajdujg sie w miastach, miedzy ktérymi
jest drugi najtanszy lot itd.

Po k dniach kazdy turysta bedzie juz po
podrézy majacej te wlasnosé, ze kazdy
kolejny lot byl drozszy od poprzedniego.
Ponadto lacznie wszyscy turysci
wykonajag w sumie 2k lotéw, gdyz kazdego
dnia dokladnie dwéch wsiadto do
samolotu. Stad wniosek, ze $rednia
dtugosé podrézy wérdéd wszystkich
turystéw jest rowna é—? = T lotéw.

W zwigzku z tym istnieje turysta, ktérego
wycieczka jest zlozona z co najmniej tylu
lotéw, a zatem ¢ > 1.

Najwigksze sukcesy przez wiele lat $wiecito uczenie z nadzorem. W metodzie
tej dany jest zbiér par wejscie-wynik i celem jest znalezienie funkcji obliczanej
przez sie¢ neuronows, ktéra dla danych wejSciowych dawataby na wyjsciu
wyniki minimalizujace pewna funkcje kosztu (loss function). Funkcja kosztu
powinna uwzglednia¢ wyniki obliczane przez sie¢ neuronowa oraz prawidlowe
wyniki dla danych wejsciowych, moze by¢ nia np. btad sredniokwadratowy,
w praktyce odpowiednie dobranie funkcji kosztu wplywa istotnie na proces
uczenia sieci. Sie¢ trenowana jest na pewnym podzbiorze par wejscie-wynik
— zbiorze treningowym, ale skuteczno$é sieci i algorytmu uczenia testowane

sa juz na osobnym podzbiorze, zbiorze testowym, aby sprawdzi¢, jak dobrze
sie¢ radzi sobie na nowych danych, na ktérych nie byta wczesniej trenowana
(od algorytméw okreslanych jako inteligentne oczekiwaliby$my wlasnie, aby
potrafily radzié¢ sobie z nieznanymi wczesniej danymi i sytuacjamil). Czesto
bierze si¢ pod uwage jeszcze dodatkowy podzbiodr, rozlaczny z treningowym

i testowym — 2bior walidacyjny, ktéry ma pomdbc w wyborze najlepszej
architektury sieci oraz najlepszych algorytméw i wartodci parametréw
odpowiedzialnych za jej uczenie (tzw. hiperparametréw).

Samo trenowanie sieci neuronowej realizuje sie najczesciej za pomoca spadku
gradientowego i algorytmu propagacji wstecznej — wagi potaczen pomiedzy
neuronami sa modyfikowane tak, aby zmniejsza¢ popelniany przez sie¢ btad,
czyli minimalizowaé¢ funkcje kosztu, z tego powodu funkcja ta powinna by¢
rézniczkowalna wzgledem wag potaczen. Jest to typowy schemat algorytméw
uczenia (nie tylko sieci neuronowych), poszczegdlne algorytmy moga sie
rozni¢ pewnymi szczegotami, ale w wigkszosci z nich wystepuje pewien zbiér
treningowy, dla ktérego algorytm dobiera ustawienia minimalizujace pewna
funkcje kosztu.

Troche inaczej sytuacja wyglada w przypadku uczenia bez nadzoru — dla danych
wejsciowych w zbiorze treningowym moze bowiem nie byé prawidtowego wyniku.
Mimo to okazuje sie, ze odpowiednio konstruujac sieci neuronowe, mozna
nauczy¢ je wykrywania w danych pewnych wzorcéw (aby nazwaé te wzorce,
moze by¢ potrzebna ingerencja czlowieka lub nieduzy zbiér danych z wynikami
— tak jak przy uczeniu z nadzorem). Typowym przykladem uczenia bez nadzoru
jest analiza skupien — grupowanie danych w roztaczne podzbiory. W przypadku
uczenia z nadzorem sie¢ neuronowa otrzymujac na wejsciu zbior, w ktérym sg
zdjecia pieszych i rowerzystéw, dla kazdego zdjecia bedzie w stanie powiedzieé,
czy jest na nim pieszy czy rowerzysta. W przypadku uczenia bez nadzoru sie¢
neuronowa po przeanalizowaniu calego zbioru danych moze powiedzieé¢: na
zdjeciach mamy dwie grupy obiektéw, obiekty z danej grupy sa do siebie bardzo
podobne, ale istotnie r6znia si¢ od obiektéw z drugiej grupy.

Uczenie bez nadzoru mozna wiec poréwnac z sytuacja, gdy male dziecko
obserwuje otaczajacy je Swiat, nie ma nauczyciela, ktéry by mu ten $wiat
tlumaczy! (lub nie jest w stanie tego nauczyciela zrozumieé), a mimo to jest

w stanie wykry¢ pewne wzorce i prawa wystepujace w Swiecie, rozpoznaé
rodzicow, jedzenie, zrozumieé grawitacje, nauczy¢ sie chodzi¢. Uczenie

z nadzorem mozna z kolei poréwnaé do sytuacji, w ktorej jest nauczyciel, ktéry
pokazuje uczniowi gotowe materialy, pytania i odpowiedzi, zadania i gotowe
rozwiazania, a potem oczekuje, ze uczen bedzie potrafil rozwiazaé¢ zadania
troche inne, do pewnego stopnia podobne do tych przyktadowych, ale jednak
niespotkane wczesniej. Tak jak w przypadku matych dzieci uczenie bez nadzoru
jest typowe dla wieku przedszkolnego, a uczenie z nadzorem jest juz typowe

dla wieku szkolnego (a wiec pdzniejszego), tak i w przypadku uczenia maszyn
czasami stosuje sie najpierw uczenie bez nadzoru, aby sieci neuronowe nauczyty
sie same wykrywaé pewne wzorce, ktérych znajomos$¢é moze potem utatwié
uczenie z nadzorem (jest to przyklad semi-supervised learning stanowiacego
polaczenie dwéch wspomnianych podejsé).

Trzeci rodzaj uczenia maszyn to tzw. uczenie ze wzmocnieniem. W tym
przypadku zbiér treningowy nie jest od razu dostepny w calosci. Zamiast
tego algorytm moze by¢ w interakcji ze srodowiskiem, w ktérym sie znajduje,
wykonujac okreslone akcje na podstawie swoich obserwacji. Kazda akcja
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http://neuralnetworksanddeeplearning.com/chap5.html

Rys. 2. Wielowarstwowa sie¢ neuronowa

powoduje przejscie do innego stanu i otrzymanie
informacji o nagrodzie zwiazanej z wykonang akcja.
Celem algorytmu jest wykonywanie akcji, ktére
spowoduja otrzymanie najwyzszej nagrody, np. wygranie
w grze. Sieci neuronowe moga by¢ w tym przypadku
uczone, jakie akcje wykonywaé w danej sytuacji, aby
zmaksymalizowaé swoja nagrode (takie podejscie
stosowano m.in. w programie AlphaGo, ktéry w 2016
wygral w Go z jednym z najlepszych ludzi w tej

grze — Lee Sedolem). Tego typu metode nauczania
mozna z kolei poréwna¢ do nauczyciela, ktéry pozwala
uczniowi od poczatku samodzielnie wykonywaé dziatania
i podejmowaé decyzje, dajac mu za kazdym razem
informacje zwrotna na temat podejmowanych dzialan.

Wspomniatem o tym, ze sieci neuronowe moga mieé¢
wiele warstw. Moga by¢ zorganizowane w sposéb
hierarchiczny tak, ze w kolejnych warstwach nastepuje
przetwarzanie danych z nizszego poziomu i wyniki
przekazywane sa do nastepnej warstwy (rys. 2). W ten
sposob od danych wejsciowych, niskopoziomowych,
relatywnie prostych, mozna stopniowo otrzymywacé
coraz bardziej zlozone, wysokopoziomowe informacje.
Okazuje sie, ze w trakcie procesu trenowania sie¢
neuronowa moze nauczy¢ sie pewnych ztozonych
wlasnosci wystepujacych w danych wejsciowych, np.
pewne neurony aktywuja sie (tj. funkcja aktywacji
przyjmuje wartosci duzo wieksze od zera), gdy w danych
wystepuja pewne okreslone wzorce. Tego typu metody
uczenia nazywane sa deep learningiem, czyli glebokim
uczeniem — glebokim, bo uczone s sieci majace wiele
warstw, a elementy w poszczegdlnych warstwach ucza sig
wykrywania i reprezentowania pewnych nieoczywistych
(glebokich), ztozonych wlasnosci danych, ktére zostaly
uzyte w procesie uczenia, w kolejnych warstwach
sktadajac w pewnym sensie te zlozone wlasnosci

z elementéw prostszych. Jest to jedna z najwazniejszych
wlasnosci decydujacych o sukcesie deep learningu

— w wiekszosci innych metod sztucznej inteligencji
potrzebna jest czesto do$¢ duza wiedza dziedzinowa;

to cztowiek-naukowiec jest odpowiedzialny za witasciwe
dobranie atrybutéw obiektéw wystepujacych w danych,
aby metoda dobrze dziatata. Algorytmy deep learningu
moga same nauczy¢ sie¢ najwazniejszych ztozonych
cech, znacznie przyspieszajac prace naukowcoOw —
nauczycieli maszyn, oszczedzajac ich czas, redukujac
szanse na popelnienie bledu (poprawiajac tez w ten
sposéb skutecznosé!), umozliwiajac stosowanie

tych rozwiazan do wielu rzeczywistych problemdw.

3

Dzigki temu algorytmy sztucznej inteligencji do
pewnego stopnia zaczynaja zastepowaé cztowieka

w... projektowaniu algorytmoéw sztucznej inteligencji!
Czesto potrzeba jednak znacznie wiecej danych, aby sie¢
neuronowa mogta si¢ wystarczajaco dobrze potrzebnych
cech nauczyé¢, potrzebna jest réwniez wigksza moc
obliczeniowa, dlatego obliczenia w sieciach neuronowych
przyspieszane sa obecnie za pomocy kart graficznych lub
klastréw wielu maszyn.

Warto wspomnieé o tym, ze w metodach deep learningu
elementy w poszczegolnych warstwach nie musza

by¢ sztucznymi neuronami, moga by¢ to réwniez

inne transformacje liniowe lub nieliniowe. Glebokie
sieci neuronowe nie sa wigc jedyna realizacja deep
learningu i strategii poszukiwania istotnych cech, ale

w ostatnich latach okazaly sie niezwykle skuteczne

i znalazty zastosowanie w wielu problemach zwiazanych
z rozpoznawaniem ztozonych struktur. Na przyklad,
istnieja juz sieci neuronowe potrafiace rozpoznawaé
obiekty na zdjeciach z wigksza skutecznoscia, niz

robia to obecnie ludzie (takie metody stosowane sa,

na przyklad, w sensorach pojazdéw autonomicznych).
Neurony w kolejnych warstwach sieci w procesie
trenowania na rzeczywistych obrazach ucza sie
reprezentowania pewnych cech wystepujacych w tych
obrazach. Najnizsze warstwy otrzymuja na wejsSciu
zwykle piksele, a kolejne warstwy przetwarzaja

je do postaci linii, tukéw, a potem coraz bardziej
skomplikowanych struktur. Z podejéciem tym moze by¢
jednak pewien problem — w przypadku rozpoznawania
zlozonych struktur (np. twarzy) na zdjeciach o duzej
rozdzielczodci potrzebna sie¢ neuronowa musiataby
mieé wiele warstw i neuronéw, a jej trenowanie byloby
bardzo czasochtonnym procesem. Pojawily si¢ jednak
pomysty na specjalne architektury sieci neuronowych,
ktore moga sie sprawdzaé bardzo dobrze w takich
przypadkach, sa to tzw. konwolucyjne (splotowe)

sieci neuronowe, w ktorych uktad potaczen pomiedzy
neuronami inspirowany jest budowa narzadu wzroku

u ludzi i zwierzat. Neurony tworza wiele warstw,

z ktérych kazda ma pewne specyficzne zastosowanie.
Neurony w warstwie wejSciowej grupowane sg w obszary
o takim samym rozmiarze (np. 5 x 5 pikseli), neurony

7 tego samego obszaru polaczone sa z neuronem

z warstwy wyzszej, tworzac tzw. filtr, ktéry w trakcie
uczenia sieci odpowiada za wykrywanie pewnej

cechy obrazu, np. wystepowanie kreski lub tuku.
Poniewaz dana cecha moze wystapi¢ w dowolnym
obszarze obrazka i w kazdym obszarze chcieliby$émy ja
wykrywaé w taki sam sposéb, wiec filtr o takiej samej
strukturze polaczen i z takimi samymi wagami powinien
wystepowaé dla kazdego mozliwego obszaru. Jesli
mielibysSmy obrazek o wymiarach m x n, a chcieliby$my
skonstruowaé filtr obejmujacy obszar o rozmiarze k x [
(dla k <m il < n), to potrzebowalibyémy co najmniej
(m—k+1)x (n—1+1) neuronéw filtrujacych dana
ceche (czasami rozszerza sie obrazek o piksele zerowe na
brzegach, np. aby zachowa¢ taka sama liczbe neuronéw
z warstwy wejsciowej i neuronéw filtrujacych). Neurony
w danym filtrze wspétdziela odpowiadajace sobie wagi



(chcemy w koricu, aby kazdy neuron z filtra dzialal

tak samo), co ulatwia znacznie proces trenowania

sieci. Filtréw wykrywajacych pewne niskopoziomowe
cechy obrazka moze by¢ duzo, wszystkie one tworza
tzw. warstwe konwolucyjng. Neurony z warstwy
konwolucyjnej potaczone sa nastepnie z neuronami

z funkcja aktywacji ReLU (warstwa ReLU), ktére
ulatwiaja trenowanie sieci, a neurony z warstwy ReLU
potaczone sa z neuronami z warstwy pooling, ktére
pomagaja wydoby¢ najwazniejsze cechy z wczeéniejszych
warstw (np. poprzez wyliczanie maksymalnej lub $redniej
wartosci z grupy sasiednich neuronéw z wczesniejszej
warstwy). Warstwy konwolucyjna, ReLU i pooling
moga stuzy¢ do wykrycia ztozonych wzorcow, a do
wsparcia ostatecznej klasyfikacji obiektu stosuje

sie tzw. warstwe gestq (ang. dense layer lub fully
connected layer), w ktérej wszystkie neurony z warstwy
wezedniejszej sa poltaczone ze wszystkimi neuronami

ﬁ Zadania

z warstwy kolejnej. Warstwy te (oraz ewentualnie inne,
przystosowane do konkretnego zagadnienia) moga
wystepowaé w sieci wielokrotnie, na réznych poziomach,
z réznymi konfiguracjami. Zaprojektowanie dobrej sieci
neuronowe]j jest kluczowym czynnikiem decydujacym

o jej skutecznosci i szybkosci trenowania i dziatania.

Obecnie nastepuje stopniowe przejscie informatyki

z etapu, w ktérym komputery sa programowane

przez cztowieka, do etapu, w ktérym maszyny

sa przez czlowieka uczone. Wszystko wskazuje

na to, ze jesteSmy na poczatku wielkiej rewolucji
zwiazanej z pojawieniem si¢ na skale masowa
sztucznej inteligencji, rozwiazywaniem przez nia coraz
bardziej skomplikowanych probleméw lepiej niz ludzie
i w zwiazku z tym — ze wspomaganiem lub stopniowym
wyreczaniem ludzi w wielu wykonywanych przez nich
pracach.

Redaguje Lukasz BOZYK

M 1552. Wykazaé, ze istnieje nieskoriczenie wiele par liczb catkowitych

dodatnich (a, b), dla ktérych liczba

a? b2
49 +47 +1

jest kwadratem liczby catkowitej.

Rozwiagzanie na str. 2

M 1553. W pewnym kraju jest skonczona liczba miast. Miedzy niektérymi
parami miast istnieja jednokierunkowe potaczenia autobusowe. Sie¢
komunikacyjna ma te wlasnosé, ze nie mozna zaplanowaé¢ podrozy zlozonej

z co najmniej jednego kursu, ktora zaczyna sie i konczy w tym samym mieScie.
Udowodnié, ze istnieje miasto, z ktérego nie mozna wyjechaé¢ autobusem oraz
miasto, do ktérego nie mozna dojechac.

Rozwiagzanie na str. 11

M 1554. W pewnym kraju jest 2n miast. Migdzy niektérymi parami miast
istnieja dwukierunkowe potaczenia lotnicze, ktérych w sumie jest k. Ceny
biletéw na réznych odcinkach sa rézne, ale na kazdym odcinku cena jest taka
sama niezaleznie od kierunku lotu. Wyznaczy¢ najmniejsza stala ¢ (niezalezna
od n i k) o tej wlasnoéci, ze zawsze mozna tak zaplanowaé podréz zlozona z co

Rozwiazanie na str. 2

w metalu.

a dielektryk-gaz vqg.

Rozwiazanie na str. 6
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Rozwigzanie na str. 10

najmniej c - % przelotow, aby kazdy kolejny lot byt drozszy od poprzedniego.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 943. T.D. Stewart i R.C. Tolman wyznaczyli stosunek tadunku elektronu, e,
do jego masy m metoda, w ktérej metaliczne prébki poddawali przyspieszeniom.
Wyjaénij, jak to bylo mozliwe. Przyjmij model swobodnych elektronéw

F 944. Na poziomej, plaskiej elektrodzie metalowej potozono jednorodna
plaska warstwe dielektryka (izolatora) o grubosci d i przenikalnosci
dielektrycznej e. Na warstwie dielektryka umieszczono krople przewodzacej
cieczy (elektrolitu) niezwilzajacej dielektryka. Jak zmieni sie kat zwilzania 6,
gdy do kropli przylozymy napiecie U wzgledem metalowej elektrody? Napiecia
powierzchniowe wynosza: ciecz-dielektryk v.q, ciecz-gaz otaczajacy uklad g,

Wskazowka: Napigcie powierzchniowe to energia potrzebna do utworzenia
powierzchni rozdziatu faz przypadajace na jednostke pola powierzchni. Jest ono
rowniez réwne sile dzialajacej prostopadle do brzegu takiej powierzchni rozdziatu
na jednostke jego dtugoéci. Kat zwilzania to kat miedzy powierzchniami
ciecz-dielektryk i ciecz-gaz.
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Stany skupienia materii.

Topologia w fizyce
Maciej LIS*, Jakub TWORZYDLO*

W 2016 roku Nagroda Nobla z Fizyki zostala przyznana za teoretyczne
odkrycia topologicznych przejsé fazowych i topologicznych faz materii. Z kilku
przyczyn nagroda ta byta do$¢ nietypowa. Komitet Noblowski zdecydowatl

o wyrdznieniu nie pojedynczego, przelomowego odkrycia, ale raczej nagrodzit
wprowadzenie do fizyki nowych idei, ktore ukierunkowaty i uksztattowaty

nasz sposob myslenia o fazach materii. Ponadto, co tez nietypowe, nagrodzeni
badacze to wylacznie teoretycy, mimo ze ich pomysty znalazty pézniejsze
potwierdzenie eksperymentalne. Komisja zdecydowala tez o nieréwnym podziale
nagrody: jej potowe otrzymal David J. Thouless, a druga polowa podzielili sie
F. Duncan M. Haldane oraz J. Michael Kosterlitz.

Ciekawostki o laureatach. Wszyscy laureaci sa z pochodzenia Brytyjczykami
i rozpoczynali swa kariere naukowa na Wyspach. Najwazniejsza inspiracja do
badan byto dla nich rozwiazywanie teoretycznych zagadek i tamigtéwek, bez
szczegblnego zwracania uwagi na praktyczne zastosowania. Jak podsumowal
Duncan Haldane w jednym z pierwszych wywiadow, ,zazwyczaj ciezko jest
powiedzie¢, czy co$ bedzie uzyteczne, czy tez nie, ale mozna tatwo poznaé, ze
co$ jest intrygujace”.

Powodowani ciekawoscia podejmowali coraz trudniejsze wyzwania naukowe,
czesto takie, o ktérych nikt inny nie odwazyl sie nawet pomysle¢. Co ciekawe,
jeden z noblistéw ma tez znaczace dokonania we wspinaczce alpejskiej. Na
forach brytyjskich wspinaczy mozna odnalezé pelne zdziwienia wykrzykniki:
,styszeliscie, ze ten Mike od Szczeliny Kosterlitza, co sie z nim wspinatem

w latach 70., dostal w tym roku Nobla?”.

Niestety, wlasnie w latach 70. kryzys ekonomiczny powaznie dotknat Wielka
Brytanie 1 wszyscy trzej noblisci opuscili swdj kraj pochodzenia, emigrujac do
USA. Tam tez, po kilku latach, znalezli stale posady i tam tez dokonali swoich
najwiekszych odkry¢. Do dzi§ bardzo aktywnym badaczem jest najmlodszy

z calej trojki, Duncan, ktéry z oddaniem poswieca sie¢ wyktadom dla studentéw
(stawil sie na swoim wykladzie w Princeton w dniu przyznania nagrody), mozna
takze odnalez¢ w internecie inspirujace prezentacje dotyczace jego najnowszych
odkry¢.

Fazy materii i porzadek. Kluczowym pojeciem, ktérego zrozumienie pozwoli
nam zapozna¢ sie z odkryciami laureatow, jest pojecie fazy materii. Na co dzien
spotykamy materie w stanie gazowym, cieklym badz stalym; kazdy z nich

jest inny i przejscie z jednej fazy do drugiej jest dla nas tatwo zauwazalne.

W ramach zartobliwego eksperymentu myslowego mozemy wyobrazi¢ sobie
mocno rozgrzang patelnie, na ktéra wrzucimy kostki lodu. Faktycznie, wszystkie
trzy znane nam stany skupienia wody wystapia jednoczesnie.

Wiasnoscia, ktora wyrdéznia stany materii, czy tez w ogdlniejszym ujeciu

fazy materii, jest wystepowanie (lub nie) odpowiedniego uporzadkowania.
Przyktadowo, czasteczki wody w lodzie sa utozone w regularna sieé¢ krystaliczna,
a w gazie pary wodnej poruszaja sie zupelnie chaotycznie. Centralnym
zagadnieniem teorii materii faz skondensowanych, w ramach ktérej pracowali
noblisci, jest klasyfikacja i opis mogacych sie pojawi¢ faz. Przejscia miedzy
fazami (takie, jak np. zamarzanie wody) nie moga odby¢ sie w inny sposéb niz
na drodze zmiany jednego porzadku na drugi, co wymaga ,rewolucji”, istotnego
przeorganizowania.

Fazy kwantowe. W | zwyczajnych” stanach skupienia atomy, z ktérych skltada
sie substancja, poruszaja sie w sposob chaotyczny. Oczywiscie, na poziomie
atomowym obowiazuja prawa fizyki kwantowej, czesto bardzo odleglte od
naszych klasycznych intuicji. Silnie chaotyczny ruch atoméw powoduje jednak,
ze subtelne prawa fizyki kwantowej ulegaja niejako zamazaniu, wtasnosci
usrednione wzgledem wielu atomoéw danej substancji podlegaja zupelnie
zwyczajnemu opisowi klasycznej mechaniki.
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Rozwigzanie zadania F 944.
Rozpatrzmy najpierw przypadek bez
przylozonego napiecia. Brzeg kropli na
powierzchni dielektryka pozostaje
w spoczynku, gdy sity dzialajace na
jednostke jego dlugosci rownowaza sie.
Niech kat zwilzania w tym przypadku
wynosi #g. Mamy wiec:

Mg €08 0o + Yea = Vg,
czyli
Ydg — Yed

Vg

Dla znalezienia zmiany kata zwilzania
musimy wiedzieé, jak przylozenie napiecia
zmieni energie rozdziatu faz
ciecz-dielektryk. Przewodzaca ciecz
i metalowa elektroda tworza kondensator

cos g =

. - es .
o pojemnoéci: C' = —, gdzie S oznacza

pole powierzchni styku kropli
z dielektrykiem. Energia kondensatora
natadowanego do napiecia U wynosi

E = ——, ale trzeba tez uwzglednié, ze

podczas tadowania, zrédlo napiecia
wykonuje prace potrzebng do pokonania
stalego napiecia U przez przenoszony
tadunek C'U. Catkowita zmiana energii
uktadu zrédlo-kondensator wynosi wigc:
—-CU?  —eSU?

2 2d
Energia ta zmieni warto$é¢ energii
rozdziatu faz ciecz-dielektryk, czyli
warto$¢ napiecia powierzchniowego
naladowana ciecz-dielektryk. Kat
zwilzania 6 bedzie teraz spelniat
zaleznodé:

AE =

eU?

Vg €08 0 + Yea = Yag + o0

)

a wiec
2

cosf = cos b .
S s 0o + 2d1,

Prawdziwym wyzwaniem jest badanie kwantowych faz materii, ktérych
wlasnoéci sg dalekie od naszych codziennych wyobrazen. W celu wzmocnienia
roli zjawisk kwantowych musimy ograniczy¢ chaotyczny ruch sktadowych,

co osiagamy przez schltadzanie substancji do bardzo niskich temperatur,
mozliwie najblizszych temperaturze zera bezwzglednego. Druga mozliwoscia
jest ograniczenie wymiarowoéci badanego ukladu, w tym celu uzyskujemy
bardzo cienkie warstwy powierzchniowe, miedzypowierzchnie, czy wprost
dwuwymiarowe materialy, takie jak np. grafen. Odkrywamy nowe, niezwykle
stany materii, ktorych klasyfikacja umyka naszym intuicjom uksztaltowanym
w Swiecie klasycznym. Szczegbélnym wyzwaniem jest zrozumienie tzw. zjawisk
kolektywnych, w ktorych wiele atoméw ujawnia wspdélne, czesto nieoczekiwane,
zbiorowe wlasnosci.

Nadprzewodnictwo i nadcieklosé. Najbardziej spektakularnymi
kwantowymi fazami materii sa stan nadcieklty i nadprzewodzacy. W pewnych
metalach, ochtodzonych ponizej charakterystycznej temperatury bliskiej zera
bezwzglednego, opornoéé¢ spada do zera. Obserwujemy, ze raz wzbudzony prad
plynie w nadprzewodzacym pierScieniu praktycznie w nieskoniczonosé (czyli
tyle, na ile wystarczy cierpliwo$ci wykonujacym doswiadczenie). Podobnie

w nadcieklym helu brak lepkosci i jakichkolwiek oporéow ruchu powoduje, ze
ciecz umieszczona w naczynku podnosi sie po $ciankach i powoli cata wyplywa.
Tak niezwykle zjawiska sa mozliwe dzigki powstawaniu wspdélnej funkeji
falowej opisujacej jednoczesnie wiele atoméw helu (nadcieklo$é) czy elektronéw
w metalu (nadprzewodnictwo).

Przejscie KT. Na podstawie wiedzy zgromadzonej w latach 60. XX wieku
fizycy byli przekonani, ze w dwéch wymiarach (czyli w ukladach, ktére tworza
cienkie warstwy lub tez w warstwach powierzchniowych) nie moze istnie¢
zaden wyrézniony porzadek, a wiec nie bedzie mozna znalezé faz ani przejsé
pomiedzy nimi — materia bedzie zachowywala sie caly czas rownie nieciekawie.
Tymczasem Michael Kosterlitz i David Thouless (w skrécie: KT) wykazali, ze
taki porzadek istnieje oraz wskazali mechanizm przejScia pomiedzy dwiema
fazami: uporzadkowana i nieuporzadkowana.

Uklad bedacy w fazie nadcieklej (lub nadprzewodzacej) mozna przedstawié za
pomoca modelu pola strzatek, ktére wskazuja kierunek w plaszczyznie. Mowimy,
ze jest to model efektywny, ujmujacy tylko najistotniejsze cechy ukladu (czyli np.
takie, ktére decyduja o wlasnosciach termicznych). Wspélnie ulozone strzalki,
wskazujace jeden kierunek, odpowiadajg fazie nadcieklej (lub nadprzewodzacej).

Okazuje sie, ze wazna role w takim ukladzie pelnia
wiry istniejace w dwuwymiarowym $wiecie. W niskich
temperaturach wiry wystepuja zawsze w parach

i poruszaja sie wspélnie. Przy pewnej, podwyzszonej
temperaturze korzystniejsze staje si¢ jednak rozdzielenie
wirdéw, ktore zaczynaja poruszaé sie niezalezenie. Liczba
wiréw rosnie z temperatura i oczywiste jest, ze faza

z duza liczba niezaleznych wiréw bedzie wygladaé

w sposéb nieuporzadkowany. Teoria wyprowadzona przez
KT opisuje iloéciowo zjawisko pojawiania sie

>

i 2>

i pojedyncze wiry

nizsza temperatura <— topologiczne przejscie fazowe — wyzsza temperatura
Topologiczne przejécie fazowe w warstwie zimnej materii. Ponizej

temperatury przejscia fazowego, wiry wystepuja w parach, a powyzej
pojedyncze wiry poruszajg si¢ swobodnie.
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samotnych wiréw, ktore prowadzi do przeorganizowania
calego ukladu. Zadziwiajace jest, ze teoria ta przewiduje
bardzo proste, uniwersalne prawo: K/(kpT.) = 2/,
gdzie K, jest tzw. sztywnoscia kondensatu (czyli
zmiana energii zwiazana z malym skreceniem wspolnego
kierunku strzalek), kp to stala Boltzmanna, natomiast
T. jest temperatura, w ktérej nastepuje przejscie

KT. Prawo to zostalo sprawdzone dla wielu uktadow
doswiadczalnych: warstw nadcieklego helu, granularnych
nadprzewodnikow, ale tez warstw cieklych krysztaléw
oraz magnetykow.

Wir jako obiekt topologiczny. Najwazniejszym
obiektem, ktéry pojawia sie w matematycznym
sformutowaniu teorii KT, jest wir dwuwymiarowych
strzalek. Wyobrazmy sobie, ze okrazamy srodek wiru
wzdtuz pewnej zamknietej krzywej i w trakcie naszej
podrézy notujemy kierunek pola strzalek. Latwo
spostrzec, ze strzalka obroci si¢ o pelny kat. Gdybys$my
jednak zmienili plan naszej podrézy, i nie okrazyli
$rodka wiru — wtedy strzatka nie wykona pelnego obrotu.
Wielko$é, ktora mierzy ,ile razy” obrécila sie strzatka,



nosi nazwe indeksu nawinie¢. Obiekty matematyczne,
ktére mozna charakteryzowaé¢ wielkosciami podobnymi
do indeksu nawinieé, to jeden z przedmiotéw badan
topologii. Nasz dwuwymiarowy wir jest tu najprostszym
przykladem, wsréd fizykéw nosi on nazwe defektu
topologicznego. Co ciekawe, kolejne uogélnienie

indeksu nawinieé¢, tym razem na pole tréojwymiarowych
strzalek zaczepionych na sferze, tez zostalo zastosowane
w badaniach noblistéw z 2016 roku.

Oczywiscie, okazuje sie, ze odkrycie Kosterliza

i Thoulessa byto niejako pierwszym, malym krokiem
w dlugiej przygodzie fizykéw materii skondensowanej
z indeksami topologicznymi i dziwnymi, kwantowymi

fazami. David Thouless otrzymat swoja ,,druga
¢éwiartke” nagrody za sklasyfikowanie faz kwantowego
efektu Halla. Z kolei Duncan Haldane opisal fazy
magnetyczne tancuchéw atomowych — rozszerzajac
podejscie KT, i tez uzyskujac wyniki idace pod prad
wspdlezesnych mu przewidywan teoretycznych (jednak
pomyslnie zweryfikowane w eksperymentach kilka lat
p6zniej). Wéréd badaczy coraz czedciej méwi sie dzis

o topologicznych izolatorach i topologicznych metalach
— jako o kontynuacji badan Thoulessa, Haldane’a

i Kosterlitza. Kto wie, moze pod tymi enigmatycznymi
nazwami jeszcze innych faz kryje sie¢ material na kolejna
opowie$é? -l

C”
O
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Okregi Boromeuszy, czyli matematyk rozplatuje supelki

*Szkota Matematyki 242, Jelenia Géra

Jacek GLADYSZ*

Widoczny obok splot trzech rurek to logo wloskiego rodu Boromeuszy.

Splot ten ma interesujaca wlasnosé: rozciecie i usunigcie dowolnej z tych
rurek sprawia, ze pozostate dwie nie sa ze soba w zaden sposdb polaczone.
W tym miejscu pojawia si¢ naturalne pytanie — czy da sie skonstruowacé splot
o podobnej wlasnosci dla wiecej niz trzech rurek? Okazuje sie, ze jest to
mozliwe — konstrukcja taka (podana przez Martina Gardnera) przedstawiona

Wezly moga wygladaé¢ np. tak,

& @

a sploty np. tak.

D X

z nich uzyskaé drugi.

jest na rysunku dla os$miu rurek. Oczywiscie, w podobny sposéb mozna polaczyé
takze wigksza liczbe okregéw — dziewieé, dziesieé, jedenadcie. . . Domyslamy

sie, ze podazajac w przeciwnym kierunku, rowniez uzyskamy pozadany
rezultat: metoda podana przez Gardnera mozna polaczy¢ ze soba siedem,

sze$¢, ale rowniez pigé, cztery albo trzy okregi. I w tym miejscu docieramy do
kluczowego dla nas pytania — czy splot wykonany w ten sposéb z trzech rurek
jest réwnowazny oryginalnemu splotowi Boromeuszy? Innymi stowy — czy jest
mozliwe przeksztalcenie jednego z tych splotéw w skoniczonej liczbie ciagltych
ruchéw w drugi splot?

Sprecyzujmy ten problem (a zatem przeniesmy do matematyki). Nie bedziemy
mowili o rurkach, tylko o weztach: wezel to krzywa zamkniegta, przyktadem
jest okrag (dwa inne przyklady widoczne sa obok). Kilka wezléw tworzy splot.
Zarowno wezly, jak i sploty rozpatrujemy w przestrzeni tréjwymiarowej. Dwa
wezly (czy sploty) sa réwnowazne, jesli przez przemieszcezanie i deformowanie
(wyginanie, rozciagganie, ale bez rozrywania czy sklejania) mozna z jednego

Uwazny Czytelnik spostrzeze, ze to, co widzi obok, to nie sg ani wezly, ani
sploty — rysunek jest plaski. Taki rysunek to diagram wezla (czy splotu).

Wyraznie zaznaczone sa na nim mosty (gdy tuk rysowanej przestrzennej krzywej
biegnie nad innym lukiem) i tunele (gdy biegnie pod) — latwo zauwazyé, ze
liczba mostéw i tuneli jest na diagramie taka sama.
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Nasz problem to zbadanie, czy widoczne obok diagramy splotéw
przedstawiaja sploty rownowazne, czy jeden z nich mozna w sposéb
ciagly przeksztalci¢ na drugi. Pytanie takie zostalo zadane w Delcie
3/2017, a przedtem i potem powtarza je Matematyczny Cyrk Delty
na swoich przedstawieniach.

Odpowiedz jest negatywna — te sploty nie sa réwnowazne. Do
wykazania, ze tak jest, potrzebne nam beda dwa narzedzia: ruchy
podstawowe Reidemeistera i tréjkolorowalnosé wezta (splotu).



C\ ]

Tréjkolorowalnosé, o ktérej tu mowa, nie
ma nic wspdlnego z tréjkolorowalnoscia
grafu (ktéra, jak wiadomo, jest
problemem NP-zupelnym).

Wiecej na temat tréjkolorowalnosci
mozna znalezé w ksigzce Iana Stewarta
Stad do nieskoniczonosci — Przewodnik
po dzisiejszej matematyce.

Ruchy podstawowe

Zacznijmy od oczywistej uwagi, ze réwnowazne wezly czy sploty moga mieé
rozne diagramy, np. obok widzimy diagram wezta réwnowaznego okregowi.
Nawet ten sam wezel moze mieé¢ rézne diagramy, bo to jakby jego rzut na
dowolnie obrang plaszczyzne.

Niemiecki matematyk, Kurt Reidemeister, w 1927 roku wskazat tzw. ruchy
podstawowe i udowodnil, ze wszystkie mozliwe zmiany diagramu sprowadzaja sie
do tych trzech gatunkéw ruchéw:

L] [ ]
/k) — D _’() — ) C /:\ — D :
1. skrecenie/rozkrecenie 2. wsuniecie/wysuniecie 3. przesuniecie

Kazde ciagle przeksztalcenie wezla (jak pdézniej wykazano — réwniez splotu) da
si¢ przedstawié¢ na jego diagramie jako ciag ruchéw podstawowych. Badane przez
nas sploty sa réwnowazne, jesli mozna wskazaé przeksztalcenie jednego z nich
w drugi za pomoca wymienionych ruchéw podstawowych.

Tréjkolorowalnos$é diagramu

Jak latwo zauwazyé, diagram to kilka (kilkanascie, kilkadziesiat) linii ciaglych,
spotykajacych sie w skrzyzowaniach (czyli mostach/tunelach). W kazdym
skrzyzowaniu spotykaja sie w diagramie zawsze trzy linie. Pokolorujmy
skladajace sie na diagram linie kilkoma kolorami (kolory musza by¢ co najmniej
dwa — diagramy jednokolorowe odrzucamy). Jesli w kazdym skrzyzowaniu
spotykaja sie wszystkie linie w jednym kolorze albo w trzech kolorach, to
diagram nazywamy tréjkolorowalnym.

Okazuje sie, ze

jesli jeden z diagramow wezla (czy splotu) jest tréjkolorowalny, to
trdjkolorowalny jest kazdy diagram réwnowaznego z nim wezla (czy splotu).

Jesli zatem diagram jakiego$ splotu jest trojkolorowalny, a innego nie, to sploty
te nie sa réwnowazne. Innymi stowy — tréjkolorowalno$é (opisana jak wyzej)
jest niezmiennikiem topologicznym ruchéw podstawowych. Ale uwaga! — podane
tu kryterium jest wytacznie negatywne: jesli diagramy dwoch splotow sg oba
trojkolorowalne, to nie wynika z tego, ze sploty sa rownowazne; podobnie, gdy
oba nie sa tréjkolorowalne.

W mysl powyzszych uwag wystarczy dowiesé, ze ruchy Reidemeistera nie psuja
tréjkolorowalnosci. Bedziemy wiec rozpatrywali wszystkie mozliwe sytuacje,

w ktorych mozna zastosowac te ruchy, pamietajac, ze po ich wykonaniu konce
rozpatrywanego fragmentu musza pozosta¢ w tym samym kolorze, w jakim byty
przed.

Jedli diagram jest pokolorowany zgodnie z wymaganiami tréjkolorowalnosci,
to sytuacja, w ktérej mozemy zastosowac ruch 1, ma miejsce tylko, gdy ten
fragment jest pokolorowany jednym kolorem (co widaé na marginesie).

Sytuacja, gdy mozemy zastosowaé ruch 2, dopuszcza ponizsze dwie mozliwosci.
Q —DC Q—2C
Czytelnik skrupulatny sprawdzi, ze sytuacja, w ktorej mozna zastosowaé ruch 3,

dopuszcza pie¢ pokolorowan.
1 1

D N

DD G D

Jak wida¢, w kazdej z sytuacji tréjkolorowosé jest przez ruchy podstawowe
zachowywana.
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I to pozwala na wykazanie, ze splot trzech okregéw wedle recepty Gardnera jest
rozny od oryginalnego splotu Boromeuszy — pierwszy z nich jest trojkolorowalny
(jak widaé na marginesie), a drugi nie, co wykazemy. Sprébujemy bowiem
pokolorowaé go zgodnie z zasadami tréjkolorowalnosci.

Zacznijmy od skrzyzowania 1, kolorujac je trzema kolorami. Wéwczas na
skrzyzowaniu 2 powinni$my uzy¢ koloru czarnego, poniewaz spotykaja sie tam
juz pozostate. Ten wybo6r implikowalby pokolorowanie ostatnich dwéch czesci

PRI PR

-~
A}

*

.

]

5 2.-a13

’

Ve ]
( A .
dy"m=16

1
niepomalowanego okregu réwniez na czarno, bowiem na skrzyzowaniach 3 i 4 juz
dwie linie bedg czarne (wiec i trzecia taka by¢ musi). Ale wtedy skrzyzowania
numer 5 i 6 nie spetnialtyby ustalonych regut kolorowania.

~
-~

A}

2.3

Z kolei przyjecie dla skrzyzowania 1 strategii kolorowania jednym kolorem
prowadzi do wniosku, ze na skrzyzowaniu 2 réwniez powinnismy uzy¢ tego
koloru. Ale wéwcezas dla pozostalych niepomalowanych czesci okregu nalezaloby
wybraé ten sam kolor, a przeciez diagramy jednobarwne wykluczamy.

Stad wniosek, ze splot okregéw Boromeuszy nie jest trojkolorowalny. A zatem
nie moze by¢ w skoriczonej liczbie ruchéw podstawowych przeksztatcony na splot
gardnerowski — quod erat demonstrandum.

Na sam koniec warto, by¢ moze, oddaé sie nastepujacej  poprzestaé, calosé prac okazataby sie jalowa — formalizm

refleksji. Na ile w zajmowaniu si¢ matematyka istotna na pewnym etapie byt konieczny, by doprowadzié¢
jest intuicja, a na ile formalizm? W przypadku rozumowanie do korica i dojs¢ do rozwigzania.

rozwiazania omawianego problemu wazne bylo jedno

i drugie. Tytulowych ,supetkéw” nie datoby sie
rozplata¢ bez wyrobienia w sobie przekonania na temat
tego, czy omawiane sploty sa rownowazne czy tez nie —
pierwszym etapem znalezienia odpowiedzi byla zatem
czysta zabawa wyobraZznia. Gdyby na tym jednak

*doktorant, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet
Warszawski

Oczywiscie formalizm, z ktérego tu korzystalidémy, byt
minimalny. Latwo si¢ jednak domyéli¢, ze w przypadku
problemow o wiekszym stopniu zlozonosci wykorzystuje
sie bardziej zaawansowany aparat teoretyczny.
Parafrazujac zatem powszechnie znana fraze, mozna

by rzec — wyobraznia jest rownie wazna jak wiedza.

Gra w sumo
Michat MISKIEWICZ*

Czy Czytelnik zna gre w przeciaganie liny? Dwie druzyny ciagna dwa konce
liny w przeciwne strony, a wygrywa ta, ktorej uda sie¢ przeciagnaé¢ line na swoja
strone. Scislej, gra koriczy sie w momencie wyjscia Srodka liny (zazwyczaj
oznaczonego wstazka) z umdwionego pola gry. Matematycy przypisuja te sama
nazwe podobnej grze rozgrywajacej sie w dwéch (i wiecej) wymiarach, w ktorej
to Srodek liny moze poruszaé sie w wielu kierunkach, a nie tylko lewo-prawo.
Trudno sobie jednak takie przeciaganie wyobrazié¢, dlatego przyjatem termin gra
w Sumo.

Plansza do gry w sumo (dalej oznaczana przez Q) sklada si¢ z pewnej liczby pél
na szachownicy. Kazde pole szachownicy P ma czterech sasiadéw, oznaczanych
tutaj P, P>, P3, P;. Pole nazwiemy wewnetrznym, jesli lezy na planszy razem ze
swoimi sasiadami, w przeciwnym przypadku nazwiemy je brzegowym. Zbiér pol
wewnetrznych oznaczymy przez €2, a brzegowych przez 9.

Dwoje zawodnikow, Jas i Malgosia, zaczyna gre na pewnym polu P lezacym na
planszy. Jesli pole P jest brzegowe, gra si¢ konczy. W przeciwnym przypadku
rzut symetryczna moneta decyduje, ktéry z zawodnikéw uzyskuje w tej turze
przewage nad przeciwnikiem, dzigki czemu przepycha go na wybrane przez
siebie sasiednie pole (i z rozpedu sam tez tam laduje). Gra toczy sie w turach do
momentu, gdy gracze wyladuja na polu brzegowym.
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Rys. 1. Przyktadowa plansza i funkcja
rozstrzygniecia. Jak widaé, Malgosia
postanowita da¢ Jasiowi fory.

Na marginesie pozostawiam pytania,
ktére Czytelnika moga stusznie
zaniepokoié: czy racjonalna strategia

w ogolle istnieje? co zrobié, jesli gra toczy
sie¢ w nieskoriczono$¢é bez rozstrzygniecia?
OdpowiedZ na te i inne watpliwosci
mozna znalez¢ w skrypcie Julio Rossiego
Tug-of-war games. Games that PDE
people like to play, dostepnym na jego
stronie.

-]

Rozwigzanie zadania F 943.
Jesli przewodnik poddamy jednostajnemu
przyspieszeniu a, to elektrony
przewodnictwa (przyjmujemy, ze
wewnatrz metalu zachowuja sie jak
czastki swobodne) doznajg wzgledem sieci
krystalicznej metalu przyspieszenia —a,
co odpowiada ruchowi w polu
elektrycznym E:

—ma = —eFE.

Pole E = am/e wywoluje przeplyw pradu
o gestosci j = cam/e, gdzie o oznacza
przewodnictwo wlasciwe metalu. Wartosé
tego pradu mozna zmierzy¢ i
(zmierzywszy réwniez przyspieszenie
i przewodnictwo wlasciwe) wyznaczy¢
zadany stosunek:

e oa

m J
Opis doswiadczen i wynikéw pomiaréw
mozna znalezé w Physical Review 8, 97

(1916).

Czytelnik moze rozumieé h(P) jako
maksymalng warto$é v(P) dla wszystkich
v € V. Ze wzgledéw technicznych
korzystamy tu z pojecia supremum, bo
maksimum mogtoby nie istnie¢.

Kto wygrywa? Podobnie jak w grze w przeciaganie liny, musimy si¢ na cos
uméwié. Dojscie do pewnych pél brzegowych bedzie oznaczaé¢ wygrang Jasia,
a do innych — Malgosi. Przyjeta umowe mozemy opisaé za pomoca jednej funkcji
g: 0 — R, okreslonej wzorem
1 jesli dojscie do P daje wygrana Malgosi,

g(P) = U

0 jesli Jasiowi.

Przebieg gry jest wicc zdeterminowany przez plansze Q, funkcje
rozstrzygniecia g, decyzje zawodnikéw, losowe wyniki rzutéw moneta oraz wybér
pola startowego.

W dalszej czedci artykutu przyjmiemy, ze Jas i Matgosia maja ustalone
racjonalne strategie, czyli przy kazdym przepchnieciu przeciwnika wybieraja
sasiednie pole w taki sposéb, by zmaksymalizowa¢ prawdopodobienistwo swojej
wygranej. Jesli dodatkowo ustalimy pole startowe P, to gra jest juz czysto
losowa i mozemy okresli¢ warunkowe prawdopodobienstwo wygranej Malgosi:
h(P) := P (wygra Malgosia | gra startuje z P).
W ten sposéb otrzymali$my pewna funkcje h: Q — R. Gdy P jest polem
brzegowym, gra konczy si¢ juz na starcie, a jej rozstrzygniecie jest opisane
funkcja g, a zatem h(P) = g(P). Rozgrywka robi si¢ ciekawsza, jedli P jest polem
wewnetrznym. Z prawdopodobienstwem % chwilowa przewage uzyska Malgosia
i przepchnie Jasia na takie sasiednie pole P; (gdzie i = 1,2,3,4), dla ktérego
prawdopodobieistwo przyszlej wygranej h(F;) jest mozliwie najwicksze. Jesli
z kolei los padnie na Jasia, wybierze on takiego sasiada P;, dla ktérego h(P;)
jest najmniejsze. Ze wzoru na prawdopodobienstwo catkowite otrzymujemy wiec

h(P) =P (wygra M | start z P) =
=P (wygra M | start z P;) P (ruch M) + P (wygra M | start z P;) P (ruch J) =
= 5 (s MR+ i ()

Dla dowolnej funkeji h réznice obu stron powyzszej réwnosci oznaczymy przez

AR(P) = %( min 4h(Pj)) — h(P).

P,
max AP + j=1,2,3,

i=1,2,3,4
Wyrazenie to jest nazywane dyskretnym operatorem oco-Laplace’a (chociaz
Pierre-Simon de Laplace (1749-1827) nigdy takiego nie rozwazal).
Dotychczasowe rozwazania mozemy podsumowaé nastepujaco — funkcja h: Q — R
jest rozwiazaniem zagadnienia

*) Ah(P)=0 dlaPeQ,

h(P)=g(P) dla P € 9.
Do znalezienia rozwiazania wykorzystamy metode noszaca imi¢ Oskara Perrona
(1880-1975); noszaca bardzo stusznie, gdyz to jemu ja zawdzigczamy. Opiera sie
ona na wlasnosciach funkcji v spelniajacych nieréwnosé Av > 0 zamiast réwnosci.
Sa to tak zwane podrozwigzania, ktérych rodzing oznaczymy przez

V={v:Q—=R:Av(P)>0dlaPeQ, v(P)=g(P)dladQ}.

Rodzina V' jest niepusta — nalezy do niej, na przyklad, funkcja v zerujaca sie
na 2 i réwna funkcji g na 02. Ponadto wszystkie funkcje v € V' sa ograniczone
z géry przez 1, co wynika z nastepujacego faktu:

Zadanie 1 (zasada maksimum). Jesli Av(P) >0 dla P € Q oraz v(P) < M
dla P € 09, to réwniez v(P) < M dla P € Q.

Wskazowka. Jesli v(P) przyjmuje najwicksza warto$¢ dla pewnego pola P € Q, to
przyjmuje te sama warto$¢ rowniez dla wszystkich pdl sasiednich.

Jestedmy teraz gotowi zdefiniowaé rozwigzanie.

Twierdzenie (o istnieniu). Funkcja h: Q — R okreélona wzorem

h(P) = sup v(P)
veV

jest rozwiazaniem zagadnienia ().

10



Rozwigzanie zadania M 1553.

Kazdg podréz ztozong z co najmniej
jednego kursu autobusem nazwiemy trasgq;
skoro zadna trasa nie odwiedza tego
samego miasta wiecej niz raz, to
wszystkich tras jest skonczenie wiele.
Wobec tego mozemy wybraé¢ (co najmniej
jedna) trase ¢ zlozong z maksymalnej
mozliwej liczby kurséw.

Miasto na koncu trasy ¢t ma te wlasnosé,
ze nie kursuje zen zaden autobus —

w przeciwnym przypadku mozna by
przedluzyé trase o ten kurs, otrzymujac
albo trase dluzsza (co przeczy

wyborowi t), albo trase odwiedzajaca dwa
razy to samo miasto (co przeczy
zalozeniom zadania). Podobnie poczatek
trasy t to miasto, do ktérego nie mozna
dojecha¢ autobusem.

0 |0,50(0,66(0,49/|0,33| O

o |0,16(0,33[0,49[0,37]0,24/0,12| 0

0 |0,11[0,22[0,33|0,24/0,16/0,11[0,05| 0

o |0,11[0,16[0,12|0,08|0,05| 0

Rys. 2. Przyblizone rozwigzanie dla
planszy i funkcji rozstrzygniecia
z rysunku 1.

Dotychczasowe uwagi na temat rodziny V' pozwalaja stwierdzié, ze powyzszy
wzér jest poprawny, a ponadto 0 < h(P) < 1 dla wszystkich P € Q. Narzuca si¢
pytanie, czy znaleziona wtaénie funkcja h pokrywa sie z rozwazana wczesniej
funkcja opisujaca prawdopodobienstwo wygranej. Ponizsze zadanie rozwiewa te
watpliwosé.

Zadanie 2 (jednoznaczno$é). Zagadnienie (x) ma tylko jedno rozwiazanie.

Wskazowka. Rozwazy¢ dwa rozwiazania hy, hy i powtérzy¢ rozumowanie
z zadania 1 dla funkcji h; — ho, starannie dobierajac punkt o ekstremalnych
wlasnosciach.

Dowdd twierdzenia opiera si¢ na dwoéch wyjatkowych wlasnosciach rodziny V,
ktérych samodzielne sprawdzenie nie powinno sprawi¢ Czytelnikowi problemu.

Zadanie 3. Jesli funkcje vy, ..., v, naleza do V, to funkcja v okreélona jako ich
maksimum

v(P) = max (v1(P),...,v(P)) dlaPeQ

rowniez nalezy do V.

Zadanie 4. Jedli v € V oraz P € (), to funkcja 7: Q — R okreglona przez

oP) = 5 (mx
Q) =v(Q) dlaQ#P

réwniez nalezy do rodziny V. Ponadto AT(P) = 0 oraz v(Q) < 7(Q) dla Q € Q.

max v(P)+ min v(P)),

j=1,2,3,4

Dowdd twierdzenia. Réwnosé h(P) = g(P) dla P € 9Q wynika wprost z okredlenia
V' i h, pozostaje nam sprawdzi¢ réwnosé Ah = 0; ustalmy wiec pole P € Q.

Z okreslenia h wynika, ze dla kazdej liczby € > 0 istnieje funkcja vy € V
spelniajaca vg(P) > h(P) — €. Podobnie dla kazdego sasiedniego pola P;
znajdziemy funkcje v; € V, dla ktérej v;(FP;) > h(P;) — e. Ich wspdlne ograniczenie
v = max (vp, v1, V2, V3, v4) Nalezy do rodziny V' na mocy zadania 3 oraz

U(Q)>h<Q)*E dlaQE{P,Pl,PQ,Pg,P4}.

Skonstruowana w zadaniu 4 funkcja ¥ réwniez spetnia te nieréwnosci, a ponadto
dzieki v € V mamy v(Q) < h(Q) dla wszystkich @ € Q. W rezultacie

max h(Pi) -

max v(F;) i

Jmax min  h(P;) —

T ]j=1,2,3,4

4@(Pj) < E.

Poréwnanie liczb Ah(P) i AT(P) (ta druga jest zerem!) przy uzyciu nieréwnosci
tréjkata daje

|AL(P)| = |AR(P) — AB(P)| < (e +¢) +& = 2.

Powyzsza nier6wno$c¢ jest prawdziwa dla dowolnie malej liczby € > 0, a wiec
zachodzi zadana réwno$é Ah(P) = 0. O

Zaleznie od swojego filozoficznego usposobienia Czytelnik moze by¢ z tego
dowodu zadowolony lub nie. Wykazaliémy istnienie rozwiazania h, ale nie
wyznaczyliSmy funkcji h jawnym wzorem. Te wade ma zreszta wickszosé metod
stosowanych obecnie w rownaniach rézniczkowych czastkowych, do ktérych
zagadnienie (x) zalicza sie jako dyskretny odpowiednik.

Problem ten mozna czeéciowo obejsé. Funkcja h jest wigksza lub réwna kazdej
funkcji v € V', wiec stosujac na przemian konstrukcje z zadan 3 i 4, mozemy
znalez¢ coraz lepsze przyblizenia z dolu. Gdyby$Smy natomiast w definicji
rodziny V' zastosowali przeciwny znak nieréwnosci (czyli Av < 0), to funkcje h
otrzymaliby$my jako infimum tej rodziny, co pozwala znalezé przyblizenia h
rowniez z géry. W ten sposéb mozemy znalezé wartoéci h z dokladnoscia dwoch
cyfr po przecinku dla planszy z rysunku 1. Warto zwroci¢ uwage, ze dopiero
wtedy jesteSmy w stanie przeprowadzi¢ symulacje naszej rozgrywki. O dziwo,

w rzeczywistosci zawodnicy sumo radza sobie doskonale bez wykonywania takich
obliczen. . .
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Maia aelld

Gwiazda potegowa

Dawno, dawno temu zyt sobie beztrosko krol

wraz ze swoja pickna coérka. Jak to czasem w zbyt
szczesliwych krélestwach bywa, pewnego razu
czarnoksieznik przybyt na dwor, zeby porwaé
krolewne i uwiezi¢ ja w swojej upiornej wiezy.
Zgodnie z zasadami dobrego wychowania mrocznych
czarodziei, do ktérych nalezal, musiat da¢
mieszkancom krélestwa mozliwo$é ocalenia krélewny
przed swoim niecnym planem. Czarodziej wyciagnat
zza pazuchy kartke, na ktorej byty narysowane dwa
odcinki i rzucit:

— Krotszy z narysowanych odcinkéw ma diugosé 1,
diuzszy a. Zgdam odcinka dlugoscia-a-a-a-al

Krol pochylit sie nad kartka, zmarszczyt czoto i po
chwili odpart z wielka ulga:

— Przeciez to proste! Wystarczy wzigé linijke,
zmierzyé dluiszy odcinek, obliczyé wartosé a®

i odmierzy¢ odcinek o obliczonej dtugosci a®.

— Oczywiscie w zadaniu jest pewien kruczek. . .

— kruczki byty dobra czarodziejska praktyka. —
Zaczarowatem wszystkie linigjki w krolestwie tak,

ze zniknety z nich podziatki. Do dyspozycji masz
jedynie odcinki dtugo$ci 1 i a, ktorych nie sposéb
doktadnie zmierzyc, linijke bez podziatki oraz cyrkiel.
— usmiechnal sie przebiegle.

Krél czym predzej wyciagnat swoja krolewska linijke
i, 0 zgrozo, stwierdzil, ze podziatka faktycznie
znikneta. Sposepniat... W glowie pobrzmiewaty mu
przeklete stowa pewnego medrca, ze w matematyce
nie ma specjalnej drogi dla krélow.

— Krolu, masz czas do jutra, do godziny bedgcej
najmniejszq liczbg naturalng, majgcq dokladnie szesé
roznych dzielnikow! Jesli do tego czasu nie otrzymam
rozwigzania, krolewna zostanie zamknieta w mojej
wiezy na zawsze! — rzekt czarnoksieznik gtosem tak
donosnym, ze echo rozniosto po krélestwie wiesé

o zadaniu w tempie wykltadniczym.

Wielu mieszkancow krélestwa prébowato je
rozwigzac, ale suma wynikéw ich staran niezmiennie
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byta zbiorem pustym. A czas uciekal... Dopiero
nad ranem nastepnego dnia zadanie dotarto do
pewnego rycerza, bedacego z zamilowania geometra.
Rozwazal wlasnie sprawe zakupu kanapy. Chcial,
zeby bylta mozliwie jak najwieksza, ale na tyle
mata, zeby mozna byto ja przesunaé korytarzem
w ksztalcie litery L i szerokosci 1 metra. Problem
okazal sie trudniejszy, niz rycerzowi si¢ zdawato
(problem przesuniecia sofy) i stwierdzit, ze dobrze
bytoby na chwile oderwac si¢ od biezacego zajecia.
Zastanowit sie chwile nad sprawa odcinkéw
czarnoksieznika, zakrecit swoim wasem, zastanowit
sie kolejna chwile i czym predzej pognat do
krolewskiego patacu zaprezentowaé rozwiazanie.
Dotart tuz przed dwunastg i rzekl cieptym glosem
do zaptakanej krélewny:

— Wiem, jak rozwigzaé zadanie czarodzieja.

Krél, zaskoczony pewnoscig, siebie rycerza, zarzadzit.
— Dajcie mu papier. Niezwlocznie podano mu kartke
oraz uzbrojenie w postaci otéwka, cyrkla i nawet
krolewskiej linijki.

— Mamy odcinki dlugosci 1 i a. Skonstruowanie
odcinka diugosci a + 1 to nie problem, oznaczmy go
NP. Nastepnie na tym odcinku zaznaczamy takie
punkty N' oraz P', ze [NP'| = |N'P| = 1. Z pomocg
cyrkla to zupeilna blahostka.

— Teraz prowadzimy proste n i p prostopadte do
odcinka N P i zawierajgce, odpowiednio, punkty
N i P. - tutaj rycerz namachal sie nieco cyrklem.
— Na prostej n zaznaczamy punkt Ny tak, Ze
INNy| = |[NN'| = a. Jestesmy juz tak blisko!



oznaczmy Ps. Dlugosé odcinka PPy jest rowna a”.

o N/
Ple
a
— “- n
N Ny

— Przez punkty Ny ¢ P’ prowadzimy prostqg. Punkt jej przeciecia z prostq p

2

a
—_——~
Py P P
o N/
Pl
\ )
N Ny

— 7 punktu Py prowadzimy prostq, przechodzqcq przez punkt N'. Punkt
jej przeciecia z prostg n oznaczmy przez Ns. Diugosé odcinka NNs to a®.
Jeszcze raz, podobnie, przechodzimy przez punkt P, otrzymujgc punkt Py.
Potem przechodzimy przez punkt N' i otrzymujemy punkt N5. Odcinek
N N5 jest rozwigzaniem Twojego zadania, czarnoksieiniku.

Py P

P p

N/

n

Ns

Czarnoksieznik juz przy punkcie N; zrozumial swoja sromotna kleske.
Dobrze wiedzial, ze odcinek N N5 ma dtugoéé a®. Rycerz widzac pokonana
mine czarodzieja, rzekt zuchwale:

— W mig moge skonstruowac odcinek diugosci a® czy a'?. Nawet wigcej,
delikatnie modyfikujgc metode, moge otrzymad odcinki o diugosci %, %,

1
(6747) 210 -

Krélewna w lot pojeta, na czym polegata
metoda rycerza i sama, tak dla rozrywki, zaczeta
konstruowaé¢ odpowiednie odcinki.

- Clekawe. .. Rycerzu, w Twojej metodzie tamana
powstajgca z odcinkow miedzy prostymi rownoleglymi
przypomina qwiazde. Nazwijmy jo qwiazdg poltegowq!

Dobre wychowanie czarnoksieznika kazato mu
pogratulowaé rycerzowi, odczarowaé wszystkie linijki
w krélestwie i zniknaé do czasu, kiedy wszyscy

o nim zapomna. Krélewna, zobaczywszy, jak biegty
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w geometrii jest jej wybawca, zgodzita sie zostac
jego zona. Rycerz zostal krdolewiczem i dtugo

i szczesliwie zabawiat ksiezniczke geometrig, pokazat
miedzy innnymi, w jaki sposéb majac dane dwa
odcinki a i b, konstruowaé odcinek, ktérego dtugosé
jest iloczynem a i b, opowiedzial o problemie sofy.
Oczywiscie, zyli tez dtugo i szczesliwie 1 codziennie
wieczorem w blasku zamkowego kominka wspdélnie
radosnie uprawiali matematyke.

Malq Delte przygotowat Barttomiej PAWLIK



*Kolegium Miedzywydzialowych
Indywidualnych Studiéw
Matematyczno-Przyrodniczych,
Uniwersytet Warszawski

Rys. 1. Srodek Polski wyznaczony
popularng metoda.

Rys. 2. Srodki Stanéw Zjednoczonych
i Rosji wyznaczone popularng metoda.

Wyznaczamy Srodek Polski
Piotr ROZANSKI*

Wedlug niezliczonych zZrédel internetowych (w tym polskiej Wikipedii)
geometryczny srodek Polski znajduje sie w miejscowosci Piatek. Zastosowana
do uzyskania tego wyniku metoda opiera sie na wyznaczeniu figury sferycznej
zlozonej z fragmentéw potudnikéw i réwnoleznikéw przechodzacych przez
najbardziej wysunigte w czterech kierunkach swiata punkty naszego kraju,

a nastepnie wyznaczeniu przeciecia ortodrom (sa to ,linie proste” na sferze, czyli
fragmenty okregéw wielkich) laczacych przekatniowo te cztery punkty.

Warto zauwazy¢, ze cho¢ w przypadku Polski wynik (rys. 1) nie budzi
wyraznych watpliwosci (choé konia z rzedem temu, komu w wyniku
precyzyjnego zastosowania tej metody uda sie otrzymaé miejscowos$é Piatek),
to wykorzystanie tej samej metody do duzo bardziej niesymetrycznego obszaru
Stanéw Zjednoczonych wraz z Alaska da w wyniku srodek USA potlozony. ..

w Kanadzie! Wplyw odleglej Alaski okazuje sie tutaj decydujacy, pomimo ze jej
powierzchnia stanowi jedynie 18% powierzchni catego kraju. Ten sam problem,
tylko z wigkszym natezeniem, napotykamy w przypadku Rosji — dla tego kraju
wyznaczony Srodek lezy niemal na pélnocnym biegunie geograficznym (rys. 2).

Czy mozna lepiej?

Podstawowy problem z powyzsza metoda polega na zaleznosci wyniku od
wyboru uktadu wspoétrzednych. Przykladowo, gdybyémy wykreslili mape

nie wzgledem bieguna geograficznego, lecz np. magnetycznego, potozenia
poludnikéw i réwnoleznikéw zmienityby sie. Inne bylyby zatem punkty skrajne
we wszystkich kierunkach i w zupelnie innym punkcie otrzymaliby$Smy przeciecie
ortodrom, pomimo ze zastosowaliSmy jedynie inny uklad wspélrzednych.
Intuicyjnie zdajemy sobie natomiast sprawe, ze w przypadku kazdego
rzeczywistego przedmiotu wzgledne polozenie jego ,$rodka” (jakkolwiek
zdefiniowanego) nie powinno zaleze¢ od jego obrotu lub przesuniecia.
Oczekiwaliby$émy wiec tej samej prawidtowosci rowniez dla metody wyznaczania
srodka rozlegltego obszaru na kuli ziemskiej.

Analogia do rzeczywistych, tréjwymiarowych obiektow kieruje nasza uwage

na pojecie ,$rodka masy” ($rodka ciezkosci), ktére jest dobrze zdefiniowane
dla obiektéw o dowolnym ksztalcie i strukturze. W przypadku obiektéw

o stalej gesto$ci mozemy méwié o pojeciu centroidu, zdefiniowanego jako
$rednia z potozenia wszystkich punktéw wchodzacych w sktad bryty lub figury
geometrycznej. Warto zauwazy¢, ze wyznaczony w ten sposéb ,Srodek” jest
niezalezny od wyboru uktadu wspotrzednych.

Musimy, oczywiscie, przyja¢ pewne zalozenia: jako obszar Polski rozumiemy
wielokat sferyczny lub elipsoidalny o ustalonych wierzchotkach. Potozenia
tych wierzchotkéw mozemy pobra¢ ze strony internetowej Centralnego
Osrodka Dokumentacji Geodezyjnej i Kartograficznej (www.codgik.gov.pl).
Bedziemy przy tym opiera¢ nasze obliczenia o tzw. obszar administracyjny
Polski, zawierajacy, poza obszarem ladowym, réwniez polska cze$é¢ Zalewu
Szczecinskiego, ale niezawierajacy polskiej czeséci Zalewu Gdanskiego

i Wislanego.

Metoda

W przypadku figury plaskiej F o K wierzchotkach 7; = (x;,%;) 1 polu powierzchni
rownym P polozenie $rodka masy R, mozemy obliczy¢ przy uzyciu wzoru

1K
(1) R.= P Z_;(Fz + i) (@iYir1 — Tig1¥i)-
Powyzsza réwnoéé zachodzi wylacznie dla figur ptaskich, wiec aby byta dla
nas uzyteczna, musimy najpierw skorzystaé z rzutowania (odwzorowania
kartograficznego). Oznaczmy jako Fp obszar administracyjny Polski wyrazony

14



Pelny kod zZrédlowy programu znajduje
sie pod adresem
github.com/develancer/srodek

we wspolrzednych wybranego odwzorowania. Wykorzystujac wprost powyzszy
wzér do catej figury Fp, wprowadzilibySmy znaczacy blad zwiazany z wyborem
konkretnego odwzorowania oraz utracilibyémy mozliwo$¢ wykonywania
dokladnych obliczen w trzech wymiarach. Aby zminimalizowaé¢ wplyw tego
kroku, mozemy podzieli¢ figure Fp na M rozlacznych komérek” F;, takich

ze |JF; = Fp, i skorzystaé z nastepujacej tozsamosci dla $rodka masy:

1 M
2 R.=—Y R;AP;,
(2) P;

gdzie AP; jest polem powierzchni komérki F;, a R; jest trojwymiarowym
wektorem polozenia jej srodka masy.

Srodki masy R; poszczegdlnych komérek mozemy teraz obliczy¢, korzystajac
ze wzoru (1) we wspélrzednych odwzorowania, a nastepnie przeliczy¢

z powrotem do tréjwymiarowych wspolrzednych kartezjanskich. Z uwagi

na dowolno$¢ wyboru odwzorowania skorzystanie z odwzorowania
wiernopowierzchniowego (np. odwzorowania Albersa) pozwoli nam na dokladne
wyznaczenie pol powierzchni komoérek niezaleznie od ich rozmiaru i ksztattu.
Dodatkowo, jesli rozmiary komérek beda odpowiednio male (czyli przy
odpowiednio duzym M), wplyw zastosowanego odwzorowania na wyznaczone
srodki masy R; bedzie zaniedbywalny, co w prosty sposéb zweryfikujemy,
badajac, czy wyniki zmieniaja sie wraz ze zmiang np. punktu centralnego
odwzorowania.

Poniewaz badany obszar Fp jest doéé skomplikowany (jego brzeg sklada sie
z ponad 73000 wierzchotkéw), nie mozemy na nim w prosty sposéb okresli¢
siatki numerycznej. Wprowadzimy zatem obszar Gp, bedacy prostokatem
we wspolrzednych rzutowania z, y, takim, ze Fp C Gp, a wiec zawierajacym
w calosci projekcje badanej figury Fp. Tak zdefiniowany prostokatny obszar
mozemy w dowolny sposéb podzieli¢ na M = N? mniejszych, prostokatnych
komorek G;.

Dla kazdej prostokatnej komérki G; ograniczajacego obszaru G mozemy
wyznaczy¢ obszar komérki F; (ktéra niekoniecznie musi byé prostokatem)

na plaszczyznie jako F; = G; N F. Dla kazdej komorki F; musimy nastepnie
odpowiedzieé¢ na dwa pytania: (a) jakie jest polozenie $rodka masy R; danej
komérki, oraz (b) jakie jest pole powierzchni AP; danej komorki. Nastepnie na
podstawie wzoru (2) obliczamy polozenie rodka masy obszaru Fp.

Warto zauwazyé, ze jesli zaktadamy, ze pomiedzy zdefiniowanymi punktami
granica Polski biegnie po linii prostej, to chcieliby$my, aby linie proste na
elipsoidzie (geodezyjne) byly réwniez liniami prostymi w naszym wybranym
odwzorowaniu. Dla zastosowanego tu odwzorowania wiernopowierzchniowego
nie jest to, $cisle méwiac, spetnione, lecz z uwagi na to, ze dane CODGiK
zdefiniowane sa na bardzo drobnej siatce (Srednia odleglo$é pomiedzy sasiednimi
punktami granicznymi wynosi 49 m), nie ma to istotnego wptywu na wynik.

Wyniki

Do wykonania obliczerr postuzyt program komputerowy napisany w C++

z uzyciem biblioteki GeographicLib (do przeliczania wspolrzednych) oraz
biblioteki boost::geometry do obliczen geometrycznych na plaszczyznie. Dla
zminimalizowania wpltywu btedéw numerycznych przyjeto przeksztatlcona postaé
wzoru (2):

1

(3) Eczéo+ﬁ (R; — Ro) AP,

\Mg

i=1
gdzie za ﬁo wybrano arbitralny punkt lezacy wewnatrz obszaru Fp. Mozna
tatwo sprawdzi¢, ze wybdr tego punktu, jak rowniez wybor punktu centralnego
dla odwzorowania Albersa, nie ma istotnego wplywu na wynik.

W celu oszacowania niepewnoéci otrzymanego wyniku wykonamy szereg obliczen
dla wzrastajacej wartosci N az do 1000 (co odpowiada M = 10° komérek siatki).
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Rys. 3. Wykresy otrzymanych wartosci szerokosci geograficznej (po lewej) i dlugosci geograficznej
(po prawej) polozenia §rodka Polski w zaleznosci od liczby M komérek w siatce numeryczne;j.

Wyniki przedstawiaja wykresy na rysunku 3. Z dokladnoscia rzedu 1 metra
§rodek (masy) obszaru administracyjnego Polski znajduje sie we wsp6lrzednych

¢ = 52,1143385° = 52°6/51,6" N,
\ = 10,4236714° = 19°25'25.2" E.

Powyzszy punkt znajduje si¢ w pasie nieuzytkow nad rzeka Bzura, na granicy
gminy Piatek (powiat leczycki) i gminy Krzyzanéw (powiat kutnowski).
Wspomniana uprzednio miejscowo$é Piatek znajduje sie okoto 6 kilometréw na
poludniowy wschéd od wyznaczonego punktu, co i tak jest wyjatkowo dobrym
wynikiem, biorac pod uwage stopien uproszczenia poczatkowej metody.

Niejako efektem ubocznym obliczen jest uzyskanie catkowitego pola powierzchni
badanego obszaru, czyli P = Zf\il AP;. 7Z uwagi na to, ze zastosowano
odwzorowanie wiernopowierzchniowe, otrzymana warto$¢ P = 312679,5 km? jest
niezalezna od wybranego NV i w pelni zgodna z oficjalnie publikowana wartoscia
(wedle Malego Rocznika Statystycznego Polski 2017).

Co dalej?

Co jakis czas zdarzaja sie drobne korekty granic, wywolane zaréwno
przyczynami naturalnymi (np. zmiana biegu rzek), jak i urzedowymi (np.
planowana korekta granic z Czechami o 3,68 km?). Sprébujmy oszacowaé,
jaki wplyw maja takie niewielkie korekty na potozenie wyznaczonego przez
nas srodka. Zalézmy, ze do obszaru F o polu powierzchni P zostal dotaczony
fragment AF o polu powierzchni AP. Wychodzac ze wzoru (2), wzér na
zmodyfikowane potozenie srodka R”C obszaru F U AF mozemy zapisaé jako

R = Ry+ ((z%c — Ro) P+ (Rar — Ro) AP)

1
P+ AP
€O poprzez przyjecie ﬁo = I%C (gdzie R, jest $rodkiem masy obszaru F) przyjmuje
postaé

- ~» a - - AP - =
R;:Rch (RA]:*RC)%RC+?(RA]:*RC).

P+ AP
Zmiana potozenia érodka jest zatem proporcjonalna do odlegtosci pomiedzy
dotychczasowym poltozeniem $rodka a obszarem dolaczanym, a takze

5 proporcjonalna do stosunku powierzchni obu obszaréw. Dla planowanej korekty

granic z Czechami |EAF — Rl\ ~ 250km, AP = 3,68km?, wicc po takiej
przyktadowej korekcie potozenie érodka Polski przesunie sie o okoto
AP & - 3,68 km”
- R _ RC ~ o
pIar = Bl ™ e

Krétko méwiac — ndm to nevadi.
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Zycie na
ZY \~Au® 85

Mitochondrium to znajdujace si¢

w komoérce organellum, wyodrebnione

z cytoplazmy, z wltasnym DNA, réznym
od reszty DNA jadrowego. Mitochondria
dziedziczymy od matki.

Polecam lekture F. Ryan, , Tajemniczy

Nasi wymarli przodkowie

Carl Sagan (1934-1996), amerykariski astronom i popularyzator nauki,
wymyslil kosmiczny kalendarz, w ktérym cala historie Wszechdwiata zawart

w jednym roku kalendarzowym, startujac 1 stycznia. W takiej skali éredni czas
zycia czlowieka to 0,14 sekundy. Poczatek zycia na Ziemi przypada 25 wrzesnia,
wynalezienie seksu przez drobnoustroje 1 listopada, pierwsi ludzie pojawiaja si¢
31 grudnia o 22:30, narodziny Chrystusa nastepuja o 23:59:56. Kalendarz ten
plastycznie i wyraziscie uzmystawia skale, w ktorej dyskutujemy o Wszechswiecie
(tym od pierwszego BUM!) i o ludzkim wkladzie do tej kosmicznej historii.
Chcialabym sie przyjrze¢ blizej ludziom neandertalskim (wygineli o godz. 23:58),
poniewaz sg to najstarsi ludzie, ktérych DNA mozemy poznaé i skomentowac.
DNA to molekularna pamieé o przodkach. Dawniej sg juz tylko martwe
skamieniatodci.

Badania genéw pozwalaja na okreslenie, kiedy zyl ,,wspdlny przodek” Od
czasu, gdy mieliémy wspdlnego przodka z szympansami (6 mln lat temu),
ewoluowaliémy i one, i my. Nie jestedmy identyczni z tamtym Homo, a dzisiejszy
szympans z tamtym. Czy neandertalczycy byli bezpo$rednimi naszymi
przodkami? I czemu wygingli na dwie minuty przed koncem ,roku” Sagana?

W 2008 roku szwedzki naukowiec, Svante Paébo, wraz z miedzynarodowym
zespolem opublikowal sekwencje mitochondrialnego DNA z probki
wyekstrahowanej z kosci neandertalczyka sprzed 38 tys. lat. Ten DNA tak

sie r6znil od poznanych mtDNA czlowieka wspoélczesnego, ze wskazywal na
odrebnos¢ tej linii ewolucyjnej. Odpowiednia analiza wskazywata tez na to, ze
wspdlnego przodka mieliémy (co potwierdzaly dane paleontologiczne) okolo
500 tys. lat wezedniej (okolo 20 minut w kalendarzu Sagana).

Pédéabo kontynuowal oznaczenia neandertalskiego jadrowego DNA i juz

w 2010 roku opublikowal pelng wersje DNA genomowego, uzyskanego z kosci
trzech réznych osobnikéw, z réznych lokalizacji europejskich. Gazety cytowaly
ciekawostki: mieli oni gen nadajacy jasng barwe skory, ruda barwe wloséw,
grupe krwi 0, gen FOXP2 zwigzany z mowa. Neandertalski genom mial wiecej
wspdélnych sekwencji z genomami wspélczesnych ludzi z Europy i Azji niz ludzi
z Afryki. Zapewne nasi europejscy przodkowie krzyzowali sie ze spotykanymi
dopiero po wyjsciu z Afryki przedstawicielami populacji neandertalskich, a $lad
po tych zdarzeniach widaé dzi$§ z zachowania w naszym genomie 4% gendw
pochodzenia neandertalskiego.

Dane genetyczne zmusity ludzi wspdtczesnych do rewizji i ponownej doktadnej
analizy paleontologicznych sladéw, ktére zostaly po neandertalczykach.
Zauwazono, ze mieli mézgi wigksze od naszych, a platy czolowe poréwnywalne.
Ze oérodek mowy mieli tej samej wielkosci co my. Ze niekoniecznie mieszkali

w jaskiniach, sa slady po ich drewnianych budowlach. Narzedzia wykonywali
precyzyjnie, z duza biegloscia. Wytwarzali odziez, symboliczne przedmioty,
uprawiali kult zmartych i opiekowali sie chorymi i rannymi. Nasze genomy
Swiadcza o tym, ze pomyélnie si¢ krzyzowalidémy. Biologia swiadczy, ze
hybrydowe potomstwo moze lepiej znosié¢ trudne warunki srodowiska.

7 krzyzowania sie ludzie ,,wspotczesni”, nadchodzacy z cieptego klimatu, odniesli
korzysci przystosowawcze nadawane przez geny miejscowych plemion. Po
neandertalczykach obok koloru skéry odziedziczyliSmy grupe gendéw systemu
immunologicznego, ktore, niestety, takze zwiekszaja obecng podatnosé na
choroby typu autoimmunoagres;ji.

Dlaczego jednak wygineli neandertalczycy, nie wiemy, mozemy jedynie snué
przypuszczenia. Byé moze gorzej zniesli epoke zlodowacenia 48 tys. lat temu.
By¢ moze zyli w zbyt matych oddzielonych terytorialnie grupach, ktore
wrozmyly” sie w kontakcie genetycznym z duzymi populacjami najezdzcéw. Nie
wybilidémy ich, jak dotychczas sadzono, jedynie wchionelismy.

$wiat genomu ludzkiogo” Wyd. Présaynski »Znikneli jako odrebna, wyraznie rozpoznawalna populacja, zyja jako integralny

i S-ka, 2017.

element naszego dziedzictwa.”

Magdalena FIKUS
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Migawka informatyczna

Co to znaczy szybko?

Kazdy chyba, nawet zupelnie nieznajacy sie na informatyce,

zgodzi sie, ze lepiej, zeby programy dzialaly szybko niz wolno.

Tylko co to znaczy szybko? Dzi§ powszechnie stosowany

i uznawany jest pomyst, zeby szybkos¢ algorytmu mierzyé
liczbag operacji przez niego wykonywang w zaleznosci od
wielkoSci wejécia. Za rozsadnie szybkie uznaje si¢ algorytmy,
ktore dla wejécia rozmiaru n zwracaja odpowiedZ po
wykonaniu co najwyzej Cn* operacji dla pewnych C, k € N.
Méwimy wéwezas, ze dziataja w czasie O(n*) i nazywamy

je algorytmami wielomianowymi. Co prawda, w pewnych
dziedzinach nie jest to zalozenie powszechne. Na przyktad

w dziedzinie baz danych, gdzie rozmiar wejécia bywa
wielkoSci miliardéw lub bilionéw, za wolne sa juz w zasadzie
nawet algorytmy kwadratowe. Ale jednak klasycznie uznaje
sie algorytmy wielomianowe za rozsadnie szybkie — zwykle,
gdy istnieje jakis algorytm wielomianowy, to istnieje rowniez
algorytm wielomianowy o niewielkim wyktadniku. I wszystko
bytoby dobrze, gdyby nie to, ze ztozonos¢ pesymistyczna tak
naprawde nie do konca odpowiada temu, czego potrzebujemy
w praktyce.

Najbardziej chyba znanym przyktadem tej niezgodnosci jest
algorytm quicksort. Wiele algorytméw sortujacych dziata

w pesymistycznym czasie O(nlogn), quicksort natomiast

w O(n?). Jednak okazuje sig, ze w praktyce zwykle dziata
dosy¢ szybko, zupetnie nie zblizajac si¢ do n? operacji.
Wypadaloby uzasadnié, co takiego w sobie ma quicksort, ze
w praktyce dziala szybko. W zwiazku z tym wprowadzono
pojecie $redniej ztoZonos$ci czasowej. Po prostu zamiast
najdluzszego czasu dzialania dla wejscia rozmiaru n bierzemy
$rednig ze wszystkich czaséw dziatania dla wejs¢ rozmiaru n.
Przyktadowo dla quicksortu bierzemy kazda z n! permutacji
n elementéw z prawdopodobiefistwem 1/n! i obliczamy
$rednig. Wychodzi rzeczywiscie wynik rzedu nlogn. Ztozonosé
$rednia stata si¢ bardzo popularna do badania ,,bardziej
praktycznej” zlozonosci czasowej programoéw. Jednak i ona
ma swoje wady.

Mianowicie, zatozenie, ze kazde mozliwe wejscie jest réwno
prawdopodobne, jest nie zawsze prawdziwe. Akurat dla
sortowania jest to czesto zatozenie w miare rozsadne, bo
wydaje sig, ze kazda kolejnoéé¢ elementéw na wejsciu jest
mniej wiecej rowno prawdopodobna. Jednak wyobrazmy
sobie, ze rozwazamy graf wazony opisujacy polaczenia
pomiedzy miastami w danym panstwie wraz z czasem
przejazdu. Jest jasne, ze nie kazdy graf pojawi sie tam

tak samo czesto. Po pierwsze, graf ten musi spetniaé
pewne warunki (jak np. planarnos$é, warunek tréjkata).

Po drugie, rzeczywiste sieci drog spetniaja czesto pewne
dodatkowe wlasnosci (np. czeéciej potaczone sa blisko
lezace miasta). Oprécz tego, ze grafy wystepujg z réznymi
prawdopodobienistwami, to zupelnie nie jest jasne, wlasciwie
z jakimi, jak obliczy¢ te prawdopodobienstwa. Jest jeszcze
inna przyczyna, dla ktorej prawdopodobienstwa dla
réznych graféw moga byé bardzo dziwne. Mianowicie,
grafy na wejéciu moga by¢ efektem pewnych przeksztatcen
rzeczywistych danych. Moze sie okazaé, ze biorg sie np.

z uktadéw tranzystorow, ktére przeksztatcamy na formuly
logiczne, a dopiero te formuly na grafy. W takiej sytuacji
wlasnosci wystepujacych graféw beda bardzo specyficzne.
Moze si¢ zdarzy¢, ze w zwiazku z tym algorytm bedzie
dziatat dla nich bardzo wolno, pomimo niskiej $redniej
ztozonoéci. Podsumowujac, ztozono$¢ srednia jest pozyteczna,
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ale jednak nie zawsze dobrze odzwierciedla to, czy program
jest szybki w praktyce.

Algorytmem, o ktorym od dawno byto wiadomo, ze

w praktyce dziala szybko, ale nie wiadomo wlasciwie
dlaczego, jest algorytm sympleks. Rozwiazuje on problem
programowania liniowego, czyli odpowiada na pytanie,

czy istnieja takie x1,...,z, € R, ktére spelniaja zbiér
ograniczen liniowych, kazde postaci a1z + ...+ anxy, < b,
tyle, ze dla potencjalnie réznych a; oraz b (i znajduje
wartosci x;). Algorytm sympleks jest bardzo uzyteczny

przy réznych zagadnieniach optymalizacyjnych i w praktyce
naprawde czesto stosowany. Co prawda, od dawna znany
byt algorytm wielomianowy, ale w praktyce stosowany byt
algorytm sympleks, ktéry ma pesymistyczng ztozonosé
wykladniczg. Aktualnie uwaza sie, ze najlepsze implementacje
algorytmu sympleks i jednego z wielomianowych algorytméw
(interior-point method) maja podobna efektywnosé. Jednak
przez lata nie wiadomo byto, dlaczego sympleks dziata tak
dobrze, i zostato to wyjaénione dopiero w pracy Spielmana

i Tenga w 2004 roku (za ktéra otrzymali pézniej prestizows,
nagrode Godla). Spielman i Teng wprowadzili pojecie
ztozonosci wygladzonej (smoothed analysis), co do ktérej
argumentowali, ze jest wlasciwa miarg szybkosci dla
algorytmoéw wezytujacych dane rzeczywiste. Nastepnie
pokazali, z grubsza rzecz biorac, ze algorytm sympleks ma
szedcienng ztozono$é wygtadzona, co uzasadnia teoretycznie,
dlaczego zachowuje sie tak $wietnie w praktyce. Cala praca
ma 94 strony i jest bardzo skomplikowana technicznie, lecz
na uwage zashuguje proste, ale genialne pojecie ztozonosci
wygladzonej.

Idea jest podobna jak w ztozonosci sredniej, jednak tu motywacja
jest nastepujaca obserwacja. Zauwazmy, ze jesli dane do
programu pochodza z urzadzen pomiarowych (co jest czeste), to
zawsze sg nieco zaburzone. Mozna je uznaé za skoncentrowane
wokoél pewnego punktu (rzeczywistej wartosci mierzonej
wielkos$ci), dobrym przyblizeniem jest tu wielowymiarowy
rozkltad normalny o srodku w tym punkcie i malej wariancji.
Gdybysmy znali ten punkt, to $redni czas dziatania algorytmu
obliczyliby$my po prostu jako $rednia z czasu dzialania wazona
rozkladem normalnym o érodku w tym punkcie. Jako ze

nie znamy, to przyjmujemy nastepujaca definicje ztozonosci
wygtadzonej. Jest to supremum wzgledem wszystkich punktow
z przestrzeni ze Sredniego czasu dziatania wazonego rozktadem
normalnym o $rodku w tym punkcie i matej wariancji. Jesli
ztozonos¢ wygltadzona jest mala, to znaczy, ze dla dowolnych
mierzonych danych $redni czas dzialania programu jest krétki.
Czyli szescienna ztozonos¢ wygladzona rzeczywiscie dobrze
uzasadnia, dlaczego algorytm sympleks w praktyce dziata szybko.

Podobna miare szybkoéci, oczywiscie, mozna zastosowac

do innych algorytméw, do ktérych wejsciem sa liczby
rzeczywiste. I rzeczywiscie to zrobiono, jest wiele badan

na temat zlozonoéci wygltadzonej. Wydaje sie jednak,

ze prawdziwe zrozumienie, dlaczego niektére problemy

w teorii trudne sg rozwiazywane przez algorytmy w praktyce
szybkie, jest dopiero przed nami. Jednym z przykladéw jest
najbardziej chyba znany problem NP-zupelny: speinialnosé
formut logicznych. Jest wiele programéw, tzw. SAT-solveréw,
ktére w praktyce radza sobie z nim $wietnie. Dlaczego?
Mysle, ze nikt tego do koinca nie wie, ale to juz temat

na zupelnie inng opowies¢.

Wojciech CZERWINSKI



Informatyczny kacik olimpijski (111): Metro

Tym razem oméwimy rozwiazanie zadania Metro z I etapu XI Olimpiady
Informatycznej Gimnazjalistéw w roku szkolnym 2016/2017.

Zadanie: Danych jest n stacji metra, ponumerowanych liczbami naturalnymi
od 1 do n. Kazda stacja jest opisana parg wspélrzednych (x;,y;). Wiemy,

ze pomiedzy kazdg parq stacji o tej samej pierwszej lub drugiej wspélrzednej
istnieje dwukierunkowa linia metra. W zadaniu nalezy odpowiedzie¢ na t zapytan
postaci: Czy pomiedzy stacjami a i b mozna przejechaé metrem? Zakladamy, Ze
pasazerowie mogq przesiadac sie dowolng liczbe razy.

Zacznijmy od zbudowania grafu G = (V, E). Niech
wierzchotki grafu reprezentuja stacje metra, zas
krawedzie — poltaczenia pomiedzy tymi stacjami,
ktore maja przynajmniej jedna wspélng wspotrzedna.
Podzielimy graf na spéjne skladowe (dalej zwane
skrétowo spdjnymi), to znaczy na czesci, w ktérych
miedzy kazda para wierzcholkow istnieje $ciezka.

Spdjne sktadowe. Wyznaczenie spojnych sktadowych
jest znanym problemem. Naszym celem jest tak
poprzydziela¢ numery wierzchotkom, aby wierzchotki
w tej samej spojnej mialy ten sam numer, zas
wierzchotki w réznych spdéjnych mialty rézne numery.
Ustalmy, ze numerem spéjnej bedzie najmniejszy numer
wierzcholka nalezacego do tej spéjnej. Aby kazdemu
wierzchotkowi przydzieli¢c numer spdjnej, do ktérej
nalezy, wystarczy przeglada¢ wierzcholki w rosnacej
kolejnosci numerdw. Jesli rozpatrywany wierzchotek
nie ma jeszcze przypisanej spojnej, wowczas temu
wierzcholkowi oraz wszystkim wierzchotkom z niego
osiggalnych przypisujemy jego numer. Znalezienie
wierzchotkéw osiagalnych moze zostaé zrealizowane
np. algorytmem przeszukiwania w glab (DFS) lub
algorytmem przeszukiwania wszerz (BFS). Zlozono§é
czasowa algorytmu wynosi O(|V| + |E|).

Przykltad podziatu grafu na spéjne sktadowe.

Po wyznaczeniu spéjnych sktadowych odpowiadanie
na zapytania, czy ze stacji a istnieje potaczenie

do stacji b, mozna zrealizowaé w czasie stalym.
Wystarczy sprawdzié¢, czy oba wierzchotki naleza do tej
samej spbdjnej sktadowe;j.

Zastanowmy sie teraz, jaka jest ztozonosé catego
rozwigzania. Pesymistycznie liczba krawedzi moze

byé rzedu O(n?) (np. w przypadku, gdy wszystkie
stacje maja pierwsza wspélrzedna réwna 1, wéwcezas
liczba krawedzi wynosi n(n — 1)/2). Niestety, dla
limitéw z tre$ci zadania takie rozwiazanie nie otrzyma
maksymalnej liczby punktow.

Okazuje sie, ze mozemy zredukowaé rozmiar naszego
grafu. Rozpatrzmy rzedna y oraz polozone na niej stacje
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51,82,...,8 O Wspélrzqdnych (Isl ) y)a (x527y>7 RS (‘Tskay)7
gdzie x5, < x5, < ... < X, . Zauwazmy, ze pomiedzy
kazda para tych stacji mozna przejechaé, poniewaz maja
wsp6lna druga wspélrzedna.

<>

Zauwazmy, ze nie ma koniecznosci dodawania

do grafu polaczen pomiedzy kazda para stacji (tych
polaczen byloby k(kal)) Wystarczy, ze uwzglednimy
wylacznie krawedzie pomiedzy sasiednimi stacjami, tzn.
(s1,82), (82,83), ..., (Sk—1, k). Tych krawedzi jest juz

tylko k — 1.

Jesli chcemy przejechaé ze stacji s; do stacji s;, mozemy
skorzystac ze stacji poérednich s;, S;11,...,5j—1,5;.
Analogiczng redukcje wykonujemy dla osi odcietych.
Wéwezas otrzymujemy graf, ktorego liczba krawedzi

nie przekracza liczby wierzchotkéw.

Aby zbudowaé graf opisany powyzej, nalezy najpierw
posortowaé wszystkie stacje wedlug drugiej wspélrzedne;j.
Wéwczas stacje, ktére maja te sama druga wspolrzedna,
beda tworzyly spéjny fragment. Kazdy z tych
fragmentéw (stacji o tej samej drugiej wspélrzednej)
sortujemy wzgledem pierwszej wspotrzednej. Wtedy
sasiednie stacje w kazdym z tych fragmentéw taczymy
krawedzia. Analogicznie wyznaczamy potaczenie
pomiedzy stacjami, ktére maja te sama pierwsza
wspolrzedna. Jedyna réznica polega na tym, ze najpierw
sortujemy wzgledem pierwszej wspotrzednej, a potem
wzgledem drugiej. Koszt tych operacji wynosi
O(nlog(n)).

Podsumowanie. Najpierw budujemy graf, gdzie
wierzchotki reprezentuja stacje, zas krawedzie

— polaczenia pomiedzy sasiednimi stacjami,
znajdujacymi si¢ na tej samej odcietej lub rzednej. Koszt
budowy grafu wynosi O(nlog(n)). Nastepnie wyznaczamy
spojne sktadowe w czasie O(n). Na koniec odpowiadamy
na kazde z kolejnych zapytan w czasie staltym. Laczny
koszt rozwiazania to O(nlog(n) + t).

Bartosz tUKASIEWICZ



Klub 44

Skrét regulaminu

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch

VE1-44

Termin nadsytania rozwigzan: 31 III 2018

na stronie deltami.edu.pl

lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnos$cig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N
ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji

(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytut
‘Weterana. Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie

liczbe oséb,

Zadania z matematyki nr 753, 754

réwnan

r+y+z=1,

Redaguje Marcin E. KUCZMA

753. Wewnatrz tréjkata ABC lezy punkt D. Proste AD i BD przecinaja
boki BC' i AC odpowiednio w punktach E i F. Udowodnié, ze jesli
|AE| 4+ |AF| = |BE| + |BF|, to |AC| + |AD| = |BC| + |BD|.

754. Znalez¢ wszystkie trojki liczb rzeczywistych z,y, z > 0, spelniajace uktad

9wy +yz + zz) = 2+ 9(z® + ¢* + 2%).

Zadanie 754 zaproponowal pan Mikotaj Pater.
Rozwigzania zadan z numeru 9/2017

Przypominamy tre$¢ zadan:

5. Na obwodzie tréojkata ezg punkty K, L, P, Q: punkty K, na boku , punkt, i
H 745. Na ot 1 6jkata ABC lezg punkty K, L, P, punkty K, L boku AB kty P
odpowiednio na bokach BC' i C'A; przy tym odcinki AP, BQ, CK i CL maja jednakowa dlugosc.
Vv Udowodnié, ze érodki tych czterech odcinkéw leza na jednym okregu.

746. Dana jest liczba naturalna k > 2. Czy istnieje rosnacy ciag liczb naturalnych (a,), ktérego

zaden wyraz ani zadna suma skonczenie wielu jego wyrazéw nie jest k-ta potega liczby naturalnej,

a przy tym ciag (W) jest ograniczony?

745. Jesli teza zadania ma by¢ prawdziwa, to powinna ona zachowaé stusznosé
po zastapieniu punktu P przez P’ — drugi punkt prostej BC, lezacy w tej
samej odlegtoéci od A, co punkt P; zas érodek szukanego okregu powinien

N leze¢ na osiach symetrii trojkatow réwnoramiennych CKL i APP’ — czyli na

B D C

Niech D bedzie spodkiem wysokosci opuszczonej
z wierzchotka A i niech M bedzie srodkiem odcinka AP.
Wezmy pod uwage okrag o srodku M i promieniu r
(czyli o $rednicy AP). Prosta HM przecina 6w okrag
w punktach U, V (gdy punkty M, H pokrywaja sie,
przyjmijmy U = A, V = D). Cieciwa AD tego okregu
oraz jego $rednica UV przecinaja sie w punkcie H.
Zatem

|AH| - |HD| = |UH|- |HV| = (r — [HM[)(r + [HM]),

czyli

|HM| = \/r2 — |AH| - |HD|.
Jedli teraz BE jest druga wysokoscia tréjkata ABC,
a N jest srodkiem odcinka BQ, to analogicznie
uzyskujemy rownosé

|HN| = +/r2 — |BH|-|HE]|.
Ale |[AH|-|HD| = |BH| - |HE|; wynika to
z podobienstwa trojkatéw AHE i BHD. Tak wiec
|HM| = |HNJ; $rodki odcinkéw AP i BQ leza

20

wysokosciach tréjkata ABC. Stad domyst uscislenia tezy zadania: wykazaé, ze
$rodki odcinkéw AP, BQ, CK, CL (o jednakowej dlugosdci 2r) leza na okregu
o $rodku H (ortocentrum tréjkata ABC).

w jednakowej odlegltos$ci od punktu H. Analogicznie,
w tej samej odlegltoséci od H leza tez srodki odcinkéw
CK i CL. To wlasnie nasza teza.

746. Istnieje. Przyklad Autora (W. Bednarek): ciag
a, = 2kt

Bierzemy dowolnie utworzong sume skonczenie wielu

wyrazow, o numerach my < ... < mg:
S S S
S = a _ kai+1 o 2k7n1+1 (Z 2k(mi—m1)>
= E g — E = .
i=1 i=1 i=1

Suma w duzym nawiasie jest liczba nieparzysta (jej
pierwszy skladnik to jedynka). Gdyby dla pewnej liczby
naturalnej A zachodzila réwnoéé S = AF, wéwczas piszac
A w postaci A = 28M (M nieparzyste) i przyréwnujac
potegi dwéjki w S i w AF uzyskalibyémy réwnoéé

kt = kmq + 1; oczywista sprzecznosé.

Pozostaje zauwazy¢, ze ciag o wyrazach

al/™ = 2k . 21/n < 2k+1 jest ograniczony.



Rys. 3

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
637 (WT = 2,02), 638 (WT = 2,9),
639 (WT = 2,0)

z numerdéw 4 i 5/2017

Jan Zambrzycki Bialystok 42,42

Marian Lupiezowiec Gliwice 38,33

Tomasz Rudny Gliwice 37,68

Jacek Konieczny Poznan 29,80

Ryszard Wozniak Krakéw 28,77
Zadanie 636 nie mogto zostaé¢ sprawdzone,
poniewaz rysunek do tresci tego zadania
wykonany zostal nieprawidtowo
(zmieniony zostal kierunek przewodzenia
diody), przez co zadanie stracito sens.
Przepraszamy.

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
743 (WT =1,24) i 744 (WT = 2,74)
z numeru 6/2017

Patryk Jasniewski Gdansk 45,10

Marcin Kasperski Warszawa 43,83
Adam Dzedzej Gdansk 43,22
Roksana Stowik Knuréw 41,91

Franciszek S. Sikorski Warszawa 39,71

Krzysztof Maziarz Krakéw 37,45
Wreszcie — po przeszto dwéch latach
mamy uczestnika, ktéry zalicza 44 p. po
raz pierwszy: Patryk Jasniewski. Witamy
w Klubie 44, z numerem 127.

Zadania z fizyki nr 650, 651
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

650. Radar na Ziemi obserwuje dwa pojazdy kosmiczne poruszajace sie

z relatywistycznymi predkosciami. Pojazd A porusza sie z predkoscia vy, goni go
pojazd B, poruszajacy si¢ w tym samym kierunku z predkoscia vo > v1. W chwili
poczatkowej odlegto$é¢ miedzy pojazdami wynosi [. Po jakim czasie pojazd B
dogoni A z punktu widzenia obserwatora na Ziemi oraz z punktu widzenia
kosmonauty w pojezdzie B?

651. Dwie jednakowo natadowane kulki o takich samych masach umieszczono
w odleglodci [ od siebie i puszczono swobodnie. Po czasie t odlegto$¢ miedzy
nimi wzrosta dwukrotnie. Po jakim czasie wzrosnie dwukrotnie odlegto$¢ miedzy
tymi kulkami, gdy ich odleglo$¢ poczatkowa bedzie wynosi¢ 317

Rozwigzania zadan z numeru 9/2017

Przypominamy tre$¢ zadan:

642. Pilka o promieniu R stabo uderza w Scian¢ i deformuje sig, jak pokazano na rysunku 1.
Deformacja « jest duzo mniejsza od promienia pitki i mozemy przyjaé, ze ciSnienie powietrza w piltce
nie zmienia si¢ podczas uderzenia. Zaniedbujac sprezysto$¢ powloki, oszacowaé czas zderzenia pilki
ze $ciang. Masa pitki wynosi m, ci$nienie powietrza w pilce p, ci$nienie atmosferyczne pg.

643. Uklad sktadajacy si¢ z dwéch kondensatoréw o tej samej pojemnosci (C1 = C2) i klucza K
taczymy ze zrédlem napiecia o sile elektromotorycznej € (rys. 2). Wielokrotnie zmieniamy
polozenie klucza K, laczac kondensator C kolejno ze stykami A i B. Jak zmienia si¢ napiecie na
kondensatorze Cy po kazdym przelaczeniu klucza? Rozwazyé przypadki:

a) w chwili dolgczenia zrédla napiecia klucz znajdowal sie w polozeniu A;

b) w chwili dolaczenia zZrédta napiecia klucz znajdowal si¢ w polozeniu B.

642. Podczas zderzenia na pitke dziata sita reakcji éciany Fr oraz sila Fj
spowodowana cidnieniem atmosferycznym. Zgodnie z trzecia zasada dynamiki
sita reakcji réwna jest co do wartosci sile nacisku pitki na $ciane. Poniewaz
mozemy zaniedbaé sprezystosé powloki, wicc Fgr = 7rp, gdzie r jest promieniem
powierzchni zetkniecia pitki ze $ciana (rys. 3). W celu znalezienia silty F
podzielmy myslowo powierzchnie pitki stykajaca sie z powietrzem na male
elementy o powierzchni AS;. Na kazdy element dziala prostopadle do niego sita
AF; = poAS;. Wobec symetrii sktadowe rownolegle do $ciany wszystkich tych sil
znosza sig, sita Fy skierowana jest prostopadle w kierunku $ciany i ma wartosé
Fo = X;AF; cosay; = poX; AS; cos ay;. Z rysunku 3 widaé, ze wielkosé AS; cos a;
jest rzutem i-tego elementu powierzchni na plaszczyzne pionowa, a suma

tych wielkoéci réwna jest powierzchni styku pitki ze éciang. Stad Fy = mr2po.
Wypadkowa sita dzialajaca na pitke wynosi zatem

F=Fr—Fy=n(R>—(R-2)%)(p—po) =m(2Rz — 2°)(p — po).

Wobec ¢ <« R, mamy F' =27 R(p — po)z, a zwrot F' jest przeciwny do
deformacji x. W rozwazanym przyblizeniu pitka podczas zderzenia ze
Sciang porusza sie ruchem harmonicznym z okresem 71" = Qw\/m, gdzie
k =27R(p — po). Czas zderzenia pitki ze §ciana réwny jest polowie okresu:

"=\ %)

643. a) Gdy klucz znajduje sie w polozeniu A, potencjal dolnej okladki
kondensatora C5 jest taki sam jak potencjal klucza. Napiecie na

kondensatorze Cy nie zmienia sie i wynosi 0.

b) W chwili poczatkowej napiecia na obu kondensatorach wynosza U; = /2.
Po przetaczeniu klucza do punktu A kondensator C; laduje sie do napiecia €.
Po ponownym przelaczeniu do punktu B przez zrédlo przeplywa tadunek,
napiecie na obu kondensatorach maleje o te sama wartos¢ AU. Zgodnie

z prawem Kirchhoffa ¢ — (¢ — AU) — (¢/2 — AU) = 0. Stad AU = ¢/4, napiecie na
drugim kondensatorze wynosi Uy = /4. Rozumujac analogicznie, otrzymujemy, ze
po drugim powrocie klucza do potozenia B napigcie na kondensatorze Cy wynosi
Us = ¢/8, a po n-tym powrocie U,, = ¢/2". Po odpowiednio dlugim czasie dolny
kondensator roztaduje sie.
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Niebo w styczniu

Rok 2017 skoriczy! sie widocznym w Polsce zakryciem Hiad i Aldebarana

przez Ksiezyc, natomiast 2018 zacznie sie pelnig Srebrnego Globu z prawie
jednoczesnym jego przejéciem przez perygeum (perygeum 1 stycznia o 22:55,
pelnia — 2 stycznia o 3:24 naszego czasu), przez co bedzie to najwieksza

i najjasniejsza pelnia Ksiezyca w tym roku. Dodatkowo Ksiezyc znajdzie sie
wtedy niedaleko punktu Raka, czyli punktu, przez ktéry Stonce przechodzi
pierwszego dnia lata, zatem podczas gérowania wzniesie si¢ on na prawie 60°
ponad widnokrag. Lecz aby poréwnac to z sytuacja lipcowa, gdy pelnie Ksiezyca
od jego przejécia przez apogeum oddzieli 14 godzin, nalezaloby wykonad
zdjecie tym samym sprzetem, z takimi samymi parametrami naswietlania. Przy
obserwacji gotym okiem, niestety, réznica bedzie niewidoczna.

W roku 2018 przydarza si¢ trzy za¢mienia czesciowe Stonca: 15 lutego, 13 lipca
i 11 sierpnia, lecz zadne z nich nie bedzie widoczne z Polski. Dojdzie réwniez
do dwéch catkowitych zaémien Ksiezyca: 31 stycznia i 27 lipca. Z Polski da

sie zaobserwowaé koncowke pierwszego zac¢mienia, gdy podczas wschodu
Ksiezyc bedzie wychodzil z poélcienia Ziemi oraz wiekszosé drugiego, gdy

w poludniowo-wschodniej czesci Polski Srebrny Glob wzejdzie juz zanurzony

w pélcieniu naszej planety — w pozostalej czesci naszego kraju Ksiezyc wzejdzie
w trakcie wchodzenia w jej cie. Lecz w calym kraju widoczna bedzie faza
catkowita za¢mienia.

Drugie za¢mienie dodatkowo uatrakcyjni fakt, ze tego samego dnia przypada
tegoroczna opozycja Marsa, bedaca tzw. wielka opozycja, podczas ktérej
Czerwona Planeta zblizy sie do nas na niecale 58 mln km (15 lat po stynnej
wielkiej opozycji z 2003 r., gdy byla 2 mln km blizej), osiggajac srednice katowa
ponad 24" i jasno$é¢ —2,8™ (a wigc wiecej niz tegoroczna jasnosé Jowisza).
Niestety, Mars znajdzie si¢ wtedy ponad 6,5 stopnia pod ekliptyka, osiagajac
deklinacje prawie —26°, stad wzniesie si¢ maksymalnie na jakie$ 12° ponad
widnokrag. W trakcie zaémienia Mars bedzie widoczny mniej wiecej 6° pod
Ksiezycem. A w zwiazku z tym, ze Srebrny Glob znajdzie sie wtedy prawie

w apogeum, a ponadto przejdzie bardzo blisko érodka cienia Ziemi, wiec to
zaémienie bedzie nalezeé¢ do wyjatkowo dhugich, z faza calkowita trwajaca ponad
100 minut! Bedzie to najdtuzsze catkowite zaé¢mienie Ksiezyca w XXI wieku.

Na koniec roku czeka nas jeszcze jedna atrakcja: widocznodci zjawiska, stad u nas zakrycie zajdzie przy
blisko Ziemi przejdzie kometa 46P/Wirtanen. zachodzie Ksiezyca, nisko nad horyzontem, okoto

Jest to kometa z rodziny Jowisza, o dtugosci roku godziny 9:24. Potem jeszcze 11 stycznia Ksiezyc

5 lat i 156 dni (ziemskich). Kometa przejdzie przez w fazie 28% spotka sie z Jowiszem i Marsem, za$ 4 dni
peryhelium 12 grudnia, 1,055 AU od Stonca, a 4 dni p6zniej, 2 dni przed nowiem, w fazie 3% — z Merkurym
p6Zmiej — 11,5 mln km (0,077 AU) od Ziemi. Jest i Saturnem. Po nowiu, 17 stycznia, Srebrny Glob

to kometa aktywna, zwykle jagniejsza od komet odwiedzi Neptuna (20 stycznia, w fazie 11%) i Urana
podobnych rozmiaréw i wedtug prognoz moze (23 1 24 stycznia, w fazie okolo 40%). Styczen Ksiezyc
pojasénie¢ nawet do 4™. W okolicach peryhelium skoniczy w pelni niewidocznym z Polski zaé¢mieniem
bedzie ona widoczna bardzo dobrze, poruszajac sie catkowitym.

bardzo szybko po niebie. Od polowy listopada 2018 r.
do 1 stycznia 2019 r. kometa przemierzy odcinek
prawie 110°, od gwiazdozbioru Pieca, przez Wieloryba,
Erydana, Byka, Woznice, do Rysia, zatem przejdzie
przez obszar nieba bliski opozycji do Stonica o tej porze
roku i bedzie widoczna cata noc. W dniu przejscia przez
peryhelium kometa znajdzie sie¢ miedzy Menkarem

z Wieloryba a Aldebaranem z Byka, mniej wiecej

w 1/3 odleglodci od pierwszej z wymienionych gwiazd.
Cztery dni péZniej kometa dotrze juz na lini¢ taczaca
Plejady z Aldebaranem niecalte 4° od M45.

Srebrny Glob zacznie miesiac i rok od pelni, odwiedzajac

Dziewiatego stycznia Wenus przejdzie przez koniunkcje
gbrna ze Stoncem i do polowy lutego bedzie niewidoczna.
Wieczorem mozna obserwowaé Neptuna w Wodniku

i Urana w Rybach. Neptun do konca miesiaca ostabnie
do 6smej wielkosci gwiazdowej i oddali si¢ od gwiazdy

A Agr na ponad 1°, natomiast Uran 2 stycznia zmieni
kierunek ruchu z wstecznego na prosty, koriczac

tym samym okres najlepszej widocznosci w tym

sezonie obserwacyjnym. Planeta pod koniec miesiaca
utworzy tréjkat prawie rownoramienny i prostokatny

z gwiazdami o i pu Psc, tracac do obu gwiazd po okoto 3°.
Jasno$¢ Urana w styczniu wyniesie +5,8"™.

przy tym gwiazdozbiér Bliznigt. 5 stycznia, w fazie 86%, Nad ranem, nisko nad wschodnim widnokregiem
Ksiezyc zakryje Regulusa, czyli najjasniejsza gwiazde mozna obserwowad blisko siebie az cztery jasne planety
Lwa. Polska znajdzie si¢ na wschodniej granicy Uktadu Stonecznego: Jowisza z Marsem w Wadze
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oraz pod koniec miesiaca Saturna w Strzelcu, zas na
jego poczatku — Merkurego w Wezowniku — 1 stycznia
osiagnie on maksymalna elongacje zachodnia 23°. Tego
dnia, na godzine przed $witem, planeta wzniesie sie

na wysokosé okoto 5° nad punkt SE horyzontu, gdzie
pokaze tarcze o jasnosci —0,3™, érednicy 7" i fazie 65%.
Ponad 11° na prawo od niej towarzystwa dotrzyma

jej Antares, najjasniejsza gwiazda Skorpiona. Merkury
pozostanie widoczny do konca drugiej dekady stycznia,
utrzymujac jasnos¢ —0,3"™, ze stale zmniejszajaca

sie tarcza i rosnaca faza, a od polowy miesiaca
zobaczymy przy nim Saturna, z blaskiem +0,5™ i tarcza
o $rednicy 15", powracajacego na poranne niebo po
grudniowej koniunkcji ze Storicem. 13 stycznia obie
planety zbliza si¢ na 38’ za$ 2 dni pdzniej minie

je Ksiezyc 2 dni przed nowiem. Trzeciego stycznia
Czerwona Planeta minie gwiazde¢ Zuben Elgenubi

w odleglosci 35/, a 4 dni pézniej zblizy sie do Jowisza
na zaledwie 13’, czyli mniej niz polowe $rednicy
Ksiezyca. Obie planety rézni jasnosé (poki co, Jowisz
jest sporo jasniejszy) i barwa (Mars jest wyraznie
rdzawo-pomaranczowy). W konicu stycznia Mars zawita

do gwiazdozbioru Skorpiona, zblizajac si¢ 1 lutego do
gwiazdy Graffias na 22', za$ Jowisz oddali si¢ od « Lib
na 6°. Do tego czasu jasnos¢ Jowisza uro$nie do —2™,
a jego tarcza — do 36”. Blask Czerwonej Planety
zwiekszy sie do +1,2™, za$ rozmiar jej tarczy, przy
fazie 91% — do 6".

Na koniec nalezy wspomnie¢ o gwiezdzie Mira
Wieloryba, ktéra od XVII w. stanowi wzorzec calej klasy
gwiazd zmiennych, nazwanych jej imieniem. 11 stycznia
prognozuje si¢ maksimum jej blasku i moze ona wtedy
osiagnaé¢ nawet ponad 3", wyraznie zmieniajac ksztalt
Wieloryba. W styczniu Mira widoczna jest bardzo
dobrze, goruje okoto 18:30 na wysokosci 35° nad
widnokregiem.

31 stycznia w opozycji do Storica znajdzie sie planeta
karlowata (1)Ceres. Przez caly miesiac Ceres wedruje
przez pogranicze Lwa i Raka, przechodzac do drugiego
z gwiazdozbioréw w trzeciej dekadzie stycznia. Planeta
kartowata osiagnie wtedy jasno$¢ wigksza od 7™, bedzie
zatem dobrze widoczna przez lornetki.

Ariel MAJCHER

6\ C OO ~——

Zagadnienie Fermata w jednej linijce!

*Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Waldemar POMPE*

Tzw. zagadnienie Fermata to pytanie o to, gdzie wewnatrz danego tréjkata ABC
nalezy umiesci¢ punkt X, aby suma dlugosci odcinkéw AX, BX i CX przyjela

C najmniejsza wartoéé¢. Okazuje sig, ze jedli kazdy z katow wewnetrznych trojkata
ABC jest mniejszy od 120°, to punkt X nalezy wybra¢ w miejscu, z ktérego
widaé¢ wszystkie jego boki pod tym samym katem. Innymi stowy, punkt X
powinien si¢ znalezé w punkcie F' spelniajacym warunek

XAFB = xBFC = «xCFA=120°.
Uzasadnienie, ze taki punkt F' (rys. 1) istnieje pozostawie Czytelnikowi jako
¢wiczenie. Natomiast dowdd, ze dla kazdego punktu X spelniona jest nieréwnosé

XA+ XB+XC>FA+FB+FC

przeprowadze w jednej linijce:

(%)

XA+ XB+XC> XA +XB' +XC' =FA+FB+ FC.
A teraz kilka linijek, tlumaczacych linijke powyzsza. :)

Proste prostopadle do odcinkéw FA, FB, FC, przechodzace
odpowiednio przez punkty A, B i C, wyznaczaja trojkat
réwnoboczny — oznaczmy go przez PQR, jak na rysunku 2.

Jesli przez A’, B’ i C' oznaczymy rzuty prostokatne punktu X
na odpowiednie boki trojkata PQR, to oczywiscie XA > X A/,
XB > XB', XC > XC'". Po dodaniu stronami uzyskujemy

/ nieréwnosé znajdujaca sie w linijee (x).

! Wiadomo z kolei, ze dla dowolnego punktu lezacego wewnatrz
/ tréjkata réwnobocznego suma odlegtoécei tego punktu od
/ bokéw tréjkata jest stala, niezalezna od wyboru punktu

/ (réwna wysokosci tréjkata). Stad natychmiast wynika réwnosé

J
Rys. 2 R
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Rozsadnego algorytmu brak

Na obrazku wida¢ przenumerowanie szesnastu z 17 réwno rozmieszczonych
punktéw na okregu. Obok ,normalnych” czarnych numerkéw podano dziwnie
rozmieszczone czerwone. Zrobiono to w ten sposéb, ze nawinieto na ten okrag
polprosta, na ktérej zaznaczono punkty odpowiadajace kolejnym potegom 3.

I rzeczywiscie mamy: 3° =1, 3' =3, 3° =9, 33 =17+10, 3* =417+ 13,

3% = 14 - 17 + 5 i tak dalej, czyli n = 3" (mod 17). Czytelnik zechce sprawdzié¢ ten
przepis dla kolejnych wyktadnikéw.

12 14 Ciekawe, ze kazdy z ,,czarnych” punktow, poza 0, dostal nowa etykietke.

13
Mozna sprébowaé zastosowaé podobny przepis dla

innej podstawy poteg i innej liczby réwnomiernie na
okregu rozmieszczonych punktéw. Zwazywszy nasze
codzienne przyzwyczajenia, najwygodniej jest nam
potegowaé 10, a liczbe punktéow ustalmy, powiedzmy,
na 7 i obliczajmy reszty modulo 7.

Mamy 10° = 1, 10" =3, 10?2 = 2, 10° = 6, kolejne
reszty to 4 1 5 — sa wszystkie, a wiec jest ich szes¢,
czyli kazdy ,czarny punkt” poza 0 otrzyma czerwona
etykiete.

Gdybys$my jednak zamiast 7 wzieli 3 punkty na
okregu, to i tak tylko jeden z nich otrzymalby przy
potegowaniu 10 czerwona etykiete.

Trzymajac sie potegowania 10, dla 11 czerwone
etykiety otrzymaltyby tylko dwa punkty, a dla 13
szedc.

Natomiast przy tym potegowaniu wszystkie czarne
punkty otrzymalyby czerwone etykiety dla 17 (tak jak
przy potegowaniu 3), 19, 29, 97 czy 337. Zdaje sobie
sprawe, jak trudno to sprawdzié.

Whpisywanie

Cho¢ moge podaé¢ rownowazny sposéb badania tego
problemu:

7 potegowania liczby m otrzymamy wszystkie reszty
modulo k wtedy i tylko wtedy, gdy rozwinigcie

liczby 1/k w utamek o podstawie m bedzie mialo okres
dtugosci k — 1,

czyli taka jest dlugosé okresu, jaka jest liczba niezerowych
reszt. Np. 1/7 w systemie dziesietnym to 0,(142857).

Czy to pomaga stwierdzi¢, kiedy wszystkie reszty

sie pojawiaja? Mozna watpi¢ — nie sadze, aby kazdy
Czytelnik stwierdzil bez trudu, ze np. 1/337 ma okres
dtugosci 336.

Oczywiscie, dla kazdej podstawy m mozna obliczy¢, czy
jej potegi daja wszystkie niezerowe reszty modulo k, ale
robi sie to, po prostu potegujac i dzielac: podane tutaj
dwie metody nie réznia sie niczym — tylko w pierwszym
przypadku zapisujemy reszty, a w drugim ilorazy. Céz za
pickna okazja, by znalez¢ lepszy algorytm i wstawié si¢
na wieki, bo problem postawil Gauss, a informacji o nim
nalezy szuka¢ pod hastem pierwiastki pierwotne.

M. K.

W geometrii dyskretnej przyjeto sie¢ méwic, ze wielokat jest wpisany w inny

wielokat, gdy ma wierzchotki na prostych zawierajacych boki tego drugiego

wielokata. Od czasu Hilberta tego zwrotu uzywa sie i w przypadku ,zwyczajnej’

geometrii.

w A. To nietrudne.

)

3

Na obu rysunkach tréjkat 123 jest wpisany w trojkat 789, ten z kolei jest
wpisany w trojkat 456, ten zas w trojkat 123.

Jak widaé¢, mozna to zrobi¢ nawet na co najmniej dwa sposoby. Polecam
Czytelnikowi sprawdzenie, ze ten lancuszek nie moze byé krétszy, czyli ze nie
ma takich trojkatéow A i B, by A byl wpisany w B i réwnocze$nie B byl wpisany

A jak jest dla czworokatow? Bo dla pieciokatow jest to mozliwe. Wybierajac
odpowiednio odcinki z rysunku na marginesie, mozna wskazaé¢ dwa pigciokaty,

rozwigzanie w numerze
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z ktorych kazdy jest wpisany w pozostaly.

M. K.



Przedluz sc

Gra Black rozgrywan
na prostokatnej plansz

109

POl
g‘!

iezke Joanna JASZUNSKA

a jest przez dwéch graczy (I — rozpoczynajacego i IT)
vy podzielonej na kwadratowe pola jednostkowe; kazdy

z wymiaréw planszy jest wiekszy od 2. Gracze na przemian rysuja w kwadratach
jeden ze wzoréw z rysunku 1, przy czym:

(1) gracz I w pierwszym ruchu musi w lewym gérnym rogu narysowaé wzor +,

(2) nastepnie gracz II gra na sasiednim polu, przedluzajac jedno z ramion +,

HRY7,

Rys. 1

(4) przegrywa gracz, kt

(3) kazdy gracz musi w swoim ruchu wydtuzaé czarna $ciezke wyznaczona przez
pierwsze dwa ruchy (rys. 2),

ory doprowadzi Sciezke do brzegu planszy.

N

[

N

Wiadomo, ze w tego rodzaju grach jeden
z graczy zawsze ma strategie

\_

R
/

wygrywajacq, czyli moze wygraé
niezaleznie od poczynan przeciwnika.

N\ 3

(5

Rys. 2. Przykladowy poczatek gry, numeracja pol

Wigcej na ten temat oraz inne gry znalezé
mozna m.in. w deltoidzie 10/2009,
polecam zwtaszcza zadanie 4.

/
/5]

9

odzwierciedla kolejno$é ruchéw.

W ruchu 7 gracz I doprowadzil Sciezke do pola
z numerem 8.

Warto teraz przerwac lekture, by pograé¢ w te gre i poszukac strategii

wygrywajace;j.
Strategie wygrywajaca na planszy o nieparzystej
liczbie pél ma gracz I1. Dzieli cala plansze bez
poczatkowego pola na kostki domina (czyli prostokaty
2 x 1, rys. 3). Latwo sprawdzié, ze taki podzial zawsze
jest mozliwy (jak réwniez inne, dalej opisane). Nastepnie
w kazdym swoim ruchu gra w pustej kostce domina tak,
aby $ciezka konczyla sie w jej $rodku (a wiec nigdy
nie doprowadzi jej do krawedzi i nie przegra). Zawsze
moze to zrobi¢, gdyz zmusza w ten sposéb przeciwnika
do dopelnienia tej samej kostki domina, wiec sam
w kolejnym swym ruchu znéw zagra w nowej kostce.

Rys. 3. Podzial na kostki domina odpowiadajacy rozgrywce z rys. 2.

Na planszy o parzystej liczbie pél podobna strategie
wygrywajaca ma gracz [: po pierwszym ruchu gracza II
dzieli cala plansze na kostki domina tak, aby dwa zajete
juz pola tworzyly jedna kostke. Nastepnie gra jak wyzej.

Zmienmy teraz regule (4) na nastepujaca:

(4") przegrywa gracz, ktéry doprowadzi $ciezke do brzegu
planszy, chyba ze zrobi to w prawym dolnym rogu

(na mecie) — wtedy gracz ten wygrywa.

Poprzednia strategia gracza I dla parzystej liczby

pol dziala teraz na planszy o nieparzystej liczbie pél

z usunieta meta. W swoim ruchu gracz I zaczyna nowe
domino (nie przegrywa) lub trafia na mete (wygrywa).

Jedli plansza ma jeden wymiar parzysty, a drugi
nieparzysty, gracz II dzieli na domina szachownice bez
pola startowego i mety i tez wygrywa jak powyzej.
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Pora na przykra niespodzianke: planszy o obu
wymiarach parzystych z usunigtym polem startowym

i meta nie da sie podzieli¢ na kostki domina. Dlaczego?
I jak w takim razie zmodyfikowaé strategie? Zachecam
do przemyslen przed dalsza lektura.

Pomalujmy plansze w szachownice. Pole
startowe i meta sa jednego koloru, wiec
bez nich zostaje inna liczba pol biatych
niz czarnych (rys. 4). Tymczasem kazda
kostka domina ma jedno pole biate

i jedno czarne, zatem podzial nie jest
mozliwy.

Rys. 4

Nowa strategia dla gracza II: w pierwszym swoim
ruchu kieruje on Sciezke tak, by gracz I musial zagraé

w polu w prawo i w d6! od pola startowego (rys. 5).
Gracz I wydluza Sciezke, a jednoczesnie wybrany przez
niego wzor taczy pewne dwa puste pola, oznaczmy kazde
7 nich przez Z.

\\

L1117z

Rys. 5. Lewa gérna czesé planszy, rézne warianty po drugim ruchu
gracza .

Teraz gracz 11 dzieli na kostki domina calg plansze
oprocz trzech zajetych juz pol, dwoch pdl Z i mety.
Taki podzial zawsze da sie przeprowadzié¢ (nietrudne
sprawdzenie tego pozostawiam Czytelnikowi). Ponadto
pare pol Z gracz I tez uznaje za jedno domino, gdyz
pola te sa ze soba potaczone. Dalej gra jak zwykle.
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