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Dlaczego niektoére tamigléwki sg tak trudne?

*Nokia

Jak tatwo zauwazyé, sposéb dowodzenia
NP-zupelnosci przez redukcje ma sens,
o ile juz znamy jaki$ problem NP-zupeiny.
Pierwszym problemem, o ktérym
bezposrednio pokazano, ze jest
NP-zupelny, byl problem SAT
(spelnialnosci formut logicznych). Jest
to tre$é¢ stynnego twierdzenia Cooka

z roku 1971, uwazanego przez wielu za
najwazniejsze twierdzenie informatyki
teoretycznej.
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Rys. 1. Przyktad sklejania dwéch graféw
wzdtuz grafu H
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Rys. 2. Przyktad grafu Hs ,. Wierzchotki
na brzegach sa tozsame.

tukasz GRZADKO*

Inspiracja do napisania tego artykulu jest znana, popularna i — do czego chce
Czytelnika przekonaé — catkiem nietatwa tamigltowka zwana Sudoku. Problem
polega na uzupetnieniu czesciowo wypelnionej planszy 9 x 9 w taki sposéb, zeby
kazdy wiersz i kazda kolumna oraz kazdy z 9 tzw. regionéw 3 x 3 zawieral
wszystkie cyfry od 1 do 9. Czy nie przypomina to pewnego innego réwnie
znanego problemu natury kombinatorycznej? Tak, to problem Uzupelniania
Kwadratéw Lacinskich, ktorych wynalazca byt Leonhard Euler. By¢ moze
zainspirowal innych, by w przysztosci stworzyli Sudoku. Zasady Uzupelniania
(czesciowo wypelnionych) Kwadratéw Faciniskich sa niemal identyczne jak

w Sudoku, z ta drobna réznica, ze pomijamy wymaganie dotyczace regionéow 3 x 3.
Gwoli uzupelnienia rysu historycznego dodajmy, ze Sudoku zostalo wymyslone
przez Howarda Garnsa. Po raz pierwszy zostalo opublikowane w 1979 r. przez
magazyn Dell Magazines, a siedem lat pézniej dotarto w koncu do Japonii, gdzie
zdobylo duza popularnosé, jak i swoje prawdziwe imie. Nazwa bowiem wziela sie
z japonskiego wyrazenia ,,Suji wa dokushin ni kagiru” (JUFZIZHEHICFRS), co
dostownie znaczy ,,Liczby musza byé¢ pojedyncze”.

W wersji popularnej, w kontekscie Sudoku, zawsze my$limy o planszy 9 x 9.

W wersji uogélnionej rozwazamy siatke ztozona z n? x n? komoérek, podzielona na
n X n regionéw, kazdy rozmiaru n x n. Niektore komérki na starcie wypelnione
sq liczbami naturalnymi z przedziatu od 1 do n?. Celem jest wypelnienie
pozostatych komérek tak, zeby kazdy wiersz, kazda kolumna oraz kazdy region
zawieral kazdg z liczb z przedzialu od 1 do n? dokladnie jeden raz. Podobnie
mozemy, oczywiscie, rozwaza¢ problem Uzupelniania Kwadratéw Lacinskich dla
dowolnego n.

Okazuje sie, ze zaréwno Uzupelnianie Kwadratéw Lacinskich, jak i gra
Sudoku sa problemami NP-zupelnymi, a wigc wierzymy, ze bardzo trudnymi
obliczeniowo. Pozostata czesé artykulu to wladnie préba naszkicowania, jak
w ogdble mozna takie fakty dowodzic.

Otéz, aby udowodnié, ze jakis problem jest NP-zupelny, wystarczy wziac¢
dowolny problem, o ktorym juz wiemy, ze jest NP-zupelny i pokazac, ze daje
sie go zredukowad do naszego problemu. (Gwoli Scistodci w ten sposéb tak
naprawde pokazujemy, ze ten problem jest co najmniej tak trudny jak inne
problemy NP-zupelne. Nalezaloby jeszcze uzasadnié, ze nie jest trudniejszy,
co jest zwykle bardzo latwe. Tutaj réwniez, ale to pomijamy.) Zredukowad,
tzn. pokazaé efektywna (wielomianowa) konstrukcje, ktéra przerabia dowolna
instancje I; pierwszego problemu na instancje Iy drugiego problemu, oczywiscie
z zachowaniem poprawnosci odpowiedzi (tzn: problem I; ma rozwiazanie wtedy
i tylko wtedy, gdy I» ma rozwiazanie). Dokladnie te metode zaprezentujemy
za chwile. Na start wezmiemy problem 3SAT, o ktérym wiadomo, ze jest
NP-zupelny, a nastepnie naszkicujemy ciag redukcji:

3SAT — TTP — Uzupetnianie Kwadratéw Lacinskich — Sudoku.
Do dzieta!

Redukcja: 3SAT — TTP. Problem 3SAT to problem, ktéry jest opisany
przez dluga koniunkcje klauzul, z ktérych kazda jest alternatywa trzech literalow
(np. (2 V -y V —x5) A (21 Vae Vas) A (nxy V -y V xs)). Pytamy, oczywiscie,
o spelnialno$é¢ wejsciowej formuly. Natomiast problem TTP (Triangulate
Tripartite Problem) to problem triangulacji graféw trdjdzielnych. Zanim
przejdziemy do wlasciwej redukcji, potrzebujemy szeregu definicji.

Graf trojdzielny to taki, ktorego wierzchotki mozna podzieli¢ na trzy grupy

w taki sposéb, aby zadna krawedz nie laczyla wierzcholkéw z tej samej grupy.
Triangulacja grafu to jego podzial na roztaczne krawedziowo trojkaty. Rozwazmy
teraz dwa grafy G i G5 i przypusémy, ze oba maja wspolny podgraf H.
Mozemy sklei¢ G1 z Go wzdtuz H. Zamiast definicji przedstawimy rysunek 1.
Potrzebujemy jeszcze specjalnego grafu Hs ,,, ktéry pokazany jest na rysunku 2,
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Rys. 3. Przyklad F-triangulacji
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Rys. 4. Przyktad T-triangulacji
Rys. 5. Przykltad T-platka

Rys. 6. Przyktad F-ptatka
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Rys. 7. T-triangulacja grafu Hs oraz
wyrézniony F-platek

Rys. 8. Striangulowany graf z rysunku 7
sklejamy z powyzszym grafem wzdluz
wyréznionego F-platka. Wymusza to
T-triangulacje¢ catego grafu.

a ktory nie jest niczym innym jak tylko tréjwymiarowym torusem zbudowanym
z tréjkatnej siatki.

Ten graf ma kilka interesujacych wlasnosci. Przede wszystkim istnieja tylko dwie
rézne (dlaczego?) triangulacje grafu Hs ,,, obie zilustrowane sa na rysunkach 3

i 4. Te triangulacje, w ktérej uzywamy trojkatéw z czubkiem do géry, nazywamy
T-triangulacja, a te druga — F-triangulacja. Pierwsza bedzie odpowiadata
wartodci logicznej ,prawda”, druga — ,falsz”. Graf Hs ,, jest grafem tréjdzielnym,
podobnie jak wszystkie rozwazane sklejenia wielu jego kopii. Uzytecznymi dla
nas podgrafami grafu Hs, beda jeszcze F-platek oraz T-platek, zilustrowane na
rysunkach 5 i 6.

Potrzebujemy jeszcze trzech lematéw ($ciste dowody pomijamy, ale pomocne
beda rysunki 7-12).

Lemat o ptatkach zgodnych. Przypu$émy, ze mamy dwa grafy Hs,, sklejone
F-ptatkiem. Zalézmy, ze znalezliSmy triangulacje wyniku tej operacji. Jest to
mozliwe wytacznie wtedy, gdy albo oba grafy maja T-triangulacje, albo jeden

z nich ma T-triangulacje, a drugi F-triangulacje.

Lemat o ptatkach niezgodnych. Tym razem przypusémy, ze mamy dwa
grafy Hjs , polaczone przez sklejenie T-platka pierwszego grafu z F-platkiem
drugiego grafu i znéw calo$é zostala striangulowana. Jest to mozliwe wylacznie
wtedy, gdy oba grafy maja kazda z trzech mozliwych par konfiguracji
triangulacji oprécz takiej, ze pierwszy ma F-triangulacje, a drugi T-triangulacje.

Lemat o wycieciu tréjkata. Przypuéémy, ze k graféw Hs ,, jest sklejonych
wzdtuz T-platka oraz usuwamy srodkowy trojkat typu F z czedci wspdlnej
tych grafow. Jest to mozliwe wylacznie wtedy, gdy dokladnie jeden graf ma
F-triangulacje, a pozostale maja T-triangulacje.

Jestesmy wreszcie gotowi na wlasciwa redukcje.

Rozwazmy instancje problemu 3SAT, tj. zbiér klauzul C' = {C4,Cs,...,C,}
oraz s zmiennych wuy, us, ..., us, gdzie C; sktada si¢ z literalow 1; 1,15 2, 3.
Wybieramy n tak duze, aby co najmniej 3r platkéw nie kolidowalo ze soba

w grafie H3 ,,. Niech teraz kopia U; grafu Hs, reprezentuje zmienng u;, a kopie
Ci1,Ci 2, C; 3 tego samego grafu reprezentuja klauzule C;. Wszystkie te kopie
sklejamy w pewien szczegélny sposob. Jesli l; j = ug, to sklejamy znaleziony wolny
F-ptatek w C; ; z F-platkiem w Uj,. W przeciwnym przypadku jesli l; ; = —ug,
wtedy sklejamy znaleziony wolny F-platek w C; ; z T-platkiem w Uj. Ponadto
ztaczamy grafy C; 1, C; 2, C; 3 wzdhuz dowolnego wolnego F-ptatka w kazdym

z grafow i usuwamy krawedzie centralnego tréjkata typu F. Efekt naszych
dziatan oznaczmy jako G3. Pokazemy, ze istnieje triangulacja grafu G3 wtedy

i tylko wtedy, gdy wejsciowa formuta C' jest spelnialna. To, oczywiscie, zakonczy
dowodd redukeji.

Przypusémy wpierw, ze istnieje triangulacja grafu Gs. Z poprzednich obserwacji
jasno wynika, ze kazda ze skladowych graféw ma triangulacje T lub F.
Przypusémy, ze l; ; = uy, i rozwazmy zlaczenie graféw C; ; i Uy. Twierdzimy,

ze krawedzie w sasiedztwie zlaczenia moga by¢ triangulowane wtedy i tylko
wtedy, gdy co najmniej jeden z grafow jest T-triangulowalny. Wynika to jednak
wprost z lematu o ptatku zgodnym. Podobnie jedli [; ; = —uy, wtedy z lematu

o platku niezgodnym nie moze jednoczeénie C; ; byé F-triangulowalny oraz Uy
T-triangulowalny. Teraz rozwazmy zlaczenie pomiedzy grafami C; 1, Cj 2, C; 3.
Na podstawie lematu o wycieciu trojkata wnioskujemy, ze zbior krawedzi

w sasiedztwie zlaczenia jest triangulowalny wtedy i tylko wtedy, gdy dokltadnie
jeden z graféw C; 1, C; 2, C; 3 jest F-triangulowalny. Stad wynika, ze jesli G
jest triangulowalny, to istnieje wartosciowanie uy,us, ..., us, ktore spetnia C,
mianowicie uj ma wartos¢ prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy Uy jest
T-triangulowalny. W druga strone: jedli C' jest spelnialna, wtedy dzielimy G35
przez podzielenie Uy wzgledem wartosci zmiennej uy, wybierajac dla kazdej
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Rys. 9. F-triangulacja grafu Hgs , oraz
wyrézniony F-platek

S

Rys. 10. Striangulowany graf z rysunku 9
sklejamy z powyzszym grafem wzdluz
wyréznionego F-ptatka. Wymusza to
T-triangulacje pozostalej czesci
powyzszego grafu.
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Rys. 11. F-triangulacja grafu Hs ,, oraz
wyrézniony platek z wycigtym tréjkatem
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Rys. 12. Striangulowany graf z rysunku 11
sklejamy z powyzszym grafem wzdluz
wyréznionego platka. Wymusza to
T-triangulacje pozostalej czesci
powyzszego grafu.

klauzuli takie l; ;, ktére jest prawdziwe. Wtedy odpowiedni graf C; ; dzielimy
wedlug F-triangulacji, a pozostate dwa sa T-triangulowalne.

Konkretny przyklad tej (przyznajmy, dosé zawilej) redukeji znajduje sie na
tylnej oktadce. Pozostale redukcje tylko zarysujemy.

Redukcja: TTP — Uzupelnianie Kwadratéw FLacinskich

Formalny opis redukcji i dow6d (niestety, do$¢ skomplikowany technicznie
— potrzeba twierdzenia Halla o malzenstwach i algorytmu Hopcrofta—Karpa
szukania maksymalnych skojarzen w grafach dwudzielnych) Czytelnik
Zainteresowany Szczegélami znajdzie w [1]. My pokazemy tylko ponizszy
przyktad.

2 5 7 8

1 3 6

4 1 6 7

N 6 7 2 5
2 6 1 4 7 8 5 3

3 2 7 1 5 6 8 4

6 7 5 2 8 3 4 1

7 8 6 5 3 4 1 2

Zagadka 2. Uzupelnij plansz¢ do pelnego
Zagadka 1. Podziel graf na rozlaczne tréjkaty. Kwadratu Lacinskiego.

Mam nadzieje, ze widadé, jak rozwigzanie zagadki z prawej strony przektada
sie na rozwigzanie zagadki z lewej strony: jesli liczbe S wpiszemy do pustego
miejsca w wierszu R w kolumnie C' w zagadce prawej, to interpretujemy to
jako zaznaczenie tréjkata o wierzchotkach: R z lewej, C na gorze i S z prawej,
w zagadce lewej.

Redukcja: Uzupelnianie Kwadratéw Lacinskich — Sudoku

Ponownie ograniczymy sie do przykladu. Tym razem nie z powodu trudnosci
technicznych, tylko dokladnie odwrotnie — wierzymy, ze przyktad wyjasni
wszystko. Wszystkie liczby sa podane w systemie tréojkowym, gdyz powinno

to utatwié¢ zrozumienie redukcji. Problem Kwadratu jest tak ,,przerobiony”, aby
wymusi¢ wlasno$é, ze w rozwiazaniu Sudoku wszystkie nowo wpisane liczby
maja zero na pozycji jednosci. Bardziej znaczaca cyfra bezposrednio koduje
liczbe z Kwadratu.

0 11|12 21|22 01102

1 e 21|22 01]02 1112

2 01|02(10 (11|12 |20 |21|22|00

111220 |21(22]00|01|02]|10

Zagadka 3. Uzupelnij plansze 21192200l 01]02]10] 1112120

do pelnego Kwadratu

Lacinskiego. 021011 [12]20 |21|22|00 |01

1212021 {22|00|01|02]|10 |11
22100 (01 |02]10 |11 |12|20]21

Zagadka 4. Rozwiaz podane Sudoku 9 x 9.

[1] Charles Colbourn, The Complezity of Completing Partial Latin Squares, Discrete Applied
Mathematics 8 (1984).

Postowie. Z natury rzeczy w tekscie powyzej musialy sie znalez¢é pewne uproszczenia.
Przede wszystkim, warto podkresli¢, ze samo pojecie NP-zupelnosci nie moze dotyczy¢ ani
pojedynczego problemu, ani skoniczonej klasy probleméw. Problemy NP-zupelne dotycza
zawsze pewnego nieskonczonego ciagu probleméw, ktére zwykle sa coraz wicksze (stad zreszta
w tekscie mowa o uogélnionym Sudoku czy o uogdlnionym problemie Uzupelniania Kwadratow
Lacinskich). Oznacza to, ze powyzszy szkic wcale nie ttumaczy wprost, dlaczego akurat
tamigléwka Sudoku rozmiaru 9 x 9 jest trudna. Tak naprawde mozemy tylko powiedzieé,

ze tamigtéwki Sudoku n? x n? sa asymptotycznie bardzo trudne (o ile, oczywiscie, P # NP).
Niemniej pozwala to przypuszczal, ze réwniez poczatkowe lamigtéowki catego ciagu sa trudne.

T. K.
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Testy serii
Przemystaw GRZEGORZEWSKI*

W jezyku potocznym spotykamy sie czasem ze stowem seria, ktére moze
oznacza¢ zbior jednakowych lub w pewien sposéb powiazanych ze soba
przedmiotéw, jak np. seria znaczkéw pocztowych czy seria wyrobow
przemystowych. Seria nazywamy réwniez ciag nastepujacych po sobie czynnoéci
lub zdarzen — w tym sensie rozumie sie tzw. czarng serie wypadkow, serie
wystrzalow itp. Pojecie serii okazuje sie by¢ przydatne takze w matematyce.
Zanim przedstawimy ciekawe zastosowania serii do konstrukcji uzytecznych
testow statystycznych, uscislijmy, co bedziemy rozumieé¢ pod pojeciem serii.

Zalézmy, ze mamy n obiektow dwojakiego rodzaju, w tym ny; > 1 obiektow
pierwszego oraz ny > 1 obiektow drugiego rodzaju, przy czym ni + ns = n.
Przyjmijmy ponadto, Ze jesteSmy w stanie w jakis sposéb uporzadkowaé te
obiekty. Odtad natura owych obiektow nie bedzie mie¢ juz dla nas znaczenia.
Nie bedziemy ich tez rozrézniaé, pamietajac jedynie to, jakiego sa one rodzaju.
W ten sposéb otrzymujemy pewien ciag symboli, np.:

N,N,N,N,N,FFN,F, NN, N,F N, F,N,N,N,N,N, F, F.

Powyzszy ciag odzwierciedla wyniki pojedynkéw tenisowych miedzy Rogerem
Federerem i Rafaelem Nadalem (w turniejach wielkoszlemowych, ATP i Pucharu
Davisa) w ciagu ostatnich dziewieciu lat, przy czym symbole F' i N oznaczaja,
odpowiednio, zwyciestwo Federera i Nadala.

Majac taki ciag symboli, seria nazywamy podciag symboli tego samego
rodzaju, ktéry poprzedza i po ktérym wystepuje symbol innego rodzaju (lub
zaden symbol, w przypadku pierwszej i ostatniej serii). Latwo zauwazyé, ze
w rozwazanym powyzej ciaggu mamy 10 serii:
N,N,N N N,F N,F, NN N,F,N,F, NN, N N,N,F, F.
| ISy S gy NN [y W by IS S gy S gy | ] L 1
Okazuje sie, ze liczba serii wystepujacych w badanym ciagu obiektéw dostarcza
informacji, ktére moga by¢ przydatne we wnioskowaniu statystycznym, co
wykazemy, przedstawiajac konstrukcje dwéch testéw i ilustrujac ich dziatanie
na przyktadach.

Rozpoczniemy od testu réwnoséci dwoch rozkladow. Zalézmy, ze mamy dwie
niezalezne probki losowe Xi,..., X,, i Y1,...,Y,, skladajace si¢ z niezaleznych
obserwacji. Interesuje nas, czy rozklady, z ktérych pochodza te prébki, roznia
sie istotnie. Zakladajac, ze wsréd obserwacji nie ma powtarzajacych sie wartosci,
mozemy ustawié¢ je w ciag rosnacy. Jesli teraz pominiemy wartosci obserwacji,
a pozostawimy tylko etykiety, wskazujace, czy dany pomiar zwigzany byt

z pierwszg czy z druga probka, otrzymamy ciag n symboli zlozony z iksow

i igrekow, gdzie n = ny + nq. Przykladowo, dla n; = 5 oraz ny = 4, mogliby$my
otrzymad

(1) YV, X,V X, X, Y)Y, X, X,

co oznaczatoby, ze najmniejsza obserwacja nalezy do prébki igrekéw, druga co
do wielko$ci — do iksow itd., az po najwieksza obserwacje, ktéra takze pochodzi
z pierwszej prébki. Zauwazmy, ze to, jak rozloza sie iksy i igreki, moze nam
sporo powiedzie¢ na temat rozktadéw obu prébek. Faktycznie, gdybysmy
otrzymali

(2) XX X, X, XY,V Y)Y,
bylby to sygnal sugerujacy, ze iksy sa zasadniczo mniejsze niz igreki. Z kolei
nastepujaca konfiguracja
(3) VY, X, X, X, X, X.YV,Y
wskazywalaby, ze igreki pochodza z rozkladu charakteryzujacego si¢ wigkszym
rozrzutem niz rozklad ikséw. Natomiast ciag postaci

XY, XV, XV, XYV, X
Swiadczytby o dobrym wymieszaniu obserwacji obu prébek. Ostatni
przyktad, w przeciwienstwie do dwoch poprzednich, moégtby sugerowac,
ze obie probki pochodza z tego samego rozkladu. Zauwazmy, ze w tym
ostatnim ciagu wystepuje az 9 serii, podczas gdy w ciagach (2) i (3) mielimy,
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Rozwigzanie zadania M 1540.
Rozwazmy dowolny podzial zbioru
dodatnich liczb calkowitych spelniajacy
zadane warunki. Zauwazmy, ze jezeli

1 € B, to dla dowolnego a € A mamy
a=a-1€ B, co jest sprzeczne

z zalozeniem, ze zbiory A i B sa
roztaczne. Wobec tego 1 € A.

Oznaczmy przez n najmniejszy element
zbioru B. Korzystajac z pierwszego

z danych warunkéw, tatwo indukcyjnie
udowodnié, ze dla kazdej dodatniej liczby
catkowitej k:

{1,2,....,n—=1}+{n,2n,...,kn} C A,

skad wniosek, ze wszystkie liczby
niepodzielne przez n naleza do zbioru A.
‘W szczegdlnoécei z drugiego z danych
warunkéw wynika, ze kazda liczba
podzielna przez n, ale niepodzielna
przez n?, nalezy do zbioru B.

Przypusémy, ze kn? € A dla pewnej
dodatniej liczby calkowitej k. Woéwczas,
skoro n € B, to kn?> +n = n(kn+1) € A,
co jest sprzeczne z konkluzja
poprzedniego akapitu. To oznacza, ze
wszystkie liczby podzielne przez n nalezg
do zbioru B.

Pozostaje zauwazy¢, ze dla kazdego n > 1
jezeli A jest zbiorem liczb niepodzielnych
przez n, a B — zbiorem liczb podzielnych
przez n, to warunki zadania sa spelnione.

w

Rozwigzanie zadania M 1541.

Dla i = 1, 2,3 oznaczmy przez O; $rodek
sfery s;, a przez C; — punkt stycznosci
sfery s; ze sfera s. Poniewaz

X AC; B = 90° oraz punkty A, C;, O; sa
wspélliniowe, wigc rowniez

x0;C;B = 90°.

Rozwazmy inwersje wzgledem sfery sp

o $§rodku B i promieniu BC'. Dla

i =1,2,3 sfera s; jest prostopadla do
sfery sp, wigc jest zachowywana przy
rozwazanej inwersji. T¢ sama wlasnosé
ma sfera ss. Wobec tego obrazem sfery s
(przechodzacej przez $rodek inwersji) jest
pewna plaszczyzna, ktéra jest styczna do
S1, S2, S3, SA.

]

Rozwigzanie zadania M 1542.
Wystarczy udowodnié, ze nieréwnosé

1
5iw+z1:2i:1:3+x4i---

-+ 2t + 22" >0

zachodzi dla kazdego sposréd 2™
mozliwych wyboréw znakéw.
Rzeczywiscie, lewa strone powyzszej
nieréwnosci mozna zapisa¢ w postaci
n—1
1/ ok . . 1
§ : 1 (IM 4 g2kt +m2k+2) U
2 2
k=0 n—1

1 3 WRE 1 .
== § :(TL 422 4 §<mn)2,
k=0

co jest liczbg nieujemng jako suma
kwadratéw liczb rzeczywistych. Pozostaje
zauwazyc¢, ze liczba ta jest $cisle dodatnia,
gdyz réwnosci " = 0 oraz z* = FaF

(dla k=0,1,...,n — 1 i pewnych
wyboréw znakéw F) nie moga wszystkie
zachodzié¢ jednoczesnie.

odpowiednio, tylko 2 i 3 serie. Biorac pod uwage wspomniane wyzej interpretacje
poszczegdlnych ciagdw, mozemy wysnué przypuszczenie, ze gdy w ciagu
otrzymanym z polaczenia obu probek jest mato serii, to wskazuje to raczej na
istotne réznice miedzy rozkladami obu prébek, podczas gdy duza liczba serii
moze sugerowac, ze obie prébki pochodza de facto z tego samego rozktadu. Tego
typu spostrzezenia nasunety Abrahamowi Waldowi i Jakubowi Wolfowitzowi
pomyst konstrukcji nastepujacego testu statystycznego: jesli liczba serii
wystepujacych w ciggu otrzymanym z polaczonych probek jest mata, to
odrzucamy hipoteze méwiaca o braku réznic miedzy rozkltadami, natomiast

w przeciwnym przypadku, tzn. gdy liczba serii jest duza, nie mamy podstaw

do odrzucenia rozwazanej hipotezy, co w praktyce oznacza stwierdzenie braku
istotnej réznicy miedzy rozktadami.

W tym miejscu konieczne jest poczynienie pewnych uwag. Po pierwsze, musimy
byé¢ $wiadomi, ze nawet gdyby obie prébki pochodzily z tego samego rozkladu,
mozliwe jest otrzymanie konfiguracji zawierajacej mata liczbe serii, a wiec

np. tego typu, jak w (2) i (3). Na szczescie, jak sie okazuje, jest to malo
prawdopodobne. Druga uwaga dotyczy interpretacji stéw duza badz mala
liczba serii. Co to, tak naprawde, znaczy? Owszem, w rozwazanym przyktadzie
maksymalna mozliwa liczba serii wynosi 9, ale czy liczba serii réwna 6, jak

w przypadku (1), oznacza juz duzg czy wciaz jeszcze malg liczbe serii? Do
odpowiedzi na to pytanie postuzy nam rachunek prawdopodobienstwa.

Niech R oznacza liczbe serii wystepujacych w rozwazanym ciagu symboli.
Oczywiscie, liczba serii nie moze by¢ mniejsza niz liczba réznych symboli

w ciggu, a zarazem wieksza niz taczna liczba obserwacji w obu prébkach,

tzn. 2 < R < n. Jako kryterium rozdzielajace malg i duzq liczbe serii przyjmiemy
pewna wartos¢ krytyczna k,, czyli taka najwieksza liczbe catkowita, dla ktérej
— przy zalozeniu prawdziwosci testowanej hipotezy (o braku réznic miedzy
rozkladami obu prébek) — zachodzi

P(R < ko) < «,
gdzie a jest tzw. poziomem istotnosci, czyli przyjetym z gory ograniczeniem na
prawdopodobienistwo odrzucenia hipotezy, gdy faktycznie jest ona prawdziwa
(zwyczajowo przyjmowana wartodcia poziomu istotnosci jest 0,05).

Innymi stowy, policzywszy, ile serii R wystepuje w ciagu utworzonym
z polaczonych prébek oraz dysponujac wartoscia krytyczna k,, nasz test
rownosci rozkladéw wyglada nastepujaco:

e jesli R < kq, wowczas odrzucamy hipoteze o rownosci rozkladéw,
e jesli R > k,, to nie mamy podstaw do odrzucenia weryfikowanej hipotezy.

Pozostaje nam teraz wskaza¢ metode wyznaczania wartosci krytycznych k.
Pomocne beda w tym dwa twierdzenia.

Twierdzenie 1. Niech R; i Rs oznaczajg, odpowiednio, liczbe serii obiektow
pierwszego i drugiego rodzaju w ciggu utworzonym przez ny obiektow pierwszego
rodzaju i no obiektow drugiego rodzaju. Wowczas, przy zaloZeniu rownosci
rozkliadow obu probek, zachodzi
-1 -1
C(le—l) (Z;—l)

(4> ]P(Rl =T, Ry = TZ) = (nﬁ»ng) 3
ni
gdziery =1,...,n1, ro =1,...,n9, przy czymry =r9 lub ry =ro £ 1 oraz c = 2,

gdyri =19, zasc=1, gdyry =ro £ 1.

Dowéd. Zaktadajac réwnosé rozkladéw obu probek, wszystkie mozliwe uktady
n1 elementéw pierwszego rodzaju i ng elementéw drugiego rodzaju sa tak samo
prawdopodobne. Takich rozréznialnych ukladow jest (”1:1"2), zatem mamy juz
mianownik wyrazenia (4). Aby otrzymaé licznik, zauwazmy, ze liczba rdznych
sposobéw otrzymania ry serii z ny obiektéw pierwszego typu wynosi (211:11)
Fatwo to dostrzec, wyobrazajac sobie, ze mamy rozmiesci¢ nq biatych kul w rq
komorkach w ten sposéb, aby w kazdej komorce znalazla sie przynajmniej jedna
kula. Mozna to zrealizowaé, na przyktad, tak, ze miedzy ustawione w linii biate
kule wstawia sie r; — 1 przegrod. Poniewaz mamy n; — 1 mozliwych miejsc,

w ktére mozna wstawi¢ przegrode, otrzymujemy owe (:‘11:11) potencjalnych
uktadéw.
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XYXY XY

P(R = 2) ~ 0,000000115,
P(R = 3) ~ 0,00000144,
P(R = 4) ~ 0,0000177,
P(R = 5) ~ 0,000102,
P(R = 6) ~ 0,000576,
P(R = 7) ~ 0,00202,
P(R = 8) ~ 0,0069,
P(R = 9) ~ 0,01641,
P(R = 10) ~ 0,038.

To samo rozumowanie mozna, oczywiscie, powtorzy¢ wobec ny obiektéw
drugiego rodzaju, ktére tworzg ro serii. Wobec tego taczna liczba rozréznialnych
uktadoéw, zaczynajaca si¢ seria obiektéw pierwszego rodzaju, wynosi

(:11:11) (7;22:11) Tyle samo ukladéw otrzymamy, gdy ciag serii rozpoczyna seria
obiektéw drugiego rodzaju. Poniewaz za$ serie obiektéw pierwszego i drugiego
rodzaju musza wystepowaé na przemian, w konsekwencji musi zachodzié¢

ry =19 £ 1 albo 71 = ro. Jesli zachodzi v = ry — 1, to ciag serii rozpoczyna
seria obiektow drugiego rodzaju. Gdy r1 = ro + 1, to jako pierwsza wystepuje
seria obiektéw pierwszego rodzaju. Natomiast w sytuacji, gdy r1 = ro, jako
pierwsza w ciagu moze pojawi¢ sie zaréwno seria pierwszego, jak i drugiego
rodzaju, co sprawia, ze liczbe rozréznialnych uktadéw nalezy podwoi¢. W ten
spos6b otrzymujemy licznik wyrazenia (4), co koniczy dowdd. a

Twierdzenie 2. Przy zalozeniu réownosci rozkladow obu probek rozktad lgcznej
liczby serii R, w ciggu utworzonym przez ni obiektow pierwszego rodzaju i no
obiektow drugiego rodzaju, jest dany wzorem

-1 —1
2(75-0) ()

(nl +TL2) ?

ni

(5) P(R=r)=

gdy r jest parzyste oraz

(o272 (225 72) + (2572 (221))2)
(nl +n2) ’

ny

(6) P(R=r) =

gdy r jest nieparzyste. Wzory te sq prawdziwe dla 2 < r < ny + no.

Dowdéd. Powyzsze twierdzenie wynika bezposrednio z twierdzenia 1. Istotnie,
jesli r jest parzyste, to liczba serii obu rodzajéw obiektow musi by¢ taka sama,
tzn. 71 = 73 = §, co po podstawieniu do wzoru (4) daje (5). Natomiast, gdy r jest
nieparzyste, wéwczas 11 =19 + 1 = ’%1 i sumujac oba te przypadki, na mocy (4)
otrzymujemy (6). O

Jak mozna wykorzysta¢ powyzsze wyniki we wnioskowaniu statystycznym?
Wyobrazmy sobie, na przyktad, ze w pewnym supermarkecie postanowiono
zbadacé, czy istnieje zwiazek miedzy ceng produktéw chemicznych a czasem, jaki
klient poswieca, ogladajac dany produkt, zanim podejmie decyzje o zakupie.

W tym celu zarejestrowano dlugos$¢ czasu, przez jaki klienci ogladali jeden

z dwoch srodkéw czyszezacych, sprzedawanych w opakowaniach o tej samej
pojemnosci, ale rozniacych sie cena. Losowo wybrane wyniki zawiera ponizsza
tabela.

Produkt Czas (w sekundach)

drozszy | 724 9,79 11,23 13,11 22,82 2347 32,60 33,04
48,96 53,53 58,46 60,36

tatiszy 8,02 16,31 17,56 19,36 20,93 21,39 27,92 29,16
31,08 31,78 3394 358 39,04 4292 46,79

Ustawmy wszystkie pomiary w ciag rosnacy, pamietajac przy tym, do ktorej
grupy cenowej nalezy kazdy z nich. Jesli teraz pominiemy wartosci pomiaréw,
a pozostawimy tylko etykiety wskazujace, czy dany pomiar zwiazany byt
z produktem drozszym (ozn. D), czy taniszym (ozn. T'), otrzymamy nastepujacy
ciag symboli:

D, T,D,D,D,T, T, T, T, T,D,D, T, T, T, T, D, D, T, T, T, T, T,D,D, D, D .

LJ Ll ] L ] L ] L ] L ] L ] L ]

Jak wida¢, ciag ten zawiera 9 serii. Korzystajac z twierdzenia 2, mozemy tatwo
obliczy¢ prawdopodobienstwa mozliwych wartosci liczby serii w 27-elementowym
ciagu otrzymanym z n; = 12 elementéw pierwszego rodzaju i ny = 15 elementow
drugiego rodzaju — przyblizone wyniki znajduja sie na marginesie (zachecam
Czytelnika do skontrolowania choéby kilku z nich).

Sumujac wartosci obliczonych prawdopodobieristw, dostaniemy P(R < 9) = 0,026
oraz P(R < 10) = 0,064, z czego wynika, ze np. dla poziomu istotnosci o = 0,05
wartosé¢ krytyczna testu wynosi kg 05 = 9. A poniewaz w przeprowadzonym
do$wiadczeniu otrzymalidémy 9 serii, na mocy opisanej powyzej reguly decyzyjnej
odrzucamy hipoteze o réwnosci rozktadow. Zatem rozklady odpowiadajace
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Rozwigzanie zadania F 935.
Powierzchni¢ banki mydlanej tworzg dwie
powierzchnie rozdziatu faz woda

z mydlem — powietrze, pomiedzy ktérymi
znajduje si¢ roztwér wody z mydtem.
Zakrzywiona powierzchnia banki

o promieniu r powoduje, ze w jej wnetrzu
ci$nienie jest wigksze od zewngtrznego o
40 /r, gdzie r jest promieniem bariki.
Zamkniety w barice gaz spelnia prawo
Boyle’a—Mariotte’a, pV = nRT, gdzie p
jest cisnieniem gazu, V jego objetoscia, n
liczbg moli gazu, R stala gazows, a T
temperaturg w skali bezwzglednej.
Oczywiscie n = m/p, gdzie m oznacza
mase gazu, a i jego mase molowa. Masa
gazu zamknigtego w bankach przed i po
zderzeniu nie zmienia sig¢, nie zmienia sig
tez temperatura T'. Biorac to wszystko
pod uwage, otrzymujemy réwnanie
spelniane przez promien r; koricowej

banki:
40 3 4o 3
2|\ po+ — To = | Po +— )y,
o 1
a stad
r$ —2r3 40
1“0 _ ==
27’8 — rf PO

Dla spetnienia warunku dodatniosci
prawej strony musi zachodzié

3
V2rg > 1 > V2rg.
Poniewaz 40 /po ~ 10-¢ m, to r; bardzo
. . . 3/
nieznacznie przewyzsza /2rq.

Rozwigzanie zadania F 936.

Na podstawie zasady réwnowaznos$ci masy
i energii otrzymujemy, ze kwant

o czestosci v 1 energii hv, gdzie h jest
stala Plancka, spadajac w polu
grawitacyjnym z wysokoéci H zwiekszy
swoja energi¢ o hng/cZ, a wigc jego
czesto$é wzrosnie o Av = vgH/c?. Dla
niewielkich predkosci u ruchu emitera
zmiana czestosci promieniowania

w wyniku zjawiska Dopplera wynosi
Av/v = u/c. Dla skompensowania
wzrostu energii kwantu v podczas spadku
emiter musi oddala¢ si¢ od detektora

z predkoscia powodujaca zmniejszenie
energii kwantu o wartos¢ réwnag temu
wzrostowi. Otrzymujemy wigc:

uwr gH/c~75-10"7 m/s.

W dos$wiadczeniu Pounda i Rebki uzyto
kwantéw « o energii 14,4 keV
emitowanych przez izotop °7Fe (Physical
Review Letters 4, 337 (1960)).

badanym produktom réznia sig, co oznacza, ze istnieje zwiazek miedzy cena
produktéw chemicznych a czasem, jaki klient poswieca, ogladajac dany produkt,
zanim podejmie decyzje o jego zakupie.

Test réwnoéci rozkladow nie jest jedynym interesujacym testem
wykorzystujacym pojecie serii. Innym ciekawym narzedziem statystycznym jest
test losowosci.

Wyobrazmy sobie, ze obserwujemy wchodzacych do kina, notujac pleé¢
kolejnych osob. Zalézmy, ze ostatnie 10 0séb wygenerowato nastepujacy ciag:
K, K,K,K,K, M, M, M, M, M gdzie symbole K i M oznaczaja, odpowiednio,
kobiete i mezczyzne. Tego typu ciag trudno byltoby uznac¢ za losowy, gdyz
odpowiadalby on sytuacji, w ktorej do kina wchodza najpierw kobiety, a potem
mezezyzni. Réwnie malto losowy byltby ciag M, M, M, M, M, K, K, K, K, K.
W obu przypadkach ciagi zawieratyby jedynie po dwie serie. A zatem mala
liczba serii wskazywalaby na duze zgrupowanie podobnych obiektéw, co
klécitoby sie z losowoscia. Zwroémy jednak uwage, iz diametralnie inny

ciag: K,M,K,M,K, M, K, M, K, M, byloby réwnie trudno uznaé za losowy.
Sugerowalby on bowiem, iz do kina wchodzily pary. Tak wigc tym razem
duza liczba serii (w rozwazanym ciagu jest ich 10) takze wskazywalaby na
brak losowosci, jakkolwiek innej natury, niz to miato miejsce w poprzednich
przyktadach.

Naturalne pytanie, jakie nasuwa sie w tym miejscu, brzmi zatem: Kiedy

dany cigg mozemy uznac za losowy? Na tak postawione pytanie latwiej
odpowiedzie¢ przez dopelnienie, okreslajac, kiedy ciag nie jest losowy.
Mianowicie, powszechnie przyjmuje sie, ze cigg jest nielosowy, jesli tworzy
jakgs strukture. Takie okreslenie interesujacego nas pojecia moze nie wszystkich
zadowala, ale jest do$é¢ intuicyjne. O ile jednak stosunkowo tatwo analizowaé

w tym kontekscie ciagi krotkie i wyraznie ustrukturyzowane, jak chocby te
wskazane powyzej, do badania losowosci dowolnych ciagéow przydaja sie rozmaite
metody statystyczne. Nalezy do nich réwniez test losowosci wykorzystujacy
liczbe serii. Tym razem jednak, w przeciwienstwie do omawianego wcze$niej
testu rownosci dwéch rozktadéw, odrzucamy hipoteze o losowosci, jedli liczba
serii jest zaréwno zbyt mata, jak i zbyt duza. A to oznacza, ze do podjecia
decyzji potrzebne sa dwie wartosci krytyczne: dolna d,, i gérna g,. Wyznaczamy
je ze wzoréw podanych w twierdzeniu 2, przy czym d, oznacza taka najwicksza
liczbe catkowita, dla ktérej — przy zalozeniu prawdziwosci testowanej hipotezy

o losowosci — zachodzi o
]P(R < dcx) < 5,

natomiast g, oznacza taka najmniejsza liczbe catkowita, dla ktorej — przy
zalozeniu prawdziwosci testowanej hipotezy o losowosci — zachodzi
o
P(R>ga) < 5
gdzie « jest przyjetym poziomem istotnosci.
Dysponujac tak wyznaczonymi wartosciami krytycznymi oraz policzywszy, ile
serii R wystepuje w badanym ciagu, nasz test losowosci przebiega nastepujaco:

e jesli R <d, lub R > g,, wéwczas odrzucamy hipoteze o losowodci ciaggu
obserwacji,
e jesli dy < R < ga, to nie mamy podstaw do odrzucenia weryfikowanej hipotezy.

Zachecamy Czytelnikow, aby sprébowali zbadaé, czy ciag wynikéw meczow
rozegranych przez Federera i Nadala, od ktérego rozpoczelidmy nasze rozwazania,
jest losowy.

Wspomnijmy jeszcze tylko, ze oprocz liczby serii ciekawe moze byé réwniez to,
jak dlugie sa poszczegolne serie, jaki jest rozmiar najdluzszej serii, itd. Tego
typu informacje moga takze okazaé sie przydatne do testowania losowosci.

Na zakonczenie podkreslmy jeszcze jedna, niezwykle wazng ceche omawianych
testow serii, jaka jest ich nieparametrycznosé. Pojecie to nieco lepiej oddaje
jezyk angielski poprzez okreslenie distribution-free, oznaczajace procedure,
ktora nie zalezy od rozktadu badanej préobki. W statystyce jest to bardzo
pozadana wlasno$¢, otwierajaca szerokie pole do potencjalnych zastosowan danej
procedury, wolnej od rozmaitych, czesto klopotliwych ograniczen.
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Przerwy w liczbach pierwszych
Wojciech CZERWINSKI

Wielu Czytelnikéw styszalo zapewne o twierdzeniu Czebyszewa, méwiacym,

ze dla kazdej liczby naturalnej n w przedziale (n,2n] istnieje jakas liczba
pierwsza. Jednak juz jego dowdd nie jest tak znany. A szkoda, bo jest niebywale
elegancki i daje si¢ przesledzi¢ bez wiedzy spoza zakresu liceum. Ponizszy tekst
jest oparty na rozdziale ksiazki Dowody z ksiegi autorstwa Martina Aignera

i Glintera M. Zieglera.

Najpierw troche historii. W 1845 roku Joseph Bertrand sformulowal hipoteze
twierdzaca, ze ,,odleglo$é¢ od najblizszej liczby pierwszej nie moze by¢ wigksza
niz liczba, od ktérej zaczynamy poszukiwania”. Dlatego tez niekiedy omawiane
twierdzenie nazywane jest hipoteza Bertranda. Sam Bertrand udowodnil swoja
hipoteze dla liczb n < 3000000. W 1850 roku Pafnutij Czebyszew znalazl
pierwszy pelny dowéd dla wszystkich liczb naturalnych. My przedstawimy
dowdd autorstwa stynnego Paula Erdoésa, ktory publikujac go w 1932 roku, miat
zaledwie 19 lat.

Najpierw wykazemy prawdziwosé¢ twierdzenia dla liczb n < 4000. Zauwazmy, ze
nie musimy sprawdza¢ wszystkich przypadkéw, a wystarczy jedynie wskazaé ciag
liczb pierwszych, z ktérych kazda jest mniejsza niz dwukrotnosé poprzedniej.
Przyktadowy taki ciag to

2,3,5,7,13,23,43, 83,163, 317, 631, 1259, 2503, 4001.

Zajmijmy sie wiec dowodem dla n > 4000. W tym celu bedziemy przygladaé

si¢ liczbie (277) Oszacujemy ja z dotu i z gory. Nastepnie okaze sig, ze przy
zalozeniu, ze nie ma zadnych liczb pierwszych w przedziale (n, 2n], dojdziemy do
sprzecznosci.

Wykazmy na poczatek dosy¢ proste oszacowanie dolne. Dla dowolnego n > 1
zachodzi

£<)

2n
Jest tak, gdyz 4" = (2,?), a wartosé (2:) jest najwieksza sposréd 2n liczb:

() (), (s () (27

Przejdziemy teraz do oszacowania gérnego, ktére otrzymamy w kilku krokach.
Pierwsze oszacowanie, ktore bedzie nam pomocne za moment, jest samo w sobie
bardzo interesujace. Pokazemy, ze

(2) I p<at,

peP(1,n]
dla wszystkich n € N, n > 2, gdzie P(, j| to zbiér zawierajacy wszystkie liczby
pierwsze w przedziale (i, j]. Zauwazmy najpierw, ze wystarczy udowodnié ten fakt

tylko dla liczb pierwszych. Wowczas niech g bedzie najwigksza liczba pierwsza
nie wigksza niz n. Dostajemy

IT »= J] p<av'<at
pEP(1,n] p€EP(1,q]

Udowodnimy wiec (2) przez indukcje. Dla n = 2 mamy 2 < 4, wiec jest to prawda.
Aby wykonaé¢ krok indukeyjny, zalézmy, ze nieréwnos$é (2) jest prawdziwa dla
wszystkich liczb pierwszych mniejszych od liczby pierwszej ¢ = 2m + 1. Mamy

m 2m+1 m mo__ m
I »= 1II » 11 p<4-<m><422 =4,

peP(1,2m+1] peP(1,m+1] pEP(m+1,2m+1]
Nier6wnosc
I[I »<4m
pEP[1,m+1]



wynika z zalozenia indukcyjnego. Nieréwnos¢

pEP(m+2,2m+1] m m|(m T 1)'
natomiast wynika z tego, ze wszystkie liczby pierwsze w P(m + 1,2m + 1] dziela
licznik (2m + 1)!, ale nie dziela mianownika n!(n + 1)!. Ostatnia nier6wnosé
(Q”Znﬂ) < 22 wynika za$ z tego, ze Eizg_l (2m+1) = 22m+1 oraz dwa z tych

2m+1) i (2m+1) — (2m+1). r

wyrazow to ( m il m

Przypomnijmy teraz twierdzenie Legendre’a, méwiace, ze w rozktadzie liczby

n! na czynniki pierwsze liczba pierwsza p pojawia sie dokladnie LP%J razy.

k=1
Latwo je udowodni¢, zauwazajac, ze w iloczynie 1-2-...-n dokladnie % liczb jest

podzielnych przez p, doktadnie p% jest podzielnych przez p?, itd.

2n)! . . . .
2:) = (n,"g, 7 twierdzenia Legendre’a latwo wywnioskowad,

ze dowolna liczba pierwsza dzieli 512,"73,' w potedze dokladnie

(] 21x))

Dla dowolnych liczb a,b € N liczba L%‘IJ — 2L%J jest réwna albo 0, albo 1.

Dodatkowo dla p*¥ > 2n wartoéci Li—ﬂ oraz [ ;x| sa réwne zeru. Zatem

2n
n

(3) ZQZZJJHDg Y 1=max{r|p" <2n}.

k>1 p k>1,pk<2n

Przypomnijmy tez, ze (

otrzymujemy, ze liczba pierwsza p dzieli ( ) w potedze doktadnie

Mozemy wiec przejs¢ do wlasciwego oszacowania. Bedziemy si¢ zastanawiac, ile
razy rozne liczby pierwsze wystepuja w rozkladzie (27?) na czynniki pierwsze.
Zauwazmy najpierw, ze z (3) wynika, iz dla dowolnego p € P(1,n] potega r jest
taka, ze p” < 2n. A wiec w szczegdlnodci liczby pierwsze p > v/2n wystepuja tam
co najwyzej jeden raz. Istotne jest spostrzezenie, ze liczby pierwsze p spelniajace
%n < p < n weale nie dzielg n!. Jest tak, gdyz dziela zaréwno licznik (2n)!, jak

i mianownik n!-n! w potedze réwnej dwa. Otrzymujemy wiec

2n
< Mm - : :
<n) < Il 2o II » II »
pEP(1,7/2n] pEP(V2n,2n]  PEP(n,2n]
W polaczeniu z (1) mamy
4n
(4) o S I 22 II » II »
peP(1,v/2n] peP(V2n,2n]  pEP(n,2n]
Przypu$émy teraz, ze dla pewnego n € N zbiér P(n, 2n] jest pusty. Wéwczas z (4)

wynika, ze N

;—n < H 2n - H p < (Zn)m-éﬁn,

pEP(1,v/2n] pEP(V2n,%n]
gdzie druga nieréwno$é¢ wynika z (2). Przeksztalcajac, otrzymujemy
4" < (2n) V2L 43n
oraz
(5) 45" < (2m)Y7H,
co, jak zaraz wykazemy, nie jest prawda dla n > 4000.
Korzystajac z nieréwnoéci k + 1 < 2F prawdziwej dla k > 2, mamy
(6) o = (V2n)¢ < (V2n)° +1)6 < 26V2n,
Dla liczb n > 50 dostajemy
221 < (2p)B(HVEN) < 96 Y2n3(1+v2 _ 918 V2n(1+v2) _ 9209202 _ 220(2n)%7

gdzie pierwsza nieréwnos¢ wynika z (5), nastepna z (6), a ostatnia z faktu, ze

2
18 < 2v/2n dla n > 50. Mamy wiec 22" < 220@m)% " covli 9n < 20(2n) %, czyli
(2n)3 < 20, czyli n < 4000. A zatem zbiér P(n,2n] nie moze byé¢ pusty dla liczb
n 2= 4000, co konczy dowodd twierdzenia Czebyszewa.
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Wyniki XXXIV Ogoélnopolskiego Sejmiku Matematykéw, Szczyrk, 8-11 VI 2017

Konkurs polega:i na przedstawieniu Jury w skladzie: dr hab. Mieczystaw Kula — przewodniczacy, dr Anna Bien,
opracowania jednego z tematéw . . R
saproponowanych (wraz z bibliografia) dr Pawel Blaszczyk, dr Anna Brzeska, dr Lukasz Dawidowski,

przez Jury lub tematu wlasnego oraz megr Zywilla Fechner, dr Pawel Gladki, dr Piotr Kalemba,

— w przypadku zakwalifikowania si¢ do . . . ;1.
finalu — krotkim, publicznym dr Maria Kania—Btaszczyk, dr Renata Kawa, dr Marian Podhorodynski,
zreferowaniu tego opracowania. dr Barbara Przebieracz, dr Malgorzata Serwecinska, dr Jolanta Sobera,

dr Anna Szczerba-Zubek, postanowito przyzna¢ nastepujace wyrdznienia:

I miejsce: Wojciech Kretowicz — I LO w Bydgoszczy za prace
Podzielnos$é silni a suma cyfr, opiekun: mgr Mariusz Adamczak;
IT miejsce: Kacper Bem — VIII LO w Poznaniu za prace
O wezlach stow kilka, opiekun: mgr Joanna Politarczyk, dr Wojciech Politarczyk
oraz Mateusz Matczak — II LO w Zdunskiej Woli za prace
Nieréwnosci izoperymetryczne, opiekun: dr inz. Renata Dlugosz,
dr Krzysztof Pieszynski;
IIT miejsce: Patryk Matusiak — VIII LO w Poznaniu za prace
Liczby Ramseya, opiekun: mgr Joanna Politarczyk
oraz Gabriela Pietras — Publiczna Szkola Podst. w Leszczynie, za prace
Kolorowanie szachownic, opiekun mgr Martha FLacka.

W glosowaniu publicznosci na najlepsza prezentacje
nauczyciele nagrodzili Grzegorza Janosza — I LO w Pszczynie,
praca Problemy problemow

Sejmiki organizuje Pracownia Matematyki oraz WOJCleCha Kret0w1cza,

i Informatyki Palacu Mlodziezy w a uczniowie Tymoteusza Ciesielskiego — LO w Pszczynie,
Katowicach we wspolpracy . . 9

» Uniwersytetem Slaskim: praca Racjonalny, ale czy najlepszy?

www.spinor.edu.pl oraz Wojciecha Kretowicza.

Astrofizycy ostatnio twierdza, ze ,Wszechswiat jest ptaski”, co w ich zargonie
oznacza, iz $rednia krzywizna Wszech$wiata jest réwna zeru (i tylko lokalnie
jest zaklécana przez grawitacje). Jesli maja racje, to matematyka dowodzi, ze
Wszechswiat przyjmuje jeden z 18 mozliwych ksztaltow.

Mate Wszechswiaty

Wynika to z twierdzenia Felixa Kleina, ktore glosi, ze

wszystkie lokalnie euklidesowe rozmaitosci powstajq z przestrzeni euklidesowej
przez podzielenie jej przez jednostajnie nieciggle podgrupy izometrii.
Wyjasénijmy te terminy (rzecz jasna od korca).

Izometrie to przeksztalcenia zachowujace odlegtosci. Grupa przeksztatcen to

taki ich zbior, w ktérym jest identycznosé, wraz z kazdym przeksztatceniem jest
Przesunigcia o naturalne wielokrotnosci odwrotne do niego, a wraz z kazdymi dwoma — ich zlozenie. Podgrupa izometrii
danego wektora v tworza jednostajnie . . - .. . .. , . .
nieciagla podgrupe izometrii: odrzucaja ~ JeSt jednostajnie nieciggta, gdy kazde z jej przeksztalcenl odrzuca kazdy niestaty

kazdy punkt co najmniej o |v]. punkt co najmniej na z gory ustalona odleglosé.

Podzielenie plaszczyzny przez grupe Podzielenie przez grupe polega na utozsamieniu (sklejeniu) tych wszystkich
z powyzszego przykladu daje ’ ’ . . o ,
powierachnie walca. Mozna o sobie punktow, ktére dadza sie nalozy¢ przez ktores z przeksztalcen grupy.

wyobrazi¢ w ten sposéb: na przezroczystej /s sos . . s .
folii rysujemy w jednakowych odstepach ~ J€Sli chcemy, by nasz model Wszechswiata byl ograniczony (czyli, by odleglosci

réwnolegle proste odlfegfe o |vl, w nim nie przekraczaly jakiej$ wielkosci, np. 5 mld lat razy predkosé swiatla)
tepnie zwij lig tak, by widzie¢ . . .
?yﬁjsji%?llaf sr;lg?;.ly Ol T DY WIS | byt orientowalny (patrz np. Co zobaczyta Alicja. .., Delta 5/2017), to
liczba mozliwosci maleje do sze$ciu. Te wlasnie modele nazywa sie Malymi

Natomiast grupy astrofizykéw wybieraja  Wszech§wiatami — chwilowo nie potrafimy stwierdzié¢, czy Wszechswiat ,wybral”

dla siebie ktory$ z Malych Wszechd§wiatéw ktérvé z nich

i pisza prace o tym, co by bylo, gdyby tak ys z :

byto; np. Wszechswiat w lazience, G kredlai oy s s d iedni

Delta 1/2013. rupy okreslajace te rozmaitosci sa wyznaczone, odpowiednio, przez
przeksztalcenia T, T, To, (v, w, u nie leza w jednej plaszczyznie);

T, to przesunigeie o wektor v, a Ry k.o to Ty, Ty Rypr (v Lu Lw); Ty, Ty Ry grye (|| = |w|, v Lu Lw, vw=mr/2);

ruch srubowy, czyli zlozenie przesunigcia . . v _ )

o wektor v z obrotem wzgledem prostej k Tv? Tw’ Rq},,k,ﬂ—/g (Jak poprzednlo, tylko Fow = 7T/3)7

(réwnoleglej do v) o kat «; patrz Rzut Ty, Tw, Ry i~ (jak poprzednio, tylko xvw = 27/3);

butem. .., Delta 11/2015 RUJC’T;-, Rw’lwﬂ— (v L w, k i l SkOéne).
Ten pierwszy Maly Wszechswiat powstaje z réwnoleglodcianu, w ktérym
zlepita si¢ przednia Sciana z tylna, lewa z prawg i gérna z dolna. Wyobrazenie

ozostalych pozostawiam Czytelnikom.
p y p y M. K.
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Cztowiek, ktory poznat nieskorczonosé
Roberta Kanigela

Nie bede ukrywal. Jestem zawsze niezmiernie sceptyczny, gdy
podchodze do ksigzek o matematykach, napisanych przez
nie-matematykéw. Tak wiec, gdy trafila w moje rece ksigzka
Roberta Kanigela pt. Czlowiek, ktéry poznat nieskorczonosé,
reklamowana jako $wietna biografia Srinivasy Ramanujana,
to od razu sprawdzitem, kim jest autor. Odkryte pewne
zwiazki z matematyka (trzy lata studiéw inzynierskich)
Kanigela nie byly dla mnie wystarczajace. Jeszcze na
dodatek wydawnictwo ,,Swiat Ksigzki” postanowito ksiazke
ubraé¢ nie tylko w kiczowata oktadke, ale jeszcze dodatkowo
oszpecié jg tandetnymi cytatami z superpozytywnych recenzji
znalezionymi w amerykanskich gazetach i czasopismach.

A jednak! Ksiazke przeczytalem niemal jednym tchem,

caty czas pozostajac pod jej ogromnym wrazeniem. Mimo

to wciaz mam ambiwalentne odczucia, co o tej ksiazce
Czytelnikowi Delty napisa¢. Wydaje mi sig, ze potrafig
wyartykulowaé swoje emocje nastepujaco: jest to pozycja
absolutnie znakomita, ale nie jest to bynajmniej opowieéé

o matematyce! Ba, nie jest to nawet opowies¢ o matematyku
per se. Jest to raczej opowiesé o zyciu pewnego bardzo
intrygujacego czltowieka pokazana na tle bardzo ciekawego

m Zadania

$wiata. I jedno i drugie Kanigel odmalowuje po prostu
wspaniale. W jednej ksigzce mozemy znalez¢ cala game
pasjonujacych obrazéw: Zjednoczone Krélestwo na Starym
Kontynencie, Anglicy w Indiach, religia, Hardy, Littlewood,
pasja, kultura Wschodu, poswiecenie, kobieta w kulturze
hinduskiej, zycie zawodowego matematyka w Cambridge
przed wojna (to se ne vrati)... O wszystkim rzeczowo

i zajmujaco.

O ile same przyklady z matematyki (dos¢ liczne) sa juz nie
takie fantastyczne, to i one nie sa (jak si¢ niestety czasem
zdarza w podobnych publikacjach) jako$ bardzo razace (choé
btedy, jak i zachwyty nad rzeczami trywialnymi si¢ zdarzaja).
Natomiast to, co wyszto Kanigelowi chyba najlepiej, to préba
pokazania, jak ten genialny Hindus mégt mysleé i patrzeé
na $wiat. Duzo jest o duchowosci, o wstydzie, o zyciu na
granicy szalenistwa, ale i o istocie matematyki. Autor probuje
(i wciaga w to Czytelnika) zastanawiaé sie, czy Ramanujan
w ogole widziat potrzebe dowodzenia swoich §miatych
hipotez, skoro przeciez to nie on je formutowal, a tylko
wsltuchiwal sie w glos bogini, ktéra oczywiscie nie moze
sie myli¢... A moze po prostu nie zrozumial do korica na
czym taki formalny dowdd polega? Zachecam wszystkich, aby
przyjrzeli sie tym i innym pytaniom, ktére Kanigel stawia.
T.K.

Redaguje Eukasz BOZYK

M 1540. Znalezé wszystkie takie przedstawienia zbioru dodatnich liczb

caltkowitych w postaci sumy niepustych roztacznych zbioréow A i B, ze

A+B:={a+blac A be B} C A oraz

Rozwiazanie na str. 5

A-B:={a-blac A be B} CB.

M 1541. Tréjkat prostokatny ABC o kacie prostym przy wierzchotku C
obrécono wokét prostej AB, otrzymujac dwa stozki obrotowe o wspdlnej
podstawie, ktérej brzegiem jest okrag c. Sfera s, do ktérej nalezy punkt B, jest
styczna do sfery s4 o srodku A i promieniu AC. Sfery s1, s2, s3 sa styczne

do sfery s oraz do sfery s4 w pewnych punktach nalezacych do okregu c.
Udowodni¢, ze sfery sa, s1, s2, s3 maja wspélna plaszczyzne styczna.

Rozwiazanie na str. 5

M 1542. Wykazaé, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x oraz dla kazdej dodatniej
liczby catkowitej n istnieje co najmniej 2" réznych wyboréw znakéow + i —
w wyrazeniu +2?" + 2"~ + ... + 2% £ 2 < £, dla kt6rych ta nieréwnos¢ jest

spelniona.
Rozwiazanie na str. 5

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 935. W wyniku zderzenia dwoch identycznych baniek mydlanych,

o promieniu ry kazda, powstala jedna banka o promieniu ;. Oszacuj wartos¢
jej promienia. Ciénienie atmosferyczne wynosi pg ~ 10° Pa, a dla napiecia
powierzchniowego o roztworu wody z mydlem przyjmij o ~ 25- 1072 J/m?.

Rozwiazanie na str. 7

F 936. Jednym z dowoddéw potwierdzajacych ogdlna teorie wzglednosci byt
pomiar przesuniecia czestotliwo$ci kwantéw promieniowania v podczas ich
»spadania” w polu grawitacyjnym. Oszacuj, jaka predkos¢ u w gére nalezy
nada¢ emiterowi promieniowania v, zeby skompensowa¢ zmiane energii
kwantéw «y ,spadajacych” z wysoko$ci H = 22,5 m (taka byla réznica wysokosci
w oryginalnym doswiadczeniu R. V. Pounda i G. A. Rebki wykonanym w roku
1960). Przyspieszenie ziemskie g ~ 10 m/s?, a predkoéé $wiatla ¢ ~ 3 - 10% m/s.

Rozwiazanie na str. 7
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W systemach liczbowych o podstawach
wiekszych niz 10: A odpowiada 10,

B odpowiada 11, C odpowiada 12 itd.
Rozwigzanie w systemie

o podstawie 15:

C40E x C869 = A424A426;

podstawa 16:

8CAF x 8B2E = 4C7C4C72.

Maia aelld

Rekreacyjna lingwistyka z matematyka

Martin Gardner zostal w 1967 roku poproszony przez wydawnictwo Greenwood
Press o pomysly na nowe czasopisma. Jako efekt jego rekomendacji powstaly
wowezas Journal of Recreational Mathematics (JRM) oraz Word Ways — Journal
of Recreational Linguistics (JRL).

Redaktorem naczelnym JRM zostal przyjaciel Gardnera, Joseph Madachy
(1927-2014), autor ksiazek Mathematics on Vacation, Madachy’s Mathematical
Recreations oraz Mathematical Diversions, poSwieconych jego ulubionym
dziedzinom matematyki rekreacyjnej, w tym takze kryptarytmetyce. Greenwood
wydat tylko pie¢ rocznikéw, po czym wydawnictwo zostalo przejete az do

2015 roku przez Baywood Publishing Company. W 2014 roku zmart Joseph
Madachy, a Baywood zrezygnowal generalnie z publikowania czasopism. Ostatni
numer JRM (vol. 38, numer 2) ukazal si¢ na poczatku 2015 roku.

Pierwszym redaktorem JRL zostal w 1968 roku, zaproponowany przez Gardnera,
Dmitri Borgmann. Jest to autor ksiazki Language on Vacation oraz twoérca
terminu logologia (ang. logology), okreslajacego wszelkiego rodzaju zabawy i gry
stowne, czyli dziedzine bardzo bliska Gardnerowi i pokrewna szaradziarstwu
uprawianemu przez autora tego tekstu. W roku 1969 funkcje redaktora przejat
Howard Bergerson, pisarz i poeta, autor ksiazki Palindromes and Anagrams.

W 1970 roku wydawca i redaktorem zostal matematyk, statystyk i logolog

A. Ross Eckler Jr. (autor ksiazki Making the Alphabet Dance), od ktérego

w roku 2007 obie funkcje przejal i pelni je do dzi§ Jeremiah Farrell, matematyk
z Butler University (Indianapolis, Indiana, USA).

Oba czasopisma laczyly nie tylko wspdélne powstanie i posta¢ wszechobecnego
Martina Gardnera, ktéry pomagat przy ich narodzinach, a p6zniej rowniez

w obu publikowal artykuly. Laczyla je szersza grupa autoréw, ktérzy podobnie
jak Gardner pisali dla obu pism — na przykltad Donald Knuth, Steven Kahan,
Will Shortz, Mike Keith, Leonard Gordon.

Jednym ze stalych dzialow JRM byl Alphametics and solutions to alphametics.
Przez kilka poczatkowych lat rubryke te prowadzit J. A. H. Hunter, po czym jej
redakcje przejat Steven Kahan, wyktadowca matematyki w Queens College na
City University of New York.

Moje kontakty z JRM rozpoczely sie w roku 1983 publikacja pierwszego
idealnego ukladu alfametykow podwdjnie prawdziwych. Szczegdlnie intensywnie
wspoélpracowatem z JRM w latach 2000-2014.

Likwidacja JRM bylta dla mnie niemitym zaskoczeniem. Steven Kahan napisat
mi wéwczas, ze stara sie przenie$¢ swojg rubryke do innego pisma. Zabiegi
odniosty skutek — w potowie 2015 roku kolumna Alphametics and solutions to
alphametics odzyta w JRL (vol. 48, numer 3), w nieco szczuplejszej niz w JRM
formie, ale z nieztymi szansami dalszego rozwoju. W szesciu kolejnych numerach
ukazalo sie kilkanascie moich propozycji.

W numerze 49/3 JRL opublikowal méj ,firmowy” alfametyk:
WORD x WAYS = LOGOLOGY

Jako $wiezo upieczony logolog w dalszej czesci artykulu przedstawie nowe, dotad
niepublikowane alfametyki z pogranicza rekreacyjnej lingwistyki i rekreacyjnej
matematyki.
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Synonimiczne
BOZA x KROWKA = BIEDRONKA (podstawa 15) 723A x 10EC1A = 794802B1A
GRUBA x RYBA = DYGNITARZ (podstawa 14) 3867B x 817B = 2134DABS89

KAWAL + CHLOPA = CHLOP + NA + SCHWAL (podstawa 10; warunek dodatkowy: w rozwiazaniu stowu
CHWALA odpowiadaé¢ powinna liczba zlozona z samych cyfr nieparzystych) 21513 + 973401 = 97340 + 61 + 897513

(SKRZAT)? = KRASNOLUDEK (podstawy 23 i 24) podstawa 23: 3CD78E x 3CD78E = CD83F1G4H2C;
podstawa 24: 3CSKE6 x 3C8KE6 = C8E3A542B1C

Cytaty, porzekadla i podobne rozmaitosci

KROKODYLA = DAJ x MI x LUBY (podstawa 15, bez zera prosze!) 34A3A56DC=57C x 9B x D1E6
MILE x ZEEGO = POCZATKI (podstawa 13, bez zera prosze!) 745C x 15C69=A9312B84
MEOT x ZEL.OM = KOWADLO (podstawa 11) 2758 x 1752 = 4563075
EWO x TO x OWOC = ZAKAZANY (podstawy 14 i 15) podstawa 14: 523 x 83 x 323A = 97D797B6;
podstawa 15: A92 x 32 x 292D = 5BCB5B87
Pierwiastki
VOX + +POPULI 4 VOX = DEI (podstawa 10) 240 + /141376 + 240 = 856
VALA = MA — VKOTA (podstawa 10) V484 = 54 — /1014
VCYKLON = OKO (podstawa 14) V5D1A9B =919
VLIBERUM = VETO (podstawa 12) VB50A641=2A9B
VDOSIEGO = ROKU (podstawa 12) VB4T1604 = 345A
VBOLESLAW = PRUS (podstawa 11) V21805A73 = 4965
Potegi
(PISZ)? = (USTKA)? (podstawa 10) (1024)® = (32768)>
(LAD)? = PORZADEK (podstawy 14 i 15) podstawa 14: (49B)* = 75A80B821; podstawa 15: (482)* = 719462C8
(LUT)? = SZCZESCIA (podstawa 22, bez zera) (IF2)* = DACA9K C48
FARBOWANY = (LIS)? (podstawa 12) 301852084 = (76A)*
(KOSC)? = NIEZGODY (podstawa 11) (67A8)? = 41253709
(FATA)? = MORGANA (podstawa 11) (3181)% = 9AT6151
(POST)? = SCRIPTUM (podstawa 12) (8453)% = 54078369
(IDEA)? = MRZONKA (podstawa 10) (2396)2 = 5740816
(KIJE)? = SAMOBLJE (podstawa 10) (5376)% = 28901376; (8625) = 74390625
(ZOEW)? = GUZDRAEA (podstawa 12) (B087T)? = A2394181
Grzybki
RYDZ x KURKA = SUROJADKA (podstawa 15) DO0A1 x 79D73 = 69DC53A73
(RYDZ)? = KOZLARZ (podstawa 10) (2945)2 = 8673025

Kwadratura kola i inne matematyczne bluznierstwa
(KOLO)? = KWADRAT (podstawa 16) (1626)? = 1EASD A4

(ROMB)? = KWADRAT (podstawy 11, 13 i 14) podstawa 11: (3107)? = 964A4345; podstawa 13: (3108)? = 964A434C;
podstawa 14: (1945)% = 2C'3813B

257 x TANGENS = COTANGENS (podstawa 10) 257 x 3671875 = 943671875

1111 x FIGURA = GEOMETRIA (podstawa 10) 1111 x 374089 = 415612879

Podwdjnie prawdziwy

JEDEN + PIEC x SIEDEM = SZESC x SZESC (podstawa 16) A0908 + 56FB x 460903 = 4E0CB x 4E0CB
Maltg Delte przygotowal Andrzej BARTZ
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Combinatorial Nullstellensatz w teorii liczb Jacek DYMEL*

*nauczyciel, V Liceum Ogolnoksztalcace
im. Augusta Witkowskiego w Krakowie

g

W Delcie 7/2017 przedstawiliémy kilka ,olimpijskich” zastosowan twierdzenia
Combinatorial Nullstellensatz, ktore sformulowaliSmy nastepujaco.

Twierdzenie (Combinatorial Nullstellensatz). Niech P(x1,xa,...,2,)

bedzie niezerowym wielomianem n zmiennych stopnia Y, m;, w ktérym
wspdlezynnik przy x't ... xl" jest réiny od zera. Wowczas dla dowolnych zbioréw
S1,..., S, C R spelniajocych warunki |S;| > m,; dla 1 <i < n, istniejg takie

¢ € Si, Ze P(c,...,c,) #0.

Okazuje sig, ze zamiast ,,zwyklych” wielomianéw wielu zmiennych mozemy
rozwaza¢ wielomiany o wspélczynnikach bedacych resztami z dzielenia przez
pewna liczbe pierwsza p, z dodawaniem i mnozeniem modulo p. Zbiér tych
reszt wraz z tak okreslonymi operacjami oznaczaé¢ bedziemy jako Z,. Dla p =5
bedziemy zatem mieli, na przyktad,

3-4=2, (3zy +42?) + 20y = —2*, czy 3z +9y)(Br —y) = —2? — >
Ponizej przedstawimy trzy klasyczne twierdzenia, ktérych proste dowody sa

oparte na Combinatorial Nullstellensatz w wersji ,resztowej”. Twierdzenia te sa
szczegdblnie bliskie zastosowaniom olimpijskim.

Twierdzenie (Cauchy’ego-Davenporta). Dla dowolnej liczby pierwszej p
1 dowolnych zbiorow A, B C Z,, zachodzi nieréwnoscé

|A+B| >min{pv |A|+|B|71}a
gdzie A+ B={a+b:a€ Abec B}.

Dowdd. Przyjmijmy najpierw, ze |A| + |B| > p. Niech ¢ bedzie dowolnym
elementem zbioru Z,. Zdefiniujmy dla elementu ¢ zbiér C = {¢ —b: b € B}.
Zbior C jest réwnoliczny ze zbiorem B, zatem |A| + |C| > p. To oznacza, ze
istnieje element wspdlny zbioréw A i C'. Niech elementem wspélnym bedzie

ag € A oraz ¢ — by € C. Wowezas ag = ¢ — by, czyli ag + bg = ¢. Wobec dowolnoéci
wyboru ¢ otrzymujemy, ze A+ B = 7Z,.

Zalézmy teraz, ze |A| + |B| < p. Dla dowodu nie wprost przypusémy, ze
|A+ B| < |A| + |B| — 2. Wéwczas w Z,, istnieje zbiér C' O A + B spelniajacy

warunek |C| = |A| + | B| — 2. Rozwazmy wielomian
fay)=[[@+y-o)
ceC
o wspélczynnikach z Z,,. Jego stopien jest réwny |A| + |B| — 2, a wspélczynnik
przy z!A1=1ylBI=1 jest przystajacy do (‘A||'£‘|€|1_2) modulo p. To wyrazenie nie

jest podzielne przez p, poniewaz |A| + |B| < p, jest zatem (modulo p) rézne od 0.
Na podstawie Combinatorial Nullstellensatz istnieja takie elementy a € A, b € B,
ze f(a,b) # 0. To jest niemozliwe, gdyz A+ B C C. Zatem |A+ B| > |A| + |B| — 1.

O

Twierdzenie (Erddsa-Heilbronna). Dla dowolnej liczby pierwszej p @ dla
dowolnego zbioru A C 7, zachodzi nieréwnosc:

|A® Al = min{p, 2|A| - 3},
gdzie A B ={a+b:ac A be B,a # b}.

Dowdd. Dla p = 2 twierdzenie jest oczywiste. Zalézmy wiec, ze p > 2. Niech
2|A| — 3 > p. Wykazemy, ze A® A = Z,. Wybierzmy dowolny element m € Z,,.
Rozbijmy zbiér Z, na pary elementéw, ktérych suma w Z,, jest réwna m.
Otrzymujemy 5= par oraz jeden element, ktéry tworzy pare sam ze soba.

p+3

Wobec zatozenia |A| > 3=, na podstawie zasady Dirichleta, do zbioru A naleza

dwa rézne elementy jednej z par, a wiec m € A ® A, co nalezalo dowies¢.

Niech teraz 2|A| — 3 < p. Wybierzmy dowolny element a € A i zdefiniujmy

B = A \{a}. Latwo zauwazy¢, ze A® B C A@® A. Potrzeba jeszcze pokazaé, ze
|A @ B| > min{p, 2|A| — 3}. Wykazemy, ze w tym przypadku |A @ B| > 2|A| — 3.
Dla dowodu nie wprost przyjmiemy, ze istnieje taki podzbiér C' C Z,, ze
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|C| =2|A| —4 oraz A® B C C. Rozwazmy wielomian

fay=@-y [[@+y-0
ceC
o wspélezynnikach z Z,. Jest to wielomian stopnia 2|A| — 3, a wspdlczynnik przy
z!A1=1y1A1=2 jest réwny

214] — 4 204 -4\ (24| —4)
< Al =2 ) - ( Al =1 ) (A= 2)1(Al - 1)

ijest rézny od 0 w Z,, gdyz 2|A| — 4 < p. Poniewaz zbiér A ma moc wigksza niz
wykladnik = oraz |B| = |A| — 1, to z Combinatorial Nullstellensatz wynika, ze
istnieja takie elementy a € A,b € B, ze f(a,b) # 0. Otrzymalidmy sprzecznosé
z wlasnoscia f(a,b) = 0 dla dowolnych a € A,b € B. (]

Twierdzenie (Erdésa—Ginzburga—Ziva). Niech n € Ny. Wowczas wsrdd
dowolnych 2n — 1 liczb catkowitych mozna wybraé n liczb, ktorych suma jest
podzielna przez n.

Dowdéd. Najpierw wykazemy, ze twierdzenie jest prawdziwe, jesli n jest liczba
pierwsza; zgodnie z notacyjna tradycja przyjmijmy oznaczenie p = n. Niech

ai,...,ap—1 bedag danymi liczbami catkowitymi. Bez straty ogdélnosci mozna
zatozyé, ze 0 < a; < -+ < agp—1 < p— 1, gdyz mozemy rozwazy¢ tylko reszty
z dzielenia liczb a1, ..., as,—1 przez n. Rozwazmy dwa przypadki.

Przypadek 1. Jezeli a;yp—1 = a; dla pewnego ¢ € {1,...,p}, to twierdzenie
jest oczywiste: wybieramy liczby a; = a;41 = - - = a;4p—1, ktérych suma jest
podzielna przez p.

Przypadek 2. Niech a;1,-1 > a; dla dowolnej liczby ¢ € {1,...,p}. W tym
przypadku rozwazmy dwuelementowe zbiory

Sy = {al,ap}aSQ = {a27ap+1}a ceySpo1 = {ap—l,azpd}
oraz zbidr jednoelementowy S, = {agp—1}. Zdefiniujmy wielomian

P(xy,...,2p) = (z1 4+ ... +2,)P"F — 1.

Wielomian P jest stopnia p — 1 i wspétczynnik przy jednomianie x; - ... 2,1
jest réwny (p — 1)!. Nie jest on réwny 0, gdyz na podstawie twierdzenia Wilsona
(p—1)! = =1 (mod p). Na podstawie Combinatorial Nullstellensatz istnieje taki
element (s1,82,...,8p) € S1 X Sg X -+ xSy, ze P(s1,...,5,) # 0. Gdyby suma
s =81 + ...+ s, nie byla podzielna przez p, to na podstawie Matego Twierdzenia
Fermata p byloby dzielnikiem sP~! — 1, co nie jest prawda, gdyz P(s1,...,sp) # 0.
Wobec tego suma s = s1 4 s2 + ... + s, jest podzielna przez p.

Teraz wykazemy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla dowolnej dodatniej liczby
naturalnej n. Kazda liczba naturalna n ma jednoznaczny rozktad, z dokladnoscia
do kolejnosci, na iloczyn liczb pierwszych. UdowodniliSmy twierdzenie dla kazdej
liczby pierwszej. Zatem wystarczy wykazaé, ze twierdzenie jest prawdziwe dla
dowolnego iloczynu liczb pierwszych. Wobec tego wystarczy wykazad, ze jezeli
twierdzenie jest prawdziwe dla dwéch liczb naturalnych a i b, to jest prawdziwe
dla ich iloczynu ab.

Zalézmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla dwéch dodatnich liczb naturalnych
a i b. Wykazemy, ze jest takze prawdziwe dla ich iloczynu ab. Sposrod 2ab — 1
liczb wybierzmy 2a — 1 liczb. Spoérdéd nich mozna wybra¢ a liczb, ktorych suma
jest podzielna przez a. Zatem pozostaje 2ab — 1 — a liczb. Ponownie wybierzmy
2a — 1 sposréd nich. Wéréd nich jest a liczb, ktorych suma jest podzielna przez a.
Pozostaje 2ab — 1 — 2a liczb. Postepujemy analogicznie 2b — 1 razy. Otrzymujemy
w ten sposob 2b — 1 zbioréw, z ktérych kazdy zawiera a elementéw, a suma tych
elementow w kazdym z tych zbiorow jest podzielna przez a. Potraktujmy sume
wybranych elementow kazdego z tych zbioréw jako jedna liczbe i podzielmy ja
przez a. Otrzymujemy 2b — 1 liczb, sposréd ktorych mozemy wybraé b liczb,
ktérych suma jest podzielna przez b. Zatem uzyskaliSmy ab liczb, ktoérych

suma jest podzielna przez ab, co konczy dowdd twierdzenia, jak rowniez caly
artykut; Czytelnikom, ktorzy nawet teraz odczuwaja niedosyt Combinatorial
Nullstellensatz, polecam lekture pozycji wymienionych na marginesie.
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Migawka informatyczna

Ciemna strona Internetu

Internet to bez watpienia jedno z najwazniejszych
osiagnie¢ ludzkosci w XX wieku. Jest to ogromna sie¢
komputeréw z catego Swiata, ktora umozliwia szybka
komunikacje. Co wiecej, jest tak zaprojektowana, aby
uzyska¢ bardzo duza niezawodnosé. To znaczy, jesli jakis
wezel w sieci, jakis kabel taczacy pewne wezly, czy nawet
spora cze$¢ wszystkich wezléw i kabli, ulegnie awarii,

to i tak reszta sieci bedzie potrafita sie komunikowac,
znajdujac ad hoc nowe $ciezki miedzy nieuszkodzonymi
weztami.

Powyzsza wlasnoéé (niezawodno$é) byta gtéwnym
zatozeniem Internetu i zostata zrealizowana naprawde
znakomicie (technicznie ten model nazwano TCP/IP).
Natomiast projektanci zupetnie pomineli inny aspekt —
prywatno$¢ komunikacji. W samym czystym Internecie
nie ma wbudowanych zadnych mechanizméw szyfrowania.
Innymi stowy, kazda porcja wysylanej informacji (czyli
tak zwany pakiet TCP/IP) biegnie po sieci jawnym
tekstem, co oznacza, ze kazdy po drodze moze odczytaé
jej treé¢, nadawce, odbiorce. Naturalnie to nie jest tak, ze
o bezpieczenstwie nikt nie pomyslat. Po prostu uznano, ze
ten element (jesli bedzie potrzebny) zalatwi sie — jak to sie
zargonowo mowi — w wyzszej warstwie abstrakcyi.

I rzeczywiscie — tajno$é tresci wiadomosci uzytkownicy
mogg sobie stosunkowo tatwo zapewnié. Wystarczy, ze
sami beda (albo zrobi to za nich jakie$§ oprogramowanie
czy protokél warstwy wyzszej, np. TLS) szyfrowaé
wiadomosci lokalnie na swoich komputerach i wysytaé¢ do
Internetu juz tylko szyfrogramy.

Schody zaczynaja sie gdzie indziej. Znacznie trudniej ukryé
jest sam fakt odbycia komunikacji w Internecie miedzy
wezlem sieci X a wezlem Y. Z tym problemem stara

sie sobie radzi¢ spotecznosé projektu TOR (The Onion
Router, czyli ,trasowanie cebulowe”). Pomysl polega na
tym, aby wysylanie bezposrednie wspomoc obecnoécia
trzech (wylosowanych ze spotecznosci!) posrednikdéw.
Zamiast pakietéw [X — Y] po Internecie beda sie wiec
krecity wylacznie pakiety [X — Pi], [P1 — P2, [P> — P5]
oraz [P3 — Y. Co wiecej, odpowiednio szyfrowane sa
réwniez adresy weztéw, z czego wynika, ze adres X-a zna
tylko (zaktadajac jego uczciwo$é wzgledem spotecznodci
TOR) Pi, a adres Y-a — tylko Ps.

TOR jest wigc swoisty siecia w sieci, gdzie wezty przede
wszystkim posrednicza w komunikacji miedzy innymi
weztami. Gdy ruch jest duzy, to Sciezki komunikacji czesto
na siebie nachodza, co sprawia, ze z zewnatrz (spoza
TORa) w zasadzie nie jest mozliwe odczytanie, kto z kim
naprawde sie komunikuje.

Oczywiscie, jak zawsze w kryptologii, nalezy sie
zastanowic¢, co sie stanie, gdy kontrole nad czescia weztéw
TORa przejmie ten zly (albo ten dobry, w zaleznosci od
miejsca siedzenia wzgledem barykady). Jest jasne, ze
ktos, kto jednoczesnie kontroluje P, P> oraz P3, wie,

ze X rozmawia z Y. Z drugiej strony — szyfrowanie
adreséw zapewnia, ze nawet kontrola nad dwoma spos$rod
trzech posrednikéw pozwala co najwyzej stwierdzié, ze
zaréwno X, jak i Y korzystaja z TORa, ale w zaden
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sposéb nie umozliwia ich wzajemnego skojarzenia.
(Oczywiscie oznacza to, ze bezpieczenistwo TORa musi
opierac sie¢ na zatozeniu, ze procent przejetych wezléw jest
niski).

TOR umozliwia jeszcze wiecej, konkretnie — tworzenie
tak zwanych serwisow ukrytych. Polega to na tym, ze
mozna stworzy¢ jaki$ serwis (powiedzmy strone www)

w taki sposéb, aby nikt nie mégt go zamknac¢ ani nie
mogt odkry¢, kto go stworzyt. To zadanie nie jest wcale
duzo trudniejsze od ukrytej komunikacji. Autor serwisu
wybiera (losuje) w sieci TOR kilka weztéw, odzywa sie
do nich (oczywiscie anonimowo, za pomoca opisanego
wyzej systemu trzech posrednikéw) i prosi, aby pehili
role ukrytych wej$¢ do jego serwisu. Klienci serwisu nigdy
nie beda odzywaé sie do niego bezposrednio, a jedynie
wladnie poprzez te ukryte wejscia (a i do nich tylko za
pomocy trzech posrednikéw). Ostatecznie, po zakornczeniu
protokotu wejscia do serwisu od klienta do serwera jest az
szesciu posrednikow.

Anonimowos¢, ktora oferuje TOR, jest niezwykle duza.
Aby si¢ o tym przekonaé, zacytujmy fragment z tajnego
raportu amerykanskiej agencji NSA, ktéry zostal
upubliczniony przez Edwarda Snowdena. NSA pisze

w nim, ze TOR jest ,krélem superbezpiecznych i szybkich
sieci anonimizujacych”. Opisuje tez pomyslty na pewne
ataki na cyberprzestepcéw (operacja pod kryptonimem
Egoistyczna Zyrafa). 7 dokumentu wynika, ze NSA

ma z TORem powazny problem i odnosi tylko drobne
sukcesy w walce z nim. TOR sam w sobie nie zostal nigdy
skutecznie zaatakowany. Natomiast udalo si¢ zamknaé
niektore serwisy ukryte wewnatrz TORa, na przyktad
portal Silk Road (http://silkroadvb5piz3r.onion),

na ktérym handlowano przede wszystkim substancjami
psychoaktywnymi.

Co pewnie oczywiste, ptatnosci w serwisach ukrytych
dokonuje si¢ zwykle za pomoca bitcoinéw. Dla

pelnej anonimowoéci pozostaje jednak problem, jak
niepostrzezenie je zdobyé¢. Ale i tutaj ludzkosé sobie
poradzita. Ponizej przyktad prawdziwego ogloszenia (jak
podal satoshi.pl za localbitcoins.com), ktére mozna
byto znalezé w ,tradycyjnym” Internecie:

Jeste$ z Tréjmiasta i chcesz kupic bitcoiny za gotowke,
aby byé calkowicie anonimowym posiadaczem
najpopularniejszej kryptowaluty? Zadnych przelewdéw,
osobista sprzedaz za gotowke, koszt catkowity = 1,05 x
(cena BTC po aktualnym kursie z pln.bitcurez.com) +
20 PLN. Jak to dziala? Cala komunikacja z mojej strony
odbywa sie za posrednictwem TORa, co i Tobie radze
zrobié. Maile prosze wysylacé jedynie z poczty Tor Mail.
Po ustaleniu warunkoéw transakcji, juz jako osoba fizyczna,
zakupie odpowiedniq ilos¢ BTC na gieldzie bitcurez, po
czym w ustalonym miejscu i czasie dokonamy wymiany.
Tym sposobem WIELKI BRAT bedzie tylko wiedzial, Ze
ktos gdzies kupil kiedys jakqs ilos¢ bitcoinow, ale juz nie
bedzie w stanie powigzac tej kwoty z Tobg.

Kazda nowoczesna technologia ma dwa konce.

Tomasz KAZANA



Informatyczny kacik olimpijski (107): Palindromiczny podciag

W tym miesigcu oméwimy zadanie Palindromic Subsequence, ktore pojawilo sie
na konkursie SRM 708 na platformie Topcoder.

Palindrom to stowo, ktore nie zmienia sie¢, gdy czytamy je od prawej do lewej,

np. ,kajak” lub ,abba”.

W zadaniu dane jest stowo s o dlugosci n (n < 3000) znakéw. Dla kazdego
indeksu ¢ mamy znalezé liczbe palindromicznych podciagéw s, ktore zawieraja
i-ta litere s. Wyniki nalezy wypisa¢ modulo (109 4 7).

Innymi stowy: dla ustalonego i mamy 2"~ ! sposobéw na usuniecie niektérych
z pozostatych n — 1 liter w s. Interesuje nas liczba sposobéw, dla ktoérych
nieusuniete litery utworza palindrom (i-ta litera jest, oczywiscie, nieusunigta).

Zacznijmy od rozwigzania prostszego zadania — policzmy wszystkie
palidromiczne podciagi w danym stowie.

Zlym pomyslem jest przetwarzanie stowa od lewej do prawej, bo zapewne
musielibyémy doktadnie pamietaé¢ juz wybrany podciag, by pdzniej wybraé
te same litery w odwréconej kolejnosci (by powstal palindrom). Zamiast
tego policzymy wynik dla kazdego przedziatu, zaczynajac od przedzialow

o dlugosci 1.

Niech in[i][j] oznacza liczbe palindromicznych podciagéw przedziatu [4, j]

(tzn. palindromicznych podciagéw podstowa zlozonego z liter s;, s;41, ..

.,Sj).

Szczegoltem implementacyjnym jest decyzja, czy nalezy liczy¢ puste podciagi.
Zacznijmy analize od wstepnego wzoru (wcale nieprzypadkowo podobnego
do wzoru na liczenie sum prefiksowych w macierzy!):

infi][§] = infi + 1][§] +in[i][j — 1] —in[i + 1][j — 1].

Dodajemy tu liczby palindromicznych podciagdéw

w przedziatach [ + 1, j] i [i,5 — 1], po czym odejmujemy
te w przedziale [i + 1,5 — 1], bo policzylismy je podwdjnie.
Policzyliémy w ten sposéb wszystkie palindromiczne
podciagi, ktére wystepuja tez w ktéryms z krotszych
przedzialéw. Pozostaje jednak nieuwzgledniony
przypadek, gdy podciag zawiera i-ta i j-ta litere — taki
podciag nie wystepuje ani w [i + 1, j], ani w [i,j — 1].
Skoro i-ta i j-ta litera sa pierwsza i ostatnia litera

w przedziale, musza one by¢ rowne, by powstal
palindrom. Jesli tak rzeczywiscie jest, to do in[i][4]
powinnismy jeszcze dodaé infi + 1][j — 1], bo do kazdego
z podciagéw przedziatu [i + 1,7 — 1] mozemy teraz
dodac i-tg i j-ta litere z przodu i z tylu, co da nam nowy
dtuzszy palindrom.

Moéwimy, ze w palindromie pierwsza litera jest
sparowana z ostatnia, druga z przedostatnia itd.
Zastanéwmy sie, jak dla pary indekséw i, (i < j)
policzy¢ takie palindromiczne podciagi, ktore
zawieraja indeksy ¢ i j, a ponadto w nich te dwie
litery sa ze soba sparowane. Musi zatem zachodzié¢
réwnosé s; = s;, a wzigte indeksy z przedziatu

[i + 1,7 — 1] musza tworzy¢ palindromiczny podciag.
Takich podciagéw jest dokladnie inf[i + 1][j — 1].
Pozostaje nam jeszcze uwzglednié liczbe mozliwych
zewnetrznych rozszerzen, a wiec policzy¢ liczbe
takich wyboréw, ze litery wziete na lewo od

(te z mniejszymi indeksami) odpowiadaja literom
wzigtym na prawo od j. Te liczbe oznaczmy

przez out[i — 1][j + 1]. Za chwile pokazemy, jak ja
obliczaé.
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Niech outli][j] oznacza liczbe palindromicznych
podciagdw, ktore zawieraja indeksy z przedzialéw [1, 1]
oraz [j,n], a takze takich, ze litery z [1, ] sa sparowane
z tymi z [j,n] (czyli te dwa przedzialy zawieraja po
tyle samo wybranych liter). Podobnie jak do liczenia
wartosci in, mozemy zaczaé¢ od rekurencyjnego wzoru:

out[i][j] = out[i — ][] + out[i][j + 1] — out[i — 1][j + 1],

po czym dodaé out[i — 1][j + 1], jesli s; = s;.
Uwzgledniamy tu podciagi, ktére zawieraja indeksy

z [1,i— 1] i [j, n] oraz podciagi, ktére zawieraja indeksy
z [1,i] i [j + 1,n]. Do obu tych grup podciagdéw naleza
takie, ktére zawieraja indeksy z [1,i — 1] i [j + 1, n],
wiec takie policzyliSmy dwukrotnie, co musimy odjac.
Dodatkowo, jesli litery s; i s; sa réwne, uwzgledniamy
podciagi, ktére je zawieraja.

Zauwazmy, ze w kazdym palindromicznym podciagu
zawierajacym i-tg litere, litera ta jest sparowana

z dokladnie jedna litera, ktéra musi by¢, oczywiscie,
réwna s;. By znalezé wynik zadania dla i, wystarczy
wiec przeiterowaé wszystkie indeksy j (i < jis; =s;)
i zsumowa¢ iloczyny out[i — 1][j + 1] - in[i + 1][j — 1]
(taki iloczyn jest réwny liczbie palindromicznych
podciagdéw, w ktérych indeksy i i j sa sparowane).

Zaréwno obliczenie tablic in i out, jak i konicowe
iterowanie par indekséw, ma zlozonoéé czasowa O(n?).
Tablice in i out maja rozmiar kwadratowy. Czytelnikowi
7 Ograniczona Pamiecia pozostawiamy zastanowienie sie
nad implementacja w pamieci liniowej.

Kamil DEBOWSKI



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Wiesci z cieklych putapek na ciemng materie

Poszukiwanie czastek ciemnej materii to chyba najlepiej do$wiadczalnie
umotywowana droga wyjsécia poza ramy Modelu Standardowego. Grawitacyjny
wplyw ciemnej materii jest udokumentowany dla galaktyk, ich gromad,
olbrzymich struktur kosmicznych i calego Wszechswiata. Nie wiadomo, z czego
ciemna materia sie sklada, ale mozliwos¢, ze sa to slabo (lub bardzo stabo)
oddzialujace czastki jest na tyle atrakcyjna, ze liczba eksperymentéw shuzacych
ich poszukiwaniu stale rosnie.

Metody poszukiwania takich slabo oddzialujacych czastek sa generalnie trzy:
posrednie, bezposrednie i akceleratorowe. Wszystkie wykorzystuja fakt, ze
oddzialywanie tych czastek z materia, choé¢ stabe, jest poréwnywalne do
oddziatywania neutrin. W kazdym przypadku rozpatruje sie ten sam diagram
Feynmana z dwiema czastkami w stanie poczatkowym i dwiema w stanie
koncowym. Za kazdym razem inny jest tylko podzial na pary.

Posrednio poszukuje sie produktéw anihilacji dwéch czastek ciemnej materii

w dwie znane czastki. Potencjalnymi zrédlami sg obszary o duzej gestosci
ciemnej materii: centra Galaktyki oraz galaktyk satelitarnych. W akceleratorach
postepujemy jakby na odwrét: zderzamy znane czastki w nadziei wytworzenia
pary czastek ciemnej materii. Natomiast poszukiwania bezposrednie to cierpliwe

czekanie na rozproszenie czastek ciemnej materii z galaktycznego halo na
jakims jadrze materii detektora. Te mozliwosé zawdzieczamy ruchowi Ukladu
Stonecznego wzgledem tego halo.

W tej ostatniej odmianie polowania nastapit kolejny
skok jakosciowy. Pierwsze wyniki [1] opublikowal zesp6t
XENON 1T, dysponujacy najwigkszym detektorem
ksenonowym. Konkretnie wykorzystywane sa 3,2 tony
tego skroplonego gazu zamknietego w cylindrze,

ktory jest zanurzony w duzo wiekszym pojemniku
wypelnionym woda, a wszystko ukryto w jednej z jaskin
Laboratori nationali del Gran Sasso wydrazonych obok
autostradowego tunelu pod gora Gran Sasso wlasnie.

Wykorzystywana do bezposrednich poszukiwan jest
tylko tona ksenonu tzw. objetosci czynnej w samym
$rodku, a reszta jest oslong lub aktywnym obszarem
wetujacym np. promieniowanie kosmiczne. Jeszcze
trudniej wyeliminowaé¢ tlo pochodzace od sladowej
radioaktywnosci. Dlatego uzywane materialy musza
naleze¢ do najbardziej czystych, co powoduje, ze i tak
bardzo drogi ksenon jest w tym przypadku jeszcze
bardziej unikatowy.

W poszukiwaniach bezposrednich powszechne jest
stosowanie dwdoch niezaleznych metod detekcji
dzialajacych w koincydencji. W przypadku detektoréw
ksenonowych jest to pomiar scyntylacji wywolanych
ruchem szturchnigtego jadra oraz scyntylacje wywolane
wzmocnieniem gazowym sygnalu elektronowego. Sygnat
powstaje dzieki temu, ze cylinder jest jednoczesnie tzw.
komora projekcji czasowej, czyli obszarem, w ktérym
(pionowo skierowane) pole elektryczne kieruje elektrony
jonizacji ku gérze, gdzie warstwa ksenonu jest w postaci
gazowej. Roznica czasu miedzy sygnalami pozwala na
ocene glebokoéci, na jakiej zaszto oddzialywanie.
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Opublikowane zostaly wyniki 34 dni pracy detektora [1],
czasowo przerwanej przez trzesienie ziemi 18 stycznia
tego roku. Wobec braku sygnalu oddzialywania ciemnej
materii minimalnie poprawiono ograniczenia na ich
zaobserwowanie, co przekonuje o zdolnosci do istotnego
ich poprawienia za pomoca danych, ktore juz na nowo sa
zbierane.

Okazuje sie jednak, ze w wyscigu liczy si¢ nie tylko
gigantomania, ale réwniez spryt. Ciekawym detektorem
jest PICO-60, w ktérym uzywa sie mniej niz 60 kg CsF.
Jest to eksperyment zlokalizowany w podziemnym
laboratorium SNOLAB w Sudbury (Ontario, Kanada),
a wykorzystujacy na nowo odkryta technike komory
pecherzykowej, zarzuconej jakie$ 30 lat temu na rzecz
elektronicznie odczytywanych detektoréw.

Technike te w ciagu kilkunastu lat doprowadzono

do stanu pozwalajacego na rejestracje pojedynczych
pecherzykéw, ktére nie tylko sie fotografuje, ale rowniez
wsltuchuje w dzwiek towarzyszacy ich powstawaniu.
Zaawansowane metody statystyczne pozwalaja na
odréznienie sygnalu od tla. Wszystko razem powoduje,
ze detektor jest zadziwiajaco czuly. Dodatkowo dzieki
obecnosci fluoru o duzej wartosci spinu jest szczegdlnie
wrazliwy na tzw. zalezne od spinu oddzialywanie
czastek materii i w tej dziedzinie ustanawia najlepsze
ograniczenia [2].

Piotr ZALEWSKI

[1] XENON Collaboration, First Dark Matter Search Results from the
XENONI1T Ezxperiment, arXiv:1705.06655v2

[2] PICO Collaboration, Dark Matter Search Results from the
PICO-60 CsFs Bubble Chamber, arXiv:1702.07666v2



Zyclie na
ZY \~Au® 83

Siddhartha Mukherjee, GEN. Ukryta
historia, Wyd. Czarne, 2017

W Delcie 8/2017 nie mozna znalezé
rozwigzania zadania M 1539. Za blad
przepraszamy i przypominamy tres$é¢
zadania oraz podajemy wreszcie jego
rowigzanie.

Redakcja

M 1539. Dana jest liczba n > 1 oraz
pewien zbiér A = {ay,az2,...,an}
dodatnich liczb catkowitych. Na okregu
wyrézniono 2" punktéw i kazdemu z nich
przyporzadkowano jedng z liczb ze
zbioru A. Udowodnié, ze iloczyn liczb
znajdujacych sie¢ na pewnym luku tego
okregu jest kwadratem liczby caltkowitej.

L...]

Rozwigzanie zadania M 1539.
Rozwazmy dowolny tuk danego okregu
zawierajacy wszystkie wyrdznione punkty
i oznaczmy kolejne liczby
przyporzadkowane wyréznionym punktom
tego tuku przez by, bo, ..., bon . Dla

kazdej liczby ¢ = 1,2,...,2" zdefiniujmy
n-wyrazowy ciag binarny

¢; = (¢i1, ¢ia, ..., Cin) nastepujaco:

cij = 0, jezeli posréd liczb by, ba, ... b;
wartosé¢ a; wystepuje parzysty liczbg razy
oraz c¢;j = 1 w przeciwnym przypadku.
Poniewaz jest tylko 2" binarnych ciagéw
dlugosci n, wigc albo ciagi ¢1,c2, ..., can
sa parami rézne i ¢; = (0,0,...,0) dla
pewnego i, albo ¢; = ¢¢ dla pewnych

k < £. W pierwszym przypadku iloczyn

liczb by, ba, ..., b; jest kwadratem liczby
catkowitej, w drugim zas — iloczyn liczb
bit1,bry2,...,be jest kwadratem liczby

catkowitej.

Za gérami sg gory

Pisz¢ w nastroju wakacyjnym i pod wrazeniem znakomitej monografii, z ktorej
zaczerpnetam wiele cytatéw. To tylko pare przyktadow, jak bardzo moga sie myli¢
w ocenie wspolcze$ni ocenianego i jak czasami historia zdaza te omytki ,naprawic¢”.
e Po ojcu odziedziczyl przystojng kwadratowq twarz i krzaczaste brwi, po matce za$
jasnaq cere. Z poczatku bez powodzenia préobowat studiowaé medycyne w Edynburgu,
lecz przerazony wrzaskami dzieci przywigzanych pasem do stolu operacyjnego |...]
porzucil uczelnie i przenidsl sie na teologic w Cambridge. [...] Zajql si¢ zbieraniem
chrzgszczy, botanikg, geologia, geometrig i fizykq.
Moze gdyby w owych czasach stosowano juz znieczulenie ogélne i miejscowe w trakcie
interwencji chirurgicznych, Karol Darwin nie wyruszylby w podréz na okrecie Beagle,
ze znanymi z podrecznikéw konsekwencjami.
* kK

(przystowie haitanskie)

e Lagodny, wyrozumialy, dobroduszny. Kwiaty wielce mitowal.
Wiasciwie wspoélczedni nie zauwazyli jego prac, Darwin nie przeczytal, stynny
szwajcarski botanik Carl von Nageli dziwil sie wyborowi modelu badan. Przed tym
wyborem dwukrotnie nie zdat egzaminu nauczycielskiego w Wiedniu. W klasztorze
zakazano mu do$wiadczen nad myszami, wybrat ogréd i groch. Pisal:
e postep w doswiadczeniach dokonywal sie powoli, szybko przekonalem sie, Ze warto
prowadzic¢ kilka eksperymentow naraz.
Mowa o Grzegorzu Mendlu. Swéj geniusz zawdzieczal nie tyle konwencjonalnej
wiedzy (dwukrotnie oblana biologia), ile przenikliwemu zmystowi obserwatora.
*  x k
Thomas Morgan uchodzit za dziarskiego, hatadliwego ekscentryka i obsesjonata,
nieustannie poszukujacego nowych probleméw badawczych. Otrzymujac w 1933 roku
Nagrode Nobla z fizjologii i medycyny za odkrycia pokazujace role chromosomoéow
w dziedziczeniu, dokonane w doswiadczeniach na muszce Drosophila melanogaster,
wyrazil watpliwosé:
e najwazniejszy wklad genetyki w nauki medyczne ma charakter czysto intelektualny,
genetyka w najblizszej przysztosci nie wywrze Zadnego wplywu na zdrowie cztowieka.
Pomyslt, Ze nastanie dzien, gdy lekarze bedq prosi¢ swych kolegéw genetykdow
o konsultacje, zakrawa na niemagdrg, niedorzeczng fantazje.
e To tepak, istny wiercipieta, ruchliwy i gtosny,
pisal do zony po spotkaniu z Thomasem Morganem w 1912 roku William Bateson.
* kK
Gdy Oswald Avery dowiedzial sie o eksperymentach Griffitha (pierwsza
transformacja bakterii), mial juz 55 lat. Byl drobnym, kruchym, tysiejacym
okularnikiem o ptasim glosie i cienkich rekach, jak nagie galtezie zima. Cieszyt sie
reputacja kompetentnego mikrobiologa, ale nie przypuszczal, ze wybierze sie¢ w $wiat
genéw i chromosomoéw. Trzykrotnie odrzucano wniosek o Nagrode Nobla dla Avery’ego
wobec opinii szwedzkiego chemika E. Hammarstena z Komitetu Noblowskiego, ze
rezultaty Avery’ego nie moga by¢ prawdziwe. W 1943 roku Avery pisal do brata:
e jezeli mamy racje, co nie zostato jeszcze dowiedzione, kwasy nukleinowe sq istotne
nie tylko strukturalnie, ale i funkcjonalnie, wywolujqg przewidywalne i dziedziczne
zmiany w komorkach. Implikacje bedq dalekosiezine, genetycy snili o tym od dawna.
* ok k
Publikacje Martina Chalfiego, stanowiaca pézniej podstawe do przyznania Nagrody
Nobla z chemii w 2008 roku za odkrycie i zastosowanie GFP (biatko fluoryzujace
w zakresie zieleni), odrzucili w pierwszej wersji dwaj recenzenci z tygodnika Science
jako mato istotna i niedajaca odpowiedzi na pytanie, po co meduzie takie biatko.
Zalozyli, jakze mylnie, ze i nam ono po nic.
* ok K
Barbara Mc Clintock (1902-1992) odkryta w latach 1940-50 zjawisko ,skaczacych
genéw”, komentujac je i wyjasniajac. Wzbudzajac powszechny sceptycyzm naukowy,
od 1953 przestala te prace publikowaé¢. W 1983 roku otrzymala, jako jedyna w tamtym
roku, Nagrode Nobla w medycynie (!) za wykrycie opisywanego zjawiska na modelu
kukurydzy. Na bankiecie sztokholmskim powiedziata m.in.:
e moje odkrycia nie miescily sie w przyjetych dogmatach, a moje prace
ignorowano, odrzucano. Bylam zdumiona, uznajgc swoje dowody i rozumowanie
za satysfakcjonujgce, choé zbyt radykalne na tamte czasy. Nim te wyniki potwierdzili
inni, nie zapraszano mnie na wyklady i seminaria ani do oceniajgcych zespoléw
i komitetow. A mimo to te dlugq przerwe uznaje za przyjemng — dala mi pelng
wolnosé kontynuacji i czyste radosé badacza-odkrywcy.

Magdalena FIKUS
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Prosto z nieba: Pan Pierég

Pan (Saturn XVIII) jest drugim od Saturna ksiezycem planety (okres orbitalny
13,8 godzin). Zostal odkryty stosunkowo niedawno, dopiero w 1990 roku, przez
Marka R. Showaltera na podstawie analizy zdje¢ sondy Voyager 2 w przerwie
Enckego pierscienia A Saturna, zebranych na poczatku lat 80. XX wieku.
Ksiezyc znajdujacy sie w przerwie pierscienia (efektywnie bedac przyczyna
powstania przerwy, poniewaz to jego oddzialywanie grawitacyjne oczyszcza
wybrane orbity z gazu i pylu) jest nazywany ksiezycem pasterskim. By¢ moze
takze dlatego ksiezyc nazwano imieniem mitologicznego Pana, bozka pasterzy.
Przerwa natomiast nazywa sie na cze$¢ Johanna Franza Enckego (1791-1865),
ktéry co prawda nie byt jej odkrywca, ale wykonat wiele pionierskich obserwacji

Saturna.

Zdjecie ksigzyca Pan wykonane przez waskokatnag kamereg

Imaging Science Subsystem (ISS) sondy Cassini z odleglodci okolo
25 tysigcy km. Ponizej: Pan w przerwie Enckego, wéréd wywolanych
przez siebie fal.

Sam ksiezyc jest niewielki (34 x 31 x 21 km) i wazy
okoto 5 - 10' kg, jednak juz ta niewielka jak na
astronomiczne standardy masa jest w stanie otworzy¢
poprzez przycigganie grawitacyjne przerwe o szerokosci
325 km w gazowo-pylowym dysku Saturna. Podczas
ruchu orbitalnego Pan tworzy , kilwater” w materiale
pierscienia po obu stronach przerwy. Czastki
pierscienia znajdujace sie po stronie blizszej Saturna
poruszaja sie szybciej, wyprzedzaja ksiezyc, dostajac
od niego przy okazji grawitacyjnego ,kopniaka”.
Oddzialywanie ksiezyca sprzyja powstawaniu fal
rozciagajacych sie na setki kilometréw w materii
pierscienia. Nakladajace si¢ w niektorych miejscach
fale tworza widoczne na zdjeciach Cassiniego zgestki.
Doktadnie w srodku przerwy oprocz ksiezyca znajduje
sie takze pasmo czastek — ringlet — na orbicie

w ksztalcie podkowy (horseshoe orbit). Dziwaczny,

a jednoczesnie jakze znajomy ksztalt ksiezyca

jest skutkiem stopniowego odkladania sie¢ na jego
powierzchni pytu pochodzacego z pierscienia i materii
ringletu.

Michat BEJGER

Niebo we wrzesniu

W zeszlym miesiacu Ksigzyc zahaczyl o cien Ziemi, rzucit tez swoj cien na
powierzchnie naszej planety. Natomiast we wrzesniu podczas pelni i nowiu,
kiedy to moga zaj$¢ te zjawiska, Ksiezyc znajdzie si¢ ponad 2° od ekliptyki,

co oznacza, ze do za¢mien nie dojdzie. Srebrny Glob, przemierzajac niebo

w swoim cyklu miesiecznym, zacznie miesiac po I kwadrze, 6 wrzesnia przejdzie
przez pelnie, 13 wrze$nia — przez ostatnig kwadre, 20 wrzeénia — przez now

i 28 wrzesénia przez I kwadre. Po drodze minie sporo jasnych gwiazd i planet,

z ktérych kilka zakryje (w tym planety Merkury, Wenus, Mars i Neptun oraz
gwiazdy Aldebaran i Regulus). Niestety, poza Regulusem zadne z tych zakry¢
nie bedzie widoczne w Europie, ale nawet i to zjawisko da sie obserwowac
jedynie z Sycylii. Dzigki korzystnemu nachyleniu ekliptyki do wschodniego
widnokregu Ksiezyc widoczny bedzie prawie do samego nowiu. 19 wrzesnia,

tuz przed switem, Srebrny Glob znajdzie si¢ na wysokosci niecatych 4° nad
widnokregiem, a do nowiu Ksiezycowi zabraknie wtedy jedynie 26 godzin. Tego
ranka odpowiednio 3° i 5° na godzinie 1 wzgledem niego swieci¢ beda Merkury
i Mars, za$ 10° dalej w tym samym kierunku znajdzie sie para Wenus-Regulus.
Miedzy ostatnia kwadra a nowiem bardzo dobrze bedzie widoczne tzw. swiatto
popielate, czyli nocna cze$é Ksiezyca (nieo$wietlona bezposrednio przez Slorce),
o$wietlona promieniami stonecznymi, odbitymi od Ziemi. W ciagu miesiaca
dnia ubywa o kolejne ponad dwie godziny i pod jego koniec dzien jest juz
wyraznie krétszy od nocy. 22 wrzeénia Stonce przetnie réwnik niebieski w drodze
na poludnie, rozpoczynajac na pdétkuli polnocnej Ziemi astronomiczna jesien

i jednoczesnie astronomiczna wiosne na potkuli potudniowej, ale dzieki refrakcji

20



atmosferycznej faktyczna rownonoc nastapi kilka dni pdzniej, 25 wrzeénia
(na poétkuli potudniowej — kilka dni wezesniej).

Wsrdd planet Uktadu Stonecznego Jowisz zachodzi niecata godzine po Storicu

i z naszych szeroko$ci geograficznych jest praktycznie niewidoczny, Saturna
mozna obserwowaé w pierwszej czesci nocy nisko nad poludniowo-zachodnim
widnokregiem, gdzie §wieci na tle gwiazdozbioru Wezownika, jako gwiazda

o jasnosci +0,5™. We wrzesniu Saturn utrzyma trend sierpniowy, czyli
powolnego pogarszania sie warunkéw obserwacyjnych. 1 wrzesnia niecale

30° na wschéd od Saturna $wiecié¢ bedzie Ksiezyc w fazie 81%, natomiast

26 i 27 wrzesnia Srebrny Glob minie te planete w znacznie mniejszej odleglosci.
Pierwszego z wymienionych dni Ksiezyc w fazie 37% znajdzie si¢ niecale 4°

od Saturna, dobe pézniej faza Ksiezyca urosnie do 47% i przesunie sie on na
pozycje 9° na wschod od planety z pierdcieniami. Neptun na poczatku miesiaca
przejdzie przez opozycje i bedzie przebywal na niebie calg noc. Ostatnia
planeta Ukladu Stonecznego $wieci we wrzesniu z jasno$cia +7,8 wielkosci
gwiazdowej, zatem do jej obserwacji potrzebna jest przynajmniej lornetka.

W trakcie miesiaca Neptun zmniejszy dystans do jasniejszej o ponad 4™ gwiazdy
A Aquarii o kolejne 40, do nieco ponad 39’. Ksiezyc spotka sie z Neptunem

w czasie pelni. 6 wrzesnia nad ranem oba ciala niebieskie dzieli¢ bedzie odleglo$é
nieco ponad 2° (mieszkancy Argentyny i Chile beda mogli obserwowaé zakrycie
Neptuna przez Ksiezyc). Jednak silny blask Ksiezyca w praktyce uniemozliwi
wtedy obserwacje tej planety, w tym zakrycia. Uran swoja petle po niebie kresli
mniej wiecej 45° od Neptuna, czyli w dwukrotnej rozpietoéci wyciagnietej
przed siebie dloni z rozstawionymi palcami, ale dzigki deklinacji wigekszej o 17°

od niego wschodzi tylko 75 minut po nim. Planeta przez caly miesiac wedruje
okolo 1° na poélnoc od gwiazdy 4. wielkoéci o Psc, sama majac blask 45,7,
czyli nieco powyzej granicy widocznosci gotym okiem. Lecz lornetka w tym
przypadku réwniez si¢ sprawdzi. 9 wrzesnia planeta spotka sie z Ksiezycem
w fazie 91%. Nad ranem oba ciala niebieskie dzielilo bedzie 8°.

Na porannym niebie bardzo dobrze widoczna jest
planeta Wenus, ktéra zacznie miesiac w Raku, niewiele
ponad 1° na poludnie od znanej gromady otwartej
gwiazd M44, ale juz 10 wrzesnia przejdzie do Lwa.

20 wrzesnia planeta minie w odleglosci 28’ najjasniejsza
gwiazde Lwa, Regulusa, za§ dwa dni wczesniej z oboma
ciatami niebieskimi spotka si¢ Ksiezyc w fazie 5%.
Regulus znajdzie sie zaledwie 0,5 stopnia od Ksiezyca
(oprécz Sycylii zakrycie Regulusa bedzie widoczne
réwniez w pélnocno-wschodniej Afryce), natomiast
Wenus $wieci¢ bedzie 2,5 stopnia nad nim. Tuz przed
Switem w pierwszej potowie miesiaca bardzo blisko siebie
znajda sie planety Mars i Merkury, ktére przedzieli
Regulus, czyli najjasniejsza gwiazda Lwa. 12 wrzesnia
Merkury osiagnie maksymalna elongacje zachodnia,
oddalajac si¢ na 18° od Stonca. Bedzie to najlepszy
okres widocznosci tej planety na niebie porannym

w ciggu catego 2017 roku. Merkury zacznie sie pojawiaé
tuz przed $witem od 5 wrzeénia, w dniu maksymalnej
elongacji godzing przed wschodem Stonca planeta zajmie
pozycje na wysokosci niecalych 6° nad wschodnim
widnokregiem, potem zacznie zbliza¢ sie do Storica, ale
pozostanie widoczna prawie do konca miesiaca. Merkury
bedzie najlepiej widoczny w drugiej czesci wrzesnia,
gdyz poczatkowo jego jasno$é nie bedzie duza, zaledwie
+1,5™, lecz juz 12 wrzesnia jasno$¢ planety uro$nie do
—0,2™, zas 25 wrzesnia — o kolejna wielkos¢ gwiazdowa.
W tym samym czasie tarcza Merkurego zmaleje

z 9 do 5 sekund katowych, za$ faza urosnie z 17 do 90%.
Podczas tego okresu widocznosci Merkury swieci¢ bedzie
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na tle gwiazdozbioru Lwa, niedaleko planety Mars.
Przez caly ten okres jasno$¢ Marsa wyniesie +1,8".
Planetarnej parze z nieco wiekszej odleglosci przygladac
sie bedzie planeta Wenus. Poczatkowo obie planety na
»2M” beda bardzo nisko nad horyzontem, ale w kolejnych
dniach zaczna sie wspina¢ po niebie. 6 wrzeénia,

na poczatku widocznosci Merkurego, kwadrans po
godzinie 5, obie planety z Regulusem zajma pozycje na
wysokosci niecalych 5° nad widnokregiem. Mars znajdzie
sie 48 na lewo od Regulusa, za§ Merkury — trzykrotnie
dalej na prawo od niego. W kolejnych dniach pierwsza
planeta od Slonca zakresli na niebie fragment elipsy,
oddalajac sie nieco od Regulusa i Marsa, nabierze blasku
i odbedzie serie atrakcyjnych wizualnie i fotograficznie
spotkan z réznymi cialami niebieskimi. 10 wrzeénia
Merkury zblizy sie ponownie do Regulusa, tym razem
na odleglos$é 40" (3° na wschéd od niego znajdzie sie
Mars). Na 16 i 17 wrzesnia pierwsza planeta od Storica
ma zaplanowane jeszcze blizsze spotkanie z Marsem.

16 wrze$nia obie planety oddzieli dystans 30’, natomiast
dobe poézniej bedzie to tylko 18 minut katowych, lecz
Merkury przejdzie na druga strone Marsa. W kolejnych
dwoch dniach parze planet towarzyszy¢ bedzie Ksiezyc
w fazie bardzo cienkiego sierpa. W Europie, gdy Ksiezyc
pojawi sie na niebosklonie, bedzie juz po minieciu
pierwszej planety od Stonca, natomiast mieszkancy
Filipin, Tajwanu, poludniowo-wschodnich Chin oraz
wschodniej czesci Pétwyspu Indochinskiego beda mogli
obserwowaé zakrycie Merkurego przez Ksiezyc.

Ariel MAJCHER
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Termin nadsylania rozwigzan: 30 XI 2017

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
735 (WT = 2,82) i 736 (WT = 2,08)

z numeru 2/2017

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwoch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe o0séb,
ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji

(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytutl
Weterana. Szczegélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie

na stronie deltami.edu.pl

Zadania z matematyki nr 745, 746
Redaguje Marcin E. KUCZMA

745. Na obwodzie trojkata ABC leza cztery rézne punkty K, L, P, Q:
punkty K, L na boku AB, punkty P i @ odpowiednio na bokach BC' i C4;
przy tym odcinki AP, BQ, CK i CL maja jednakows dtugo$é. Udowodnié,
ze $rodki tych czterech odcinkéw leza na jednym okregu.

746. Dana jest liczba naturalna k > 2. Czy istnieje rosnacy ciag liczb
naturalnych (a,,), ktérego zaden wyraz ani zadna suma skonczenie wielu jego
wyrazéw nie jest k-ta potega liczby naturalnej, a przy tym ciag ({L/(ﬂ ) jest
ograniczony?

Zadanie 746 zaproponowal pan Witold Bednarek z Lodzi.
Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 5/2017

Przypominamy tresé¢ zadan:

741. Niech W bedzie wieloScianem wypuklym, srodkowo-symetrycznym, i niech 7 bedzie ustalong
plaszczyzna, przechodzaca przez srodek symetrii. Przekrdj wieloScianu W plaszczyzna m jest zawarty
w kole o promieniu r. Udowodnié, ze przekréj wieloScianu W kazdg plaszczyzng, réwnolegly do m,
jest zawarty w pewnym kole o promieniu r — lub poda¢ przyklad, pokazujacy nieprawdziwos¢ takiego

742. Niech p bedzie liczba pierwsza postaci p = 4k + 1. Dowiedé, ze istnieje liczba catkowita
dodatnia s, mniejsza od p, dla ktérej réznica sp — \_«/S])JZ jest kwadratem liczby catkowitej

Patryk Jasniewski Gdansk 40,94

Marcin Malogrosz Warszawa 40,86

Franciszek S. Sikorski Warszawa 39,71

Roksana Stowik Knuréw 39,15 stwiordzenia
Adam Dzedzej Gdansk 39,12 i B
Jerzy Cislo Wroctaw 37,87

Krzysztof Maziarz Krakéw 37,45

Marcin Kasperski Warszawa 36,46 dodatniej.
Janusz Olszewski Warszawa 35,05

741. Banalny kontrprzyklad: szescian (o krawedzi a). WeZmy jego dwa
przeciwlegle wierzchotki A, B (kotice przekatnej dtugosci ay/3 ). Plaszczyzna
m L AB, przechodzaca przez srodek O, tworzy w przecigciu z szeScianem
sze$ciokat foremny, ktorego wierzcholkami sg $rodki niektérych krawedzi
szescianu, lezace w odleglosci r = %a 2 od srodka O.

Przekrdj szescianu plaszezyzna 7' ||m, przechodzaca przez trzy wierzcholki
(potaczone krawedziami np. z punktem A) jest tréjkatem foremnym o boku av/2.
Najmniejsze kolo, zawierajace éw trojkat, ma promien R = %a\/g > 7.

742. Liczba pierwsza p = 4k 4 1 jest suma dwoch

kwadratéw (jedno z dobrze znanych twierdzen Fermata):

p = a® + b?; liczby calkowite a,b > 0 muszg byé
wzglednie pierwsze. Istnieja wobec tego liczby calkowite
z, y, dla ktérych ax 4+ by = 1, przy czym |z| < b, |y| < a
(latwe uzasadnienie przez algorytm Euklidesa).
Wykazemy, ze liczba s = 22 + y? ma wlasnodci,
o ktére chodzi w zadaniu. Mamy bowiem oszacowanie
s < a?+b? =p oraz réwnosé

sp = (a® +0°)(2? +y*) = (az + by)* + (ay — bx)? =

=1+ (ay — bx)?.

Widaé z niej, ze /sp = |ay — bz|. W konsekwencji
sp— /3P |? =1; jest to niewatpliwie kwadrat liczby
catkowitej dodatniej.
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Uwaga. Zapewne innymi metodami takze mozna
uzyskaé teze zadania, niekoniecznie wzmocniona do
orzeczenia ,, ...jest kwadratem jedynki”. Pan Tomasz
Ordowski, ktory zadanie zaproponowal, zwrécil uwage
na ciag o wyrazach

a(n)=min{s € Z: s> 0,
Im e Z~ {0} : sn— [Vsn|?=m?},

obecny w OEIS (oeis.org/A245474). Nie jest trudno
wykazaé, ze dla liczb pierwszych postaci p = 4k + 3
zachodzi ré6wnoéé a(p) = p; natomiast dla liczb
pierwszych p = 4k + 1 zachodzi nier6wnos¢ a(p) < p, i to
byta tre$¢ naszego zadania; autorem podanego dowodu
jest Robert Israel. (Dla liczb zlozonych ciag zachowuje
sie do$¢ kaprysnie).
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Rys. 5

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
634 (WT = 1,15), 635 (WT = 3,25)

z numeru 3/2017

Jan Zambrzycki Bialystok 38,38
Marian Lupiezowiec Gliwice 38,33
Tomasz Rudny Gliwice 37,68

Jacek Konieczny Poznan 29,80
Ryszard WozZniak Krakéw 28,77

Zadania z fizyki nr 642, 643
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

642. Pilka o promieniu R stabo uderza w $ciang i deformuje sig, jak pokazano
na rysunku 1. Deformacja x jest duzo mniejsza od promienia pitki i mozemy
przyjaé, ze cisnienie powietrza w pitce nie zmienia sie podczas uderzenia.
Zaniedbujac sprezysto$é powloki, oszacowaé czas zderzenia pilki ze Sciana. Masa
pitki wynosi m, ciSnienie powietrza w pilce p, ciSnienie atmosferyczne py.

643. Uktad sktadajacy sie z dwéch kondensatoréow o tej samej pojemnosci
(C1 = C9) i klucza K laczymy ze zrédlem napiecia o sile elektromotorycznej e
(rys. 2). Wielokrotnie zmieniamy polozenie klucza K, laczac kondensator C4
kolejno ze stykami A i B. Jak zmienia si¢ napiecie na kondensatorze Cs po
kazdym przetaczeniu klucza? Rozwazy¢ przypadki:

a) w chwili dolaczenia zrédla napiecia klucz znajdowal sie w polozeniu A;

b) w chwili dotaczenia zrédla napiecia klucz znajdowal sie w polozeniu B.

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 5/2017
Przypominamy tresé¢ zadan:

638. Uklad sktada si¢ z czterech jednakowych, lekkich pretéow o dlugosci I i lekkiej sprezyny

o dlugosci 21 (rys. 3). Prety polaczone sa przegubowo za pomocg malych kulek o jednakowych
masach. Uklad zamocowany jest w punkcie A i znajduje si¢ w polu ciezkosci. W stanie réwnowagi
prety tworza kwadrat. Znalezé czestosé malych drgan ukltadu, przy ktérych punkt C porusza sie po
linii pionowej.

639. Lis biegnie po linii prostej ze stala predkoscig v;. Lisa goni pies, ktorego predkos¢ ma

stalg warto$¢ vs i skierowana jest caly czas na lisa. W chwili, gdy predkoéci vi i v sa do siebie
prostopadtle, odlegtoé¢ migdzy lisem a psem wynosi [. Jakie jest w tym momencie przyspieszenie psa?

638. Rozwazmy ruch ukladu w polozeniu opisanym katem « (rys. 4). Réwnania
ruchu punktéw B i C maja postac:

macy = mg — 2F; cos a,

map, = mg+ Iy cosa — Fs cos a,

mapy = Fy — Fysina — Fysina,
gdzie m jest masa przegubu, acy, Az, apy sa przyspieszeniami punktéw B i C,
F, = 2kI(1 — sin ) jest sila sprezystosci. Eliminujac z tych réwnan sily reakeji Fy
i Iy, otrzymujemy
(1) m(acs + Gz — apy cos a/sina) = 2mg — (F, cos a/sin av).
Wspéhrzedne potozen punktéw B i C' spelniaja zwiazki

ro =2lcosa, xp =lcosa, yg = lsina.
Stad ap, = ac./2. Dotychczasowe réwnania sa stuszne dla dowolnego kata «,
ograniczymy teraz nasze rozwazania do matych wychylen z potozenia réwnowagi,
gdy a = ap + Aa, Aa < ag, ag = m/4. Wtedy Ayp = lcos aAa = [ cos apAa,
Azo = =2lsinagAw, apy & —acy/2. W rozwazanym przyblizeniu lewa strona
réwnania (1) ma postaé L = 2mac,. W stanie réwnowagi ac, = 0, stad
(2) 2mg = F,(ap) cos ag/sin ag = 2kI(1 — v/2/2).
Prawa strona réwnania (1) ma postaé
P = 2kl(cos a /sin o — cosar/sinar) — 2kl (cos g — cosar) = 2klAa/sin? g — kAxzc.
Uwzgledniajac, ze Aa = —Axe/(20sin o), otrzymujemy réwnanie ruchu
punktu C dla matych wychylen z polozenia réwnowagi:
ace + Azc(1/sin® ag — 1)k/2m = 0,

gdzie zgodnie z (2) k/m = 2g/(1(2 — v/2)). Szukana czestoé¢ drgan wynosi

w=/8@VZ - 1)/~ V)

639. Poniewaz predko$¢ psa ma stala wartosé, jego przyspieszenie jest
prostopadle do wektora predkosci i ma wartoéé a = v3 /R, gdzie R jest
promieniem krzywizny toru w danym miejscu. W bardzo krétkim czasie At
wektor predkosci psa obraca sie o kat o dany wzorem o = vy At/R (rys. 5).

W tym samym czasie lis przebywa droge v1 At = «al, gdyz wektor predkosci psa
skierowany jest caly czas na lisa. Stad R = val/v;. Szukana wartos$¢ przyspieszenia
wynosi a = vyvg /.
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LXVIII OM

W LXVIII Olimpiadzie Matematycznej uczestniczyto 1495 uczniéw, zatem o 324 osoby
wiecej niz rok wezeéniej, do zawoddéw stopnia drugiego zakwalifikowano 632 uczniéw,
a do zawodow stopnia trzeciego — 154 uczniéw. Zapewne wynika to z pojawienia

sie w pierwszym stopniu sporej liczby zadan stosunkowo tatwych, a juz na pewno
niewymagajacych szczegdlnego przygotowania. Dotyczy to réwniez zadania 4

z pierwszego stopnia, ktérego rozwiazania nadestaly 1152 osoby, w tym 707 poprawne
— zadania, ktore rozwiaza¢ mozna, po prostu stosujac popularne w szkotach metody
pozbywania sie wartosci bezwzglednych. To czasochtonne, ale w zadaniu domowym
wykonalne. Najtrudniejszym zadaniem sposréd rozwiazywanych w domu okazato

si¢ zadanie 11 (geometria ptaska) — rozwiazalo je 388 uczniéw. Najlatwiejsze byto

sem.edu.pl

Zawody okregowe byly znacznie trudniejsze niz rok wczesniej.

Najtrudniejsze bylto zadanie 6 (klasyczna teoria liczb).
Zaskoczyly mnie wyniki zadania drugiego (rozwiazanie

ponizej) rozwiazanego przez 60 oséb, ponizej 10% startujacych

— spodziewalem sie znacznie wiekszej liczby poprawnych
rozwiazan. Do finatlu dopusciliSmy tych uczniéw, ktérzy
uzyskali co najmniej 10 punktéw, co w zasadzie oznaczato
rozwigzanie dwéch zadan. Final tez nie byl latwy. Zadania
trzeciego nie rozwiazal nikt, choé¢ oczekiwaliSmy kilku
rozwigzan. Trudne tez bylo zadanie ostatnie, ktéoremu rade
daty trzy osoby, a zadaniu piatemu — oséb 9. Prawie wszyscy
ci, ktérzy rozwiazali zadanie 5, korzystali z poje¢ zwiazanych
z geometrig rzutowa, co w tym przypadku byto spodziewane.

zadanie 2 rozwigzane przez 1441 startujacych.

Ustalajac sktady reprezentacji Polski na Olimpiade
Miedzynarodows, i inne zawody, korzystaliémy z wynikéw
zawodow okregowych, bo sam final nie rozréznial laureatéw,
ktérzy uzyskali 18 punktéw. Szesnastu finalistéw (okoto
10,5%) nie rozwiazalto zadnego zadania, w drugim stopniu
124 osoby otrzymaly 0 za wszystkie zadania.

Dodaé¢ wypada, ze wielu uczniéw zle zrozumiato zadanie
piate. Powinienem byt pomysle¢, ze zawodnicy moga tresé
(jednoznaczna dla zawodowego matematyka) zinterpretowaé
opacznie, co sie, niestety, stalo, cho¢ czotowi zawodnicy tej
OM zrozumieli ja wtasciwie. Trudno mi powstrzymaé sie od
komentarza na temat geometrii.

Oto dowdd (gimnazjalisty!) bez
zalozenia, ze AD jest dwusieczna.
MA=MB=3AB, NA=NC = 1AC,
S to érodek okregu opisanego na ABC.
SM || DP, SN || DQ, wigc

[MSP] = [MSD] i [QNS] = [NSD]. Stad
[AQSP] = [AMN] + [MDN] =
= [AMN] + [MCN] = [ACM] = L[ABC].

Jesdli S lezy na PQ), to

[APQ] = [APSQ] = 1[ABC],

zatem [BCPQ] = $[ABC],

czyli [APQ] = [BCPQ)],

jesli S lezy wewnatrz AAPQ), to
[APQ] > 3[ABC],

jesli S lezy na zewnatrz AAPQ), to
[APQ] < $[ABC].

Uczestnicy OM radza sobie z nia, gdy da sie co$ zauwazy¢ i otrzymac krotkie
rozwigzanie, czesto pomysltowe. Zdarza si¢ jednak, ze do gtowy nic nie przychodzi,

a czas goni. Prébuja wtedy rozwigzania analitycznego; na ogét bez powodzenia. Tym
razem bylo inaczej.

Spéjrzmy na zadanie drugie z zawodow II stopnia ubiegtej OM.

W tréjkacie ostrokgtnym ABC dwusieczna kqta BAC przecina bok BC w punkcie D.
Punkty P i Q sq rzutami prostokgtnymi punktu D odpowiednio na proste AB i AC.
Dowiesé, ze pole tréjkata APQ jest réwne polu czworokgta BCQP wtedy i tylko wtedy,
gdy $rodek okregu opisanego na tréjkqcie ABC' lezy na prostej PQ.

Rozwiazemy je analitycznie, prawie bezmyslnie. Nalezy sensownie wybraé¢ uktad
wspéirzednych. Niech osia OX bedzie prosta AD i niech A = (0,0). Niech & > 0
bedzie wspoétczynnikiem kierunkowym prostej AC. Prosta AB opisuje wtedy rownanie
y = —kxz. Niech B = (b, —kb), C = (¢, kc), gdzie b,c¢ > 0. Réwnaniem prostej BC jest:

kE(c+b)x + (b—c)y = 2kbe. Jedliy =0, to z = ficb, wiec D = (fﬁ,())
s : 2bc
Prosta prostopadta do AC, przechodzaca przez punkt D, ma réwnanie z + ky = 2 %

— _ 2bc : _ 2bc bek _ 2b
Gdy y = ke, to & = G35y Wiee @ = (<c+b><1+k2> (c+b>(1+k2>) = emar -

. o 2bc —2bck
Podobnie P = ((c+b)(1+k2)’ (1) (1+k2)

) = (C+b)(i+k2)B. Roéwnaniem prostej PQ jest

wiec & = 7(C+b)2(bf+k2).

Srodek S okregu opisanego na tréjkacie ABC to punkt wspélny symetralnych
odcinkéw AB i AC, wiec prostych o réwnaniach = — ky = g(l +k?)

ixtky=5(1+ kz). Dodajac te réwnania stronami i dzielac wynik przez 2, otrzymujemy
T = M. Punkt S lezy na prostej PQ wtedy i tylko wtedy, gdy

c b k2 .
ey = S aayli (e + 0)*(1+ £%)* = 8be.

Pole trO‘]tha PQA jest polowa pola trOJkacta BCA wtedy i tylko wtedy, gdy
= 1, wiec (c+b)*(1 + k?)* = 8be, co koticzy dowdd.

(c+b)(1+k2) (c+b)(1+k2)
Dodajmy, ze teza jest prawdziwa bez zalozenia, ze odcinek AD jest dwusieczna

kata BAC'. Wystarczy, by punkt D lezal na odcinku BC, co kilkunastu uczestnikéw
OM udowodnito w czasie zawoddéw i od nich tego si¢ dowiedziatem w czasie omdéwienia
zadan po zawodach (patrz margines). Jak zwykle wéréd uczestnikéw olimpiady sa tacy,

ktorzy widzg wiecej niz uktadajacy zadania.
Michat KRYCH
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Rys. 2. a < 90°, a = 90°, a > 90°

Rys. 3. Na mniej niz 8 si¢ nie da — dowod
znalez¢é mozna w Delcie 1/2002.
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Rys. 4. Inne rozwigzanie opisano
w deltoidzie 9/2012. Teza zachodzi takze
dla tréjkata rozwartokatnego.
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Rys. 5

Polecam tez zadanie 7 z deltoidu 7/2016.

Zadanie 4 jest modyfikacja zadania
z XXV Olimpiady Matematycznej.
Wigcej o nim m.in. w Delcie 5/1986.

Luki Talesa Joanna JASZUNSKA

Odcinek AB widaé z punktu C' pod kgtem «, gdy xACB = «. Z twierdzenia

o katach wpisanych wynika, ze jesli punkty C' i D leza na okregu po tej samej
stronie jego cieciwy AB, to wida¢ ja z C'i D pod tym samym katem (rys. 1).

Dla danego odcinka AB i kata a € (0°,180°) zbiér punktéw plaszczyzny, z ktérych
widaé¢ AB pod katem « to dwa przystajace tuki okregbéw jak na rysunku 2, zwane

tukami Talesa. Ponadto z punktéw na zewnatrz tukéw odcinek AB widaé pod
katem mniejszym od «, a z punktéw wewnatrz — pod wigkszym.

1. Rozstrzygnij, czy istnieje takich 100 punktéw na plaszczyznie, z ktorych kazde
trzy sa wierzchotkami tréjkata rozwartokatnego.

2. Podziel kwadrat na 8 tréjkatow ostrokatnych.

3. Punkt H jest ortocentrum tréjkata ostrokatnego ABC. Wykaz, ze okregi opisane
na trojkatach ABH i AC'H sa przystajace.

4. W czworoécianie ABC'D krawedz AB jest prostopadia do krawedzi C'D
i XACB = xADB. Rozstrzygnij, czy oznacza to, ze plaszczyzna wyznaczona przez
krawedz AB i §rodek krawedzi C'D jest prostopadia do krawedzi C'D.

Rozwigzania

R1. Wybierzmy 100 punktéw na poétokregu bez koncéw. Wowcezas dla dowolnej
trojki z nich odcinek utworzony przez dwa skrajne wida¢ ze srodkowego pod katem
rozwartym (wpisanym w okrag i opartym na luku dluzszym od pélokregu). O

R2. Rozwiazanie przedstawia rysunek 3. Pozostawiam Czytelnikowi sprawdzenie, ze
wszystkie trojkaty istotnie sa ostrokatne. Pomocny bywa fakt, ze ich wierzcholtki sg
na zewnatrz odpowiednich pélokregéw (czyli tukéw Talesa dla kata 90°). O

R3. Niech E, F beda spodkami wysokosci odpowiednio z B i C' (rys. 4). Tréjkaty
prostokatne ABE i ACF sa podobne, bo maja wspélny kat przy wierzchotku A.
Stad z punktow B i C' widaé¢ odcinek AH pod tym samym katem, leza wiec one
na przystajacych tukach okregéw opisanych na trojkatach ABH i ACH. O

RA4. Jedli postulowana w zadaniu prostopadlosé ma miejsce, to punkty C' i D,
a wiec tez tréjkaty ABC i1 ABD, sa symetryczne wzgledem opisanej plaszczyzny,
zatem przystajace. Wykazemy, ze tak by¢ nie musi.

Niech punkty A, B, C, D leza na jednym okregu w tej wlasnie kolejnosci, przy
czym AB 1 CD, a M to punkt przeciecia tych prostych (rys. 5). Wéwezas trojkaty
ABC, ABD nie sa przystajace (maja rézne wysokosci na AB, wiec tez rézne pola).
Jednoczesnie xACB = XADB.

Jesli teraz obrécimy tréjkat ABD woké! prostej AB o pewien dodatni kat mniejszy
od 180°, otrzymamy czworoscian ABC'D, w ktorym CM L AB L DM. Wobec
tego prosta AB jest prostopadta do plaszczyzny C DM, a wiec takze do kazdej
prostej zawartej w tej ptaszczyznie. Stad AB L C'D takze po opisanym obrocie.
Uzyskaliémy wiec czworoscian ABC'D spelniajacy warunki zadania, w ktérym
trojkaty ABC i ABD nie sa przystajace. O

Zadania domowe

5. Skonstruuj tréjkat ABC, majac dane punkty A, B, kat przy wierzchotku C' oraz
dlugos¢ érodkowej C'M. Ile rozwiazan moze mieé to zadanie?

Wskazowka. Zadanie moze mie¢ nieskonczenie wiele rozwiazan.

6. Punkty A i B naleza do wnetrza kata ostrego a.. Skonstruuj taki trojkat
rownoramienny, aby punkty A i B nalezaly do réznych jego ramion, aby podstawa
tego trojkata byla zawarta w jednym z ramion kata «, a wierzcholek nalezat

do drugiego z ramion.

Wskazéwka. Odbij punkt A symetrycznie w jednym z ramion kata, otrzymujac A’,
narysuj tuk Talesa dla odcinka A’B i kata 180° — 2« i rozwaz odpowiedni jego
punkt przeciecia z wybranym wcze$niej ramieniem kata.

7. Udowodnij stwierdzenia z drugiego akapitu niniejszego artykutu.
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