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Piszac o prapoczatkach powstania IMSM,
korzystaliSmy z wczedniejszych
materialéw prof. Romana Dudy.

Rozwigzanie zadania F 933.

Zgodnie z warunkami zadania I /Iy = k1,
gdzie Iy i Iy — natezenia wigzki padajace]j
i przechodzacej dla pierwszego
polaryzatora.
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Gdyby polaryzator nie pochtanial $wiatta,

to natezenie wigzki spolaryzowanej
byloby réwne polowie nate¢zenia padajacej
wigzki niespolaryzowanej. To, ze k1 < 1/2
oznacza, ze polaryzator czesciowo
pochtania §wiatto. Jezeli przepuszcza on,
ze wzgledu na pochlanianie, tylko k
procent padajacej wiazki, to k1 = k/2.
Gdy swiatlo przechodzi przez dwa
polaryzatory, to

I, I, I

In I Io
Aby obliczyé¢ I2/11, skorzystamy z prawa
Malusa, ktére méwi, ze natezenia Swiatta
spolaryzowanego padajacego na
polaryzator I, i z niego wychodzacego I,
zwigzane sg wzorem I, = I, cos? ¢, gdzie
¢ jest katem migdzy plaszczyzng
polaryzacji $wiatla padajacego
i plaszczyzna polaryzacji polaryzatora.
Dodatkowo musimy uwzglednié to, ze
takze w drugim polaryzatorze swiatlo jest
pochtaniane. Mamy wigc:
ko = k1kcos®> o = 2k‘§ cos 2a, a stad

cosa = /ka/2k?, co daje a = 30°.
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Historia powstania, poczatki i stan
obecny Instytutu Matematyki Stosowanej
i Mechaniki

Grzegorz LUKASZEWICZ*, Andrzej PALCZEWSKI**

Instytut Matematyki Stosowanej i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego
obchodzi w tym roku 30-lecie swojego istnienia. Na tamach Delty chcemy
opowiedzie¢ krotko o historii Instytutu, miejscu, jakie zajmuje w ramach
Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego,
a takze pokazac, jakimi problemami zajmuja sie dzisiaj jego pracownicy.

Piszac o historii powstania Instytutu Matematyki Stosowanej i Mechaniki,
nalezy cofnaé sie do lat 1955/56, kiedy to na Wydziale Matematyki i Fizyki
UW powstal Instytut Matematyki, a poza Instytutem Matematyki na Wydziale
dziataty tez od 1955 roku dwie katedry:

— Katedra Gazodynamiki i Hydrodynamiki, ktora kierowal prof. Julian Bonder;
— Katedra Teorii Sprezystosci i Plastycznosci, ktéra kierowal prof. Witold
Nowacki.

Powotanie tych katedr bylo nawigzaniem do przedwojennej tradycji katedry
mechaniki prof. Przeborskiego i stalo sie poczatkiem rozwoju tego kierunku
badan matematycznych.

W 1968 roku Wydzial Matematyki i Fizyki podzielil si¢ na dwa wydziaty,
Wydzial Fizyki oraz Wydzial Matematyki i Mechaniki, ten ostatni ztozony

z dwoch instytutéw: Matematyki oraz Mechaniki. W sklad Instytutu Mechaniki
weszly wspomniane wcze$niej dwie samodzielne katedry. W 1970 roku nastapita
likwidacja katedr, na ktérych miejsce wprowadzono zaklady. Instytut Mechaniki
mial wiec dwa zaklady:

— Zaklad Mechaniki Cieczy i Gazdw, w ktorym kierownictwo po prof. Bonderze
przejal prof. Wiadystaw Fiszdon;

— Zaktad Mechaniki Ciata Stalego, w ktorym kierownictwo po prof. Nowackim
przejal prof. Czestaw WozZniak.

Juz w pierwszej polowie lat 70. byly oczekiwania rozszerzenia dzialalnosci
Instytutu Mechaniki, np. w zakresie cybernetyki i biologii matematycznej.
Stara kadra, majaca niewatpliwie powazny autorytet naukowy (profesorowie
Nowacki, Fiszdon), a potem takze profesorowie Wozniak i Olesiak, bronila

si¢ przed zmianami. W rezultacie w Instytucie panowal stan wewnetrznych
napieé: z jednej strony grupa mechanikéw , politechnicznych”, opierajaca sie
na autorytetach starszych profesoréw, z drugiej kilka osob, ktére przyszly

z zewnatrz, dajacych nadzieje na zmiany. Byty tez napiecia zewnetrzne, gdyz
Instytut Mechaniki byt postrzegany jako staby i niepasujacy do reszty Wydziatu.

W Instytucie Mechaniki wyrazny rozwéj badan Scisle matematycznych nastapit
pod koniec lat 70., co wiazalo sie z przyjeciem do tego Instytutu prof. Adama
Piskorka oraz z rozwojem badan nad modelami matematycznymi fizyki
statystycznej (Mirostaw Lachowicz, Andrzej Palczewski, Tadeusz Platkowski)

i réwnaniem Naviera—Stokesa (Grzegorz Lukaszewicz). A w polowie lat 80.
zaczal sie dynamiczny rozwdj zastosowan matematyki, zapoczatkowany
uruchomieniem specjalnosci ,,zastosowania matematyki”. Inicjatywa wyszta

od pracownikéw Instytutu Mechaniki (Andrzej Palczewski, Wieslaw Szlenk),

a dynamiczny rozwdéj zastosowan znalazl wyraz w przeksztalceniu Instytutu
Mechaniki w Instytut Matematyki Stosowanej i Mechaniki — wlaénie 30 lat temu.
W ramach przeksztalcen do nowego Instytutu zostal wlaczony Zaklad Rownan
Fizyki Matematycznej z Instytutu Matematyki (Marek Burnat), a pare lat
péZniej dolaczyl Zaklad Metod Numerycznych z Instytutu Informatyki (Andrzej
Kielbasinski, Maksymilian Dryja, Henryk Wozniakowski).
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Poczatkowe, wizjonerskie dzialania zaowocowaly wypracowaniem kierunkéw
dalszych badan. W roku akademickim 1992/93 Instytut skladal sie
z nastepujacych zakladéw (w nawiasach nazwiska kierownikéw zakladow):

— Zaklad Analizy Numerycznej (prof. Henryk WozZniakowski);

— Zaklad Mechaniki Ciala Stalego (prof. Zbigniew Olesiak);

— Zaklad Mechaniki Cieczy i Gazéw (prof. Andrzej Palczewski);

— Zaklad Réwnan Fizyki Matematycznej (prof. Adam Piskorek);

— Zaklad Metod Probabilistycznych i Optymalizacji (prof. Wiestaw Szlenk);

— Zaktad Modeli Matematycznych Fizyki Technicznej (prof. Marek Niezgddka).

Na podkreslenie zastuguja dzialania profesoréw Marka Niezgddki (wicedyrektor

w latach 1990-1993) i Wiestawa Szlenka (wicedyrektor w latach 1993-95), ktérzy

wprowadzili do Instytutu ducha badan interdyscyplinarnych i szeroko pojetego
Warto dodaé, ze poza strukturg modelowania matematycznego. Istotnym wydarzeniem lat 90. bylo powstanie
g‘obtz;‘;;‘;‘;VZZY“V(&ZIS;‘fnﬁlclwd;zéfg}?lf;at Zakladu Statystyki Matematycznej. Bylo to odrodzenie (po ponad 30 latach

i naukowa Zaklad Matematyki Finansowej przerwy) badan w dziedzinie statystyki matematycznej na Wydziale MIM.
i Ubezpieczeniowej (Jacek Jakubowski,

Piotr Jaworski, Karol Krayzewski, Zmiany kadrowe w drugiej potowie lat 90. doprowadzity do zmiany struktury
Andrzej Palczewski), co oznacza . R R . :
nawigzanie do dawnych tradycji Instytutu. W efekcie mamy obecnie nastepujace zaklady (w nawiasach nazwiska
matematyki aktuarialnej w Warszawie Zatrudnionej kadry profesorskiej):

i otwarcie na te¢ aktywnie rozwijajaca si¢
daiedzing matematyki. — Zaklad Analizy Numerycznej (Leszek Plaskota, Henryk Wozniakowski);

— Zaklad Biomatematyki i Teorii Gier (Mirostaw Lachowicz, Jacek Miegkisz,
Tadeusz Platkowski);

— Zaklad Réwnan Fizyki Matematycznej (Piotr Gwiazda, Grzegorz Lukaszewicz,
Piotr Mucha, Andrzej Palczewski, Piotr Rybka, Dariusz Wrzosek);

— Zaklad Statystyki Matematycznej (Wojciech Niemiro).

Obecny Instytut Matematyki Stosowanej i Mechaniki jest silnym naukowo
instytutem prowadzacym zaawansowane badania w zakresie dziedzin,

ktore naleza do obszaru zainteresowan dzialajacych w Instytucie zaktadow.
IMSM realizuje swoje badania, wspolpracujac intensywnie z wieloma
powaznymi osrodkami w kraju i za granica, a wyniki badan sa publikowane
w renomowanych czasopismach o miedzynarodowym zasiggu.

Dla zapoznania sie z badaniami i dydaktyka Instytutu Matematyki Stosowanej
i Mechaniki zapraszamy do odwiedzenia strony internetowej Instytutu
imsm.mimuw.edu.pl
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Matematyka jest strukturg swiata?
Mirostaw LACHOWICZ*

Matematyk, profesor Andrzej Lasota (1932-2006), w krétkim artykule
{0OD E L YK, P ] y
— o A. Lasota, Wprowadzenie do dyskusji: matematyka a filozofia, w Otwarta
M A Te nauka i jej zwolennicy, OBI, Krakow 1996, 51-61
M A T \l/ stwierdzit: ... wierze, Ze matematyka jest strukturq Swiata. Nie opisem tej
C 2 N Y struktury, ale samq strukturg. Bez waqtpienia matematyk moze tworzyé bardzo
dziwne obiekty 1 moze mu sie wydawad, zZe daleko odbiegl od rzeczywistosci. To

tylko pozor. Jesli jest to dobra matematyka, to okaze sie predzej czy poiniej, Ze
*Zaklad Biomatematyki i Teorii Gier, jest ona fragmentem rzeczywistosci. ... Gdyby swiat byl inny, to bylaby inna
IMSM, WMIM, Uniwersytet Warszawski matematyka.
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www.obi.opoka.org/
zfn/013/zfn01301Wigner.pdf
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Informacje na temat projektu
prowadzonego w Gliwicach przy
wspétudziale Politechniki Slaskiej mozna
znalez¢é na stronie:
www.biofarma.polsl.pl/index.php/pl/

www.mimuw.edu.pl/ biolmat/

Podobne zdanie ponad 150 lat wczesniej wyglosit J.-B.J. Fourier (1768-1830):

matematyka jest nie tylko jezykiem lub technikq odseparowang od przyrody, ale
jej istotq.

Matematyka we wspolczesnej nauce wydaje sie najdoskonalszym i niezawodnym
srodkiem opisu. Wprawdzie w przypadku wielu zjawisk przyrodniczych — lub
spotecznych — dalecy jestesmy od zadowalajacego opisu matematycznego, jednak
liczba niewatpliwych sukceséw jest znaczna. Dlaczego tak sie dzieje? Jest to
pytanie, z ktérym zmaga si¢ wielu naukowcéw. W stynnym artykule

o E.P. Wigner, Niepojeta skuteczno$é matematyki w naukach przyrodniczych,
Zagad. Filozof. w Nauce, XIII, OBI, Krakéow 1991, 5-18

laureat Nagrody Nobla z fizyki, Eugen P. Wigner, stwierdza, ze jest to rodzaj
cudu, ktorego ani nie rozumiemy, ani nan nie zastugujemy. Zwolennicy
ewolucyjnej teorii poznania z kolei uwazaja, ze nie ma w tym zadnego cudu
(oczywiscie!), lecz ewolucyjne przystosowanie do Swiata. Matematyka — wytwoér
naszego umystu — jest ewolucyjnie uwarunkowanym przystosowaniem. Zatem
matematyka sie sprawdza, bo sprawdzac sie musi.

Problem ten, oczywiscie, nie moze by¢ rozstrzygniety, jak kazdy (powazny)
problem filozoficzny.

Matematyka sprawdzila si¢ w opisie zjawisk fizycznych i nie jest dziwne,

ze staramy sie rozszerzy¢ jej mozliwosci na zjawiska biologiczne, medyczne,
psychologiczne czy spoteczne. Jakze byloby pigknie, gdyby zamiast meczy¢
pacjenta, lekarz moégt, poprzez analize odpowiedniego ukladu dynamicznego,
dokladnie okresli¢ najwlasciwsza terapie. Swiat medyczny od razu uspokoje —
analize przeprowadzalby matematyk (i komputer).

Na razie odlegli jesteSmy od takich mozliwosci. Prof. Lasota wrecz stwierdzil
(fakt, ze ponad 20 lat temu!): Prdby zastosowania matematyki do opisu

zjawisk spotecznych sq kompromitacjqg, a do opisu uktadow biologicznych
przedsiewzieciem ponad sily matematykow. Jednakze sa sukcesy! Wymienie trzy
osiagniete przez matematykéw polskich.

1) Praca M. Wazewskiej-Czyzewskiej (lekarki) i Andrzeja Lasoty (wspomnianego
wyzej matematyka)

o M. Wazewska-Czyzewska, A. Lasota, Matematyczne problemy dynamiki
uktadu krwinek czerwonych, Mat. Stos. 6, 3, 1976, 23-40;

ktéra, oparta na mocno niebanalnej matematyce (A. Lasotal!), dawala szanse
opracowania nowej terapii anemii pobiataczkowe;j.

2) Wieloletnia wspolpraca grupy Andrzeja Swierniaka z Politechniki Slaskiej
z grupa z Centrum Onkologii w Gliwicach, przy wspétudziale Marka Kimmla
z Rice University w Houston. Efektem tej wspélpracy byty zaréwno prace

o charakterze teoretycznym, jak i prace dotyczace biologii nowotworéw. Daja
one, w sposob bezposredni, nowe mozliwosci terapii przeciwnowotworowe;j.

3) Na koniec nieskromnie wymienie warszawska grupe WarsawBiomatTeam,
ktéra dwukrotnie brata udzial w sieciach zorganizowanych w ramach projektéw
europejskich poswieconych modelowaniu oddzialywania nowotworéw z uktadem
odpornoéciowym.

Podsumowujac: to, czy matematyka skutecznie bedzie mogta speiniaé te role,
ktora spelnia w fizyce, w takich dziedzinach jak biologia, medycyna, psychologia
i nauki spoteczne — decyduje sie teraz. Idealna sytuacja dla ambitnego mtodego
czlowieka, ktory chee zajmowac sie rzeczami wielkimi i p6j$¢ w slady Keplera,
Kopernika, Newtona i Einsteina.
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*Zaklad Analizy Numerycznej, IMSM,
WMIM, Uniwersytet Warszawski

Konkret? Jedno z najbardziej
podstawowych réwnan fizyki, réwnanie
dyfuzji (opisujace np. rozklad
temperatury), jest réwnaniem
rézniczkowym:

Oru(t, x) — Agu(t,z) = f(t,x).

Z wyjatkiem kilku przypadkéw mozemy je
rozwigzaé tylko w sposéb przyblizony, na
komputerze.

Rozklad naprezen w kadlubie samolotu
poznamy tym lepiej, im gestsza bedzie
siatka punktéw. (gmsh.info).
Najmocniejszy komputer na Swiecie —
chinski Sunway TaihuLight — ma ponad
10 milionéw rdzeni obliczeniowych,
zamknigtych w 40 tysigcach procesoréw,
co daje nieprawdopodobng moc
obliczeniows, wynoszaca maksymalnie
100 petaflopéw (czyli 1017 dziatan
arytmetycznych na sekunde).

Dla poréwnania, najmocniejszy komputer
w Polsce znajdujacy si¢ w Krakowie, ma
okolo 55 tysigcy rdzeni i moc okoto

2 petaflopow.

Dane z XI 2016, zob. www.top500.o0rg.

O superkomputerach pisaliémy

w Delcie 7/2017.

industry.ité4i.cz

30 lat addytywnej metody Schwarza
Piotr KRZYZANOWSKI*

Gotow jestem zalozy¢ sie, Czytelniku, ze wczeéniej o niej nie styszales.
Tymczasem pod tg malo medialna nazwa kryje sie¢ metoda, dzigki ktérej
wspolcezesne superkomputery pracuja pelng para, prowadzac skomplikowane
symulacje. Laczy ona w sobie algorytmiczna efektywnos¢ z fizyczna intuicja,
a bez wgladu w jej matematyczny sens, by¢ moze, nigdy by$my jej nie poznali.

Miliony niewiadomych wokét nas

Kazdy wie, jak rozwiazywaé uktad dwoch réwnan liniowych z dwiema
niewiadomymi, np.

20—y =1,

—z+2y=1.
Rozwiazanie ukladu trzech czy czterech réwnan réwniez nie powinno
sprawia¢ wigkszego klopotu — wszak tatwo sprowadzi¢ go do rozwiazywania
ukladu/uktadéw dwoch réwnan. Ale jesli musieliby$my rozwiazaé. .. uklad
miliona réwnan, z tyluz niewiadomymi?!

Skad biora sie tak wielkie uklady?

Precyzyjna prognoza pogody, wycena niektérych egzotycznych opcji finansowych,
modelowanie wzrostu komoérek nowotworowych lub rozwoju epidemii,
projektowanie ultranowoczesnych kosmetykow, rozwéj tanich zaréwek LED,

czy samochodéw o niskiej emisji — te przyktady mozna mnozy¢ — sa uzaleznione
od mozliwoéci przeprowadzenia ztozonych symulacji komputerowych modeli
matematycznych sformutowanych w jezyku réwnan rézniczkowych czgstkowych.

Aby rozwiazywacé takie rownania na komputerze, zwykle przybliza sie je

za pomoca zestawu wartosci na siatce punktéw (lub, w metodzie elementu
skoniczonego, przez zestaw proSciutkich elementéw). Jest intuicyjnie jasne, ze
jesli chcemy mie¢ dokladniejszy wynik, musimy wziaé¢ pod uwage wiecej punktéw
siatki, czyli wyznaczy¢ wiecej wartosci. Niestety, gdy modelowany obiekt jest
trojwymiarowy, liczba potrzebnych punktéow szybko rosnie: juz dla zwyczajnej
sze$ciennej kostki wziecie zaledwie 100 punktéow w kazdym kierunku daje

w rezultacie 100 - 100 - 100, czyli milion punktow, a tym samym — milion wartosci
do wyznaczenia!

Dziesiatki tysiecy procesoréw w szafie

Trudne zadanie obliczeniowe wymaga dostatecznie silnego komputera — najlepiej:
komputera réwnoleglego — czyli takiego, ktory sktada sie z wielu jednoczednie
pracujacych procesoréw. Wspédlczesna technologia przenosi réwnolegtosé

takze na poziom samego procesora, umieszczajac w jednym procesorze kilka
jednoczesnie pracujacych rdzeni obliczeniowych.

Jednak co innego mieé¢ potencjal obliczeniowy, a co innego méc go efektywnie
wykorzystaé. Sytuacja jest podobna jak w ogranym zadaniu o kopaniu studni:
jesli jeden robotnik kopie studni¢ w 10 godzin, to w jakim czasie wykopie ja
dwdch? A stu? A dziesie¢ tysiecy??? No wlasnie. .. rzecz w tym, ze wcale nie
jest latwo zréwnolegli¢ zadanie kopania waskiej studni. Dokladnie ten sam
problem mamy w obliczeniach numerycznych na wielkich komputerach: aby
mogly w pelni wykorzystaé¢ swoje mozliwosci, metoda kopania studni musi by¢
bardzo specyficzna — albo zadanie musi by¢ inne.

W niektérych przypadkach faktycznie tatwo sobie wyobrazié¢, jak mozna dobrze
podzieli¢ zadanie. Na przyklad, wyznaczajac rozklad naprezen w napedzie
roweru, lub temperatury we wchodzacym w atmosfere statku kosmicznym,
wystarczy podzieli¢ obiekt na mniejsze czedci i w kazdym kawalku niezaleznie
znalez¢ rozklad temperatury. Takie podejécie nazywa si¢ w numeryce
dekompozycjg obszaru.

Jednak w tym rozumowaniu jest haczyk: zeby znalez¢ temperature wewnatrz
kazdego kawalka, trzeba tez znaé¢ temperature na jego brzegu... A skoro dla
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Problemem jest wykazanie istnienia
rozwigzania réwnania Laplace’a

w obszarze o skomplikowanym ksztalcie.
Oto zastosowanie naprzemiennej
metody Schwarza dla dwéch obszaréw:
rozwigzujemy na przemian réwnanie, raz
w pelnym kole, raz w calym prostokacie,
za kazdym razem uwzgledniajac brzegowe
wartoéci rozwigzania z sgsiedniego
obszaru. Zakladka (cze$¢ wspélna
obszaréw) jest biata. Zbiezno$é
naprzemiennej metody Schwarza

w ogdlnym przypadku udowodnit

P.L. Lions, pézniejszy laureat medalu

przecinajacych sie kawalkéw przyjmuje te same wartosci, to — na pierwszy rzut
oka — uniemozliwia niezalezne wyznaczenie temperatury na kazdym z nich.

Na szczescie jest kilka sposobéw ominigcia tej trudnosci; jeden zostat
zaproponowany w 1869 roku (rzecz jasna, w zupelnie innym kontekscie) przez
niemieckiego matematyka, Hermanna Schwarza: zamiast poszukiwaé¢ rozwiazania
wprost, nalezy do skutku je poprawiaé¢, wielokrotnie powtarzajac (czyli, méwiac
fachowo, iterujgc) ten sam schemat, ktéry obecnie nazywamy naprzemienna
metoda Schwarza (obok znajduje sig¢ jej opis).

Dwoéch panéw z otéwkami

Fieldsa.

Stosujac naprzemienna metode Schwarza i rozwiazujac zadanie na kolejnym
sasiednim kawalku, nalezy uwzgledni¢ swiezo wyznaczone wartosci z poprzednich
kawaltkéw: tylko wtedy taka iteracja bedzie zbiezna. To jednak nie pozwala
szukaé rozwiazan na wszystkich kawaltkach jednocze$nie — i tym samym powaznie
psuje rownoleglosé algorytmu. . .

Przetom przyszedl w 1987 roku, gdy w raporcie Courant Institute dwéch

Nazwa tej metody: addytywna metoda
Schwarza, pochodzi stad, ze dodajemy
wszystkie kawatki poprawki rozwigzania.
Dociekliwy Czytelnik domy4li sie, ze
dodawanie odbedzie si¢ tylko na
zakladkach, wigc w duzym stopniu
réwnolegle.

uproszczenie metody.

matematykow: Maksymilian Dryja z Uniwersytetu Warszawskiego i Olof
Widlund z Uniwersytetu Nowojorskiego, zaproponowato zaskakujace

Rozwiazujmy zadania we wszystkich kawaltkach jednoczesnie, a warto$ci na

zakladkach bierzmy po prostu z poprzedniej iteracji! Na zakonczenie kazdej
iteracji kawalki rozwiazania sklejamy, dodajgc poprawki.

W ten sposéb najkosztowniejsza czes¢ metody —
rozwigzywanie réwnania na kawatkach — moze wykonadé
sie w pelni réwnolegle. Odwaga podejscia Dryji

i Widlunda polegala na tym, ze tak pomyélana iteracja
nie musi by¢ zbiezna do dokladnego rozwiazania,
jednak. .. to nic nie szkodzi. Bo nie bedzie wykorzystana
wprost do rozwiazywania réwnania, tylko jako potezny
akcelerator dla innej, prostej (i zazwyczaj bardzo
wolno dzialajacej) metody. Sprytnie laczac ze soba
dwie metody iteracyjne: wcale nie zbiezna oraz

kiepsko zbiezna, otrzymali — co zostalo udowodnione

w wymienionym wczeéniej raporcie — metode zbiezna,

i to bardzo szybko.

Trzeba dzialaé i lokalnie, i globalnie

W tej beczce miodu jest tyzka dziegciu, z czego juz
wtedy zdawali sobie sprawe Dryja i Widlund — i od razu
podali sposéb jej neutralizacji. Znéw latwiej bedzie nam
odwotaé sie do fizycznej intuicji.

Rozwazmy dlugi pret, ktéry podgrzewamy na

jednym z koticéw. Gdy podzielimy pret na K maltych,
zachodzacych na siebie kawalkow i bedziemy prowadzié
iteracje addytywnej metody Schwarza, to informacja

o tym, ze pierwszy kawalek jest podgrzewany, dotrze
do ostatniego dopiero po K iteracjach — a przeciez
podgrzewanie preta z jednego konca zmienia jego
temperature wszedzie. Dlatego mozna spodziewac

sie¢ — i faktycznie tak jest — Zze nasza metoda bedzie
dziata¢ tym gorzej, im wiecej bedzie kawaltkéw, na
ktore podzielimy interesujacy nas obiekt: bo wymiana
informacji miedzy odleglymi od siebie kawalkami bedzie
wymagaé coraz wiecej czasu.

Lekarstwem jest dodanie (w koricu to metoda
addytywna. .. ) mechanizmu przyspieszajacego transfer
informacji — cho¢by malo dokladnej — o zachowaniu
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si¢ rozwiazania w kazdym z kawalkow obiektu. Jest to
konieczne, o ile chcemy zachowaé efektywnos¢ metody
takze wtedy, gdy obiekt zostaje podzielony na dziesiatki
tysiecy czesci, z ktorych kazda bedziemy rozwiazywaé na
innym procesorze.

Jedli Cig zaciekawila ta historia, wiecej o rozwoju metod Schwarza
mozesz przeczyta¢ w przegladowym, lecz technicznym artykule Martina
Gandera i Gerharda Wannera The Origins of the Alternating Schwarz
Method; www.unige.ch/~gander/preprints.php

Konstrukcja tego mechanizmu nie zawsze jest oczywista
i mimo ze przez ostatnich 30 lat wiele w tej sprawie

juz zrobiono, na horyzoncie wciaz pojawiaja sie nowe
pytania — takze dlatego, ze zmienia si¢ architektura
komputeréw réwnoleglych i zmieniaja sie zadania, jakie
chcemy rozwiazywac.

Liczba niewiadomych wcigz rosnie

Cho¢ w roku, kiedy metode wymyslono, za masywnie
réwnolegly uwazano kazdy komputer, ktéry mial az(!)
16 procesoréw, dzi$§ addytywna metoda Schwarza
pozwala rozwiazywac jedne z najtrudniejszych
probleméw obliczeniowych, gdy rutynowo uruchamia sie
symulacje na komputerach majacych tysiace procesordw.

Nieprzypadkowo nagrode Gordona Bella za rok 2016
(zob. awards.acm.org/bell) przyznano za
przeprowadzenie na najwiekszym komputerze

Swiata, Sunway TaihulLight, symulacji na potrzeby
prognozowania pogody, wymagajacej rozwigzywania
ukladéw réwnan zawierajacych az 770 miliardow
niewiadomych. Jej jadrem obliczeniowym byla. ..

(w wersji RAS, ktéra dodatkowo ogranicza komunikacje
miedzy procesorami) wlasnie addytywna metoda
Schwarza.

To oczywisty dowdd na to, ze nasza trzydziestolatka jest
wciaz pelna wigoru!



Mota delld

Pokaz im to!

Sa takie problemy, w ktérych najtrudniejsze jest znalezienie rozwiazania.
Do tej klasy nalezy wiele zagadek matematycznych. Gdy juz znajdziemy

Wigcej o technikach prezentowania
danych mozna przeczytaé¢ w zbiorze
esejéw biecek.pl/Eseje.

rozwiazanie, mamy cala maszyneri¢ pozwalajaca na sprawdzenie, czy
jest ono poprawne. Sg jednak takie problemy, w ktérych znalezienie

rozwigzania to dopiero potowa drogi. Druga polowa, czesto trudniejsza, to
przekonanie innych oséb do przyjecia rozwiagzania. To dosy¢ czesta sytuacja
w przypadku wynikéw analizy danych. Jak sobie z tym problemem radzi¢?

Zobaczmy, co zrobita Florence Nightingale
(1820-1910), pielegniarka-statystyk. W czasach
Florence pielegniarka to nie bylo zajecie dla

wyksztalconych panien z dobrego domu. Ale Florence

byta upartg kobietg i nie zwazala na opinie rodziny.
W wieku 33 lat pojechala jako pielegniarka na
wojne krymska, opiekowala si¢ rannymi zolnierzami,
a jej zaangazowanie sprawito, ze wéréd chorych
zaczely krazyé o niej opowiesci. The Lady with the
Lamp — kobieta z lampa, takie przylgneto do niej
okredlenie, poniewaz wieczorami z lampa robila
obchody, sprawdzajac, czy niczego nie potrzeba
rannym i chorym.

Pracujac z rannymi, zauwazyla, ze wiecej zolnierzy
ginie w szpitalach z powodu niedozywienia,
ostabienia i innych dolegliwo$ci niz z powodu
odniesionych ran. Jej zdaniem, wielu zgonéw mozna
by uniknaé¢, gdyby rannym zapewnié¢ odpowiednia
opieke 1 wyzywienie. Zebralta dane, przygotowata
raport i wystala przelozonym. Niestety, w jej czasach
panowalo przekonanie, ze losem zolnierza jest
$mier¢ na froncie, a nie ciepla zupa w szpitalnym
t6zku. Na rzadzacych nie robily wrazenia tabelki

z wyliczeniami, ilu to zgonom mozna by zapobiec
przy lepszej opiece w polowych szpitalach.

Ale jak juz wiemy, Florence byla uparta i nie zrazala
si¢ szybko. Opracowala wykres nazywany rdézg
Nightingale, pokazujacy ilukrotnie wiecej ludzi
umiera z przyczyn, ktére mozna by powstrzymac
przy lepszej opiece. Wykres mial duzo silniejsza

site przekazu niz tabela, sugestywnie doprowadzit
do zmian w finansowaniu szpitali polowych. Lepsze
warunki w szpitalach ocality tysigce ludzkich istnien.
Florence nazywana jest dzisiaj matka wspdlczesnego
pielegniarstwa, jako pierwsza kobieta otrzymalta
brytyjski Order Zastugi, a medal Florence
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Réza Nightingale: diugosci platkéw, liczac od srodka wykresu,
odpowiadaja liczbie zgonéw w kolejnych miesigcach. Kolor — od
ran wojennych, szary — choroby wyleczalne przy lepszej opiece
w szpitalu, czarny — inne przyczyny. Lepsza opieka szpitalna
zapobiegltaby ponad polowie zgondw.

Nightingale jest od ponad 100 lat najbardziej
prestizowym odznaczeniem dla pielegniarek.

Przypadek Florence Nightingale nie jest ani
odosobniony, ani nawet pierwszy. Jedna z najbardziej
znanych grafik statystycznych jest mapa opracowana
przez ojca epidemiologii Johna Snowa (1813-1858).
Osia tej historii jest epidemia cholery w 1854 roku

w londynskiej dzielnicy Soho. Epidemia wywotata
taka panike, ze z Londynu uciekla jedna trzecia
mieszkancow.
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Mapa opracowana przez Johna Snowa i reprodukcja wykonana w programie R.
Kolorowe kropki to miejsce zamieszkania ofiar epidemii, w samym $rodku jest ujecie
wody na Broad Street

W tamtych czasach panowato
powszechne przekonanie, ze zarazki
rozchodza sie przez zakazone
powietrze. John Snow odwiedzatl
rodziny zmartych na cholere

i zbierat szczegdltowe wywiady,
gdzie chorzy pracowali, co jedli,
skad brali wode. Na podstawie
zebranych danych postawit
hipoteze, ze zrédlem zarazy

nie jest powietrze. Postulowal,

ze choroba przenosi si¢ przez
zakazona wode. Dowodzil, Ze
zrodlem zarazy jest ujecie

wody przy Broad Street. Dla

jemu wspolezesnych takie
przypuszczenie bylto niewiarygodne.
Zaraza przenoszona przez wode?
Teorig¢ zarazkéw rozwinal Louis
Pasteur dopiero siedem lat pdzniej.
A wigc co zrobil John Snow, aby
zwroci¢é uwage na zagrozenie,
jakim byto ujecie wody?

Przygotowal mape przedstawiajaca
miejsce zamieszkania ofiar
epidemii oraz lokalizacje ujeé¢ wody.
Zwiazek jednego z drugim jest

tak silny, ze na wszelki wypadek
wladze dzielnicy zamknely
wskazane ujecie wody, co zbiegto
sie z zakonczeniem epidemii.
Pé7niej udalto sie ustalié¢, ze do
ujecia wody zarazki przeniknely

z pobliskiego szamba. Szybko
rosnaca liczba mieszkancow Soho
doprowadzita do niewydolnosci
kanalizacji, wylewania nieczystosci
do rzeki i innych zachowan,
niewyobrazalnych z punktu
widzenia dzisiejszej wiedzy

o higienie.

John Snow jest dzi§ uwazany za
ojca wspblczesnej epidemiologii.
Podobnie jak w przypadku
Florence Nightingale dokonat
odkrycia, ktére stato sie
przetomowe dla jego dziedziny.
W obu przypadkach poczatkowo
te odkrycia spotkalty sie z duza
nieufnoscia. W obu przypadkach
przemyslana prezentacja graficzna
danych przekonala szersza grupe
odbiorcéw do racji odkrywcedw.

Malqg Delte przygotowal Przemystaw BIECEK*
*Zaklad Statystyki Matematycznej, IMSM, WMIM, Uniwersytet Warszawski



*Zaktad Réwnan Fizyki Matematycznej,
IMSM, WMIM, Uniwersytet Warszawski

Przykladowym obiektem moze byé
wybrany osobnik jakiejs populacji, a jako
stan obiektu mozna wybraé mase ciala.
Innym przyktadem obiektu moze byé

planeta, a stanem jej odlegto$é od Stonca.

Na przyktad zmiana predkosci, czyli
przyspieszenie okreélajace ruch planety,
jest w klasycznej mechanice
proporcjonalna do sity zaleznej od
potozenia, czyli stanu planety.

W tym przypadku stanem procesu
okreslajacego rozmieszczenie komérek

w naczyniu w danej chwili jest wtasnie
funkcja rozkladu gestosci, a proces, ktéry
nas interesuje, okresla, jak taka funkcja
gestosci zmienia si¢ w czasie.

Jako przyklady mozna podaé¢ klucze
ptakéw wedrownych, tawice ryb czy
agregacje komoérek bakteryjnych na
szalkach Petriego.

o C.S. Patlak, Random walk with

persistence and external bias, Bull. Math.

Biophys. (1953) 15, 311-338.

o E.F. Keller, L.A. Segel. Initiation of
Slime Mold Aggregation Viewed as
Instability, J. Theor. Biol. (1970) 26,
399-415.

Wszystko to po to, aby si¢ przemiescic,
uformowaé co$ na ksztalt kolumny, ktérej
szczyt wypelniony jest zarodnikami.
Dalszy los $luzowca latwo przewidzieé,
wyniesione zarodniki rozwiewa wiatr

i przenosi je w miejsce bardziej zasobne
w pokarm.

Ou(z,t)
ot
= Au(z,t) — div(xu(z, t)Vo(z,t)),
Ov(z,t) _
2D = Ave, 1) + ula, )~ vlo, 1),

gdzie z € Q, t > 0 to czas, A to operator
dyfuzji, a x > 0 parametr okreslajacy
intensywnos¢ chemotaksji. Uklad
uzupelniamy o warunek poczatkowy dla
t = 0 oraz warunek izolacji na brzegu
obszaru Q.

Roéownania chemotaksji i wybuchy

rozwigzan
Dariusz WRZOSEK*

Patrzac z bardzo ogélnego punktu widzenia, cala obserwowalna przyrode
ozywiona i nieozywiona mozna przedstawi¢ jako wzajemnie powiazane procesy,
czyli funkcje, ktére chwilom przyporzadkowuja stany réznych obiektow wyrazone
poprzez wartosci liczbowe. Aby przewidywaé przebieg roznych proceséw, tworzy
sie modele matematyczne, ktore okreslaja w kazdej chwili zmiany stanéw
procesow w zaleznosci od samych stanéw. Matematycznie zmiane funkcji opisuje
jej pochodna (rézniczka), ktéra okresla, jak wielkie sa przyrosty ewentualnie
spadki wartosci funkcji w krétkich przedziatach czasu. Rownania, ktérych
rozwiazaniami sg owe procesy przyjmujace jakies zadane stany poczatkowe,

to réwnania rézniczkowe zwyczajne. W zasadzie wszystkie prawa fizyki mozna
zapisa¢ w postaci uktadow réwnan rézniczkowych. Wiele modeli biologicznych
takze daje si¢ przedstawi¢ w postaci uktadow réwnan rézniczkowych. W tym
miejscu trzeba podkreslié, ze stany obiektéw moga by¢ tylko w najprostszych
przypadkach charakteryzowane za pomoca liczb rzeczywistych. Jest tak,

na przyktad, gdy obiektem naszych zainteresowan jest populacja komorek
znajdujacych si¢ w jakim$ naczyniu w wodnym roztworze, i interesuje nas,

ile komoérek znajduje sie w jednostce objetosci, np. mililitrze wody zaczerpniegtej
z tego naczynia. Jesli jednak komérki w naczyniu sa rozmieszczone nieregularnie,
tak ze ich lokalne zageszczenia w réznych miejscach sa rézne, to wtedy stan
takiej populacji w danej chwili lepiej oddaje funkcja okreslajaca rozklad
przestrzenny gestosci komoérek w calym naczyniu, a nie liczba, ktéra jest
Srednia wartoscia gestosci. By opisaé tego typu procesy, stosuje sie réwnania
rézniczkowe czastkowe, zawierajace pochodne czastkowe funkcji, ktére okreslaja,
jak bardzo funkcja zmienia si¢ w kierunkach wyznaczonych przez osie uktadu
wspoOlrzednych.

Bardzo wiele modeli matematycznych konstruuje si¢ w celu wyjasnienia
powstawania réznych form i ksztaltéw powstajacych z zywych organizmow
tworzacych grupy. Tego typu efekty uwaza sie za przejawy samoorganizacji,

ale nie ma w tym nic metafizycznego i wiele z tych zjawisk mozna zrozumieé
poprzez badanie nieliniowych modeli matematycznych. Jednym z takich
modeli, ktéry od ponad 50 lat z rézna intensywnoscia przyciaga uwage
matematykow, jest uktad Patlaka—Keller-Segela opisujacy zjawisko chemotaks;ji,
powszechnie wystepujace w przyrodzie. Taksja to ukierunkowany ruch
organizmu zywego w kierunku jakiego$ zrédta sygnatlu. Jesli Zzrodlem jest
Swiatlo — méwimy o fototaksji, jesli jaki$ zwigzek chemiczny — mamy do
czynienia z chemotaksja. Szczegdlnie interesujacy jest przypadek, gdy éw
sygnalowy zwiazek chemiczny, zwany atraktantem, ukierunkowuje ruch tych
samych indywiduéw, ktore sa zdolne do jego emisji. Najbardziej znanym
organizmem, u ktoérego zaobserwowano tego typu efekt, jest Dictostelium
discoideum, Sluzowiec, ktory w warunkach dostatecznej obfitosci zwiazkow
odzywczych zyje w postaci osobnych komorek. Spadek poziomu zwiazkéw
odzywczych uruchamia, oparty o chemotaksje, proces gromadzenia sie komérek
i tworzenia agregatow zawierajacych nawet po kilkaset komorek, ktére po
pewnym czasie réznicuja si¢ do tego stopnia, ze 6w agregat komoérkowy nabiera
cech autonomicznego organizmu przypominajacego pelzajacego slimaka. Nas
jednak interesuje poczatek tego zlozonego procesu — powstawanie agregatow i tu
z pomoca przychodzi model Patlaka—Keller—Segela. Jest to uklad dwoch réwnan
rézniczkowych czastkowych, ktory oméwimy, wskazujac, co opisuja poszczegdlne
jego czlony. Pierwsze rownanie opisuje zmiany w czasie gesto$ci komérek u
wywolane przez swobodna dyfuzje oraz ruch w kierunku wzrastajacej gestosci
atraktanta. Drugie rownanie opisuje dyfuzje atraktanta v, jego degradacje oraz,
przede wszystkim, jego emisje przez komoérki. Rzecz jasna tam, gdzie jest wiecej
komorek, tam wieksza emisja atraktanta, a wiec silniejszy sygnat wskazujacy
kierunek ruchu dla pozostalych komorek.
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W tym miejscu zaczyna sie¢ matematyka. Dodajmy tylko, ze poszukujemy
takich par funkcji (u,v) okreslonych na tym samym obszarze €2, ktére sa
rozwiazaniami tego uktadu réwnan oraz spetniaja warunek catkowitej izolacji,
tzn. przez brzeg zbioru 2 nic nie wplywa ani nie wyplywa. (Zatem calkowita
masa komorek jest stala i réwna masie poczatkowej.) Zgodnie z oczekiwaniami
istnieja takie rozwigzania tego ukladu, ktére reprezentuja wzrost gestosci
komorek w otoczeniu okreslonych punktéw zbioru € — to sa wlasnie te agregaty,
ktérych tworzenie chcemy opisaé, ale rozwiazania okazuja si¢ mie¢ zdumiewajace
wlasnosci. Jesli obszar €2 jest odcinkiem, to rozwigzania okreslone sa dla
wszystkich czaséw ¢ > 0 i daza do stanéw rownowagi. Jesli poczatkowo w okolicy
pewnego punktu gestos¢ komorek byla dostatecznie duza, bedzie ona wzrastac,
az do utworzenia w tym miejscu waskiej wysokiej gorki o wygladzonym
szczycie. Jesli poczatkowo nie bylo dostatecznie duzych skupisk komorek,
dyfuzja wygrywa i gestoséci u i v daza do funkcji stalych, niwelujac po drodze
wszystkie gorki i dotki gestosci. Sytuacja zmienia sie radykalnie, gdy zbior € jest
podzbiorem ptaszczyzny lub przestrzeni tréjwymiarowej. Mozna udowodnié, ze
w przypadku podzbioru plaszczyzny los rozwiazania zalezy od masy poczatkowej
komorek. Jesli jest zbyt duza, to rozwiazanie ,zyje” jako funkcja o wartosciach
rzeczywistych do pewnej chwili wyznaczajacej maksymalny czas istnienia
Tviax, zalezny od danych poczatkowych. Co sie dzieje? Formuje sie taka waska,
coraz wyzsza gorka, ale jej szczyt, poczatkowo wygladzony, staje sie coraz
ostrzejszy, gdy czas zbliza sie do Tyax, az przestaje by¢ funkcja o wartosciach
rzeczywistych. Ale czy to naprawde koniec? Tak, w pewnym sensie doszlismy
do kresu stosowalno$ci naszego modelu, a efekt, ktéry tu opisujemy, nazywa

sie nawet wybuchem rozwiazania uzytym w tytule tego artykutu. Matematyka
jednak przekracza granice naszej wyobrazni, ukazujac szersza klase rozwiazan,
ktore wprawdzie nie sa funkcjami o warto$ciach rzeczywistych, ale wciaz sa
funkcjami czasu o wartoéciach w szerszym zbiorze, zwanym przestrzenia miar.
Ale wr6¢émy do naszego ukladu réwnan Patlaka—Keller—Segela. Dlaczego

efekt wybuchu rozwiazan tego samego ukladu réwnan nie wystepuje nigdy

w przypadku jednowymiarowej dziedziny, ale moze wystepowaé w przypadku
dwdch lub trzech wymiaréw? Bez skomplikowanej analizy dostepnej dla
specjalistow trudno to wyjasnic¢, ale mozna spekulowaé, ze jest to jakos
zwiagzane z tym, ze osobliwo$¢ bedaca przyczyna wybuchu w dwuwymiarowej
przestrzeni ma istotnie wiecej miejsca do uformowania si¢ niz w przypadku
jednowymiarowym.

Miary to tez funkcje, ale okre$lone na
pewnym zbiorze podzbioréw zbioru 2.
Wtedy jednak definicje¢ rozwigzania
ukladu réwnan rézniczkowych
czastkowych trzeba, oczywiscie,
przeformutowaé. To troche tak jak

z szukaniem pierwiastkéw funkcji
kwadratowej o wspolczynnikach
rzeczywistych tylko wéréd liczb
rzeczywistych. Dobrze wiadomo, ze
dopiero rozszerzenie koncepcji
rozwigzania i przyjecie pojecia liczb
zespolonych daje mozliwosé znalezienia
wszystkich rozwigzan.

w

Rozwigzanie zadania M 1538. Kazdy ciagg dodatnich liczb
caltkowitych
»ak),

ktérych suma jest rowna n, nazwiemy kompozycja liczby n.

a=(ai,asz,as...

Zauwazmy, ze k-elementowe kompozycje liczby n pozostaja we
wzajemnie jednoznacznej odpowiedniosci z (k — 1)-elementowymi
podzbiorami zbioru {1, 2,...,n — 1}. Kazdej takiej kompozycji a
mozemy przypisaé zbiér

{a1,a1 + az,a1 +az+as,...,a1+az+ ... +ar_1}
i odwrotnie: kazdy podzbioér, ktérego elementy sa wypisane
w porzadku rosnacym, wyznacza w powyzszy sposéb pewng
kompozycje. Zatem liczba wszystkich kompozycji liczby n jest réwna
liczbie podzbioréw zbioru (n — 1)-elementowego, czyli 2" .

Okre$lmy funkcje f, ktéra przyporzadkowuje kazdej kompozycji a
liczby n pewng kompozycje nastepujaco: jezeli a; = 1, to

a jezeli a1 > 1, to

fla)=(1,a1 — 1,az2,as,...,ak).
Zauwazmy, ze f(f(a)) = a dla kazdej kompozycji a, wiec f zadaje
podzial zbioru wszystkich kompozycji liczby n na pary. Wprost
z definicji f wynika, ze kompozycje w obrebie kazdej pary réznia
sig parzystoscia liczby parzystych wyrazéw. To oznacza, ze liczba
kompozycji zawierajacych parzysta liczbe liczb parzystych jest
réwna poltowie liczby wszystkich kompozycji, czyli 2™~ <.

9

@

Rozwigzanie zadania F 934. Gdybysmy znali mas¢ atmosfery
ziemskiej, to znajac Srednig mase czasteczkowsg powietrza,
mogliby$my obliczy¢ liczbe zawartych w niej czasteczek. Atmosfera
z dolu jest ograniczona powierzchnia Ziemi. Za jej gorng granice
przyjmijmy sfer¢ o promieniu R + h, gdzie h — wysokos$é¢ 100 km,
na ktérej praktycznie nie wystepuje opér powietrza. Obliczmy, jak
zmienia si¢ przyspieszenie ziemskie w tak okreslonych granicach
atmosfery:

GM, g

g(h) = :(1+%)2~,

(R + h)?
gdzie M, — masa Ziemi, G — stala grawitacji, g — przyspieszenie
ziemskie na powierzchni Ziemi. Korzystajac z tego, ze h/R < 1,
mozemy przyjac, ze w pierwszym przyblizeniu

g(h)%g(172%> x~g.

Przy takim przyblizeniu wartos$¢ ci$nienia na powierzchni

Ziemi, réwna cigzarowi stupa powietrza o wysokosci atmosfery,
zawierajacego mase powietrza m i majacego podstawe jednostkowa
wynosi p = mg. Catkowitg mase¢ atmosfery mg znajdujemy, mnozac
m przez powierzchni¢ Ziemi: mo = 4w R?(p/g), a stad znajdujemy
liczbe zawartych w atmosferze czasteczek powietrza

m 47 R?p
0 : P Na

N=—N4=
Iz g

gdzie N — liczba Avogadro. Podstawiajac dane liczbowe,
otrzymujemy N = 1044,



W co graja kraje, eksploatujac srodowisko?

*Zaklad Biomatematyki i Teorii Gier,
IMSM, WMIM, Uniwersytet Warszawski

Gra: zbiér graczy {1,..., N}, ich
strategie S;, funkcje wyplat

W réwnowadze Nasha S dla kazdego
gracza i i kazdej jego strategii s,
Pi(S) = Pi(S1,...,8,...,5N).

Profil strategii (1,...,1) maksymalizuje
sume wyplat graczy. Taka umowe

w przypadku firm nazywa si¢ zmowg lub
kartelem i nie ma ona dobrej prasy.

W przypadku krajow méwimy

o porozumieniach migdzynarodowych. Jak
widaé, sg one niestabilne, wiec bez
dodatkowego przymusu nie maja szansy
sie utrzymac.

Garret Hardin, ojciec chrzestny tego
zjawiska, jako rozwigzanie widzial jedynie
L2wzajemny przymus, na ktéry wzajem sie
zgadzamy”.

Paradoksalnie — dla graczy lepsza od
wyjsciowe]j jest gra, w ktorej od ich
wyplat odejmuje sie podatek za
przekroczenie limitu — poniewaz woéwczas
uklad strategii z porozumienia staje si¢
jedyna réwnowaga Nasha.

Cena pozwolenia bedzie réwna
obliczonemu w 2. granicznemu
podatkowi 5.

Agnieszka WISZNIEWSKA-MATYSZKIEL*

4 wrzesnia 1958 roku islandzki statek patrolowy ICGV Agir prébowal zatrzymaé
brytyjski kuter rybacki potawiajacy w strefie 12 mil morskich od brzegdéw
Islandii, zostal jednak staranowany przez brytyjski okret wojenny HMS Russell.
To byt pierwszy incydent pierwszej wojny dorszowej. Co bylo przyczyna serii
konfliktéw, w ktérych przeciwko jednej z najwiekszych marynarek wojennych
Europy stanela liczaca siedem okretéw patrolowych i jeden wodolot flota
Islandii? Czego bronita tak zaciekle?

Tytulowa eksploatacja zasobéw to nie tylko zagadnienia zwigzane z polowem
ryb, ale takze m.in. wycinanie laséw tropikalnych, emisja zanieczyszczen,
ktorych nie zatrzymuja naniesione na mape granice, czy eksploatacja
transgranicznych z16z ropy. Narzedzia do ich analizy sa takie same — gry
dynamiczne. Poniewaz te narzedzia sa dos¢ zlozone, wprowadzimy je stopniowo.
Dla ustalenia uwagi omowimy te klase zagadnien na przyktadzie eksploatacji
towisk. Zaczniemy od definicji gry.

Gra jest to dowolna sytuacja podejmowania decyzji przez co najmniej dwdch
decydentéw (graczy), w ktorej kazdy dziala we wlasnym celu (wyrazonym jako
maksymalizacja funkeji wyplaty), ale na realizacje celu przez gracza maja wplyw
decyzje podjete przez pozostatych (funkcje wyplaty graczy zalezg od calego
ukladu strategii).

Roéwnowaga Nasha to taki uklad strategii, ze zaden z graczy nie moze
zwiekszy¢ wyplaty przez zmiane strategii przy niezmienionych strategiach
pozostalych. A wiec réwnowaga Nasha to taki uklad strategii, w ktérym zaden
z graczy nie zaluje swojej decyzji, znajac wybory innych.

Przyktad 1. Pieciu rybakéw z Jastarni, posiadajacych po 2 kutry, sprzedaje
swoj poléw na wspélnym targu. Kazdy uzyty kuter wytawia 1 tone $ledzia.
Cena, po ktérej moga sprzedaé ryby, to 13 — ¢ za tone, gdzie ¢ to laczna liczba
wylowionych ton ryb. Koszt pracy kazdego statku wynosi 1. Zysk gracza i to
zatem

(13— (S1+---+85) -8 —-1-5;

gdzie S; — liczba jego kutréow wystanych na potéw.

Zauwazmy, ze najlepsza odpowiedz kazdego z graczy na strategie pozostalych
to zawsze 2. Tak wiec jedyna réwnowaga Nasha jest uklad strategii (2,2,2,2,2),
w ktérym kazdy z graczy dostaje wyplate 4. Co by bylo, gdyby ograniczyli sie

i kazdy wystal po jednym statku? Wtedy kazdy dostalby wyplate 7! Wszyscy
by skorzystali na takim porozumieniu. Jednak kazdy z graczy jeszcze bardziej
skorzystatby na wystaniu dwoch statkow, kiedy pozostali uczciwie trzymaja sie
umowy (wtedy on dostalby 12, a pozostali po 6). To wlasnie jest istota tragedii
wspdlnych zasobéw (the tragedy of the commons) w najprostszym ujeciu (na razie
wspélny jest jedynie rynek). Jak widaé, ,magiczna reka rynku” w zagadnieniach
wspélnych zasobéw nie dziala.

Jak wymusié¢ kooperacje?

1. Wigzace ograniczenia. Komisyjnie zamykamy po jednym statku kazdego
z graczy w porcie. W pordownaniu z réwnowaga Nasha jest to lepsze dla
wszystkich.

2. Podatek regulacyjny. Podatkéow nikt nie lubi. Jednak podatek czysto
regulacyjny, ptacony od przekroczenia zawartego w umowie limitu, jesli
umiejetnie obliczony (w naszym przypadku wiekszy niz 5), nie jest placony przez
nikogo, a na pewno zadziala.

3. Pozwolenia zbywalne. Ustalamy limit statkéw na 5 i rozdzielamy go réwno
pomiedzy graczy. Kazdy moze towi¢ w ramach posiadanych pozwolen, ktérymi
gracze moga swobodnie handlowa¢ miedzy soba. Cene pozwolenia wyznacza
rynek.
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Strategie graczy w grze dynamicznej to
funkcje S;(t,x). W czasie t gracz wylowi
Si(t, X(1)).
Stan towiska opisuje réwnanie

X(t+1) = F(X(1), S(t, X (1))
ze stanem poczatkowym X (0) = zg.
Wyplata gracza i jest postaci

Pi(S) =31 Pi(S(t, X(1))s".
Horyzont czasowy T' moze by¢ skonczony
badz nie.

Mozna tez rozwazaé analogiczne gry

z czasem cigglym (robi sie to nawet
czgdciej niz z czasem dyskretnym).

Gry dynamiczne sa znacznie bardziej
ztozone od zwyklych — wiele probleméw
jest ciagle otwartych, w tym wiele
zagadnienn zwigzanych z obliczaniem
réownowag Nasha.

Réwnowage Nasha obliczamy, poczynajac
od konca, analizujac wyplate w tym
okresie. W czasie 1 przy stanie € wyptlaty
graczy sg zerowe, przy dowolnym innym
stanie najlepsza odpowiedz gracza na
decyzje pozostalych graczy to 2,

a wyplata to 4. Nastepnie cofamy sig

w czasie do okresu 0 i maksymalizujemy
po decyzji w chwili 0 obecng wyptlate
gracza plus obliczong wczesnie]j
zdyskontowang wyplate przyszla. Analiza
przypadkéw daje najlepsza odpowiedz
Si(0,z0) = 2; przypadki, w ktérych
decyzje pozostalych graczy sumujg si¢ do
6 lub 7, analizujemy osobno — ze wzgledu
na ,klamerkowa” funkcje wyptaty

w przyszlym okresie. Metoda ta,

w ogélnym przypadku bazujaca na
indukcji wstecznej, nazywana jest
programowaniem dynamicznym albo
metoda Bellmana.

Pierwsze modele gier dynamicznych opisujacych
eksploatacje srodowiska byly zainspirowane
wspomnianymi wojnami dorszowymi, ktére zakonczyly
sie wydzieleniem 200-milowej wylacznej strefy
ekonomicznej Islandii, co dzi$ jest juz standardem
gwarantowanym prawem miedzynarodowym. Warto
jednak zauwazy¢, ze taka ,prywatyzacja” towisk nie
rozwiazuje w calosci problemu, poniewaz formalne
granice stref ekonomicznych sa ignorowane przez ryby,
ktore moga przeplywaé tam, gdzie jest ich mniejsze
zageszczenie, a wiec wiecej pokarmu. Powoduje to,

ze kazdemu z krajéw optaca si¢ do pewnego poziomu
zwiekszaé eksploatacje w swojej strefie, zwlaszcza

*Zaklad Réwnan Fizyki Matematycznej,
IMSM, WMIM, Uniwersytet Warszawski

Ukichiro Nakaya zyl w latach 1900-1962;
znany jest z tego, ze stworzyl pierwszy
sztuczny platek $niegu.

Gry dynamiczne. Czego brakuje w tej analizie? Kazdego dnia gracze moga
rozpoczaé kolejng taka sama prosta gre. By¢ moze dobrze opisywalaby ona
rybotéwstwo morskie w éredniowieczu, ale nie przy obecnych mozliwosciach
technicznych — nadmiernie potawianych ryb bedzie coraz mniej, a w skrajnym
przypadku moga nawet wyginaé¢. Przyczyna wojen dorszowych bylto wlasnie
istotne zmniejszenie populacji fowisk.

Do petniejszego opisu zjawiska potrzebujemy kolejnych punktéw w czasie i nowej
zmiennej — zmiennej stanu, oznaczajacej liczbe lub biomase ryb w towisku.
Strategie graczy opisuja, co gracz zrobi w kazdym momencie gry, ewentualnie
w zaleznosci od stanu towiska. Gracze biora pod uwage nie tylko biezaca
wyplate, ale catkowity zysk (réwniez przyszty) przy uwzglednieniu, ze jedna
zlotowka zarobiona w przyszloéci moze mieé¢ inng wartos¢ — tzw. dyskonto.

Przyktad 2. O ile pigciu rybakéw z Jastarni nie moze zagrozi¢ populacji
baltyckiego $ledzia, to pig¢ nadbaltyckich krajow juz tak. Teraz graczami sa
kraje, a gra z przykladu 1 (oczywiscie z nieco innymi jednostkami) toczy sie
przez dwa okresy, czynnikiem dyskontowym jest § = % Jesli taczna eksploatacja
przekroczy 5, stan populacji ryb zmniejsza sie z 29 = 1 (populacja w niskim,
ale stabilnym stanie) do % (populacja mocno przetrzebiona), a jesli natomiast
laczna eksploatacja przekroczy 7, to stan zmniejsza sie do pewnego matego

e > 0 (populacja na skraju wyginiecia). Przy stanie x kazdy statek moze zlowié
maksymalnie 2x jednostek ryb, ponadto koszty rosna % razy. Przyjmujemy ¢ na
tyle male, ze w tym stanie polowy staja si¢ nieoplacalne. W tej grze, podobnie
jak w przyktadzie 1, w jedynej réwnowadze Nasha gracze lowig z maksymalna
intensywnoscia w okresie poczatkowym, doprowadzajac populacje $ledzia na
skraj wyginiecia, mimo ze oznacza to dla nich glodowanie w okresie 1. Wyplata
kazdego z graczy jest rowna 4, podczas gdy w razie porozumienia kazdy mogltby
mieé¢ 10,5.

W grach dynamicznych eksploatacji zasobow mozna stosowaé te same

metody 1-3 wymuszania kooperacji, mozliwe sa tez inne, specyficzne metody
oparte na fakcie wielokrotnego wchodzenia w interakcje (np. porozumienia
miedzynarodowe, w ktorych jedyna sankcja za wyltamanie sie gracza z kooperacji
jest grozba zerwania porozumienia i powrdt do nieoplacalnej dla wszystkich
réwnowagi Nasha).

jesli pozostali postanowili ograniczy¢ eksploatacje

w swoich. Zagadnienie to staje sie znacznie bardziej
ztozone, bo juz sam fakt istnienia specjalnych stref
ekonomicznych wymaga uzycia wielowymiarowej
zmiennej stanu i wziecia pod uwage opdznienia, ponadto
w morzach mamy wiecej niz jeden gatunek ryb, a na
szybko$¢ rozmnazania sie oprécz biomasy ma wplyw
struktura wiekowa populacji... Widaé wiec, ze nawet
liczenie jedynie rownowag Nasha w grach eksploatacji
zasob6w morskich, nie wspominajac nawet o konstrukeji
porozumien miedzynarodowych, dzieki ktérym uda sie
wymusi¢ kooperacje, oznacza zajecie dla matematykow
na dlugie lata.

Co ma wspdlnego bryla Wulffa
z platkami $niegu?
Piotr RYBKA*

Drogi Czytelniku, jesli popatrzysz na platki $niegu, to zobaczysz wielka ich
rozmaito$é¢. Bogactwo znanych kolekcji zdjeé $niezynek méwi nam, ze nie ma
dwoch identycznych platkéw Sniegu. Mozesz zapytaé, czy mozemy skatalogowadé
pokréj krysztatkéw lodu i wyjasnié¢ ich ksztalt?

Klasyfikacji stuzy diagram, ktérego autorem jest Ukichiro Nakaya, opisujacy
pokroj krysztatka w zaleznosci od dostepnosci pary wodnej i temperatury
otoczenia. Préba wyjasnienia tego pokroju odwotuje sie do pojecia energii
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W przyblizeniu mozemy uznaé, ze platki $niegu maja

symetri¢ sze$ciokata foremnego.

Plates Columns ] Plates

Columns and Plates

powierzchniowej. Gdy ogladamy $niezynke ze $rodka jej symetrii,
to widzimy, ze nie we wszystkich kierunkach roénie ona z taka
sama predkoécia. Innymi stowy, energia konieczna do zbudowania

Needles Dendrites |

Stellar
. plates x@

A

Dendrites

Higher Humidity —

jednego metra kwadratowego powierzchni krysztalka (lub metra
biezacego, jesli méwimy o calkowicie plaskich $niezynkach) zalezy
od kierunku n. Te energie bedziemy oznaczali symbolem ¢(n).

Ograniczmy si¢ tylko do plaskich éniezynek. Mozemy wtedy
zapytac, czy znajomo$¢ gestosci energii powierzchniowej, ¢,

CH‘iE:‘w“‘ @ wystarcza do odtworzenia rownowagowego ksztaltu $niezynki.
I Eﬁl \y@ s ) columns W upros.zczeni.u powigmy,, ze jest to stan_, ktoérego %n_ieZyn%{a
&y o — ' plates = i nie degle ,chc1a1a zmieni¢ przy u.stalonej wilgotnosci powietrza.
- ﬁﬂ e @m OdpowiedzZ na to pytamfe jest tw1e/rdz@ca. Geo1jg Waulff podal ‘
o E =i n - geometryczng konstrukcje bryty réwnowagowej, W, nazywanej
Y = o s 30 3 3o 35 © obecnie bryla Wulffa. Konstrukcja zostala zamieszczona w pracy
n 20 10 0 o 20 30z poczatku XX wieku [1].

Temperature, Colder —

Diagram Nakai

Georg Wulff byt bardzo ciekawg postacig. Zyt w latach
1863-1925. W roku 1898 zostal kierownikiem katedry na

Uniwersytecie Warszawskim.

[1] G. Wulff, Zur Frage der Geschwindigkeit des
Wachstums und der Auflosung der Krystallflichen,
Zeitschrift f. Krystall. Mineral. 34, (1901), 449-530.

Bryta z ponizszej pracy
Barretta, Garckego, Nirenberga

[2] J.W. Barrett, H. Garcke, R.Niirenberg,
Finite Element Approximation of
One-Sided Stefan Problems with
Anisotropic, Approzimately
Crystalline, Gibbs—Thomson Law,
Adv. Differential Equations 18 (2013),
no. 3-4, 383-432

Do konstrukcji bryly Wulffa potrzebna jest, znana juz nam,
funkcja gestosci energii zalezaca od kata 6, jaki tworzy wektor
jednostkowy n z osia OX. Scista definicja jest nastepujaca,

W, = {(z,y) €R?*: (z,y) - (cosb,sinf) < p(0), V0 €0,2m)}.

Geometrycznie rzecz ujmujac, postepujemy nastepujaco:

w kazdym punkcie z nalezacym do wykresu biegunowego funkcji ¢
prowadzimy prosta prostopadla do promienia. Wtedy bryla Wulffa
sklada sie z punktéw, ktére moga by¢ osiagniete, gdy startujemy

z poczatku ukladu wspélrzednych, bez przekraczania zadnej

z tych linii.

Konstrukcja Wulffa prowadzi do wypuktego zbioru W, niezaleznie od
wlasciwoéci . Okazuje sig, ze W, jest kula jednostkowa w metryce powiazanej

Z p.

Ksztalt $niezynki, wypuszczajacej coraz to nowe galezie, wyraznie wskazuje, ze
ma ona tendencje wzrostowa. Nie ma ona ksztaltu réwnowagowego. Mozesz
zatem, Czytelniku, dociekaé, jak te widoczne ksztalty uzyskacé. Sa dwie
odpowiedzi na to pytanie: do$wiadczalna i teoretyczna.

Okazuje sig, ze uzywany obecnie zestaw do$wiadczalny do hodowania w domu
platkow $niegu jest bardzo prosty i zasadniczo sktada sie ze styropianowej
skrzyni, w ktérej przechowujemy suchy 16d, czyli zestalony dwutlenek wegla,
plastikowej butelki po napojach, nitki i pytu np. z dymu papierosowego. Po
raz pierwszy platki Sniegu zostaly wyhodowane w Japonii na zasypanej zima
$niegiem wyspie Hokkaido przez wspomnianego Nakaye w roku 1936.

Podejscie teoretyczne wykorzystuje matematyczny opis procesu krystalizacji,
ktéry fachowo nazywa si¢ jednofazowym zmodyfikowanym zagadnieniem Stefana
z kinetycznym przechtodzeniem. Jest to bilans masy i energii zapisany za
pomoca réwnan rézniczkowych czastkowych. Z uwagi na to, ze wspomniany
opis jest skomplikowany, pominiemy go calkowicie. Podkreslimy natomiast jedna
wazng rzecz, ze w sklad tego opisu wchodzi czlon opisujacy krzywizne krzywej
bedacej brzegiem $niezynki. Ow czlon jest zgodny z geometria, w ktérej bryta
Waulffa jest kulg jednostkows.

Wspomniany opis mozna doprowadzi¢ do postaci dyskretnej, takiej, z ktora
poradzi sobie komputer. Te prace wykonali John Barrett, Harald Garcke

i Robert Niirenberg. Ich sukces polega na tym, ze odpowiednio dobierajac
parametry fizyczne, zdolali odtworzy¢ ksztalty spotykane w naturze. Niektére
z nich sa naprawde zaskakujace.

Moral z tej opowiesci jest taki, ze fizyka wspolnie z matematyka, wspomagane
komputerami, sa zdolne catkiem dokladnie opisywaé rzeczywisto$é¢. Naukowcy
robia to nie tylko z ciekawosci, ale i po to, aby nauczy¢ si¢ sterowa¢ procesami
przemystowymi w optymalny sposéb. Dzi$ naukowcy z Uniwersytetu
Warszawskiego kontynuuja dzielo rozpoczete ponad sto lat temu przez Wulffa,
zajmujac sie roznymi aspektami opisywanych wyzej proceséw.

12



Porzadek w stochastycznym $wiecie

*Zaklad Biomatematyki i Teorii Gier,
IMSM, WMIM, Uniwersytet Warszawski

w

Rozwigzanie zadania M 1537.
Oznaczmy dlugosé odcinka PD przez x,
a krétszej 1 diuzszej przekatnej danego
siedmiokata foremnego odpowiednio przez
d i e. Wéwcezas na mocy twierdzenia
Ptolemeusza, zastosowanego do trapezu
réwnoramiennego ABC D, uzyskujemy

d? =e+1.

Niech @ bedzie takim punktem, ze
czworokat DF PQ jest réwnolegtobokiem.

Woéwcezas PQ = DF = BD, wigc trapez
BPDQ jest rownoramienny. Stosujac do
niego twierdzenie Ptolemeusza,
otrzymujemy

d? :I2+€,71,
gdyz BP =1 oraz DQ = FP =e — 1.
Laczac uzyskane réwnosci, mamy
:l:2+e—1:e+1,
skad x = V2.

Jacek MIEKISZ*

Rozwazymy dwie uporzadkowane struktury, ktére sa wynikiem optymalizacji
pewnych deterministycznych wielkosci: minimalizacji energii w stanach
podstawowych oddzialujacych czastek oraz maksymalizacji wyplat

w réwnowagach Nasha rywalizujacych graczy. Zadajemy pytanie — czy porzadek
obecny w powyzszych strukturach przetrwa stochastyczne zaburzenia zawsze
obecne w rzeczywistych ukladach?

Przykltad 1. Kwazikrysztaty

Wyobrazmy sobie regularna sie¢ kwadratowa, w kazdym wezle ktérej
znajduje sie czastka jednego z kilku typéw. Kazdej przestrzennej konfiguracji
czastek przypisana jest energia bedaca suma oddzialywan pomiedzy
sasiednimi czastkami. Skonstruowano przyklady, dla ktérych minimalizacja
powyzszego funkcjonatlu, zwanego Hamiltonianem, prowadzi do struktur
nieokresowych, na przyklad odpowiadajacych nieokresowym parkietazom
Penrose’a. Sa to matematyczne modele kwazikrysztatéw. Konfiguracje

z minimalng energia nazywane sg stanami podstawowymi. Nieokresowe
stany podstawowe nie wykazuja symetrii wystepujacych w krysztatach.

Nie sg jednak nieuporzadkowane; ich dlugozasiegowy porzadek skutkuje
wystepowaniem dyskretnego widma dyfrakcyjnego. Fundamentalnym problemem
jest skonstruowanie modelu oddziatujacych czastek, ktérego nieokresowy
stan podstawowy jest stabilny ze wzgledu na ruchy termiczne czastek. Stan
réwnowagowy w niezerowej temperaturze jest wynikiem rywalizacji energii

i entropii, to jest minimalizacji tak zwanej energii swobodne;j.

Problem Otwarty 1 — Rozstrzygnac istnienie nieokresowych miar Gibbsa.

Skonstruowaé¢ uktad oddzialujacych czastek, dla ktérego minimalizacja energii
swobodnej osiagana jest przez stany rownowagowe, tak zwane miary Gibbsa na
przestrzeni konfiguracji, ktore w odpowiednio niskich temperaturach przypisuja
prawdopodobienstwo bliskie jednoéci nieokresowym stanom podstawowym.

Przyklad 2. Dylemat Wieznia

W grach ewolucyjnych zamiast czastek oddzialuja ludzie zwani agentami lub
graczami, majacy do dyspozycji rézne strategie. Kazdy z nich maksymalizuje
wyplaty zalezne od swojej strategii i strategii oponentéw. Optimum jest
osiagane w tak zwanych réwnowagach Nasha. Nie istnieje jednak funkcja na
konfiguracjach graczy, ktora jest zawsze maksymalizowana w réwnowadze Nasha.
Odréznia to w sposéb istotny rownowagi Nasha od stanéw podstawowych.

Rozwazmy gre Dylemat Wieznia, gdzie obopolna kooperacja przynosi wieksze
korzysci niz obopdélna zdrada, ale najwieksza wyplate dostajemy, zdradzajac
osobe kooperujaca. Pokusa powoduje, ze ladujemy w jedynej réwnowadze
Nasha, gdzie wszyscy zdradzaja. Tym razem chcemy, aby losowe fluktuacje
doprowadzity nas do kooperacji.

Umiesémy graczy w wierzchotkach grafu losowego Barabasi—Alberty. Graf taki
tworzymy indukcyjnie, dodajac do istniejacych juz wierzchotkéw nastepny
wierzchotek, taczac go krawedzia z jednym z istniejacych juz wierzchotkéw

z prawdopodobienstwem proporcjonalnym do jego stopnia. Wyplata gracza

jest suma wyplat z gier z sasiadami; dodatkowo zakladamy, ze kazdy z graczy
ponosi koszt utrzymania krawedzi taczacych go z sasiadami. Jedna z prostszych
dynamik ewolucyjnych jest imitacja — w kazdym dyskretnym momencie

losowo wybrany gracz imituje z duzym prawdopodobienstwem strategie
sasiada, ktorego wyplata byla najwieksza w poprzedniej rundzie, a z malym
prawdopodobienstwem popetnia btad. PokazaliSmy ostatnio, ze istnieje
krytyczny koszt, ponizej ktorego wszyscy kooperuja, a powyzej ktorego liczba
kooperantéw maleje skokowo do okolo 20%. Ta gwaltowna zmiana w zachowaniu
sie populacji graczy jest podobna do przejscia fazowego krystalicznego lodu

w cieklyg wode.

Problem Otwarty 2 — Wyjasni¢ przyczyny i nature przejscia fazowego w grze
Dylemat Wieznia na grafie Barabasi—Alberty z kosztami krawedzi.

Zapraszam wszystkich zainteresowanych do wspélpracy w rozwiazywaniu dwéch
powyzszych problemow.
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*Zaklad Matematyki Finansowej
**Zaklad Réwnan Fizyki Matematycznej,
IMSM, WMIM, Uniwersytet
Warszawski

Opcji uzywano od bardzo dawna

w kontaktach handlowych. Trudno jest
ustali¢ od jak dawna, poniewaz byly to
formy dwustronnych uméw, po ktérych
nie pozostawaly trwate slady. Wiadomo,
ze byly one znane juz w $redniowieczu,

a w wieku XIX handlowano nimi

w niemal wszystkich krajach europejskich
oraz Stanach Zjednoczonych.

Na poczatku lat 2000. odkryto, ze bardzo
podobny wzér do wzoru Blacka—Scholesa
wyprowadzil juz w 1908 roku Vinzenz
Bronzin. Wyniki jego badan,
opublikowane w niewielkiej ksigzeczce,
zostaly jednak calkowicie zapomniane po
I wojnie §wiatowej.

Wzér na ceng opcji kupna (opcji
pozwalajacej kupi¢ towar po ustalonej
cenie K w momencie T') ma postac

(*)  E[exp(—rT) max(S(T) - K,0)].

Inwestowanie w opcje moze byé niezwykle
oplacalne, poniewaz opcje sg zwykle tanie,
a moga przynosi¢ duzy zysk w momencie
realizacji. Jednak jesli jedna strona duzo
zarabia, to druga duzo traci. Oznacza to,
ze inwestowanie w opcje jest bardzo
ryzykowne. Duze instytucje finansowe nie
chcac ponosi¢ takiego ryzyka, zmniejszaja
je przez odpowiednie inwestowanie

w opcje oraz instrument, na ktéry opcja
jest wystawiona (instrument bazowy).
Jakie powinny byé proporcje takiej
inwestycji, wskazuja wlasnie greckie
parametry.

Rys. 1. Drzewo dwumianowe

Prawdopodobienstwo neutralne wzgledem
ryzyka ma te¢ wlasnosé, ze zdyskontowane
ceny instrumentu bazowego tworza
martyngal wzgledem tego
prawdopodobienstwa.

Opcje i greckie parametry
Piotr KOWALCZYK?*, Andrzej PALCZEWSKI**

Opcje sa kontraktami, ktére posiadaczowi daja prawo (ale nie obowiazek) zakupu
(lub sprzedazy) okreslonego towaru w ustalonej chwili w przyszlosci (termin
realizacji) po ustalonej cenie (cena realizacji). Opcja jest wiec umowa, ktéra jednej
stronie (posiadaczowi) daje pewne prawa, ktére musza by¢ realizowane przez druga
strone umowy (sprzedawce opcji). Oczywiscie, za uzyskane prawa posiadacz opcji
musi zaplacié¢ sprzedawcy okreslona cene.

Zasadniczym problemem przy kontraktach opcyjnych jest wlasciwa wycena
takiego kontraktu. Przy braku odpowiedniego aparatu matematycznego robiono
to intuicyjnie, co czesto prowadzito do znacznych btedéw. Dopiero pod koniec
XIX wieku zaczeto rozumieé czynniki, ktére wpltywaja na cene opcji. Waznym
krokiem byla praca L. Bacheliera z 1900 roku, w ktérej ceny towaru, na ktory
wystawiana jest opcja, byly modelowane procesami stochastycznymi. Jednak
dopiero w zaproponowanym w 1973 roku modelu F. Blacka i M. Scholesa
znaleziono poprawny sposob wyceny opcji.

Model Blacka—Scholesa pozwala w postaci analitycznego wzoru zapisaé¢ cene
towaru, na ktéry wystawiana jest opcja: S(t) = Soexp((r — 02/2)t + oW (t)).

We wzorze tym za losowe zachowanie cen odpowiada proces Wienera W (t). Sy jest
ceng w chwili t = 0, parametr r opisuje obowiazujaca na rynku stope procentowa,
a o jest ,zmiennoscia” ceny (duze o odpowiada duzym fluktuacjom ceny). Kiedy
znana jest cena towaru (instrumentu bazowego), to korzystajac z odpowiedniego
aparatu matematycznego, mozna obliczy¢ cene opcji.

Na wspélczesnym rynku finansowym interesuje nas nie tylko cena opcji V, ale
takze tzw. greckie parametry, ktore sa niczym innym jak pochodnymi ceny opcji
po zmiennych, od ktérych ta cena zalezy. Mamy wiec parametry: Delta = 9V/9.S,
Gamma = 9*V/0SZ, Theta = —0V/OT oraz kilka innych. Greckie parametry
pelia wazng funkcje na rynku finansowym, poniewaz sa one wykorzystywane do
zmniejszania ryzyka inwestycji w opcje.

Analityczny wzor na cene instrumentu bazowego mozna wyprowadzié¢ tylko dla
bardzo uproszczonego modelu rynku. Podany wyzej wzor zakladal, ze r i o sg
stale. Majac taki wzdr, mozna wyprowadzi¢ takze analityczny wzor na cene opcji
oraz greckie parametry. Modele takie sa jednak zbyt uproszczonymi modelami
rzeczywistego rynku. W bardziej zaawansowanych modelach przyjmuje sie, ze
zmienno$¢ o jest funkcja ceny instrumentu bazowego S(t). W takich modelach nie
daje sie juz zwykle wyprowadzi¢ wzoru na ceng instrumentu bazowego. Wtedy do
wyceny opcji oraz obliczenia jej greckich parametréw musimy wykorzystaé metody
numeryczne.

Jednym z najprostszych numerycznych algorytmoéw obliczania cen opcji

jest algorytm drzewa dwumianowego. W modelu dwumianowym czas T’

do zapadalnosci opcji dzielimy na N okreséw o dlugosci 7 = T'/N. Drzewo
dwumianowe konstruowane jest dla momentéow czasu nt, n =0,1,..., N. Jesli
S, oznacza ceng instrumentu bazowego w wezle n, to cena w wezle n + 1 dana
jest wzorem S, 11 = S, Z,, gdzie Z,, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi

o jednakowym rozktadzie dwupunktowym

Z, =

u, z prawdopodobienstwem p,
d, z prawdopodobienstwem 1 — p,

a u, dip sa dane, przy czym d < u.

Poniewaz Sy jest znane, otrzymujemy drzewo dwumianowe pokazane na rysunku 1.
Aby obliczy¢ na tym drzewie cene opcji, nalezy prawdopodobienstwo p w definicji
zmiennej Z,, zamieni¢ na p* = e:_’dd, ktére jest prawdopodobienstwem neutralnym
wzgledem ryzyka. Majac wyznaczone prawdopodobienstwo p*, mozna szybko
obliczy¢ cene opcji. Dla opcji kupna z ceng K i terminem zapadalnosci T' cena ta
liczona jest ,wstecz” na drzewie dwumianowym. Zauwazmy w tym celu, ze ceny
instrumentu bazowego w weztach odpowiadajacych czasowi zapadalnosci T maja
posta¢ Sjy = Sou?d™ 7. Niech V;ny = max(Sjy — K,0), j =0,..., N. Wtedy,
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Rys. 4. Cena opcji — metoda Monte Carlo

cofajac si¢ po weztach drzewa od wezta N do wezta 0, korzystamy ze wzoru
Vii=e"" (p*Vj+1,i+1 +(1- p*)V',i+1)-
Obliczona z tego algorytmu warto$é¢ Voo jest poszukiwana ceng opcji.

Aby zilustrowaé dzialanie algorytmu drzewa dwumianowego, rozwazmy model
zwany modelem CEV, w ktérym o(S(t)) = 00S(t)?~1, gdzie oq jest stala.

W modelu tym nie mozna wyprowadzi¢ analitycznego wzoru na S(t), ale mozna
wyprowadzi¢ analityczny wzoér na gestosé tego procesu. Niestety, wzér ten
zawiera skomplikowana catke, ktéra nalezy oblicza¢ numerycznie. Prostsze jest
bezposrednie numeryczne obliczenie ceny opcji. Konstrukcja drzewa dwumianowego
wymaga ustalenia wartosci d, u oraz p. Obliczamy je z danych uzyskanych

z obserwacji zachowania si¢ cen instrumentu bazowego na rzeczywistym

rynku. W modelu CEV wzory sa nieco bardziej skomplikowane niz w modelu
Blacka—Scholesa i podobnie jak dla tego ostatniego modelu nie bedziemy ich tutaj
przedstawiali. Kiedy znamy juz wartosci d, u i p, to obliczenie ceny opcji (oraz

jej greckich parametréw) wymaga ustalenia wlasciwej liczby wezléw N. Pozornie
zadanie wydaje sie tatwe — nalezy wybra¢ wielkos¢ N tak, aby uzyskac¢ cene opcji
z wymagang dokladnoscia. Zobaczmy, jak wyglada cena opcji w modelu CEV dla
réznej liczby wezléw N (patrz rys. 2).

Obraz na rysunku 2 jest doé¢ zaskakujacy. SpodziewaliSmy si¢ obrazu krzywej,
ktora kazdej wartosci N przypisuje cene opcji. Tymczasem dostaliSmy jakies
»dziwne precle”. Dla zrozumienia, co naprawde pokazuje rysunek 2, powickszmy
jego fragment. Ten powiekszony fragment jest pokazany na rysunku 2a (pozioma
linia na obu rysunkach to doktadna cena opcji, ktéra otrzymaliémy, obliczajac
numerycznie wspomniang wezesniej catke opisujaca gestosé procesu S(7)). Teraz
juz widaé, ze dostaliSmy wykres, ktéry kazdej wartosci IV przypisuje jedna cene
opcji. Problem polega na tym, ze ten wykres oscyluje miedzy dwiema skrajnymi
wartoSciami (obwiedniami). Podobnie wyglada obliczenie greckich parametréw.
Rysunek 3 pokazuje wyniki obliczenia jednego z tych parametréw (Gamma).
Widaé z tych rysunkoéw, ze obliczenie ceny opcji albo jej greckich parametréw

dla jednej wartosci N daje nam malo precyzyjna informacje (nie wiemy, w jakim
fragmencie oscylujacej krzywej wyladowaliémy). Optymistyczna informacja,

jaka wynika z rysunkéw 2 1 3, jest taka, ze przy wzroscie N oscylacje maja
zmniejszajaca sie amplitude. Jesli wiec dokonamy obliczen dla wielu wartoéci N, to
bedziemy znali potozenie gornej i dolnej obwiedni oscylacji. Bedziemy mogli wtedy
wybraé takie N, dla ktérego amplituda oscylacji bedzie mniejsza niz oczekiwana
doktadno$é¢ obliczenia ceny opcji albo jej greckich parametréow.

Czytelnik moégtby pomysleé, ze otrzymane na rysunkach 2 i 3 oscylacje to cecha
uzytej metody numerycznej, a inne metody beda dawaly wyniki pozbawione
takich mankamentéw. Sprébujmy wiec obliczy¢ cene opcji, wykorzystujac metode
Monte Carlo. W metodzie tej dokonujac losowan z odpowiedniego rozktadu,
mozemy symulowaé trajektorie procesu S(t) i wyznaczyé wartosci koicowe

S(T) na kazdej trajektorii. Symulujac dostatecznie duzo trajektorii, mozemy
warto$é¢ oczekiwana w podanym na marginesie wzorze () na ceng opcji zastapié
$rednia po trajektoriach (pozwala na to prawo wielkich liczb). Précz obliczenia
$redniej mozemy takze obliczy¢ sredni blad, ktéry jest dobrym przyblizeniem
wariancji zmiennej losowej S(7') i pozwala wyznaczy¢ przedzial ufnosci dla
$redniej. Wyniki takich obliczeni dla bardzo duzej liczby symulacji (do 5 - 10%)
pokazane sa na rysunku 4. Zaznaczono na tym rysunku Srednia oraz gérna

i dolna granice przedzialu ufnosci dla poziomu ufnosci 95% (to oznacza, ze z
prawdopodobiefistwem 0,95 poprawny wynik lezy w tym przedziale). Niestety,
takze dla metody Monte Carlo dostaliSmy oscylujacy wykres. Oscylacje sa,
oczywiscie, mniej gwaltowne niz dla drzewa dwumianowego. Ale to jest czesciowo
spowodowane faktem, ze obliczenia robiliémy dla kolejnych wartosci M odleglych
od siebie. Gdyby obliczenia na drzewie dwumianowym robi¢ dla oddalonych od
siebie wartosci N, to obraz bylby podobny jak na rysunku 4.

Doktadna wycena instrumentéw finansowych nie jest wiec sprawa prosta. Nawet
jesli wiemy, jakie pulapki na nas czyhaja, musimy wykonaé wiele obliczenr (dla
réznych wartosci N lub M), aby oszacowaé blad otrzymanego rozwiazania. Wiedza,
czyli znajomo$é putapek, moze nas jednak ustrzec przed wyciagnieciem zbyt
optymistycznych wnioskéw z wynikéw uzyskanych dla matej liczby symulacji.
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Przedstawienie historii hydrodynamiki na
jednej stronie druku musi wywotaé

u Czytelnika uzasadniony niedosyt, dla
poglebienia jego wiedzy odsylam do
literatury podanej ponizej.

Hydrodynamika a hydraulika
Grzegorz LUKASZEWICZ*

Hydrodynamika to teoretyczna mechanika ptynéw, ktéra zajmuja sie
matematycy, a hydraulika to praktyczna mechanika plynéw, ktéra zajmuja sie
inzynierowie.

Pomiedzy tymi dziedzinami mechaniki ptynéw od poczatku istnialy powazne
napiecia. W skrécie, przyczyna lezy w tym, ze

hydrodynamika wyjasnia zjawiska, ktore nie mogg byé obserwowane, a hydraulika
obserwuje zjawiska, ktore nie moga byé wyjasnione (parafraza nieco ztosliwych,
ale celnych stow laureata Nagrody Nobla z Chemii, Cyryla Hinshelwooda,
Wikipedia: D’Alembert’s paradoz).

Pierwsze, ogdélne rownania klasycznej hydrodynamiki, réwnania Eulera

(ok. 1755), nie braly pod uwage zjawiska lepkosci rzeczywistych plynéw,

stad inzynierowie uwazali je za bezuzyteczne. Réwnania te generowaly
paradoksalne, bezsensowne rozwigzania. Bylo to trudne wyzwanie dla
teoretykéw. Proponowano rézne poprawki, w koricu wypracowano (w okresie
ok. 1820-1845) réwnania, ktére nazywamy dzisiaj réwnaniami Naviera—Stokesa.
Uwzgledniaja one zjawisko lepkosci ptyndw.

Czy przyczyna rozdzwieku zostata tym samym wyjasniona? Nie do konca.
Ztozonos¢ réwnan Naviera—Stokesa odstreczala inzynieréw — rozsadnych
praktykéw, ktorzy stosowali dalej swoje metody (rézne ,,chwyty” do
poszczegdlnych zagadnient praktycznych), teoretycy, przywiazani do ogélnych
zasad, zajeli sie badaniem samych réwnan Naviera—Stokesa, nie przejmujac
sie zbytnio, czy te rownania opisuja ruch jakiejs rzeczywistej cieczy. Idealnym
rozwiazaniem bylaby, oczywiscie, wspolpraca obu srodowisk i okreslenie, co

i dlaczego warto badac¢. Najwybitniejsi przedstawiciele obu srodowisk zawsze
mieli to poczucie, a takze ,nosa”, pozwalajacego odrézni¢ problemy wazne
od pseudoprobleméw. Warto w tym miejscu wymieni¢ pare nazwisk: Euler,
Lagrange, Maxwell, von Neumann, Landau, Kolmogorow. Myslac o tym, jakie
cele stawiali sobie wyzej wymienieni (i wielu innych), ma sie wrazenie, ze
mogliby si¢ obrazi¢, gdyby ktos chcial ich zaszufladkowaé do teoretykéw czy
praktykéw. Warto o tym pamietac.

Na zakonczenie, dla przykladu, kilka waznych hipotez dotyczacych zjawiska
turbulencji w plynach. Obserwujemy to zjawisko na co dzien, ale wciaz wymyka
sie ono jezykowi nauki. Obecny stan badan dotyczacy turbulencji w plynach
przypomina stan badan dotyczacy zjawisk elektrycznosci i magnetyzmu sprzed
(ré6wnan) Maxwella — oderwane kawalki, brak ogdlnej teorii. A oto hipotezy,
inspirujace, miedzy innymi, badania prowadzone w IMSM UW:

[H1] Istnieje uniwersalna teoria turbulencji opisujaca caly zakres zjawisk dotyczacych
turbulencji.

[H2] Réwnania Naviera—Stokesa opisuja przepltywy turbulentne.
[H3] Turbulencje mozna opisa¢ w ramach teorii chaosu deterministycznego.
[H4] Osobliwoéci rozwiagzan réwnan Naviera—Stokesa ttumacza turbulencje.

[H5] Przeptywy turbulentne mozna opisaé¢ za pomoca skoniczonej liczby parametréw.

Literatura:
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Liczba podzialéw zbioru n-elementowego

na m rozlacznych podzbioréw nosi nazwe

liczby Stirlinga II rodzaju. Mozna te

liczbe obliczy¢ przy uzyciu wygodnej

rekurencji. Prawdziwa jest zaleznosé
n—1

=y

Dlaczego?

20
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Konstrukcja przedzialu ufnosci dla
m = 15 i n = 25, na poziomie 90%.
Pionowe linie sg przedziatami

o prawdopodobiefistwie (co najmniej)
90%. Przedzial dla r = 21 zostal
wyrézniony tylko dla utatwienia
objasnien. Poziomy odcinek jest
przedzialem ufnodci.

O rybach i ufnosci
Wojciech NIEMIRO*

W poprzednim numerze Delty przedstawilidmy zgrabna metode szacowania
liczby ryb pltywajacych w stawie. Przypomnijmy do$wiadczenie, na ktérym

ta metoda si¢ opierata: najpierw towimy rybke, potem rysujemy jej kreske na
ogonku, nastepnie na kartce zapisujemy liczbe kresek, jakie widzimy na ogonku
trzymanej w rece rybki, po czym wrzucamy ja z powrotem do stawu i cala
procedure powtarzamy n razy.

Niech r bedzie (nieznana) liczba ryb plywajacych w jeziorze. Poprzednio
wykazalismy, ze prawdopodobienstwo uzyskania na kartce konkretnego ciagu x
(r)m

rmn 9

wynosi g(x) gdzie m jest liczba jedynek w tym ciagu (tzn. liczba réznych,
zlowionych przez nas ryb), za$ g(x) jest czynnikiem niezaleznym od r. Wynika
stad, ze m jest statystykq dostateczng i zawiera cala dostepna nam informacje
o r. Niech P,(m) oznacza prawdopodobiefistwo wylowienia dokladnie m
réznych ryb. Nietrudno przekonaé sie, ze P.(m) = %{Z}, gdzie {"} jest
liczba podzialéw zbioru n-elementowego na m rozlacznych podzbioréw (na tyle
sposobéw mozemy zltowié¢ m réznych ryb przy n potowach).

Wybierzmy teraz ,mala” liczbe o > 0 (na przyklad o = 0,1) i zdefiniujmy
przedzial [mq(r), ma(r)] w nastepujacy sposéb:

m1—1

m1(r) = najwieksza liczba mq, taka ze Z P.(m) < a/2,
m=1

ma(r) = najmniejsza liczba mo, taka ze Z P.(m) < a/2.

m=mo+1
Wynika stad, ze
ma(r)

>

m=m (r)

(1) P.(my(r) <m < ma(r)) = P.(m)>1-a.

Nieréwnos$é (1) méwi o tym, ze z ,,duzym prawdopodobieristwem” 1 — « losowa
wielko$¢é m nalezy do przedziatu [mq(r), ma(r)], ktéry zalezy od nieznanego r. Na
rysunku pionowe odcinki przedstawiaja przedzialy obliczone dla v = 0,1 i réznych
wartosci 7 (od 1 do 50). Przykladowo, dla » = 21 mamy m4(r) = 11, ma(r) = 17
i P(11 <m < 17) =0,9600163.

Przedstawione zaleznosci wynikaja z patrzenia na nasz rysunek pionowo, czyli
dla réznych, ale ustalonych wartosci r. To jest punkt widzenia probabilisty.
Punkt widzenia statystyka jest poziomy. Rozpatrujemy ustalona (bo
zaobserwowana) warto$¢ m. Zdefiniujmy dwie zalezne od m liczby ,na osi
poziomej”:

najmniejsza liczba rq, taka ze ma(r1) = m,

najwigksza liczba 7o, taka ze mq(rg) < m.

ri(m) =
ro(m) =

Na przyktad, dla m = 15 mamy r;(m) = 16 i r2(m) = 44. Przedzial [16, 44] na
,wysokosci” m = 15 jest na rysunku 2 wyrdézniony.

Doszlismy teraz do najwazniejszego miejsca naszych rozwazan. Chwila
zastanowienia prowadzi do wniosku, ze nastepujace dwa warunki sa réwnowazne:

ri(m) <r < ro(m) oraz m(r) <m < ma(r).

W istocie, wynika to z definicji r;(m) i z faktu, ze obie funkcje m;(r) sa
niemalejace, co nietrudno sprawdzi¢. Wynika stad zatem, ze dla kazdego r

(2) P.(ri(m) <r <re(m)) > 1—a

Nieréwno$é (2) méwi o tym, ze dla dowolnego r, przedzial [ri(m), ro(m)] zawiera
nieznana liczbe r z duzym prawdopodobienstwem. Ten przedzial mozemy
obliczy¢, bo znamy m. Wspaniale! Wré6¢émy do naszych przykladowych danych,
ktére pojawily sie na poczatku artykulu. Dla m = 15 (i ustalonego n = 25),
przypomnijmy, [r1(m), ro(m)] = [16,44]. A wiec wydaje sie, Ze nastepujace
stwierdzenie jest zgodne z tym, co bylo powiedziane.

17



Réwnie bezsensowne jest stwierdzenie
»brzedzialt

[3,141592653589793238461,
3,141592653589793238462]

zawiera liczbe 7 z prawdopodobienstwem
co najmniej 0,90”. Albo zawiera, albo nie.
Chwilowo moge nie wiedzie¢, ktéra

z alternatywnych mozliwoéci zachodzi, ale
o zadnym prawdopodobieristwie nie
mozna moéwic! Jak sie zajrzy do
Wikipedii, to si¢ wyjasni.

W jezyku potocznym — ,, gdybanie”.

): Przedzial [16,44] zawiera nieznang liczbe r z prawdopodobieristwem
co najmniej 0,90.

Ale, ale, chyba si¢ zagalopowaliémy. Jesli liczba r nie jest zmienna losowa, to
powyzsze zdanie jest bezsensowne. Przedzial [16,44] albo zawiera r, albo nie. Jak
si¢ jezioro osuszy, to sie wyjasni. Bez osuszania jeziora musimy nasz wniosek
sformulowac inaczej.

(: Przedzial [16,44] jest przedzialem ufnosci dla nieznanej liczby r na poziomie
ufnosci 0,90.

Jedli o prawdopodobienstwie nie mozemy méwic¢, to zastepujemy termin
»prawdopodobienstwo” terminem ,ufnos¢”. Matematyczna definicja przedziatu
ufnosci jest nieréwnosé (2). Klopot w tym, ze prawdopodobienistwo

we wzorze (2) opisuje niepewnosé wyniku doswiadczenia, w tym przypadku
wylowienia m réznych ryb, przed wykonaniem doswiadczenia (przed polowem).
Jak wiec interpretowaé przedzial [16,44] obliczony po wylowieniu m = 15 ryb?

e Przedzial ufno$ci na poziomie 1 — a jest to przedzial obliczony na podstawie
wyniku doSwiadczenia losowego w taki sposob, ze jesliby powtarzacé doSwiadczenie
wielokrotnie, to dla przynajmniej (1 — «) - 100% doswiadczen, przedzial obliczony
tg samq metodg zawieralby nieznany parametr.

Zwrdéémy uwage, jaka role w interpretacji przedzialu ufnosci odgrywaja zdania
warunkowe i tryb przypuszczajacy. Jest to charakterystyczny dla Statystyka
sposéb myslenia — po wykonaniu do$wiadczenia losowego zastanawia sie on:

»z jakim prawdopodobienstwem to czy tamto by sie moglo zdarzy¢, gdyby nie to,
ze juz sie zdarzylo”.

Qw@

Redaguje Lukasz BOZYK

M 1537. Dany jest siedmiokat foremny ABCDEFG o boku dlugoéci 1.
Przekatne BF' i C'G przecinaja sie w punkcie P. Znalez¢ dlugo$é odcinka PD.
Rozwiazanie na str. 13

M 1538. Niech n > 2 bedzie liczba catkowita. Znalezé liczbe przedstawien
liczby n w postaci sumy pewnej liczby dodatnich catkowitych sktadnikéw,
posrod ktérych jest parzysta liczba liczb parzystych.

Rozwiazanie na str. 9

M 1539. Dana jest liczba n > 1 oraz pewien zbiér A = {aq,az,...,a,}
dodatnich liczb catkowitych. Na okregu wyrédzniono 2™ punktéw i kazdemu

z nich przyporzadkowano jedna z liczb ze zbioru A. Udowodnié, ze iloczyn liczb
znajdujacych sie na pewnym tuku tego okregu jest kwadratem liczby calkowitej.
Rozwiazanie na str. 77

Przygotowat Michal NAWROCKI

F 933. Pewien polaryzator przepuszcza k1 = 30% padajacej na niego wiazki
niespolaryzowanego $wiatla, a dwa takie polaryzatory, ustawione jeden za
drugim, przepuszczaja ko = 13,5% $wiatla. Ile wynosi kat o miedzy plaszczyznami
polaryzacji tych polaryzatoréw?

Rozwiazanie na str. 1

F 934. Ile wynosi w przyblizeniu liczba czasteczek powietrza zawartych

w atmosferze ziemskiej? Przyjac¢, ze srednie ci$nienie atmosferyczne na
powierzchni Ziemi wynosi 1013 hPa, sredni promien Ziemi wynosi 6400 km,
srednia masa czasteczkowa powietrza (azot i tlen) wynosi p = 29 g/mol.
Skorzysta¢ z informacji, ze satelita krazacy wokél Ziemi na wysokosci 100 km
praktycznie nie napotyka oporu powietrza.

Rozwigzanie na str. 9
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Zamieszczona w poprzednim numerze
Delty lista Laureatéw Olimpiady
Fizycznej jest ponumerowana liczbami
wigkszymi o 5 od wtadciwych.

Bardzo za to Laureatéow i Komitet
Gtéwny Olimpiady Fizycznej
przepraszamy.

Redakcja

Korzystatam m.in. z artykutu Mariana
Tischnera i Marka Tischnera, Klonowanie
koni, ,,Zycie Weterynaryjne” 2017, 2,

str. 333

Co po Dolly?

Wiadomo$é o sklonowaniu pierwszego ssaka (owcy) — bylo to w 1996 roku —
zelektryzowala media i ich uzytkownikow. Natychmiast pojawily sie komentarze

o tym, jak to na naszym progu stana zastepy ludzi sklonowanych przez wizjonerdw
i przestepcéw. Ale tez od razu odezwali sie biolodzy, lekarze, biotechnolodzy i etycy!
Komentarzom nie byto korica.

LS2Autorzy” zwierzecia z klonu u$wiadomili nam, ze badania nad klonami prowadzono
od 30 lat i ze pytania jak? w jakim modelu? z jaka wydajnoscia? i — co wazne — po
co? nie daja sie uchylié.

Najwczesniej stwierdzono, iz proby klonowania ludzi nie sa podejmowane, sa

wrecz wykluczane w ,cywilizowanym” Swiecie technologii naukowych, a nawet

jezeli (?7) podejmowano je w krajach azjatyckich — to koriczyly si¢ niepowodzeniem.
Pozostalid$my zatem z owca i kolejnymi prébami w obrebie innych gatunkéw. Od tego
czasu opisano klonowanie m.in. krowy, $§wini, myszy, arktycznego wilka, wielblada,
kojota, jelenia, psa, kota, kozy, muflona, rezusa, mula, krélika, szczura. Niewatpliwie
najwazniejszym, fundamentalnym osiagnieciem naukowym przy tej mnogosci
udanych klonowan i réznorodnosci tkanek, z ktérych komorka byta dawca jadra

dla zarodka z klonu, jest potwierdzenie hipotezy, ze kazda komérka somatyczna
(ciala) niesie w sobie caly genotyp danego osobnika. Z materialu genetycznego
pojedynczej komérki somatycznej mozna odtworzy¢ caly organizm ,,z grubsza”
identyczny z dawca jadra komérkowego. Warto jednak pamigtac, ze w wyniku
proceséw epigenetycznych, dzialajacych w trakcie zycia jednostki, zwierzeta z klonu
nie s absolutnie identyczne, moga sie rézni¢ wzrostem, szczegdlami umaszczenia.
Wiemy o tym takze, poréwnujac ludzkie bliZznieta monozygotyczne (naturalny klon),
szczegblnie w miare uptywu ich zycia.

Po co sie klonuje? Bogaci ludzie odtwarzaja swoich krocej od nich zyjacych
ulubiencéw. Hodowcy usituja w sposdb kontrolowany odtworzyé korzystne jednostki:
muta, krowe, konia, omijajac naturalne krzyzéwki, do ktorych dolozy¢ sie musi
swoimi genami — obok czempiona — drugi osobnik/osobniczka.

Pierwszy klon konia urodzil sie w 2003 roku. I widaé juz, po co si¢ klonuje konie:

w finale mistrzostw Argentyny popularnej tam gry polo (grudzien 2016) zwyciezyl
zespél, w ktérym dosiadano szesciu klonéw klaczy Dolfia Cuartetera. W polo
mistrzowski kot musi mie¢ takie cechy jak odwaga, wytrzymalosé, postuszenstwo

i doskonala wspoélpraca z jezdZzcem. Dla hodowcow wazne jest, ze mozna uzyskaé
klony konia, takze korzystajac z komoérek-dawcéw koni uprzednio — z powodéw
handlowych — wysterylizowanych. Takie konie startuja obecnie na Swiecie w biegach
dhugodystansowych. Klonowano konie z komérek pobranych od koni ze stadniny

w Janowie Podlaskim — to droga zachcianka milioner6w amerykanskich. Ocenia

sie, ze w samym Teksasie zyje dzi§ 900 klonéw koni — dokladne dane i metryki sa
tajemnica handlowa. Miedzynarodowa Federacja Jezdziecka dopuscita konie z klonéw
do igrzysk olimpijskich w 2012 roku.

Sa tez wyniki naukowe: klonujac, sprawdzano wrazliwo$é¢ komorek-dawcow na
podwyzszone i niskie temperatury, komérki podgrzewano do 55°C przez 30 minut,
pobierano po 16 latach od zamrozonej w —20°C myszy i po 10 latach z tkanek
buhaja przetrzymywanych w —80°C. Potwierdzono mozliwos$¢ klonowania z komoérek
martwego zwierzecia kilka dni po uboju. Procedury klonowania nie ulegty
zasadniczym modyfikacjom od epoki Dolly: sa wyrafinowane, wymagaja subtelnej
reki doswiadczalnika, sa wrazliwe na wiele zewnetrznych czynnikéw — kréotko méwiac,
sg trudne do stosowania. Czyta sie o tym szybko, robi dlugo i mozolnie.

Czesto mowi sie tez o mozliwosci klonowania ginacych gatunkéw, nawet

z zamrozonych tkanek np. mamutéw. Celowosé tych pomystéw wydaje sie watpliwa,
jezeli chocby pomysleé o niezwyklym dla takiego osobnika $wiecie, w ktérym by sie
urodzit i do ktorego ewolucja go nie przygotowata. No i kto by byl matka-nosicielka,
jezeli gatunek wymarl? Pojawia si¢ tez pytanie o nieSmiertelno$é (genéw) — Teruhiko
Wakayama z jednej myszy uzyskal 25 kolejnych klonalnych pokolen i 558 osobnikdw.
Wszystko to zostawiam do rozmyslan wielbicielom literatury fantastycznej.

No, a czy geny pamigtaja? Oto jest pytanie.
Magdalena FIKUS
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Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwoch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe o0séb,
ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji

(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytutl
Weterana. Szczegélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie

na stronie deltami.edu.pl

1-44

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M . L, ,
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan Przypomlnamy tres¢ zadan:
733 (WT =1,48) i 734 (WT = 2,11)

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 4/2017

Redaguje Marcin E. KUCZMA

z numeru 1/2017 739. Znalezé wszystkie funkcje f: R — R o nastepujacych wlasnosciach:
Patryk Jasniewski Gdansk 40,94 o [f(z)—fw)|<|z—y| dlaz,yeR;
Franciszek S. Sikorski Warszawa 39,43 X
Roksana Stowik Knuréw 39.15 e dla kazdej liczby a € R ciag (x,) okreSlony wzorami zg = a, z, = f(z,—-1) (dlan=1,2,3,...)
Adam Dzedzej Gdansk 39,12 jest ciggiem arytmetycznym.

Marcin Malogrosz Warszawa 38,78

Kraysztof Maziarz Krakéw 35.37 740. Obliczy¢ kres dolny wartosci sumy

Jerzy Cislo Wroctaw 34,72 z Y z

Marcin Kasperski Warszawa 34,38 Y2422 22 ta? 2t y?

Janusz Olszewski Warszawa 30,15 gdy x, y, z moga by¢ dowolnymi liczbami dodatnimi, spelniajacymi warunek z +y + 2z = 1.
739. Niech f bedzie funkcja, spelniajaca 740. Ustalmy liczby z,y, z > 0 o sumie réwnej 1.
postawione warunki, i przyjmijmy, ze funkcja Funkcja t — 1/t jest wypukla w przedziale (0, 00).
g(x) = f(x) — x nie jest stala. Istnieja wiec Stosujemy do niej nieréwnosé Jensena dla tréjki
liczby a,b € R dla ktérych ¢ = g(a) > d = g(b). punktéw 1/(y? + 22), 1/(2% + 22), 1/(2? + y?)

W drugim z warunkéw, podanych w zadaniu, z wagami x, Yy, z
przyjmujemy a = xo i tworzymy ciag arytmetyczny T y Py -1
(zo, 71, T2,...) = (a, f(a), ff(a),...). Skoro f(a) =a+c, <y2 1.2 + 22 4 22 + 22 +y2)

zatem x,, = a 4+ nc (dla wszystkich n). Jednoczes$nie
flxn) =xpe1 =a+ (n+1)c, czyli

(1) fla+ne)=a+n+1ec da n=0,1,2,....
Analogicznie

(2) fb4+nd)=b+(n+1)d dla n=0,1,2,....

W myél pierwszego z podanych warunkdéw,

N

o(y® +2°) +y(2® +2%) + 2(2® +3%) =
zy(x +y) +yz(y + 2) + za(z + x)
=zy(l—2)+yz(l1—z)+zz(l —y)
=ay +yz + zx — 3zyz.

Mozna przyjaé, ze © > y oraz x > z. Wowcezas x > 1/3

oraz

|f(a+mnc) — f(b+nd)| < |(a+ne)— (b+nd)| = xy +yz + zx — 3zyz = x(y + 2) + yz(1 — 3x)
=la—b+n(c—d).

z(y+z2)=xz(l—x) <
Po lewej stronie wstawiamy wyrazenia (1), (2) (y+2) ( )

W ostatnim szacowaniu pierwsza nieréwno$é staje

i dostajemy nieréwnosci

sie rownoécia tylko dla x = 1/3, za$ druga — tylko dla
3 -b De=d)|<la—>b —d
®) la=b+(n+1){e—d)| <la—btnlc—d) x = 1/2. Stad wniosek, ze

dla n=0,1,2,... . T Y z
Dla duzych n wyrazenia ujete w symbol wartosci Y2422 224+ a2 2?42
bezwzglednej maja warto$¢ dodatnia (bo ¢ —d > 0).
Mozna wiec opusci¢ moduly. Ale zalezno$é (3) — po
skasowaniu moduléw — redukuje si¢ do postaci ¢ —d < 0;

<
1
4

>4 dla z,y,z > 0.

Gdyby dopusci¢ trojki liczb x,y, z, wérdéd ktérych jedna
jest zerem, rozwazana suma nadal mialaby sens oraz
przyjetaby wartosé 4 dla x =y = 1/2, z = 0. Przy

SPrzecznose. zalozeniu, ze x,y, z > 0, wartosé¢ 4 jest (jak widad)
W konsekwencji funkcja f(z) — x musi by¢ stala. nieosiagalna; ale jest granica badanej sumy np. dla
Jasne, ze kazda funkcja postaci f(x) = x + C spelnia x=y=(1-2)/2, gdy z — 0. Jest wiec jej kresem
wymagane warunki. dolnym.
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Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 4/2016
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

Przypominamy tresé zadan:

636. W obwodzie przedstawionym na rysunku 1 mamy €9 > ;. Jaki tadunek przeptynie przez Zrédto
o sile elektromotorycznej €9 po zamknigciu klucza K7 Zakladamy, ze opér omowy cewki i opory
wewnetrzne zréodel sg réwne zeru. Dioda jest idealna, czyli jej opér w kierunku przewodzenia wynosi

zero, a w kierunku przeciwnym jest nieskoinczenie wielki. Przed zamknigciem klucza kondensator byt

nienatadowany.

637. Mala metalowa kulka o masie m, zawieszona na niewazkiej przewodzacej nici o dlugosci 1,
wykonuje male drgania z amplituda katowa oo w plaszczyznie pionowej, w jednorodnym polu
magnetycznym o indukcji B (rys. 2). Linie pola magnetycznego sa prostopadle do plaszczyzny
drgan wahadla. Gdy wahadlo przechodzi przez polozenie réwnowagi, podlaczony zostaje do niego
za pomocy cienkich, wiotkich przewodéw kondensator o pojemnosci C. Czas kontaktu jest bardzo
krotki i mozna przyjac, ze w tym czasie kondensator zostaje catkowicie natadowany. Znalezé nowsg

K L
— T
_‘, € o= =+ g
amplitude¢ katows drgan wahadta.
Rys. 1

636. Rozwazmy najpierw obwdd przedstawiony na rysunku 3. Po zamknieciu

eg1—L— ——==0 oraz

klucza w chwili ¢ = 0 natezenie pradu plynacego przez cewke i ladunek na
kondensatorze sa rowne zeru. Spelnione sg réwnania

I Q er o,
= I =
i C qz T =0

gdzie w = 1/v LC. W obwodzie zachodza drgania harmoniczne. Natezenie
pradu plynacego przez cewke osigga maksymalna wartos¢, gdy znika
jego pochodna po czasie, napiecie na kondensatorze rowne jest wtedy sile

elektromotorycznej zréodla 1. Kondensator taduje si¢ dalej kosztem energii

pola magnetycznego w cewce. Gdy natezenie pradu I = d@Q/dt spada do zera,
tadunek na kondensatorze osiaga maksymalna warto$¢ Qumax- Zgodnie z zasada

2/ (2C), czyli maksymalne napiecie na

W obwodzie przedstawionym na rysunku 1 dioda zaczyna przewodzi¢ prad, gdy

Rys. 2
K L
zachowania energii mamy €1Qnax =
g c kondensatorze wynosi 2¢1.
Rys. 3

napiecie na kondensatorze jest wieksze niz eg. Gdy €9 > 2¢1, przez zrédlo o sile

elektromotorycznej €y nie przeplynie zaden tadunek.

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiagzan zadan
630 (WT = 2,85), 631 (WT = 3,5)
632 (WT = 2,45), 633 (WT = 3,55)

z numeréw 1/2017 i 2/2017

4442,6 (12)
4442,22 (4)

Tarnéw
Poznan

Tomasz Wietecha
Michal Kozlik

Marian Lupiezowiec Gliwice 38,33
Tomasz Rudny Gliwice 37,68
Jan Zambrzycki Bialystok 37,23
Jacek Konieczny Poznan 29,8

Ryszard Wozniak Krakéw 28,77

637. Kondensator taduje sie¢ podczas kontaktu z kulka,
bo miedzy koncami przewodzacej nici poruszajacej sie
w polu magnetycznym powstaje réznica potencjalow.
Zgodnie z prawem Faradaya, gdy wahadto przechodzi
przez polozenie rownowagi, napiecie miedzy koncami nici
Wynosi
1 da woBI?
(1) U=-BP— =2"
2 dt 2
gdzie wy jest predkoscia katowa wahadla w najnizszym
potozeniu. Otrzymujemy ja z zasady zachowania energii,
stosujac przyblizenie malych katow
272 2
mwgl mgla
2) mawgt” mgtag
2 2
Podczas tadowania kondensatora czesé energii
kinetycznej wahadla zamienia si¢ na energie pola

=mgl(1 — cosap) =~

elektrycznego w kondensatorze oraz wydziela sie
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Niech 1 < g¢ < 2¢7. Gdy napiecie na kondensatorze osiaga wartos¢ e, prad
plynie przez diode kosztem energii pola magnetycznego w cewce zgodnie

z réwnaniem e; — g9 = LdI/dt, czyli natezenie pradu maleje liniowo w czasie.
Do chwili, gdy jego warto$¢ spadnie do zera, napiecie na kondensatorze nie
zmienia sie. Oznaczmy przez g szukany ladunek przeptywajacy przez zrédto

o sile elektromotorycznej €. Od chwili zamkniecia klucza do chwili, kiedy przez
diode przestaje ptynaé prad, przez zrédlo €1 przeptywa tadunek oC + ¢. Bilans
energetyczny dla calego procesu ma postaé e1(goC + q) = Ce2 /2 + geo. Stad

- 080(281 — 50)

B 2(80 — 61) '
w postaci ciepla Q:
3) mc;%lZ B mule _ C’;]2 L.
Predko$é¢ katowa wahadla maleje do wartosci wy. Czas
kontaktu kulki z kondensatorem jest bardzo krétki,

mozemy wiec przyjac, ze napiecie U nie zmienia si¢
podczas ladowania kondensatora. Zrédlo tego napiecia
wykonuje zatem prace qU, gdzie ¢ = CU jest tadunkiem,
do jakiego natadowal sie kondensator. Stad

CcuU? Cwil*B?
(4) - +Q:CU2:7WO4 :
Nowa amplitude katowa oy wahadta znajdujemy
z réwnania mgla? /2 = mw?1? /2. Uwzgledniajac (2), (3)

i (4), dostajemy
Cl?B?
ap =apy/1— ———.
2m



Prosto z nieba: Ciezkie czarne dziury o masach gwiazdowych

Zjawisko zaszto w odleglosci 3 miliardéw
lat $wietlnych stad, czyli ponad
dwukrotnie dalej niz uklady odkryte
poprzednio. Oznacza to, ze detektory
LIGO sa dostatecznie czute, by wykry¢
tego typu zjawiska w kuli o promieniu

1 Gpc! W tej objetosci znajduje sig

107 galaktyk podobnej do naszej.

Utrata masy jest proporcjonalna do
zawartosci pierwiastkéw ciezszych od helu
(odpowiedzialnych za nieprzezroczystosé
materii, a co za tym idzie, za ilo$¢ wiatru
gwiazdowego zwiewanego z gwiazdy przez
jej wlasne promieniowanie), gwiazdy
musialyby zawiera¢ ich duzo mniej niz
wynosi przecigtna w naszej Galaktyce.

Niebo w sierpniu

Na poczatku czerwca zespoly naukowe LIGO (USA) i Virgo (projekt europejski,
w ktérym uczestniczy takze polska grupa badawcza) przedstawily wyniki
analizy trwajacej wciaz kampanii obserwacyjnej O2: trzecig bezposrednia
detekcje fal grawitacyjnych. Sygnal zostal wykryty 4 stycznia 2017 i nazwany
GW170104. Powstal on, podobnie jak poprzednie, w wyniku zapadniecia sie
uktadu podwdjnego masywnych czarnych dziur.

Masy sktadnikéw oszacowano na 31 i 19 M. W wyniku ich polaczenia powstata
wigksza, wirujaca (spin ~ 0,6) czarna dziura o masie okolo 50 M. Oszacowanie
masy znajduje sie pomiedzy wartosciami dla czarnych dziur w GW150914

i GW151226 i wynoszacych, odpowiednio, 62 i 21 My. Masy te sa znacznie
wieksze niz znane z obserwacji promieniowania rentgenowskiego (emitowanego
podczas akrecji materii ze zwyklej gwiazdy w ukladzie podwdjnym) w naszej
Galaktyce. Odkryliémy zatem zupelnie niespodziewana populacje ciezkich
czarnych dziur o masie ,, gwiazdowej”.

Najnowsza obserwacja dostarcza wskazowek o orientacji osi obrotu kazdej

z czarnych dziur. W zasadzie moga sie one obraca¢ wokol osi dowolnie
zorientowanych wzgledem siebie i wzgledem plaszczyzny, w ktorej leza ich
orbity. Analiza danych sugeruje, ze jesli czarne dziury w GW170104 rotowaly,
to 0§ obrotu co najmniej jednej z nich nie jest réwnolegta do orbitalnego
momentu pedu. To z kolei wywoluje pytanie, jak taki uktad moglt powstac.
Jedna z mozliwosci jest wspdlna ewolucja dwoéch masywnych gwiazd, ktore
starzejac sie w ukladzie podwojnym, wybuchaja kolejno jako supernowe,
tworzac ukltad czarnych dziur. Emisja energii w falach grawitacyjnych
zaciesnia orbite az do katastrofalnego korica obserwowanego jako GW170104.
W tym przypadku spodziewalibysmy sie jednak raczej uporzadkowanego
(réwnoleglego do orbitalnego momentu pedu) ustawienia osi rotacji czarnych
dziur, odtwarzajacego osie rotacji gwiazd, z ktérych powstaly. Alternatywnym
sposobem wyprodukowania ukladu z losowo skierowanymi osiami obrotu jest
przechwycenie jednej dziury przez druga, np. w gestym wnetrzu gromady
kulistej. Obie mozliwosci sg interesujace: wspdlna ewolucja dwoch gwiazd
oznacza, ze musialy byé¢ bardzo masywne na poczatku ewolucji i zachowaéd
dostatecznie duzo masy do konca zycia, nalezy jednak wyjasni¢ niestandardowa
orientacje osi obrotu. Tworzenie sie uktadéw podwdjnych czarnych dziur

w gromadach kulistych oznacza natomiast, ze, by¢ moze, zyskuja one mase
stopniowo, przez kolejne kolizje.

Detekcja GW170104 postuzyta tez do zbadania zwiazku dyspersyjnego dla

fal grawitacyjnych. Wedlug ogolnej teorii wzglednosci fale podrézuja zawsze

z predkoscia swiatla i nie ulegaja dyspersji, ale ogdlniejsze alternatywne teorie
dopuszczaja mozliwosé, ze fale o roznych dlugosciach poruszaja si¢ z réznymi
predkosciami. Obserwacje bardzo mocno ograniczyly te swobode. Uzyskano
takze nowe gérne ograniczenie na mase grawitonu: 7,7 - 10723 eV /c2.

Michat BEJGER

Sierpniowe noce styng przede wszystkim z corocznego
roju meteoréw Perseidéw, promieniujacych prawie
przez caly miesiac nad wschodnim widnokregiem.
Oproécz nich promieniuje jeszcze kilka duzo stabszych
rojéw, z ktorych u nas dobrze widoczne sa tylko &
Cygnidy majace swoje maksimum aktywnodci kilka
dni po Perseidach. Oprécz meteoréw na nocnym niebie
$wiecg planety: Saturn na niebie wieczornym, Uran

z Neptunem, gdy si¢ juz dobrze Sciemni oraz Wenus na
niebie porannym. Mars przebywa blisko Stonca i jest
niewidoczny, natomiast Jowisza mozna obserwowacé
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tylko tuz po zmierzchu, nisko nad horyzontem.
Oczywiscie warto sledzi¢ wedrowke Ksiezyca, ktory
poza spotkaniami z planetami zakryje kilka dos¢ jasnych
gwiazd w gwiazdozbiorach Wieloryba i Byka. Srebrny
Glob stanie sie w sierpniu bohaterem dwoéch zdarzen
widocznych na sporej czesci Ziemi: najpierw, 7 sierpnia,
Ksiezyc w pelni zahaczy o cien naszej planety (nad
Polska wzejdzie juz zaémiony), natomiast 21 sierpnia,
podczas nowiu, zakryje on na krotki czas Stonce,
doprowadzajac do za¢mienia catkowitego. Tym razem
FEuropa ma pecha, poniewaz zjawisko bedzie widoczne



tylko z USA. W tym miesiacu dzien skraca sie o dwie
godziny. Stad na obserwacje nocnego nieba mozna
przeznaczaé coraz wiecej czasu.

Perseidy zaczynaja pojawia¢ sie pod koniec lipca

i promieniuja przez miesigc. Poczatkowo zjawisk

jest malo, lecz w okolicach maksimum aktywnosci,
zawsze okolo 12 sierpnia, mozna spodziewaé si¢ nawet
ponad 100 meteoréw na godzine. Niestety, w tym roku
w obserwacjach roju przeszkadzat bedzie silny blask
Ksiezyca po pelni, przez co liczba zaobserwowanych
zjawisk raczej nie osiagnie tego poziomu. Drugi

z sierpniowych rojéw, x Cygnidy, maksimum swojej
aktywnosci ma okoto 19 sierpnia, zatem w ich obserwacji
Srebrny Glob nie bedzie przeszkadzal. Jednak ten rdj
jest znacznie mniej obfity. Podczas maksimum mozna
spodziewaé si¢ mniej niz 5 zjawisk na godzine.

Z widocznych w sierpniu planet Ukladu Stonecznego
bardzo dobre warunki ma tylko Saturn, ktéry pod koniec
miesigca zmieni kierunek swojego ruchu z wstecznego na
prosty, co oznacza, ze jego najlepszy okres widocznosci
wladnie sie konczy. Jednak jednoczesénie ze zblizaniem sie
Saturna do Stonca dzien si¢ skraca, zatem pogarszanie
sie warunkéw jego obserwacji nastapi stosunkowo wolno.
Saturn w tym miesiacu prawie nie bedzie zmieniat
potozenia wzgledem okolicznych gwiazd, przebywajac
caly czas mniej niz 1° od gwiazdy 4. wielkosci € Oph.
Blask planety ostabnie w tym czasie z +0,3 do +0,4™,
tarcza za$ zmniejszy sie z 18 do 17 sekund katowych.
Saturna czekaja w sierpniu dwa spotkania z Ksiezycem:
pierwsze 2 i 3 sierpnia, przy fazie Srebrnego Globu
ponad 80%, drugie — 30 sierpnia, przy fazie o 20%
mniejszej.

Przez prawie cate noce widoczne sa ostatnie dwie
planety Uktadu Stonecznego, czyli Neptun i Uran.
Pierwsza z nich zbliza sie do wrzesniowej opozycji

i wschodzi niedtugo po zmierzchu. Druga natomiast
wschodzi mniej wiecej godzine po pierwszej, a jej

opozycja przypada w koncu drugiej dekady pazdziernika.

Neptun porusza sie ruchem wstecznym, niedaleko

dos¢ jasnej gwiazdy A Aquarii. W trakcie miesiaca
Neptun zmniejszy dystans do niej ze 120 do 80 minut
katowych, bedac caly czas na wschod od niej. Blask
planety to 47,8, stad do jej zaobserwowania potrzeba
przynajmniej lornetki. Uran zmieni kierunek swojego
ruchu na poczatku sierpnia i przez caty miesiac $wieci¢
bedzie niewiele ponad 1° od gwiazdy 4. wielkosSci o Psc,
przy czym jasnosé¢ samej planety to +5,7 wielkosci
gwiazdowej. Zatem mozna ja dostrzec golym okiem, ale
lornetka na pewno ulatwi jej odszukanie i identyfikacje.
Ksiezyc spotka si¢ z tymi planetami w srodku miesiaca.
Najpierw, 10 sierpnia, z Neptunem, przy fazie 95%.

U nas oba ciala niebieskie oddzieli dystans ponad

1,5 stopnia, natomiast na oceanie na potudnie od Afryki
i na Antarktydzie dojdzie do zakrycia tej planety przez
Ksiezyc. Z Uranem Srebrny Glob spotka sie¢ 3 dni
poOZniej, przy tarczy oSwietlonej w 73%.

Pojawiajaca si¢ na niebosklonie w drugiej polowie nocy
planeta Wenus przez caly miesiac oddala si¢ od Ziemi
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i zbliza katowo do Stonica, lecz czyni to powoli, stad

jej warunki obserwacyjne beda zmieniaé si¢ niewiele.

W sierpniu blask planety wyniesie okoto —4™. W trakcie
miesiaca tarcza planety zmniejszy sie z 15 do 12 sekund
katowych, faza za$ urosnie z 74 do 83%. Prawie caly
miesiac Wenus spedzi w gwiazdozbiorze BliZniat,
przechodzac pod koniec sierpnia do Raka i zblizajac

sie do gromady otwartej gwiazd M44. 1 wrzesnia Wenus
minie ja w odlegtosci nieco ponad 1°. Na 19 sierpnia
planeta ma zaplanowane spotkanie z Ksiezycem

w fazie 9%.

Srebrny Glob zacznie miesiac w fazie po I kwadrze,

7 sierpnia przechodzac przez pelnie, 15 — przez ostatnia
kwadre, 21 — przez néw i 29 sierpnia przez I kwadre.
Zatem jego blask nie bedzie dokuczal w drugiej potowie
miesiaca — nawet wtedy, gdy jego faza juz sporo urosnie,
a to ze wzgledu na niekorzystne nachylenie ekliptyki

do wieczornego widnokregu, przez co Ksiezyc po

nowiu zniknie z niebosklonu zaraz po Stoncu. Oprocz
spotkan z planetami Srebrny Glob zastoni swoja

tarcza kilka jasnych gwiazd. Niektore z zakry¢ bedzie
mozna obserwowac z Polski. Pierwsze z nich zdarzy

sie w nocy z 13 na 14 sierpnia, gdy tuz po godzinie 1
na prawie 60 minut za ksiezycowa tarcza w fazie 62%
zniknie gwiazda &2 Cet, majaca jasno$é¢ +4,3™. Dobe
péZniej, tuz po godzinie 5. Ksiezyc w ostatniej kwadrze
przestoni jasniejsza o 0,2™ gwiazde 5 Tau, zas jeszcze
kolejnej nocy, z 15 na 16 sierpnia, Ksiezyc w fazie 36%
przejdzie przez gromade otwarta gwiazd Hiady. Seria
zakry¢ jej jasnych gwiazd zacznie sie po godzinie 1

od przesloniecia Swiecacej z jasnoscia +3,6™ gwiazdy

~ Tauri, z tym ze to zjawisko da sie dostrzec jedynie na
poludniowy wschéd od linii, taczacej Dorohusk przez
Debice z Nowym Targiem. Nastepnie, jeszcze z terenu
Polski, widoczne beda zakrycia gwiazd 70, 71 oraz

01 i 2 Tauri (ostatnie dwie gwiazdy juz na jasnym tle
nieba). Zakrycie Aldebarana nastapi wtedy, gdy bedzie
on jeszcze nad widnokregiem, lecz stanie sie to w dzien,
kilka minut po godzinie 9 naszego czasu. 17 sierpnia nad
ranem Ksiezyc w fazie 27% zakryje gwiazde 5. wielkodci
115 Tau.

Jednak najciekawsze widoczne z Europy zjawisko
zwiazane z Ksiezycem w tym miesiacu to jego czeSciowe
za¢mienie wieczorem 7 sierpnia. Pelne za¢mienie
widoczne bedzie w Australii, Srodkowej czeSci Azji,
wschodniej Afryce i na Antarktydzie. Faza maksymalna
za¢mienia, okolo godziny 20:22 naszego czasu, wyniesie
zaledwie 25%. O tej porze w wielu rejonach Polski
Srebrny Glob bedzie jeszcze pod widnokregiem (np.

w FLodzi Ksiezyc wzejdzie w momencie maksymalnego
za¢mienia). Zjawisko najlepiej widoczne bedzie

w Bieszczadach, gdzie w fazie maksymalnej Ksiezyc
znajdzie sie na wysokosci 2° nad poludniowo-wschodnim
widnokregiem i bedzie juz 10 minut po zachodzie
Storica. Natomiast w Szczecinie przez faze maksymalna
Ksiezyc przejdzie jeszcze przed swoim wschodem. Jednak
w calej Polsce nad widnokregiem pojawi sie wyraznie
wyszczerbiony Ksiezyc.

Ariel MAJCHER



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Fidget spinner okiem fizyka

Popularna ostatnio zabawka tzw. fidget spinner Swietnie
nadaje si¢ do obserwacji zasady zachowania momentu
pedu w praktyce. Budowa tej zabawki jest bardzo prosta:
jej centralnym elementem jest tozysko, wokdt ktorego
obraca sie ptaski element, najczesciej trojramienny, ale
wystepujacy rowniez w innych ksztaltach.

Zacznijmy od tego, czym rézni sie dobrze wykonany
fidget spinner od zle wykonanego. Kazdy, kto miat
okazje pobawic¢ sie réznymi egzemplarzami, wie, ze
niektére wprawione w ruch wiruja bardzo stabilnie,
bez wyczuwalnych drgan, mozna je postawié¢ na stole,
na nosie, czy gdzie tam jeszcze komus$ przyjdzie do
gltowy. Niektore natomiast wirujac, drza, co utrudnia
wykonywanie sztuczek, poniewaz drzac, tatwiej sie
zsuwaja. Skad biora sie te drgania?

Po pierwsze, 0$ obrotu, wyznaczona przez tozysko,

moze nie przechodzi¢ przez srodek masy wirujacego
elementu. Majac taki Zle wykonany spinner, mozna
zaobserwowac, ze aby lozysko nie drzalo, musimy je
trzymac bardzo mocno, dostarczajac w ten sposob sity
dosrodkowej, ktora jest konieczna, aby wymusi¢ ruch
obrotowy $rodka masy wirnika wokot osi tozyska. Kiedy
uchwyt rozluzniamy, zabawka przechodzi do swobodnego
ruchu wirowego wokét swojego srodka masy, ktory nie
pokrywa sie z osia wyznaczona przez tozysko, wiec
tozysko zatacza wtedy male okregi wokot srodka masy
zabawki, co ktadac sobie spinnera na palcu, odczuwamy
jako drgania. Podobny efekt obserwuje sie zawsze,

kiedy mamy do czynienia z obiektem wirujacym wokot
wyznaczonej osi, na przyktad w kotach samochodowych.
Dlatego zawsze po wymianie opon w samochodzie

w celu wyeliminowania niepozadanych drgan nalezy je
Swywazy¢”, czyli przyczepi¢ odpowiednie ciezarki w takim
miejscu na obwodzie obreczy kota, aby jego $rodek masy
pokrywal si¢ z osia obrotu wyznaczona przez tozysko.

Nawet jezeli 0§ obrotu wyznaczona przez tozysko
przechodzi przez srodek masy wirujacej czesci, to moze
sie zdarzy¢ drugi rodzaj ,,usterki”, mianowicie o$ obrotu

Momentu pedu fspinnera wirujacego

w kierunku ruchu wskazéwek zegara
(patrzac od géry) jest skierowany pionowo
w doét. Aby zaczaé pochylaé go w stroneg
obserwatora, trzeba przylozy¢é moment

sity M skierowany poziomo i celujacy

w obserwatora. Uzyskujemy to,
przykladajac pare sil oznaczonych
kolorowymi strzatkami — jednym palcem
naciskamy lozysko z prawej strony na
dole, a drugim przyciskamy je z lewej

strony na gorze. wartosci.
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moze nie pokrywaé sie z jedna z gtéwnych osi tak
zwanego tensora bezwiladnosci wirnika. Kazda bryta
sztywna ma trzy prostopadle osie zwane wlasnymi (bryly
o pewnych symetriach moga mie¢ nawet nieskonczenie
wiele osi wlasnych). Obrét wokol osi wlasnej wyréznia sie
tym, ze wektor momentu pedu i wektor predkosci katowej
maja ten sam kierunek. Jezeli obrét odbywa sie wokoél osi,
ktora nie jest osia wlasna, wystepuje zjawisko precesji

— kierunek osi obrotu powoli si¢ zmienia, zakreslajac
powierzchnie stozka. Precesja moze wystepowad

w ruchu wirowym cial swobodnych (np. o$ obrotu

Ziemi podlega precesji) lub moze by¢ wymuszona. Za
pomoca spinnera mozna rowniez zaobserwowacé zjawisko
precesji wymuszonej, podpierajac go jednym palcem

lub jeszcze lepiej (dla modeli z otworem w tozysku)
nasadzajac go na oléwek, ktéry nastepnie stawiamy na
czubku. Zaobserwujemy wtedy podobne chybotanie sig¢
(precesje), jak w przypadku staromodnego baka, ktérymi
dzieci bawity sie w dawnych czasach, na dlugo przed
wynalezieniem spinneréw.

Wadliwie wyprodukowany spinner moze wigc
przynajmniej czegos nauczy¢. Jezeli jednak ktos jest
w posiadaniu idealnie wywazonego spinnera, to moze
go latwo ,popsuc¢”, przyklejajac kawalek plasteliny na
jednym z ramion, i sprawdzi¢, jak to wplywa na jego
ruch.

Jednak to, co dostarcza najwiecej zabawy ze spinnerami,
to wykonywanie réznych sztuczek polegajacych na
podrzucaniu, odbijaniu, tapaniu itp., tak aby zabawka
caly czas wirowala. Wykonywanie tych ewolucji jest
mozliwe dzieki zasadzie zachowania momentu pedu.
Gdyby nie opér powietrza i tarcie w tozysku, raz
wprawiony w ruch wirowy spinner wirowalby dowolnie
dhugo, poniewaz nie tracilby nadanego mu na poczatku
momentu pedu, ktéry ma nie tylko pewna wartosé,

ale réwniez ustalony kierunek w przestrzeni. Dlatego
podrzucajac odpowiednio wirujacy (wokél osi wlasnej)
spinner, mamy gwarancje, ze o$ obrotu zachowa stala
orientacje w przestrzeni w czasie lotu. Jest to tak zwany
efekt zZyroskopowy wykorzystywany w wielu urzadzeniach
majacych ,zyro” w nazwie.

Zmiana kierunku osi obrotu oznacza zmiane momentu pedu i aby ja uzyskac,
musimy zadziala¢ momentem sity. Latwo to zaobserwowaé, wykonujac prosty
eksperyment: chwy¢ nieobracajacy sie spinner w dwa palce za lozysko i obroé

go ,,do géry nogami”; a nastepnie zrob to samo z rozpedzonym spinnerem,

a przekonasz sig¢, ze w drugim przypadku zabawka bedzie stawia¢ pewien ,,opor”,
tym wigkszy, im szybciej wiruje i im szybciej chcemy wykonaé obrét. Obracajac
spinner szybko w te i z powrotem, poczujemy opuszkami palcow, ze sity, ktore
musimy przylozy¢ do lozyska, zmieniajg sie w zaleznosci od kierunku obrotu.
Przy pierwszym kontakcie z taka zabawka jej reakcja na prébe obrécenia wydaje
si¢ nieintuicyjna. Jest to zwiazane z wektorowa natura momentu pedu i momentu
sity, co zostalo wyjaénione na rysunku. Warto podkresli¢, ze trzymajac za
tozysko, przyktadamy zawsze moment sity, ktorego kierunek jest prostopadty

do kierunku wektora momentu pedu, dlatego zmienia sie tylko jego kierunek,

a nie wartos¢. Podobnie dzieje sie w ruchu jednostajnym po okregu, gdzie sila
jest prostopadla do predkosci i zmienia tylko kierunek predkosci, nie zmieniajac

Szymon CHARZYNSKI
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Zadania 2 i 3 pochodza odpowiednio
z XII i XI gimnazjalnej Olimpiady
Matematycznej. Polecam tez artykut
w olimpijskiej gazetce Kwadrat nr 19.

Srodek przeciwprostokatnej
Joanna JASZUNSKA

Fakt (x). W trdjkqcie prostokgtnym Srodek przeciwprostokginej jest réwno
odlegly od wierzcholkow. Rowniez na odwrdt, jesli Srodek okregu
opisanego lezy na boku trojkata, to trojket ten jest prostokgtny.

Powyzszy prosty fakt okazuje si¢ bardzo przydatny w wielu zadaniach.

1. Dwa okregi, styczne zewnetrznie w punkcie C, sa styczne do prostej k
w punktach A i B. Wykaz, ze tréjkat ABC jest prostokatny.

2. Wykaz, ze jezeli przekatne pewnego trapezu sa prostopadtle, to suma dhugosci
podstaw tego trapezu jest nie wigksza od sumy dlugosci jego ramion.

3. Wewnatrz kwadratu ABC'D wybrano taki punkt P, ze AP = AB oraz
xCPD =90°. Wykaz, ze DP =2-CP.

4. W tréjkacie ABC' $rodkowe poprowadzone z wierzchotkéw B i C' sg prostopadle
oraz AD jest wysokoscia. Wykaz, ze AD < %BC.

5. Okrag wpisany w trojkat ABC' jest styczny do bokéw AC i AB odpowiednio
w punktach F i F. Punkt O jest érodkiem tego okregu, a punkt T jest symetryczny
do punktu F wzgledem punktu A. Wykaz, ze proste ET i AO sa réwnolegte.

6. Proste PA i PB sa styczne do okregu I' odpowiednio w punktach A i B. Punkt
F jest rzutem prostokatnym punktu B na Srednice AE okregu I'. Wykaz, ze srodek
odcinka BF' lezy na prostej EP.

Rozwigzania

R1. Niech M bedzie punktem przeciecia prostej k z prosta styczna do obu okregdw,
przechodzaca przez C (rys. 1). Wéwczas M A = MC = M B jako odcinki stycznych.
Teza wynika z faktu (x). O

R2. Oznaczmy odpowiednio przez M i N érodki ramion AD i BC trapezu, a przez
E punkt przeciecia jego przekatnych (rys. 2). Wéwezas na mocy nieréwnosci
trojkata MN < ME + NE = %(AD + BC), przy czym ostatnia réwno$é wynika

z faktu (x). Jednoczesnie w trapezie MN = 1(AB 4 CD), co koticzy dow6d. [

R3. Tréjkat DAP jest réwnoramienny, gdyz AP = AB = AD (rys. 3). Ponadto
XADP =90° — xCDP = £ DCP. Niech M bedzie érodkiem boku C'D tréjkata
prostokatnego CDP. Wéwczas tréjkat CM P jest réwnoramienny i na mocy
powyzszej réwnosci katéw podobny do tréjkata DAP. Stad DP/CP = DA/CM =
= DC/CM = 2, co konezy dowdd. O

R4. Niech M bedzie érodkiem boku BC, a S — srodkiem ciezko$ci tréjkata ABC
(rys. 4). Wowczas AD < AM =3SM =3-1BC. O

R5. Trojkat EAF jest réwnoramienny, gdyz AE = AF jako odcinki stycznych
do okregu (rys. 5). Jego podstawa EF jest zatem prostopadia do dwusiecznej AO
kata FAF. Jednoczesnie AT = AF = AE, wiec z faktu (x) wynika, ze proste EF'
i ET rowniez sa prostopadle, co konczy dowdd. [

R6. Oznaczmy przez S punkt przecigcia prostych EP i BF, a przez T — punkt
przeciecia prostych EB i AP (rys. 6). Obydwie proste BF i AP sa prostopadle
do EA, wiec trojkaty EBF oraz ET A sa podobne i BS/SF = TP/PA. Wobec
powyzszego wystarczy dowiesé, ze P jest srodkiem odcinka T A.

Kat ABFE jest prosty (gdyz EA jest $rednica okregu), stad takze kat ABT jest
prosty. Odcinki PA i PB sa réwne jako styczne do okregu. Wobec tego punkt P
lezy na przeciwprostokatnej tréjkata prostokatnego ABT i zarazem na symetralnej
jednej z przyprostokatnych, jest wiec srodkiem okregu opisanego na tym tréjkacie,
czyli takze srodkiem boku T A, co konczy dowdd. [

Zadanie domowe

7. W czworoscianie ABC' D zachodzg réwnosci: xACB = X ADB = 90°, AB = 10,
CD = 6. Wykaz, ze odleglto$é miedzy prostymi AB i C'D nie przekracza 4.
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