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Abakus — najstarsze urzadzenie rachunkowe

Bartosz KLIN*

Kazdy wie, ze starozytni Rzymianie, a za nimi
$redniowieczni Europejczycy, zapisywali liczby nie
cyframi znanymi nam dzi$ jako arabskie, a za pomoca
tak zwanego systemu rzymskiego. W podstawowej wersji
system ten opieral si¢ na siedmiu znakach:

I=1,
V=5,
X = 10,
L =50,
C = 100,
D = 500,
M = 1000.

System ten do dzis jest stosowany na tyle czesto, ze
wciaz uczymy go dzieci w szkotach. Rzadko jednak
zastanawiamy si¢ nad tym, jak tak naprawde rachowano
na liczbach zapisywanych w ten sposéb. Latwo
powiedzieé, ze system rzymski ostatecznie odszedl

do lamusa, bo byl ,niewygodny w uzyciu nawet przy
prostych dziataniach”. Pamietajmy jednak, ze system
ten niepodzielnie krélowal w Europie przez ponad tysiac
lat! Przez ten czas postugiwali sie nim na co dzien kupcy,
ksiggowi, intendenci i bankierzy i musieli mie¢ w tym
duza wprawe, mimo ze z pewnoscia nie wszyscy mieli
talent matematyczny. Jak sobie z tym radzili? Czy dzieci
uczono na pamieé jakiej$ rzymskiej tabliczki mnozenia,
w ktorej statlo np. V.-V =XXV czy V- X =L7

Nic z tych rzeczy. Dawni rachmistrze rzeczywiscie liczyli
bardzo sprawnie, ale zupelnie innymi metodami niz
znane nam dzi$ ,metody pisemne”. Zamiast zapisywaé
po kolei cze$ciowe rezultaty rachunkéw na papierze,
postugiwali sie urzadzeniem zwanym abakusem, ktéry
byl pierwowzorem znanych nam liczydel.

Abakus to bardzo stary wynalazek, ktory po

raz pierwszy pojawil sie u Sumeréw okoto

2700 lat p.n.e. i byl stopniowo udoskonalany, az

w VIII-V wieku p.n.e. osiagnal dojrzata forme.

W najprostszej wersji jest to kilka réwnolegtych linii
przecietych linia prostopadta.
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(500)
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(50)

Na réwnoleglych liniach umieszcza si¢ kamyki (lub

inne male przedmioty) oznaczajace odpowiednio
jednosci, dziesiatki, setki itd. Mozna je takze umieszczac
pomiedzy liniami, oznaczajac w ten sposéb piatki,
piec¢dziesiatki, pieésetki itd. Kamienie umieszczone na

lewo od pionowej linii srodkowej oznaczaja liczby ujemmne.

Dzieki nim mozna reprezentowaé te sama liczbe na rézne
sposoby.

*Instytut Informatyki, Wydziat MIMUW

Przyktadowo, liczbe 137 mozna przedstawi¢ tak
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137 =100+ (10 + 10+ 10) + 5+ (1 + 1)
albo tak
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137 = 100 + 50 — 10 — 5+ (1 + 1).

Mozna podaé kilka prostych regul przektadania kamieni,
ktore upraszczaja reprezentacje, nie zmieniajac wartosci
reprezentowanej liczby.
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Korzystajac z tych regul, wprawny rachmistrz maégt
szybko dodawaé duze liczby. Przyktadowo, aby dodaé
137 do 219,
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nalezalo potaczy¢ wszystkie kamienie reprezentujace
obie liczby na abakusie,
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a nastepnie upraszczaé¢ zgodnie z regutami
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i wreszcie odezytaé wynik
500 — 100 — 50 + 5 + 1 = 356.

Odejmowanie jest rownie tatwe: aby odja¢ 137 od 219,
wystarczy przedstawi¢ odejmowang liczbe symetrycznie,
zamieniajac lewa i prawa strone,
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a nastepnie postepowaé, jak przy dodawaniu.

Zauwazmy, ze rachunki na abakusie catkiem dobrze
pasuja do rzymskiego systemu zapisywania liczb.
Przykladowo, aby wykonaé¢ odejmowanie

MMXIV — MCMLXXII = 7,

nalezy rozmiesci¢ kamienie na abakusie, przestrzegajac
zasady, ze cyfry, ktére wystepuja przed cyframi
odpowiadajacymi wickszym liczbom (tak jak

C wystepuje przed M w liczbie MCMLXXII),
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ktadziemy po ,ujemnej” stronie abakusa
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a nastepnie wykonaé¢ zwykle odejmowanie
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i odczytaé¢ wynik XLII.

Mnozenie na abakusie jest tylko nieco bardziej
skomplikowane. Zilustrujemy je na przykladzie. Aby
obliczy¢ iloczyn 37 x 19, uzyjemy trzech abakuséw. Na
dwoéch ustawimy czynniki, a na trzecim — $rodkowym —
obliczymy wynik.
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Mnozenie rozpoczynamy od wybrania z abakusa po lewej
stronie jednego kamienia potozonego na linii jednosci.
Zdejmujemy ten kamien, a na $rodkowym abakusie
doktadamy kopie ustawienia z prawego abakusa.
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Nastepnie powtarzamy te operacje dla wszystkich
kamieni po lewej stronie na liniach jedno$ci, dziesiatek,
setek itd. (kamienie lezace pomiedzy liniami zostawiamy
na razie w spokoju). Pamietamy przy tym, ze:

jezeli po lewej zdejmujemy kamieni z linii dziesiatek,
to liczbe z prawej strony kopiujemy na $rodek o jedna
linie wyzej; jezeli zdejmujemy kamien z linii setek, to
kopiujemy o dwie linie wyzej itd.,

jezeli po lewej zdejmujemy kamien po lewej stronie
pionowej linii, tzn. zeton ,ujemny”, to kopiujac liczbe
z prawej na srodek, zamieniamy lewa i prawa strone.



W naszym przykladzie, po uproszczeniu, wyglada to tak
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Doszliémy do sytuacji, w ktorej po lewej stronie nie

ma juz zadnego kamienia na zadnej linii. Aby poradzié
sobie z kamieniami pomiedzy liniami (na pozycji piatek,
piecdziesiatek itd.), liczbe na lewym abakusie podzielimy
przez 5, a na prawym — pomnozymy przez d.

Dzielenie przez 5 po lewej jest bardzo tatwe, bo
wszystkie kamienie lezg tam pomiedzy liniami.
Wystarczy kazdy z nich przesuna¢ w dél na najblizsza
linie. Mnozenie przez 5 po prawej stronie nie jest duzo
trudniejsze, wystarczy dla kazdego kamienia zastosowacé
jedna z ponizszych regul
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i ewentualnie uprosci¢ wynik. W naszym przyktadzie
otrzymujemy
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Dalej postepujemy jak poprzednio, zdejmujac po kolei
kamienie z lewej strony, i za kazdym razem upraszczajac
wynik. Na koncu otrzymujemy
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Teraz wystarczy odczytaé¢ wynik ze srodkowego abakusa
500 + (100 + 100) +5 — (1 4+ 1) = 703 = 37 x 19.

Dzielenie na abakusie nie jest duzo bardziej
skomplikowane. Przy odrobinie wprawy wszystkie te
obliczenia wykonuje sie szybko i bez wigkszego wysitku.
Nic dziwnego, ze przez stulecia abakus, uzupetniony

o podstawowa obstuge utamkow, byl podstawowym
narzedziem pracy dla kupcow i ekonomdw.
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Zaletg abakusa jest jego prosta konstrukcja.
Wystarczy mie¢ garéé kamieni czy innych malych
przedmiotéw, narysowaé na piasku kilka linii i mozna
zaczac rachunki. Nie trzeba tez znaé tabliczki
mnozenia! Do prostych, codziennych obliczen

mozna t¢ konstrukcje jeszcze uproscic i zrezygnowac
z podzialu na lewa (ujemna) i prawa (dodatnia)
czesé. Praktyczni Rzymianie konstruowali w ten
sposob przenoéne, wygodne abakusy, do ktoérych
zetony byly przymocowane na stale. Zamiast klasé
je i zdejmowac z linii, mozna je bylo przesuwaé, aby
zaznaczy¢, ktoére z nich nalezg do reprezentowanej
liczby. W ten sposob powstal pierwowzér dzisiejszych
liczydet.

Abakus przez stulecia niepodzielnie krélowal w Europie
jako narzedzie rachunkowe. Zaczelo sie to zmieniaé¢
dopiero w XII wieku, kiedy zawital do Europy wynalazek
z Indii: notacja pozycyjna i cyfry dziesietne, zwane dzi§
arabskimi, wraz z zerem i z zupelnie nowymi metodami
obliczania operacji arytmetycznych, dobrze nam dzis
znanymi jako dodawanie, mnozenie i dzielenie pisemne
»pod kreska”.

Nowe metody przyjmowaly sie z oporami. Europejczycy,
przyzwyczajeni do tradycyjnych oznaczen rzymskich,
nieufnie podchodzili do nowych i niezrozumialtych
znakéw, ktére — co gorsza — pochodzity spoza Swiata
chrzescijanskiego. Bankierom we Florencji w 1299 roku
zakazano uzywania cyfr arabskich, a Uniwersytet

w Padwie w 1348 roku zarzadzil, ze cenniki
sprzedawanych ksiazek nalezy sporzadzaé ,nie cyframi,
a zrozumialymi literami”. Spér miedzy stosujacymi nowe
metody algorystams a konserwatywnymi abakistams
trwal ponad trzy stulecia. Wreszcie jednak zalety zapisu
pozycyjnego, a takze upowszechnienie stosunkowo
taniego papieru, na ktérym mozna byto liczy¢ pisemnie,
przewazyly i w XVI wieku abakus, najstarsze urzadzenie
obliczeniowe, ostatecznie przeszedt do historii.

Rzymski system liczbowy natomiast, o czym Swiadczy
choéby niniejsze zdanie, nawet w XXI wieku ma sie
dobrze.

Spoér miedzy algorystami (po lewej) i abakistami (po prawej), rycina
z XVI wieku



Liczenie ryb w jeziorze metodg statystyczng i Sliczna,

*Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski,
Wydzial Matematyki i Informatyki,
Uniwersytet Mikotaja Kopernika
w Toruniu

Rozwigzanie zadania M 1534.

Niech A1A2A3A,1A5Aﬁ b@dzie
szesciokatem foremnym o boku 1, a O
bedzie $rodkiem okregu opisanego na tym
szesciokgcie. Wowczas

S§={0,A1, Az, Az, Ay, A5, Ag}

jest siedmioelementowym zbiorem
spelniajagcym warunki zadania, gdyz
punkt A; jest $rodkiem okregu opisanego
na tréjkacie OA;_1A;41 dla

i =1,2,...,6 (przyjmujemy Ag = Ag

i A7 = Al)

Uwaga. Powyzszy przyktad mozna
zastosowaé do konstrukeji zbioru
n-elementowego spelniajacego zadane
warunki dla dowolnego n > 7. Czytelnika
zachgcamy do rozstrzygniecia, czy istnieje
odpowiedni zbiér mocy 6 lub mniejszej.
Oznaczmy przez B; $rodek okregu
opisanego na tréjkacie OA; A;11 dla
i=1,2,...,6, a przez 7 — dowolna

translacje o wektor dlugosci wiekszej od 2.

Wéwecezas, jezeli n = Tk +r dla k > 1 oraz

re {0,1,...,6}, to zbiér
r k—1
UsaulJe®
=1 £=0

ma n elementéw i spelnia warunki
zadania (¢ oznacza (-krotne zlozenie 7).

choé¢ probabilistyczng
Wojciech NIEMIRO*

W jeziorze plywa r ryb, ale liczby r nie znamy. Chcielibyémy te liczbe oszacowac,
nie uciekajac sie do osuszenia jeziora. Powiedzmy, ze dysponujemy wedka,
puszka farby i odrobina wiedzy ze statystyki. Lowimy sobie jedng rybke po
drugiej i wrzucamy z powrotem do jeziora, krzywdy zadnej rybce nie czyniac.
Przed wrzuceniem do wody malujemy rybce kreseczke na ogonku. Rybka
zlowiona powtérnie otrzymuje druga kreseczke. Jesli zdarzy sie zlowié¢ te sama
rybke trzeci raz, domalowujemy trzecia kreseczke i tak dalej. Wyniki naszych
polowdéw zapisujemy w postaci ciagu x = (x4, ..., 2, ), gdzie z; oznacza liczbe
kresek na ogonku i-tej ztowionej ryby przed wrzuceniem do jeziora. Jesli, na
przyktad,

x=(1,1,2,1,3,1,1,1,1,2,1,1,2,3,4,1,1,1,1,2,1,1, 2,3, 2),
to powtarzaliémy potéw 25 razy, ztowiliSmy 15 réznych ryb, w tym jedna
czterokrotnie, dwie trzykrotnie i trzy dwukrotnie. Jasne, ze ciag x zawiera
pewna informacje o nieznanej liczbie r. Duza liczba wyrazéw ciagu réznych
od jedynki (czyli ryb zlowionych wielokrotnie) wskazuje na to, ze r jest
~prawdopodobnie male”. Postaram sie pokazaé, jak to intuicyjne rozumowanie
uscislic¢ i sformutowaé wnioski w bardziej konkretnej, iloSciowej postaci.
Przy okazji zaprezentuje kilka waznych idei, stojacych u podstaw statystyki
matematycznej.

Model probabilistyczny

Oczywiscie, zycie w jeziorze jest bardziej skomplikowane niz matematyka. Zeby
co$ obliczy¢ i przeprowadzi¢ porzadne rozumowanie, trzeba przyjac szereg
upraszczajacych zalozen.

e Zal6zmy, ze liczba r jest niezmienna (ryby nie gina ani nie rozmnazaja sie).
e Pomiedzy kolejnymi potowami ryby catkowicie ,mieszaja si¢”.
Moéwiac dokladniej, zakltadamy, ze w kazdym kolejnym potowie
prawdopodobieristwo wyciagniecia kazdej z ryb jest jednakowe, réwne 1/r.

Wyidealizowany model pozwala obliczy¢ prawdopodobienstwo

otrzymania konkretnego wyniku potowu. Niech symbol P,(x) oznacza

prawdopodobienstwo otrzymania wyniku x przy zaloZeniu, ze nieznana liczba

ryb jest rowna r. Dla przykladowych danych przytoczonych powyzej mamy
P.(x)=P-(1,1,2,1,3,1,1,1,1,2,1,1,2,3,4,1,1,1,1,2,1,1,2, 3, 2)

rr—1 2 r—2 1 r—3 r—4 11 3 10

ror r r r r r T r oo

-1 (r—14
_rr=1 - =M 9.1.6.7.2.2.10.11-3-10)
,
(r)1s
gdzie uzyliSmy oznaczenia (1), =r(r—1)-...- (r —m+ 1). Zauwazmy, ze 15 jest

liczba jedynek w ciagu x (liczba réznych zlowionych ryb). Latwo wyjasni¢ wyzej
napisany wzér, przygladajac sie kolejnym ulamkom w drugiej linii:

1. Pierwszy wyraz ciagu, x1, zawsze musi by¢ réwny 1: na poczatku w jeziorze
plywa r ryb i wszystkie sg nieoznakowane. Pierwszy czynnik jest rowny
r/r=1.

2. Po pierwszym polowie w jeziorze ptywa r — 1 ryb nieoznakowanych i jedna
ryba oznaczona jedna kreska. Stad prawdopodobiefistwo otrzymania xo = 1
(wylowienia nowej rybki) wynosi (r —1)/r.

3. Jedli x; =11 29 =1, to po drugim potowie w jeziorze plywa
r — 2 ryb nieoznakowanych i dwie ryby oznaczone jedna kreska.
Prawdopodobienstwo otrzymania x3 = 2 (wylowienia oznakowanej rybki)
wynosi wiec 2/7.



wiarygodno$é

15 20 25 30 35 40 45 50
T
Wykres wiarygodnosci dla m = 15
i n = 25. Grubsza czarna linia wskazuje
ENW 7 = 21.

4. Jedli x4 =1, x9 = 11 23 = 2, to po trzecim polowie w jeziorze ptywa r — 2 ryb
nieoznakowanych. Prawdopodobienistwo otrzymania x4, = 1 (wylowienia jednej
z tych nieoznakowanych) wynosi (r — 2)/r.

5. JeSliz) =1, 29 =1, 23 =21 24 =1, to po czwartym polowie w jeziorze ptywa
jedna ryba oznaczona dwiema kreskami. Prawdopodobienistwo otrzymania
x5 = 3 (wylowienia wlasnie tej rybki) wynosi 1/7.

I tak dalej. Proponuje, zeby Czytelnik samodzielnie przesledzil pochodzenie
dalszych utamkéw w naszym wzorze.

Wiarygodnosé

Wielko$é P,.(x) jest funkcja dwéch argumentéw: x jest wynikiem doswiadczenia
losowego, a r jest nazywane parametrem. Mozliwe sa dwa punkty widzenia,
charakteryzujace dwie rézne dziedziny matematyki.

o Jedli r jest ustalone (w domysle — znane), to P.(x) rozwazane jako funkcja
argumentu X nazywa si¢ prawdopodobieristwem (dokladniej — rozkladem
prawdopodobieristwa). To jest punkt widzenia probabilistow.

e Jesli x jest ustalone (w domysle — znane), to P,.(x) rozwazane jako funkcja
argumentu r nazywa sie wiarygodnoscig. To jest punkt widzenia statystykow
matematycznych.

W jezyku potocznym prawdopodobienstwo i wiarygodno$é¢ sa niemal
synonimami, ale w naszych rozwazaniach réznica miedzy tymi pojeciami jest
istotna. Zadanie, ktére postawiliSmy na poczatku tego artykulu: oszacowanie
nieznanej liczby r na podstawie obserwacji x — nalezy do domeny statystyki.

Nasuwa si¢ pomysl, ze rozsadnym oszacowaniem parametru r jest taka
wartos¢ 7, ktéra maksymalizuje wiarygodnosé
Pi(x) = max P.(x).
T

Moéwimy, ze 7 jest estymatorem najwiekszej wiarygodnosci (ENW). Wréémy
do naszego przykladu. Dla ciagu x, przytoczonego na poczatku artykutu,
wiarygodnosé osiaga maksimum dla » = 21. Chcialoby si¢ powiedzie¢, ze

21 jest najbardziej prawdopodobna liczba ryb”. Ale, ale! Nie wolno tak méwié!
W naszym modelu 7 nie jest wynikiem jakiego$ doswiadczenia losowego,

a wiec nie mozna méwié o ,,prawdopodobienstwie otrzymania r”. Wobec

tego statystycy méwia: ,,21 jest najbardziej wiarygodng liczba ryb”. Jest to
wybieg jezykowy, ktéry ukrywa dosé zawila i niewygodna interpretacje ENW.
»Najbardziej prawdopodobny” po prostu znaczy ,najczeéciej pojawiajacy

sie¢ w wielokrotnych powtérzeniach doswiadczenia losowego”. Ale co znaczy
,hajbardziej wiarygodny”?

o ENW to jest taka warto$é parametru, dla ktorej, jesliby wielokrotnie
powtarzac doSwiadczenie losowe, to czeSciej otrzymywalibysmy taki wynik, jaki
w rzeczywisto$ci otrzymalismy, w porownaniu z innymi moZliwymi warto$ciams
parametru.

Dostatecznosé

Jak wynika z naszych dotychczasowych rozwazan, wzér na wiarygodnosé
w naszym rybackim zadaniu ma postaé

Px) = Polar, o) = (),

n
gdzie m = m(x) jest liczbg jedynek w ciagu x, za$ g(x) jest funkcja x, niezalezaca
od nieznanego r. Co prawda, ta funkcja jest raczej skomplikowana, ale nie
bedzie nam potrzebna! Zauwazmy, ze ENW mozemy obliczy¢, maksymalizujac
wyrazenie P,.(x) z pominietym czynnikiem g(x). W rezultacie otrzymane
oszacowanie 7 = 7(x) zalezy tylko od m = m(x). Okazuje sie, ze tylko m, liczba
jedynek, zawiera informacje o nieznanej liczbie r, wszystkie inne wielkosci
zwiazane z wektorem x = (x1,...,x,) sa nieistotne! Méwimy, ze m = m(x) jest
statystykq dostateczng. Nastepujace pigkne rozumowanie przekona nas, ze tak
jest naprawde. Poniewaz mamy

P(x|r) = L(r,m(x)) - g(x)
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dla pewnej funkcji L(r,m), to zgodnie z definicja prawdopodobieristwa
warunkowego

Xm) = PT(X) — PT(X) -
Pr( | ) Pr(m) Zx’:m(X’):m Pr(x/)
L(r,m) - g(x) B 9(x)

Zx’:m(x’):m L(T’ m) : g(X/) Zx/:m(x/):m g(X/) P(X|m)
Prawdopodobieristwo warunkowe P,.(x|m) nie zalezy od r, dlatego na korncu
opuscilidmy indeks r. Przeprowadzmy nastepujace do$wiadczenie myslowe.
WyobraZmy sobie, ze po dokonaniu polowu zapamietali$my liczbe m = m(x),

a potem zgubiliSmy kartke z zapisanym wektorem x. Mozemy odtworzy¢
zgubiony wynik do$wiadczenia, znajac tylko m. Wylosujemy mianowicie fikcyjny
wynik x’ z prawdopodobienistwem P(x’|m), bo do tego nie jest potrzebna
znajomo$é r. Chwila zastanowienia prowadzi do wniosku, ze x’ ma ten sam
rozktad prawdopodobienstwa co x. Skoro sposéb naszego losowania nie zalezal
juz od r, to uzyskany wynik nie mégl ze soba nie$¢ zadnej dodatkowej informacji
o r. W tej sytuacji cala nasza wiedza o tym parametrze musi byé¢ ,ukryta”

w liczbie m!

Na zakonczenie dodam, ze tytul tego artykulu zapozyczytem z pigknego
opowiadania Stanistawa Lema O krélewiczu Ferrycym i krélewnie Krystali
— opowies¢ z cyklu Dzieta Cyfrotikon, czyli o dewijacyach, superfiksacyach,
a waryacyach serdecznych.

Jak zwalczaé¢ losowos¢ w grach
Barttomiej ZAK*

Losowos$¢ w grach karcianych, planszowych i komputerowych czesto budzi wiele
kontrowersji. Sprawia ona, ze gracz stabszy grajacy z lepszym ma szanse wygrac.
Jest to pozadane w przypadku gier towarzyskich i frustrujace w przypadku

gier profesjonalnych. W obu przypadkach nadmiar losowosci jest zty, gdy za
czesto zdarza sie, ze przewaga gracza pierwszego, wynikajaca z jego inteligentnej
gry, jest niwelowana przez szczeécie drugiego. W moim artykule pokaze, jak

z losowoscig mozna walczy¢ na przykladzie jednej z najbardziej losowych gier,
czyli Chinczyka, ktérego, mam nadzieje, wszyscy znaja.

Moj sposéb mierzenia losowosci jest zasadny dla gier z kategorii ,,wy$cigow
planszowych”. Takie gry w uproszczeniu polegaja na tym, ze kolejno losujemy
liczby (na przyklad rzucajac koscia) i chcemy, by suma naszych wylosowanych
wartosci jak najszybciej osiagneta lub przekroczyta pewien putap. Na przyktad
w Chinczyku, rzucajac kosémi ruszamy pionkiem o wylosowana liczbe oczek,

a zeby wygraé¢, musimy przesunaé pionki o 166 oczek (jesli nie zbito naszego
pionka). Te gry laczy jedno: nawet jesli jeste$ genialnym strategiem, jesli
bedziesz mial pecha, to przegrasz.

W takich grach to, o ile zwiekszy sie nasza suma, warunkuje pewna zmienna
losowa odpowiadajaca jednemu losowaniu: bedziemy o niej my$le¢ jak

o obiekcie matematycznym, ktéry przyjmuje rézne wartosci, kazda z pewnym
prawdopodobienstwem, a prawdopodobienstwa te sumuja si¢ do jedynki.

Dla przyktadu, jezeli zmienna losowa D reprezentuje wynik rzutu koscia
szescioscienng, to wartosci tej zmiennej razem z prawdopodobienstwami
wystapienia wygladaja tak

Do opisu zmiennych losowych czesto uzywamy nastepujacych pojeé: wartosci
oczekiwanej (E) oraz wariancji (Var). Warto$¢ oczekiwana to suma mozliwych
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Rozwigzanie zadania M 1535.
Przypuéémy, ze taki (skonczony) zbiér S
istnieje. Sposréd wszystkich odcinkéw

o obu koricach w zbiorze § wybierzmy
taki, ktéry ma najmniejszg dtugosé

i nazwijmy go AB. Poniewaz zbiér S nie
jest zawarty w prostej, wiec poza prosta
AB jest co najmniej jeden punkt zbioru S
— sposrod wszystkich takich punktéw
wybierzmy taki punkt C, dla ktérego
miara kata ACB jest najwigksza.

Jezeli xACB > 90°, to AB jest
najdtuzszym bokiem tréjkata ABC, co
przeczy wyborowi odcinka AB. Z kolei
jezeli XACB < 90°, to érodek O okregu
opisanego na tréojkacie ABC nalezy do S,
przy czym

XxAOB = 2xACB > xACB,

co przeczy wyborowi punktu C. Uzyskana
sprzeczno$¢ oznacza, ze nie istnieje
zbiér S o zadanych wlasnosciach.

WM. A QA

Z formalnego punktu widzenia,
przedstawiliémy zmienng D w postaci
nieskonczonej sumy Z;o_l Ry, gdzie Ry,
to liczba oczek wyrzuconych w k-tym
rzucie (réwna 0, jesli do k-tego rzutu nie
doszlo). Wartosé oczekiwana D jest
zatem suma wartos$ci oczekiwanych Ry,
(cho¢ ze wzgledu na nieskoriczong liczbe
skladnikéw kryje si¢ w tym réwniez
pewna subtelno$é), a te sg takie same dla
Dg i D1 (i sa réwne wartosci oczekiwanej
pierwszego rzutu pomnozonej przez
prawdopodobienstwo wystapienia k-tego
rzutu, czyli 3,5 - (1/6)*~1).

warto$ci zmiennej losowej przemnozonych przez prawdopodobienstwo ich
uzyskania i odpowiada ,przecietnie” wyrzucanej wartosci. Wariancja zmiennej to
warto$é¢ oczekiwana kwadratu odstepstwa od wartosci oczekiwanej tej zmienne;j.
Dla rzutu koscia sze$cio$cienna wartosci te sa réwne

ED = % =30 oraz VarD = %
Wariancja zawiera informacje, jak zachowuja sie odchylenia od normy po
kilku losowaniach. Nalezy pamietaé, ze obie sumy oczek graczy odchylaja sie
od normy, wiec wicksza wariancja oznacza, ze beda sie bardziej odchyla¢ od
siebie nawzajem, czyli czesciej bedzie dochodzito do frustracji. Ma ona jednak
pewna stabosé: zalézmy, ze grajac w gre, zamiast liczenia wyniku rzutu koscia
liczymy podwojony wynik rzutu koscia. Wtedy wariancja bedzie 4 razy wieksza,
natomiast co do zasady nasza gra nie ulegnie przeciez specjalnej zmianie.
W zwiazku z tym sensownie jest rozwazaé ,,unormowana’” wariancje, losowosé
okreslona nastepujacym wzorem
Var A
(EA)>"

Wryliczajac warto$é losowosci rzutu koscia D, otrzymujemy LD = i—g ~ 0,238.

LA =

Powr6émy do Chinczyka. W grze rzucamy koscia, by zdecydowad, jak daleko
przesuwamy pionek. Jest to wbhudowane w mechanike gry, nie mozna do

konica na to narzekaé. Jednak sa dodatkowe zasady, ktore tej losowosci jeszcze
pomagaja. Ja na przyklad czesto gralem w wariant, w ktorym gdy gracz wyrzuci
szostke, to dostaje dodatkowy ruch. Jak zmienia to losowos¢? Zobaczmy. Niech
Dg bedzie zmienng losowa, odpowiadajaca sumom liczb oczek, ktére mozemy
otrzyma¢, wykonujac ruch. Zmiennej tej odpowiada nastepujaca tabelka

T 1 1,2,...,5 [ 6]7,8...,11 [ 12 13,14,...,17 | 18 [ 19,... [ (...)

1 1 1 1
P(Ds = 2) 6 36 0 216 0 1206 | )
Podobnie, jak poprzednio, mozemy obliczy¢ wartos¢ oczekiwana, wariancje
i losowosé (choé¢ tym razem wymagaloby to od nas umiejetnosci sumowania
nieskoniczonego ciagu geometrycznego)
21 2 2
2, V(Do) = 22 Do) = 70 ~ 0,603
Czyli (drodzy milosnicy zasady z dodatkowym rzutem) losowosé rosnie.
Trudno dokladnie powiedzieé, jak wplywa to na doznania ptynace z gry, no
ale Chinczyk sam w sobie jest losowy, nie dokladajmy mu. Jezeli jednak ktos
uwaza, ze zwykle rzucanie kostka jest nudne, to moze zmienié¢ te zasade: niechaj
dodatkowy ruch przystuguje po wyrzuceniu jedynki. Czy takie losowanie jest
lepsze? Zobaczmy. Nazwijmy je D;. Odpowiednia tabelka dla tej zmiennej
wyglada nastepujaco
c 1] 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 [(.)

P(Dy =) | 0]0,1667 | 0,1944 | 0,1991 | 0,1999 | 0,2000 | 0,0333 | 0,0056 | (...)

Jaka jest warto$¢ oczekiwana, wariancja i losowos¢?
E(D 21 D_56 ]LD—56~
(D1) = &, Var(D1) = o, L(D1) = 7 ~ 0,127,

Losowo$¢ zmalala, wiec widaé, ze dodanie fikusnej zasady z podwdjnym ruchem
nie musi psué¢ gry. Réwnoéé¢ wartosci oczekiwanych Dg i D1 moze natomiast
wydawac sie zaskakujaca — zwréémy bowiem uwage, ze w tym pierwszym
przypadku za kazdym powtérzonym rzutem przesuwamy sie o wiecej niz
w drugim przypadku. Zauwazmy jednak, ze warto$¢ oczekiwana k-tego rzutu
jest w obu przypadkach taka sama i wynosi 3,5. Ponadto prawdopodobienstwo
wystapienia k-tego rzutu tez jest w obu przypadkach to samo i wynosi (1/6)*~1.
W tej sytuacji wartosci oczekiwane sumarycznej liczby wyrzuconych oczek
réwniez musza sie zgadzac.

o

E(Dg) =

Mam nadzieje zagra¢ w Chinczyka na tych zasadach i zobaczy¢, czy odczuje
roznice. Polecam Czytelnikom zmienianie dobrze znanych im gier w imig
zmniejszenia losowosci.
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O zastosowaniach Combinatorial Nullstellensatz

*Nauczyciel, V Liceum Ogélnoksztalcace
im. Augusta Witkowskiego w Krakowie

Przedstawiony dowdéd mozna znalezé

w pracy [3], ktérej autorem jest Mateusz
Michatek, zdobywca srebrnego medalu na
IMO w 2004 roku.

Jacek DYMEL*

Zadanie 6 z 48. Miedzynarodowej Olimpiady Matematycznej (IMO) z 2007
roku bytlo jednym z najtrudniejszych w historii Miedzynarodowej Olimpiady
Matematycznej. Oto jego tresc.

Zadanie. Niech n bedzie dodatnia liczba naturalna. Przyjmijmy, ze
S={(z,y,2) : x,y,2€{0,1,...,n}, e +y+ 2z >0}
jest zbiorem (n + 1)3 — 1 punktéw w przestrzeni tréjwymiarowej. Wyznacz

najmniejsza mozliwa liczbe plaszczyzn, ktérych suma mnogosciowa zawiera S,
ale do ktoérej nie nalezy (0,0, 0).

Zadanie rozwiazalo tylko pieciu zawodnikéw: Konstantin Matwiejew z Rosji,
Peter Scholze z Niemiec, Danylo Radczenko z Ukrainy, Iurie Boreico z Motdawii
i Pietro Verteci z Wloch. W zasadzie tylko znajomos¢ twierdzenia Combinatorial
Nullstellensatz (kombinatoryczne twierdzenie o rozmieszczeniu zer, nawiazujace
do twierdzenia Hilberta o zerach), ktéremu po$wiecony jest ten artykul,
umozliwiala szybkie rozwiazanie zadania. Noga Alon opublikowal swéj

artykul Combinatorial Nullstellensatz [1] w 1999 roku, a juz w 2007 roku

kilku uczestnikow IMO stosowato metode w nim opisana. Wspomniane
twierdzenie jest naturalnym uogélnieniem dobrze znanego uczniom twierdzenia,
ze wielomian jednej zmiennej stopnia n o wspoltczynnikach rzeczywistych ma

co najwyzej n pierwiastkow rzeczywistych, a jego tres¢ jest nastepujaca:

Twierdzenie (Combinatorial Nullstellensatz). Niech P(x1,22,...,%n)
bedzie niezerowym wielomianem n zmiennych stopnia Z:':l mg, w ktorym
wspdlezynnik przy x't - - - 2" jest rézny od zera. Wowczas dla dowolnych zbioréw
S1y..., 8, C R spelniajacych warunki |S;| > m; dla 1 < i < n, istniejg takie

c; € 5;, ze P(Cl., . ,C”) 75 0.

Dowdd. Przeprowadzimy indukcje ze wzgledu na stopienn wielomianu P.
Nietrudny dowdd poczatku indukeji (deg P = 1) pozostawiam Czytelnikowi
Spragnionemu Cwiczen jako ¢wiczenie.

Zalézmy teraz, ze k > 1, oraz ze teza zachodzi dla wszystkich wielomianéw
stopnia nizszego niz k. Niech wielomian P ma stopien k. Bez straty ogdlnosci
mozna przyjac, ze mp > 0. Wybierzmy a € S7. Podobnie, jak w przypadku
wielomianéw jednej zmiennej, mozemy podzieli¢ wielomian P przez wielomian
(z1 — a), otrzymujac

P(xy,...,2,) = (21 —a)Q(x1,...,2n) + R(x2,...,2p),

gdzie R(xza,...,x,) = P(a,za,...,x,) jest wielomianem n — 1 zmiennych,
natomiast ) musi zawiera¢ nieznikajacy jednomian postaci le*%;"2 ceexin
oraz deg @@ = k — 1. Dla dowodu nie wprost zalézmy, ze wielomian P nie
spelnia tezy. Wowczas dla dowolnych as € Ss, ..., a, € S, zachodzi réwnosé¢

P(a,as,...,a,) =0, co oznacza, ze takze R(as,...,a,) =0.

Wybierzmy teraz dowolnie a; € S7 \ {a}. Otrzymujemy réwnodci:
0= P(ay,...,a,) = (a1 —a)Q(a1,...,a,) + R(az,...,a,).

Poniewaz (a1 — a) # 0 oraz R(asg,...,a,) =0, wiec Q(ay,as,...,a,) =0.
Wielomian @ ma stopien k& — 1 i niezerowy wspoélczynnik przy leflxg” R i
oraz przyjmuje warto$¢ zero dla wszystkich a; € 51\ {a}, as € Sa, ..., a, € Sy,
co jest sprzeczne z zalozeniem indukcyjnym. Uzyskana sprzeczno$é¢ konczy
dowdd indukcyjny. O

Ponizej przedstawie zastosowania Combinatorial Nullstellensatz do zadan
olimpijskich, aby w koncu pokazaé¢ rozwiazanie zadania z IMO z 2007 roku,
ktére bylo pretekstem do opowiedzenia o tej metodzie.

Zadanie (Rosja 2007). W kazdy wierzcholek wypuklego 2n-kata wpisano
dwie rézne liczby rzeczywiste. Udowodnié¢, ze mozna z kazdego wierzchotka
usunad¢ po jednej liczbie w taki sposob, aby liczby w kazdych dwéch sasiednich
wierzchotkach byly rézne.
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Rozwigzanie zadania F 931.
Dla uzyskania dobrej izolacji cieplnej
nalezy zredukowac¢ przewodzenie ciepta
przez gaz znajdujacy si¢ pomiegdzy
Sciankami termosu. Przewodzenie ciepta
odbywa sie poprzez zderzenia czasteczek,
a wiec ci$nienie gazu powinno by¢é
dobrane tak, aby $rednia droga miedzy
zderzeniami byla wigksza niz odleglosé
miedzy Sciankami. Zgodnie z réwnaniem
stanu gazu doskonaltego pV =n RT,
gdzie V' oznacza objeto$é gazu, n liczbe
moli gazu, a T" temperature w skali
Kelvina. Liczba czasteczek gazu
w jednostce objetosci p =nNa/V.
Korzystajac z rownania stanu oraz
warunku A > d otrzymujemy:

< R ~ 1,78 Pa =~

P V2ma2dN 4 ’

~1,34-10 2 mmHg

L. .1

Rozwigzanie zadania M 1536.
Zauwazmy, ze prosta Al, jako dwusieczna
kata miedzy ramionami tréojkata
réwnoramiennego BAE, jest prostopadla
do podstawy BE. Podobnie prosta BI
jest prostopadtla do prostej AD. Wobec
tego punkt I jest ortocentrum tréjkata
ABP, a zatem PI | AB.

Rozwigzanie. Niech S; (i = 1,...,2n) bedzie dwuelementowym zbiorem liczb
wpisanych w i-ty wierzcholek. Okredlmy wielomian P(z1,...,2,) =

= (z1 — x2) (g — 23) - - (X2, — 21). Wielomian P jest stopnia 2n, wspdélczynnik
przy wyrazeniu i - - - Tap, kKtére jest stopnia 2n, jest rowny 2. Na podstawie
Combinatorial Nullstellensatz istnieja a1 € S1, ag € Ss, ..., as, € So,, takie

ze P(ay,...,as,) # 0. To oznacza, ze kazda z réznic: (a1 — az), (az — ag), ...,
(agn — ay) jest rézna od 0, czyli istnieje taki wybdr liczb ze zbioréw Sy, ..., Sap,
7e a1 # ag,az # as,. .., a2, # ai. O

Zadanie (5th NIMO Winter Contest 2014). Zdefiniujmy taka funkcje £ : Z? — Z,
ze E(n, k) =1, gdy n < k oraz {(n, k) = —1, gdy n > k i zdefiniujmy wielomian

1000 /1000
P(l'h e 7961000) = H (Z f(na k)u) .
k=1

n=1

Wyznacz wspolczynnik przy i - - - £1900 w wielomianie P.

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze wielomian P jest stopnia 1000. Zalézmy,

ze wspélezynnik przy xizs - - - 21900 jest rézny od 0. Zdefiniujmy zbiory

S1 =8 =+ = 81000 = {—1,1}. Wéwczas korzystajac z Combinatorial
Nullstellensatz, otrzymujemy takie elementy ¢; € S;, gdzie i € {1,...,1000},

ze P(c1,...,c1000) # 0. Z drugiej strony sumy czesciowe Cy = ¢1, Co = ¢1 + ca,
C3 =c1 + co + c3, ... definiuja pewien ,spacer po liczbach catkowitych”, konczacy
sie na C' = Cggp. Liczba C musi by¢ parzysta, dlatego spacer ten w pewnym
momencie osiggnie C'/2, zatem dla pewnego k < 1000 zachodzi Cy, = C/2.
Oznacza to jednak, ze k-ty czynnik w definicji wielomianu P wynosi 0, co
przeczy stwierdzeniu P(cq, ..., c1000) # 0. Zatem wspdlezynnik przy a5 - - - 21000
musi by¢ réwny 0. O

Przejdziemy teraz do rozwiazania przytoczonego na poczatku artykulu zadania 6
z IMO 2007, ktére jest trudniejsze niz poprzednie zadania.

Rozwigzanie (Danylo Radczenko). Niech k € Ny i k < 3n. WeZzmy k parami
réznych plaszczyzn, ktérych suma mnogosciowa zawiera zbiér S i zadna z tych
plaszczyzn nie przechodzi przez punkt (0,0,0). Niech i-ta plaszczyzna bedzie
okreslona réwnaniem a;x + b;y + ¢;z = d;, gdzie a? + bf + cf %+ 0 oraz d; # 0.
Rozwazmy wielomian P postaci
k n
P(.’L‘,y,Z) = H (azm+b1y+czz - dz) -« H ({I? _])(y —j)(Z _j)7
i=1 j=1
gdzie « jest tak dobrane, ze P(0,0,0) = 0. Wielomian P(z,y, z) przyjmuje
wartos$¢ 0 dla kazdego elementu nalezacego do zbioru S. Dla k < 3n wspdlczynnik
przy z"y"z" nie jest réwny 0, gdyz jest rowny « # 0. Dla zbioréw Sy = So = S3 =
={0,1,...,n} zachodza warunki: |S1| > n, |Sa| > n, [S3| > n, wiec na podstawie
Combinatorial Nullstellensatz istnieje taki punkt (a,b,c) € {0,1,...,n}3, ze
P(a,b,c) # 0. Zatem istnieje punkt (a,b,c) € S, dla ktérego P(a,b,c) # 0.
Otrzymalismy sprzecznosé. Wobec tego k > 3n.

Wystarczy jeszcze wskazaé przyklad 3n plaszczyzn, ktére spelniaja warunki
zadania. Sa nimi

r=1lLzxz=2,...,e=ny=1Ly=2,...,y=n,2=1,2=2,...,z=n. U

Powyzsze zadanie jest pewna wariacja na temat problemu, jaki postawil Peter
Komjath: ile potrzeba hiperptaszczyzn, aby pokry¢ wszystkie, z wyjatkiem
jednego, wierzcholki kostki jednostkowej w przestrzeni n-wymiarowej.
Rozwiazanie tego problemu pojawilo sie przed 1993 rokiem, ale dopiero Noga
Alon i Zoltan Firedi w 1993 roku w pracy [2] przedstawili krétkie i eleganckie
rozumowanie. Ponizszy dowdd pochodzi z pracy [1].

Twierdzenie. Niech Hy, ..., H,, bedzie rodzing hiperplaszczyzn w R™, ktorych
suma zawiera wszystkie, z wyjatkiem jednego, wierzcholki kostki jednostkowej,
czyli zbior {0,1}". Wowczas m > n.

Dowdd. Bez straty ogélnosci mozemy przyjac, ze usunietym wierzchotkiem jest
punkt (0,...,0). Niech hiperplaszczyzna H; dana bedzie réwnaniem (a;, x) = b;,
gdzie x = (x1,...,x,) 1 {(a,b) jest standardowym iloczynem skalarnym a i b. Dla
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kazdego i € {1, ..

.,m} zachodzi warunek b; # 0, gdyz zadna z hiperplaszczyzn
nie przechodzi przez punkt (0, ...,0). Zalézmy dla dowodu nie wprost, ze m < n
i zdefiniujmy wielomian

m

P(z) = (—1)rtmt! H b; H(ﬂ% -1+ H((ai,@ — bi).
j=1 1

i= =1

Wielomian P ma stopien n i wspoélczynnik przy z; - - -z, réwny

(=) T b
j=1

zatem rézny od 0. Na podstawie Combinatorial Nullstellensatz dla
my=...=m, =1oraz Sy =... =5, ={0,1}, istnieje taki punkt ¢ € {0,1}", ze

P(c) # 0. Punkt ¢ jest rézny od (0,...,0), gdyz wielomian P przyjmuje wartosé 0
dla z = (0,...,0), a zatem punkt ¢ nalezy do zadanego zbioru i nie nalezy do

A

-

e

Literatura

zadnej z hiperplaszczyzn. OtrzymaliSmy sprzecznosé, wobec tego m > n. Teraz
wystarczy wskazaé¢ n hiperpltaszczyzn spelniajacych warunki zadania; sa one
zadane rownaniami x1 = 1,...,x, = 1. O

Mam nadzieje, ze powyzsze przyklady przekonaly Cie, Drogi Czytelniku,
o uzytecznosci Combinatorial Nullstellensatz w rozwiazywaniu probleméw

z pozoru z nim niezwiazanych. Na zakonczenie chcialbym zauwazy¢, ze

[1] N. Alon: Combinatorial
Nullstellensatz, Combinatorics
Probability and Computing 8 (1999),
7-29.

[2] N. Alon, Z. Fiiredi, Covering the cube
by affine hyperplanes, European
Journal of Combinatorics 14 (1993),
79-83.

[3] M. Michatek: A short proof of
Combinatorial Nullstellensatz,
American Mathematical Monthly 117
(2010), 821-823.

i Z.adania

Redaguje Lukasz BOZYK

M 1534. Czy na plaszczyznie mozna wskazac
taki skoniczony zbiér n > 3 punktéw S, ze dla
kazdego O € S istnieja A, B,C € S o tej wlasnosci,
ze punkt O jest érodkiem okregu opisanego na
tréjkacie ABC?

Rozwigzanie na str. 4

M 1535. Czy na plaszczyznie mozna wskazaé
taki niezawarty w prostej, co najmniej
trzyelementowy, zbior punktow S, ze dla kazdych
trzech niewspoétliniowych punktéow A, B,C € S
$rodek okregu opisanego na trdojkacie ABC
rowniez nalezy do S7

Rozwiazanie na str. 7

M 1536. Odcinek AB jest najkrotszym bokiem
trojkata ABC opisanego na okregu o srodku

w punkcie /. Na bokach BC, C'A znajduja sie
odpowiednio takie punkty D, FE, z2e EA= AB = BD.
Odcinki AD i BE przecinaja si¢ w punkcie P.
Wykazaé, ze proste AB i PI sa prostopadle.
Rozwiazanie na str. 9

10

to wspaniate twierdzenie jest shuszne dla wielomianéw o wspétczynnikach

z dowolnego ciata. Dotychczas uzywalidémy jedynie ciala liczb rzeczywistych.
Drugim w kolejnosci naturalnym wyborem ciata jest cialo Z, — cialo reszt

z dzielenia przez liczbe pierwsza p z dodawaniem i mnozeniem modulo p.
Zastosowanie Combinatorial Nullstellensatz w tej sytuacji prowadzi do niezwykle
eleganckich dowodéw bardzo pieknych twierdzen z teorii liczb. Niestety, w tym
artykule brakuje juz miejsca na przedstawienie przykladéw, obiecuje jednak
zaprezentowaé je w numerze wrzesniowym w nadziei, ze oczekiwanie zaostrzy
apetyt nie tylko Czytelnika Bardzo Zainteresowanego.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 931. Podwdjne $cianki szklanego naczynia termosu sa
posrebrzane w celu zmniejszenia przekazywania ciepla

przez promieniowanie. Pomiedzy Sciankami znajduje sie
rozrzedzony gaz. Ile wynosi maksymalne ci$nienie p tego gazu
w temperaturze T' = 20°C, aby izolacja cieplna byla skuteczna,
jezeli gazem jest azot, a odleglo$é miedzy podwojnymi
$ciankami termosu wynosi d = 5 mm? Srednica a czasteczki
azotu wynosi okolo 3,24, stala Avogadro N = 6,022-10%3mol !,
stala gazowa R = 8,314 J/(mol - K).

Wskazéwka: Jak wynika z teorii kinetycznej potwierdzonej
licznymi do$wiadczeniami, w rozrzedzonym gazie, pomiedzy
dwoma zderzeniami, czasteczka przebywa srednio odleglosé

A = 1/(ma?py/2), gdzie p oznacza liczbe czasteczek gazu

w jednostce objetosci.

Rozwiazanie na str. 9

F 932. Dwie identyczne kostki lodu o temperaturze T'= —20°C
zderzaja sie. Ile, co najmniej, musiataby wynosi¢ predkosé
kazdej z kostek, aby w wyniku tego zderzenia kostki w calosci
wyparowaly? Przyjmij, ze w przyblizeniu cieplo wlasciwe lodu
cr, =2,1J/(g- K), ciepto wlasciwe wody cw = 4,2J/(g - K),
cieplo topnienia lodu L;, = 330J/g, cieplo parowania wody
Ly =22507]/g.

Rozwiazanie na str. 22



154 uczniéw.

Nagrody stopnia pierwszego

Mariusz Trela (30) — V LO im. Augusta Witkowskiego
w Krakowie.

Nagroda stopnia drugiego

Barttomiej Bollin (24) — Zesp6t Szkét Uniwersytetu
Mikotaja Kopernika Gimnazjum i Liceum
Akademickiego w Toruniu.

Jan Fornal (23) — LO im. Jana Pawtla IT Siéstr
Prezentek w Rzeszowie.

Nagrody stopnia trzeciego

Radomit Baran (18) — LO im. Jana Pawta II Sidstr
Prezentek w Rzeszowie.

Jakub Boguta (18) — I LO im. Stanistawa Staszica
w Lublinie.

Jakub Brojacz (18) — VIII LO im. Marii
Sktodowskiej-Curie w Katowicach.

Damian Burczyk (18) — III LO z Oddzialami
Dwujezycznymi im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni.
Maciej Dziuba (18) — IT LO im. Marii
Sktodowskiej-Curie w Konskich.

Jakub Kaminski (18) — LO nr III im. Adama
Mickiewicza we Wroctawiu.

Fukasz Kaminski (18) — XIV LO im. Stanistawa
Staszica w Warszawie.

Piotr Kowalewski (18) — ITI LO z Oddziatami
Dwujezycznymi im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni.
Aleksandra Kowalska (18) — Gimnazjum im. ks.
Kardynata Stefana Wyszynskiego w Glogowie
Matopolskim.

Adrian Kozluk (18) — XIIT LO w Szczecinie.

Jakub Kubacki (18) — XIV LO im. Stanistawa Staszica
w Warszawie.

Jedrzej Kula (18) — V LO im. Augusta Witkowskiego

w Krakowie.

Wyniki
Olimpiad
2016/2017

> Sy

LXVIII Olimpiada Matematyczna

W zawodach stopnia pierwszego wzieto udzial 1495 uczniéw, do zawodow
stopnia drugiego zakwalifikowano 632 uczniow, a do zawodow stopnia trzeciego —

Komitet Gléwny Olimpiady Matematycznej na posiedzeniu w dniu 5 kwietnia br.
postanowil przyznaé¢ 27 tytuléw laureata oraz nagrody pierwszego, drugiego,
trzeciego i czwartego stopnia. Otrzymali je nastepujacy zawodnicy (w nawiasie
podano liczbe uzyskanych punktéw na 36 mozliwych):

Jan Lebioda (18) — XIV LO im. Stanislawa Staszica
w Warszawie.

Tomasz Przybylowski (18) — Zesp6t Szkot
Uniwersytetu Mikolaja Kopernika Gimnazjum i Liceum
Akademickiego w Toruniu.

Jacek Salata (18) — V LO im. Augusta Witkowskiego
w Krakowie.

Michat Siennicki (18) — XIV LO im. Stanistawa
Staszica w Warszawie.

Szymon Stolarczyk (18) — II LO im. Cypriana Kamila
Norwida w Ostrotece.

Jakub Wegrecki (18) — III LO im. Adama Mickiewicza
w Tarnowie.

Radostaw Zak (18) — Katolickie Gimnazjum

im. Swietej Rodziny z Nazaretu w Krakowie.

Jadwiga Agnieszka Czyzewska (17) — XIV LO

im. Stanistawa Staszica w Warszawie.

Stanistaw Strzelecki (17) — XIV LO im. Stanistawa
Staszica w Warszawie.

Antoni Zewierzejew (17) — III LO z Oddziatami
Dwujezycznymi im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni.

Nagrody stopnia czwartego

Jan Kociniak (14) — I LO im. Bolestawa Chrobrego
w Piotrkowie Trybunalskim.
Maciej Maruszczak (14) — XIIT LO w Szczecinie.

Nagrode im. Andrzeja Makowskiego za najlepiej
zredagowane poprawne rozwiazanie zadania z finalu
LXVIII Olimpiady Matematycznej otrzymaly
nastepujace osoby:

Philip Smolenski-Jensen (zadanie 4) — XIII LO

w Szczecinie.

Szymon Stolarczyk (zadanie 4) — IT LO im. Cypriana
Kamila Norwida w Ostrolece.

Mariusz Trela (zadanie 2) — V LO im. Augusta
Witkowskiego w Krakowie.

Komitet Gtéwny Olimpiady Matematycznej dziekuje wszystkim, ktorzy
pomagali finalistom w przygotowaniach do zawodow.

Zadania oraz pelng wersje komunikatu mozna znalezé na stronie www.om.edu.pl.
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LX Olimpiada Astronomiczna

Laureaci

Wroctawiu

w Warszawie

I. Zofia Kaczmarek, III klasa Gimnazjum i Liceum Akademickiego w Toruniu
II. Bartosz Dzieciol, III klasa XIII Liceum Ogolnoksztalcacego w Szczecinie
ITI. Michat Wéjcik, III klasa III LO im. Adama Mickiewicza w Tarnowie
IV. ex aequo Patryk Rachwal, III klasa IIT LO im. Adama Mickiewicza we

IV. ex aequo Dawid Borys, III klasa V LO im. Augusta Witkowskiego w Krakowie
VI. ex aequo Btazej Rozwoda, III klasa V LO im. Augusta Witkowskiego w Krakowie
VI. ex aequo Zbigniew Przygoda, III klasa XIV LO im. Stanistawa Staszica

VI. ex aequo Bartosz Salwiczek, I klasa I LO im. Mikolaja Kopernika w Kotobrzegu
IX. Kornel Ksiezak, II klasa XIII Liceum Ogdlnoksztalcace w Szczecinie

Finalisci (w kolejno$ci alfabetycznej)

Strona internetowa
Olimpiady Astronomicznej:
http://wuw.planetarium.edu.pl/oa.htm

XII Olimpiada Matematyczna Junioréw

W XII Olimpiadzie Matematycznej Junioréw, adresowanej do uczniéw gimnazjum, wzieto udziat
12154 uczniéw z 1157 szkét. Do zawoddéw drugiego stopnia awansowato 1104 uczniéw z 478 szkét,

a do zawodéw finatowych 173 uczniéw z 94 szkot.

Komitet Gtéwny Olimpiady Matematycznej Junioréw postanowit przyznaé¢ 85 osobom z 58 szkét
tytul laureata pierwszego, drugiego i trzeciego stopnia. Otrzymali je nast¢pujacy zawodnicy:

Laureaci I stopnia

Stanistaw Piotr Hauke, Aleksandra f.ucja Kowalska,
Marcelina Marjankowska, Iwo Pilecki-Silva,

Tomasz Slusarczyk, Radostaw Zak, Jakub Maciej Baranowski,

Pawel Franciszek Gadzinski, Kacper Harasimowicz,
FLukasz Marek Orski, Jakub Franciszek Piotrowicz,
Rafal Piotr Pyzik, Michal Uminski

Laureaci II stopnia

Dominik Oskar Bataban, Juliusz Banecki,

Adam Stanistaw Baranski, Cezary Mikotaj Botta,
Jagoda Maria Bracha, Antoni Buraczewski,

Dominik Bysiewicz, Dominik PawetChmura,
Barttomiej Ciedlar, Mieszko Jakub Grodzicki,

Justyna Joanna Jaworska, Gabriel Marian Kicinski,
Tymoteusz Kucharek, Piotr Michatl Lisicki,

Pawel Lacek, Filip Nogaj, Franciszek Stanistaw Nowak,
Krzysztof Marek Olejniczak, Justyna Maja Palikowska,
Witold Pietron, Mateusz Kamil Sabat,

Mateusz Scharmach, Jakub Sprawka, Dawid Sula,
Joanna Maria Wojciechowska, Mateusz Wréblewski,
Kacper Zieniuk, Mikotaj Tomasz Znamierowski

Jakub Adamski, III klasa II LO im. Generalowej Zamoyskiej w Poznaniu
Krzysztof Druciarek, I klasa XIII Liceum Ogdlnoksztalcace w Szczecinie
Mitosz Dudek, II klasa I LO im. Bolestawa Chrobrego w Pszczynie
Adam Gonstal, II klasa [ LO im. Ziemi Kujawskiej we Wtoctawku
Mariusz Janosz, 111 klasa I LO im. Bolestawa Chrobrego w Pszczynie
Wojciech Kolesinski, I klasa XIII Liceum Ogdélnoksztalcace w Szczecinie
Krzysztof Lisiecki, II klasa LO im. Wtadystawa Lokietka w Radziejowie
Anna Olechowska, II klasa I Spoteczne LO im P. Jasienicy w Warszawie
Kamil Siemionek, III klasa I Liceum Ogdlnoksztatcace w Radzyniu Podlaskim
Grzegorz Uriasz, 111 klasa I LO im. Mikotaja Kopernika w Krosnie
Sonia Wittek, III klasa V LO im. Augusta Witkowskiego w Krakowie
Wiktor Wlodarczyk, II klasa XIII Liceum Ogdlnoksztatcace w Szczecinie

Matemqtycznq
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Laureaci III stopnia

Jakub Franciszek Adamek, Natalia Agnieszka Adamska,
Piotr Aksamit, Mieszko Baszczak, Daniel Bernatowicz,
Jan Bogucki, Aleksander Robert Bosek,

Adam Dankowiakowski, Oskar Dabkowski,

Damian Wojciech Dagbrowski, Jan Pawet Dobrakowski,
Wojciech Jan Drozd, Julia Helena Filip,

Krystyna Maria Gasinska, Krzysztof Mikotaj Gaciarz,
Robert Higgins, Igor Kaminski, Kosma Jan Kasprzak,
Piotr Maksymilian Kepczynski, Michal Kierul,

Julian Jacek Kocerka, Krzysztof Tomasz Kosson,
Mateusz Franciszek Krajewski, Patryk Marszalek,
Tomasz Modzelewski, Mateusz Jakub Nowak,

Michal Jézef Nowak, Jakub Nowakowski,

Piotr Adam Pomagalski, Julia Radzio, Pawel Sajdak,
Szymon Sobczak, Michal Staniewski,

Michal Jan Stankiewicz, Szymon Szecowka,

Michatl Stawomir Szwej, Jakub Terlikowski,
Aleksander Jan Walenciak, Kacper Wasiak,

Dominik Wawszczak, Michal Antoni Wilinski,

Antoni Maciej Wisniewski, Marek Zbysinski,

Piotr Zygmunt

Komitet Gtéwny OMJ pragnie serdecznie podzickowaé¢ Fundacji mBanku, Instytutowi
Matematycznemu PAN, Szkole Przymierza Rodzin im. Jana Pawtla II w Warszawie
oraz Wydziatlowi Matematyki i Nauk Informacyjnych Politechniki Warszawskiej

za wsparcie organizacji Olimpiady, a takze Fundacji mBanku, Panu Franciszkowi

Zadania oraz pelng wersje komunikatu
mozna znaleZé na stronie www.omg.edu.pl.

laureatéw OMJ.
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LXVI Olimpiada Fizyczna

W dniach 21-25 kwietnia br. odbyt sie w Warszawie final LXVI Olimpiady
Fizycznej. Do tegorocznych zawodow trzeciego stopnia zakwalifikowalo

sie 72 zawodnikow. W sobote 22 kwietnia zawodnicy w dwdch turach
rozwiazywali zadanie do$wiadczalne, ktérego celem bylo wyznaczenie predkosci
dzwieku w aluminiowej rurce. Zadanie to wymagalo starannego wykonania,
najtrudniejsze jednak okazalo si¢ dla zawodnikéw zaproponowanie opisu
zjawiska rozchodzenia si¢ zaburzenn mechanicznych w rurce, ktéry miatby
zwiazek z eksperymentem mozliwym do wykonania przy uzyciu dostarczonych
materialéw i narzedzi.

W niedziele 23 kwietnia zawodnicy zmierzyli si¢ z zadaniami teoretycznymi.
Pierwsze z nich polegalo na szczegbélowej analizie zderzenia dwéch sztywnych
cial. Jakkolwiek do poprawnego rozwiazania wystarczylto uzy¢ zupelnie
elementarnych poje¢, wielu zawodnikéw pogubilo sie w dyskusji tarcia
statycznego i dynamicznego. W efekcie, ku zdziwieniu organizatorow

i sprawdzajacych, srednie oceny punktowe za to zadanie byly bardzo niskie.

W drugim zadaniu nalezatlo przeanalizowaé¢ przeptyw pradu w kondensatorze
wypelnionym dwiema warstwami materialow rézniacych sie przenikalnoscia
elektryczna i przewodnoscia. Rozwiazanie tego zadania wykorzystywalo

w zasadzie proste wzory elektrostatyki i wlasnosci uktadéw RC.

W trzecim, najbardziej rozbudowanym zadaniu, nalezato przeprowadzi¢ analize
dos¢ ekstrawaganckiej elektrowni kosmicznej. Zadanie to laczylo elementy
optyki geometrycznej i termodynamiki. Najwickszym wyzwaniem okazala sie
dla rozwiazujacych jego ztozono$¢, wymagajaca przeprowadzenia wieloetapowego
rozumowania i obliczen.

Redaktorzy zadan finalowych Olimpiady Fizycznej staraja sie zawsze, by
rozwiazania sktadaly sie¢ z elementarnych krokéw niewykraczajacych poza
omawiany w szkole zakres materiatu, ale wymagajacych ,,pogtéwkowania”

i uswiadomienia sobie istoty fizycznej rozwazanego problemu. W tym roku
zadania finalowe wykorzystywaly wiele zagadnien, jakie pojawily si¢ na
pierwszym, korespondencyjnym etapie Olimpiady. Spowodowalo to, ze
zawodnicy byli stosunkowo dobrze przygotowani do zawoddéw i mogli skupic¢

sie na analizie treéci fizycznych. Treséci zadan wraz z wzorcowymi rozwigzaniami
mozna znalezé na stronie Komitetu Giéwnego OF www.kgof . edu.pl.

Tegoroczny final mial szczegdlna oprawe, polaczony byl bowiem ze
Swietowaniem 50. rocznicy pierwszej Miedzynarodowej Olimpiady Fizycznej,
ktora odbyta sie w 1967 roku w Warszawie. Z tej okazji z zawodnikami spotkal
sie w dniu 24 kwietnia wiceminister edukacji narodowej, pan Maciej Kope¢,
ktéry wzial udzial w roboczym spotkaniu poswieconym omawianiu rozwiazan
zadan finalowych. Na gale finalowa organizatorzy zaprosili zas wielu bylych
olimpijczykéw, w tym zwyciezce Olimpiady sprzed pdélwiecza, Bogdana
Cichockiego, dzis profesora na Wydziale Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego,
ktéry podzielil sie z publicznoscia swymi wspomnieniami i refleksjami.

Laureatami LXVI Olimpiady Fizycznej zostali 12. Filip Bojdecki
(w kolejnosci zajetych miejsc): VI LO im. T. Reytana w Warszawie
6. Jakub Boguta 13. Tomasz Cheda
I LO im. S. Staszica w Lublinie VI LO im. J. Kochanowskiego w Radomiu
7. Wojciech Szymarnski 14. Bartosz Godycki-Cwirko
VI LO im. J. Kochanowskiego w Radomiu LO im. Kazimierza Wielkiego w Kole
8. Juliusz Neuman 15. Wojciech Kosior
Publiczne LO Politechniki Lédzkiej w Lodzi I SLO im. htm. J. Tarnowskiego w Tarnobrzegu
9. Mateusz Turowski 16. Andrzej Oreszczuk
I LO im. M. Kopernika w Krosnie VI LO im. J. Kochanowskiego w Radomiu
10. Jakub Skérka 17. Radostaw Grabarczyk
V LO im. A. Witkowskiego w Krakowie III LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni
11. Dominik Borys 3 18. Mikotaj Kaldan
ZS0 nr 2 im. G. Morcinka w Rudzie SL VI LO im. J. i J. Sniadeckich w Bydgoszczy

Nagrody dla nauczycieli zostaly ufundowane przez Polskie Towarzystwo Fizyczne
dzieki wsparciu Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego.
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XXIV Olimpiada Informatyczna

W dniach 10-13 kwietnia 2017 r. w Warszawie odbyly sie zawody
1T stopnia XXIV Olimpiady Informatycznej. Zostalo do nich
zakwalifikowanych 94 zawodnikéw. W ciagu dwoch dni zawoddw
finalowych zawodnicy mieli do rozwiazania w sumie pie¢ zadan
programistycznych ocenianych od 0 do 100 punktéw.

Komitet Gléwny przyznatl tytuly laureata I, IT i IIT miejsca
zawodnikom, ktorzy w zawodach finatowych uzyskali,
odpowiednio, co najmniej 400, 300 i 200 punktéw, i wyrdznit

Olimpiada
INnformatyczna

zawodnikéw, ktérzy w finale uzyskali co najmniej 150 punktéw.
Ponizej publikujemy liste tych zawodnikéw (w nawiasach liczba
zdobytych punktéw oraz szkola). Lista wszystkich finalistéw jest
dostepna na stronie http://oi.edu.pl.

Laureaci I miejsca

1. Mariusz Trela (450, V Liceum Ogdlnoksztalcace
im. Augusta Witkowskiego, Krakow)

2. Jan Olkowski (449, XIV Liceum Ogdlnoksztalcace
im. Stanistawa Staszica, Warszawa)

3. Stanistaw Strzelecki (444, XIV Liceum
Ogdlnoksztatcace im. Stanistawa Staszica,
Warszawa)

Laureaci IT miejsca

4. Mieszko Grodzicki (385, Publiczne Gimnazjum
z Oddzialami Integracyjnymi nr 2 im. Adama
Mickiewicza, Pionki)

5. Anadi Agrawal (382, Liceum Ogolnoksztalcace
nr XIV im. Polonii Belgijskiej, Wroctaw)

6. Maciej Nadolski (369, III Liceum
Ogodlnoksztalcace im. Marynarki Wojennej RP,
Gdynia)

7. Damian Burczyk (365, 11T Liceum
Ogdlnoksztatcace im. Marynarki Wojennej RP,
Gdynia)

8. Krzysztof Matysa (360, XIII Liceum
Ogodlnoksztalcace, Szczecin)

9. Rafal Lyzwa (354, VI Liceum Ogdlnoksztalcace
im. Jana Kochanowskiego, Radom)

10.-12. Franciszek Budrowski (344, I Liceum
Ogdlnoksztalcace im. Adama Mickiewicza,
Bialystok)

Kacper Kluk (344, IIT Liceum Ogdlnoksztalcace
im. Marynarki Wojennej RP, Gdynia)

Artur Puzio (344, XIV Liceum Ogdlnoksztalcace
im. Stanistawa Staszica, Warszawa)

13. Jan Lebioda (336, XIV Liceum Ogdlnoksztalcace
im. Stanistawa Staszica, Warszawa)

14. Krzysztof Pidro (334, III Liceum Ogdlnoksztalcace
im. Adama Mickiewicza, Tarnéw)

15. Tomasz Ponitka (329, Liceum Ogolnoksztalcace
nr XIV im. Polonii Belgijskiej, Wroctaw)

16. Juliusz Pham (324, III Liceum Ogdlnoksztalcace
im. Marynarki Wojennej RP, Gdynia)

17.-18. Michal Gérniak (312, I Liceum
Ogdlnoksztalcace im. Tadeusza Kosciuszki, Legnica)
Pawel Pawlik (312, XIV Liceum Ogolnoksztalcace
im. Stanislawa Staszica, Warszawa)

19. Jakub Boguta (306, I Liceum Ogolnoksztalcace
im. Stanistawa Staszica, Lublin)
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20. Kacper Walentynowicz (304, III Liceum
Ogolnoksztatcace im. Marynarki Wojennej RP,
Gdynia)

Laureaci III miejsca

21. Pawel Burzynski (282, III LO, Gdynia)

22. Przemystaw Podlesny (281, II LO, Lubartéw)
23. Mateusz Gienieczko (279, IIT LO, Gdynia)
24.-25. Wojciech Baczkowski (274, III LO, Gdynia)
Pawel Charyto (274, I LO, Bialystok)

Michat Siennicki (262, XIV LO, Warszawa)
Pawel Anikiel (260, IIT LO, Gdynia)

Stanistaw Szcze$niak (258, XIV LO, Warszawa)
29. Kamil Piechowiak (254, VIII LO, Poznan)

30. Piotr Kowalewski (251, IIT LO, Gdynia)

31.-32. Krzysztof Potepa (250, V LO, Krakéw)
Bartlomiej Wactawik (250, V LO, Krakéow)
Piotr Borowski (241, I LO, Lublin)

Piotr Nawrot (240, VI LO, Radom)

Jacek Salata (235, V LO, Krakéw)

Jakub Kubacki (233, XIV LO, Warszawa)
Antoni Zewierzejew (231, ITI LO, Cdynia)
Filip Gobis (223, III LO, Gdynia)

Krystian Krél (222, VI LO, Radom)

Wojciech Szymanski (208, VI LO, Radom)
Mateusz Rzepecki (203, LO nr III, Wroclaw)
Zuzanna Opata (200, Liceum Akademickie UMK,
Torun)

26.
27.
28.

33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.

Finali$ci z wyrdznieniem

Mateusz Orda (190, LO nr III, Wroclaw),
Grzegorz Gawryal (187, IIT LO, Tarnéw),
Iwona Kotlarska (185, XIV LO, Warszawa),
Rafal Czarnecki (178, I LO, Bialystok),
Michal Lopata (178, I LO, Bialystok),
Konrad Staniszewski (172, VI LO, Radom),
Karolina Gabara (170, IIT LO, Gdynia),
Mateusz Cegietka (168, XIV LO, Warszawa),
Tomasz Nowak (167, XIV LO, Warszawa),
Pawel Sawicki (162, IIT LO, Gdynia),

Adam Pawlowski (161, VIII LO, Poznan),
Karol Gorski (160, XIV LO, Warszawa),
Arkadiusz Kozdra (158, LO nr XIV, Wroctaw),
Jakub Bartminski (152, XIV LO, Warszawa),
Konrad Czapliniski (152, I LO, Bialystok),
Rafal Maj (152, I LO, Bialystok),

Patryk Peczak (152, I LO, Legnica)



Superkomputery

Superkomputery pomagaje w badaniach przyrody,
projektowaniu urzqdzen i lekow. Czym sq, jak

dzialajq, jakich uzywajg procesorow, jak szybko liczq?
Odpowiedzi na te pytania zilustrujemy przykladami kilku
superkomputeréw, w tym czterech najszybszych na swiecie
oraz najwickszego w Polsce.

Zdefiniujmy superkomputer

W latach 60. (to starozytna epoka technik obliczeniowych;
geometryczny postep technologii komputerowej opisaliSmy
w Delcie 5/2017) uznawano za superkomputery maszyny
firm Cray i CDC. Byly 3 do 10 razy szybsze niz inne
komputery. PéZniej nazywano tak wszelkie systemy
zdolne do obliczen o rzad wielkosci szybszych niz
pojedynczy, éredni komputer. Pod koniec XX wieku
miedzynarodowa grupa informatykéw podjeta sie
uaktualniania dwa razy na rok szczegolowej listy

500 najszybszych systeméw obliczeniowych $wiata. Jesli
przyjac tresé listy za ich definicje, to wiadomo $cidle, ile
jest superkomputeréw (500). Liste TOP500 tatwo jest
odszukaé¢ w sieci.

Od chaosu do Linuxa

Do pierwszych lat obecnego wieku panowala trudna dzi$
do wyobrazenia réznorodnoé¢ i konkurencja kilkunastu
rodzajéw procesorow. Mikroprocesory o architekturze x86
korporacji Intel zdobyly w ostatniej dekadzie catkowita
przewage w dziedzinie wysokowydajnych obliczen

HPC (High Performance Computing), pozostawiajac
konkurencyjnej (takze amerykanskiej) architekturze Power
firmy IBM mniej niz 10% rynku. To samo nastapilo
wérdéd maszyn domowych. Np. komputery Apple miaty
kiedy$ procesory Motoroli, potem PowerPC, ale od 2005 r.
przeszly na procesory z rodziny x86. Tylko w telefonach
przewage zyskaly procesory ARM (o zredukowanym
stowniku komend procesora). Azja i Europa (mimo ze

ta druga nie produkuje wiodacych procesoréw) mysla

o zawojowaniu w nastepnej dekadzie z pomoca oszczednej
architektury ARM rynku superkomputeréw.

Podobna unifikacja zaszta w oprogramowaniu podstawowym
superkomputeréow. Z chaosu dawnych zmagan wytonit sie
jako zwyciezca system operacyjny Linux (potomek Unixa).
System Windows nie jest spotykany w swiecie HPC. Linux
jest nie tylko bardziej logiczny i niezawodny, ale jest tez
systemem otwartym i darmowym. Mikroprocesory Intela
sa natomiast niezawodne, szybkie i popularne, ale pilnie
strzezone patentami i drogie. Produkcja odbywa sie w 75%
w USA, a reszta w Irlandii, Izraelu i Chinach, po czym
wysylane sa zwykle do koricowej integracji i testowania

w Malezji. Zamiana piasku (krzemu) na procesory to
dziatalno$é oplacalna, lecz kapitalochlonna. Skoro mowa

o pieniadzach, to Intel oferuje zwykle studentom wszystkich
uczelni swiata za darmo swoje drogie oprogramowanie.
Warto skorzystac!

Anatomia superkomputera: rdzenie, pamieci
i lacza

W dawnych czasach superkomputer miat 4 do 8
niezaleznych procesoréw (rdzeni) i unikatowy system
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tacz danych. Miescit sie w jednym duzym monolicie.
Obecne superkomputery sa zupelnie inne: to klastry, czyli
bardzo liczne (~ 10%) wezly obliczeniowe umieszczone

w standardowego wymiaru szafach komputerowych,
polaczone szybkimi taczami. Wezel ma kilka procesoréw
obliczeniowych (1-8), a z fizycznej koniecznosci
uzasadnionej w wyzej cytowanym artykule Delty kazdy
procesor ma wiele rdzeni liczacych réwnoczesnie (od

4 do 240). Duzy superkomputer ma dzi§ zatem wiele
milionéw rdzeni obliczeniowych, z ktorych kazdy moze
wykonywac kilka rownolegtych watkow obliczen. Zadanie
musi zosta¢ podzielone na mnéstwo wspdibieznych

czesci, dopasowanych jak najlepiej do wielopoziomowej
hierarchii zaréwno kalkulatorow, jak i pamieci: od
pamieci podrecznej (cache, do kilkudziesigciu MB)

i pamieci operacyjnej (10 do 100 GB, tj. gigabajtéw),

az po najwolniejsze i najbardziej pojemne pamieci

state lub dyskowe (czasami w sumie kilka petabajtéw,
PB = 10'5B). Szybkoéé dostepu do pamieci z dowolnego
procesora jest zasadnicza, dlatego tacza komunikacyjne sa
niestychanie wazne, bedac potencjalnie waskim gardtem
obliczen. W najpopularniejszych taczach Infiniband
wiazka drutéw lub Swiattowodem ptynie strumienn danych
50-100 GB/s. Komputer ma wiecej laczy niz weztdéw, np.
w topologii wielowymiarowego torusa. Dane rozpoczynaja
plynaé szerokim strumieniem juz po mikrosekundzie od
wystania komendy. W najwickszych instalacjach w czasie
sekundy transmitowany jest siecia tacz petabajt, tj.
zawarto$é trzeciej co do wielkosci na Swiecie biblioteki

na Uniwersytecie Toronto (54 miliony dokumentéw).

Gdy poréwnamy ten strumien liczb (~ 104 liczb/s)

z sumarycznym tempem dziatan arytmetycznych

w superkomputerze (prawie 100 PFLOP/s = 10'7/s),

to zrozumiemy, ze rdzenie obliczeniowe duzo szybciej
produkuja wyniki dzialan, niz pozyskuja dane. Sztuka
HPC sprowadza si¢ do tego, by liczy¢ jak najbardziej
lokalnie, nie dajac si¢ rdzeniom nudzi¢ w oczekiwaniu

na dane z odleglej pamieci. Pomagaja w tym nieco
kompilatory, ttumaczace program w jednym z jezykdw
komputerowych (C++, Fortran i in.) na binarne instrukcje
w kodzie x86. Optymalizacja nie odbywa si¢ jeszcze

w pelni automatycznie. Nadal wazna role odgrywaja
umiejetnosci programisty decydujacego o strukturach
danych i programu.

Platformy obliczeniowe i systemy

Superkomputer umieszczony jest w odpowiednio
zaprojektowanym budynku, w sali o powierzchni
100-600 m?. Zuzywa do kilkunastu MW mocy, a jego
potezny uktad chtodzenia wodnego lub powietrznego
znajduje sie w innej czesci budynku. Pracuje

w komputerze tyle wentylatorow i pomp, ze na uszach
trzeba mie¢ ochraniacze, jesli przebywa si¢ w poblizu
ponad 15 minut dziennie.

W czoléwee najpotezniejszych maszyn (pierwsze 3 wiersze
tabeli na nastepnej stronie) wigkszos$¢ obliczeri robia nie
procesory gléwne (CPU), lecz dodatkowe koprocesory, kazdy



o duzej liczbie rdzeni, cho¢ o wolniejszych od CPU zegarach
taktowych, ze wzgledu na limit energii. Omawiajac tabele,
poznamy dwa gtéwne rodzaje platform obliczeniowych
nazywanych MIC i GPU. W tabeli figuruja: rok budowy
systemu i 6wczesne miejsce w rankingu, liczba rdzeni
obliczeniowych, moc zasilania, rodzaj gtéwnej platformy
obliczeniowej i dwie miary predkosci: P, najwieksza

Niektére superkomputery (styczenn 2017 roku).

predkosé w testach, i Ppax, predkosé osiagalna teoretycznie
(w jednostkach petaflop/s, PF = 10' operacji podwéjnej
precyzji na sekunde). Podajemy tez koszt systemu i koszt
wzgledny (stosunek koszt/predko$é w tysiacach dolaréw za
1 teraflop/s). Najwicksze systemy nie sa, jak widaé, tanie,
ale dla poréwnania — nie sa drozsze niz samolot pasazerski
Airbus A380.

Pierwsze cztery to najszybsze obecnie systemy.

. ranking, . P | (Pmax) | zasil. rodzaj koszt
kraj nazwa W roku rdzeni PF] PF] IMW] proc. fmin §] koszt/ P
Chiny Sunway TaihuLight 1, 2016 | 0,6 mln 93 (125) 15 MIC 237 2,5
Chiny Tianhe-2 1, 2013 | 3,1 mln 34 (55) 18 MIC 390 11
USA Tytan 1, 2012 | 0,6 mln 18 (27) 8 GPU 97 5
USA Sekwoja 1, 2012 | 1,6 mln 17 (20) 7 CPU 250 13
Polska | Prometeusz 38, 2015 | 41 tys. 1,7 (2,3) 0,9 CPU 12 7
Kanada | SciPhi >500, 2016 | 3.4 tys. | 0,07 | (0,08) | 0,02 | MIC+GPU | 0,06 0,9

Systemy tradycyjne oparte na CPU: Prometeusz i Sekwoja

Najszybszym komputerem w historii Polski, przez pewien
czas 38. na $wiecie (dzi$ 59.), jest Prometeusz, zainstalowany
w 2015 r. w krakowskiej Akademii Gérniczo-Hutniczej przez
firme Hewlett-Packard. Jest oparty na CPU serii Haswell
Intela i osiaga 1,7 PF. Na powierzchni zaledwie 13 m?
miesci 15 szaf sprzetowych z 30 t sprzetu zuzywajacego
prawie megawat mocy elektrycznej. Podobnie jak poprzedni
superkomputer AGH, Zeus (ciagle na liscie TOP500),
pomaga polskim naukowcom w badaniach podstawowych

i stosowanych, zwlaszcza w zakresie chemii fizycznej,
medycyny i bioinformatyki, a takze fizyki i inzynierii. Tym
zajmuja si¢ tez wszystkie inne superkomputery na swiecie.
Wigkszym odpowiednikiem Prometeusza jest amerykanska
Sekwoja, przez p6t 2012 roku najszybszy superkomputer
$wiata, ktéry zawiera 16-rdzeniowe procesory centralne IBM
PowerPC i miesci si¢ w 98 szafach w laboratorium Lawrence
Livermore koto San Francisco. To byt zapewne ostatni
najszybszy system zbudowany wytacznie z CPU o niewielkiej
liczbie rdzeni. Jego najbardziej znanymi osiggnieciami byty
symulacja kosmologiczna z 3,6-10'? czastkami oraz symulacja
elektrofizjologii serca. Sekwoja ma intrygujaco podwdéjna
osobowos¢: projektuje bron jadrowa, a jednoczesnie stara sie
uchronié¢ ludzkosé od skutkéw ocieplenia klimatu.

Obliczenia nietradycyjne: Tianhe-1A i Tytan

Pierwszy najszybszy komputer oparty nie na CPU,

lecz gtéwnie na GPU (Graphics Processing Unit, czyli
procesor graficzny) powstal w 2010 roku w ChRL; byt to
niewymieniony w naszej tabeli Tianhe-1A (Droga Mleczna
1A) w miescie Tiancin. Dwa lata pézniej podobna maszyne
numer 1 zbudowala firma Cray w oérodku jadrowym w Oak
Ridge, Tennessee. Tianhe-1A mial 7 tys. kart graficznych
Nvidia Tesla generacji Fermi, zas Tytan 19 tys. kart Nvidia
Tesla generacji Kepler. Nieprzypadkowo te wlaénie procesory
znajduja sie w uzytkowych kartach graficznych do gier
komputerowych. GPU rozwinetly sie, kiedy CPU przestat
by¢ wystarczajaco wydajny, aby tworzy¢ kadry animacji
kilkadziesigt razy na sekunde. GPU staly sie wielordzeniowe
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i bardzo wielowatkowe. Paradoksalnie na poczatku

obecnego wieku CPU w komputerze naukowca nie nadazal
w arytmetyce za GPU stuzacym do zabawy. Brakowato
jednak mozliwosci tatwego programowania GPU. Problem
ten rozwigzali inzynierowie Nvidii 10 lat temu. Do obliczen
naukowo-technicznych na swych kartach graficznych firma
udostepnita darmowo rozszerzenie jezyka C o nazwie CUDA,
dodajac stopniowo cala game pomocy dla programistéw,
takich jak biblioteki wspétbieznego oprogramowania
matematycznego. Pézniej powstal OpenCL (Open Compute
Language), w zamierzeniu jezyk programowania wszystkich
urzadzen obliczeniowych. Naukowcy przy uzyciu masowej
paralelizacji swych symulacji, gdzie liczba réwnolegtych
watkow sigga wielu tysiecy, dokonywali niemal cudéw. GPU
nie sa co prawda tak inteligentne, jak CPU, lecz masowo
powtarzajac proste, identyczne sekwencje instrukcji na
zmieniajacych si¢ danych, sa najefektywniejsze. Jednak
programowanie GPU jest bardziej ztozone niz programowanie
CPU, a pewne zadania wrecz nie znoszg rozdrobnienia. Obiad
dla jednej rodziny kilku kucharzy zrobi szybciej niz jeden,
ale dwustu powolnych i niezbyt inteligentnych kucharzy
tylko spowolni te prace. Tytan ma setki tysiecy ,kucharzy”,
dlatego receptury (programy) dla niego sa wybierane bardzo
uwaznie. Liczy naraz tylko okoto 5 zoptymalizowanych zadan;
w sumie tylko okolo 30 rocznie. Symulowano m.in. fizyke
spalania w projektowanych silnikach diesla, elektrownie
jadrowe, nowe polimery, przewidywano zmiany klimatu.
Symulowano wybuchy supernowych oraz dynamike naszej
Galaktyki tak doktadnie, ze kazda z 200 mld gwiazd miata
odpowiedniczke w komputerze!

Droga Mleczna-2 i procesory MIC

Tianhe-2, obecnie numer 2 w rankingu, oparto w 2013 roku
na nowej platformie obliczeniowej MIC (Many Integrated
Cores, liczne zintegrowane rdzenie). To klasa procesoréw
firmy Intel, znana tez jako Xeon Phi (koprocesor KNC, czyli
Knights Corner z 2013 r., oraz procesor KNL, czyli Knights
Landing z 2016 r., ktéry ma wszystkie zasadnicze funkcje
CPU i moze zastepowaé¢ CPU). MIC to doprowadzony




do granic efektywnoéci schemat CPU, o standardowej
architekturze 64-bitowej x86, z liczba rdzeni pomiedzy

57 a 72. Rdzenie sa bardziej zlozone niz w GPU, ale prostsze
niz w CPU. Nie maja, na przyklad, zdolnosci przestawiania
kolejnosci instrukeji w programie dla jego przyspieszenia ani
przewidywania, jak potoczy sie¢ dalsze wykonanie programu,
aby zawczasu zazadaé¢ danych i instrukcji z pamieci. Dlatego
MIC ,lubi” pracochtonne, ale nieskomplikowane rodzaje
obliczen, np. niektére macierzowe, i jest w nich okoto
dwukrotnie szybszy niz CPU zblizonej generacji. Warto
poréwnaé tu procesory MIC i GPU. W biologii zachodzi
zjawisko ewolucji konwergentnej, kiedy zupelnie rézne
gatunki przybierajg zblizony wyglad i zachowanie zgodne

z wymaganiami srodowiska. Podobna ewolucja MIC i GPU
spowodowala, ze mimo niekompatybilnych schematéw
budowy wewnetrznej ich karty obliczeniowe trudno odréznié,
zawieraja rownie wielka liczbe tranzystoréw (5-10 mld),
zblizone liczby fizycznych rdzeni (nazywanych w GPU

SMP, multiprocesorami symetrycznymi), maja to samo
ograniczenie na zuzywang moc i wymuszong przez to
czestotliwo$¢ zegara f = 1-1,5 GHz, i w koncu — rézniaca
sie zazwyczaj nie wiecej niz dwukrotnie moc obliczeniowa. To
$wiadczy dobrze o inzynierach, ktérzy i w MIC, i w GPU
optymalnie wykorzystuja tranzystory dostepne w danej
technologii procesorowej. Sa jednak istotne dla uzytkownika
réznice. CPU i MIC liczg zaréwno w pojedynczej, jak

i podwdjnej precyzji (7 i 15 dziesigtnych miejsc znaczacych).
Projektanci GPU pos$wigcali natomiast podwdjnej precyzji
niewiele obwodéw (sa niepotrzebne do gier ani do sztucznej
inteligencji) i to spowalnia karty graficzne w zastosowaniach
naukowych. W odréznieniu od kart graficznych karty Xeon
Phi uruchamiaja odchudzony system operacyjny Linux,
stajac sie komputerami wewnatrz komputera, z wltasnym
adresem sieciowym. Z czasem réznice miedzy CPU i MIC
znikna, nie zajdzie to za§ w przypadku GPU (innych niz
firmy Intel).

Wracajac do Tianhe-2, warto zauwazy¢, ze uzyto w nim
koprocesoréw MIC z 57 rdzeniami w tak zmasowanej liczbie
(3 mln rdzeni), ze detronizacja tego systemu z pierwszego

miejsca rankingu zajeta nietypowo diugo, bo az 3 lata.
Historia Tianhe-2 jest frapujaca. Intel planowal rozszerzy¢
swe wplywy w Azji, oferujac procesory KNC instytutowi
Ludowej Armii Chin. Tianhe-2 powstal tam na bazie
chinskich taczy i pltyt gtéwnych oraz najnowszych produktéw
Doliny Krzemowej. Na rok 2015 zaplanowano podwojenie
mocy obliczeniowej. Intel zaczal produkcje dodatkowych
procesoréow. Wtedy wladze USA, nie ttumaczac, czy

chodzi o ekonomie, czy bezpieczenstwo, zakazaly eksportu
technologii MIC Intela do ,,czarnej listy” odbiorcow w ChRL.
Kiedy$ taka reakcja miata szanse powodzenia. Obecnie, jak
zobaczymy, spalita na panewce. Intel pozbywajac sie po
niskiej cenie nadmiarowych procesoréw do Tianhe-2, pozwolit
autorowi niniejszego tekstu zbudowaé eksperymentalny
klaster wyszczegdlniony w ostatniej linii tabeli jako SciPhi,
oparty na MIC, GPU i CPU. Ma moc obliczeniows réwna
1/25 Prometeusza i nie potrafilby realizowaé¢ wszystkich
zadan przez niego wykonywanych, za to jest az 200 razy
tanszy.

Sunway TaihuLight, obecny lider rankingu

Chiny rozwinety produkcje wtlasnych procesoréw

o parametrach konkurencyjnych w stosunku do objetych
embargiem mikroprocesoréw Xeon Phi. Jesienia 2016 roku
dwie godziny drogi na zachéd od Szanghaju, w miescie
Wuxi, powstal najwickszy superkomputer swiata Sunway
TaihuLight, oparty na 41 tys. chinskich procesoréw SW26010.
Jest szybszy od Tianhe-2 az o czynnik 3. Po pét roku
dzialania umozliwil zespotowi fizykéw, meteorologéw

i programistéw obliczenie na 10 mln rdzeni dynamiki
atmosfery, przy uzyciu nowego algorytmu wyréznionego
nagroda Gordona Bella, przyznawang za najlepsze obliczenia
réwnolegle. Komputer pomoze inzynierom w projektowaniu
budowli i symulacji nowych technologii, chemikom w badaniu
trojwymiarowej struktury wielkich molekut waznych dla
zycia, a ekonomistom w prognozowaniu zmian gospodarki.
TaihuLight jest znakiem nowych czaséw: po raz pierwszy
ChRL posiadata w 2016 r. nie tylko dwie najwieksze maszyny,
ale tez wiecej komputeréw na liscie TOP500, o wiekszej
sumarycznej mocy obliczeniowej niz USA.

W niedalekiej przysztosci

Przewaga Chin chwilowo moze sie dodatkowo zwiekszy¢, gdy obecny rzad USA
zrealizuje zapowiedz glebokich cie¢ budzetowych. Jednak zmiany sa bardziej
dhugofalowe i nieuniknione: udzial USA w obliczeniach superkomputerowych
zmniejszyt sie w ciagu ostatniej dekady o potowe, do 31%, podczas gdy Chin

— wzrést z 3% do 37%. Ameryka bedzie walczyla o odzyskanie pierszenstwa,

ale jak to powiedzial kiedy$ bejsbolista amerykanski L. Berra, ,,przysztosé

nie jest juz taka, jak kiedys”. A Polska? Poréwnanie polskich zasobdw
superkomputerowych do swiatowych nie wypadlo w 2016 roku najgorzej. Udziat
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Polski w mocy obliczeniowej 500 superkomputeréw wynidést okoto 1%. To 3 razy
mniej niz wktad Wielkiej Brytanii albo Francji, i 5 razy mniej niz Niemiec.
Jednak Polska wyprzedzila m.in. Kanade, Hiszpanie, Szwecje, Indie i Rosje,
zajmujac 11. miejsce w rankingu krajow. To powdd do zadowolenia, choé to

na pewno nie nasz kraj zbuduje pierwszy system o wydajnosci eksaflopowej
(eksa = 1018, chodzi wigc o miliard miliardéw dziatan na sekunde — dla
poréwnania, eksa to wiecej niz liczba sekund, ktore uptynety od Wielkiego
Wybuchu). Kilka krajéw: Chiny, Japonia i USA, sa na drodze do realizacji tego
symbolicznego celu w roku 2020. W nastepnym odcinku z tej serii przedstawimy
superkomputer w zupelnie innej skali, do zrealizowania u siebie w domu

i zastosujemy go do slynnego problemu grawitacyjnego N cial.



Migawka informatyczna

Algorytmy strumieniowe

W dzisiejszym $wiecie cyfrowym mamy do czynienia

z olbrzymig iloScia danych, wielu Czytelnikéw styszalo
zapewne modne ostatnio hasto ,,Big Data”. I trzeba

sobie z tym radzi¢, a problemy moga pojawiaé sie

w nieoczekiwanych miejscach. Przyzwyczajeni jestesmy

do mysélenia, ze programy maja pewne dane na wejéciu

i te dane sa tam na state, program moze je w dowolnym
momencie przeczytaé¢. Czasami jednak nie do konca przystaje
to do rzeczywistosci. Wyobrazmy sobie, ze analizujemy
kamere online, ktéra transmituje obraz 24 godziny na dobe
i chcemy po miesiagcu wydoby¢ pewne statystyki z tego,

co nagrata. Mozemy, oczywiscie, zapisa¢ calo$é¢ na dysk

i potem obliczy¢ to, co trzeba. Latwo sobie jednak wyobrazic,
ze potrzeba na to wiele pamieci, ktéra niekoniecznie
zamierzamy wlaénie na to przeznacza¢. Dobrze byltoby

na biezaco oblicza¢ to, co chcemy, i nie zapisywacé caltego
filmu — pamietaé tylko statystyki z przesztosci i uaktualniaé
je w czasie rzeczywistym. Podobne problemy spotykamy

w wielu miejscach, gdy rozwazamy duzy strumien danych,
przykladowo film lub dzwigk, ale rowniez inne, jak ruch
pakietéw TCP/IP w sieci. Taka jest geneza powstania
dziedziny algorytmoéw strumieniowych, czyli dziatajacych
na strumieniu danych i obliczajacych na biezaco pewne jego
wlasnodci. Jej matematyczne podstawy sa, moim zdaniem,
wyjatkowo piekne.

Zaltozymy, ze nasz strumien danych to ciag ai,...,am

dla pewnego duzego m € N, oraz ze a; € {1,...,n} dla
kazdego i. Niech m; bedzie liczba wystapien liczby ¢ w calym
strumieniu. Naszym celem bedzie obliczenie pewnych
wlasnosci strumienia w pamieci istotnie mniejszej niz O(m).

Na poczatek przyjrzyjmy sie nastepujacej zagadce. Rozwazmy
strumien, w ktéorym pewna warto$¢ wystepuje wiecej niz

na potowie miejsc. Czyli istnieje i takie, ze m; > m/2.

Jak wtedy znalezé i? Nie jest jasne, jak to zrobic¢ bez
trzymania aktualnych wartosci m; dla wszystkich ¢ podczas
przegladania strumienia. Okazuje sie, ze dziala algorytm
naprawde banalny. W kazdej chwili pamigtamy pare liczb.
Pierwsza liczba to kandydat na odpowiedz, a druga liczba
to co$ jakby jego przewaga nad reszta. Inicjalizujemy

pare jako (0,0). Powiedzmy, ze po przeczytaniu ai,...,a;
pamietamy pare (7, c¢). Sa dwie mozliwosci. Jesli ¢ = 0, to

po przeczytaniu aj+1 ustawiamy pare na (aj+i,1). Jesli
natomiast ¢ > 0, to rozwazamy dwa przypadki. Jezeli a;11 = 1,
to zwigkszamy przewage, czyli ustawiamy (i,c + 1). Jesli
natomiast a;41 # i, to ustawiamy (¢,c — 1). Na koricu
zwracamy pierwszy element z pary. Zauwazmy jednak, ze
algorytm wecale nie trzyma prawdziwego dotychczasowego
rekordzisty wraz z jego przewaga. Po przeczytaniu pierwszych
szesciu elementéw ciagu 1,1,1,2, 2,2, 3 bedzie trzymat

pare (2,0), a wiec po przeczytaniu ostatniego wyrazu pare
(3,1). Dlaczego wiec dziala poprawnie? Przypomnijmy, ze
pewien element ¢ wystepuje na wiecej niz potowie miejsc.
Niech wartosé pary (j,c) bedzie réwna ¢, o ile i = j oraz

—c, o ile i # j. Zauwazmy, ze napotkanie elementu i zawsze
zwieksza o jeden warto$¢ pary, a innego niz ¢ — zmniejsza ja
lub zwieksza o jeden. Na poczatku warto$¢ pary to 0. Zatem
po przeczytaniu calego ciagu wartos¢ pary bedzie dodatnia,
czyli pierwszy jej element to faktycznie i.

Waznej informacji o wlasnosciach strumienia dostarczaja
liczby F}, zdefiniowane jako Y7 mj. Dla k = 0 to liczba
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réznych elementow, dla k = 1 to po prostu m, a dla k =2
jest to wazna miara réwnomiernoéci wystepowania wartosci
w ciggu. Bardzo tadny i elegancki jest przyblizony algorytm
liczenia wartosci F» w pamieci jedynie O(logn + logm). My
najpierw pokazemy, jak to zrobi¢ w pamieci O(n + logm),
co nie jest takie zte, bo to zwykle m jest olbrzymie,

a n moze by¢ niewielkie. Algorytm uzywa losowosci. Dla
kazdego i € {1,...,n} losujemy wartos¢ x; € {—1,1} tak, ze
P(z; = 1) = P(z; = —1) = 1/2 oraz losowania sg niezalezne.
Na poczatek ustalamy licznik ¢ na 0 i zaczynamy przegladacé
strumien. Gdy czytamy element i, to zwiekszamy licznik

o x;. Na konicu zwracamy ¢, twierdzac, ze jest to dobre
przyblizenie F5. Algorytm prosty, ale dlaczego to w ogdle ma
dziala¢? Najpierw zauwazmy, ze kazde i zwigkszylo wartosé c
0 xi, czyli w sumie wszystkie i zwickszyly go o x;m;. A wiec
na koncu ¢ = 22;1 x;m;. Obliczmy warto$é oczekiwang, 2.

Mamy E(C2) = E((Z:L:l .TZ’ITLZ)2> = E(Z;tjzl .Ti.%‘jmimj) =
=>" _ m;m; E(ziz;). Zauwazmy, ze E(x;z;) = 0, o ile

ij=1
tylko i # j, bo x; oraz x; sa niezalezne. A zatem E(c?) =
= Z?zl m3? - E(z?) = ;’;1 m? -1 = Fy. I ten fakt wydaje

sie najciekawszy. Wypadaloby jeszcze wykazaé, ze btad
tego obliczenia (czyli wariancja) jest nie za duzy. My tutaj
jedynie podamy na wiare, ze Var(c2) < FZ. Ambitnych
Czytelnikow zachecamy do przerachowania. Blad mozemy
tatwo zmniejszy¢, uruchamiajac 1000 takich samych
algorytméw réwnoczednie, a na koncu usredniajac ich wyniki
rezultat oznaczmy 2. Wéwczas wartosé oczekiwana, sie

nie zmieni, a wariancja zmaleje 1000 razy. Przypomnijmy
nieréwnoéé Czebyszewa: P(|X —EX| > t) < Var(X)/t* dla
dowolnego X. Dostajemy wiec P(|c2 — Fz| > F»/10) < 1/10,
czyli wynik wychodzi catkiem niezty.

Przypomnijmy, ze nasz algorytm dziala w pamieci

O(n + logm), a jednak n czasem moze by¢ duze. Liczba n
bierze sie stad, ze przez caly czas przegladania strumienia
pamigtamy n zmiennych z;. Wydaje si¢ to nieuniknione
przy tej technice. Okazuje sie¢ jednak, ze stosunkowo tatwo
mozna zamieni¢ n na logn, uzywajac bardzo pomystowej
metody. Przypomnijmy, jaka wtasno$¢ zmiennych x; byta
nam potrzebna. Mianowicie chcieli$my, by E(z;z;) = 0 dla
i # j, czyli by byly one parami niezalezne. Przy szacowaniu
wariancji przydaje sie ponadto niezalezno$é czwoérkami,
dzieki ktérej wiele ze sktadnikéw postaci E(x;zjz,z,) znika.
Mozna skonstruowaé obiekt wielkosci O(logn), z ktérego
mozna wydoby¢ n zmiennych czwérkami niezaleznych.

My pokazemy jedynie, ze da si¢ tak zrobi¢ dla zmiennych
parami niezaleznych. Zachecamy Ambitnego Czytelnika

do uogodlnienia tego faktu. Dla uproszczenia zatézmy, ze

n =2 — 1, w tym przypadku mamy k = O(logn). Wowczas
pamietamy k niezaleznych zmiennych losowych yi, ..., yx,
takich, ze P(y; = 1) = P(y; = —1) = 1/2. Dla dowolnego
niepustego podzbioru S C {1,...,k} definiujemy zmienna
xs = I;es yi. Latwo sprawdzié, ze xs i 7 istotnie sa
niezalezne dla dwéch réznych zbioréw S'i T

Algorytm obliczajacy przyblizona wartos¢ F» zostal
opublikowany w 1999 roku przez Alona (patrz tez str. 8),
Matiasa i Szegedego jako chyba najbardziej zaskakujacy
wynik ich przelomowej pracy. Praca ta potozyla fundamenty
pod bardzo szybko rosnaca dziedzine algorytmow
strumieniowych, a autorzy otrzymali prestizowa nagrode
Godla.

Wojciech CZERWINSKI



Polecam dostepne w sieci ksigzki
Szarygina

L.F. Sharygin

Problems in Plane geometry

i

Problems in Solid Geometry

Najpiekniejsze zadanie geometryczne

Znam takie zadanie. Jego autorem jest Igor Fiodorowicz Szarygin.

Jego tres¢ jest nieskomplikowana:

jak szeroki walec mozna wloZyé pomiedzy trzy jednakowe, parami prostopadle
walce?

Purysta zazadalby doprecyzowania. Ale czlowiek rozsadny nie bedzie mial
watpliwosci, ze chodzi o rezultat ekstremalny, a wigc o najmniej korzystna dla

wkladanego walca sytuacje. A wigc walce o osich parami prostopadlych maja
by¢ styczne (bo wtedy miejsca na wkladany walec bedzie najmniej).

W rozwiazaniu tego zadania kluczowe jest dostrzezenie w danych trzech walcach
szescianu. Odkrywa sie jego istnienie w nastepujacy sposéb.

Osie dwoch walcéw to proste skosne. Dla prostych
sko$nych za$ istnieje laczacy je odcinek prostopadty do

o obu z nich — to najkrotsze ich polaczenie.

Tu dygresja dla niedowiarkéw. Gdy proste kil

sa skosne, przez dowolny punkt prostej k prowadzimy
prosta I’ réwnolegla do [, a przez dowolny punkt
prostej [ prosta k' réwnolegla do k. Plaszczyzny A
zawierajaca proste k i I’ oraz pu zawierajaca proste [

i k' sa réwnolegle. Plaszczyzna w zawierajaca prosta k
i prostopadta do A i plaszczyzna p zawierajaca prosta [
i prostopadla do plaszczyzny p przecinaja sie wzdtuz
odcinka taczacego k z [ i prostopadlego do nich obu.
Nieprawdaz?

Odcinki prostopadle laczace osie walcow dla stycznych
walcéw o promieniu R maja wiec dhugo$é 2R. Co
wiecej, ich konce na kazdej z osi walcow sa odlegle tez

Rys. 1

Rys. 2

Rys. 3

0 2R — polaczmy je. Powstaje w ten sposob lamana
zlozona z szesciu odcinkéw (na rysunku 1 ciagle odcinki
kolorowe). Uzupelnienie jej do sze$cianu nie sprawi
nikomu ktopotu.

Szedcian ten zawiera w sobie wszystko, co moze mie¢ zwiazek z wkltadanym
miedzy walce poszukiwanym walcem. Jesli narysujemy (wyobrazimy sobie), co
sie dzieje we wnetrzu szedcianu, zobaczymy trzy ,¢éwiartki” walcéow (rys. 2). Tu
nastepne kluczowe (ile jeszcze tych kluczy?) spostrzezenie — te ¢wiartki maja

0$ obrotowa: prosta laczaca dorysowane na rysunku 1 wierzchotki szeScianu

ma te wlasno$é, ze obracajac woko6l niej owe ¢wiartki (mozna to robié¢ razem

z szeScianem), otrzymujemy te sama sytuacje. Zauwazmy, ze owa o$ jest tez
osia obrotowa dla danych na poczatku walcéow. Jest ona, oczywiscie, jednakowo
odlegta od kazdej z ¢wiartek, a kazda inna prosta, biegnaca miedzy ¢wiartkami,
jest w mniejszej odlegtosci od co najmniej jednej z nich.

Tak wiec znalezliSmy o$ poszukiwanego walca, a jego promien to jej odleglos¢ od
ktorejkolwiek z éwiartek.

No to kolejne kluczowe spostrzezenie: przy zrzutowaniu w kierunki réwnolegltym
do powierzchni ¢wiartki odleglto$é jej od osi nie powigksza sie. I tak nasze
stereometryczne zadanie zredukowalo sie do zadania plaskiego (rys. 3): jaka
jest odleglos¢ przekatnej kwadratu u boku 2R od okregu majacego $rodek

w wierzchotku kwadratu i promien R.

To, ze wynikiem jest (v/2 — 1) R, nie budzi watpliwoéci.

Zadanie to podziwiam dlatego, ze prezentuje rzecz dla mnie w matematyce
najpiekniejsza — redukcje zawitosci do sedna sprawy.

Marek KORDOS
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Kl b 4 4 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
u Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspdlczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe osé6b,
ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji

(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytutl
Weterana. Szczegélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie

na stronie deltami.edu.pl

® Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 3/2017

' Redaguje Marcin E. KUCZMA
- Przypominamy tres¢ zadan:
[

737. Pieciokat ABCDE jest wpisany w okrag w, przy czym proste BC' i AD przecinajg si¢ w takim
punkcie F', ze prosta EF jest styczna do w. Druga prosta styczna do okregu w, rownolegta do EF,
przecina proste EA, EB, EC, ED odpowiednio w punktach K, L, M, N. Udowodnié¢, ze odcinki KL
i M N maja jednakowsa dlugosé.

738. Wypisujac, jedna za druga, wszystkie liczby catkowite dodatnie, majace (w systemie

dziesigtnym) co najwyzej n cyfr, piszemy lacznie ¢, cyfr (np. ¢1 =9, co = 189); w tym 2z, zer (np.
z1 =0, z2 =9). Czy réwnosé¢ z, = c¢,—1 jest spelniona dla wszystkich liczb naturalnych n > 27

737. Prowadzimy z punktu F' prosta rézna od F'E, styczna do okregu w
w punkcie G. Prosta przechodzaca przez punkty K, L, M, N jest styczna do
okregu w punkcie H i przecina prosta EG w punkcie S. Pokazemy, ze S jest
srodkiem odcinka K N.
Poniewaz

|XEKS|=90° — |xHEA| = |xFHA| = |xEGA|,
uzyskujemy podobienstwa
AFEKS ~ AFEGA; 1ianalogicznie AENS ~ AEGD.
Stad wynikaja proporcje |KS|: |GA| = |ES|: |EA| oraz
INS|:|GD|=|ES|: |EDJ; a z nich —
(1) |KS| |GA|-|ED|

INS|  |EA|-|GD|"

Dalej, zauwazamy kolejne pary tréjkatéw podobnych (odpowiednie katy réwne):
AEDF ~ NAEF oraz ANAGF ~ AGDF.

To daje proporcje |[ED|: |EA| = |DF|: |EF| oraz |GA| : |GD| = |GF| : |DF|,

z ktérych wynika, ze prawa strona wzoru (1) jest réwna |GF| : |EF|, czyli 1.

Punkty K, L leza po jednej stronie punktu S; punkty M, N po drugiej.
Uzyskana réwnosé¢ |KS| : |[NS| =1 oznacza, ze S jest srodkiem odcinka KN.
Przez analogie, ten sam punkt S jest tez srodkiem odcinka LM . Stad wniosek,
ze odcinki KL i M N sa przystajace.

738. Réznica ¢, — ¢,—1 to liczba cyfr uzytych do zapisania wszystkich

liczb n-cyfrowych. Jest tych liczb 10" — 10", czyli 9- 10"~ !; zatem

Cn = Cpn_1+mn-9-10""1. W zapisie kazdej z nich cyfra wiodaca jest rézna od
zera; po jej odrzuceniu, pozostala czesé zapisu to dowolny ciag dtugosci n — 1,

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M . .
po uwzglednieniu ocen rozwiazah zadann  zlozony z dowolnych cyfr (formalnie — stowo z alfabetu 10-clementowego).

731 (WT = 3,13) i 732 (WT = 1,78)

z numeru 12/2016 Jest tych stéw 9 - 10"~ jest w nich wiec (n — 1) -9-10""! cyfr, a wszystkie
Roksana Stowik Knuréw 38,41  cyfry sa réwnouprawnione. Dziesigta cze$¢ sposréd nich to zera. To znaczy, ze
Franciszek S. Sikorski Warszawa 38,39 P tkich liczb £ h 1)-9 10n—2 Tak wi
Patryk Jasniewski  Gdansk 3777 W zapisie wszystkich licz n—(2:y rowych mamy (n —1)-9- zer. Tak wiec
Adam Dzedzej Gdatisk 35,68  z, =z, 1+ (n—1)-9-10""% Piszac ¢, = z,4+1 widzimy, ze ciagi (¢,) i (c},)
Marcin Matogrosz Warszawa 35,19 spelniaia ident les 3 k : Poni Y =09 = ik
Jerzy Cislo Wroclaw 3128 Spelniaja identyczng zaleznos¢ rekurencyjng. Poniewaz ¢y = 22 =9 = ¢, wynika
Marcin Kasperski Warszawa 30,79 St@d, ze C;L = Cp (dla n = 1), czyli Zn = Cp—1 (dla n > 2)
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Vs

Vi

Rys. 1

Rys. 3

Rys.2

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 3/2016
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

Przypominamy tresé¢ zadan:

634. W pionowym, zamknietym naczyniu znajduje sie tltok, ktéry moze przemieszczac sie bez
tarcia (rys. 1). Z obu stron tloka znajduja si¢ jednakowe masy tego samego gazu doskonalego.

W temperaturze T, jednakowej w calym naczyniu, objetos¢ gazu nad tlokiem jest k razy wigksza
niz objetosé gazu pod ttokiem. Jaki bedzie stosunek tych objetosci, gdy temperatura wzros$nie do
wartoéci T?

635. Do dolnego konca preta o diugosci [ przyczepiono malag kulke o masie m, a do gérnego koinca
rurke w ksztalcie walca o wewnetrznym promieniu R. Masy preta i rurki sa zaniedbywalne. Rurka
nasunieta jest luzno na nieruchoms, pozioma o$ (rys. 2). Wspélezynnik tarcia miedzy wewnetrzng
powierzchnig rurki i osig jest réwny p. Dla jakich warto$ci kata ¢ odchylenia preta od pionu tak
skonstruowane wahadlo moze znajdowaé si¢ w rownowadze?

634. Oznaczmy przez p; i py ciSnienia w dolnej i gornej czesci naczynia
w temperaturze Tp, a przez p3 i p4 odpowiednie ciSnienia w temperaturze T.
Réznica cisnien zwiagzana jest z ciezarem tloka i nie zalezy od temperatury

(1) p2 — p1 = P4 — ps.
Calkowita objetos¢ naczynia wypelniona gazem nie zmienia sie, zatem
(2) Vi(k+1) =Vs(z +1),

gdzie Vi i V3 to poczatkowa i konicowa objeto$¢ gazu w dolnej czesci naczynia,
a x jest szukanym stosunkiem objeto$ci w stanie konncowym. Masy gazu w obu
czesciach naczynia sa takie same, z rownan Clapeyrona wynikaja wiec zwiazki
p2 = p1/k oraz py = p3/x. Podstawiajac je do réwnania (1), otrzymujemy
3) P kE(x —1)
P3 x(k—1) ’
Stosujac rownania Clapeyrona do gazu w dolnych czesciach naczynia oraz
uwzgledniajac réwnania (2) i (3), dostajemy
pVi Ty k(z*—1)
p3sVs T x(k?—-1)
To(k* — 1)
Tk
na szukana wielko$é x w postaci 22 — axz — 1 = 0. Dodatni pierwiastek tego
réwnania ma postaé¢ r = (a +Va? + 4) /2. Dla k = 1, co odpowiada niewazkiemu
tlokowi, © = 1, czyli objetosci gazéw nad i pod tlokiem sa takie same. Dla
dowolnego k > 1, gdy temperatura dazy do nieskoriczonosci, wartos¢ x réwniez
dazy do 1. W bardzo wysokiej temperaturze ci$nienia gazéw w obu czegsciach
naczynia sa na tyle duze, ze wplyw sily ciezkosci ttoka mozna pominac.

Wprowadzajac oznaczenie a = , mozemy napisaé¢ réwnanie kwadratowe

635. Na wahadlo odchylone od pionu dzialaja trzy sity: sila ciezkosci mg
zaczepiona w $rodku kulki oraz sily reakcji F'r i tarcia T' w punkcie A stycznosci
osi z wewnetrzna powierzchnia rurki (rys. 3). Suma momentéw tych sit
wzgledem dowolnego punktu wynosi zero, zatem proste, wzdtuz ktorych dziataja
sily, musza sie przecina¢ w jednym punkcie. Wynika stad, ze punkt A lezy na
przecieciu prostej pionowej, przechodzacej przez $rodek masy kulki z wewnetrzna
powierzchnia rurki. Gdy srodek kulki przemieszczony jest w prawo lub w lewo
na odleglo$¢ wieksza niz promien R, rownowaga jest niemozliwa.

Gdy kat ¢ odchylenia wahadla od pionu jest maksymalny, tarcie statyczne
osiaga najwigksza mozliwg wartos¢ T' = puFr. Poniewaz w stanie réwnowagi
wypadkowa F' sit tarcia i reakcji skierowana jest pionowo w gére, zachodzi
zwiazek tg a = T/Fr = p. Odcinek OB na rysunku 3 mozemy wyrazi¢ przez
katy ¢ i o wzorem (I + R)sin ¢ = Rsina, stad

uR

np=————.
i (14 R)\/1+ p?

Wartosé kata granicznego ¢ nie zalezy od masy kulki. Dla @ — 0 stan réwnowagi

mozliwy jest tylko dla pionowego polozenia wahadla. Gdy u — oo, a@ — 7/2

isinp = R/(l + R), wtedy maksymalne odchylenie kulki w prawo dazy do R.

Gdy wystepuje tarcie w osi, wahadlo moze znalezé¢ sie w rownowadze takze

w polozeniu odwréconym, kiedy kulka znajduje sie powyzej osi.
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Wypada w tym miejscu dodaé, ze

w nieeuklidesowych geometriach nie ma
jednoktladnosci: przyktadowo, tréojkaty
réwnoboczne nie sa podobne, poniewaz
ich prawdziwy, nieptaski ksztalt zalezy od
miejsca, w ktérym si¢ znajduja, czyli od
lokalnej krzywizny.

Niedawna obserwacja fal grawitacyjnych
GW150914 pochodzacych z zapadnigcia
si¢ uktadu podwdjnego czarnych dziur

o masach okolo 30 My dowodzi
natomiast, ze mogg istnie¢ miejsca,

w ktérych powstajg gwiazdowe czarne
dziury duzo masywniejsze niz te z naszej
Galaktyki.

Rozwigzanie zadania F 932.

Cala energia kinetyczna ruchu obu kostek
moze byé zamieniona na ich energie
wewnetrzne, gdy zderzenie jest centralne,
a suma pedow kostek jest réwna zeru.
Przy jednakowych masach oznacza to, ze
poczatkowe predkosci beda mialy te same
wartosci i byly przeciwnie skierowane.
Suma energii kinetycznych musi wéwczas
wystarczy¢ na ogrzanie lodu do 0°C,
stopnienie lodu, podgrzanie wody do
100°C i odparowanie wody:

muv? muv?

2 2

>

>2m (|T|er + L + 100K - cw + Ly) -

Po podstawieniu wartosci liczbowych
otrzymujemy v > 2471 m/s.

Prosto z nieba: Czarna dziura rozmiaru M

Czarne dziury sa, by¢ moze, najdziwniejszymi obiektami badan wspoélczesnej
astrofizyki. W geometrycznym opisie grawitacji Alberta Einsteina kazda masa
zakrzywia (ugina) czasoprzestrzen tym mocniej, im jest wicksza i bardziej
nskoncentrowana” w jednym miejscu. Zwarte obiekty, to znaczy takie, dla ktorych
stosunek masa-promien jest duzy, sa zrédtami lokalnie wiekszego zakrzywienia.
Zwarto$é, definiowana jako n = 2GM/Rc? jest maksymalna dla czarnej dziury, dla
ktérej wynosi 1 niezaleznie od jej rozmiaru. Zaleznosé ta definiuje takze promient
horyzontu (promiefi Schwarzschilda) — kazdy bardziej zwarty obiekt o tej samej
masie znajduje sie juz wewnatrz horyzontu czarnej dziury, czyli jest z definicji
nieobserwowalny. Czarna dziura jest zatem ,niematerialna” dla obserwatora na
zewnatrz horyzontu: jest niezalezna od wilasnosci materii znajdujacej sie wewnatrz
horyzontu. Do jej opisu wystarczy jedynie znaé parametry geometryczne, z ktérych
dedukuje sie odpowiadajaca jej mase M. Promien horyzontu czarnej dziury o masie
Stonica wynosi jedynie 2,95 km.

Najblizsze czarnym dziurom relatywistyczne kuzynki — gwiazdy neutronowe —
maja, w zaleznoéci od przyjetego promienia wynoszacego okoto 10-15 km, n okoto
0,3-0,5. Dla poréwnania, 1 Stofica to 4,25 - 1076, a Ziemi 1,4 - 107, Mimo ze
wartodci te sa male, efekty wykrzywionej czasoprzestrzeni obserwuje sie jako
ugiecia toréw $wiatta odleglych gwiazd przechodzacych w poblizu Stonca badz jako
koniecznos¢ wprowadzania poprawek do newtonowskich rozwigzan orbit satelitéw
wykorzystywanych w GPS.

Znane astronomom czarne dziury mozna podzieli¢ na dwie kategorie: obiekty
,gwiazdowe” o masach kilku-kilkunastu My, wykrywane podczas obserwacji
promieniowania rentgenowskiego w naszej Galaktyce, oraz supermasywne czarne
dziury znajdujace si¢ w centrach galaktyk, wazace miliony lub nawet miliardy M
(,nasza” supermasywna czarna dziura wazy ,zaledwie” 4 - 10 M, zmiescilaby

sie zatem z powodzeniem wewnatrz orbity Merkurego). Ponadto przewiduje si¢
istnienie dziur o masach posrednich (intermediate-mass black hole, IMBH) od

100 do 10000 Mg, jednak do tej pory nie przedstawiono niezbitych dowodéw
obserwacyjnych potwierdzajacych te hipoteze.

Ciemne ciala, takie jak czarne dziury, wykrywa si¢ poprzez ich oddzialywanie

z okoliczna materig np. w czasie akrecji gazu w uktadzie podwéjnym, lub
obserwujac ruch gwiazd w ich otoczeniu. Niedawne badania gromady kulistej

47 Tucane dostarczaja posrednich dowodéw na istnienie czarnej dziury o masie
okotlo 2200 M. 47 Tucane jest gromada gwiazd potozona w odlegtosci 13000 lat
$wietlnych od Ziemi; jest prawie tak stara jak Wszech$wiat (12 miliardéw lat)

i sklada sie z tysiecy gwiazd sttoczonych w kuli o promieniu 120 lat $wietlnych.
Oprécz gwiazd zawiera takze ponad dwadziescia pulsarow radiowych.

Poszukiwania czarnych dziur w gromadzie 47 Tucanse w sposob opisany powyzej
zakonczyly sie niepowodzeniem — gromada sklada si¢ ze starych gwiazd i nie
zawiera wiele swobodnego gazu, ktory mogtby rozgrzewaé sie i Swieci¢ w poblizu
czarnej dziury, centrum gromady jest natomiast zbyt gesto wypelnione gwiazdami,
by mozna bylo wykry¢ podejrzany ruch ktérejs z nich. Przejawy istnienia
Sredniomasywnej czarnej dziury znaleziono podczas analizy ruchu gwiazd caltej
gromady, porownujac go z symulacjami numerycznymi: masywniejsze gwiazdy
znajduja sie przewaznie blizej centrum gromady, maja wiec wigcej szans na
oddzialywanie z czarng dziura. Bliskie spotkanie tego typu moze czasami skutkowaé
efektem , grawitacyjnej procy”, to znaczy wyrzuceniem niektérych gwiazd na
znaczne odleglosci z nieprzecietnie duzymi predkosciami, co widaé¢ w rozktadzie
predkosci sktadnikéw gromady. W podobny sposob zachowuja si¢ tez wspomniane
wezesniej radiopulsary. Odlegtoéé od centrum gromady niektérych z nich jest
wieksza niz w modelach, w ktérych nie uwzgledniono czarnej dziury.

Dlaczego czarne dziury o masach posrednich sa ciekawe? Najprawdopodobniej

sa przystowiowym , brakujacym ogniwem” w ewolucji od pierwotnych
czarnodziurowych zarodzi o masie zblizonej do gwiazdowej, ktére powstaly we
wezesnym Wszech$wiecie, do czarnych dziur wagi ciezkiej spoczywajacych obecnie

w centrach galaktyk.
Michat BEJGER
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Niebo w lipcu

Lipiec to pelnia lata, lecz Storice chowa si¢ za widnokrag
juz coraz wczesniej i coraz glebiej. Na poczatku miesigca
nie jest to jeszcze bardzo odczuwalne, ale 23 lipca Stonice
przekroczy rownoleznik 20° deklinacji w drodze na
potudnie i od tego momentu dzien skraca sie bardzo
wyraznie. Wraz z koricem lipca koniczy si¢ w naszym kraju
sezon na zjawisko tuku okotohoryzontalnego oraz biatych
nocy astronomicznych i na kolejny trzeba poczekac az

do trzeciej dekady maja nastepnego roku. 3 lipca Ziemia
przejdzie przez aphelium, czyli najdalej oddalony od Stonca
punkt swojej orbity. Dzieki temu lato na pétkuli péinocnej
naszej planety trwa dluzej niz zima, poniewaz Ziemia
porusza sie wolniej wokét Stonica i pokonanie tego samego
odcinka orbity zajmuje jej wiecej czasu.

Wigcej o tym zjawisku mozna poczytac¢ na stronie
www.atoptics.co.uk/halo/cha2.htm

Srebrny Glob w tym miesiacu najbardziej dokuczal

bedzie w pierwszej potowie miesiaca, gdyz lipiec zacznie
od I kwadry w Pannie i spotkania z Jowiszem. 9 lipca
Ksiezyc przejdzie przez pelnie, 16 lipca — przez ostatnia
kwadre, 23 lipca — przez néw, zas 30 lipca — ponownie
przez I kwadre. 1 lipca wieczorem Ksiezyc znajdzie sie

w odleglosci prawie 6° na wschod od Jowisza, ktéry

tego wieczoru bedzie miat jasnosé —2™. W tym samym
momencie okoto 7° na poludniowy wschéd od niego Swiecié
bedzie Spica, najjasniejsza gwiazda Panny. 6 lipca bliski
juz pelni Srebrny Glob spotka si¢ z Saturnem, mijajac go
w odleglosci okoto 3°. 14 lipca Ksiezyc czeka spotkanie

7 Neptunem (réwniez w odleglosci okoto 3°), natomiast

3 dni pdzniej — z Uranem, w odleglosci o 2° wiekszej.
Przed nowiem, 20 i 21 lipca, Ksiezyc przejdzie przez znana
gromade otwarta gwiazd Hiady (niestety, gdy wzejdzie
nad Europa, minie juz jej najjasniejsze gwiazdy), a w tych
dniach towarzystwa Srebrnemu Globowi dotrzyma bardzo
jasna Wenus. W ostatnich dniach lipca Ksiezyc ponownie
pojawi sie na niebie wieczornym, ale bedzie widoczny
stabiej niz na poczatku miesiaca, poniewaz ekliptyka utozy
sie juz niekorzystnie wzgledem linii widnokregu. 28 lipca
Ksiezyc drugi raz w tym miesiacu spotka si¢ z Jowiszem
(w odleglosci 2,5 stopnia).

W trakcie swojej wedrowki po niebie Ksiezyc zakrywa
sporo gwiazd. Juz 4 lipca Ksiezyc w fazie 84% zakryje
gwiazde 4. wielkosci v Lib. Na terenie Polski gwiazda
zniknie za ksiezycowa tarcza jeszcze podczas dnia,

lecz odkrycie — niestety za jasnym brzegiem — bedzie
widoczne w calym kraju, okolo godziny 22 (+ kilka minut,
w zaleznoéci od potozenia: w Polsce poludniowo-zachodniej
— wezeséniej, w pélnocno-wschodniej — pézniej). Na kolejne
zakrycie dos¢ jasnej gwiazdy w tym miesigcu trzeba
bedzie poczekaé do 14 lipca. Tej nocy Ksiezyc juz po
pelni, w fazie 79% zakryje gwiazde x Aquarii. Tym

razem lepiej widoczny bedzie poczatek zjawiska, okoto

2 w nocy, zas odkrycie nastapi okoto 3:10 przy ciemnym
brzegu. 20 lipca Ksiezyc 3 dni przed nowiem, w fazie

16% przejdzie przez Hiady, a z Polski da si¢ dostrzec

odkrycie gwiazdy 02 Tauri, o jasnosci obserwowanej +4,9™.

Niestety, zjawisko zajdzie tuz po wschodzie Ksiezyca, ale
bedzie efektowne, poniewaz gwiazda po godzinie 2 pojawi
si¢ przy ciemnym brzegu ksigzycowej tarczy. Ostatnim
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zakryciowym lipcowym akcentem bedzie dzienne zakrycie
Merkurego 25 lipca, zatem juz po nowiu, przy fazie 6%.
Przez poinocna Polske przejdzie potudniowa granica
zakrycia, zatem zjawisko bedzie mozna obserwowac tylko
na poétnoc od linii taczacej Stubice na zachodzie Polski
przez Inowroctaw po Ostroteke i Bialystok na wschodzie
Polski. Zakrycie zajdzie okolo godziny 9:40, za$ odkrycie —
mniej wiecej 20 minut pézniej. Merkury bedzie miat wtedy
jasno$é¢ +0,2™ a cale zjawisko zajdzie 27° na poludniowy
wschod od Stonica. Zatem przy prébie jego obserwacji
trzeba by¢ bardzo ostroznym, zeby przez przypadek w polu
widzenia teleskopu nie znalazto si¢ Stonce.

W lipcu Merkury znajdzie si¢ w maksymalnej elongacji
wschodniej (dokladnie stanie sie to 30 lipca). Jednak,
niestety, nie oznacza to, ze bedzie on dobrze widoczny

z naszego kraju. W tym miesiacu ekliptyka jest juz
nachylona niekorzystnie do wieczornego horyzontu,
wskutek czego planeta caly miesiac zachodzi¢ bedzie
niecala godzine po Storicu i nie da si¢ jej obserwowaé

z Polski. Jednak osoby przebywajace gdzies blizej réwnika
powinny pamietaé¢ o tej planecie, gdyz tam da sie ja
dostrzec bez klopotu. Jowisz tez jest juz stabo widoczny.
Na poczatku switu zeglarskiego (okoto godziny 23) zajmie
pozycje na wysokos$ci mniejszej niz 10° nad zachodnim
widnokregiem. W lipcu jego jasno$é¢ spadnie do —1,9™,

a tarcza zmaleje do 34”. Dobrze widoczna jest planeta
Saturn, ktora w polowie czerwca przeszla przez opozycje
wzgledem Storica i $wieci przez wieksza czesé nocy na

tle gwiazdozbioru Wezownika. Srednica katowa Saturna
w lipcu to 18", za$ jego jasno$¢ spadnie z +0,1 do +0,2
wielkosci gwiazdowej. W drugiej polowie nocy mozna
obserwowa¢ Neptuna w Wodniku (~2° na wschéd od
Swiecacej z jasnoscia +3,7™ gwiazdy A Aquarii), gdzie
bedzie $wiecil z jasnoscia +7,9™ oraz Urana w Rybach
(jasno$é +5,8™), niewiele ponad 1° na péinoc od gwiazdy
o Psc (jasno$é +4,3™). Nad samym ranem widoczna jest
planeta Wenus, ktéra przez calty miesiac wedruje przez
gwiazdozbior Byka. Na poczatku lipca przejdzie ona 7°
na potudnie od Plejad, 13 lipca minie w malej odleglosci
gwiazde € Tauri, a nastepnie przejdzie nieco ponad 3°; na
po6inoc od Aldebarana, za$ 27 lipca w odlegloéci mniejszej
niz 0,5 stopnia minie ona gwiazde 3. wielkoéci ¢ Tauri.

W trakcie miesiaca jasnosé Wenus spadnie z —4,1 do
—4™ jej tarcza zmaleje z 18 do 15 sekund katowych, zas
faza uro$nie z 63 do 74%. Planeta Mars przebywa przez
caly miesigc blisko Storica (27 lipca koniunkcja gérna ze
Storicem) i jest niewidoczna.

Ostatniego dnia lipca maksimum swojej aktywnosci

maja meteory z roju J-Akwarydoéw. Sa to do$¢ szybkie
meteory, ich predko$é zderzenia z Ziemia wynosi 41 km/s.
Radiant roju goruje przed godzing 3, na wysokosci

ponad 20°, 3,5 stopnia na zachdd od gwiazdy Skat

(6 Aquarii). W tym roku Ksiezyc nie bedzie przeszkadzal
w obserwacjach meteoréw z tego roju, a mozna si¢
spodziewaé okoto 20 meteoréw na godzing. W drugiej
potowie lipca zaczynaja promieniowaé meteory ze slynnego
roju Perseidéw. Poczatkowo bedzie ich malo, ale z kazda

kolejna noca — coraz wiecej.
Ariel MAJCHER



Jedno zdanie

Nieparzysta liczba pierwsza p moze by¢ przedstawiona jako suma dwoch
kwadratéw liczb naturalnych

(1) p=a’+y’
wtedy i tylko wtedy jesli p = 1 (mod 4). Taka hipoteze postawil w 1625 roku
Albert Girard, a w 1640 roku réowniez Pierre de Fermat i to z jego powodu

ten fakt nazywany jest teraz twierdzeniem Fermata o sumie dwoch
kwadratow.

Jednak zaden z powyzszych matematykow nie udowodnil postawionej
hipotezy. Zrobil to dopiero w 1747 roku Leonard Euler, jego dowdd byt
jednak dosy¢ skomplikowany. Potem pojawialy sie kolejne, coraz prostsze
dowody, udzial wzieli m.in. Lagrange w 1775 roku i Dedekind w 1877 roku.
Az w koncu pare lat temu, w roku 1990, Don Zagier, amerykariski
matematyk, przedstawil dowdd, ktéry mial doktadnie jedno zdanie. Aby je
zobaczy¢ polecam spojrzeé tu:

people.mpim-bonn.mpg.de/zagier/files/doi/10.2307/2323918/fulltext.pdf.

Przedstawimy tutaj ten dowdéd w nieco wickszej, ale wciaz matej liczbie
zdan. Po pierwsze, zauwazmy, ze jesli p Z 1 (mod 4) i p jest nieparzysta, to
p = 3 (mod4). Zatem w oczywisty sposéb p nie jest suma dwoch kwadratow,
bo kazdy kwadrat przystaje do 0 lub 1 modulo 4.

Ustalmy taka liczbe p, ze p = 1 (mod 4). Do dowodu twierdzenia wystarczy
wykazaé, ze réwnanie p = 22 + y? ma przynajmniej jedno rozwiazanie.
Przyjrzyjmy sie dokladniej innemu réwnaniu

(2) p=x+4yz.

Wykazemy, ze ma ono nieparzyscie wiele rozwigzan. Nim to jednak
zrobimy zobaczmy, jak z tego wynika, ze p = 22 + y? ma rozwigzanie.
Zauwazmy, ze jesli (x,y, z) jest rozwiazaniem (2), to (x, z,y) réwniez.

A wiec rozwiazania réwnania (2) lacza sie w pary, oprécz takich rozwiazan,
ze (r,y,2) = (z, 2z,y), czyli gdy y = z. Poniewaz, jak wykazemy wkrétce,
rozwiazan (2) jest nieparzyscie wiele, to nie wszystkie moga polaczy¢ sie

w pary i istnieje pewne rozwiazanie takie, ze y = z. A to oznacza, ze mamy
p =%+ 4y? = 2% + (2y)?, czyli réwniez (1) ma rozwiazanie.

Zeby wykazaé, ze (2) ma nieparzyscie wiele rozwiazan, stosujemy podobng
metode co poprzednio. Rozwazmy przeksztatcenie
(r4+2z,z,y—x—2z)jeSlia <y—=z
(3) fl,y,2) = Qu-a,y,x—y+z)jesliy—z <z <2
(r —2y,x —y+ z,y) jesli © > 2y.
Okazuje sie, ze jesli (x,y, z) rozwiazuje réwnanie (2), to f(z,y, z) réwniez,
ponadto po dwukrotnym zastosowaniu funkeji f do tréjki (x,y, 2)
otrzymujemy ponownie (z,y, z), co Czytelnik Cierpliwy moze sprawdzié
samodzielnie. A wiec funkcja f moze nam poshuzyé do sparowania rozwigzan
réwnania (2): (z,y, z) jest w parze z f(x,y, z). Jedyne rozwiazania, ktére nie
stoja w parach, to te, dla ktérych (x,y, z) = f(z,y, z). Okazuje sie, ze takie
rozwiazania mozna jedynie otrzymaé za pomoca srodkowej linii definicji (3),
czyli dla

(4) (z,y,z)z(Qy—x,y,x—y—i—z).

Latwo sprawdzié, ze linia pierwsza i trzecia dawataby (z,y, z) = (0,0,0),

co oczywiscie nie spelnia réwnania (2). Dla (4) otrzymujemy = = y, czyli

p =% +4xz = x(x + 42). Musi to oznaczaé x = 1, wiec y = 1 oraz z = %,
czyli jest tylko jedno rozwiazanie (2), ktére nie stoi w parze: (1,1, ”4;1).

A zatem rozwiazan (2) jest nieparzyscie wiele, co konczy dowdd.

Wojciech CZERWINSKI
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Polecam w sprawie klopotéw farmera
zajrzeé tez do Delty 6/2017.
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Rys. 1. Boki oznaczone tym samym

kolorem sklejono zgodnie ze strzatkami.

Konik moze teraz skoczy¢ np. z pola 1

na pole 12.
A M= (1,11
koza : ( b ) )
ikapusta
5= (0,0,0) wilk

Rys. 2. Kolorem oznaczono dobre

krawedzie.

Rys. 3. Czterowymiarowy hiperszescian.

Czwarty wymiar symbolicznie
reprezentowany jest ,do wewnatrz”.

3 5
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13
11
6 4
2
158
10 16
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Rys. 4. Numery wierzchotkéw to numery
pol szachownicy, kolorem oznaczono cykl

Hamiltona.

Literatura: Ian Stewart, Another Fine
Math You’ve Got Me Into, New York:
W.H. Freeman and Company, 1992.

Zadanie 5 pochodzi z XXIII Olimpiady

Matematycznej.

Wedrowanie po szeScianie
Joanna JASZUNSKA

1. Farmer ma wilka, koze, kapuste i t16dke zdolna pomiesci¢ wraz z nim tylko
jedno z nich. Jak moze przeprawi¢ sie z calym swym dobytkiem na drugi brzeg
rzeki, jesli nie wolno zostawi¢ bez opieki ani wilka z koza, ani kozy z kapusta?

2. Farmer ma wilka, koze, kapuste, smoka i 16dke zdolng pomiesci¢ wraz

z nim tylko jedno z nich. Jak moze przeprawié si¢ z calym swym dobytkiem

na drugi brzeg rzeki, jesli nie wolno zostawi¢ bez opieki ani wilka z koza, ani
kozy z kapusta, ani tez smoka z wilkiem, chyba ze w towarzystwie tagodzacej ich
usposobienie kapusty?

3. Czy konik szachowy moze odwiedzi¢ doktadnie jeden raz kazde pole
szachownicy o wymiarach 4 x 4 i wroci¢ do punktu wyjscia?

Pojedynczy skok konika to dwa pola w jedna strone i jedno w kierunku prostopadlym.

4. Szachownice 4 x 4 zwinieto w rurke i sklejono przeciwlegle brzegi (rys. 1).
Nastepnie sklejono konce tej rurki, uzyskujac torus. Konik szachowy skacze

po tym torusie zgodnie ze zwyklymi regutami opisanymi powyzej. Czy moze on
odwiedzi¢ kazde pole dokladnie raz i wréci¢ do punktu wyjscia?

5. Udowodnij, ze wszystkie podzbiory zbioru skoriczonego mozna ustawi¢ w ciag,
ktoérego kolejne wyrazy réznia sie jednym elementem.

Rozwiazania i wskazéwki

R1. Rozwazmy wszystkie tréjki (z,vy, z) zer i jedynek oznaczajacych

kolejno potozenie wilka, kozy i kapusty: 0 — na pierwszym brzegu rzeki,

1 — na drugim. W przestrzeni trojki te to wspélrzedne wierzchotkéw szescianu,
przy czym wierzchotek S = (0,0,0) to polozenie poczatkowe dobytku farmera,
a M =(1,1,1) — docelowe (rys. 2).

Poniewaz t6dka mozna wozi¢ najwyzej jedno stworzenie naraz, krawedzie tego
sze$cianu to wszystkie mozliwe przewozy. Niektére jednak sa zle, np. krawedz
(0,0,0) — (0,0,1) oznacza, ze farmer pozostawil wilka z koza bez opieki i wiezie
kapuste, co skoriczy sie zle dla kozy. Zadanie sprowadza sie wiec do polaczenia
punktow S i M wzdtuz dobrych krawedzi, a to juz tatwo zrobi¢ na rysunku 2. OJ

R2. Zadanie mozna rozwiazaé¢ podobnie jak poprzednie. Wystarczy rozwazy¢
wszystkie czworki (x,y, 2, ) zer 1 jedynek, ktére tym razem sa wierzcholkami
czterowymiarowego hiperszescianu (rys. 3). Po usunieciu ztych krawedzi tatwo
znalezé droge od (0,0,0,0) do (1,1,1,1). O

Wskazéwka 3. Jak konik moze dotrze¢ do dwdch przeciwlegltych rogow
szachownicy?

RA4. Tak. Z kazdego pola konik ma doktadnie cztery mozliwe ruchy. Ilustruja

je krawedzie czterowymiarowego hiperszescianu, a szukana droga odwiedzajaca
wszystkie jego wierzcholki (pola szachownicy) i wracajaca do punktu wyjscia to
tzw. cykl Hamiltona (rys. 4). O

Cykl z rysunku 4 powstal z dwbch osobnych cykli Hamiltona dla sze$cianéw
trojwymiarowych (zewnetrznego i wewnetrznego), ktére polaczono, usuwajac
z nich po jednej krawedzi (1-12 i 15-6) i dodajac krawedzie 1-15 oraz 12-6.
Podobnie cykl dla kazdego tréjwymiarowego szeScianu powstal z polaczenia
dwoéch cykli dla kwadratéw (podstaw tego szedcianu). Analogicznie mozna
tworzy¢ cykle Hamiltona dla hipersze$ciandéw n-wymiarowych, gdzie n > 4.

R5. Kazdy podzbiér n-elementowego zbioru A mozna opisaé ciagiem n

zer i jedynek, gdzie 1 na k-tym miejscu oznacza, ze k-ty element zbioru A
nalezy do rozwazanego podzbioru, a 0 — ze nie nalezy. Wtedy podzbiory A to
wierzchotki n-wymiarowego hipersze$cianu, przy czym podzbiory rézniace sig
jednym elementem polaczone sa krawedzia.

Szukany ciag mozna wyznaczy¢ przez cykl Hamiltona na tym hiperszescianie,
podobnie jak na rysunku 4 (ostatni i pierwszy podzbiér w takim ciagu tez réznia
sie jednym elementem). [J
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