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8 Krzyzak litewski

to nie tylko Konrad Wallenrod, lecz takze tamigtéwka
popularna wéréd litewskich drwali. Redakcja Delty ma
wystrugane przez jednego z nich sze$¢ drewienek, takich
jak na rysunku,

z ktorych mozna zlozy¢ widoczny nizej krzyzak, choé¢ nie
jest to zadanie latwe.

&

Proponujemy Czytelnikowi, aby wystrugal sobie takie
drewienka i sam sprébowal je zlozyé (w dzisiejszych
czasach zadanie moze by¢ trudne i z tego powodu, ze
postugiwanie sie smartfonem jest duzo sprawniejsze niz
scyzorykiem — tylko sie nie pokaleczcie!).

Najciekawsze jest to, ze wewnatrz tego krzyzaka nie

ma zadnej luki. Powstaje pytanie, czy przedstawiony
wyzej komplet drewienek jest jedynym spelniajacym

te warunki: mozna zlozy¢ z nich krzyzak bez luki
wewnatrz. Odpowiedz jest negatywna. Znamy nieco inny
komplet, w ktéorym dwa drewienka maja inny ksztalt niz
w naszym (to te kolorowe).

Ale nie wiemy, czy na dwéch mozliwosciach sie konczy.

M. K.

8 Wielo$cian w zeszycie

Prawie kazdy wielo$cian ma talie (to wsrdd nich jest
nawet czestsze niz u ludzi!), czyli pewien jego plaski
przekrdj ma obwdd mniejszy od sasiednich (doktadniej:
niewielka zmiana plaszczyzny tnacej daje wielokat

o wickszym obwodzie — a bardziej po ludzku: natlozona
w takim miejscu gumka recepturka nie zsunie sie).

Dla szescianu taka talia jest jego przekrdj bedacy
szesciokatem foremnym (narysuj ja!).

Mozna to wykorzystaé¢ do zrobienia sobie
dwunasto$cianu foremnego mieszczacego sie
(potajemnie!) w zeszycie co najmniej stukartkowym
— gdy taki zeszyt otworzymy, stanie tréjwymiarowy
dwunastoscian.

7 tekturki wytnij dwie takie figury, jak nizej — czyli szesé
pieciokatéw foremnych (bok 3 cm) — i powyginaj wzdluz
przerywanych linii.

8 A\
A\ [

Nastepnie poldz jedna na drugiej tak, by rogi dolnej
jednakowo wystawaly spod gérnej i przyciskajac srodek
palcem, naléz recepturke tak, by byla nad rogami gornej
i pod rogami dolnej.

Gdy podniesiesz palec — dwunastoscian przybierze
klasyczna trojwymiarowa postac.

Mozna te konstrukcje wlozyé do zeszytu (nawet
przyklei¢ do wnetrza tylnej okladki), ktéry powinien
by¢ doé¢ ciezki, by wieloScian sam go nie otworzytl.

M. K.



8 Petle na niebie

8 Zadanie Alhazena

Wprowadzenie. Zapewne kazdy zetknal sie z informacja, ze planety kresla na
niebie tajemnicze petle. Spodziewamy si¢, ze nie dzieje si¢ to ,w oczach”, bo
takie zjawiska tocza sie dos¢ majestatycznie. Jezeli jednak kto$ ma cierpliwosé,
to owe petle moze osobiscie zaobserwowaé. Powiedzmy sobie szczerze od razu, ze
nie bedzie to zadne epokowe odkrycie, bedzie to samodzielne powtdrzenie pracy,
ktora wykonali juz dawno starozytni astronomowie. A byla to praca ogromnie
wazna, tylko ze dwa tysiace lat temu nie umieli oni wynikéw obserwacji
wlasdciwie zinterpretowac¢. Moze wiec warto te rzecz przesledzi¢ — powtarzam —
osobiscie.

Warsztat pracy. Bedzie potrzebna mapa nieba. Brzmi to groznie, ale atlasy
nieba bywaja po prostu w ksiegarniach, a potrzebna do naszego celu mape
mozna sporzadzi¢ samemu. Wystarczy raz na tydzien (lub nawet rzadziej)
wieczorem nanieS¢ na papier konfiguracje gwiazd z tej strefy nieba, przez ktéra
domyslnie przechodzi Stonce. Tych wygwiezdzonych wieczorow z pewnoécig nie
bedzie zbyt wiele, bo czesto bedzie przeszkadzaé¢ Ksiezyc, no i pogoda. Za to
jezeli ktéras gwiazda bedzie z tygodnia na tydzien zmieniaé¢ polozenie wzgledem
niezmiennego tla gwiazd pozostalych, to znaczy, ze zobaczyliSmy planete!

Interpretacja obserwacji. Wynikiem takich obserwacji bedzie mapa nieba

z naniesionymi na nig punktami kolejnych potozen jakiejs planety, ktére utoza
sie — jezeli obserwatorowi starczy cierpliwosci — nawet w petle. Na gruncie
heliocentrycznego modelu Uktadu Slonecznego wyjasnienie tego faktu jest
natychmiastowe. Ziemia i gérna planeta (czyli majaca orbite obszerniejsza)
obiegaja Stonice w tym samym kierunku, tyle ze planeta biegnie wolniej. Wobec
tego co jaki$ czas Ziemia planete wyprzedza, przez co jej obraz na niebie musi
sie cofa¢ wzgledem polozen zaobserwowanych wczesniej. Jezeli jeszcze uwzglednié
fakt, ze orbity tych dwu cial nie leza dokladnie w jednej plaszczyznie, to mamy
wytlumaczenie, dlaczego obserwowane cofanie sie planety odbywa sie po torze
niedoktadnie pokrywajacym si¢ z przebytym dotychczas — czyli mozemy widzie¢
petle! Powstawanie petli w ruchu planet dolnych (obiegajacych Storice wewnatrz
orbity Ziemi, a wiec szybciej) mozna bez trudu przewidzieé.

Mam nadzieje, ze obserwator przyzna, ze do zdobycia tej wiedzy wystarczy
nawet odreczna mapa nieba i ze nie sg tu potrzebne zadne przyrzady. Przyczyny
takiego akurat ruchu planet zostaly poznane duzo pdzniej, gdy odkryto prawo
powszechnego ciazenia. Wtedy zaszto to, o co zawsze chodzi w naukach
przyrodniczych, mianowicie zgodno$é teorii z obserwacjami (i mozliwosé
przewidywania nowych zjawisk). Hipoteza heliocentryczna stala sie prawdziwym
obrazem Ukladu Slonecznego.

Tomasz KWAST

Gdy na lustrzang sfere pada promien $wiatta, odbija sie
on tak, ze kat miedzy nim a przedluzeniem promienia
sfery przechodzacego przez punkt, w ktérym promien
pada, jest rowny katowi miedzy tym przedluzeniem

a promieniem odbitym, przy czym wszystko odbywa

sie w jednej plaszczyznie wyznaczonej przez padajacy
promien i érodek sfery. Geometrycznie sytuacja jest wiec
dwuwymiarowa.

Majac promien padajacy i srodek sfery, wykreslié¢
promien odbity jest tatwo. Wybitny arabski astronom

i matematyk, Al-Haitham (965-1039), znany w Europie
jako Alhazen, postawil problem bardzo podobny, ale
znacznie trudniejszy.

Dana jest sfera i dwa punkty (albo oba na zewnatrz,
albo oba wewnatrz kuli ograniczonej ta sfera). Znalezé
kierunek promienia wystanego z jednego punktu tak, by
po odbiciu od sfery o$wietlit drugi punkt.

2

Polecamy to zadanie naszym Czytelnikom, bo — jak
sadzimy — mimo niezwyklej prostoty pozwoli ono spedzié¢
nad rozwigzaniem wiele godzin. Nie jest nawet wcale
oczywiste, czy istnieje taka konstrukcja wykonalna
cyrklem i linijka. Rozwiazanie rachunkowe (dane
wspolrzedne punktéw i $rodka sfery oraz promien tej
sfery) prowadzi do réwnania wysokiego stopnia i nie
wiadomo, czy da si¢ je zredukowaé¢ do ciggu réwnan
kwadratowych, co, jak wiadomo, dowodzitoby klasycznej
konstruowalnosci.

M. K.
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Rys. 1

Rys. 2. Sfera i walec sa wewnetrznie
styczne, gdy sg styczne z jednej strony do
plaszczyzny, przy czym punkt stycznosci
sfery jest jednym z punktéw stycznodci
walca.

m Zadania

Dwie sfery w jednym miejscu

W IV wieku przed nasza era za sprawa Platona panowalo powszechne
przekonanie, ze sfera niebieska — jako doskonala — dopuszcza jedynie doskonalte
ruchy planet, jedynych ruchomych obiektéw na niej. Ruchy doskonate to

ruchy jednostajne i odbywajace sie po doskonalych trajektoriach. Doskonala
trajektoria to taka, ktéra moze Slizgaé sie po sobie — na sferze te wlasnos¢ maja
tylko okregi. Powstawatl wiec problem, jak wyttumaczy¢ nieregularnosci ruchu
planet na niebie, a w szczegdlnoéci powstawanie petli, o jakich jest mowa na
sasiedniej stronie.

Eudoksos (408 p.n.e.—355 p.n.e.) — niewatpliwie najwybitniejszy matematyk
swoich czaséw (to on wprowadzil liczby rzeczywiste!) — podszedl do sprawy
tak, jak to zazwyczaj robia matematycy: problem uogolnit i zadal pytanie, czy
z dopuszczalnych ruchéw da sie na sferze wyprodukowaé jakiekolwiek petle.

A oto jego odpowiedz.

Poniewaz sfera sktada si¢ z punktéw, a one nie majg rozmiaréw, wiec w jednym
miejscu moga sie znajdowaé¢ dwie identyczne sfery. Nadajmy jednej z nich ruch
obrotowy (wzgledem dowolnie obranej osi), w niej zamocujmy o§ drugiej sfery

i nadajmy jej tez ruch obrotowy wzgledem tej osi. Oba ruchy niech odbywaja sie
z ta sama predkoscia katowa. Odpowiedzmy teraz na pytanie, jaka trajektorie
wzgledem zewnetrznego obserwatora zakresla¢ bedzie dowolnie ustalony punkt
rownika drugiej sfery.

Czytelnik Ambitny udawaé¢ bedzie, ze nie widzi rysunku 2 i sam znajdzie
rozwigzanie, ktére jest na tym rysunku. Ta petla dwa tysiace lat pozniej zostanie
nazwana oknem Vivianiego. Ale nawet patrzac na ten rysunek, nietatwo jest
zauwazy¢, ze owa petla to przeciecie sfery z wewnetrznie do niej stycznym
walcem. MK

Redaguje Lukasz BOZYK

M 1531. Punkty A, B, C', D sa takimi czterema wierzchotkami pewnego
prostopadloscianu, ze zadne dwa z nich nie sa polaczone krawedzia. Sfery
sA, S, s¢ o srodkach odpowiednio w punktach A, B, C' sa parami styczne.
Udowodni¢, ze istnieje sfera sp, o sSrodku w punkcie D, ktéra jest styczna
do sfer su4, sg, sc.

Rozwiazanie na str. 5

M 1532. Z pewnej liczby plytek o polu 4 typu L lub S (rysunek) ulozono
prostokat. Wykazaé, ze liczba wykorzystanych plytek typu L jest parzysta.
Uwaga. Plytki mozna obracaé oraz odwraca¢ na druga strone.

Rozwiazanie na str. 6

M 1533. Na tablicy napisano liczby catkowite a, b, ¢ wigksze od 1. Nastepnie
na kartce zapisano w przypadkowej kolejnosci cztery liczby, bedace wynikami
dziatan a + be, b+ ca, ¢ + ab oraz a + b+ c. Czy znajac liczby napisane na kartce
mozna jednoznacznie okresli¢, jakie trzy liczby znajduja sie na tablicy?
Rozwiazanie na str. 5

Przygotowal Michal NAWROCKI

F 929. W jakim przypadku natezenie I wypadkowego drgania powstatego

w wyniku dodawania sie dwéch fal elektromagnetycznych o takiej samej czestosci
i o natezeniach Iy i I bedzie réwne sumie natezen drgan sktadowych niezaleznie
od réznicy faz miedzy nimi?

Rozwiazanie na str. 15

F 930. Z dna jeziora o gtebokosci h = 2 m wydzielaja sie pecherzyki gazu o
$rednicy d; = 0,05 mm. Jaka bedzie Srednica ds tych pecherzykow, gdy osiagna
one powierzchnie wody? Napiecie powierzchniowe wody wynosi o = 0,073 N/m.
Dla ci$nienia atmosferycznego przyjaé warto$é¢ pg = 1000 hPa.

Rozwigzanie na str. 18

3



S Stawka wieksza niz...?

Jacek z Plackiem od mtodosci
Czasem grali sobie w kosci.
Ten, kto dziesie¢ wygral tur,
Otrzymywal ciastek wor.

Dnia pewnego, moi mili,

Gre zbyt wczesnie zakonczyli.
Wielka rozpetali drake,

Jak podzieli¢ ciastek pake.

— To rzecz jasna!l — Jacek rzecze
— Ja piec¢ tur wygralem przeciez.
Ty wygrates tylko trzy,
Caly worek oddaj mi!

Na to Placek — Hola, hola!
Wara mi od tego wora!
Wygraé kazdy jeszcze magl,
Wor dzielimy wiec na pol.

— Wolne zZarty! — krzyczy Jacek
— Zaraz zrobie z Placka placek!
A gdy bracia sie kiocili,
Trzej uczeni sie zblizyli.

— Spokdj. — rzecze glos dostojny
— Mamy dosyé Waszej wojny.
Jam uczony jest Pacciola

I zarzqdze podzial wora.

Wynik mowi: w tym chaosie
Zrobcie z ciastek stosow osiem.
Trzy z nich niech dostanie Placek,
Pozostale piec za$ Jacek.

Wtem rozbrzmiewa Smiechu salwa
— 0y, straszliwy z ciebie batwan!
Trzeba wzigé to pod uwwage,

lle braknie do wygranej!

Temu brakto punktow siedem,
Pieé tamtemu, dajcie krede,
Przeprowadze Wam rachunek,
Jak dostac¢ dobry stosunek.

Ten, co wyszedl z taka rada,
Nazywany byl Cardano.

Gdy odpowiedz mial gotowa,

Trzeci przybysz wszedl mu w stowo.

tukasz RAJKOWSKI

Jestem Pascal; moim zdaniem
Clasteczkowe to wyzwanie
Jedng wazng ma szukang:
Jest to szansa na wygrang!

Jak wyznaczyc jg nalezy?
Niechaj kazdy mi uwierzy,
IZ my wnet to uczynimy,
Przedtem jednak pomyslimy.

Najpierw przyjmijmy, Ze gracze,
Gdy juz ktorys wygrac raczy,
Nie przestajq rzucac kosci.

Ot, dla wlasnej przyjemnosci.

Trzy do pieciu w tej minucie
Zatem, gdyby dalej grali,

To po jedenastym rzucie
Ktorys z nich bylby wygranym.

Pozostaje nam po prostu
Obliczenie szans dokladnie,
Ze wsréd rzutéw jedenastu
Jacek wygra pie¢ co najmniej.

Jak nietrudno zauwazyé,

By wygranych bylo k

To, co mialoby sie zdarzyc,
Prawdopodobieristwo ma (lkl)/ZU.

Stad juz blisko rozwigzanie:
Suma, dla k najmniej pieciu,
Liczb powyzszych wynik daje.
Wyjdzie zatem, w mym pojeciu

(Y + (D 4.+ (1Y) /2 ~ 0,73,

— Niech tak bedzie! — Jacek krzyknal
I jat Zzegna¢ madrych godci.
Spostrzegl wtem, ze Placek zniknal
A wraz z Plackiem wor stodkosci.

7 tej bajeczki moratl taki:
Studiuj swiattych gloséw chor
Lecz gdy dojdzie juz do draki,
Szybko chwytaj ciastek wor.

*

Powyzsza historyjka przedstawia tzw. problem podziatu stawki — jedno z zadan,
jakimi zywit sie raczkujacy rachunek prawdopodobienstwa u poczatkéw swojego
istnienia. W Zrédtach europejskich pojawia sie on po raz pierwszy w podreczniku
Summa de Arithmetica, Geometrica, Proportioni, et Proportionalita wloskiego
franciszkanina, Luki Paccioliego (1445-1517). Paccioli uwazal, ze w sytuacji
opisanej w historyjce nagroda powinna zosta¢ podzielona w stosunku takim,
jak stosunek liczby punktéw zdobytych przez graczy, czyli 3 do 5 (0,625 puli
przyznajemy Jackowi). Innego zdania byl Girolamo Cardano (1501-1576), ten
sam, ktérego imie nosza (nie do konica stusznie) wzory na rozwiazania réwnan
3.1 4. stopnia. W swym dziele Practica Arithmeticae Generalis stwierdza,

ze w sytuacji, gdy jednemu z graczy brakuje do zwyciestwa a punktow,

4
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Rozwigzanie zadania M 1531.
7Z warunkoéw zadania wynika, ze
AB = CD, AC = BD oraz AD = BC,
gdyz sa to pary przekatnych
przystajacych prostokatow.
Oznaczmy przez rx promien sfery sx.
Jezeli sfery sa, sp, sc sa parami styczne,
to pewne dwie z nich — bez straty
ogdlnosci s4 i sp — sg styczne
zewnetrznie, czyli AB =r4 + rp. Jesli
sc jest styczna zewnetrznie do sa4 i sp,
to AC =ra+7rc, BC=rpg+rc
i wystarczy przyjac

rp =TA+7TB+TC
Woéwecezas sfera sp bedzie styczna
wewnetrznie do pozostatych trzech sfer,
gdyz

AD=BC =rp+rc=rp —ra

i analogicznie BD =rp — rp,
CD =rp — rc. Jezeli za$ sfera rc jest
styczna wewnetrznie do s4 i sp, to
AC =rc —ra, BC =rc —rpitym
razem wystarczy przyjaé

D =1rA+TB —TC.
Wéwcezas AD =ra +rp, BD =rg +rp,
CD = rc — rp, wigc sfera sp bedzie
styczna zewnetrznie do s4 i sp oraz
styczna wewnetrznie do sc.

Rozwigzanie zadania M 1533.
Wykazemy, ze odtworzenie liczb jest
mozliwe. Zauwazmy, ze jezeli x > 2 oraz
y = 2, to
1 1
- +-<1,
z Yy

wobec czego x + y < xy. To oznacza, ze

a+bc>a+b+ec,
b+ca>a+b+ec,
c+ab>a+b+ec,

wiec najmniejsza z czterech liczb
napisanych na kartce jest réwna a + b + ¢;
oznaczmy te¢ liczbe przez s. Pozostale
liczby oznaczmy przez z, y, z

i przyjmijmy (bez straty ogélnosci,

z uwagi na symetri¢ rél liczb z tablicy),
ze x =a+bc, y=>b+ca, z=c+ ab.

Wéwecezas

z—s+1=(b—1)(c—1),
y—s+1=(c—1)(a—1),
z—s+1=(a—1)(b—-1),

a skoro liczby a, b, ¢ sa wigksze od 1, to

- W—s+D(E—s+1)
(z_l+\/ (x —s+1) !

B (z—=s+1)(z—s+1)
b_1+\/ (y—s+1) '

B (x—s+1)(y—s+1)
C_1+\/ (z—s4+1) ’

a drugiemu b punktéw, cala stawka powinna by¢ podzielona w stosunku
(I4+2+...4b): (1+2+...+a), czyli unas 15:28 (do Jacka wedruje

~ 0,651 stawki). Wéréd prébujacych rozwiklaé problem podziatlu nalezy wymienié
jeszeze stynnego antagoniste Cardana, czyli Niccola Tartaglie. Zwraca on
stusznie uwage, ze podejscie Luki Paccioliego nie moze by¢ sensowne, gdyz

przy wyniku 0:1 kazaloby przeznaczy¢ cala stawke jednemu z graczy, chociaz
drugi ma niewiele mniejsza szanse na wygrana. OdpowiedZ proponowana przez
Tartaglie nie jest jednak specjalnie lepsza, gdyz proponuje on, by zwyciezca
otrzymal pol stawki powiekszone o polowe wzglednej réznicy w punktach (czyli
w tym przypadku % + % . % = 0,6). Nie jest to jednak dobre podejscie, gdyz
podzielitoby stawke w ten sam sposéb przy wyniku 9:7, w ktérym (jak nietrudno
obliczy¢) szansa drugiego gracza na wygrana wynosi %. Problem podziatu stawki
doczekal sie prawidlowego (tzn. opartego na prawdopodobienistwach wygranych
poszczegdlnych graczy) rozwiazania dopiero w potowie XVII wieku, kiedy
zostal podsuniety Blaise’owi Pascalowi (1623-1662) przez Antoine’a Gombauda
(1607-1684), znanego szerzej jako kawaler de Méré. Pascal korespondowal

na ten temat z Pierrem Fermatem (1601-1665) i wspdlnie udato im sie

wskazaé rozwiazanie (rozumowanie opisane w wierszyku pochodzi od Fermata,
rozwiazanie Pascala nie wymagalo ,przedtuzania” gry po wygranej ktoregos

z graczy, wykorzystywalo natomiast pewne wlasnosci tréjkata Pascala).

Inng zagadka, zadang Pascalowi przez kawalera de Méré, bylto pytanie

o najmniejsza liczbe rzutéw dwiema kosémi, potrzebna do tego, aby

z prawdopodobienstwem przewyzszajacym % wyrzucié¢ za ktoryms razem dwie
szostki. De Méré potrafil rozwiazaé to zadanie w przypadku rzutu jedna koscia
— w tym celu wystarczy skoncentrowaé¢ uwage na zdarzeniu przeciwnym do
rozwazanego, czyli pytaniu o najmniejsza liczbe rzutéow, przy ktorej szansa

na unikniecie széstki jest mniejsza od % Poniewaz w pojedynczym rzucie
szansa na unikniecie szostki wynosi g, zatem szansa na niewyrzucenie szostki

w n rzutach wynosi (%)n Szukamy zatem najmniejszej wartosci n, dla ktorej
(g)n jest mniejsze od %; nietrudno sprawdzi¢, ze liczba ta wynosi 4. W jaki
sposéb rozszerzy¢ to rozumowanie na rzut dwiema ko$émi? Tutaj kawaler

de Méré napotkal trudnosci, gdyz byl zdania, ze stosunek szukanej ,wartosci
granicznej” do liczby wszystkich mozliwosci powinien by¢ staty, zatem skoro

w przypadku jednego rzutu byl on jak 4 (warto$¢ graniczna) do 6 (liczba
mozliwosci), to skoro przy dwdéch rzutach mamy 36 réwno prawdopodobnych
mozliwosci (z czego de Méré zdawal sobie sprawe), poszukiwana ,warto$¢
graniczna” w tym przypadku wynosi 24. De Méré nie poprzestal jednak

na teorii i postanowil sprawdzié¢ ja w praktyce — ta miala jednak inne zdanie
na ten temat i mocno sugerowala, ze po 24 rzutach dwie széstki zdarzaja

sie rzadziej niz czesciej. O tej rozbieznosci poinformowal Pascala, twierdzac,

ze jego odkrycie oznacza sprzecznosé arytmetyki. Pascal nie mial jednak
trudnosci w dostrzezeniu, w czym tkwi paradoks. Kluczem do rozwigzania

jest najrozsadniejsza ocena szansy na unikniecie dwoch szostek w jednym,
podwdjnym rzucie — jest to, oczywiscie, g—g (gdyz szansa na dwie széstki to 55).
W tej sytuacji, podobnie jak poprzednio, szukamy najmniejszej wartosci n, dla
ktorej (%)n < % — tym razem wychodzi 25. Szansa na wyrzucenie dwdch széstek
po takiej liczbie rzutéw wynosi w przyblizeniu 0, 506, podczas gdy szansa na dwie
szostki po 24 rzutach to okoto 0,491. Kawaler de Méré musial zatem wykonac
caltkiem pokazna liczbe doswiadczen, aby stwierdzié¢, ze w praktyce liczba 24
jest zbyt mata. ..

Przedstawione problemy opieraja sie na pojeciach wspolczesnie elementarnych
(jak np. prawdopodobienstwo), z ktérymi ludzkos$é¢ oswajala sie dogé

dlugo i ktére w czasach, w jakich byly ,wykuwane”, dostarczaly trudnosci

z dzisiejszego punktu widzenia elementarnych. Ciekawie jest zastanowié sie,

czy za pareset lat, w jubileuszowym, pieciotysiecznym numerze Delty, przyszli
autorzy artykuléow beda mogli z pewnym rozbawieniem opisywaé nasze mniej lub
bardziej udolne proby rozwiazania pewnych skomplikowanych dzi§ probleméw,
ktére juz wtedy beda uznawane za zupelnie banalne. . .
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Rozwigzanie zadania M 1532.
Jezeli prostokat m X n zostal utozony
z pewnej liczby opisanych plytek, to jego

powierzchnia jest liczbg podzielng przez 4,

wobec czego co najmniej jeden

z wymiarow jest liczba podzielna przez 2.
Przypusémy bez straty ogdlnosci, ze

m = 2k.

Sposéb 1. Pomalujmy prostokat w paski
o wymiarach 2k x 1.

Zauwazmy, ze kazda kostka typu S
zawiera parzysta liczbe kolorowych pél
(dokladnie dwa), a kazda kostka typu L
zawiera nieparzysta liczbe kolorowych pdl
(jedno lub trzy). Poniewaz liczba
kolorowych pél w calym prostokacie jest
parzysta (jako wielokrotnosé liczby 2k),
wigc taczna liczba kostek zawierajacych
nieparzysta liczbe¢ kolorowych pdl musi
by¢ parzysta.

Sposob 2. Pomalujmy prostokat w paski
o wymiarach 1 X n.

Zauwazmy, ze pol kazdego koloru jest po
tyle samo zaréwno w calej tablicy (po
kn), jak i w obrebie dowolnej plytki typu
S. Tymczasem kazda z ptytek typu L jest
zdominowana przez pewien kolor

(w stosunku pdl 3 : 1). Wobec tego liczba
plytek zdominowanych przez kolor biaty
musi by¢ réwna liczbie plytek
zdominowanych przez kolor, a zatem
taczna liczba plytek typu L jest parzysta.

Liczby pierwsze jako niewiadome
Mariusz SKALBA

W historii ludzkiego poznania mato jest tak fascynujacych pojec¢ jak liczby
pierwsze. Chociaz dzisiaj wiemy o nich znacznie wigcej niz 120 lat temu, to
jeszeze wiecej dotyczacych ich pytan pozostaje bez odpowiedzi. Celem tej notki
jest pokazanie, ze trudno jest oceni¢ na pierwszy rzut oka, czy pytanie dotyczace
liczb pierwszych jest latwe, czy tez bardzo trudne — poza zasiegiem wspolczesnej
nauki. Rozwazmy najpierw nastepujace rownanie z dwiema niewiadomymi:

(1) p?—2¢* =1.

Szukamy rozwiazan w liczbach pierwszych p,q. Jesli ¢ = 2, to p = 3. Jezeli
natomiast ¢ > 2, to obie p, ¢ sa nieparzyste, a wiec

pP’=¢>=1 (mod4).

Wynika stad, ze

1=p>-2¢°=1-2=3 (mod 4),

co jest absurdem. Jedynym rozwiazaniem réwnania (1) w liczbach pierwszych p, g
jest zatem para p = 3,q = 2.

Zajmiemy sie teraz podobnym réwnaniem:
(2) p*-2¢* = -1

Mozna zgadnaé, ze para (7,5) jest rozwiazaniem (2) w liczbach pierwszych.

W przypadku jeszcze wiekszej determinacji natrafimy na rozwiazanie (41, 29)
(prosze sprawdzié!) ale co robi¢ dalej! Juz teraz widaé, ze ewentualny dowdd
(ewentualnego) ,twierdzenia”, iz réwnanie (2) ma tylko skoniczenie wiele
rozwiazan w liczbach pierwszych p, ¢, nie moze by¢ catkiem banalny, gdyz
musiatby on wychwycié¢ znalezione rozwiazania. Podejdzmy wiec do problemu
bardziej systematycznie i bez zadnych uprzedzen. Zauwazmy przede wszystkim,
ze pary (ay, by), okreslone wzorem

an + 0, V2:= (1 +V2)", gdzien =1,3,5,7,...,
spelniaja rownanie (2), gdyz ze wzoru dwumianowego Newtona wynika, ze
(1-V2)" =a, — b,V?2,
a zatem
a2 — 202 = (a, + b,V2)(a, — byV2) = (1 +V2)"(1 = V2)" = (-1)" = -1,

gdyz n jest nieparzyste. Latwo sprawdzi¢, ze zgadniete wczesniej rozwiazania

w liczbach pierwszych to (ag,bs) oraz (as, bs). Z pomoca komputera sprawdziliSmy
rozwiazania (ay,, b,) dla wszystkich n < 60: tylko dla n = 3,5,29, 59 otrzymujemy
obie liczby pierwsze.

n an bn

1 1 1

3 7 5

) 41 29

29 63018038201 44560482149

59 | 19175002942688032928599 | 13558774610046711780701
2 ? ?

Ale mozemy zaryzykowaé¢ hipoteze, ze réwnanie (2) ma nieskoriczenie wiele
rozwiazan w liczbach pierwszych p, q. Raczej nie zachecamy Cie, Czytelniku, abys
sie nia zajmowal, ale do studiowania matematyki teoretycznej jak najbardziej :)
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8 Z samgq linijkg na okrqg

Styczna do okregu

Dany jest okrag i punkt na zewnatrz.

()

Przez ten punkt prowadzimy dwie sieczne réznej
dlugosci.

=

Punkty przecigcia tych siecznych z okregiem laczymy
prostymi w pary na pozostate dwa sposoby.

g

Przez nowo powstale punkty przeciecia prowadzimy
prosta

g

Jesli punkty otrzymane z jej przeciecia z okregiem
polaczymy z poczatkowym punktem, to uzyskamy
styczne do okregu.

Brakujacy punkt

Dany jest okrag, ale nie caty, i prosta przecinajaca go,
ale przechodzaca tez przez dziure.

<

Drugi punkt przeciecia okregu z dana prosta znajdujemy,
dobierajac na okregu jeszcze cztery punkty

<z

i laczac je lamana (dla ulatwienia ponumerujmy kolejno
jej odcinki).

o
g

Punkt przeciecia prostych zawierajacych odcinki 11 4
taczymy z punktem przecigcia danej prostej z prosta
zawierajaca odcinek 3

/

K
5

i przez punkt przeciecia tej prostej z prosta zawierajaca
odcinek 2 prowadzimy prosta z ostatniego wierzchotka
tamanej.

T

’

Przecina ona dana prosta w punkcie lezacym na danym
okregu.

Obie te konstrukcje korzystaja z twierdzen geometrii rzutowej, ktérej nie omawia
sie w szkole. Ale przeciez nikt nam nie kaze postugiwaé sie w zyciu tylko tym, co
poznaliSmy na lekcjach. Obie powyzsze konstrukcje bez zmian stosuja sie tez do

elips i hiperbol.

M. K.



*Politechnika Lédzka, Instytut
Informatyki

préznia

a; >0

Rys. 1

préznia metamateriat

ay >0

Rys. 2

proznia

Rys. 3. Wyznaczajac sinusy katéw a1 i ag
z tréjkatéw ABC i ADC, mozna tatwo
wyprowadzié¢ prawo Snella.

Ujemny wspoélczynnik zalamania
Grzegorz DERFEL*

Swiatto dochodzace do granicy oddzielajacej dwa osrodki czesciowo odbija sie od

niej, a czesciowo przechodzi przez nia, zmieniajac kierunek, co okreslamy mianem
zalamania. Najprostszy przypadek zatamania ma miejsce, gdy promien swiatla pada

z prézni na powierzchnie osrodka izotropowego, np. szkla. Zjawisko to opisane jest
prawem zalamania Snella: promienie padajacy i zalamany oraz prosta prostopadta

do powierzchni (zwana normalna) leza w jednej plaszczyznie (zwanej plaszczyzna
padania), a stosunek sinusa kata padania o do sinusa kata zalamania as jest staly
(rys. 1). (Na wszystkich rysunkach pominieto promienie odbite.) Katy padania

i zalamania mierzone sa miedzy normalng a odpowiednim promieniem. Danemu katowi
mozna przypisa¢ znak, np. dodatni, jesli dla pokrycia si¢ promienia z normalng trzeba
ten promien obroéci¢ zgodnie z kierunkiem ruchu wskazéwek zegara, a ujemny, gdy

w tym celu konieczny jest obrot w przeciwnym kierunku. Jesli do osrodka materialnego
$wiatto przechodzi z prézni, to stosunek sinuséw nosi nazwe bezwzglednego
wspolczynnika zatamania tego osrodka i bywa oznaczany symbolem n. Zwréémy uwage,
ze gdy promienie padajacy i zalamany biegna po przeciwnych stronach normalnej, to
katy padania i zalamania majg jednakowe znaki i wspotczynnik zatamania jest dodatni.
Wartoéé bezwzgledna wspétczynnika zatamania jest zawsze réwna stosunkowi predkosci
Swiatla ¢ w prézni, do predkosci $wiatla w o$rodku v, |n| = c¢/v. Poniewaz predkosé
Swiatta w osrodkach materialnych jest mniejsza niz predko$é¢ $wiatta w prézni, to ich
wspotezynniki zatamania maja warto$é wieksza od 1.

Dopusémy jednak mozliwo$é zalamania rzadzonego ujemnym wspélczynnikiem.
Koncepcja takiego zjawiska zostata przeanalizowana teoretycznie w 1967 r. przez
rosyjskiego fizyka Wiktora Wiesielago. Katy padania i zalamania miatyby wtedy
przeciwne znaki, a wiec promien zalamany znajdowalby sie po tej samej stronie
normalnej co promient padajacy (rys. 2). Materialy o ujemnym wspélczynniku,
okre$lane mianem metamaterialéw, mialyby niezwykle wtasciwosci bedace Zrédlem
zaskakujacych efektéw, stwarzajac pole dla spekulacji na temat ich praktycznych
zastosowan. Najciekawsze zjawiska mozna uzyskaé¢ w przypadku otrzymania

cieczy o ujemnym wspolczynniku zatamania. Obraz zanurzonej czesci np. otéwka,
umieszczonego sko$nie w szklance z taka ciecza, byltby skierowany w przeciwna strone
niz dla standardowej cieczy, a pozorny obraz ryby plywajacej w stawie wypelnionym
taka ciecza, mégtby byé widoczny ponad powierzchnia stawu. Poza zadziwiajacymi
efektami wizualnymi takie materialy miatyby zastosowanie praktyczne w optyce.
Tutaj wplyw ujemnego wspoétczynnika zalamania przejawia sie tym, ze soczewki
wypuktle moglyby rozpraszaé¢ wiazke $wiatta, a wkleste skupiaé¢. Dodatkowo ptytki
réwnolegle moglyby skupiaé §wiatlo, co dla standardowych materialéw nie jest
mozliwe. Tak skonstruowana soczewka bytaby pozbawiona przeszkadzajacych efektéw
dyfrakcji, ktére nie pozwalaja na obrazowanie przedmiotéw o mniejszych wymiarach
niz dtugoéci fali uzytego swiatta. Jak dotad otrzymano prototypy materialéw

o ujemnym wspotczynniku zatamania w zakresie mikrofal, tworzac sztuczne struktury
kompozytowe o ztozonej budowie.

Okazuje sie jednak, ze zalamanie swiatla z ujemnym wspdétczynnikiem wystepuje
takze w oSrodkach naturalnych, jakimi sa pewne krysztaty istniejace w przyrodzie
lub wyhodowane sztucznie. W tym artykule przyjrzymy si¢ temu zjawisku.

Zalamanie $wiatta mozna uzasadnié¢, uwzgledniajac jego falowa nature i stosujac
obowiazujaca dla fal zasade Huygensa. Méwi ona, ze kazdy punkt, do ktérego dotarta
fala, jest zrédlem nowej fali o kulistym czole (w osrodku izotropowym). Obwiednia
tych wszystkich wtérnych fal tworzy czoto fali wypadkowej. W ten sposéb powstaje
np. ptaski front falowy padajacej wiazki swiatta. Dla wyznaczenia kierunku wigzki
zatamanej pomocne jest okreslenie wypadkowego czota fali zwiazanej z ta wiazka.
Rysunek 3 przedstawia przydatna do tego konstrukcje oparta na zasadzie Huygensa.
Uwidocznione sa dwa skrajne promienie wigzki padajacej z prézni na powierzchnie
szklta. Zalézmy, ze w pewnej chwili promien 1 dociera do powierzchni granicznej

w punkcie A. Promien 2 dochodzi wtedy do punktu B. Po czasie t = |BC|/c promieri 2
osiaga powierzchnie graniczna, po czym cala wiazka rozchodzi sie juz w szkle. Punkt A
jest zroédlem fali, ktéra rozchodzi si¢ z predkoscia v = c¢/n jako wtérna fala kulista i po
czasie t dociera do miejsc odleglych o vt od punktu A. Prosta wystawiona z punktu C
i styczna do pétkuli w punkcie D jest obwiednia wszystkich fal kulistych wychodzacych
ze wszystkich punktéw odcinka AC' i stanowi czoto C'D fali zalamanej. Odcinek AD
wytycza kierunek wiazki zatamanej. Zauwazmy, ze jest on prostopadly do czota fali
wypadkowej.
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n, > n, n, < n,
| i
I
; !
krysztal dodatni krysztal ujemny
Rys. 4

Rys. 5

Rys. 6

Opisany przypadek jest mato skomplikowany, a to dzieki temu, ze po zaltamaniu
$wiatto rozchodzi sie w osrodku izotropowym, w ktérym zaden kierunek nie jest
wyrézniony. Inaczej przedstawia si¢ sprawa w niektérych krysztatach (a takze

w polimerach i ciektych krysztatach), ktérych wlasciwosci fizyczne zaleza od
kierunku. Z punktu widzenia optyki klasyfikuje si¢ je jako osrodki dwéjtomne. Na ich
powierzchniach zachodzi tzw. podwéjne zalamanie, bardziej ztozone niz zatamanie na
powierzchniach oérodkéw izotropowych. W wyniku podwdéjnego zatamania promien
padajacy rozdziela sie na dwa promienie biegnace w réznych kierunkach, z rézna
predkosécig i spolaryzowane liniowo w réznych plaszczyznach. Istnieja dwa rodzaje
materiatéow dwojlomnych. W tzw. osrodkach jednoosiowych istnieje jeden szczegdlny
kierunek, zwany osia optyczna, wzdluz ktérego oba promienie zalamane maja te sama
predko$¢. W oérodkach dwuosiowych istnieja dwa takie kierunki. W tym artykule
ograniczymy si¢ do przedstawienia zjawiska zalamania w osrodkach jednoosiowych.

Jeden z promieni zalamanych, zwany zwyczajnym, podlega prawu zalamania

Snella. Kat zalamania okresdlony dla niego jest stalym wspdtczynnikiem zwanym
wspdélezynnikiem zalamania promienia zwyczajnego danego o$rodka, ng. Promien
zwyczajny ma te sama predko$é vg = c¢/no niezaleznie od kierunku propagacji. Mozna
to zilustrowaé kulista powierzchnia o promieniu vy reprezentujaca te wartosé¢ predkosci
we wszystkich kierunkach, zwang powierzchnia normalnych. Kuliste sa takze czota fal
wtornych sktadajace si¢ na ptaskie czoto fali zwiazanej z wiazka promieni zwyczajnych.

Drugi promien, zwany nadzwyczajnym, nie spelnia prawa zalamania, poniewaz
stosunek sinuséw nie jest staly, lecz zalezy od wzajemnej orientacji promienia
padajacego, osi optycznej i powierzchni granicznej. Sg sytuacje, w ktérych promien
nadzwyczajny nie lezy w plaszczyznie padania, a takze takie, w ktorych jego kat
zatamania jest rézny od zera nawet przy padaniu prostopadlym, a szczegblna anomalie
stanowi ujemny kat zalamania, o czym jest mowa ponizej. Predkos¢ promienia
nadzwyczajnego ilustruje powierzchnia normalnych w ksztalcie elipsoidy obrotowej,
ktérej o$ symetrii pokrywa sie z osia optyczna. Predko$¢ w dowolnym kierunku
okreslona jest dtugoscig odcinka, ktéry wytycza dany kierunek, taczacego srodek
elipsoidy z punktem na elipsoidzie. Péto$ réwnolegta do osi optycznej wyznacza
warto$é predkosci w kierunku osi, vo = ¢/ng, a pétos prostopadta — wartosé¢ w kierunku
do osi prostopadtym, ve = ¢/n., gdzie ne nazywany jest wspétczynnikiem zalamania
promienia nadzwyczajnego. Jesli warto$é n. jest wieksza niz ng, to osrodek nazywa
sie optycznie dodatnim. W przeciwnym przypadku o$rodek jest optycznie ujemny.
Rysunek 4 pokazuje powierzchnie normalnych w obu przypadkach.

Bieg obu promieni zatamanych w o$rodku dwdjtomnym mozna znalezé, adaptujac
konstrukcje Huygensa dla zjawiska podwdjnego zalamania. Zastosujemy te metode
do przedstawienia szczegdlnego, nieopisywanego w podrecznikach optyki krysztatéw
przypadku, w ktérym realizuje sie zalamanie z ujemnym wspétczynnikiem.

Niech wigzka $wiatta pada pod katem «; na powierzchni¢ osrodka optycznie
dodatniego, ktérego o$ optyczna lezy w plaszczyznie padania i tworzy kat ¢

z normalna (rys. 5). Najpierw promieni 1 dociera do powierzchni granicznej

w punkcie A, a po czasie t = |BC|/c powierzchnie te osiagga promien 2. Z punktu A
rozchodza sie dwie fale wtérne — zwyczajna i nadzwyczajna. Po czasie ¢t wtérna

fala zwyczajna osiaga lezace na pétkuli punkty oddalone od A o vot, a wtérna fala
nadzwyczajna dociera do punktéw elipsoidy odlegltych od A o v.t. Odtad w krysztale
rozchodza si¢ juz dwie wiazki biegnace w réznych kierunkach. Kierunek promienia
zwyczajnego mozna znalezé w taki sam sposéb jak w przypadku izotropowym. Jest
prostopadty do wypadkowego czota C'D. Kierunek promienia nadzwyczajnego wynika
z analogicznej konstrukcji. Prosta wystawiona z punktu C, styczna do elipsoidy

w punkcie F, jest obwiednig fal kulistych wychodzacych ze wszystkich punktow
odcinka AC' i stanowi czolo fali EC. Odcinek AE wytycza kierunek wiazki zatamane;j.
Zauwazmy, ze tym razem kierunek ten nie jest prostopadty do czota fali. Ponadto
promien nadzwyczajny biegnie po tej samej stronie normalnej co promien padajacy.
Oznacza to, ze kat padania i kat zalamania dla promienia nadzwyczajnego maja
rézne znaki. Stosunek ich sinuséw jest ujemny, a wiec mozna przyjacé, ze zalamaniem
promienia nadzwyczajnego rzadzi w tym przypadku ujemny wspdétczynnik zatamania.
Na rysunku 6 zilustrowane jest to samo zjawisko wystepujace w krysztale optycznie
ujemnym.

Zalamanie z ujemnym wspoétczynnikiem ma swoje zrédto w anizotropii optycznej
osrodka. Warunkiem jego wystapienia jest odpowiednia orientacja osi optycznej
wzgledem powierzchni zalamujacej. Mozliwo$é zaistnienia tego zjawiska w zwyktych
krysztatach dwéjlomnych zostala zademonstrowana (przy uzyciu ujemnego optycznie
kalcytu, CaCOs, i dodatniego optycznie wanadanu itru, YVO4) stosunkowo niedawno,
bo w roku 2003, mimo ze dwdjlomnosé krysztaléw znana jest od XVII wieku. Odkrycie
to uzupetnilo znany obraz zjawisk optycznych wystepujacych w krysztatach.
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Elektrodynamiczne dziecioty i hustawki
Stanistaw BEDNAREK*

Sita elektrodynamiczna jest powszechnie wykorzystywana do wprawiania w ruch
silnikow elektrycznych. My sprébujemy wykorzystaé ja do napedu dwoch
interesujacych zabawek, ktore do ztudzenia przypominajg dzieciota i hustawke.

FIZYCZNE Do przeprowadzenia do$wiadczen potrzebne beda: miedziany drut bez izolacji
o dhugosci okoto 1,5 m i érednicy 0,5-1,5 mm, magnes neodymowy w ksztalcie
prostopadlos$cianu o rozmiarach okolo 4 x 3 x 1,5 cm, dwie duze, okragle baterie
o sile elektromotorycznej 1,5 V (typu R20) — najlepiej alkaliczne i wczedniej
7 nieuzywane, koralik albo kulka drewniana o $rednicy okolo 1 cm z otworem,
tasma klejaca, marker, lutownica, cyna i szczypce uniwersalne (tzw. kombinerki).
Magnes powinien by¢ namagnesowany wzdluz najkrotszego boku.

Sposob wykonania elektrodynamicznego dzieciola zostal przedstawiony na

3 4 rysunku 1. Z drutu odcinamy dwa kawalki o dtugosci kilku cm. Czegsé pierwszego
z tych kawalkow nawijamy na drugim drucie, ukladajac 10-15 zwojéw réwno
—A 5 jeden obok drugiego. W ten sposéb uzyskujemy tulejke o dlugosci 1-1,5 cm,
1 T , . . . L. . oo .
15V ktéra bedzie stanowita tozysko dla korpusu kiwajacego sie dzieciola. Drugi
' kawalek drutu wysuwamy z tulejki i wyginamy koniec pierwszego, zgodnie
z rysunkiem 1, a nastepnie odcinamy niepotrzebne konicowki. Dzigki temu mamy
1 N— wspornik, ktéry przylutowujemy do dodatniego bieguna jednej z baterii R20.
15V Przez tulejke przektadamy kawatek drutu o dlugosci okolo 30 cm i zaginamy go
=] %L po obu stronach pod katem prostym, tak zeby odgiete odcinki miaty dtugosé
- kilkunastu centymetrow.
L___S__ _*__ 6 Na magnesie neodymowym ustawiamy druga baterie R20, a na niej umieszczamy
/// N [ Z4 bateri¢ ze wspornikiem. Obie baterie beda utrzymywane razem dzigki sitom
! przyciagania magnetycznego ich stalowych oston. Dla zwiekszenia pewnosci
Rys. 1. Budowa elektrodynamicznego polaczenia mozemy owinaé baterie tasma klejaca. Postugujac sie magnesem
dzigciola; 1 — bateria alkaliczna 1,5V neodymowym, nalezy zachowaé ostroznoéé, zeby nie przycisnal nam skory

(typu R20), 2 — prostopadlo$cienny S . . A X . / .
magnes neodymowy, 3 — wspornik z drutu  palcéw do baterii lub innego przedmiotu stalowego. Na odgietej w doét czesci

miedzianego, 4 — tulejka zwinigta z drutu  qrytu (nazwijmy ja ,ogonem” dzigciola) zaznaczamy markerem odcinek
na koncu wspornika, 5 — ogon dzigciola, . . . .. . X . . .
6 — kulka z cyny, 7 — koralik lub kulka, siegajacy nieco powyzej dolnej krawedzi magnesu. Zdejmujemy baterie
N, 8 — bieguny magnesu, strzatki z magnest, odcinamy drut w miejscu zaznaczenia i nakladamy na jego dolny
wskazuja kierunek przeptywu pradu. . , .
koniec krople cyny, ktéra zapewni nam dobry kontakt z magnesem. Na
gérny koniec drutu nakladamy kulke lub koralik i przyklejamy kawalkiem
tasmy. Ponownie ustawiamy obie baterie na magnesie. Kulka z cyny powinna
dotykaé¢ bocznej powierzchni magnesu. Gdyby tak nie bylo, nalezy wygiaé
r\ drut wspornika w odpowiednia strone. Jeden z dziecioléw, wykonany zgodnie
| z podanym opisem, jest pokazany na fotografii 1.

Gdy kropla cyny dotyka bocznej powierzchni magnesu, wtedy obserwujemy
drgania drutu w plaszczyznie pionowej, przypominajace ruchy dzieciola
kujacego drzewo. Przyczyna tych drgan jest przeplyw pradu elektrycznego —

“ od dodatniego bieguna gérnej baterii przez tulejke, ogon dzigciota, cynowa
kulke i powierzchnie magnesu do ujemnego bieguna dolnej baterii. Poniewaz
ogon dzieciota znajduje sie¢ w polu magnetycznym, to dziata na niego sita
elektrodynamiczna odpychajaca go od magnesu. Powoduje to odsuniecie
ogona wraz z kropla cyny od magnesu i przerwanie obwodu oraz zanik sily
elektrodynamicznej. Wtedy ogon szybko opada pod wlasnym cigezarem, co
powoduje ponowne zamkniecie obwodu i przeptyw pradu. W konsekwencji
tego odbywaja sie drgania, podczas ktérych stychaé uderzenia cynowej

Fot. 1. Przyklad wykonania kulki o magnes, przypominajace stukanie dzigciota. Wahajacy drut z kulka
elektrodynamicznego dzigciota przypomina z kolei ruchy gérnej czedci tutowia dzieciota. Sa to drgania
relaksacyjne, charakteryzujace sie tym, ze wykres zaleznosci wychylenia od
czasu ma ksztalt podobny do zebdow pilty. Uzywajac zbudowanej zabawki,
mozemy przeprowadzi¢ szereg doswiadczen o charakterze iloSciowym, np. zbadaé
zaleznosé czestotliwosci stukania dzieciola od potozenia koralika na drucie lub
od dlugosci jego ogona. Mozna tez zbudowaé dzigciola, uzywajac innej liczby
*Instytut Fizyki, Uniwersytet Lodzki baterii niz dwie.
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Rys. 2. HuStawka elektrodynamiczna;

1 — bateria alkaliczna 1,5 V (typu R20),
2 — prostopadlo$cienny magnes
neodymowy, 3 — wspornik wygiety

z drutu miedzianego, 4 — tulejka zwinigta
z drutu, 5 — ramie, 6, 7 — koncéwki
ramienia z drutu miedzianego, N,

S — bieguny magnesu, strzaltki wskazuja
kierunek przepltywu pradu w przypadku
przechylenia ramienia w lewo.

Fot. 2. Wyglad zbudowanej hustawki
elektrodynamicznej

Sposob wykonania elektrodynamicznej hustawki przedstawia rysunek 2. W tym
ukladzie dwie baterie alkaliczne typu R20 sa przylozone do przeciwleglych
$cianek uzywanego poprzednio prostopadlosciennego magnesu neodymowego.
Na magnes nalozony jest wspornik z tulejka, w czedci sSrodkowej wygiety

z drutu miedzianego. Wykonujac tulejke i wspornik, nalezy postepowaé

w sposob podobny jak poprzednio. Dolne konce wspornika zostaly zagiete

pod katem prostym i dotykaja od spodu ujemnych biegunéow baterii. Przez
tulejke wspornika przechodzi poziome ramie zagiete dwukrotnie pod katem
prostym, dzieki temu jego koncéwki moga dotykaé do dodatnich biegundw
baterii. Wysoko$¢ wspornika jest nieco wieksza niz wysoko$é baterii. Skutkiem
tego w dowolnej chwili tylko jedna koncéwka ramienia po jego przechyleniu
moze dotykaé baterii. Jeden ze zbudowanych modeli hustawki pokazano na
fotografii 2.

Dzialanie hustawki jest nastepujace. Jezeli konicowka ramienia po ktorejs
stronie dotknie dodatniego bieguna baterii, wowczas zamknie ona obwod
elektryczny. Przez polowe ramienia, znajdujacego si¢ po stronie dotkniecia,
poplynie prad w kierunku tulejki, wspornika i ujemnego bieguna baterii. Ramie
znajduje si¢ w polu magnetycznym, skierowanym do niego prostopadle, wiec ta
polowa ramienia zostanie odepchnig¢ta ku gorze. Spowoduje to otwarcie obwodu
i utworzenie zamknietego obwodu po stronie przeciwnej, gdzie powtérzy sie
opisana sytuacja. W ten sposéb ramie bedzie przechylato si¢ raz w jedna, raz

w druga strone, podobnie jak dwuosobowa hustawka. W przypadku tej hustawki
rowniez zachodza drgania relaksacyjne. Bardziej dociekliwi Czytelnicy moga
wykorzystaé te zabawke do do$wiadczen o charakterze iloSciowym, np. badajac
zaleznos¢ miedzy czestotliwoscia drgan i masa kazdego z ramion, ktéra tatwo
zmienia¢, umieszczajac na nim ciezarki o znanej masie, np. malte, mosiezne
nakretki. Mozna tez zastanowi¢ sie, czy dzieciol i hustawka beda dziataly po
odwréceniu magnesu i zamianie miejscami jego biegunéw? Konczac, warto
dodaé, ze drgania relaksacyjne sa bardzo czesto spotykanym rodzajem drgan

i zachodza m.in. podczas skrzypienia przesuwanych po sobie cial, a takze gry na
instrumentach smyczkowych.

8 Pitagoras w zawiasach

Oczywiscie, w niektoérych wierzchotkach
czworokatéw dodane sg kéteczka (majace
$rodek w wierzchotkach, a w innych sa
wyciecia, ktére nalezy zrobi¢ promieniem
o 1 mm wigkszym od kéteczek).

Czy do podziatu kwadratu trzeba
koniecznie uzy¢ $rodkéw bokéw?

Zabawmy sie Pitagorasem, budujac ustrojstwo przedstawione obok... W tym celu
wytnijmy z grubego kartonu lub z cienkiej sklejki figury narysowane na tylnej stronie
oktadki (w iloSciach tam wskazanych) oraz

e przyklejmy do czesci As z géry i z dotu czesci A,

e podobnie do czeéci By z gory i z dotu czesci B,

e tak samo z C'i D.

Tak uzyskane figury trzywarstwowe zestawmy tak, jak na rysunku obok. Wtedy
wystajace z figury As kétko wejdzie pomiedzy wystajace kotka figur B i tak dalej.
Nastepnie przez wszystkie kropki przetknijmy druciki (np. od spinacza), elementy
powinny utworzy¢ jedna nierozerwalng catosé — praca konstruktorska skonczona.

Teraz otrzymane urzadzenie bedzie mozna przez pociggniecie za cze$é A pitagorasic,
czyli doprowadzié¢ do tego, ze z kwadratu zrobia sie dwa (pitagorejski rozklad
kwadratu).

Gdy zechcemy mieé inny podzial tego samego kwadratu na dwa (a przeciez mozemy
sobie tego zyczy¢, poniewaz istnieje bardzo wiele tréjkatéw prostokatnych o zadanej
przeciwprostokatnej), musimy nieco popracowaé¢. Mianowicie, nalezy ze $rodka boku
kwadratu (tego, ktéry chcemy podzieli¢ na dwa mniejsze — oznaczmy jego dtugosé
przez p) poprowadzié¢ prosta az do przecigcia z prosta poprowadzona pod tym samym
katem ze $rodka kolejnego boku itd. Wowczas wewnatrz danego kwadratu powstanie
mniejszy kwadrat (oznaczmy dlugosé jego boku przez q), a cztery czworokaty, na jakie
podzielona zostanie ,reszta”, zloza sie na kolejny kwadrat.

Te czworokaty maja dwa katy proste. Przy jednym z nich oba ramiona sa tej samej
dtugosci — ich dtugosé to p/2. Przy drugim kacie prostym ramiona maja dlugosé

VF=Pt+a | PP
2 2 '
Na oktadce dtugosci bokéw czworokatow to 5, 5, 71 1.
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8 Obsesja duzych liczb

*Uniwersytet Pedagogiczny w Krakowie

7 = 3,1415926535897932384
626433832795028841971. ..

Jeden z przykladéw dowodu twierdzenia
Pitagorasa, w wersji mechanicznej, mozna
znalez¢é na okladce numeru.

Dane szacunkowe — stan na sierpien 2016.

‘Wspomniane 200 terabajtéw to mniej
wigcej tyle, ile wynosza zasoby
elektroniczne Biblioteki Kongresu —
amerykanskiej biblioteki w Waszyngtonie,
bedacej najwieksza tego typu instytucja
na $wiecie. Poza materiatami
elektronicznymi znajduje si¢ w niej m.in.
142 mln dokumentéw, 29 mln ksigzek,

12 mln fotografii oraz ponad p6t miliona
filméw. Materialy zajmuja w sumie okoto
856 km pélek.

Tylko 1/3 wszystkich orientacji rogéw

i tylko polowa wszystkich orientacji
krawedzi jest dopuszczalna. Wsréd
wszystkich permutacji krawedzi i rogéw
(bez zmiany orientacji!) tylko polowa jest
dopuszczalna (jest to tak zwany problem
parzystosci), stad dzielimy przez
2-2-3=12.

Karol GRYSZKA*

Kiedy mialem kilka, kilkanascie lat, wraz ze starszym bratem czesto graliSmy
w gre. Nalezalo w swojej kolejce podaé liczbe wieksza od wskazanej przez
poprzednika. Przegrywal oczywiscie ten, kto nie byl w stanie podac liczby
wiekszej. Czasami ponosita nas fantazja i mowilisémy ,nieskoriczonosé” albo
,nhieskonczonos¢ plus nieskonczonosc”. Dzis juz wiem, ze nieskoniczonosé liczba
nie jest, a dzialania na nieskonczonosciach sa bardziej wyrafinowane, niz
podejrzewatem. Gdyby i Tobie, drogi Czytelniku, przyszlo kiedy$ wymienié¢ (albo
ustyszed) jakas duza liczbe, mozesz siggnaé do ponizszej listy. Nie sa to bowiem
byle jakie liczby. ..

40. Choé¢ znamy wiele miliardéw cyfr rozwinigcia dziesietnego liczby 7, to
pierwsze 40 wystarcza, aby zmierzy¢ rozmiary znanego nam Wszechswiata
z dokladnoscia do rozmiaru atomu wodoru — najmniejszego atomu
wystepujacego w przyrodzie. Doktadno$é jest wiec iscie imponujacal

370 — istnieje co najmniej tyle roznych metod dowodzenia Twierdzenia
Pitagorasa. Jest to rekordzista dowodowy wérdd twierdzen matematycznych.

7 400 000 000 — tylu jest w przyblizeniu mieszkancéw planety Ziemia.
Doktadna liczba nie moze by¢ podana, gdyz, po pierwsze, nie jest znana, a po
drugie, ulega czestej zmianie (statystycznie kilka razy na sekunde). Wedlug
szacunkéw ONZ liczba ta do konca wieku wzrosnie do okoto 11 miliardéw.

106 000 000 000 (106 - 10%) — szacunkowa liczba wszystkich ludzi, jacy
kiedykolwiek zyli na Ziemi. Zaczynamy nasze obliczenia dziesiatki tysiecy
lat wstecz i uwzgledniamy wszystkie osoby zmarte az do dnia dzisiejszego —
oczywiscie nie zapominamy o ponad siedmiu miliardach zyjacych obecnie.
Zauwazmy, ze aktualnie zyje az 7% wszystkich osob, jakie kiedykolwiek sie
urodzily.

219 902 325 555 200 bajtéw (okolo 200 terabajtéw) — takiej mniej wiecej
ilosci danych uzyto do rozstrzygniecia hipotezy dwukolorowalnosci trojek
pitagorejskich. Zajelo to w sumie 35 000 godzin pracy komputeréw — na
szczescie pracowato nad tym wiele komputeréw rownoczesnie. Tresé¢ problemu
jest nastepujaca: czy jest mozliwe pokolorowanie kazdej liczby naturalnej na
czerwono lub niebiesko w taki sposéb, by zadna tréjka a, b, ¢, spelniajaca
réwnanie a? + b? = ¢2, nie byta jednokolorowa. Na przyklad, jezeli 51 12 sa
niebieskie, to 13 musi by¢ czerwone. Hipoteza ta jest falszywa, daje sie we
wskazany sposéb pokolorowaé liczby naturalne od 1 do 7824 (nawet na pare
sposobéw), ale gdy dolaczymy liczbe 7825, odpowiednie kolorowanie nie istnieje
co sumiennie sprawdzity komputery.

43 252 003 274 489 856 000 (okoto 43 tryliony lub 43 - 10'8) — to wszystkie
mozliwe konfiguracje elementéw na kostce Rubika. Na calym $wiecie oryginalna
kostke oraz jej warianty sprzedano w kilkuset milionach egzemplarzy, co czyni ja
najpopularniejsza zabawka w historii.

Jak wyznaczy¢ liczbe konfiguracji? Kazdy rég (element tréjkolorowy) moze byé
ustawiony w jednym z oSmiu miejsc i w jednej z trzech orientacji, co daje tacznie
8! 3% mozliwosci. Kazda krawedZ (element dwukolorowy) moze byé¢ ustawiona
w jednym z dwunastu miejsc i w jednej z dwéch orientacji — lacznie 12! - 212
ustawienn. Kazdy $rodek (element jednokolorowy) ma stale polozenie wzgledem
ustalonej orientacji, wobec tego jest tylko jeden istotny sposéb na ich ustawienie.
Ostatecznie otrzymujemy liczbe 8! - 12! - 212 . 38,

Ale nie jest to poprawna odpowiedz. Istnieja ograniczenia narzucane przez
mechanizmy, ktore redukuja liczbe dopuszczalnych mozliwosci.

12



Predkos¢ §wiatta w prézni to

w przyblizeniu 300 000 km/s, a rok
julianski to 31 557 600 sekund. Ich
iloczyn to 9 467 280 000 000 km, czyli

w przyblizeniu 10'? kilometréw na kazdy
rok. Wielko$¢ ta nosi nazwe roku

Swietlnego.

Ogodlnie liczby postaci 2P — 1, gdzie p jest
liczbg pierwsza, nazywamy liczbami

Mersenne’a.

Liczba cyfr liczby naturalnej n wynosi
[log,o n] + 1. Wyznaczmy, ile cyfr ma
liczba I\/[742072812

logyg

Zatem najwigksza znana liczba pierwsza

g

a

[22338617,47766 . ..] + 1 = 22338618 cyfr

([z] oznacza cze$é caltkowity z liczby ).
Od poczatkowej liczby nie zostato
odjete 1, ale nie ma to wpltywu na liczbe

cyfr.

4 1
27 20728

= 74207281 - log,( 2 =
= 74207281 - 0,30102999566398 . . .

= 22338617,47766 . ..

Ostateczna liczba zmniejsza sie dwunastokrotnie, a 8! - 11!- 212 . 3% to wlasnie
43 252 003 274 489 856 000.

808 017 424 794 512 875 886 459 904 961 710 757 005 754 368 000 000 000
(okoto 808 oktyliardéw lub 808 - 10°1). W XX wieku waznym zagadnieniem

w matematyce (dokladniej teorii grup) byta kwestia opisania, klasyfikacji
pewnych obiektéw (tak zwanych skoriczonych grup prostych, cokolwiek to
oznacza).

Pelna klasyfikacja zostala osiaggnieta nakladem pracy wielu matematykow

oraz ponad dziesigciu tysiecy stron publikacji. Jej efektem bylo wyrdznienie
cegietek”, elementéw, z ktorych mozna zbudowaé wszystkie obiekty
klasyfikowane. Okazalo sie réwniez, ze istnieje najwigksza taka cegietka —
grupa majaca tyle elementéw, ile wynosi liczba otwierajaca poprzedni akapit.
Grupa ta nazywa sie po angielsku Monster group, co mozemy dos¢ swobodnie
przettumaczy¢ na grupe potworng (zartobliwie i pieszczotliwie nazywana réwniez
potworkiem).

108° (100 tridecylionéw). Szacowana liczba atoméw w obserwowalnym
Wszechswiecie. Nie jestesmy w stanie dokladnie ich policzy¢, bazujemy jedynie
na sredniej gestosci materii w stosunku do znanych rozmiaréw Wszech$wiata

i na tej podstawie wyznaczamy wspomniana liczbe. Jak ogromna jest to liczba?
Przypusémy, ze atomy ustawiliSmy w linii prostej. Kazdy z nich ma srednice
okolo jednego nanometra (czyli 102 metra). Wszystkie utworza linie dtugosci
okoto 1058 kilometréw czyli 10%° lat $wietlnych.

10199 (10 seksdecyliardéw lub googol) razem z 108°°8°' czyli googolplezem
zdobyly popularno$é¢ w réznych teleturniejach. W brytyjskim wydaniu
»Milioneréw” w pytaniu za milion funtéw padto: Jak jest nazywana liczba 1 ze
stoma zerami?

274207281 _ 1 oznaczana takze jako Mrgoo7os1. Jest najwicksza znana

liczba pierwsza, sktada sie z 22 338 618 cyfr. Gdyby$my wydrukowali te

liczbe na papierze, mieszczac 50 linii na stronie i 100 cyfr w kazdej linii,
zadrukowalibysmy 4 468 stron. Taki plik kartek mialby okoto pol metra grubosci
i wazyt kilka kilograméw. Papierowa wersja zostala zaprezentowana przez Matta
Parkera na kanale YouTube ,,Numberphile”.

Mega i Liczba Mosera. Wprowadzimy notacje, pochodzaca od Hugona
Steinhausa, rozszerzong pézniej przez Leo Mosera.

A:nn "

Liczba n w kwadracie oznacza liczbe n w n zagniezdzonych tréjkatach (w wiezy
potegowej jest 2™ takich samych liczb). Podobnie w dalszej cze$ci mamy n
wzajemnie zagniezdzonych kwadratow. Ogoélnie mozna zdefiniowaé liczbe n
wpisang w wielokat o k bokach jako liczbe n wpisana w n zagniezdzonych
wielokatach o & — 1 bokach.

Steinhaus upodobatl sobie szczegdlnie: mega — dwdjka w pieciokacie —
oraz megiston — dziesiatka w pieciokacie. Te dwie liczby czasami zamiast
w pigciokacie zapisuje si¢ w okregu.

Liczba Mosera to 2 w wielokacie, ktérego liczba bokdéw jest réwna liczbie
mega (wielokat taki nazywamy megagonem). Zeby méc poréwnaé te liczby
z dotychezasowymi, podamy oszacowanie (choéby grube). Jezeli a 11 b

oznacza a®’ | gdzie wieza potegowa liczb a zawiera b liczb, to

10 1 257 < mega < 10 11 258.
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3173=312(3173)

312 3 =33 = 327 — 7625597484 987

at*b=a1®(at®(..1%a)
N—_———

b kopii a

Liczba Grahama. Rozszerzamy notacje strzatkowa, bedziemy pisali
t=1...1,
—
gdzie
ab, dlan =0,
1 dlan >0 oraz b =0,

a Tn b == -1 -1 —1 .
at"b=at""" (@t (...1"" " a)) w przeciwnym wypadku.

b kopii a

Niech teraz f(n) = 31" 3, wtedy liczba Grahama zdefiniowana jest jako
G = f%4(4), gdzie potega przy funkcji oznacza liczbe powtérzen. Liczba ta
wystapila w badaniach nad uogélnionym problemem Ramseya.

Ciekawostka: G jest ,znacznie” wieksze od liczby Mosera. Pokazano, ze ta
ostatnia nie jest wigksza od f3(4).

Pojeciem dualnym do wspominanego obok
jest zlozono$é Kolmogorowa (od Andrieja
Kolmogorowa) liczby n € N — dlugosé
najkrétszego programu, ktéry zwraca
liczbe n.

Moze zdarzy¢ sig, ze zaden program
o dlugosci co najwyzej k nie zwraca
liczby. W takiej sytuacji ustalmy, ze
gener(k) = 0. To si¢ zdarzy tylko dla
malych k.

Postowie I: Naprawde duze liczby

Jaka najwieksza liczbe moze zwrdcié program dlugosci co najwyzej k (o co
najwyzej k znakach)?

Przez gener(k) oznaczmy odpowiedZ na powyzsze pytanie (k € N). Program, ktéry
ma 100 znakow, moze zwrocié liczbe zdecydowanie wicksza niz 100. Program
ztozony z 1000 znakéw moze zwrocic¢ liczbe bardzo zdecydowanie wieksza niz
1000, ale jak bardzo zdecydowanie? Jak szybko rosna mozliwosci programu wraz
ze wzrostem liczby jego znakéw?

Znakow, ktérych mozemy uzyé do napisania programéw, jest skonczenie wiele.
Stad programéw o dlugodci co najwyzej k rowniez jest skonczenie wiele, a tylko
niektoére z nich beda dziataé poprawnie i zwracaé liczby. Niewatpliwie ktérys

z nich wygeneruje liczbe najwigksza.

Okazuje sig, ze gener(i) dla nieduzych 7 € N sa naprawde pokazne, przy nich
liczby Mosera lub Grahama to zupelne mikrusy. Co ciekawe, kiedy wybierzemy
konkretne 7, warto$¢ gener(i) jest nieobliczalna, nie da si¢ obliczy¢ jej dokladnej
wartosci — wyjasnienie w tekscie na sasiedniej stronie. Mozna natomiast pokazac,
od jakiej liczby gener(i) na pewno jest wieksze — stad $mialo$¢ w nazywaniu
liczby Mosera mikrusem. Przyjrzyjmy sie¢ ponizszemu programowi.

Function arrow(a,n,b, k)
if (k> 1) then
| return arrow(a,n,arrow(a, n, b, k—1),1)
else if (n ==0) then
‘ return ab
else if (b ==0) then
‘ return 1
else
‘ return arrow(a, n — 1, a, b—1)
10 return arrow(3, 4, 3, 64)

© 0N O AW N -

Funkcja arrow(a, n,b, k) zwraca liczbe a 1" (¢ 1" (... (a 1™ b)...)). Przyjrzyjmy

k strzatek
sie dlaczego tak jest. Linie 4-9 rozpisuja definicje notacji strzatkowej, opisanej we
wczesniejszym artykule. Co sie dokladniej w programie dzieje?

e Linie 2-3 — rozwazamy przypadek, gdy liczba strzatek k jest wigksza niz 1.
Wtedy trzeba zrobi¢ jedna strzatke, a potem jeszcze k — 1.

e Zachodzi a 1° b = ab, co obstuguja linie 4-5 oraz a 1" 0 = 1, co obstuguja
linie 6-7.

eatb=at"t(at" ' (...(a1" 1 a)...)), coimplementuja linie 8-9.

b — 1 strzalek
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Liczba n ma [log,y n| cyfr w zapisie
dziesigtnym.

Rozwigzanie zadania F 929.
Niech jednej fali odpowiadaja drgania
wektora pola elektrycznego
E; = E10coswt, a drugiej
E> = Ex0(coswt + §), gdzie § jest réznica
faz miedzy drganiami. Drganie
wypadkowe bedzie dane wzorem
E=E; +E; = Ejgcoswt + Eggcos(wt + ),
a stad

2 2 2 2

E; = Ej cos” wt + E5j cos™ (wt + 6)+
+ 2E10E2¢ cos wt cos(wt + §).

Nate¢zenie drgan bedzie rowne sredniej
wzgledem czasu wartoéci Eg, czyli

I=1/2E}, + Ex0+
+ 2E10E2¢ (cos wt cos(wt + 9)),

gdzie ( ) oznacza $rednig wzgledem czasu.
Wyrazenie to bedzie rowne zero
niezaleznie od warto$ci przesunigcia
fazowego ¢ jezeli iloczyn skalarny Ej9Esq
bedzie réwny zero, a to oznacza, ze
kierunki drgan muszg by¢ wzgledem
siebie prostopadte.

W powyzszym programie, po zdefiniowaniu funkcji arrow, w ostatniej linii
pytamy program o wartos¢ arrow(3,4,3,64), czyli o liczbe Grahama. Program ma
dokladnie 201 znakéw. A wiec wiadomo, ze gener(201) > G — by¢ moze istnieje
program o takiej dlugosci zwracajacy wieksza liczbe. A co powiecie o gener(G)?
w. C.

Postowie II: Dowdd nierozstrzygalnosci

Sprobujmy Scidle uzasadnié, ze funkcja gener, o ktérej mowa wyzej, jest
faktycznie nieobliczalna. Bardziej formalnie: chcemy udowodnié, ze nie moze
istnie¢ program komputerowy P taki, ktéry dla danej na wejsciu liczby n obliczy
gener(n).

Nasze rozumowanie prowadzi¢ bedziemy nie wprost. Zakladamy wiec, ze jednak
taki program P istnieje. Jego dlugo$é¢ (okaze sie bardzo wazna) oznaczmy
przez k. (To znaczy: kod programu P jest zapisany jako ciag k znakdw.)

Rozwazmy teraz program (a raczej szablon programu) @,, zdefiniowany
nastepujaco:

1 Function Z (i)
2 ‘ kod programu P
3 return Z([wpisana na sztywno stala n|)

Dla jasnosci czym jest szablon, napiszmy kod konkretnego programu Qgs:

1 Function Z(7)
2 kod programu P
3 return Z(83)

Programy z szablonu @Q),, sa dziwaczne: maja wbudowany program P jako
wewnetrzna funkcje Z; nie przyjmuja zadnego wejscia oraz w swoim kodzie
maja wpisana ,na sztywno” stata n. Zastanéwmy sie, jaka dlugo$é¢ ma sam
program @Q,,. W kod @,, wchodzi kod P, wiec tutaj zuzywamy k znakéw. Poza
tym mamy jaka$ niewielka liczbe innych znakéw (jak 17, ,e”, ,t7, ju”, 17,
,n” itd.) oraz stala, ktérej zapis zuzyje [log,on] znakéw 07, ,17, 2”7, ..., .97
Lacznie: k + ¢+ [log;,n] znakéw dla pewnego ¢ € N.

Jak widaé¢, program @, oblicza liczbe P(n). A zatem mamy, Ze

gener(k + ¢ + [log;,n]) = P(n) oraz, oczywiscie, gener(n) = P(n). Jednak
funkcja gener jest niemalejaca, czyli musialoby by¢ k + [logyyn] + ¢ = n dla
dowolnego n, a to jest, oczywiscie, sprzeczno$é¢ dla dostatecznie duzych n. T K

Postowie III: Ortografia

W tekécie ,,Naprawde duze liczby” zostalo uzyte nastepujace rozumowanie:
Skoro znakéw uzywanych do napisania programu jest skonczenie wiele i skoro
program ma ograniczong diugo$é, to liczb definiowanych przez ten program moze
byc tez tylko skonczenie wiele, a wiec wsrod nich musi byé najwieksza. Powstaje
pytanie, jakie dodatkowe zalozenia musza zosta¢ uzyte w tym rozumowaniu, by
bylo ono poprawne i dawalo prawdziwy wniosek.

O tym, ze takie pytanie ma racje bytu $wiadczy nastepujacy przykiad
rozumowania do$¢ podobnego do przytoczonego wyzej: W jezyku polskim
uzywamy skonczonej liczby liter, wiec utworzonych z nich napiséow ograniczonej
dlugosci jest skonczenie wiele. W szczegolnosci skonczenie wiele jest napisow
uZywajgcych co najwyzej stu liter. Znacznie mniej (czyli tez skoriczenie wiele)
jest wsrod nich mapisow sensownych, a jeszcze mmniej tych, ktore oznaczajq
liczbe. Liczb dajgcych sie tak zapisac jest zatem skonczenie wiele, a wiec jest
tez najwicksza taka liczba.

Jak to pogodzi¢ z faktem, ze napis liczba co najmniej o jeden wicksza od kazdej,
ktorg mozna zapisac za pomocq co najwyzej stu liter ma tylko osiemdziesiat liter?

Owe dodatkowe zalozenia uzyte w cytowanym tekscie to reguly ortograficzne
(tak, ortograficzne!), ktérych musimy przestrzega¢ przy pisaniu programéw.

M. K.
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S Jezyk Scratch
Antoni GAWLIKOWSKI

Programowanie, czyli tworzenie programéw i gier,

to Swietny sposéb na rozwijanie kreatywnego,

a zarazem logicznego myslenia. Wielu wydaje sie

ono skomplikowane, ale wcale nie musi by¢ trudne!
Jednym z narzedzi, ktére pozwala w prosty i ciekawy
sposob nauczy¢ sie podstaw, jest Scratch — srodowisko
stworzone przez naukowcow z MIT, dzieki ktéremu
bez znajomosci specjalistycznego jezyka kazdy moze
sprébowac swoich sit w tworzeniu gier czy animacji.

EBFEENE @ Pikv Edytv Wskazowki O Scratchu & -

A Cwal
¥y A

Wspdélnie postaramy sie stworzy¢ prosta gre, w ktorej
zadaniem gracza bedzie bezpieczne przeprowadzenie
ksiecia przez most, nad ktérym lataja smoki,

i uratowanie ksiezniczki.

Interfejs

Na poczatek kilka stéw o samym $rodowisku. Aby
moc z niego korzystaé, wystarczy wej$¢ na strone
https://scratch.mit.edu

Okno Scratcha sktada sie z kilku podstawowych
obszaréw i elementéw pokazanych na rysunku ponizej:

&% Przejdz do strony projektu

kiedy kliknigto definiuj intra

zmiei kostium na pico_0la-2
idz do x @ y:

ustaw kierunek na €39

ustaw rozmiar na %

le przez (B s do x @ v @
powiedz przez @ s
idZ do x ¥

ustaw kierunek na

dance party

ustaw rozmiar na @ %

le¢ przez € s do x €D y: €D

definiuj dance party

T |'The Pico Show: Int Skrypty Kostiumy DiZwigki
]
L3 przez Scratchteam F .
I Ruch I Zdarzenia
I Wyglad Kontrola
J ozwigk | czuniki
I Wyrazenia
Jl Dane ] Wigce] biokow
X: 240 Y -180 -
A
2L .
ustaw kolor pisaka na il
Scena Pico zmien kolor pisaka o )
1tho
R ustaw kolor pisaka na
a/an 3.

zmien odciei pisaka o EB)

ustaw odcied pisaka na D)

zmien kostium na gobo_01d-2
idZ do x: b o)
ustaw rozmiar na €I %

zagraj d#wigk Pico Theme

— —
dido x @y QO
ustaw kierunek na €59

ustaw rozmiar na 0D %
zagraj beben przez taktow

Zmief rozmiar pisaka o €)

ustaw rozmiar pisaka na @

zmieni efekt kolor oD
1 powiedz REEIEEIRTT przez @ s
zmien kostium na dance up
v
zmien y o )
—
zmiefi efekt kolor o @€
s
zmiefi kostium na dance down
5
zmiefi y o D

1. Pasek narzedzi — tutaj mozemy przede wszystkim
zapisaé¢/wcezytaé plik czy udostepnié go na stronie
internetowej. Klikajac w ikone globusa, mozemy zmienié
jezyk interfejsu.

2. Scena — tutaj zobaczymy wszystko, co stworzyliSmy.

. Duszki — to miejsce pokazuje wszystkich bohateréw naszej

sceny, w Scratchu nazywanych duszkami.

. Paleta — tutaj znajduja sie wszystkie polecenia, jakich
mozemy uzywac, podzielone na kilka grup, takich jak ruch,
wyglad, dzwigk itp.

5. Pole projektu — tutaj bedziemy tworzy¢ wszystkie nasze

skrypty poprzez umieszczanie odpowiednich bloczkéw.

Grafika

Zaczniemy od namalowania tla. Akcja naszej gry toczyé
sie bedzie na moscie, dlatego musimy stworzy¢ jego
widok od géry. W tym celu nalezy w panelu duszkéw
klikna¢ na ikonke pedzla ponizej naszego obecnego

pustego tla:
Nowe tlo:

“ o]
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Po prawej pojawi sie pole, w ktérym mozemy zaczaé
malowaé. Mozecie, oczywiscie, postuzy¢ sie rowniez
gotowym obrazkiem np. z Internetu.

Nastepnie dodamy naszego ksigcia. Postaci w Scratchu
nazywane sa duszkami. Mozna je stworzy¢ na jeden

z trzech sposobow — namalowaé wlasne, uzyé gotowego
obrazka lub skorzysta¢ z wbudowanej biblioteki.

W naszej grze bedziemy korzystaé z dostepnych

w Scratchu duszkéw. Jednak nic nie stoi na przeszkodzie,
abyécie korzystajac z edytora kostiuméw, stworzyli
wlasne postaci!

Aby dodaé¢ nowego duszka, nalezy w panelu duszkéw
klikna¢ w przycisk wybierania duszka z biblioteki:

Nowy duszek:@/ -t

Przechodzimy do zaktadki ,zamek” i wybieramy postac
ksiecia. Obrazek jest troche za duzy na nasze potrzeby,
wiec bedziemy musieli go zmniejszy¢, ale zajmiemy sie
tym juz podczas kodowania.



W podobny sposoéb dodajemy rowniez ksiezniczke oraz
przeciwnikow, czyli smoki.

Sterowanie

W Scratchu tworzymy skrypty, czyli male programy dla
kazdego duszka osobno. Ponadto kazdy duszek moze
mie¢ kilka dzialajacych jednoczesnie, niezaleznych od
siebie skryptow.

Zaczniemy od sterowania. Skorzystamy przy tym z petli
»zawsze” i w niej bedziemy sprawdzaé, czy ktérakolwiek
ze strzalek zostala wcisnieta. Przy okazji na poczatku
skryptu dodamy bloczek, ktéry zmniejszy duszka do
pozadanych rozmiaréw oraz ustawi go w odpowiedniej
pozycji:

nacisniety? _ to

ustaw kierunek na m

+
przesun o 9 krokaw

Podobnie dodajemy obstuge pozostalych kierunkow.

Musimy réwniez zmieni¢ sposéb obrotu naszego duszka,
tak by po zmianie kierunku ruchu nie zmienial on swojej
orientacji. W tym celu klikamy w mata niebieska literke
»1” na naszym duszku, a nastepnie zmieniamy styl obrotu

,brak”:
styl obrotéw: ) B

Przeciwnicy

Chcemy, aby smoki lataly ponad zamkiem i zialy
ogniem, gdy napotkaja ksiecia. Najpierw zajmiemy

sie ich ruchem. Znéw w tym celu skorzystamy z petli
oraz bloczka pozwalajacego zmieni¢ kierunek ruchu po
napotkaniu krawedzi ekranu:

przesufi o m krokow
’

jezeli na brzegu, odbij sie

Ponownie powinni$my zmienié¢ styl obrotu, tym razem
wybierajac ,w dwie strony”:

styl obrotow: ¢) °

Chcemy réwniez, aby po zetknieciu z duszkiem ksiecia
smok zatrzymywal sie i zial ogniem. Dodajemy zatem do
naszego warunek , jezeli dotyka prince”:

przesufi o m krokow
»

jezeli na brzegu, odbij sie

»ieiei dotyka Prince 7 to
zmien kostium na dragoni-b
:aekaj o s

zmiern kostium na dragonl-a

Majac jednego przeciwnika, w prosty sposéb mozemy
go zduplikowaé i tym samym stworzy¢ dowolng ich ilogé
bez konieczno$ci ponownego tworzenia skryptéw. Aby to
zrobi¢, wystarczy kliknaé¢ prawym przyciskiem myszy na
smoka w oknie duszkow i wybrac¢ ,,duplikuj”.

Spotkanie ze smokiem

Musimy réwniez dodaé skrypt do duszka ksiecia, ktory
wykryje spotkanie ze smokiem. Chcielibyémy, aby

w tym przypadku ksiaze znikal i pojawial sie w miejscu
startowym. Tworzymy zatem nowy skrypt:

b
Z do x: ‘E v -—]_54
. -

aei(aj os
¥

Jesli mamy wiecej niz jednego przeciwnika, trzeba
pamietaé, aby dodaé¢ podobny warunek dla kazdego
z nich.

Ksiezniczka
Ostatnim brakujacym elementem naszej gry jest,
oczywiscie, warunek wygranej, czyli dotarcia ksiecia do

ksiezniczki. W tym celu dodajemy jeszcze jeden warunek
w skrypcie ksiecia:

!
iz do x: €1 v: GED
gl

aelrajo 5
¥

|— -
jezeli dotyka Princess ? to

powiedz przez @) =
[
zatrzymaj wszystko

Pamietajcie, ze jest to bardzo podstawowa wersja gry. Bardzo zachecam Was do
eksperymentowania i jej rozwiniecial
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8 Zadania o przeprawie przez rzeke

Stowo ,stara” naprawde nie jest uzyte na
wyrost. Zagadka (ta, jak i kolejne)
pochodzi z ésmowiecznego zbioru zadan
napisanego przez blogostawionego
Alkuina z Yorku.

Pomys! zmniejszenia (o polowe!) liczby
stanéw pochodzi od Michata
Wojciechowskiego. W dobie komputeréw
moze duzego znaczenia to nie ma, ale gdy
chcemy zagadke rozwigza¢ na papierze
czy tablicy, to taka wskazéwka jest
nieoceniona.

Rys. 1. Oznaczenia: W — wilk, K — koza,
S — kapusta; cykl nieparzystej ditugosci:
1,2, 3,4, 5,3, 2,1 (7 krawedzi).

w

Rozwigzanie zadania F 930.

Na dnie jeziora na ci$nienie wewnatrz
pecherzyka sklada si¢ ci$nienie
atmosferyczne pg, ci$nienie stupa wody
pr = pgh (g — przyspieszenie ziemskie,
p — gesto$é wody) i ci$nienie wynikajace
z napiecia powierzchniowego p, . Przy
powierzchni wody na cisnienie

w pecherzyku sklada si¢ ci$nienie
atmosferyczne pg i cis$nienie wynikajace
z napiecia powierzchniowego p,,.

Dodatkowe ci$nienie w pecherzyku
wywolane przez napigcie powierzchniowe
mozemy znalezé postugujac sie
nastepujacym rozumowaniem: wyobrazmy
sobie pecherzyk o promieniu R. Jezeli
powieckszymy jego promien o AR to
powierzchnia wzroénie o
AS = A(4nR*) = 8rRAR.

Spowoduje to wzrost energii powierzchni
pecherzyka o AE = ASo. Powigkszenie
promienia pecherzyka jest skutkiem
wykonania pracy

W = SApAR = 47 R*ApAR.
Korzystajac z tego, ze W = AE
otrzymujemy na dodatkowe cisnienie
wyrazenie Ap = 20 /R.

Korzystajac z prawa Boyle’a—Mariotte’a
mamy

(Po +Ph +pn) (%Wflf) = (po +pn) (%ﬂlj)
czyli
(po + pgh + 2(7/(11)r1? = (po + pn)d;’.

Stad znajdujemy ds ~ 0,053 mm.
Zauwazmy, ze wklad od napigcia
powierzchniowego jest znacznie mniejszy
od ciénienia atmosferycznego i
hydrostatycznego i moze by¢ pominiety.

Tomasz KAZANA

Przypomnijmy stara zagadke:

Zagadka 1. Przewoznik musi przeprawi¢ sie przez rzeke. Wiezie wilka, koze

i kapuste. Jego lodka umozZliwia mu wziecie ze sobg na poklad jednoczesnie tylko
jednego elementu inwentarza. Dodatkowo jesli zostawi na brzequ bez opieki wilka
z kozq, to wilk pozre koze. Podobnie kapusta mie przetrwa pozostawiona z kozg.
Czy przewoznik jest w stanie przewieZé caly inwentarz na drugi brzeg?

Ten problem rozwigzujemy za pomoca teorii grafow. Rozwazamy mozliwe
»stany”, czyli opisy tego, co sie znajduje po ktorej stronie rzeki i analizujemy,
z ktorych do ktorych standéw da sie przejsé (przeplynac?).

Aby zmniejszy¢ ilosé stanéw, umawiamy sie, ze opisem stanu bedzie zbiér

tych elementéw, ktére znajduja sie tam, gdzie todka i przewoznik. Czytelnik
Zaniepokojony moze protestowac. Przeciez w takiej definicji niektére sytuacje
»sklejaja sie”, tzn. sg opisane przez ten sam stan! Istotnie, jesli stan nie koduje
informacji o tym, po ktérej stronie rzeki znajduje sie tdédka, to ustawienia
symetryczne sa dla nas nieodréznialne. W szczegdlnosci sytuacja poczatkowa

i docelowa opisana jest tym samym stanem — zbiorem wszystkich elementéw. To
jednak nie jest problem. Wystarczy sobie u$wiadomi¢, ze kazdy ruch zmienia
pozycje 16dki. A wiec kazda Sciezka, ktora zaczyna sie na jednej stronie rzeki,

a koniczy na drugiej, musi by¢ nieparzystej dtugosci.

Powyzsza obserwacja w zasadzie koniczy opis tego rozumowania. Po prostu
rysujemy graf mozliwych przejé¢ i przekonujemy sie, ze istnieje w nim cykl
nieparzystej dlugosci przechodzacy przez stan poczatkowy (rys. 1).

Zupelnie analogicznie rozwigzujemy kolejne zagadki (rys. 2, 3).

Zagadka 2. Przez rzeke chce sie przeprawi¢ dwoje dorostych i dwoje dzieci.
Majq tratwe, w ktdrej miesci sie albo jeden dorosly, albo dwdjka dzieci (albo
oczywidcie jedno dziecko). Czy cala grupa moze bezpiecznie przedostaé sie na

drugi brzeg?

Rys. 2. Napis %, j oznacza i dorostych oraz j dzieci; cykl nieparzystej dlugosci:
3,4,5,6,7,7,6,5, 4, 3 (9 krawedzi).

Zagadka 3. Przez rzeke chceq sie przeprawic trzy pary rodzenstwa typu
brat-siostra. Ich tratwa moze pomiesci¢ tylko dwie osoby. Musimy zachowaé
nastepujgce ograniczenie: zaden z braci nie pozwoli, aby jego siostra przebywala
w obecnosci jakiegokolwiek innego mezZczyzny, jesli on sam nie jest przy tym
obecny. Czy cala grupa moze bezpiecznie przedostac sie na drugi brzeg?

S B¢
\alo @anl

Rys. 3. Opis stanu: pary bitéw oddzielone przecinkami opisuja kolejne rodzenstwa; pierwszy bit
okresla obecno$é brata, drugi — siostry; cykl nieparzystej dlugosci:
1,3, 6,8, 10, 13, 12, 14, 13, 10, 8, 6, 3, 1 (13 krawedzi).
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Zadla rzadza

Zainteresowalam sie¢ trzmielami kilka lat temu za sprawa uczennicy ze Stupska,
a ostatnio pod wplywem $wietnej ksiazki brytyjskiego przyrodnika Dave
Goulsona pod powyzszym tytulem. Staram sie od takich pszczoto-podobnych
owaddéw nie oganiaé¢, ale i na nich nie siada¢. A z wyzej wspomnianej ksigzki
dowiedzialam sie, ze w niektorych miejscach na Ziemi trzmiel jest gatunkiem
inwazyjnym, cho¢ na razie uwazanym za pozyteczny.

Definicja: Gatunek inwazyjny rozprzestrzeniajocy sie naturalnie lub

z udzialem czlowieka stanowi zagrozenie dla fauny i flory danego ekosystemu,
konkurujgc z lokalnymi gatunkami o nisze ekologicznag, a takze przyczyniajoc sie
do wyginiecia gatunkow miejscowych. Gatunki inwazyjne stanowiq drugie — zaraz
po niszczeniu siedlisk — najwicksze zagrozenie dla Swiatowej bioréznorodnosci.

Australijscy osadnicy w XVIII wieku dziwili sie tamtejszej faunie i brak im
bylo niektérych, znanych im z Europy, okazéw. Wiedziatam o krolikach, teraz
dowiaduje si¢ o trzmielach. W pierwszym transporcie parowcem z Anglii

w 1875 roku dwa gniazda trzmieli nie przezyly gtodu i upaléw podrézy (trzeba
co$ wiedzie¢ o wiezniu, nim sie go transportuje). Udany import 8 lat péZniej
statkiem z chlodnia wprowadzil trzmiele na pola koniczyny w Nowej Zelandii

i sa tam do dzis. Z 542 trzmielich krélowych podréz przezyto 97. Ich potomstwo
wypelnia zaplanowane zadanie: zapylaja swoja ulubiona koniczyne, ktora stuzy
jako pasza dla koni i bydta. Taki zmyslny jest czlowiek, najaktywniejszy na
Swiecie gatunek inwazyjny!

Ocenia sig, ze trzmiel moze przelecieé¢ srednio 1 km od gniazda. Dalsze
wprowadzanie obcych gatunkéw w tamtym regionie Pacyfiku zostalo zakazane,
jednak sa one na Tasmanii, zatem nalezy przypuszczac, ze ich przodkowie
przybyli tam nielegalnie, z cztowiekiem. Goulson, nie zwazajac na zalety trzmieli
jako zapylaczy czerwonej koniczyny, rozwaza takze, na ile trzmiele moga
zaszkodzié¢ lokalnym gatunkom roslin i owadéw. Ten fragment, jak i calg ksiazke
polecam uwadze obserwatéw przyrody. Kazdy z nas z gatunkami inwazyjnymi
spotkal sie, nie podejrzewajac, ze ma do czynienia z najezdzca. Z roSlin,

z dlugiego spisu Wikipedii wybieram miododajna nawloé (zarosta mi p6t ogrodu,
nim sie zorientowatam, ze trzeba z nia podjaé¢ walke), barszcz Sosnowskiego,
klon jesionolistny, niecierpek drobnokwiatowy, czeremche amerykanska, irge
blyszczaca, a ze zwierzat — rybe babke, jenota, norke amerykanska, stonke
kukurydziana (czy to te stonki zbierali obroiicy socjalizmu z plaz Baltyku
zawierzajac informacji, ze zrzucone byly z amerykarskich samolotéw?).

A jak sie ma do tej historii uczennica ze Shupska? Chodzi o Monike Leoticzyk,
ktora za prace badawcza o trzmielach, przedstawiona w konkursie Krajowego
Funduszu na Rzecz Dzieci, zdobyta w 2014 roku jedna z pierwszych nagrod

i reprezentowata Polske podczas finaléw miedzynarodowych, uzyskujac
nagrode specjalng (staz badawczy w instytucie Joint Reserche Centre

we Wloszech). Monika budowala dla trzmieli niebieskie budki, ktére za
porozumieniem z ogrodnikiem umiescita w tunelu foliowym z pomidorami,

a trzmiele zapylaly te pomidory tak, ze zwiekszyly plony i jako$¢ owocéw

w poréwnaniu z pomidorami w tunelu bez trzmieli. Monika przeprowadzita

tez wywiad z panem L. Szramowiakiem z Osrodka Doradztwa Rolniczego oraz
z ogrodnikiem panem J. Nowakiem, nawigzala kontakt z Fundacja Greenpeace,
Specjalistycznym Gospodarstwem Hodowlanym ,,Polski Trzmiel”, a takze
panem P. Moszczyniskim, zatozycielem strony www.trzmiele.pl. Przeprowadzita
ankiete z mieszkancami Stupska oraz uczniami II Liceum Ogdélnoksztatcacego.
Na tym nie koniec, poniewaz poprowadzila réwniez zajecia w szkole dotyczace
znaczenia i zagrozenia trzmieli. Jako juror konkursu praca ta sie¢ zachwycitam,
poniewaz obok waloru edukacyjnego i badawczego $wiadczy o spotecznym
zaangazowaniu mlodziutkiej badaczki.

Goulson wydal ksiazke w 2013 roku, w tym samym roku swoje obserwacje
przeprowadzila Monika Leoniczyk. Spotkali sie na pewno w intelektualnej
chmurze, ktéra otacza kule ziemska.

Magdalena FIKUS
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Informatyczny kacik olimpijski (106): Waga

W tym miesigcu omowimy zadanie Waga z finatu
Potyczek Algorytmicznych 2016. Opowiada ono

o dziwnej wadze Bajtazara, ktora wyswietla rezultat
wazenia zaokraglony do najblizszej wielokrotnosci

¢ graméw, lub blad, gdy masa wazonych przedmiotéw
wynosi co najmniej k - ¢ gramoéw. Oprocz wagi Bajtazar
posiada jeszcze n innych przedmiotéow. Nie zna ich mas,
wiec chce je wazy¢, uzywajac swojej wagi. Nie okresli
on oczywiscie dokladnych mas swoich przedmiotéw.
Jednak — by¢ moze — wazac ich podzbiory, dla niektérych
par przedmiotéw bedzie mogl stwierdzi¢, ktéry z nich
jest ciezszy. I wlasnie o to jesteSmy proszeni: mamy
wyznaczy¢ liczbe takich par, majac dane dokladne masy
przedmiotéw.

Przeanalizujmy, w jaki sposéb Bajtazar moze
poréownywaé wagi dwoch przedmiotéw. Oznaczmy

ich masy przez a oraz b. Wezmy pewien podzbiér
pozostalych przedmiotow o masie x. Jesli wskazanie
wagi bedzie inne w przypadku tadunku o masie a + x
niz dla tadunku o masie b + x, to z cala pewnoscia mozna
odrézni¢ wybrane przedmioty.

Zalézmy teraz, ze naszych dwoch przedmiotéow nie da
sie poréwnaé w powyzszy sposob. Czyli ze dla kazdego
podzbioru pozostalych przedmiotéw o masie = wskazania
wagi dla mas a + x oraz b+ x beda takie same. Zauwazmy
ponadto, ze takie samo wskazanie wagi otrzymamy

dla tadunku o masie “T‘H’ Jesli zmienimy masy obu
rozpatrywanych przedmiotéw na “T'H’, to z punktu
widzenia Bajtazara nic si¢ nie zmieni! Dla kazdego
podzbioru przedmiotéw Bajtazar otrzyma przeciez
doktadnie to samo wskazanie wagi zaréwno przed

i po takiej zmianie. Dowodzi to, Ze nie moze on w zaden
sposéb rozrozni¢ mas tych dwoch przedmiotéw, gdyz

— 7 jego punktu widzenia — istnieje mozliwos¢, w ktérej
waza one dokladnie tyle samo, czyli “T'H’.

Wiemy juz, w jaki sposéb Bajtazar moze poréwnywad
masy przedmiotow. Do skonstruowania naszego
pierwszego algorytmu rozwiazujacego zadanie brakuje
nam juz tylko jednego prostego spostrzezenia: jesli
wskazania wagi sa rézne dla tadunkéw o masach ¢ i p,
to beda rézne réwniez dla tadunkéw g — ¢ oraz p — c.

Aby sprawdzi¢, czy Bajtazar moze porownaé konkretne
dwa przedmioty, wystarczy teraz wyznaczy¢ dla
kazdego r z przedziatu [0, ¢) najmniejsza mase
podzbioru pozostaltych przedmiotéw postaci ¢+ 7,

a potem sprawdzi¢, czy ktoras z nich jest szukanym =z,
rozrézniajacym masy a i b. Mozna zrobi¢ to za pomoca
programowania dynamicznego. Przy jego obliczaniu
zaktualizowanie informacji o nowy przedmiot zajmuje
czas O(c). Sprawdzenie jednej pary przedmiotéw
zadziala w czasie O(c - n), a cale zadanie potrafimy
rozwiaza¢ w czasie O(c - n3). Zlozonos¢ ta nie jest jednak
satysfakcjonujaca.

Totez musimy analizowa¢ nasz problem dalej.
Ustalmy trzy takie przedmioty, ze pierwszy jest
nieporéwnywalny zaréwno z drugim, jak i z trzecim.
Oznaczmy ich masy odpowiednio z, y oraz z. Mozemy
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teraz zmieni¢ masy pierwszych dwéch przedmiotow
na %, poniewaz sg one nieporéwnywalne i z punktu
widzenia Bajtazara nic to nie zmienia. Pierwszy i trzeci
przedmiot nadal sa nieporéwnywalne i oczywiscie
kazda inna para przedmiotéw o masach ”Tﬂ’ oraz z
réwniez. Ostatecznie Bajtazar nie moze rozréznic
masy drugiego i trzeciego przedmiotu. Taka wlasnosé
relacji bycia nieporownywalnym jest nazywana

w matematyce przechodnioscia. Wraz z innymi

w naszym przypadku oczywistymi wlasnos$ciami
zwrotnosci i symetrycznoéci oznacza to, ze mamy

do czynienia z relacja réwnowaznosci.

Abstrahujac jednak od matematycznej nomenklatury,
oznacza to po prostu, ze przedmioty da sie podzieli¢

na rozlaczne zbiory (nazywane klasami abstrakeji), takie
ze dwa przedmioty sa nieporéwnywalne wtedy i tylko
wtedy, gdy naleza do tego samego zbioru.

Udowodnijmy ponadto, ze przedmioty nalezace do

tej samej klasy abstrakcji tworza spéjny przedziat
wag. Wezmy trzy przedmioty o masach z, y oraz z,
takie ze x < y < z oraz przedmioty o masach = i z sg
nieporéwnywalne. Wystarczy pokazaé, ze przedmiot

o masie x jest nieporéwnywalny z przedmiotem

o masie y. Nie zmieniajac instancji problemu z punktu
widzenia Bajtazara, mozemy zmieni¢ mase pierwszego
przedmiotu na y, a trzeciego na z + x — y. Zachecamy
czytelnika do sprawdzenia, iz wskazanie wagi dla
dowolnego podzbioru przedmiotéw pozostanie po tej
zmianie takie samo.

Mozemy teraz troche poprawié¢ nasz algorytm. Najpierw
posortujmy przedmioty ze wzgledu na ich masy,

a nastepnie dla kazdej pary kolejnych stwierdzmy, czy
sa one poréwnywalne. Wystarcza to do wyznaczenia
rozmiaréw klas abstrakcji, a w szczegolnodci réwniez
szukanej liczby par. Otrzymujemy w ten sposéb
algorytm dzialajacy w czasie O(c-n?).

Jednak taka zlozonosé nadal nie wystarcza. Mozna
ja poprawié, uzywajac techniki nazywanej ,,Plecak
bez jednego”. Dla kazdej pary kolejnych przedmiotow
chcemy otrzymaé tablice programowania dynamicznego
z dodanymi wszystkimi pozostalymi przedmiotami.
Zdefiniujmy rekurencyjna procedure f(I,r,dp), obliczajaca
wyniki dla par przedmiotéw o indeksach z przedziatu
[[,7), majac dana tablice programowania dynamicznego
dp dla przedmiotéw spoza danego przedziatu. Niech
m = L”T”j Najpierw zaktualizujmy dp o przedmioty
z przedzialu [m,r) i wykonajmy rekurencyjnie f dla
przedziatu [I,m). Nastepnie pierwotne dp zaktualizujmy
o przedmioty z przedziatu [I,m) i wykonajmy
rekurencyjnie f dla przedziatu [m,r). Obliczmy réwniez
wynik dla pary przedmiotéw o indeksach m — 1 oraz m,
osobno aktualizujac dp o wszystkie pozostale przedmioty.
Czas dziatania f opisuje nastepujace réwnanie
rekurencyjne T (I,r) = O(c- (r —1)) + T (l,m) + T (m,r).
Rozwiazujac je, dochodzimy do wniosku, iz ztozonosé
czasowa naszego ostatecznego algorytmu wynosi
O(c-nlogn).

Marcin SMULEWICZ



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Rozwigzla bezwladno$é¢ sznuréwek

Jednym z dzieciecych wyzwan jest opanowanie wigzania butow. Z czasem
przychodzi automatyzm i problem przestaje istnie¢, przynajmniej pozornie.

Bo nawet dobrze zawiazane buty potrafia sie rozwiazac i to w najbardziej
niedogodnym momencie. Dla fanéw skutecznego wiazania butéw, wywodzacych
si¢ glownie z rosnacej rodziny mitosnikéw biegania, najbardziej symptomatyczne
bylo zdobycie zlotego medalu olimpijskiego (i jednoczesne pobicie rekordu $wiata
biegu na 100 m) przez Usaina Bolta na olimpiadzie w Pekinie w 2008 roku

z rozwiazanym butem [1].

Jezeli pominiemy kwestie odpowiedniego zaci$niecia
wezla, to dobrze zawigzana kokardka od zawiazanej zZle
rozni sie wzgledna chiralnoscia dwoch przeplotéw. Dobry
wezel, w wersji bez petelek nazywany prostym (niekiedy
opisuje sie go jako plaski, cho¢ taka nazwe, przynajmniej
w zeglarstwie, nosi troche bardziej skomplikowany wezet),
ma przeploty o przeciwnych chiralnosciach, a zty, o tych
samych. Zty trudno mocno zacisnaé, a jak juz sie to uda,
to (w wersji bez petelek) bardzo trudno go rozwiazac.

Do wigzania butéw uzywamy, oczywiscie, wersji

z petelkami (w polskiej terminologii zeglarskiej wezel
prosty z jedna petelka nazwany jest refowym, cho¢ do
refowania poleca sie jednak wezel prosty bez petelek,
ref knot).

Dobry wezel ma kokardke ulozona poprzecznie do nogi,
a zty wzdluznie. Pomijajac kontrowersyjne kwestie
estetyczne, wezel zty duzo latwiej samoistnie rozwiazuje
sie w trakcie biegania i chodzenia. Taka przynajmniej
panuje opinia. Niektorzy nawet (blednie) uwazaja, ze
tylko zly sie rozluznia, natomiast dobry zacigga podczas
chodzenia.

Cho¢ matematyczna teoria wezléw rozwija sie

bardzo dynamicznie, prowadzone sa badania nad
wytrzymaloscia réznego rodzaju weztéw (np. z uzyciem
spaghetti) czy tez analizowana jest niezawodno$é¢ szwéw
chirurgicznych, to tematem rozwiazujacych sie butéow
nikt sie nie zajal. Do niedawna, bo luke te postanowili
zagospodarowaé autorzy pracy [2].

Demonstracja tego dobrze znanego zjawiska pokazana
jest na dolaczonym do publikacji filmie [3]. Po sztucznej
biezni biegnie ochotnik. Po pierwsze, widaé, ze tuz
przed zetknieciem z ziemia stopa nie tylko doznaje
przyspieszenia o zwrocie przeciwnym do kierunku

biegu (co jest oczywiste: musi zahamowaé, zeby mieé
zerowa predkosé wzgledem ziemi), ale nawet porusza

sie w tym przeciwnym kierunku (z czego raczej nie
zdajemy sobie sprawy). Zmiana kierunku przyspieszenia
powoduje wyrzut luznej czesdci wezla (obu petelek i obu
konicéwek) w kierunku ruchu (na skutek dzialania
pozornej sily bezwladnosci). Przy zetknieciu z ziemia
nastepuje wstrzas, po ktérym przyspieszenie zmienia sie
na zgodne z kierunkiem ruchu, co powoduje ruch luznych
czedci wezta w kierunku przeciwnym do kierunku biegu.
Wezel najpierw sie rozluznia, zeby nagle catkowicie sie
rozwiazaé. Jedna z koncowek wyciaga swoja petelke

po ktérejs kolejnej zmianie zwrotu przyspieszenia
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na przeciwny do kierunku ruchu, czyli tuz przed
postawieniem nogi.

W artykule opisane jest badanie z uzyciem sztucznej,
przytupujaco-majtajacej sie nogi, z zawiazanym weztem.
Okazuje sie, ze zle zawiazany wezel rzeczywiscie

duzo latwiej sie¢ rozwiazuje niz zawiazany dobrze, ale
rozwiazuja sie oba. Przy czym zdarza sig, cho¢ rzadko,
ze to petelka wyciaga koncéwke, a nie na odwrét.

Na pytanie, dlaczego tak sie dzieje, udzielona jest

tylko odpowiedz jakoSciowa. Petelka jest sztywniejsza
niz koncéwka i nie majta sie az tak gwalttownie. Przy
czym jak juz wezel zaczyna sie rozwiazywaé calkowicie
(tzn. konicéwka wyciaga petelke) albo polowicznie

(tzn. petelka wyciaga koncéwke), to efekt juz tylko
narasta, a decydujacy akt rozgrywa sie niemal w jednym
kroku. Autorom to stopniowe narastanie, prowadzace do
szybkiego zakonczenia, skojarzylo sie z tym, jak jeden

z bohateréw powiesci Storice tez wschodzi Hemingwaya
opisal, jak doszlo do jego bankructwa: ,,stopniowo,

a potem nagle”.

Wracajac do opisu zjawiska, to samo machanie nogami
albo samo przytupywanie nie prowadzi do rozwiazania
kokardki. Wystarczy natomiast samo chodzenie bez
biegania. Wynika stad, ze zjawisko wymaga obu jego
aspektéw: przytupywania i majtania.

Abstrahujac od naukowego opisu zagadnienia, mozna sie
zastanowié, jak temu zjawisku zaradzié¢. Dos¢ skuteczne
jest stosowanie tzw. podwdjnej kokardy, czyli robienie
jeszcze jednego przeplotu petelkami. Jest to sposéb dosé
powszechnie stosowany przez sportowcow. Poniewaz sam
stosuje ten wezet od bardzo dawna, wiec moge dodag,
ze on tez potrafi si¢ czasami sam rozwiazac. Niektorzy
esteci uwazaja w dodatku, ze jest on brzydki. Wtedy
rady mozna szukaé na stronie, ktéra jest prowadzona
przez czlowieka, ktéry wigzaniu butéw poswiecit sie bez
reszty [4], albo zrezygnowaé z uzywania sznuréwek.

Piotr ZALEWSKI

[1] http://www.runners-world.pl/media/1ib/1808/bolt.png

[2] C.A. Daily-Diamond, C.E. Gregg oraz O.M. O’Reilly,
The roles of impact and inertia in the failure of a shoelace knot,
Proc. R. Soc A, 2017,473,20160770, DOI: 10.1098/rspa.2016.0770
[3] C.A. Daily-Diamond, C.E. Gregg oraz O.M. O’Reilly,
Supplementary material from “The roles of impact
and inertia in the failure of a shoelace knot”,
https://doi.org/10.6084/m9.figshare.c.3738116.v1

[4] Tan Fieggen, https://wuw.fieggen.com/shoelace/



Klub 44

1-44

Termin nadsylania rozwigzan: 31 VIII 2017

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
729 (WT = 2,34) i 730 (WT = 1,87)
z numeru 11/2016

Marek Spychata Warszawa 45,09

Zbigniew Skalik Wroctaw 44,50
Witold Bednarek Lodz 44,19
Roksana Stowik Knuréw 38,41
Franciszek S. Sikorski Warszawa 38,08
Patryk Jasniewski Gdansk 35,99
Adam Dzedzej Gdansk 35,68

No i odnotowujemy trzy jednoczesne
przejécia magicznej linii 44 p.

Z tej tréjki nikt nie jest nowicjuszem:
Marek Spychata — po raz drugi;
Zbigniew Skalik — po raz trzeci — mamy
wigc kolejnego Weterana; wszelako tytul
ten, cho¢ nobliwy, blednie, gdy spojrzymy
na staz samego uczestnictwa w Lidze:
Witold Bednarek, obecny w Lidze

od roku 1981(!) wlasnie zamyka siédme
okrazenie.

735. Gdy « przebiega przedzial (0,7/2), warto$é tg o
przebiega zbidr wszystkich liczb dodatnich. Nalezy wiec
znalezé kres gérny funkcji f(z) = a” + a'/? zmienne;

z € (0,00). Poniewaz f(z) = f(1/x), kres gérny na przedziale
(0,00) jest taki sam, jak na przedziale [1,00). Pochodna
funkcji f ma po prostym przeksztatceniu postaé

fl(z) = (—az In a) (w72a"o(z) - 1),

Skoro a < 1, czynnik w pierwszym nawiasie jest stale dodatni.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwoch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe o0séb,
ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji

(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytutl
Weterana. Szczegélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie

na stronie deltami.edu.pl

Zadania z matematyki nr 743, 744
Redaguje Marcin E. KUCZMA

743. W zbiorze liczb rzeczywistych réznych od zera okreslamy dzialanie:
xOy = (z/y) + (y/z). Niech a,b,c,d beda liczbami, spelniajacymi réwnanie

(a0b) + (b0e) + (c0d) + (d0a) = (ade) + (b0d) + ((ac)(bd)) + 2.

Czy a,b,c,d moga by¢ czterema réznymi liczbami? Czy moga by¢ wérdd nich trzy
rozne liczby?

744. Dana jest liczba catkowita k > 2. Niech M bedzie takim zbiorem
dodatnich liczb catkowitych, ze dla kazdej pary réznych liczb m,n € M zachodzi
nieréwno$¢ mn < k?|m — n|. Wykazaé, ze zbiorze M jest nie wigcej niz 2k — 1
liczb. Czy dla kazdej liczby k > 2 istnieje (2k—1)-elementowy zbiér M o podanej
wlasnosci?

Zadanie 744 zostalo opracowane na podstawie propozycji, ktéra przystal pan
Pawel Kubit z Krakowa.

Rozwigzania zadan z numeru 2/2017

Przypominamy tresé¢ zadan:

735. Dana jest liczba dodatnia a < 1. Obliczy¢ kres gérny zbioru wartoéci wyrazenia a'¢® + a8,
gdy zmienna « przebiega przedzial (0,7/2).

736. Rozwazamy slowa binarne (ciagi zerojedynkowe) dlugosci n. Niech A,, bedzie liczba takich
stéw, w ktérych nie pojawia sig¢ blok 010, zas B, liczbg takich stéw, w ktérych w zadnym miejscu
blok 00 nie sasiaduje z blokiem 11. Dla kazdej liczby naturalnej n > 3 wyznaczy¢ warto$é¢ stosunku
An/Bnti.

jest wiec albo rosnaca, albo (kolejno) malejaca-rosnaca.
A poniewaz g(1) = 0 oraz lim,_, g(z) = oo, wynika
stad, ze takze wartosci g(x) sa albo stale dodatnie, albo
(przedzialami, od lewej) ujemne-dodatnie.

Funkcja g ma taki znak, jak f’, wobec czego mozemy
powtérzy¢ rozumowanie: funkcja f jest albo rosnaca, albo
(kolejno) malejaca—rosnaca. W kazdym przypadku jej kresem
gérnym na przedziale [1,00) jest jej wartosé lub granica

w jednym z koncoéw przedziatu. Otrzymujemy wynik:

1
dzi =— -
gdzie () i

Czynnik w drugim nawiasie ma taki sam znak jak wyrazenie

1
=In(z%a?™) = —21 1 (f— )
g(x) n(ac a ) nx—i—(na) .
Teraz badamy funkcje g w przedziale [1, 00). Jej pochodna:

2
—-:c—l—l).
Ina

g (z) = (—x_2 In a) <a:2 +

I znéw, czynnik w pierwszym nawiasie jest dodatni.
W drugim nawiasie widzimy tréjmian kwadratowy, ktérego
pierwiastki (rzeczywiste lub nie) maja iloczyn réwny 1;

sup f(z) =
x€(0,00)

sup f(z)= max{f(l)7gcli_)nfolO f(z)} = max{2qa,1}.

x€[1,00)

736. Stowu X = (zo,1,...,2,) dlugosci n + 1
przyporzadkujmy stowo Y = (y1,...,yn) dlugosci n,
przyjmujac y; = |x; — xi—1]. Znajac slowo Y oraz element o,
jednoznacznie odtwarzamy stowo X.

Obecno$é bloku 010 w stowie Y oznacza obecnosé bloku
0011 lub 1100 w stowie X, i na odwrét. Liczba stéw X bez

w przedziale (1,00) moze byé¢ co najwyzej jeden pierwiastek.
Dla duzych z tréjmian ma wartosci dodatnie. Zatem wartoéci
g'(z) albo sa dodatnie w calym przedziale (1, 00), albo sa —

przedziatami — najpierw ujemne, potem dodatnie. Funkcja g

22

blokéw 0011, 1100, z elementem poczatkowym xo = 0, jest
taka sama, jak tych z elementem poczatkowym zo = 1; i jest,
w my$l poprzedniego spostrzezenia, taka sama, jak liczba
stéw Y bez bloku 010. Stad wniosek, ze Bp11 = 24,.



Termin nadsytania rozwigzan: 31 VIII 2017

Zadania z fizyki nr 640, 641
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

640. Do wahadla matematycznego AB (rys. 1) o masie M przyczepione jest
wahadlo matematyczne BC' o masie m. Punkt zawieszenia A tego wahadla
podwojnego drga harmonicznie wzdluz linii poziomej z czestoscig w i malg
amplituda. Znalez¢ dlugo$éé nici dolnego wahadta, jezeli gérna nié przez caly
czas pozostaje pionowa.

641. Gumowy kabel ma wspolczynnik sprezystosci k, mase m i dltugo$é . Okrag
zrobiony z tego kabla obraca sie z predkoscia katowa w w plaszczyznie poziomej

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiagzan zadan
626 (WT = 1,98), 627 (WT = 3,18)
628 (WT = 3,55), 629 (WT = 3,18)

z numeréw 11/2016 i 12/2016

wokot osi pionowej, przechodzacej przez srodek okregu. Wyznaczy¢ promien
obracajacego sie pierscienia.

Rozwigzania zadan z numeru 2/2017

632. Dielektryczna kula o promieniu b naladowana jest ze stalag gestoscia objetosciowg p > 0.
Wewnatrz kuli znajduje si¢ uziemiona, metalowa sfera o promieniu a (rys. 2). Znalezé tadunek

633. Cienka soczewka rozpraszajaca o ogniskowej f i zwierciadlo sferyczne wkleste majg wspdlng

Michatl Kozlik Poznan 42,91

Tomasz Wietecha Tarnéw 38,37 Przypominamy treéé zadan:
Marian Lupiezowiec  Gliwice 38,33

Tomasz Rudny Gliwice 37,68

Jan Zambrzycki Bialystok 32,58

Andrzej Idzik Bolestawiec 32,22 indukowany na tej sferze.

Jacek Konieczny Poznan 29,51

Ryszard Wozniak Krakéw 28,77

o$ optyczna (rys. 3). Srodek zwierciadla znajduje sie w jednym z ognisk soczewki. Uklad daje
rzeczywisty obraz przedmiotu S umieszczonego w dowolnej odlegtosci na prawo od soczewki. Znalezé

ogniskowg zwierciadla.

632. Pole elektrostatyczne uktadu jest ztozeniem pola od kuli
dielektrycznej i pola od uziemionej sfery.

Oznaczmy natezenie pola od kuli przez Fi(r), gdzie r jest
odlegloscia od $rodka kuli. Dla r» > b mamy zgodnie z prawem
Gaussa 4meor? Ey (1) = 4nb®p/3, czyli pole Ei(r) = b°p/(3e0r?)
jest takie, jak od tadunku punktowego réwnego tadunkowi
kuli i umieszczonego w $rodku kuli. Potencjal od kuli

w rozwazanym obszarze jest rowniez taki, jak od tadunku
punktowego i wynosi Vi(r) = b%p/(3eor). Dla 0 < 7 < b
mamy F1(r) = pr/(3e0). Aby otrzymaé potencjal w tym
obszarze, do potencjatu Vi (b) = pb”/(3e0) musimy dodaé
prace pola elektrycznego przy przenoszeniu jednostkowego
tadunku z punktu oddalonego o r od $rodka kuli do punktu
na powierzchni kuli:

-
2

3% — 12

Vilr) = Vi(b) + (Fa(r) + Fa(6)) =

=p

Pole od uziemionej sfery dla r» > a dane jest wzorem

Es(r) = Q/(47r50r2) , gdzie Q jest tadunkiem indukowanym
na sferze. Potencjal w tym obszarze jest rowny

Va(r) = Q/(4mwpor). Wypadkowy potencjal uziemionej sfery to

V(a) =Vi(a) + Va(a) =0,
stad szukany tadunek indukowany wynosi
32 — a?

3

633. Niech x1 oznacza odlegtosé przedmiotu S od soczewki.
Zgodnie ze wzorem soczewkowym odlegtoéé obrazu od
soczewki dana jest wzorem y1 = fz1/(z1 — f) (rys. 4) i dla

Q = —27pa

A

przedmiotu rzeczywistego, gdy 0 1 < o0 , spelnia warunki

(1) f<

Soczewka rozpraszajaca daje zawsze obraz pozorny
przedmiotu rzeczywistego. Obraz ten jest przedmiotem
rzeczywistym dla zwierciadta, odlegtym od niego

o x2 = —f — y1. Zgodnie z (1)

(2) —f <x2 < -2f.

Obraz w zwierciadle musi by¢ przedmiotem pozornym
dla soczewki, zatem jego odleglos¢ od zwierciadla spetnia
warunek y2 > — f. Soczewka rozpraszajaca daje rzeczywisty
obraz przedmiotu pozornego, gdy odlegto$é¢ tego przedmiotu
x3 = —(y2 + f) spelnia warunek fzs/(xs — f) > 0, czyli
x3 > f. Stad y2 < —2f. Zatem spelnione sa warunki

-1 1 -1

2f Ty O f
Korzystajac z réwnania zwierciadla

1 1 1

yv2 i om
gdzie fi jest ogniskowa zwierciadla, otrzymujemy nastepujace
ograniczenia:

<
<

1,111
2f ®m " f fom
a biorac pod uwage warunek (2), dostajemy
1o1_1_ 11
2f F " h Ioo2f

Ostatecznie szukana ogniskowa zwierciadla jest réwna

fi=-2f/3.

Y2
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Niebo w czerwcu

21 czerwca zacznie si¢ astronomiczne lato, jednak
najwczesniejszy wschéd Stonca bedzie miat miejsce kilka

dni wczesniej, 18 czerwca, a najpézniejszy zachdéd — kilka
dni po przesileniu letnim, 25 czerwca. W tym miesigcu

brak nocy astronomicznych, czyli rozjasnienie péinocnego
horyzontu nawet w najciemniejszym momencie nocy, jest
najbardziej odczuwalny. Zjawisko to jest najlepiej widoczne
nad Baltykiem, za$ w gérach — praktycznie niezauwazalne,
gdyz potudniowe granice Polski sa bardzo blisko potudniowej
granicy wystepowania tzw. biatych nocy astronomicznych.
Jednak niezbyt glebokie polozenie Stoiica pod widnokregiem
ma tez swoje zalety. W czerwcu polecamy obserwacje

tzw. oblokéw srebrzystych, czyli tworzacych si¢ wysoko

w atmosferze chmur typu cirrus, ktére nawet o péinocy

sg o$wietlane promieniami Stonca i tadnie si¢ prezentuja,
rozswietlajac od czasu do czasu péinocny nieboskton. Ten
miesiac jest rowniez Srodkiem sezonu na podziwianie tuku
okolohoryzontalnego (wiecej o tym zjawisku mozna poczytaé
na stronie www.atoptics.co.uk/halo/cha2.htm), czyli
zjawiska rozproszenia $wiatta stonecznego na drobnych
krysztatkach lodu, co skutkuje powstaniem matej, lecz
intensywnej teczy, okoto 45° na potudnie od Storica. Niestety,
aby zjawisko zaszlo, Stonce musi znajdowac si¢ na wysokosci
co najmniej 58° nad widnokregiem, zatem szansa by to
zobaczy¢é w Polsce wystepuje jedynie przez 2-3 godziny
przed i po potudniu prawdziwym. Aby zaobserwowaé tuk
okolohoryzontalny, nalezy wpatrywaé sie w niebo zasnute
cirrusami, na wysokosci kilkunastu stopni nad potudniowym
horyzontem. Oczywiscie, im blizej réwnika, tym sezon

trwa dtuzej, gdyz Stonce dtuzej przebywa na odpowiedniej
wysoko$ci. Warto zatem, przy wyprawie wakacyjnej gdzies
na potudnie od Polski, pamieta¢ o tym zjawisku. Warunek
polozenia Storica co najmniej 58° nad widnokregiem oznacza,
ze tuku okolohoryzontalnego nie da sie zobaczy¢ z miejsc
potozonych dalej niz ~55° na po6inoc i potudnie od réwnika.
W Polsce szansa na jego wystapienie pojawia sie tylko od
mniej wiecej potowy maja do poczatku sierpnia.

W czerwcu dobrze widoczne beda dwie planety Uktadu
Stonecznego: $wiecacy z jasnoscig —2,1™ Jowisz

w gwiazdozbiorze Panny (w pierwszej polowie nocy) oraz
Saturn w Wezowniku (0™, widoczny przez cala noc).

W drugiej czesci czerwcowych nocy mozna obserwowac
Neptuna w Wodniku (47,9™), natomiast nad samym
ranem Urana w Rybach (+5,9") i Wenus w Baranie
(jasno$¢ tej planety spadnie w ciggu miesigca z —4,3™

do —4,1™). 3 czerwca Wenus osiagnie maksymalna
elongacje zachodnia, 46° od Storica, jednak ze wzgledu

na niezbyt korzystne nachylenie ekliptyki do porannego
widnokregu przez caly miesiac bedzie ona wedrowaé nisko
nad horyzontem. Tego samego dnia Wenus przejdzie
niecate 2° na potudnie od Urana. 10 czerwca Jowisz zmieni
kierunek ruchu z wstecznego na prosty (patrz str. 1),

co oznacza, ze najlepszy okres widocznosci tej planety

w tym sezonie obserwacyjnym wlasnie si¢ koriczy. Tej
samej nocy Jowisz §wieci¢ bedzie 3° na wschéd od Porrimy,
jednej z jasniejszych gwiazd Panny. Pig¢ dni pdzniej Saturn
znajdzie sie w opozycji do Stonca, stad czerwiec bedzie
najlepszym w tym roku miesiacem do jego obserwacji.
Dzien pézniej to Neptun zmieni kierunek swojego ruchu,
ale w przeciwienstwie do Jowisza zmieni ruch z prostego
na wsteczny, a wiec dla niej rozpocznie sie najlepszy okres
widocznosci w roku 2017, z opozycja na poczatku wrzesnia.

24

Dwie pozostale planety, czyli Merkury i Mars, w czerwcu
przebywaja blisko Stonca i sa niewidoczne.

Ksiezyc zacznie miesiac I kwadra, 9 czerwca przejdzie przez
pelnie, 17 czerwca — przez ostatnia kwadre, natomiast

24 czerwca znajdzie si¢ w nowiu, za$ 1 lipca — ponownie

w I kwadrze. Z tego wzgledu poczatek miesigca bedzie
rozéwietlony nie tylko przez Stonce wedrujace ptytko pod
widnokregiem, lecz réwniez przez jasno $wiecacy Ksiezyc.

3 czerwca, zaraz po zmierzchu, Ksiezyc zakryje Porrime,
czyli jasng gwiazde znajdujaca sie tuz na prawo od Jowisza,
a kilka godzin péZniej przejdzie niewiele ponad 2° na péinoc
od najwigkszej planety Uktadu Stonecznego. Dobe péiniej,
w okolicach péinocy, Ksiezyc zakryje jeszcze gwiazde piatej
wielkosci, 74 Virginis. 16 czerwca Srebrny Glob zakryje
réwniez Neptuna, Hiady i Aldebarana (22 czerwca) oraz
Regulusa i p Leonis (28 czerwca), lecz wszystkie te zjawiska
zajda albo w dzien naszego czasu, albo daleko od Europy.

12 czerwca kometa C/2015 V2 (Johnson) przejdzie przez
peryhelium, w odleglosci 1,6 AU od Storica, a kilka dni
wczesniej minie Ziemie w odlegtosci 0,8 AU. Jasnosé tej
komety prognozuje si¢ na okoto 47 magnitudo, powinna
by¢ zatem widoczna nawet za pomoca lornetki. Przez caty
miesiac kometa kierowac sie bedzie na potudnie, schodzac
coraz nizej z prawie 60° na poczatku miesiaca do mniej niz
15° pod jego koniec. Na poczatku czerwca przejdzie ona 5°
na wschéd od Arktura, a w drugiej czedci miesigca wejdzie
do Panny, koniczac miesigc 12° na wschdd od Spiki.

W tym miesigcu blisko maksimum swojego blasku beda
dwie dtugookresowe gwiazdy zmienne klasy miryd:

R Hya (znajdujaca sie 2,5° na wschod od gwiazdy 3.
wielko$ci v Hya i jednoczeénie 12° na potudnie od Spiki —
najjasniejszej gwiazdy Panny, zmieniajaca jasnos¢ z okresem
389 dni) oraz R And (~5° na zachdéd od Galaktyki
Andromedy o okresie 409 dni). Maksimum R Hya przypadlo
w tym roku 25 maja, ale w czerwcu wciaz moze ona miec
jasno$é nawet 43,5, dzieki czemu bedzie widoczna gotym
okiem. Niestety czerwiec nie jest juz dobrym miesigcem

na obserwacje tego fragmentu nieba (najlepiej widaé¢ go

na przelomie marca i kwietnia, gdy géruje okoto péinocy,
ale i tak wtedy wznosi si¢ na maksymalnie okoto 15° nad
widnokrag), w potowie miesiaca, dwie godziny po zachodzie
Stonica, R Hya znajdzie si¢ na wysokosci zaledwie 9° nad
potudniowo-zachodnim widnokregiem. Maksimum jasnosci
R And (+5,8™) wypada 9 czerwca. Nalezy pamietac, ze
jasnos¢ tych gwiazd nie za kazdym razem jest taka sama

i moze nie osigga¢ maksymalnej obserwowanej historycznie
jasnosci. Gwiazdy te sa wdzigcznym obiektem obserwacji,
poniewaz ze wzgledu na dlugi okres zmiennosci wystarczy
mierzy¢ ich jasnosé raz na kilka dni, zeby otrzymacé tadna
krzywa blasku.

Nie nalezy zapomina¢ o meteorach. Cho¢ noce sg krotkie

i jasne, to w czerwcu promieniuja meteory z roju Bootyddw.
Sa to jedne z wolniejszych takich zjawisk w ciagu roku,

ich predko$é¢ zderzenia z atmosfera wynosi zaledwie

18 kmm/s. Radiant roju znajduje sie na péinoc od gléwnej
figury gwiazdozbioru Wolarza, kilka stopni do radiantu
styczniowego roju Kwadrantydéw. Bootydy promieniuja

od 22 czerwca do 2 lipca z maksimum 27 czerwca. Przy
odrobinie szczescia mozna liczyé nawet na 100 meteoréw na

dzine.
sodzme Ariel MAJCHER
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Joanna JASZUNSKA

Jesli chcemy wyznaczy¢ dlugo$é pewnej krzywej lub tamanej, czesto warto ja
rozwina¢ albo w inny sposéb rozprostowac.

Warto (sie) rozwijac

1. Winorosl wyrasta u podndza drzewa i pnac sie rOwnomiernie, owija jego pien
siedmiokrotnie. Obwdd pnia jest rowny 3 m, a winoroél dorasta do wysokosci
20 m. Jaka jest jej dtugosé?

2. Okrag O, jest wpisany w tréjkat ABC, w ktérym AB =101 AC = BC = 13.
Okregi Oz, 03,0y, . .. sa styczne do bokéw AC, BC oraz dla kazdego n > 2 okrag
O,, jest styczny zewnetrznie do okregéw O,,_1 i Oy 11. Wyznacz sume obwoddw
wszystkich okregéw O1,04,0s3, . ..

3. Dany jest dwunastokat foremny A; A3 A3 ... Ao o srodku O, przy czym
OA; = 1. Punkt B jest rzutem A; na odcinek OA,, punkt By jest rzutem
B; na OAsz, punkt Bs jest rzutem By na OAy itd. (rys. 1). Wyznacz dlugosé
tamanej A1 B1BsBs ...

4. Kolejne wierzchotki pewnego czworokata leza na kolejnych bokach kwadratu
o boku 2,5. Wykaz, ze obwdd tego czworokata jest wiekszy od 7.

Rozwiazania

R1. Przetoczmy pien o siedem pelnych obrotéw tak, by odwinaé¢ z niego
winorosl. Skoro pieta sie ona réwnomiernie, to po takim rozwinieciu utworzy
prosty odcinek, bedacy przeciwprostokatna tréjkata o przyprostokatnych 20 m
i7-3m=21m (rys. 2). Stad na mocy twierdzenia Pitagorasa dlugo$é¢ winorosli
to29 m. O

R2. Suma dlugoéci érednic danych okregdéw réwna jest wysokosci trojkata
poprowadzonej z wierzcholtka C (rys. 3), ktéra z kolei z twierdzenia Pitagorasa
ma dhigoéé 12. Okrag o $rednicy 2r ma obwdd 27r, zatem szukana suma
obwodow wszystkich okregdéw to 127, [

R3. Tréjkaty OA, B, oraz OB;B;+1 maja katy po 30°,60°,90°, gdyz kazdy

z nich z zalozenia jest prostokatny i ma kat 360°/12 = 30°. Mozna wobec tego
utozyé¢ je w sposéb przedstawiony na rysunku 4. Kat pomiedzy sasiadujacymi
teraz odcinkami rozwazanej lamanej jest wowczas réwny 90° + 30° + 60° = 180°.

Stad otrzymana figura takze jest trojkatem o katach 30°,60°,90°, przy czym
jedna jego przyprostokatna ma dtugos$é 1, a suma pozostalych dwéch bokoéow to
szukana dlugosé¢ lamanej. Jest ona wobec tego réwna 2 + /3, gdyz tréjkat ten
jest polowa tréjkata rownobocznego o boku 2. [J

Zadanie mozna tez rozwigzaé, sumujac szereg % + % . 75 + % . (@)2 + % . (@)3 +...
R4. Przestawmy fragmenty kwadratu tak, jak na rysunku 5. Obwdd
rozwazanego czworokata to teraz dlugosé kolorowej lamanej. Jest ona nie
mniejsza od odcinka laczacego jej konce, czyli od 5v/2, co z kolei jest wieksze
od 7. O

O innych zastosowaniach podobnych obrazkéw przeczyta¢ mozna w deltoidzie 1/2012.

Zadania domowe

5. Na stole stoi stozek, w pewnym jego punkcie siedzi pajak. Chcialby on
przespacerowac sie najkrotsza mozliwa droga dookota stozka i wréci¢ do punktu
wyjscia. Ktéredy powinien p6jsé?

6. Na stole stoi szklanka, jej dno jest lepkie od soku. W pewnym miejscu
wewnatrz siedzi mucha, w innym pajak. Pajak chce dotrze¢ do muchy najkrétsza
mozliwg droga, ale omijajac sok. Ktoredy powinien p6jé¢? W jaki sposdb zmieni
sie rozwiazanie, jesli mucha siedzi wewnatrz, a pajak na zewnatrz szklanki?
Wskazowki do zadan 5 i 6. Warto rozcia¢ i rozwinaé dana powierzchnie

boczna. Nie zawsze jednak najkrotsza droga odpowiada odcinkowi laczacemu

odpowiednie dwa punkty tak uzyskanej ptaskiej figury! Ku przestrodze polecam
deltoid 7/2015.
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