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DOWOD - jak to robig w Krakowie

Tym, co czyni matematykéw pewnymi swoich racji, jest dowdéd — niepoddajace
sie zadnym watpliwo$ciom uzasadnienie gloszonych stwierdzen

(Kartezjusz: jedni tylko matematycy zdolali znaleZé jakies dowody, to znaczy
jakies racje pewne i oczywiste).

Przekonajmy si¢ wiec, jakich to metod dowodzenia uzywa si¢ w najstarszej
polskiej Alma Mater, na Wydziale Matematyki Uniwersytetu Jagiellonskiego.

Oto spis sporzadzony przez Jézefa Piorka z Instytutu Matematyki
Najwspolczedniejszej.

Najczesciej spotykamy dowdd

przez oglad (wystarczy popatrzed),

przez polechtanie ambicji stuchaczy (to dla Paristwa jest proste),

przez kalendarz (to bylo w zeszlym roku),

przez sugestie (Paristwo widzicie),

przez sakramenty (ochrzcijmy to sobie),

przez sztuciec (a nuz wyjdzie),

iluzjonistyczny (zrobimy teraz malg sztuczke),

suflerski (prosze mi podpowiedzied),

harcerski (stosujemy podchody dokola dowodu),

cybernetyczny (to automatycznie wynika z .. .),

spychologiczny (Paristwo sami sprawdzq),

plenarny (czy Paristwo sie zgadzaje?),

dogmatyczno-autorytatywny (tak jest w podreczniku),

samowystarczalny (Paristwo sobie sprawdzq we wilasnym zakresie),

teologiczny

a) przez odwolanie sie do sil nieczystych (diabli wiedzq, jak to udowodnic),

b) przez odwolanie sie do sil pozytywnych (Jezus, Maria, przeciez to
banalne!).

Nieco rzadziej spotykany jest dowdd
przez analogie,

przez odpowiednie twierdzenia,
przez sprowadzanie na manowce,
przez presje moralna,

przez opowiadanie,

przez naduzycie symboli.

Pewnej finezji wymaga dowdd

e przez zaprzeczenie zalozenia,

e przez ciaglo$é oznaczen (ciagle oznaczamy),
oraz

e familijny (bierzemy rodzing zbioréw).

Kazdy jednak musi przyznaé, ze jedyny naprawde skuteczny jest

dowdd przez zatozenie tezy.

Bibliografia
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Grupa to zbiér G z okreslonym w nim
dziataniem X, ktére ma element
neutralny 1 (czyli dla kazdego z € G jest
zX1=1Xz=z), jest laczne (czyli

z X (t X u) = (z xt)Xxu)idla kazdego
z € G istnieje element odwrotny z !
(czylizx z ' =271 x 2 =1).

Czesto zamiast © X y piszemy xy.
Przykladami grup sa np. zbiér liczb
catkowitych z dodawaniem lub zbiér
wszystkich izometrii przestrzeni
tréjwymiarowej ze skladaniem.

Grupa G dziala na zbiorze X, jedli dla
dowolnych g € G, x € X mamy
zdefiniowane dzialanie g(x) € X,
spelniajace warunki gz (g1 (z)) = (9291)(2)
oraz id(z) = xz. Na przyklad grupa G3
izometrii przestrzeni R® dziala na zbiorze
X = R3 tak: g(z) to obraz punktu x przy
izometrii g.

W przypadku grupy G przeksztalcen
jakiego$ zbioru X orbitg dowolnego
elementu x € X nazywamy zbiér

{g(z) : g € G}. Orbity dwéch punktéw sa
réwne lub roztaczne.

O kul rozmnazaniu

Paradoks Banacha—Tarskiego (1924 r.). Kule mozna rozlozyé na skoriczenie
wiele czesci, z ktorych da sie zbudowac dwie takie same kule.

Rozklad w uzywanym tu sensie to dowolny podzial figury na rozlaczne czesci
(niekoniecznie ma ich by¢ skonczenie wiele). Dopuszczamy zatem czedei

o dowolnie dziwnych ksztaltach, na przyklad jednopunktowe lub niemierzalne.
Jesli figure A mozemy rozlozy¢ w tym sensie na czesci, z ktérych nastepnie
mozna zlozy¢ figure B, to méwimy, ze A i B sa réownowazne przez rozklad

i oznaczamy to A ~ B. Nietrudno sprawdzi¢, ze rzeczywiscie jest to relacja
rownowaznosci. Okazuje sig, ze takie podzialy nie musza zachowywaé¢ miar figur
i stad wladnie biora sie¢ pozorne paradoksy, a doktadniej méwiac, fakty sprzeczne
7 nasza intuicja.

Zbiér E jest paradoksalny, jedli zawiera rozlaczne podzbiory A, B takie, ze

A ~ FE oraz B ~ E, czyli, méwigc obrazowo, jesli z pewnych dwdéch roztgcznych
czesci zbioru mozemy zbudowaé dwie jego pelnowartosciowe kopie. Chodzi wiec
o takie rozklady, ktére sa sprzeczne z nasza intuicja dotyczaca pola lub objetosci.
W dalszej czesci tekstu rozwazamy tylko rozklady skonczone.

Po wyjasnieniu, na czym polega problem, kolej na wskazanie narzedzi — beda
wlasciwie dwa: latanie dziur i grupa wolna.

Latanie dziur pokazemy na przyktadzie dziury w okregu. Roztozymy okrag S!
bez punktu na dwie czeéci, zastosujemy do nich odpowiednio dobrane obroty

i w rezultacie uzyskamy caty okrag. Niech T bedzie brakujacym punktem
okregu, ¢ zas$ niech bedzie obrotem wokol srodka o ustalony kat niewspéhmierny
z 2m. Woéwezas ciag o(T), 0*(T), p*(T),... € St jest nieskoriczony i sa to rézne
punkty. Niech to bedzie pierwszy z naszych dwéch zbioréw, a pozostala czesé
okregu niech bedzie drugim. Zauwazmy, ze obrét w przeciwna strone o ten sam
kat, czyli ¢!, przeprowadza powyzszy ciag na ciag T, o(T), ¢*(T), . .., a wiec
pozwala zalataé dziurke. Pozostala czesé okregu jest nieruchoma (to tez obrot).
Stad St ~ ST\ {T}.

Grupa wolna F» o dwoch generatorach a i b to zbiér stéw (czyli skoriczonych
ciagéw znakéw) nad alfabetem a,b,a=!,b~!, zredukowanych (czyli bez fragmentéw
postaci zx~1), z elementem neutralnym e (stowo puste), bez relacji (dwa
zredukowane stowa o réznym zapisie sa rézne) i z dzialaniem konkatenacji
(dopisywania). Zauwazmy, ze poniewaz rozpatrujemy tylko stowa skorniczone,
grupa F5 ma przeliczalnie wiele elementéw. Rysuje sie je czesto jako wierzchotki
grafu (rysunek). Taki graf nie ma cykli, poniewaz w grupie wolnej nie ma relacji.

Niech S(z) oznacza zbiér stéw zaczynajacych sie litera .
Zauwazmy, ze Fy jest rozlaczng suma

{e}UuS(a)USOH)US@HusSm™™).
Jednoczesnie

Fy=S(a)UaS(a™!) oraz F,=S{b)UbS(b™1).

Grupa wolna F, jest zatem paradoksalna (dopisanie
stowa na poczatku drugiego stowa to dzialanie grupy Fs
na zbiorze swoich elementéw).

Wolng podgrupe F> mozemy znalezé w grupie Gg

izometrii przestrzeni trojwymiarowej. Konkretnie,
niech o bedzie katem dwusciennym czworoscianu
foremnego, czyli a = arccos (%) Niech a oraz b beda
obrotami R? o kat a w odpowiednio dobranym kierunku
i odpowiednio wokét osi x oraz z. Mozna sprawdzié, ze

takie a i b generuja grupe wolna Fb.

Od grupy do zbioru. Umiemy wykazaé, ze Fy jest
paradoksalna i umiemy wskazaé podgrupe Gs izomorficznag
z F5. Docelowo chcielibysmy jednak skonstruowadé nie
grupe, lecz zbiér paradoksalny.



Pewnik wyboru (przyjmowany
aksjomatycznie w teorii mnogosci)
gwarantuje istnienie zbioru (zwanego
selektorem), do ktérego nalezy dokladnie
po jednym elemencie z kazdego zbioru
danej rodziny niepustych zbioréw
roztacznych.

Kazdy zapewne juz dostrzegl, ze zupelnie
w ten sam sposéb mozna wykazad, ze calta
przestrzen R3 jest paradoksalna.

Wigcej wysitku wymaga wykazanie, ze nie
tylko kula jest réwnowazna przez rozktad
z dwiema takimi samymi kulami, lecz
takze, ze mozna rozciaé¢ kule na pieé
czesci, ktére po przemieszczeniu ulozg sig
w dwie kule identyczne z pierwsza.

Ogélniejszy wynik glosi, ze réwnowazne
przez rozktad sg dowolne dwa ograniczone
podzbiory R3 o niepustym wnetrzu.

Dowéd twierdzenia Chaslesa mozna
znalezé np. w Delcie 11/2015.

Okazuje sie, ze paradoksalnosé grupy daje sie przenies¢ na zbior, na ktérym ta
grupa dziala. PrzedledZzmy te ogoélna prawidlowos¢ na przykladzie dziatania
grupy F» C G5 na sfere S? (o $rodku w poczatku uktadu wspétrzednych)

z wylaczonym zbiorem D tych punktéw, w ktorych osie obrotow, z jakich sie
sklada F5, przebijaja te sfere.

S2\ D rozpada sie na orbity przy dzialaniu Fy. Wybierzmy (tu dziata pewnik
wyboru i bez niego ani rusz) zbiér M reprezentantéw tych orbit i zastosujmy
do niego grupe F,. Zauwazmy, ze tak otrzymane przeliczalnie wiele rozlacznych
obrazéw zbioru M daje w sumie cate S? \ D. Odpowiednio je grupujac

i przemieszczajac, uzyskujemy paradoksalny rozktad S2\ D.

Grupa wolna juz swoja role odegralta, pora na latanie dziur. Jak juz
zauwazylidémy, grupa Fy jest przeliczalna, a kazda os obrotu przebija sfere
w dwdch punktach, stad zbidr D réwniez jest przeliczalny. Stosujac opisana
wyzej metode latania dziur, mozna wykazaé, ze 5%\ D ~ S2.

Dokonczenie dowodu paradoksu Banacha—Tarskiego. Wiemy juz, ze
dla odpowiednio dobranego zbioru D zbiér S? \ D jest paradoksalny, oraz ze
S2\ D ~ S2. Poniewaz zbiér réownowazny ze zbiorem paradoksalnym tez jest
paradoksalny, wiec sfera jest paradoksalna.

Zauwazmy, ze kula bez srodka to ,cebulka” zlozona ze sfer wspotérodkowych.
Skoro kazda z nich jest paradoksalna, to kula bez $rodka réwniez jest
paradoksalna (bo punkty kazdego promienia mozemy sklei¢ i przemieszczaé
wspolnie).

Wezmy teraz dowolny okrag przechodzacy przez srodek kuli T' i calkowicie

w niej zawarty. Wiemy, ze S' ~ S\ {T'}, zatem umiemy zalataé¢ dziurke, czyli
kula bez $rodka jest réwnowazna calej kuli. A to koticzy dowdd, ze kula jest
paradoksalna.

O tym, ze powyzsza metoda nie mozna uzyskaé¢ analogicznych paradoksalnych
rozkladéw w R! ani w R? latwo sie przekonaé, sprawdzajac, ze F, nie jest
podgrupa grupy G izometrii prostej ani grupy Go izometrii plaszczyzny.
Przyjrzyjmy sie doktadniej, dlaczego tak jest.

Izometrie prostej to przesuniecia i symetrie wzgledem punktu. Wobec tego
kwadrat kazdej izometrii jest przesunieciem, przesuniecia za$ sa przemienne.
Stad dla dowolnych dwéch izometrii g, h zachodzi relacja ¢?h%g~2h~2 = id, czyli
w (1 nie ma podgrupy wolnej rzedu 2.

Na ptlaszczyznie kazda izometria jest zlozeniem co najwyzej trzech symetrii
osiowych (twierdzenie Chaslesa). Wynika z tego, ze kwadraty elementéw Go

to izometrie parzyste, a wiec przesuniecia lub obroty. Wobec tego dla dowolnych
dwéch izometrii g, h, zlozenia g?h?g~2h~2 oraz g?h~2¢g~2h? sa przesunieciami
(bo katy ewentualnych obrotéw sie redukuja). Przesuniecia sa przemienne, zatem

(92h2g2h~2)(g2h~2g~2h2)(g2h2g2h~2) "L (g2h 2 2h2) L = id,
co po uproszczeniu daje relacje
Ph2g 2 h 2?29 2 h g2 h 2 2 h 2P h2 g = id,
czyli w G5 takze nie ma podgrupy wolnej rzedu 2.
Ale innej metody na znalezienie paradoksalnych rozkladéw w R! i R? nie ma,
albowiem Stefan Banach udowodnil, ze podane wyzej tozsamosci pociagaja

za soba istnienie miary uniwersalnej, czyli mierzacej wszystkie zbiory i bedacej
rozszerzeniem zwyklego mierzenia dlugosci czy pola.

Bo przeciez zbiory paradoksalne nie moga mie¢ miary w zwyklym sensie, o czym,
jak sadze, nikogo przekonywac nie trzeba.

Jest to streszczenie skrétu swietnego zapisu znakomitego odezytu Joanny JASZUNSKIEJ

na XXXVII Szkole Matematyki Poglgdowej.

Obszerniejszq wersje mozna znaleZé na stronie www.msn.uph.edu.pl/smp/?strona=msn
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Sprawdz wymiary!

Idea analizy wymiarowej pochodzi od
Fouriera. Jean Fourier jest, oczywiscie,
najbardziej znany jako twérca analizy
fourierowskiej, wprowadzonej w pracy
Analityczna teoria ciepla i opublikowanej
po raz pierwszy w 1822 roku w Paryzu.
W tej samej pracy Fourier wprowadzil tez
analiz¢ wymiarowa. On pierwszy tak
otwarcie napisal, ze kazda wielko$é
fizyczna ,,ma swéj wlasny wymiar

i wyrazy w tym samym réwnaniu nie
mogg by¢ poréwnywane, jesli nie maja tej
samej potegi wymiaru”. Fourier pisat
wprost, ze wprowadzil pojecie wymiaru,
aby sprawdza¢ wyniki obliczen.

Ten okrzyk czesto rozlega sie na lekcjach fizyki. Czy warto sprawdzaé¢ wymiary?
Przeciez na lekcjach matematyki, gdzie tez rozwiagzuje sie¢ mnostwo zadan, czegos
takiego si¢ nie robi. Otéz warto. Z kilku powodéw. W fizyce mamy do czynienia

z wieloma wielko$ciami fizycznymi, mierzonymi w réznych jednostkach. Nie mozna
poréwnywadé wielkosci mierzonych w réznych jednostkach, tak jak nie mozna
porownywac jabtek i gruszek. Jesli szukana wielkoscia w jakim$ problemie jest,

na przyktad, predko$é, a w wyniku dostajemy kilogram na sekunde, to wiadomo,
ze zrobiliémy btad w naszych obliczeniach. Sprawdzenie wymiaréw pozwala
zorientowadé sie bardzo szybko, czy otrzymany wynik moze by¢ sensowny.

Analiza wymiaréw pozwala nie tylko na sprawdzenie rachunkéw. Dzieki niej mozna

znalezé¢ sposob na zapamietanie réznych formutek, a nawet na ich wyprowadzanie.
Na tym naprawde polega sila analizy wymiarowej. Na podstawie uwaznej analizy
wymiaréw wielkosci fizycznych, majacych wplyw na badane zjawisko, mozna czasem
zgadnaé formule matematyczna opisujaca to zjawisko. Rozpatrzmy dwa przyktady:
pierwszy — bardzo prosty i drugi — bardziej skomplikowany.

WezZmy pod uwage wahadlo matematyczne: punkt
materialny o masie m zawieszony na nierozciggliwej nici

o dlugosci I. Jest to, oczywiscie, model matematyczny
fizycznego wahadta, gdzie zaniedbujemy rozmiary ciala
zawieszonego na nici. Jesli zgodzimy sie na taki model,

to tarcie powietrza pomijamy i ruch wahadla moze zalezeé
jedynie od masy, dtugosci nici i przyspieszenia ziemskiego g.
Zapytajmy o okres wahan wahadla. Wielko$¢ o wymiarze
czasu mozna dostacé tylko na jeden sposob

7L
g

a wiec okres nie moze zaleze¢ od masy wahadta, gdyz
nie ma jak pozby¢ sie kilograméw! Oczywiscie, analiza
wymiarowa nie pozwala na znalezienie bezwymiarowego
wspotcezynnika proporcjonalnosci w powyzszym wzorze.
Mozna go znalezé, wykonujac, na przyklad, pomiar okresu
wahan dla wahadla o zadanej dlugos$ci w miejscu o znanej
wartosci g. W ogdlnosci zalezy on od poczatkowego kata
odchylenia wahadla (tez wielko$¢ bezwymiarowa, a wigc
niepoddajaca si¢ analizie wymiarowej). Dla malych wahan
wahadla wspotezynnik ten wynosi 2.

)

Drugi przyktad, ktory rozpatrzymy, jest bardziej
skomplikowany. Rozwazmy problem sily oporu cieczy
lepkiej dzialajacej na plynacy statek. Jakie wielkosci
fizyczne moga mie¢ wplyw na site oporu? Intuicja
(do$wiadczenie) podpowiada nam, ze sita oporu moze
zalezeé od wielu czynnikéw. Sprobujmy ograniczy¢ sie do
najwazniejszych (budujemy wige model matematyczny):
sita oporu F' [kgm/s?], predkosé statku v [m/s], rozmiary
statku [ [m], wspétezynnik lepkosci cieczy p [kg/(ms)],
gestoéé cieczy p [kg/m3], przyspieszenie ziemskie g [m/s?],
przy czym w nawiasach podalismy jednostki okreslajace
wymiary. W naszych rozwazaniach pominiemy napiecie
powierzchniowe cieczy, predko$é wiatru, wielkoéé fal na
powierzchni cieczy itp. Oznacza to, ze otrzymane wyniki
nie beda stosowaé sie do ruchu owadow slizgajacych sie
po powierzchni cieczy, zaglowek, ruchu statkow w czasie
silnych sztormoéw itp. Pomijamy tez detale budowy statku,
wprowadzajac tylko jeden parametr charakteryzujacy
jego rozmiary, to znaczy naszym statkiem bedzie kula

0 promieniu /.

Ruch cieczy lepkiej opisywany jest réwnaniami
Naviera—Stokesa, ktérych w ogdlnym przypadku nie

4

potrafimy rozwiaza¢. Zastosujmy wiec analize wymiarows,.
Mamy do dyspozycji szes¢ wielkosci: F, I, p, p, g i v. Moze
warto wyttumaczy¢, dlaczego nie rozpatrujemy masy statku
jako niezaleznej wielkosci fizycznej. Ot6z, zgodnie z prawem
Archimedesa, masa statku jest réwna masie wypartej cieczy,
a to z kolei jest rzedu pl>.

Zauwazmy, ze mamy jedynie trzy podstawowe jednostki:
kilogram, metr i sekunde, w ktorych mierzy sie szesé
wielkosci. Jedynie trzy bezwymiarowe ich kombinacje moga
by¢ niezalezne. Wybierzmy je w nastepujacy sposob:
F vlp v?

C’D—ple27 R= e Np_lg.
Oczywiscie, dowolna ich kombinacja tez jest bezwymiarowa,
ale wybralismy je tak, gdyz kazda z nich wiaze si¢
z inna cecha badanego problemu. Stala Reynoldsa R
zwigzana jest z lepkoscia cieczy u, stata Froude’a Np
wiaze sily bezwladnosci (~ mv?) z sitami cigzkosci (~ mg)
w przeptywie cieczy. Stala R charakteryzuje, na przyktad,
fale i zawirowania na powierzchni cieczy spowodowane
ruchem statku. W koncu wspotczynnik oporu czotowego Cp
nie zalezy ani od p, ani od g.

Analiza wymiarowa méwi nam, ze bezwymiarowy
wspolezynnik oporu czolowego C'p musi by¢ pewna funkcja
dwoch pozostatych bezwymiarowych wielkosci, to znaczy
C(D - f (Ra N F ) .
Zatézmy teraz, ze efekt fal tworzonych na powierzchni
cieczy przez ptynacy statek jest zaniedbywalny (krancowym
przykladem bedzie okret podwodny). Wéwezas stala g,
odpowiedzialna za fale na wodzie, nie powinna wej$¢ do
rozwiazania, a wiec stala Froude’a w powyzszym wzorze
moze by¢ pominieta. W jezyku wyjsciowych wielkosci
wymiarowych dostajemy wiec ostateczny wzor na site oporu

(*) F = po?l?f(vlp/ ).

W tym momencie mozna powiedzie¢: no dobrze, ale przeciez
nie znamy funkcji f, wiec jaki jest pozytek z otrzymanego
wyniku? Zeby zrozumieé¢ korzyséé z naszych rozwazain,
zauwazmy, ze jesli odlozy¢ na wykresie wartoéc¢ sity F

w zaleznosci od dlugosci [, to otrzymamy wiele réznych
krzywych dla réznych cieczy, z ktérych nic ciekawego nie da
si¢ odezytac. Jesli natomiast odlozyé C'p w zaleznosci od R,
to wszystkie punkty powinny ulozy¢ sie na jednej krzywej
dla réznych cieczy i réznych rozmiaréw statkow!
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Wspbiczynnik oporu czotowego dla ruchu
kulki w zaleznoéci od liczby Reynoldsa.
Dane uktadajg si¢ na jednej krzywej.

Zauwazmy, ze z przedstawionego przez
nas prawa skalowania wynika, ze stosunek
sity oporu do masy statku maleje ze
wzrostem jego rozmiaréw liniowych, gdyz

F 1

m l
W XIX wieku byta to bardzo wazna
obserwacja pokazujaca, ze oplacalo si¢
budowaé¢ duze statki parowe do przewozu
towaréw.

Na rysunku przedstawione sa wyniki pomiaréw dla kul o réznych érednicach
poruszajacych sie w réznych cieczach.

Dane rzeczywiscie ukladaja sie na jednej krzywej dla R zmieniajacego si¢ o 7 rzedow
wielkosci. Tego typu krzywa nosi nazwe krzywej skalowania. Znamy ja z wynikéw
pomiaréw. Zauwazmy, ze znalezione prawo skalowania () pozwala wyciagnaé
wnioski o ruchu wielkich statkéw (I — 00) z zachowania si¢ matych statkéw
poruszajacych sie z duzymi predkoéciami (v — o0), gdyz oba graniczne przypadki
opisane sg tg samg funkcja f(R). Scisle méwiac, nie jest to prawda, gdyz dla

bardzo duzych predkosci statkéw nalezy uwzgledni¢ nowe parametry, na przyktad
predkosé dzwieku w cieczy, zjawiska termiczne spowodowane tarciem itp. Powyzsza
obserwacja jest podstawg teorii modelowania, tak waznej przy projektowaniu
statkow, samolotow, duzych budowli itp. z uzyciem tuneli aerodynamicznych.

Uzycie starannie dobranych zmiennych pozwala wigc na przedstawienie wynikow
do$wiadczen w sposob wskazujacy bezposrednio na fizyke badanych zjawisk.
Odkrycie prawa skalowania jest czesto punktem wyjécia do budowy nowej

teorii fizycznej. Pod koniec lat szesédziesiatych J.D. Bjorken wysunat hipoteze,
ze w rozpraszaniu elektronéw na nukleonach odpowiednio zdefiniowane wielkosci,
zwane funkcjami struktury nukleonu, powinny zaleze¢ jedynie od jednej
bezwymiarowej kombinacji dwéch zmiennych wymiarowych (tak zwana hipoteza
skalowania Bjorkena).

Na przelomie lat sze$édziesiatych i siedemdziesiatych hipoteza skalowania zostala
potwierdzona doswiadczalnie. Mozna by zapytaé¢ znowu: i co z tego? Ot6z, mozna
teoretycznie wyprowadzi¢ skalowanie Bjorkena jedynie wowczas, jesli zalozy sie,

ze nukleony skladaja si¢ z punktowych, swobodnych sktadnikéw — kwarkow!

W ten sposob hipoteza skalowania przyczynita sie do ugruntowania roli kwarkéw
(wprowadzonych wezesniej jako hipotetyczne obiekty tlumaczace niektére wlasciwosci
czastek elementarnych) jako rzeczywistych skladnikéw materii. W tym sensie kwarki
zostaly zaobserwowane doswiadczalnie.

Analiza wymiarowa i skalowanie jest integralna czeécia fizyki od ponad stu lat.
Zastosowanie jej metod czterdziedci lat temu w fizyce jadrowej i fizyce czastek
elementarnych spowodowalo radykalne zmiany w naszym rozumieniu podstawowych
skladnikow materii i przyczynito si¢ do przyjecia kwantowej teorii pél jako podstawy
do budowy teorii oddzialywan fundamentalnych. Sprawdzajcie wigc wymiary!

Jest to skrot artykulu Jana KALINOWSKIEGO, ktdry ukazal si¢ w Delcie 1/1992.

Pelny tekst mozna znalezZé w ksigzce ,,O kwantach i smokach. Fizyka wedlug Delty” wydanej w listopadzie 2016.
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Od Pascala do Pitagorasa i dalej

Twierdzenie Pascala o réwnomiernym cidnieniu gazu na Scianki naczynia pociaga
za soba twierdzenie Pitagorasa i jego uogdlnienie, czyli twierdzenie kosinuséw.

Wyobrazmy sobie pudetko w ksztalcie trojkata prostokatnego i o gtebokosci .
Pudetko to jest polozone poziomo i przymocowane w jednym z wierzchotkéw
doskonatym tozyskiem do pionowej osi. Pudetko wypelniamy gazem, ktory prze
na kazda Scianke. Parcie na gorng i dolna jest jednakowe, wiec one sie znosza.
Jednak znosi¢ si¢ musza i parcia na écianki boczne. Przyjrzyjmy si¢ im. Zgodnie
z prawem Pascala mamy (rys. 1)

|u] = aAp, |v| =bAp, |w| =cAp, gdzie p to cisnienie gazu.

Réwnos¢é momentow tych sit to Saip + %b)\p = ScAp, czyli a® + b =2

Dla tréjkata nieprostokatnego otrzymujemy (rys. 2)

s5a\p = (a cosa — %)b)\p + 5cAp, czyli a? +b*> — 2abcos o = 2,

a wiec twierdzenie kosinusow.

Na tym przykladzie widaé¢ przewage fizyki nad matematyka, bo z twierdzenia
Pitagorasa, a nawet kosinuséw, twierdzenia Pascala wyprowadzi¢ sie raczej
nie da.

Marek KORDOS



Podgraf danego grafu powstaje przez
usunigcie z niego pewnej liczby
wierzchotkéw wraz ze wszystkimi
przylegajacymi do nich krawedziami.

Wigcej o liczbach Ramseya przeczytac
mozna w Delcie 3/2008.

Skorzystaliémy z fundamentalnej
nieréwnosci rachunku
prawdopodobienstwa, zgodnie z ktora
prawdopodobienistwo (przeliczalnej)
alternatywy zdarzen nie przekracza sumy
prawdopodobienstw tych zdarzen.

Szansa na sukces

Metoda probabilistyczna goscila juz na tamach Delty (np. w numerach 12/2006
i 4/2015), byloby jednak nieprawdopodobnie glupio pominaé¢ ja w numerze
po$wieconym dowodom. W najbardziej podstawowej wersji moze si¢ ona okazaé
przydatna w sytuacji, gdy chcemy wykazaé istnienie obiektu spelniajacego
okreslone warunki — wéwczas mozemy sprobowaé przedstawié¢ schemat
losowania badanych obiektéw, w ktérym z dodatnim prawdopodobienstwem
wynik bedzie spelnial przedstawione zadania. Opis ten moze brzmie¢ dosé
enigmatycznie, powinien sta¢ si¢ bardziej zrozumialy po lekturze ponizszego
rozumowania, uchodzacego za jeden z pierwszych przyktadéow zastosowania
metody probabilistycznej.

Rozwazmy graf pelny, ktorego kazde dwa wierzcholki sa polaczone krawedzia

w kolorze niebieskim badz czerwonym. Okazuje sie, co udowodnil Frank Ramsey
w 1930 roku, ze dla dowolnie zadanych liczb naturalnych k, [, jesli liczba
wierzchotkow w grafie pelnym jest dostatecznie duza, istnieje w nim podgraf

o k wierzcholkach polaczonych wylacznie niebieskimi krawedziami lub podgraf
o [ wierzchotkach, z ktorych kazde dwa potaczone sa krawedziami czerwonymi.

Najmniejszy z tych ,dostatecznie duzych” rozmiaréw wyjsciowego grafu
nazywamy liczbg Ramseya i oznaczamy przez R(k,1).

W 1947 roku Paul Erdos przedstawil nastepujace oszacowanie z dotu liczby
R(k, k)

Oto jak uzyskal ten wynik: rozwazmy graf o n wierzchotkach, gdzie n jest
k
Lniedostatecznie duze”, czyli (}) < 2(5)-1, Pokazemy, ze mozemy pokolorowaé
krawedzie tego grafu w taki sposéb, by nie istnial podgraf rozmiaru k
o wszystkich krawedziach w tym samym kolorze; zatem natychmiastowym

wnioskiem bedzie nieréwnosé ().

Kazda z krawedzi naszego grafu pomalujmy na niebiesko z prawdopodobienstwem
% lub na czerwono z tym samym prawdopodobienstwem. Wybierzmy dowolny
podgraf o k wierzchotkach — wowczas zdarzenie, polegajace na pomalowaniu
wszystkich krawedzi wybranego podgrafu (ktérych jest k(kz_ 1), inaczej (g)) na
ten sam kolor, ma prawdopodobienstwo 2 - 2-(5). Podgraféow o k wierzchotkach
jest jednak (Z) Szansa na to, ze pewien z tych podgraféow ma krawedzie

pomalowane na jeden kolor, nie przekracza (2)217(5), zatem zgodnie
z zalozeniem o ,niedostatecznie duzym” n jest mniejsza od 1. W tej sytuacji
szansa na to, ze zaden z podgraféw o k wierzchotkach nie ma wszystkich
krawedzi w tym samym kolorze, jest dodatnia, co dowodzi istnienia zadanego
kolorowania.

Lukasz RAJKOWSKI

Jak sie pozby¢ losowosci?

W informatyce losowos$¢ jest bardzo przydatna. Czesto bardzo ulatwia
rozumowania, pozwala na pigkne i klarowne argumenty uzywajace, na przyktad,
metody probabilistycznej. Nieraz tatwo znalez¢ algorytm uzywajacy losowosci
(randomizowany) i dziatajacy szybko, podczas gdy znalezienie szybkiego
algorytmu deterministycznego jest trudne lub w ogdle takiego nie znamy.

7 losowoscia jest jednak pewien problem. Chciatoby sie wiedzieé¢ co$ na pewno,
a nie tylko z duza doza prawdopodobienstwa. Szczesliwie okazuje sie, ze czasami
da sie te losowo$¢ wprowadzi¢, a potem wyeliminowac¢. Ta ostatnia operacja,
eliminacja losowoéci, nazywa si¢ derandomizacjq.

Przedstawimy dwie metody derandomizacji. Zrobimy to na przykladzie,
cho¢ uzyte techniki beda zdecydowanie bardziej ogélne. Rozwazmy graf

6
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Rozwigzanie zadania M 1525.
Przeprowadzimy dowdd nie wprost.

Przypusémy, ze n + 1 jest nieparzysta
liczbg pierwszg. Woéwczas z matego
twierdzenia Fermata wynika, ze liczba
2™ — 1 jest podzielna przez n + 1,
a zatem réwniez
n(2" — 1)+ (n+1)=n2" +1

jest liczbg podzielng przez n + 1. To
przeczy pierwszosci liczby n2™ + 1, gdyz
n2" +1>n+ 1.
Podobnie, jezeli n 4 2 jest nieparzysta
liczba pierwsza, to z matego twierdzenia
Fermata wynika, ze liczba ontl g jest
podzielna przez n + 2. Wobec tego
réwniez liczba

(n4+2)2" — (2" —1) =n2" + 1
jest podzielna przez n + 2, ale
n2" +1 > n + 2 na mocy nieréwnosci
n(2" — 1) > 1 prawdziwej dla n > 1.
Uwaga. Najmniejsza liczbag n > 2, dla
ktorej n2™ 4 1 jest liczba pierwsza, jest
141. Liczby postaci n2™ + 1 nazywane sg
liczbami Cullena.

@

Rozwigzanie zadania M 1526.
Przeprowadzimy dowdd konstruktywny —
zidentyfikujemy rozwigzania danego
réwnania.

Zauwazmy, ze jezeli |z| > 2, to

[f(@)] =a® —2> 2[z] — 2> 2]z| —|z| = |2],

skad wynika, ze dane réwnanie nie moze
by¢ spelnione. Wobec tego |z| < 2,

a zatem x = 2 cos ¢ dla pewnego

(a wlasciwie dwéch) ¢ € [0, 7).
Zauwazmy, ze skoro cos2a = 2cos® a — 1,
to

f(2cosa) = 4cos® a — 2 = 2 cos 2a,
wobec czego

FUFfC . f(f(2cos))...))) =2cos2™p.
Dane réwnanie przybiera wéwczas postac
cosp = cos 2", czyli

0=-cosyp —cos2"p =

2" — 1 2" 41

= 2sin @ sin

®,

skad ¢ = 2kw /(2" — 1) lub

@ = 2kw /(2" + 1) dla pewnej liczby
catkowitej k. Pozostaje zauwazy¢, ze
jezeli 0 < k <271 —1, to

0 < 2k /(2" — 1) < m, jezeli zas

0< k<2 to0 < 2kn/(2" +1) < 7,
przy czym rozwiagzania sa rézne, o ile
tylko k # 0. Tym samym otrzymujemy
tacznie on—l yon=l 41 _1=2"
réznych rozwiazan postaci © = 2cos . U

G = (V, E). Dla podzbioru wierzchotkéw S C V nazwiemy jego cieciem zbiér
{(u,v) € E|ue S v¢gS}, czyli zbior krawedzi, ktére maja dokladnie jeden
koniec w S. Problem znajdowania S o najwiekszym cigciu jest NP-zupelny.
Rozwazmy jednak podobny problem: znajdowania S takiego, ze jego ciecie jest
wielkosci co najmniej polowy zbioru wszystkich krawedzi, czyli |E|/2.

Na pierwszy rzut oka nie jest wcale jasne, czy taki S istnieje. A wiec na
rozgrzewke udowodnijmy to. Zachecamy Czytelnikéw do samodzielnej

préby przed przeczytaniem rozwiazania. Rozwiazanie zas jest zadziwiajaco
proste. Wylosujmy S, to znaczy kazdy wierzcholek wrzuémy niezaleznie do S

z prawdopodobienstwem 1/2. Wéwczas kazda krawedz z F bedzie nalezala

do ciecia S z prawdopodobieristwem 1/2. A zatem $rednia wielko$é cigcia S

to |E|/2, czyli na pewno musi istnie¢ S taki, Ze jego ciecie ma wielkosé
przynajmniej |E|/2. Powyzszy dowdd jest jednak nickonstruktywny, nie wynika
z niego wcale, jak takie ciecie znalezé. Oczywiscie, mozemy przejrzeé wszystkie
mozliwe zbiory S, ale to zajmie czas rzedu 2", gdzie |V| = n, a my chcemy znalez¢
algorytm wielomianowy wzgledem n.

Podamy dwie metody. Pierwsza nazywa si¢ metoda warunkowych wartosci
oczekiwanych. Przypusémy, ze przejrzeliSmy juz pewien zbiér wierzchotkéw

U C V idla kazdego z nich zdecydowalismy, czy bedzie on nalezal do S, czy
nie. Jaka jest srednia wielko$é ciecia S po tym ustaleniu? Przez E(T,T")
oznaczmy zbiér krawedzi miedzy zbiorami T'i T’. Na razie wiemy, ze do

ciecia na pewno bedzie nalezata kazda krawedz z E(U N S,U N S), gdzie S to
dopelnienie zbioru S. Jedli chodzi o krawedzie jeszcze nieustalone, to kazda
krawedz z E(U N S, U) bedzie nalezala do ciecia z prawdopodobienistwem 1/2.
A zatem $rednia wartos¢ ciecia po ustaleniu, co sie stanie z wierzchotkami z U,
wynosi |[E(UNS,UNS)|+1/2-|E(UNS,U)|. Umniemy to obliczyé¢ w czasie
wielomianowym, znajac U oraz decyzje odnosnie S na nim, czyli U NS oraz
UNS. Teraz juz tylko krok do rozwigzania. Gdy bowiem decydujemy o pierwszym
wierzchotku, czy wrzucié¢ go do S, czy nie, to obliczamy, jaka bedzie srednia
wartosé ciecia w obu przypadkach. Poniewaz $rednia z tych dwoch liczb jest
wieksza lub réwna |E|/2 (w tym przypadku réwna), to jedna z nich tez bedzie
wigksza lub rowna. Wybieramy wiec te lepsza opcje i zabieramy sie za drugi
element. Przy dorzucaniu kazdego nowego elementu wybieramy te opcje,

ktéra daje wieksza érednia i w ten sposéb po podjeciu decyzji dla wszystkich
elementow V otrzymujemy pewien zbior S, ktérego ciecie bedzie wieksze lub
réwne |E|/2.

Drugie rozwiazanie jest jeszcze bardziej zaskakujace. Zauwazmy, ze tak
naprawde nie potrzebujemy wcale, by kazdy wierzchotek z V' byl brany
do S niezaleznie. Do tego, by kazda krawedz (u,v) znalazla sie¢ w cieciu S
z prawdopodobienstwem 1/2, wystarczy, by wierzcholki u i v byly wziete
do S niezaleznie, czyli wystarczy nam, by wybory byly parami niezalezne.
A to jest duzo slabsze wymaganie! Co wigcej, okazuje sig, ze z k niezaleznych
zmiennych losowych X7, ..., X) o wartosciach w {0, 1} mozna latwo skonstruowaé
2F zmiennych losowych parami niezaleznych o wartogciach w {0, 1}. Po prostu
dla kazdego podzbioru A C {1,...,k} zmienna X4 jest zdefiniowana jako xor
(alternatywa wykluczajaca) zmiennych X; takich, ze i € A. Nietrudno zauwazy¢,
ze dla dowolnych A, B C {1,...,k}, A # B zmienne X4 i Xp sa niezalezne.
Dla uproszczenia przyjmijmy, ze |V| = n jest potega dwdjki. A wiec nasz
algorytm mozemy zamieni¢ na taki, ktory losuje najpierw logn bitow X; dla
i€{l1,...,logn}, a potem gdy podejmuje losowa decyzje, czy wrzucié jakis
wierzchotek z V' do zbioru S, korzysta ze zmiennych X 4. Taki algorytm tez
w $rednim przypadku skonstruuje ciecie wielkosci |F|/2. Zauwazmy jednak,
ze zamiast losowac te logn wartosci mozemy po prostu sprawdzi¢ wszystkie
mozliwoéci ich wylosowan, ktérych jest 298" = n. Czyli faktycznie otrzymaliSmy
wielomianowy algorytm deterministyczny: przeglada on wszystkie mozliwosci na
X1, ..., Xiogn, dla kazdej symuluje dziatanie losowego algorytmu, a na koniec
wybiera najlepsze rozwigzanie.

Wojciech CZERWINSKI



Wypada zdradzié¢ tajemnice: liczba \/5\/E
jest nie tylko niewymierna, ale nawet
niealgebraiczna, co wynika z twierdzenia
Gelfonda—Schneidera: jesli liczby a © b sq
algebraiczne, przy czym a nie jest zerem
ani jednosciq i liczba b jest niewymierna,
to liczba a® jest niealgebraiczna.

Roéwnosé 2 = 5 dla p i ¢ calkowitych
pociaga za sobg réwnosé p? = 2¢?, co jest
niemozliwe, bo rozktad lewej strony na
czynniki pierwsze zawiera parzystg liczbe
dwéjek, a prawej — nieparzysta.

Roéwnosé log, 9 = % dla p i ¢ catkowitych
pocigga za soba réwnosé¢ 9 = 2P/9, czyli
329 = 2P co jest niemozliwe, bo

w rozkladzie lewej strony sg same tréjki,
a prawej — same dwdjki.

m Zadania

Intuicjonizm i to, co po nim

Udowodnijmy lub obalmy twierdzenie: istnieja takie liczby niewymierne a i b, Ze
ab jest liczbg wymierng.

V2
Rozwazmy liczbe /2 . Jegli jest ona wymierna, szukanymi liczbami sg v/2 i v/2.

V2
Jesli natomiasty/2" ~ jest niewymierna, to wraz z nig szukana liczbg jest /2,
V2
bowiem (ﬂﬁ) = ﬂQ =2. 0

Tego rodzaju dowdd ma szczegdlna ceche: dowodzimy istnienia jakich$
obiektow, nie umiejac stwierdzi¢ ,,co one za jedne”. Patrzac glebiej, widzimy, ze

2
wykorzystaliémy tu tzw. zasade wyltaczonego srodka: liczba \/Qf jest wymierna
albo jest niewymierna.

Pojawianie sie, poczawszy od drugiej potowy XIX wieku, sytuacji krepujacych
matematykow, obiektow, ktérych wlasnosci byly nadmiernie paradoksalne,
sklonilo czesé z nich (podpuszczana zreszta przez Poincarégo) do narzucenia
sobie (i zalecenia innym) ostroznosci w dowodzeniu zwlaszcza istnienia

jakich$ obiektow: dowody X istnieje, bo gdyby nie istnial, to olaboga! zostaly
wykluczone. Nurt, ktérego ojcem zalozycielem okrzyknieto Luitzena Brouwera,
nazwano intuicjonizmem. Jego rozwdj przysporzyl matematyce takich pojec¢, jak
funkcje obliczalne, algorytmy, a nawet maszyna Turinga. Dzi§ intuicjonizm, pod
nazwa konstrukiywizmu jest filozoficznym aspektem informatyki, ale to juz inna
historia.

Dowiedzmy jednak poczatkowe twierdzenie zgodnie z intuicjonistami: takimi

]
liczbami sa v/2 i log, 9, bo \/ﬁog2 Y 2logz3 — 3,
Marek KORDOS

Redaguje Eukasz BOZYK

M 1525. Udowodnic, ze jezeli dla pewnej liczby naturalnej n > 2 liczba n2™ + 1
jest pierwsza, to liczby n 4 1 oraz n + 2 sa zlozone.
Rozwiazanie na str. 7

M 1526. Niech f(x) = 2% — 2. Udowodnié, ze dla kazdego n > 1 réwnanie
SUUCf(f(@)..)) ==
| —

n-krotne ztozenie f
ma 2" réznych rozwigzan rzeczywistych.
Rozwiazanie na str. 7

M 1527. Na przyjecie przyszlo n 0oséb w kapeluszach (n > 2). Nastepnie kazde

dwie osoby przywitaly sie dokladnie raz, przy czym kazde powitanie polegalo na
zamianie kapeluszami, ktére w danej chwili witajace sie osoby mialy na glowach.
Okazalo sie, ze po nastapieniu wszystkich powitan kazdy mial z powrotem swaoj
kapelusz. Udowodnic¢, ze taka sytuacja jest mozliwa wtedy i tylko wtedy, gdy n

daje reszte 0 lub 1 przy dzieleniu przez 4.

Rozwiazanie na str. 14

Przygotowat Michat NAWROCKI

F 925. Na zawieszona na nitce o dtugosci [ = 1 m doskonale odbijajaca ptytke
o masie 10 mg pada, prostopadle do jej powierzchni, wiazka swiatla laserowego.
Jaka musiataby by¢ moc S padajacego $wiatlta, aby pod jego dzialaniem
wahadlo, ktérym jest zawieszona na nitce ptytka, wychylito si¢ o kat aw = 1°

z polozenia réwnowagi?

Rozwiazanie na str. 13

F 926. Nurek majacy mase m = 80 kg nabral pelno powietrza do pluc (v =51)
i wskoczyl do wody. Z jakiej maksymalnej glebokosci H nurek moze wyplynac,
nie wykonujac zadnych ruchow? Objetoéé¢ ciala nurka to V' =82 1.

Rozwigzanie na str. 13
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A/

A

To twierdzenie (i jego dowéd) to
Twierdzenie 2 z szdstej ksiegi Elementow

Euklidesa.

C

A B
) \ 4\ J F
H
K
D C G

Poniewaz zdarzaja si¢ i Czytelnicy Leniwi,

dla nich ten dowéd:

Oznaczmy |AB| = |CD| = a,

|BC| = |DA| =0, |DE| = |FG| = p,

|EF| = |GD| = q.

Z zaltozenia mamy ab = pq, z czego

a

wynika T=1% i to jest pierwsza réwnosé

wypisana obok.
P

Z tego wynika tez ¥ = %, a to jest

druga réwno$cé.

No to moze jeszcze pytanie: co zrobié,
gdy odcinek AG pobiegnie ponad J7

W sprawie aksjomatyki geometrii polecam
zajrzenie do mojego artykutu Prézny trud

w Delcie 1/2015.

Dedukcja lokalna — na przykladzie
Twierdzenie Talesa dowies¢ mozna bez trudu.
Mamy wykazaé, ze jesli prosta réwnolegla do jego boku AC przecina

.. |[AA"] o
tréjkgt ABC w punktach A’, C', to D = 2k

Oto ten dowdd.

|AA’|  [A(AA'CY)|  |A(A'C'A)|  |A(A'C'C)|  |A(CC'AY)|] |CC]
|A’B|  |A(A’BC")|  |A(BC'A")|  |A(BC'A)|  |A(C'BAY)|  |C'B|
Pierwsza i piata réwnos¢ bierze sie stad, ze mamy trojkaty o podstawach
na jednej prostej i wspolnym trzecim wierzchotku, druga i czwarta to tylko
permutacja wierzchotkéw w kazdym tréjkacie z osobna. Kluczowa jest réwnosé

trzecia: mianownik jest ten sam, a w liczniku mamy tréjkaty o podstawie A’C" —
maja one réwne wysokosci, bo AC || A'C".

O

7Z tak sformulowanego twierdzenia Talesa wynikaja juz do$¢ mechanicznie
wszystkie jego inne postacie, w tym ta, nazywana w szkole twierdzeniem
odwrotnym.

Fundamentalista zakrzyknie: tu jest wykorzystany wzor na pole tréjkgta — a skqd
go wzigc?

Prosze bardzo, oto dowdd, ze kazdy trojkat da sie pocia¢ na kawalki,

z ktérych ulozy sie kwadrat — nietrudno sie zorientowaé, ze jego pole (nawet
fundamentali$ci chyba zgodza sie co do wartosci pola kwadratu) bedzie takie
samo dla trojkatéw, ktorych tradycyjnie obliczone pola uwazamy za rowne.

Trojkat tniemy na trzy kawalki, ktore przez przemieszczenie daja prostokat. Juz
Starozytni wiedzieli jak, ale dopiero dziewietnastowieczni Farkas Bolyai i Paul
Gerwien nadali swoje imie pocieciu prostokata tak, by uzyskaé¢ dowolny inny
prostokat o tym samym polu — w szczegdlnosci wiec kwadrat.
Aby uzyskaé przedstawione na rysunku przesuniecia tréjkata KCG o wektor
C@ na AEH i tréjkata FGH o wektor ﬁ na BK A, trzeba wykazaé, ze oba te
wektory sa réwnolegle do AG.
Zalozona réwnos$é pol to |AB| - |BC| = |ED| - |DG].
Z niej Czytelnik Niedowierzajacy wyprowadzi bez trudu rownosé

|AD| |ED| |BJ]

|DG|  |DC|  |JF|’
ktéra na mocy twierdzenia Talesa (wlasnie w tej odwrotnej postaci) daje zadane
réwnoleglosci.

To co — mamy btedne kolo? Bynajmniej: twierdzenie Bolyaia—Gerwiena
i twierdzenie Talesa sg réwnowazne. .. no wlasnie: na jakim gruncie?

I tu dotykamy rzeczy najbardziej istotnej dla dziatan matematykéw. Faktycznie
nie postuguja sie oni dowodzeniem twierdzen, wychodzac od aksjomatyki, ale od
pewnego, zawsze bogatego zbioru faktéw, o ktérych tak oni, jak ich koledzy po
fachu, sa przekonani, ze to juz ktos kiedys udowodnil. Oni dokonuja po prostu
kolejnego kroku na drodze matematycznego poznania, taki krok nazywa sie
dedukcjg lokalng. Takiego sposobu dowodzenia wymaga sie (tu i éwdzie zapewne)
od uczniéw w szkole i zada od olimpijczykow.

Pelnej dedukcji z aksjomatéw w zadnej sensownej galezi matematyki nie
wymaga si¢ od uprawiajacych ja na tej samej zasadzie, jak nie wymaga sie
od programisty pisania instrukcji dla komputera przez wystukiwanie samych
jedynek i zer.

Przyktad obratem z geometrii dlatego, ze w jej przypadku przekonanie
o istnieniu dajacej sie uzywac przez ogél aksjomatyki jest doé¢ powszechne, a na
dodatek utwierdzane przez czczone przez uczonych (nie tylko matematykdw)
Elementy Euklidesa — genialne w swoich rozumowaniach, ale niespelniajace
naszych dzisiejszych wyobrazen o formalnych dowodach.

Marek KORDOS



Twierdzenie o niepustym barze, czyli
zmechanizowana naturalna dedukcja

Sprawdzanie poprawnosci dowodéw matematycznych czesto wymaga sporej
wiedzy i ogromu nuzacej pracy. O ile dochodzenie do zrozumienia istoty
dowodu, czyli dlaczego dane twierdzenie matematyczne zachodzi, moze
sprawiaé¢ Czytelnikowi duzo satysfakcji, o tyle weryfikowanie wszystkich
szczegoléow dowodu jest zajeciem dos$é niewdziecznym. Z tego powodu od
wielu juz lat trwaja badania nad zaprzegnieciem komputeréow do tej zmudnej
czesci pracy. Aktualnie nie istnieja programy, ktore potrafia rozumie¢ dowody
matematyczne napisane po polsku lub po angielsku (i ogélnie, w zadnym jezyku
naturalnym). Istnieja za to systemy z wlasnym jezykiem opisu dowodu, mniej
lub bardziej oddalonym od jezyka naturalnego. Jednym z takich systemow
jest Coq, rozwijany gléwnie we Francji, w instytucie naukowym INRIA. Jest
to interaktywny system pozwalajacy na poszukiwanie dowodéw twierdzen za
pomocy zwieztych komend, nazywanych taktykami.

Kazda taktyka odpowiada z grubsza zastosowaniu pewnej reguty dowodzenia

Naturalna dedukcja to opracowany zwanej naturalng dedukcjg. Coq nie stuzy do automatycznego dowodzenia

w latach 30. XX wieku przez polskiego

logika Stanistawa Jaskowskiego twierdzen, do dziatania potrzebuje ludzkich podpowiedzi. Kazda podpowiedziana
I (niezaleznie) przez niemieckiego taktyke stosuje bezblednie, uzyskujac wszystkie mozliwe wnioski i sprawdzajac

matematyka Gerharda Gentzena, zestaw . YXE J . ¢ 7, ,y ) , Yy . . . p JAC
formalnych zasad, ktére dla kazdego co jeszcze nalezy udowodnié, zeby dowdd analizowanego twierdzenia byt

spdjnika logicznego (takiego jak kompletny. W niniejszym artykule zaprezentujemy dowéd w Coqu, wykonany

np. alternatywa, implikacja,
kwantyfikatory) méwia, jak w dowodzie
wykorzysta¢ zdanie zbudowane przy 3 . 3 . .. ..
uzyciu tego spéjnika oraz jak udowodni¢ W kaZdym niepustym barze jest taka osoba, Ze jesli ona pije, to wszyscy pijq.
takie zdanie.

z uzyciem regul naturalnej dedukcji, nastepujacego twierdzenia:

Cho¢ twierdzenie brzmi absurdalnie, jednak da sie je udowodni¢. Przyczyny tego
dysonansu omowimy pézniej, a teraz rozwazmy dwa dowody.

Dowdd ludzki Dowéd wsparty komputerem
a 7 zasady wylgczonego srodka wiadomo, ze w barze
albo istnieje osoba, ktora nie pije, albo nie istnieje
taka osoba.
b Rozpatrzmy dwa przypadki.
c Jedli istnieje osoba, ktéra nie pije, to

1 From Coq Require Import Classical.

> Parameter Bar: Type.

s Parameter Pije: Bar — Prop.

1+ Parameter gosc: Bar.

5 Theorem SuperGosc: exists x, (Pije x —

d spelnia ona implikacje ,,jesli ona pije, to forall Pije 1)
wszyscy pija”, ) Proofy, Je vy
e gdyz niespelniony jest poprzednik implikacji. ’

7 assert ((exists x, ~Pije x) V
~(exists y, ~Pije y)) as H by apply classic.
s destruct H.

f W przeciwnym przypadku wiemy, ze nie ma
osoby, ktora nie pije,

& & za.tem Wezysey pua, . 9+ destruct H.

h czyli konkluzja naszej implikacji jest spelniona. oxists x

i A poniewaz bar nie jest pusty, " . '

j wiec istnieje osoba, dla ktérej ta implikacja . mntro.

! e . ’ 12 contradiction.

jest spelniona. .

13+ exists gosc.
14 intro.
15 apply not_ex_not_all.
16 assumption.
17 Qed .

Na poczatku dowodu w Coqu twierdzenie zostaje sformalizowane. Po pierwszej technicznej linii, wezytujacej zestaw
twierdzen logiki klasycznej, deklarujemy typ Bar (linia 2) rozumiany tak, ze x:Bar oznacza, ze osoba x jest w barze,
i wprowadzamy predykat Pije, ktory rozumiemy tak, ze Pije x oznacza, ze osoba x pije. Niepustosé baru zapewnia
nam stala gosc (linia 4), oznaczajaca pewna osobe, ktéra siedzi w barze.

Po zrozumieniu tresci twierdzenia (linia 5) Coq przechodzi w tryb dowodu, w ktérym oczekuje komend od
uzytkownika — instrukcji, jaka regule wnioskowania ma zastosowac¢. Po kazdej komendzie Coq wyswietla aktualna
sytuacje dowodowa, czyli co jeszcze nalezy pokazac i przy jakich lokalnych zalozeniach, aby ukonczyé dowdd
twierdzenia.

Pierwsza taktyka naszego dowodu w Coqu (linia 7) powoduje wzmocnienie lokalnych zalozeni o alternatywe
wynikajaca z prawa wylaczonego §rodka. To tak samo, jak w dowodzie ludzkim w punkcie a. Prawo wylaczonego
srodka w Coqu nosi nazwe classic, a przywolane zalozenie otrzymuje nazwe H. Po tej linii sytuacja dowodowa
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wyglada nastepujaco®:

H : (exists x :
~ (exists y :

Bar, ~Pije x) V
Bar, ~Pije y)

exists x : Bar, Pije x — forall y : Bar, Pije y

Przy zalozeniach widocznych nad podwdjna linia
(aktualnie jest tylko jedno zalozenie — o nazwie H) mamy
udowodni¢ formule znajdujaca si¢ ponizej linii.

Taktyka destruct H odpowiada regule uzycia gtéwnego
spojnika zalozenia H. W przypadku linii 8 zatozenie H

to alternatywa. Jej regula uzycia odpowiada dowodowi
przez rozbicie na przypadki (patrz punkt b z dowodu
ludzkiego), — rozdzielenie dowodu na dwa watki, ktérych
poczatki zaznaczone sa znakiem + (w dowodzie ludzkim
watki te zaczynaja sie w punktach c i f). Odpowiadajaca
pierwszemu watkowi sytuacja dowodowa (po + w linii 9)
jest nastepujaca:

H : exists x : Bar, ~Pije x

exists x : Bar, Pije x — forall y : Bar, Pije y

Komenda z linii 8 spowodowala zastapienie poprzedniego
zalozenia H przez zalozenie odpowiednie dla watku —
czyli w tym przypadku pierwszy czlon alternatywy.
Kolejna komenda destruct H tym razem odpowiada
uzyciu formuly z kwantyfikatorem egzystencjalnym.
Polega ono na wprowadzeniu do dowodu nowej

zmiennej x, zwanej ,$wiadkiem” (istnienia osoby
niepijacej) oraz jego wlasnosci ~Pije x. Tak jak
poprzednio, uzyte zalozenie H znika, a nazwa ta zostaje
wykorzystana ponownie.

Zauwazmy, ze poniewaz wprowadzono do kontekstu
dowodowego nazwe x, zmienna zwigzana w formule
ponizej podwdjnej linii zostata przemianowana na x0.

X : Bar
H : ~Pije x
exists x0 : Bar, Pije x0 — forall y : Bar, Pije y

Powyzszy krok dowodowy nie ma bezposredniego
odzwierciedlenia w dowodzie ludzkim. Odpowiada mu
to, ze do ,,0soby”, wymienionej w punkcie ¢, mozna
odwolywac sie w dalszej czesci tego watku dowodu
(punkty d i e). Zwykle w dowodach w jezyku naturalnym
nie odroznia sie zdania egzystencjalnego jako calosci

od istnienia $wiadka (co wynika z tego zdania) i jego
wlasnosci, ktore moga by¢ wykorzystane w dalszej czesci
dowodu.

Kolejna taktyka, exists x z linii 10 odpowiada
kanonicznej regule dowodzenia formuly egzystencjalnej
z naturalnej dedukcji: wskazujemy $wiadka x i
przechodzimy do dowodu, ze Swiadek zadana wlasnos¢
faktycznie spelnia.

x : Bar
H : ~Pije x

Pije x — forall y : Bar, Pije y

*Zauwazmy, ze Coq dopisal : Bar w kilku miejscach, poniewaz
widzagc wyrazenia Pije x i Pije y, domyslil sie, ze x 1 y oznaczaja
godci baru. Poza tym Coq usunal kilka niepotrzebnych wedlug
niego nawiaséw. Oczywiscie, znaczenie formul nie uleglo zmianie.
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Formula, ktéra mamy teraz do udowodnienia,

jest implikacja i znéw uzywamy stosownej reguty
kanonicznego dowodu z naturalnej dedukcji — za pomoca
komendy intro w linii 11. Po tej komendzie okazuje sie,
ze nasz zbior lokalnych zalozen jest sprzeczny.

x : Bar

H : ~Pije x

HO : Pije x

forall y : Bar, Pije y

Coq zauwaza to po wprowadzeniu komendy
contradiction (linia 12), zamyka wtedy biezacy
watek dowodu (powyzsze dwie komendy odpowiadaja
punktom d i e).

This subproof is complete, but there are some
unfocused goals.

Sytuacja poczatkowa drugiego watku dowodu w Coqu
(po znaku + w linii 13) jest nastepujaca:

H : ~(exists y : Bar, ~Pije y)

exists x : Bar, Pije x — forall y : Bar, Pije y
Dowdéd przebiega analogicznie do dowodu ludzkiego,

z tym ze kolejnosé krokéw rozumowania musi byé
zgodna z regutami naturalnej dedukcji: najpierw
wskazujemy $wiadka formuly egzystencjalnej (linia 13
odpowiada punkt j), nastepnie przechodzimy do dowodu
nastepnika implikacji (linia 14), a na koniec, korzystajac
z odpowiedniego prawa de Morgana, nazwanego

w Coqu not_ex_not_all, zamieniamy kwantyfikowany
ogodlnie cel na formule, ktora jest jednym z naszych
zatozen. To ostatnie spostrzezenie przekazujemy Coqowi
instrukcja assumption w linii 16, po ktérej nastepuje
juz zamkniecie catego dowodu komenda Qed.

W dowodzie ludzkim, korzystajac z elastycznosci

jezyka naturalnego, mozna sobie pozwoli¢ na podanie
uzasadnienia dla nastepnika implikacji (punkt h) jeszcze
przed wskazaniem $wiadka dla formuly egzystencjalnej
(punkt j).

Na koniec wyjasnijmy, dlaczego twierdzenie intuicyjnie
fatszywe daje si¢ udowodnié¢. Wynika to z drobnego
oszustwa opartego na niejednoznacznosci jezyka
naturalnego. Podane twierdzenie w jezyku polskim
rozumiemy intuicyjnie tak: w kazdym niepustym barze
jest taka osoba, ze zawsze jezeli ona pije, to wszyscy
pija — co jest oczywista nieprawda. Natomiast zdanie
to rozumiane w jezyku matematyki, jak i dowodzona
w Coqu formutla logiczna, opisuje (kazda) pojedyncza
chwile. I dlatego, jak pokazuja dowody, jest prawdziwe.

Jacek CHRZASZCZ

Coq mozna pobraé ze strony http://coq.inria.fr (wersja
wymagajaca instalacji). Eksperymentalna wersja on-line jest
dostepna na stronie https://x80.org/collacoq/. Po zaladowaniu
(co moze potrwaé nawet minut¢) w prawym dolnym rogu
(Packages) nalezy klikna¢ w chmurke cog-base, powodujac
zaladowanie odpowiedniego pakietu. Nastepnie do lewego panelu
mozna wpisaé tre$¢ dowodu w Coqu i poruszaé sie po nim,
uzywajac strzalek w prawym panelu.



Problem Stopu

Tak zwany Problem Stopu to problem decyzyjny, ktérego wejéciem jest
jakis program @ i jakie$ dane D, a ktérego rozwiazaniem (wyjsciem) jest
stwierdzenie, czy program () uruchomiony na danych D zakoticzy swoje
dzialania w skonczonym czasie.

Twierdzenie. Problem Stopu jest nierozstrzygalny.

Dowdd. Zalézmy nie wprost, ze Problem Stopu jest rozstrzygalny, a wiec, ze
istnieje program P(Q,D), ktéry zawsze (a wigc w skonczonym czasie dla kazdych
danych) rozstrzyga Problem Stopu. Rozwazmy teraz nastepujacy program P?,
ktérego wejsciem jest jakis inny program X:

boolean P’ (program X)

{
if (P(X, X))
{ while (true) do {}; } //wymuszamy petlenie sie
else
{ return true; }
}

Bedziemy si¢ zastanawiaé, czy wykonanie P’ (P’) zatrzyma sig, czy nie.

Najpierw zalézmy, ze sie zatrzyma. Wtedy oczywiscie (z definicji P)
P(P’,P’) zwraca true. Jednak wéwczas z kodu programu P’ (spéjrzmy na
warunek po if) wynika, ze P’ (P?) sie petli w nieskoniczono$¢. Sprzecznosé.

Z drugiej strony: zal6zmy, ze P’ (P?) sig¢ nie zatrzyma. To jednak (znéw
analizujemy kod P’) implikuje, ze P(P’,P’) zwraca true, ale to przeciez
oznacza, ze P’ (P?) sie zatrzymuje. Ponownie uzyskaliSmy sprzecznosé, co konczy
dowod. |
Tomasz KAZANA

Indukcja pozaskonczona

Indukcja pozaskonczona wykorzystywana jest w dowodach istnienia réznych
obiektéw matematycznych. Gléwna czescia tego typu dowodu jest definicja
indukcyjna (inaczej: rekurencyjna) funkcji.

Definicje funkcji przez indukcje pozaskoriczona sa uogdlnieniem rekurencyjnych
definicji ciagéw. Rekurencyjna definicja ciagu (a,,) sklada sie z okreslenia
wyrazu ag (lub kilku poczatkowych wyrazéw) tego ciagu, a nastepnie pokazania,
w jaki sposob kazdy kolejny wyraz a,, (n > 0) zalezy od wyrazéw wezesniejszych
a;, © < n. Taka strukture ma nastepujaca definicja indukcyjna ciggu Fibonacciego:
ap=a1 =1, ap = an—1 + an—s dla n > 1. Jest intuicyjnie oczywiste, ze powyzsza
definicja w jednoznaczny sposéb definiuje ciag: 1,1,2,3,5,8,13,21,...

W nastepnym przykladzie definicja indukcyjna pewnego ciagu poshuzy nam
do dowodu istnienia funkcji f ze zbioru liczb wymiernych w liczby wymierne
(oznaczane przez Q), ktéra liczby wymierne kazdego przedziatu (s, t), gdzie
s,t € Qis <t, przeksztalca na caty zbior Q. Zatem funkcja f ma mieé¢ te
wlasno$é, ze dla kazdej trojki liczb wymiernych (s, t,q), gdzie s < t (oznaczmy
zbidr wszystkich takich tréjek przez T'), istnieje taka liczba p € (s,t) N Q, ze
fp)=4q.

Skorzystamy z tego, ze T jest zbiorem przeliczalnym, czyli takim, ktérego
elementy mozna ponumerowadé liczbami naturalnymi. Innymi stowy, istnieje
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Rozwigzanie zadania F 925.

Kazdy foton odbity od plytki dostarcza
jej ped réwny Ap = p1 — p2, gdzie p; to
ped fotonu padajacego, a ps — ped fotonu
odbitego. Dla powierzchni doskonale
odbijajacej pedy p1 i p2 maja t¢ sama
warto$¢ pi, ale réznig si¢ zwrotem, stad
zmiana pedu plytki wynosi Ap = 2p;.
Energia W padajacych na ptytke w ciggu
1 s fotonéw jest z definicji réwna
padajacej na plytke mocy S. Poniewaz
ped p fotonu wigze si¢ z jego energia W
wzorem p = W /c, gdzie ¢ to predkosé
$wiatla, wiec suma pedéw fotondéw
padajacych na plytke w czasie 1 s wynosi
S/c, a ped uzyskany przez plytke w ciagu
1 s wynosi 25/c. Zmiana pedu ptytki

w ciggu 1 s, na mocy drugiej zasady
dynamiki, jest réwna dziatajacej sile, wiec
F = 2S/c. Poniewaz wychylenie wahadta
wigze si¢ z silag wzorem tga = mg/F,
znajdujemy, ze potrzebna moc to
S=m-g-tga-c/2 (przyjeliSmy, ze dla
a = 1° kat padania wigzki nie

zmienia si¢). Po podstawieniu danych
liczbowych otrzymujemy S = 300 W. Dla
wiazki §wiatla laserowego o $rednicy

1 mm daje to gesto$¢ mocy okoto

40 kW/CII]2, czyli z zakresu gestosci mocy
stosowanych w technologiach cigcia

i spawania metali.

@

Rozwigzanie zadania F 926.
Przy zanurzeniu na szukang gteboko$é H
$rednia gesto$é nurka powinna by¢ réwna
gestosci wody, a wiec jego objetosé
powinna byé réwna m/p = 80 1, gdzie
0 =10 kg/m? to ges ¢ wody.
Zmniejszenie objetosci ciala o wielkosé
Av =V — m/p = 2 nastapi — praktycznie
biorgc — tylko w efekcie sprezenia
powietrza w plucach, ktérego objetosé
zmaleje do v — Av = 3 1. Przyjmujac, ze
sprezenie nastepuje w stalej temperaturze,
mozna zastosowaé prawo
Boyle’a—Mariotte’a:

pov = (po + egH)(v — Av),
gdzie pp = 10° Pa to ciénienie
atmosferyczne. Stad otrzymujemy, ze
nurek moze wyplynaé, nie wykonujac
zadnych ruchéw, z glebokosci nieco
mniejszej od

Av
m=re. -
og v—Av
Po oV —m

og m—o(V —wv)

ciag tréjek (sn,tn,qn), gdzie n € N, ktdrego zbiorem wyrazéw jest T. Za jego
pomoca indukecyjnie zdefiniujemy ciag (p,,) taki, ze p, € (sn,t,) NQ oraz p, # pm
dla wszystkich n,m € N, o ile n # m. Mianowicie, okreslamy najpierw pg jako
dowolna liczbe wymierna z przedziatu (so, o) (np. po = WFTSO) Nastepnie, jesli
n > 01 dane sa juz wyrazy p; dla ¢ < n, to definiujemy p,, jako jedna z tych
liczb wymiernych przedziatu (s,,t,), ktére sa rézne od kazdego p; dla i < n.
Wybor p, jest mozliwy, poniewaz w kazdym niepustym przedziale otwartym jest
nieskonczenie wiele liczb wymiernych.

Majac dany ciag (p,), okreslamy funkcje f na wszystkich jego wyrazach jako
f(pn) = ¢, dla n € N. To gwarantuje, ze funkcja f ma zadana wlasnosé: kazda
tréjka (s,t,q) € T jest postaci (sp,tn,qn) dla pewnego n € N i wéwczas p = p,, jest
ta liczba wymierna z przedziatu (s,t), dla ktérej f(p) = ¢ (na pozostalych liczbach
wymiernych, jesli takie istnieja, mozna okresli¢ wartosci funkeji f jakkolwiek).

Zmodyfikujemy teraz powyzsze rozumowanie tak, by uzyskac¢ funkcje g ze zbioru
liczb rzeczywistych w liczby rzeczywiste (oznaczane przez R), ktéra kazdy
przedzial (a,b), gdzie a,b € R i a < b, przeksztalca na caly zbiér R. Znanych
jest wiele dowodéw istnienia takiej funkcji. Przedstawimy tu argument oparty na
indukcji pozaskonczonej.

Niech W bedzie zbiorem wszystkich takich trdjek liczb rzeczywistych (a,b,y), ze
a < b. Jest on nieprzeliczalny, nie mozemy wiec jego elementéw ponumerowacé
liczbami naturalnymi. Skorzystamy jednak z tego, ze istnieje (czego nie
bedziemy tu dowodzi¢) wygodny z punktu widzenia naszej sytuacji odpowiednik
zbioru liczb naturalnych, mianowicie zbiér, ktéry oznaczymy przez ¢, wraz

z relacja =<, ustalajaca pewien liniowy porzadek jego elementéow, o nastepujacych
wlasnosciach:

1. Wszystkie elementy zbioru W mozna poindeksowaé za pomoca elementéw
zbioru ¢, czyli ustawié¢ w ciag pozaskoriczony tréjek (aq,ba, Yo ), gdzie a € c.

2. Jedli a jest dowolnym elementem zbioru ¢ oraz {zg : f < a} jest dowolnym
zbiorem ztozonym z liczb rzeczywistych, poindeksowanych elementami
zbioru ¢, mniejszymi w sensie porzadku < od «, to w kazdym przedziale (a, b),
gdzie a < b, znajdzie sie liczba rézna od wszystkich liczb x5 dla 8 < «a.

3. W kazdym niepustym podzbiorze zbioru ¢ istnieje element najmniejszy
w sensie porzadku <.

Z pomoca ciagu pozaskonczonego (aq, by, Ya) (zob. warunek 1) przez indukcje
pozaskoriczong zdefiniujemy taki ciag pozaskoticzony (x,,), ze o € (du,ba)
oraz rg # o dla wszystkich «, 5 € ¢, o ile § # «. Postepujemy zgodnie ze
schematem wczesniejszej konstrukeji ciagu (p,,). Mianowicie, jesli 0 oznacza
najmniejszy w sensie porzadku < element zbioru ¢ (taki element istnieje na
mocy warunku 3), to okreslamy najpierw zg = I"""Ta". Nastepnie, jesli 0 < «

i dane sg juz wyrazy g dla 3 < «, to definiujemy z, jako jedna z tych liczb
z przedzialu (aq, ba), ktére sa rézne od kazdego x5 dla 8 < . Wybér z,, jest
mozliwy na mocy warunku 2.

Wymaga jeszcze uzasadnienia, dlaczego opisana powyzej definicja indukcyjna
prowadzi do jednoznacznego przypisania wartosci x, wszystkim a € ¢. Nieco
upraszczajac, gdyby zbior tych a € ¢, ktérym powyzsza definicja indukcyjna
nie przypisala wartosci, byl niepusty, to na mocy warunku 3. istnialby w nim
najmniejszy element, powiedzmy ay. Wéwcezas 0 < oy, gdyz wyraz zg zostal
zdefiniowany. Ponadto, na mocy definicji g zdefiniowane bylyby wszystkie
wyrazy xg dla f < ag. To jednak — jak widzieliSmy powyzej — umozliwialoby
zdefiniowanie wyrazu z,,, co prowadzitoby do sprzecznodci z definicja
elementu ag.

Na koniec, majac dany ciag pozaskoriczony (z,), okreslamy funkcje ¢g na
wszystkich jego wyrazach jako g(x,) = y. dla kazdego o € ¢ (por. warunek 1).
Podobnie jak w przypadku funkcji f to juz wystarczy, by funkcja g miala
zadana wlasno$¢, co konczy dowod. O

Piotr ZAKRZEWSKI
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Dwa dowody jednego twierdzenia

Przypomnijmy: zbiory A i B sg réwnoliczne, gdy istnieje
funkcja réznowartosciowa z A na B (lub — réwnowaznie —
z B na A).

Twierdzenie. Zbior wszystkich liczb rzeczywistych R
nie jest rownoliczny ze zbiorem wszystkich liczb
naturalnych N.

Dowdéd przekatniowy
Gwoli jednoznacznosci przyjmijmy, ze kazda niezerowa
liczbe z przedziatu [0, 1] reprezentujemy przez jej
rozwiniecie dziesietne, w ktérym jest nieskoriczenie
wiele cyfr niezerowych (a wiec, na przyktad, 1/4 jest
reprezentowana przez 0,24(9), a nie 0,25). Wowczas
kazda liczba rzeczywista z przedziatu [0, 1] ma dokladnie
jedna reprezentacje dziesietna. Niech f : N — [0, 1] bedzie
dowolna funkcja z N w przedzial domkniety [0, 1], czyli
ciagiem o wyrazach rzeczywistych nalezacych do tego
przedziatu, i niech f(k) =0, agp1arears - . ., gdzie axm
oznacza m-ta cyfre po przecinku liczby f(k). Niech dalej
bk = 4, gdy ALk 7£ 4 oraz bk = 5, gdy Ark = 4.
Wéwezas liczba b = 0,b1b203 . .. nalezy do przedziatu
[0,1] i nie jest wyrazem ciagu f. Rzeczywiscie: b # f(1),
bo b1 # ai1, podobnie b # f(2), bo by # ass i tak dalej.
Ogolniej, dla kazdej liczby naturalnej k, by # agk, co
oznacza, ze b # f(k).

Wobec dowolnosci wyboru funkeji f mozemy stwierdzié,
ze nie istnieje funkcja z N w [0, 1], ktdrej zbidr wartosci
wyczerpywalby przedzial [0, 1]; tym bardziej nie istnieje
funkcja z N na cate R. O

Dowdéd analityczny
Jak poprzednio, niech f : N — [0, 1] bedzie dowolna
funkeja z N w przedzial domkniety [0, 1], czyli

Rozwigzanie zadania M 1527. Aby udowodnié¢ réwnowaznosd,
wykazemy osobno dwie implikacje.

Ponumerujmy osoby obecne na przyjeciu liczbami od 1 do n

oraz oznaczmy liczbe wszystkich powitan przez M = n(n — 1)/2.
Niech k., bedzie permutacjg zbioru {1,2,...,n}, ktéra liczbie i
przyporzadkowuje numer osoby, majacej na glowie kapelusz i-tej osoby
po m-tym powitaniu. Mamy wiec kg = id oraz k¢ = (i j)k¢—1, gdzie

(i §) jest transpozycja, a %, j to numery os6b uczestniczacych w ¢-tym
powitaniu.

Wobec tego ks jest iloczynem M transpozycji (wszystkich mozliwych
par elementéw zbioru {1,2,...,n}). Z drugiej strony, w my$l warunkéw
zadania, ks = id. Poniewaz identyczno$¢ jest permutacja parzysta,
wigc wynika z tego, ze 2 | M, skad uzyskujemy 4 | n(n — 1). To oznacza,
ze jezeli opisana sytuacja jest mozliwa, to n daje reszte 0 lub 1 przy
dzieleniu przez 4.

Aby uzasadnié, ze dla kazdego n dajacego reszte 0 lub 1 przy dzieleniu
przez 4 istnieje kolejnos¢ powitan prowadzaca do opisanej w tresci
zadania sytuacji, przeprowadzimy dowdd indukcyjny.
Jezeli n = 4, to bezposrednio sprawdzamy, ze

(2 3)(1 4)(2 4)(1 3)(3 4)(1 2) = id,

wiec wystarczy, ze najpierw przywitaja si¢ osoby 1 i 2, potem 3 i 4 itd.

14

ciggiem o wyrazach rzeczywistych nalezacych do tego
przedziatu.

Niech f(k) = ¢x dla k € N. Podzielmy przedzial [0, 1]

na trzy domkniete podprzedzialy o dlugosei 1/3 kazdy

i niech [ag, by] bedzie takim z nich, do ktérego nie nalezy
co. Tak wiec [ao,bo] C [O, 1], bo — ag = % oraz cgp ¢ [ao,bo].
Zalézmy, ze dla k € N zdefiniowalidmy juz przedzial
[ak, bi] tak, ze [ag,be] C [0,1], by — ar = 555 oraz

¢k & lag, br]. Wowezas dzielimy przedzial [ag, bg] na trzy
domknigte podprzedziaty réwnej dlugosci i definiujemy
[ak+1,br+1] jako ten podprzedzial, do ktérego nie nalezy
Ci+1- Mamy wtedy:

1
[@k+1,bk41] C [ag, br), bry1 — ags1 = s

oraz Cpy1 & [ak41,bkt1]-

W ten sposéb na mocy indukcji otrzymujemy taki ciag
przedzialéw [a,,b,], ze dla kazdej liczby naturalnej n

1

[@n+1,bn11] C [an, bn] C[0,1], = oot

b, — an,
oraz ¢, & [an, byl.

Ciag (a,) jest niemalejacy i ograniczony z gory przez 1,
ciag (by) jest nierosnacy i ograniczony z dotu przez 0,
zatem oba te ciagi sa zbiezne i majg wspolna granice,
gdyz ciag (b, — a,) dazy do 0; nazwijmy ja c¢. Ponadto
dla kazdej liczby naturalnej n, ¢ € [a,,b,], podczas gdy
cn € [an,by]. Wniosek: ¢ # ¢,, dla kazdego n.

Tak wigc nie istnieje funkcja z N w [0, 1], ktorej zbidr
wartodci wyczerpywalby przedzial [0, 1]; tym bardziej nie
istnieje funkcja z N na cale R.

Wiktor BARTOL

Przypusémy, ze dla pewnego n = 4k mamy odpowiednig kolejnosé
powitan, czyli odpowiedni iloczyn transpozycji. Aby uzyskac
odpowiednig kolejnoéé dla n + 1 = 4k + 1, dokonajmy nastepujacych
zmian w tym iloczynie:

(ii+1) = m+1D)ii+D)(n+1i+1)

dlai=1,3,5,...,n — 1. W ten sposéb uzupetniliSmy iloczyn o n
transpozycji (odpowiadajacych powitaniom z ,nowa” osoba numer
n + 1) i latwo sprawdzié, ze warunki zadania dla nowej kolejnosci sa
spetnione.

Z kolei aby uzyskaé¢ odpowiednia kolejno$é¢ dla n + 4 = 4(k + 1) oséb,
dokonujemy podobnych zmian:
(ti+1l)—» n+4i)(n+3i)(n+2)(n+1)(GEi+1)(n+1i+1)
m+2i+1)(n+3i+3)(n+4i+4)
dla¢=1,3,5,...,n — 1 oraz dolagczamy (w dowolnym miejscu) zestaw
szesciu kolejno po sobie nastepujacych powitan czterech nowych oséb:
m+2n+3)(n+1ln+4)(n+2n+4)(n+1n+3)
(n+3n+4)(n+1n+2).
W ten sposéb rozszerzyliSmy kolejno$é powitann w taki sposéb, ze znéw
po nastgpieniu wszystkich kazdy ma znéw swéj kapelusz przy 4(k + 1)
osobach. To koriczy dowéd indukeyjny. [J



Zaprezentowane tu rozumowanie pochodzi Male TWierdzenie Fermata

z ksigzki Henryka Pawtowskiego pt.
»Kotko Matematyczne dla . . .. o . -y s
Olimpijezykéw”. ktora dla autora tego Twierdzenie. Dia dowolnej liczby naturalnej n oraz dowolnej liczby pierwszej p

tekstu jest po prostu wazna. liczba n? — n dzieli sie przez p.

Dowdd. Bedziemy rozwazaé ,kola fortuny” o p segmentach. Pytamy, ile istnieje
roznych takich kél, przy zalozeniu, ze mamy dostepne n kolorow. Oczywiscie,
gdyby kolo bylo nieruchome, mieliby$my n? takich két (kazdy z p segmentéw
kolorujemy niezaleznie na jeden z n koloréw).

Gdy uwzgledniamy mozliwosé obracania kota, zauwazamy, ze metoda podana
wyzej nie moze by¢ poprawna, bo niektére kota liczone sa wiecej niz raz.
Konkretniej: prawidlowo (a wiec jednokrotnie) liczone sa tylko kota jednobarwne.
Natomiast kazde koto niejednobarwne liczone jest dokladnie p razy — kazdy
kolejny obrét o jeden segment daje inny obrazek (dlaczego?).

£
V.

2.1
N\

Skoro kot jednobarwnych jest n, to réznych kot niejednobarwnych liczonych
przy zalozeniu nieruchomosci jest n? — n. To oznacza, ze réznych prawdziwych
(obrotowych) niejednobarwnych két fortuny jest dokltadnie n’—n  Ostatnia liczba
jest, oczywiscie, catkowita, a to konczy dowdd tezy. [

I

%@

Whiosek: jesli n nie dzieli sie przez liczbe pierwsza p, to zachodzi p‘np*1 —1.
Czasem sam ten wniosek nazywa sie Malym Twierdzeniem Fermata.
Tomasz KAZANA

Interpretacja kombinatoryczna

W tym artykule chcemy zaprezentowaé pewna technike dowodows zwana
interpretacjg kombinatoryczng. Metoda ta pokazana bedzie w dziataniu:
podajemy dwa zadania wraz z rozwiazaniami, ktére sa ilustracja tematu.

1. Wyznacz liczbe podzbioréw zbioru {1,...,3n}, ktére nie zawieraja dwoch
liczb rézniacych sie o n.

Opp. Dla kazdego i € {1,...,n} jest dokladnie pig¢ mozliwosci opisujacych,
ktore z liczb 4,7 + n, 7 4+ 2n naleza do podzbioru spetniajacego warunek zadania.
Mianowicie:

a) zadna z nich nie nalezy;

) tylko ¢ nalezy;

) tylko ¢ + n nalezy;

) tylko ¢ + 2n nalezy;

) liczby i oraz i + 2n naleza (natomiast 7 + n nie nalezy).

Poniewaz dla réznych ¢,j € {1,...,n} mozliwosci te sa niezalezne, to liczba
szukanych pozdbioréw wynosi 5.

SO

@

(
(
(
(
(

2. Udowodnij tozsamos$¢ Y, () Fi, = Fa, (F, oznacza n-ta liczbe Fibonacciego,
czyli rozwiagzanie rownania rekurencyjnego Fop =0,F; =1, F, = F,,_1 + F,_»
dla n > 2, a zarazem liczbe pokry¢ paska 1 x (n — 1) kwadratami 1 x 1
i prostokatami 1 x 2).

ODP. Zgodnie z uwaga wyzej, prawa strona to liczba pokry¢ paska

1 x (2n — 1) kwadratami 1 x 1 i prostokatami 1 x 2. Kazde takie pokrycie
musi zawiera¢ co najmniej n elementéw, w tym co najmniej jeden kwadrat.
Jesli w pokryciu wsréd pierwszych n elementéw jest dokladnie k& kwadratow
(i n — k prostokatow 1 x 2), to mozna je rozmiescié¢ na (Z) Sposobow

i pokrywaja one w sumie prostokat 1 x (k 4 2(n — k)). Pozostaly fragment
paska 1 x (k — 1) mozna pokry¢ na Fj sposob6éw. Te druga interpretacje
opisuje lewa strona tozsamosci, stad teza. (]

Adam MALINOWSKI
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Tomasz z Akwinu (1225-1274), jeden
z najznakomitszych teologéw w historii
Kosciota, kanonizowany w 1323 roku.

Jego najwazniejsze dzieto Summa

Theologiae (1268—1273) od pontyfikatu
Leona XIIT (1878-1903) uznane jest za
fundamentalne dla teologii katolickiej.

Jan z Damaszku (675-749), ostatni
wspélny teolog i swiety katolikéw

i prawostawnych. Jego takze Leon XIII
podniést do godnosci doktora Kosciola.

Arystoteles wyjasnia to na przyktadzie
kamiennego posagu: jego przyczyna
materialng jest kamien. Podobnie, aby
daé przyktad nieco bardziej wspélczesny,
materialng przyczyna Delty jest papier
o gramaturze 80 g i farba drukarska.

W przypadku posagu przyczyng formalng
jest jego ksztalt, w przypadku Delty —
tresé jej artykutow.

Dla posagu przyczyng sprawczg jest
rzezbiarz lub on i zamawiajacy, a Scislej
decyzja rzezbiarza, by wykonaé posag.
Przyczyne sprawcza Delty redakcja nam
wykreslila.

Przyczyna celowa posagu jest ozdobienie
parku, a w przypadku Delty? — to
pozostawmy Czytelnikom.

W dowodzie (chyba) byt btad

Stawny problem ,ile diabléw miesci sie na ostrzu szpilki” istotnie bywat
rozpatrywany, z tym ze takie sformulowanie problemu jest juz dzielem
renesansowych przedmiewcéw. Powaznie problem ten rozpatrywal Tomasz

z Akwinu w Summa Theologiae, czesé 11 (O aniolach), rozdzial LII §3: Czy wielu
aniolow moze byé réwnoczesnie w tem samem miejscu?

Niektérych Czytelnikow moze zaskoczy¢ ta zmiana: chodzi ostatecznie o diabty
czy anioly? Nie ma tu zadnej zmiany! Kazdy diabel jest réwniez aniotem, jak
to wynika z tego, co pisze wspomniany Tomasz z Akwinu, zwany z racji swej
wiedzy o aniotach Doctor Angelicus, w rozdziale LXII §1 oraz LXIII §8 i §9.

Duzo powazniejsza zmiana mogla umknaé uwagi wielu Czytelnikéw: w jednym
sformutowaniu moéwi sie o ostrzu szpilki, a w drugim o miejscu. Jest to réznica
bardzo istotna: ostrze szpilki ma symbolizowaé punkt, natomiast o pojeciu
miejsca Akwinas méwi (LII, §2): Jednak co do tego pomylili sie niektdrzy.
Jedni bowiem, nie potrafigc wyjsé poza wyobrainie, przypuscili niepodzielnosé
aniota na sposob niepodzielnosci punktu i dlatego mysleli, ze aniol moze byé
tylko w miejscu, ktore jest punktem. Lecz jest oczywistem, Ze sie omuylili; punkt
bowiem jest czyms niepodzielnym, majgcym polozenie, lecz aniol jest niepodzielny
istniejgc poza rodzajem ilosci i poloZenia. Stgd nie potrzeba, by aniol mial
okreslone jedno miejsce niepodzielne co do potozenia, lecz czy to podzielne,

czy niepodzielne, czy wicksze, czy mniejsze, wedlug tego, jak z wolnej woli
stosuje swg moc do ciala wiekszego lub mniejszego. W tej sytuacji przez miejsce
bedziemy rozumieli dowolny podzbiér tréjwymiarowej przestrzeni euklidesowe;j.

Gdy bedziemy rozpatrywad, ilu aniotéw moze byé¢ w jednym miejscu, musimy
wiedzieé, co to znaczy, ze aniol jest w jakim$ miejscu. Doctor Angelicus mowi
(ibidem):

... aniol jest w miejscu, przez zastosowanie swej mocy do tego miejsca,. . .
Jeszcze dobitniej wyraza te mysl Damascen (II de Fid. Orth. cap. 3):

... gdzie aniol dziala, tam jest.

Tomasz powoluje sie zreszta (LII §2) na ten cytat. Mozemy zatem powiedzieé:
(1) Aniol jest w miejscu X wtedy i tylko wtedy, gdy jest przyczyna zdarzen
zachodzacych w tym miejscu.

Na tytulowe pytanie Akwinas odpowiada nastepujaco (ibidem §3):
... dwaj aniolowie nie istniejqg rownoczesnie w tem samem miejscu.
Do takiego wniosku doprowadza go (ibidem) nastepujace rozumowanie:

(%) A ta jest tego przyczyna, ze jest niemozliwem, by dwie przyczyny zupelne
byly bezposrednimi przyczynami jednej i tej samej rzeczy. Jest to jasnem
w kazdym rodzaju przyczyn. . .

Aby wyjasnié¢ szczegoly tego rozumowania, wyjasni¢ owo Jest jasnem. . .
zajrzyjmy do Arystotelesa (Fizyka I1 §3, str. 194b-195a), gdzie znajduje sie
klasyfikacja przyczyn. Filozof podaje tam nastepujace przyczyny:

1) Przyczyna materialna — ma to byé materia, z ktérej zrobiony jest skutek.
Oczywiscie

(2) aniol nie moze by¢ przyczyna materialng zjawisk cielesnych, poniewaz sam
jest niecielesny.

Tomasz w zapowiedzi rozdzialu L pisze: Nastepnie nalezy rozwazaé [...]

o stworzeniu czysto duchowem, ktére w Pismie Sw. nazywa sie aniolem,. . .

2) Przyczyna formalna — ma to by¢ forma, jaka przybiera skutek.
(3) Aniol nie moze by¢ przyczyna formalng zjawisk cielesnych.

3) Przyczyna sprawcza — jest to istota lub zjawisko, ktére powoduje skutek.
4) Przyczyna celowa — jest to to, po co zdarzenie zachodzi.

Wr6émy do Tomaszowego rozumowania. Mamy zatem wykazac¢, ze w dowolnym
miejscu moze by¢é tylko jeden aniol, czyli musimy wykazaé, ze jesli anioty Ay
i As sa w miejscu X, to A; = Ag, czyli ze A1 i1 As to ten sam aniot.

Zalézmy, ze A1 i As sa w miejscu X. Oznacza to po prostu, ze anioly A; i Asy
sa przyczynami zjawisk zachodzacych w miejscu X. Wobec zalozen (2) i (3)
mozliwe sa trzy przypadki, oznaczmy je a), b) i ¢).
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Tu warto poszpera¢ w Internecie na temat
angielskojezycznego terminu duck typing.

Wiadomo, ze zapis klauzulowy ma
charakter pelny — wszystkie zdania
klasycznego rachunku zdan daja si¢
réwnowaznie zapisa¢ w koniunkcyjnej
postaci normalnej, a wigc w postaci
klauzulowej.

a) Oba anioly sa przyczynami sprawczymi.

Ten przypadek zdaje sie¢ wynikaé¢ ze stowa zupelny w cytacie (x). Jak sie zdaje,
Tomasz przyjmuje w tym miejscu zatozenie:

(4) Jesli aniol A jest przyczyna sprawczg zdarzen w miejscu X, a aniol As jest
przyczyng sprawczg w tym samym miejscu, to A; i As sa tym samym aniotem.

b) Oba anioly sa przyczynami celowymi.

W tym przypadku rozumowanie opiera sie o pewne prawa dzialan celowych:
(5) Kazde dzialanie jest celowe.

(6) Kazde dzialanie ma tylko jeden cel.

Gdyby zatem rézne anioly byly przyczynami celowymi zdarzen w miejscu X,
musialyby odbywaé¢ sie w miejscu X dwa dzialania, a wiec dwaj aniotowie
musieliby by¢ przyczynami sprawczymi w miejscu X. Mozliwos¢ ta zostata
wykluczona w przypadku a).

c¢) Jeden z anioléw jest przyczyna sprawcza, a drugi celowa.
Jak nam sie wydaje, przypadek ten zostal przez Akwinate przeoczony. Przyjecie
odpowiedniego zalozenia nie jest dostatecznie uzasadnione tekstem Summa
Theologiae. By¢ moze wiec Doctor Angelicus popelnil w tym miejscu btad
W rozumowaniu.
Marcin MOSTOWSKI, Lestaw W. SZCZERBA
Jest to nieznaczny skrét artykulu z Delty 12/1979.

Na $ciezce rezolucji

Nasza wiedze o zjawiskach lub przedmiotach wygodnie jest zapisywac
w postaci koniunkcji wyrazanej za pomoca spéjnika ,i” (np. w ten sposéb
mozna powiedzieé, ze kaczki maja skrzydla i lataja). Niestety, taki format nie
sprawdza sie dobrze, gdy nasz stownik do opisu rzeczywistosci jest niepelny,
a wlasnos$ci zmieniaja sie¢ w zaleznosci od obserwacji (np. jesli nie mamy
w stowniku mozliwosci méwienia o mtodych kaczkach, a widzimy, ze takie nie
lataja, to pozostaje nam opisaé te rzeczywistos¢ stwierdzeniem korzystajacym
z alternatywy wyrazanej za pomoca spojnika ,lub”: kaczka lata lub nie lata i ma
skrzydla). Ujmujac to symbolicznie, mozemy przyjaé, ze wiedze wygodnie si¢
zapisuje sie w formacie koniunkcji alternatyw

(PLV V@i ) A A(PT V-V ol )
gdzie kazde z Lp; jest literalem, czyli albo zdaniem atomowym (inaczej zwanym
faktem), albo zaprzeczeniem zdania atomowego. Taka postaé¢ zdania logicznego
nazywamy koniunkcyjng postacig normalng. Tego rodzaju wyrazenia mozna tez
zapisa¢ w postaci

{@%7"'7@%1}""7{@?7"'7@?n}

zwanej klauzulowq postacig formuly, przy czym wyrazenia {¢7, ..., gpgj} nazywa
sie klauzulams.

Zbudujmy teraz mala baze faktow (ktéra mozna tez nazywaé baza danych)
ujetych w postaci klauzul. Ta nasza baza bedzie opisywata widoczny tu

obok graf ztozony z czterech wierzchotkéw p, ¢, r, s oraz trzech krawedzi

(p,q), (r,q), (s,q). Bedziemy starali si¢ w tym grafie wypatrze¢ $ciezke Hamiltona
(ktérej tam zreszta nie ma). Dla tych, ktérzy nie wiedza, albo nie pamietaja:
Sciezka Hamiltona to ciag wszystkich wierzchotkéw grafu, w ktérym (1)

kazde kolejne wierzcholki sa potaczone krawedzia, (2) nie moga wystepowaé
powtérzenia. Baza bedzie operowala faktami postaci p;, q;, 75, i, ktére oznaczaja,
ze odpowiedni wierzcholek znajduje sie na ¢-tym miejscu hipotetycznej Sciezki
Hamiltona. Oto jak wyglada zawarto$¢ bazy:

L. {p1,p2,p3,pa}, {q1, 42, 43,94}, {r1,72,73, 74}, {51, 52,53, 54}
(kazdy wierzcholek musi si¢ pojawié¢ na $ciezce),

2. {=p1,=p2} {=p1, w3}, .-, {=p3,7paf, oo, {783,784}
(zaden wierzcholek nie pojawia sie na $ciezce dwa razy),

3. {pla q1,71, Sl}a {p27 q2,T2, 82}) {p?n 43,73, 83}7 {p4a 44,74, S4}a
(kazda pozycja na $ciezce musi by¢ zajeta),
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Przedstawiona tutaj konstrukcja da sie
uogélnié tak, by data dowdd tzw. redukeji
problemu braku $ciezki Hamiltonowskiej
do problemu dowodliwosci w rachunku
zdani. Oba problemy naleza do klasy tzw.
probleméw co-NP-zupelnych. Dla
probleméw z tej klasy nie sa znane
algorytmy rozwiazujace je w czasie
wielomianowym.

Dla zmeczonych recznym poszukiwaniem
klauzuli: na stronie logictools.org
znajduje sig automat, ktory korzystajac
z zasady rezolucji, dochodzi do
oczekiwanej tutaj sprzecznosci.

4. {_‘pla _'ql}a Tt {_‘rlv _‘81}7 LR {_\7’47 _'84}

(zadne dwa rézne wierzcholki nie zajmuja tego samego miejsca w ciagu),

5. {=p1,—r2}, {=p1, mso}, {=w2, s}, {-p2, —ssh, {=ps, —rab, {-ps, —sak.

{83, 4}

(wierzcholki niepolaczone krawedzia nie moga sasiadowaé na $ciezce).
Mozemy teraz pobawi¢ si¢ jej zawartoscia. Do tego wykorzystamy regule
rezolucji, ktéra ma nastepujaca postac:

{@17 ey Ph—1, 7Py Ph41 - -+ @TL}) {¢1) sy wl—lvpa ¢l+1, e 7¢’m}

{Qpla sy Pe—1, PE41y - - 'QPnawla te awlflvwl%*la s ﬂbm}

Powyzsze wzory maja nastepujace znaczenie: Je$li w bazie faktéw mamy
dwie klauzule, z ktérych jedna zawiera fakt, a druga jego negacje, to mozna
te klauzule polaczyé, pozbywajac sie przy tym owego faktu i jego negacji.
Nowo powstala klauzula jest dokladana do bazy. Istote dzialania tej reguty
latwiej zrozumied, jesli uSwiadomimy sobie, ze w logice klasycznej formula
—p V RESZTA jest rownowazna implikacji ,,jesli p, to RESZTA”. Taka wlasnie
posta¢ ma pierwsza przedstawiona jawnie klauzula w regule rezolucji. Skoro
zatem w drugiej klauzuli mamy w alternatywie p, to zastapienie tegoz przez co$,
co z p wynika, powinno da¢ wniosek spdjny z dotychczasows wiedza.

Spdjne z naszym rozumieniem powyzszej bazy faktéw byloby dojscie do
sprzecznosci, ktora w formalizmie klauzulowym jest reprezentowana jako pusta
klauzula {}. Mozna zatem teraz postawié¢ konkretne zadanie: jak za pomoca
rezolucji doj$¢ do bazy danych, w ktérej bedziemy mieli taka pustg klauzule?

Gdybysmy mieli przeprowadzi¢ rozumowanie udowadniajace brak $ciezki
Hamiltonowskiej, zapewne postapiliby$my jakos tak. Gdyby $ciezka zaczynala
sie od p, wiodtaby do ¢, a potem do r lub s. W pierwszym przypadku nie
mogliby$smy doj$¢ do s, w drugim nie mogliby$my doj$é do r. Zatem Sciezka
Hamiltonowska nie mogtaby sie zaczynaé¢ od p. Ze wzgledu na symetrie grafu
analogiczny argument zadziala dla r i s. Gdyby $ciezka zaczynala sie od ¢, to
prowadzilaby po pierwszym kroku do p, r lub s. W kazdym z tych przypadkéw
nie mogtaby doj$¢ do innych wierzchotkéw, w szczegdlnosci odpowiednio do r, s
i p. Skoro rozwazylidmy wszystkie mozliwe poczatki i dla zadnego z nich $ciezki
nie bylo, to taka Sciezka nie istnieje.

Tego rodzaju rozumowania nie da sie¢ uprosci¢ (zmniejszy¢ liczby analizowanych
przypadkéw) za pomoca reguly rezolucji, bo nie pozwala ona na uwzglednienie
symetrii. Zatem dowdd z niej korzystajacy bedzie musial rozwazy¢ bezposrednio
wszystkie przypadki. Jest ich duzo, sprobujmy jednak je sobie przynajmniej

w czesci wyobrazié.

W powyzszym szkicu istotne znaczenie ma sytuacja, gdy stwierdzamy, ze

nie moze by¢ $ciezki postaci p, g, 7, s. Wiedza ta jest opisywana klauzula

{=p1, ~q2, 773, —84}. Sprébujmy zobaczyé, jak ja uzyskaé. Mozemy wyjsé

z kKlauzuli {pa, g2, 72, s2} z grupy (3) i uzyé rezolucji z klauzula {-p;, —ra}

z grupy (5). Uzyskamy w ten sposéb {—p1,p2, g2, s2}. Nastepne dwa kroki
polegajace na potaczeniu klauzul {—p1, —sa}, {—p1, —p2} z kolejnymi klauzulami
wynikowymi doprowadzaja nas do {—p1, ¢2}. Nieco inng droga z {p2, g2, r2, S2}
dostajemy {q2, 73}, zas z {ps, g3, 73, s3}, klauzule {—s4,¢3}. Tak uzyskane trzy
klauzule polaczone przez rezolucje z {—qa, 7qs} z grupy (2) dadza oczekiwane
{=p1, g2, —13, 84} (tu trzeba zwrécié uwage, ze klauzule sa zbiorami, wiec
mozemy skorzystaé z trzech kopii =g w klauzuli {—qa, 7g3}).

Jak wida¢, za pomoca matych kroczkéw rezolucji da sie wykonywaé wieksze
kroki rozumowania. Jest to zmudne i wymaga nieco pomystowosci (chwile
trzeba pomyéle¢, aby zgadnaé, od ktorej klauzuli zaczaé; a tak przy okazji:
ciekawa tamigtéwka jest pytanie, jak dojé¢ do klauzuli méwiacych, ze niemozliwe
sa Sciezki startujace od gq; jeszcze ciekawsza — jak wykonaé za pomoca
przedstawionych tutaj klauzul méwiacych o braku $ciezek, ostatni krok,
dochodzacy do sprzecznoéci). To wada, ale zaleta jest prostota metody — tatwo
to zaprogramowac. Ze zmudno$ciag komputery jako$ sobie radza. Stad metoda
rezolucji jest jedna z podstawowych technik w automatycznym dowodzeniu
twierdzen.

Aleksy SCHUBERT
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Zycie na
Z y \AMS 78

Koto Naukowe Statystyki
Matematycznej GAUSS z Wydziatu
Matematyki Politechniki Wroclawskiej
organizuje juz VII edycje konkursu

NOMAD

Niezalezne Ogélnopolskie Mistrzostwa
w Analizie Danych.

Celem konkursu jest zwrécenie uwagi
uczestnikéw na ciekawe zagadnienie,
jakim jest statystyczna analiza danych
i jej zastosowania.

Udzial w tym konkursie mogg wzig¢
trzyosobowe zespoly uczniéw lub
studentow.

Mistrzostwa przebiegaja w dwdéch
etapach. Pierwszy jest internetowy
(27 V 2017), a drugi — dla najlepszych
8 druzyn uczniowskich i 8 studenckich
— na Politechnice Wroclawskiej

(10 VI 2017).

nomad.im.pwr.wroc.pl

Rejestracja spotkan, o ktérych pisze,
znajduje si¢ na stronie domowej Centrum
Nauki Kopernik.

Geny i medycyna

Kilka kolejnych spotkan w Centrum Nauki Kopernik pod wspdlnym tytutem
LDrogi do zycia” poswiecono konfrontacjom wspdtezesnych nauk molekularnych
w zakresie biologii z postepami medycyny w dosé weztowych kwestiach:
nowotwory, krew i odpornosé¢, szczepienia ochronne i antybiotyki, genetyczne
podstawy choréb, w tym neurologicznych, i wreszcie perspektywy leczenia

i regeneracji rdzenia kregowego. Przywotujac pamieé o tych spotkaniach, czuje,
ze dotknieto naprawde waznych zagadnien, szczegdtow réznorodnych rozwiazan.
Moéwiono takze o nadziei.

Najogdlniej — sumujac wrazenia — utrwaliliSmy $wiadomosé, ze wigkszosé,
wlasciwie wszystkie nasze dolegliwosci i choroby, maja albo jako przyczyne,

albo jako tto — geny. Nic w tym dziwnego, bo ,,nie ma zycia” — ani na poziomie
komorki, ani narzadu, ani organizmu — bez dziatajacych gendéw. Poki dziataja
prawidtowo, to zupetnie o nich nie myslimy. Klopot zaczyna sie wtedy, kiedy one
maja klopoty.

Geny moga ulegaé bardzo réznorodnym uszkodzeniom (zmianom chemiczuym).

I wtedy komérka przystepuje do ich naprawiania. Sa rézne uszkodzenia i sa rézne
systemy naprawcze. System — to uktad enzyméw, ktére albo usuwaja uszkodzony
fragment, albo przywracaja jego stan prawidlowy. Systemy w komérkach
czlowieka naprawiaja stale tysiace powstajacych w ciagu dnia uszkodzen.
Nienaprawione uszkodzenie, przekazywane po podziatach komérkowych do
komérki potomnej — to moze by¢ poczatek zjawiska, ktéry po 10 latach

lekarz nazwie nowotworem. Zadziwiajace — ile trzeba réznorodnych reakeji
komérkowych, aby sie to zZle dla nas koticzyto. Jak sie tego stucha, spokojnie
opowiedzianego przez specjaliste, to dziw bierze, ze w ogdle finalnie rozwija sie
choroba. W przypadku raka pluc, trwa to 10-15 lat, dla nas w utajeniu!

7 genami mamy do czynienia, chorujac na choroby zakazne. Geny ,,gospodarza”
zwiazane z ukladem odpornosciowym usituja zwalczyé atakujacego patogena.
Patogen — bakteria, wirus, grzyb — usituje umknaé przed ta obrona. Wiasnie
jestem w stadium wychodzenia z obrzydliwego ,,zazigbienia”, kaszlac i kichajac

— nie datam sama rady. Ale dostalam antybiotyk (o tym tez stuchalam

w programie ,Drogi”) 1 w tym przypadku antybiotyk pomdgt. Z tym ze
wyktadowca powiedzial, o czym wielokrotnie styszeliSmy z réznych Zrddel, iz era
antybiotykdéw jako skutecznych lekdéw przeciwbakteryjnych wtasnie dobiega korica
w wyniku wspaniale pomyslanych przez nature sposobéw obronnych bakterii

i niefrasobliwego naduzywania antybiotykow przez nas, ,madrych” ludzi.

Skoro juz wszyscy wiemy, ze o wszystkim decyduja geny, to czesto dowiadujemy
sie z medidw, ze wlasnie znaleziono gen ,na cos”. Sama stykalam si¢ z pytaniami
o gen ,na otylosé”, gen ,na inteligencje”. W miare rosnacej bezradnosci

w stosunku do choréb mézgu oczekujemy odkrycia gendw na przyktad ,na”:
schizofrenie. .. Nawet nie czytajac tekstéw naukowych, moge ze 100% pewnoscia
odpowiedzied, ze takich pojedynczych genéw nie ma. Sa wielkie, skomplikowane,
czasem z tysiecy gendw skladajace sie sieci, sprzyjajace inteligencji (cokolwiek
by to miato znaczy¢) czy otylosci. Odnoszac sie do wyktadu na ,Drogach”,
spojrzatam do kilku biezacych prac dotyczacych schizofrenii.

Praca z 2012 r.: ... od glebokiego zrozumienia genetyki schizofrenii do mozliwosci
przewidywania. . .

Praca z 2014 r.: ... przebadano 108 obszaréw genomu zwiazanych

ze schizofreniy. . .

Praca z 2016 r.: ... pewien gen rozjasnia rozumienie mechanizméw schizofrenii. . .

Praca z 2017 r.: Przebadano genomy 41 321 osobnikéw (potowa to zdrowi).

U chorych wystepuja czestsze niz u zdrowych powtdrzenia grup genéw.

W badaniach uczestniczyly 173 osrodki naukowe, nie widzialam sensu w liczeniu
autoréw, musiato by¢ ich ponad 1000.

Kiedy$ schizofrenie, podobnie jak chorobe Alzheimera, parkinsonizm,
stwardnienie rozsiane, zrozumiemy na podstawie analiz genetycznych i warunkéw
im towarzyszacych. Na razie pozostaje nam bezradne rozlozenie rak specjalistdw.
Tym, w odrdéznieniu od kolorowych magazyndéw, nalezy wierzyé.

Magdalena FIKUS
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Informatyczny kacik olimpijski (104): Obcy

W tym odcinku prezentujemy najtrudniejsze zadanie
z zeszlorocznej Miedzynarodowej Olimpiady Informatycznej.

Nad obcg planeta ma przelecieé¢ statek badawczy, ktérego
zatoga chce sfotografowaé interesujace obszary planety.

Na powierzchnie planety naniesiono kwadratowa siatke

o rozmiarach m x m podzielong na pola rozmiaru 1 x 1. Statek
badawczy bedzie poruszaé sie nad gldwng przekgtng tej siatki,
to znaczy od lewego gérnego do prawego dolnego rogu. Kazde
wykonane zdjecie obejmie kwadratowy obszar, ktory sktada
sie z pewnej liczby caltych pél i ktérego przekatna lezy na
gtéwnej przekatnej catej siatki. Na potrzeby opisu kazdy taki
kwadratowy obszar nazwiemy poprawnym kwadratem.

Danych jest n interesujgcych pdl. Naszym celem jest tak
zaplanowaé¢ wykonanie k zdjeé, by kazde interesujace pole
zostalo sfotografowane. Dodatkowo naszym celem jest
zminimalizowanie kosztu rozwiazania, za ktéry przyjmujemy
taczna liczbe sfotografowanych pdl, przy czym wielokrotnie
sfotografowane pola liczymy tylko raz. Wartosci n, m i k sa
rzedu 100 000.

Zacznijmy od prostego spostrzezenia. Rozwazmy pewne
interesujace pole r i najmniejszy poprawny kwadrat ¢, ktory
je zawiera. Woéwczas poprawne kwadraty zawierajace pole r
to doktadnie te, ktérych gtéwna przekatna zawiera gtéwna
przekatna t.

Dzieki takiemu spojrzeniu nasz problem staje sie poniekad
jednowymiarowy. Kazde interesujace pole wyznacza pewien
przedzial na prostej zawierajacej gléwna przekatna siatki.
tacznie danych jest n takich przedziatéw. Naszym celem
jest zaznaczenie k odcinkéw na tej prostej (kazdy odcinek
wyznacza jeden sfotografowany obszar) w taki sposéb, by
kazdy przedzial byl w pelni zawarty w jednym z odcinkéw.
Technicznie rzecz biorac, przedzial i odcinek na prostej to
to samo, jednak dla jednoznacznosci dane odcinki bedziemy
nazywaé przedzialami. Nieco trudniej wyrazi¢ w tym jezyku
warto$¢, ktora powinnismy zminimalizowaé — do tego
problemu wrécimy za chwile.

Zauwazmy teraz, ze jesli jeden z danych przedziatéow x
zawiera si¢ w innym przedziale y, przedzial x mozemy usunaé
z danych wejsciowych. Usuwamy wiec zbedne przedziaty,

a nastepnie sortujemy pozostale przedzialy rosnaco wzgledem
ich lewych koncéw. Dzigki wykonaniu pierwszego kroku
przedziaty beda posortowane réwniez wzgledem swoich
prawych koncéw.

Teraz czas na pierwsze rozwiazanie zadania. Oznaczmy lewe
konce przedzialéw przez l1,...,l, a prawe przez pi,...,Dn-
Skorzystamy z metody programowania dynamicznego.
Oznaczmy przez d[i][j] minimalny koszt pokrycia pierwszych
i przedzialéw za pomoca j odcinkéw.

Zastanowmy sie, jak skonstruowane jest rozwiagzanie
odpowiadajace wartosci d[i][j]. Pokrywamy ¢ pierwszych
przedzialéw (dla pewnego ¢) za pomoca j — 1 odcinkéw,

a przedzialy od ¢ 4+ 1 do ¢ musimy pokry¢ osobnym odcinkiem.

Wartos¢ g jest, oczywiscie, dobrana tak, by zminimalizowaé
koszt. Stad, dla j > 1 otrzymujemy

dli]lj] = min dls][j = 1+ (ps = lg1)” = max(0, (g = Ly11)");

gdzie ostatni sktadnik odpowiada za odjecie pdl
sfotografowanych wielokrotnie. Poza tym przyjmujemy
d[0][0] = 0, d[¢][0] = oo dla i > 0 oraz pg = l;. Za pomocy
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tego wzoru mozemy wyznaczyé warto$é d[n][k] i gotowe.
Problem w tym, ze to rozwigzanie dziata zdecydowanie zbyt
wolno. W szczegdlnosci, jesli minimum obliczaé bedziemy

w czasie liniowym od i, to otrzymamy rozwiazanie dziatajace
w czasie O(n’k).

Obliczanie minimum w podanym wzorze mozna jednak
zrealizowaé znacznie szybciej. Rozwazmy nastepujacy
problem. Dany jest zbiér funkcji liniowych, w ktérym g-ta
funkcja opisana jest wzorem y = aq - + by (wartosci a, oraz
by sa dane). Naszym zadaniem jest zbudowanie struktury
danych, ktéra pozwoli oblicza¢ minimum tych funkcji

w kazdym punkcie. Innymi stowy, zadaniem struktury danych
jest obliczenie wartosci funkcji h(x) = ming aq -  + by dla
podanej wartoéci . Ponadto struktura powinna pozwalaé¢ na
dodawanie nowych funkcji do zbioru.

Zastanéwmy sie najpierw, jakie dane powinna przechowywaé
struktura danych. Spdjrzmy na rysunek 1, gdzie
przedstawiono kilka przyktadowych funkcji i wyznaczong,
przez nie funkcje h. Wykres funkcji h sktada si¢ z pewnej
liczby fragmentow, gdzie kazdy fragment to odcinek,
polprosta lub prosta (w przypadku, gdy mamy tylko jeden
fragment). Kazdy fragment lezy na jednej z prostych ze
zbioru: kolejne (od lewej) fragmenty leza na prostych o coraz
mniejszych warto$ciach wspotczynnika a;.

Aby reprezentowaé¢ wykres funkcji h, struktura danych
pamieta liste L kolejnych fragmentéw (od lewej do

prawej). Naturalny sposéb reprezentacji polega na opisaniu
kazdego fragmentu przez punkty na jego konicach, jednak
nie polecamy tego podejscia. Wymaga ono specjalnego
traktowania fragmentéw bedacych prostymi i potprostymi
oraz odpowiedniej reprezentacji liczb wymiernych. Znacznie
tatwiej pamietaé liste prostych L = Pi,..., P, ktére
wyznaczaja kolejne fragmenty tworzace wykres h. Kazda
prosta reprezentujemy tutaj przez pare liczb (a;, b;). Méwiac
konkretniej, lista (a1, b1), (a2, b2), (a3, bs) oznacza, ze wykres
funkcji h przebiega najpierw po prostej y = a1 -« + b1,
nastepnie po y = a2 - x + b2 1 wreszcie po y = asz - © + bs3.

Co ciekawe, nie musimy tu wcale pamietaé, na jakim
przedziale wykres h pokrywa si¢ z kazda z prostych — to
mozemy oblicza¢ w miare potrzeby. Korzystamy tu z faktu,
ze prosta P; pokrywa sie z wykresem h od punktu, w ktérym
P;_1 przecina si¢ z P;, az do punktu, w ktérym P; przecina
sie z Pi41.

Aby obliczy¢ wartos$é h(x), skorzystamy z wyszukiwania
binarnego elementéw listy L. Chcemy na tej liScie znalezé
prosta Pj, ktéra w punkcie x pokrywa si¢ z wykresem
funkcji h. Aby zrealizowaé¢ wyszukiwanie binarne, musimy
umie¢ dla kazdej prostej P; szybko stwierdzié, czy jej indeks ¢
jest mniejszy, réwny, czy tez wiekszy od j. To potrafimy
rozstrzygnaé bez trudu. Jesli, na przyklad, i > 1 oraz
pierwsza wspdélrzedna punktu przecigcia prostych P;_1

i P; jest wigksza od z, wnioskujemy, ze j < i. Analogicznie
mozemy rozpozna¢ pozostale przypadki. Co wazne, przy
naszej reprezentacji potrzebne warunki mozemy sprawdzic,
wykonujac jedynie operacje na liczbach catkowitych, o ile
tylko odpowiednio przeksztatcimy niezbedne wzory. Tym
samym obliczenie wartosci h(x) zrealizowa¢ mozemy w czasie
O(logn), gdzie n to liczba funkcji liniowych w zbiorze.

Pozostaje powiedzieé, jak dodawaé nowe proste do
zbioru. Rozwazymy tu nieco uproszczony przypadek, gdy



rozpoczynamy od pustego zbioru prostych i nastepnie
dodajemy proste o coraz mniejszych wspotczynnikach
kierunkowych, tj. kolejno dodawane proste sa ,,coraz bardziej
pochylone w prawo”. Jak sie pdzniej okaze, taka wlasnosé
beda mialy proste, ktére bedziemy dodawaé¢ do zbioru, gdy
wykorzystamy strukture danych do rozwigzania naszego
zadania.

Spéjrzmy na rysunek 2, ktéry pokazuje, jak zmienia sig
wykres funkcji h po dodaniu nowej prostej do zbioru. Aby
zaktualizowaé liste L, musimy najpierw usunaé pewna liczbe
prostych z konca listy L, a nastepnie dopisa¢ na jej koncu
wtasnie dodana prosta.

Usuwanie prostych latwo zrealizowaé w petli, powtarzajac
nastepujacy krok. Jesli punkt przeciecia dodawanej prostej

z przedostatniag prosta na liscie L lezy na lewo od punktu
przeciecia przedostatniej i ostatniej prostej z listy L,
usuwamy ostatnia prosta z listy L (patrz rysunek 3).

W przeciwnym razie konczymy petle i dopisujemy dodawang
prosta na koncu listy L. Dodanie jednej prostej do zbioru
moze spowodowaé usuniecie wielu prostych z listy L.
Niemniej jednak kazda prosta zostaje dopisana do listy L raz
i moze by¢ z niej usunieta co najwyzej jednokrotnie. Wobec
tego taczny czas potrzebny na aktualizacje listy L w trakcie
dodawania n prostych do poczatkowo pustego zbioru wynosi
O(n). Na tym koriczymy opis pomocniczej struktury danych.

Pokazemy teraz, jak wykorzystaé powyzsza strukture danych
do rozwigzania oryginalnego zadania. Problematycznym
elementem wzoru na d[i][j] moze si¢ wydawaé funkcja
kwadratowa, jednak to tylko pozorna trudnos¢. Zmienmy
nieco wzdr na d[é][j]:
dli]lj] = min dlq]lj = 1]+ i = 2p: lgr + I
— (max(0, (pg — lg+1)))°
=pi + min pi(=2g41) +dlg)lj — 1] + 51—
0<qg<i

— (max(0, (pg — lg11)))?
Oznaczmy aq = —2lg41 oraz
bg = dlg][j — 1] + lg41 — (max(0, (pg — lg+1)))*.
Przy takich oznaczeniach mamy
d[i][j] = p; + min_ag - pi + by
0<g<i

co pozwala nam skorzystaé z opisanej powyzej struktury
danych. W ten sposéb otrzymujemy rozwiazanie dziatajace
w czasie O(nklogn). To juz lepiej, jednak brakuje nam jeszcze
jednego kroku.

Gléwna przeszkode na drodze do efektywnego rozwiazania
stanowi sztywne ograniczenie na liczbe zdjeé, ktére mozna
wykonaé¢. Przyjmijmy na chwile, ze zadanie sformulowane
jest nieco inaczej, a mianowicie wykonanie kazdego zdjecia
wiaze sie z kosztem c. W tej sytuacji nie potrzebujemy juz
tablicy dwuwymiarowej. Oznaczmy przez d[i] minimalny
koszt rozwiazania pokrywajacego pierwsze i przedzialéw.
Modyfikujac poprzedni wzér, otrzymujemy:

dli] = Ofélsigid[s] + (pi — log1)? — (max(0, (ps — les1))) + ¢

| |

Rys. 1 Rys. 2
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Teraz wystarczy uzy¢ algorytmu analogicznego do tego
powyzej. Do obliczenia mamy jednak jedynie n wartosci,
dlatego poszukiwang warto$¢ d[n] obliczy¢ mozemy w czasie
O(nlogn) i, jak sie za chwile okaze, przyda sie to nam do
zaprezentowania ostatecznego rozwiazania.

Wréémy do pierwotnego problemu i oznaczmy przez f(x)
minimalny koszt rozwigzania, w ktérym wykonujemy
doktadnie z zdjeé. Naszym zadaniem jest wyznaczenie
wartoscei f(k). Klucz do rozwigzania stanowi wypuklosé
funkcji f. Oznacza to tyle, ze przez kazdy punkt wykresu f
mozna poprowadzi¢ taka prosta [, by caly wykres znalazt

sie ponad prosta [ lub na niej. Mozemy tez spojrze¢ na

te wlasnosé od innej strony: zwiekszanie limitu zdjeé k
zmniejsza koszt rozwiazania, jednak zysk z kazdego kolejnego
dodatkowego zdjecia jest coraz mniejszy. Dowdd tej wlasnosci
jest dosy¢ skomplikowany i techniczny (a przynajmniej
dowéd znany autorowi tego tekstu), dlatego nie bedziemy

go tu podawaé. Czytelnikom, ktérzy chcieliby zdoby¢
cho¢by minimalne przekonanie o prawdziwoéci tej wlasnosci,
polecamy wykonanie kilku eksperymentéw na kartce.

Algorytm opiszemy nietypowo, zaczynajac od graficznej
interpretacji jego dziatania (patrz rysunek 4). Naszym celem
jest wyznaczenie wartoéci f(k). Na poczatku rysujemy
wykres funkcji f. Nastepnie rysujemy prosta [ ponizej
wykresu f i przesuwamy [ do géry (zachowujac jej nachylenie)
do momentu, gdy dotknie ona wykresu f, tj. napotka pewien
punkt (k', f(k)). Naszym celem jest tak dobra¢ nachylenie
prostej [, by trafi¢ w punkt (k, f(k)). Wypuklos¢ funkcji f
pozwala nam zastosowaé¢ wyszukiwanie binarne. Jesli prosta [
trafia w punkt (k', f(k")) i k' > k, z wypukloéci funkcji f
wiemy, ze jej wspdtezynnik kierunkowy (wyznaczajacy
nachylenie) jest zbyt duzy. W przeciwnym razie (k' < k)
wspotezynnik jest za maly. Dzigki temu w O(logm) iteracjach
takiego algorytmu mozemy znalezé wspélczynnik kierunkowy,
dla ktérego prosta I trafi w (k, f(k)).

Pozostaje powiedzieé, jak zrealizowaé¢ jedng iteracje
powyzszego algorytmu. Rozwazmy prosta o réwnaniu

y = a - x + b i ustalmy nachylenie tej prostej, czyli wartos¢
wspoélczynnika kierunkowego a. Wowczas szukamy
najmniejszej wartosci b, dla ktorej prosta przechodzi

przez pewien punkt (k' f(k')), czylixz =k ay = f(K).
Innymi stowy, szukamy najmniejszej wartosci b, dla ktérej
f(K')y =a-k + b dla pewnego k'. To z kolei jest réwnowazne
ze znalezieniem minimum funkcji g(z) = f(z) —a - z.

Przyjrzyjmy si¢ blizej funkcji g. Wartos$é g(z) oznacza koszt
rozwigzania uzywajacego x kwadratéw pomniejszony o a - x.
Zatem minimum g to koszt optymalnego rozwiazania, jesli
wykonanie kazdego zdjecia kosztuje nas —a. Koszt ten,
jak przed chwila pokazaliémy, potrafimy obliczy¢ w czasie
O(nlogn), co daje nam rozwiazanie zadania w czasie
O(nlognlogm).

Jakub LACKI

Rys. 3



Klub 44

1-44

Termin nadsylania rozwigzan: 30 VI 2017

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
725 (WT = 1,86) i 726 (WT = 2,00)
z numeru 9/2016

Tomasz Wietecha Tarnéw 45,97
Witold Bednarek Lodz 40,72
Zbigniew Skalik Wroctaw 39,62
Roksana Stowik Knuréw 38,41

Franciszek S. Sikorski Warszawa 38,08

Tomasz Wietecha — w lidze fizycznej

i matematycznej (lacznie) nie ma sobie
réwnych. W samej matematycznej wlasnie
ukonczyl jedenaste okrazenie.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspdlczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe osé6b,
ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji

(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytutl
Weterana. Szczegélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie

na stronie deltami.edu.pl

Zadania z matematyki nr 739, 740

Redaguje Marcin E. KUCZMA

739. Znalez¢ wszystkie funkcje f: R — R o nastepujacych wlasnosciach:

o [f@)—fWl<le—yl dlazyek;

e dla kazdej liczby a € R ciag (z,,) okre$lony wzorami zg = a, x, = f(z,—1)
(dlan=1,2,3,...) jest ciagiem arytmetycznym.

740. Obliczy¢ kres dolny wartodci sumy
x Y z
y2+22+22+x2+x2+y2’
gdy x, y, 2 moga by¢ dowolnymi liczbami dodatnimi, spetniajacymi warunek
r+y+z=1

Zadanie 740 zaproponowal pan Witold Bednarek z Y.odzi.
Rozwigzania zadan z numeru 12/2016

Przypominamy tresé zadan:

731. Znalezé wszystkie funkcje f, okreslone na zbiorze wszystkich liczb rzeczywistych réznych od
zera, przyjmujace wartosci w tym samym zbiorze, i spelniajace réwnanie funkcyjne

f (wy flz+ y)) =f(z)+ f(y)
dla kazdej pary liczb z,y # 0 takiej, ze = + y # 0.
732. Ciag liczb naturalnych ag, a1, az, ... jest okre§lony wzorem rekurencyjnym: a,4i = 29" — 1;
wyraz poczatkowy ag jest liczbg pierwszg. Dowies$é, ze dla kazdego n réznica an41 — 1 jest
podzielna przez a,.
731. Ustalmy liczbe rzeczywista a # 0 1 przyjmijmy b = 1/ f(a). Zalézmy, ze
a # b. Mozemy wowczas podstawi¢ w podanym rownaniu z =b, y =a — b
(bo z,y # 0), otrzymujac zwiazek

f(bla—0b)f(a)) = f(b) + fa—b).
Ale bf(a) = 1, wiec liczba po lewej stronie jest réwna f(a — b). Prawa strona ma
inng warto$é, skoro f(b) # 0 (wartosci funkcji f sa z zalozenia niezerowe).

Sprzecznosé dowodzi, ze a = b, czyli f(a) = 1/a. Wobec dowolnosci liczby a # 0
znaczy to, ze funkcja f jest dana wzorem f(z) = 1/x dla wszystkich = # 0.
Sprawdzenie, ze ta funkcja spelnia zadane réwnanie, jest natychmiastowe. Jest
ona zatem jedynym rozwigzaniem tego réwnania.

732. Teza zadania: a,4+1 =1 (mod a,) — po wprowadzeniu okreslenia
liczby a1 i dodaniu stronami jedynki — ma postac
(%) 29 =2 (mod ay,).
Liczba ag jest pierwsza, wiec (x) zachodzi dla n = 0 (male twierdzenie Fermata).
Dalej indukcja: przyjmijmy stusznosé () dla pewnego n > 0; istnieje zatem
liczba k € N, dla ktérej 2" =2 + ka,. Odejmujemy stronami jedynke i mamy
apt1 = 1+ ka,. Z okredlenia a, 11 wynika ponadto, ze 2% =1 (mod a,11)-
Tak wiec

20n+1 — 9. gkan — 2(2“")k =2 (mod an41).
Uzyskali$my zalezno$é¢ (%) z n zastapionym przez n + 1. To koticzy dowdd
indukcyjny.
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Termin nadsylania rozwigzan: 30 VI 2017

Zadania z fizyki nr 636, 637
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

636. W obwodzie przedstawionym na rysunku 1 mamy ¢ > ;. Jaki tadunek
przeplynie przez zrédlo o sile elektromotorycznej €p po zamknieciu klucza K7
Zakladamy, ze opér omowy cewki i opory wewnetrzne zrédel sa réwne zeru.
Dioda jest idealna, czyli jej opor w kierunku przewodzenia wynosi zero,

a w kierunku przeciwnym jest nieskonczenie wielki. Przed zamknieciem klucza
kondensator byt nienatadowany.

637. Mala metalowa kulka o masie m, zawieszona na niewazkiej przewodzacej
nici o dtugosci [, wykonuje male drgania z amplituda katowa oy w plaszczyznie
pionowej, w jednorodnym polu magnetycznym o indukcji B (rys. 2). Linie pola
magnetycznego sa prostopadle do plaszczyzny drgan wahadla. Gdy wahadto
przechodzi przez polozenie réwnowagi, podlaczony zostaje do niego za pomoca
cienkich, wiotkich przewodéw kondensator o pojemnosci c. Czas kontaktu jest
bardzo krotki i mozna przyjaé, ze w tym czasie kondensator zostaje calkowicie
naladowany. Znalez¢ nowa amplitude katowa drgan wahadta.

Rozwigzania zadan z numeru 12/2016

Przypominamy tresé zadan:

628. Rura o promieniu r zakopana jest do polowy w ziemi (rys. 3). Z jaka minimalna predkoscia
powinna odbi¢ si¢ od ziemi zaba, ktéra chce przeskoczy¢ przez te rurg?

629. Kondensator natadowano do napiecia Uy i po odlaczeniu od Zrédla napiecia podtaczono do
niego opornik. W pewnym przedziale czasu na oporniku wydzielita si¢ w postaci ciepta energia W7y,
a w nastepnym takim samym przedziale czasu energia Ws. Znalezé pojemnos¢ kondensatora.

628. Na pierwszy rzut oka moze si¢ wydawad, ze tor lotu zaby powinien by¢
styczny do rury w jej najwyzszym punkcie. Rozwazmy jednak tor symetryczny
wzgledem osi pionowej przechodzacej przez srodek rury i styczny do niej

w dwoch punktach. Niech predkosé v zaby w punkcie stycznosci tworzy

z poziomem kat « (rys. 4). Z réwnan ruchu dla rzutu uko$nego otrzymujemy

. gr . . ,
zwiagzek v? = ——. Zasada zachowania energii ma postaé
cos o

Lw% = —va + mgr cos «
2 - 2 g 9
gdzie vg jest predkoscia zaby w chwili odbicia. Aby znalez¢ jej wartosé

minimalng, musimy odpowiedzie¢ na pytanie, dla jakiego kata « funkcja

(\/5 CcoS a) 2 +1
2v/2 cos a

ma minimum. W tym celu wystarczy obliczy¢ jej pochodna i przyrownac ja
do zera. Mozemy tez skorzystaé¢ z nieréwnosci (a — b)? > 0 i wynikajacej z niej
a® + b?

2ab
minimalna predkoéé zaby wynosi vomin = v/2v/2gr. Dla kata o = 0, gdy tor zaby
styka sie¢ w najwyzszym punkcie z rura, vg = 1/3gr.

1
E(a) = mgr (cosa + ) = mgrv/2
2cos o

> 1. Widzimy, Ze energia jest minimalna, gdy /2 cosa = 1. Szukana

629. Z zasady zachowania energii mamy zwiazek
Us Ut

:W R
2c 1+20’

gdzie U; jest napieciem na kondensatorze po uplywie czasu t. Gdy kondensator
roztadowuje sie przez opornik, natezenie pradu maleje wykladniczo w czasie

[=UJR = (er%i)/R.
Moc chwilowa jest iloczynem kwadratu napiecia poczatkowego i funkcji czasu,

zatem stosunek energii wydzielonych na oporniku w jednakowych przedziatach
czasowych jest proporcjonalny do kwadratéw napie¢ poczatkowych

W1/Wo = UZ/U?. Szukana pojemnosé kondensatora wynosi
- 2WE
VR (Wh —Wa)
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Prosto z nieba: Swiatlo odleglych planet

Obserwacje planet pozaslonecznych maja, jak na
astronomie, wzglednie krétka historie. Pierwsze planety
poza naszym ukladem odkryli w 1992 roku Andrzej
Wolszczan i Dale Frail, analizujac radiowe obserwacje
pulsaréw (odkrycie nastapilo przez przypadek, poniewaz
nikt nie spodziewal sie planet krazacych wokét

martwej pozostaloci po supernowej). Pierwsza planeta
zwiazana z ,prawdziwa” gwiazda (i to gwiazda Ciagu
Gléwnego) jest 51 Pegasi. Przez pierwsze dziesie¢

lat XXI wieku sporadycznie odkrywano pojedyncze
uktady, przewaznie z planetami-gigantami. Prawdziwy
przetom przyniosta rozpoczeta w 2011 roku misja
satelitarna Kepler, ktora dostarczyta tysiecy nowych
odkry¢. Obecnie skatalogowano juz ponad 3,5 tysiaca
planet pozastonecznych i jedno jest pewne: liczba ta

z pewnoscig bedzie rosta.

Niedawnym przykladem postepu w dziedzinie sa
niezwykte obserwacje wykonane z uzyciem koronografu

Niebo w kwietniu

Kilka nocy po pelni Ksiezyca, wypadajacej 11 IV, warto
wykonaé¢ obserwacje gromady kulistej M3, zwanej
réwniez NGC 5272. Gromada ta odkryta zostata

w 1794 roku i przyczynita sie do podjecia przez Messiera
decyzji o stworzeniu katalogu obiektéw mglawicowych.
M3 jest jedna z najjasniejszych (6,4™) i najwiekszych
gromad (sklada si¢ z ponad 500 tysiecy gwiazd).

Obiekt znajduje sie w konstelacji Pséw Goncezych,

12° na péinocny-zachéd od Arktura, przy granicy

z gwiazdozbiorami Warkocza Bereniki i Wolarza
(wspolrzedne: rektascensja 13,7h, deklinacja +28°22’).
M3 widoczna bedzie przez cala noc, a gérowaé okoto
péinocy. Tuz przed switem znajdzie si¢ 45° nad
horyzontem zachodnim. Do obserwacji przyda sie
lornetka lub lunetka.

Czytelnicy obserwujacy w zeszlym miesiacu planete
kartowata Makemake beda mieli w kwietniu okazje

do podziwiania kolejnego obiektu tego typu, Haumei.
Dnia 13 IV Haumea znajdzie si¢ w opozycji wzgledem
Stonca, czyli w poltozeniu najlepszym do obserwacji.
Planetka zostata odkryta w 2003 roku i poczatkowo
nazwana Santa, czyli Swiety Mikolaj. Jej obecna
nazwa jest imieniem bogini ptodnosci i pochodzi

z mitologii Hawajow. Ze wzgledu na szybka rotacje jest
wyraznie splaszczona. Obiekt ten ma dwa naturalne
ksiezyce Hi’iaka oraz Namaka, ktére poczatkowo takze
nosily nazwy zwigzane ze Swietym Mikolajem i jego
zaprzegiem reniferow, mianowicie Rudolf i Blitzen.
Haumea bedzie widoczna od zmierzchu (28° nad
horyzontem wschodniego nieba) az do $witu (41° nad
poludniowo-zachodnim niebem) na tle gwiazdozbioru
Wolarza. Ze wzgledu na niewielka jasnos¢, wynoszaca
17,2™ jest celem dla niewielkich teleskopow.

Kwietniowa atrakcja nocnego nieba dla mitosnikow
spadajacych gwiazd beda Lirydy. R6j ten jest
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CHARIS (ang. Coronagraphic High Angular Resolution
Imaging Spectrograph), ktory stuzy do bezposredniej
obserwacji $wiatta odbitego od powierzchni planet.
Koronograféw uzywa sie najczesciej do przestoniecia dysku Stonca

i obserwacji korony, zewngtrznej, najgoretszej czesci atmosfery
slonecznej, skladajacej si¢ z rozrzedzonej plazmy o temperaturze

milionéw stopni Kelvina (dla poréwnania, powierzchnia Storica ma
temperature okoto 5800 K).

CHARIS, przymocowany do teleskopu Subaru na
Hawajach (rozmiar lustra 8,2 m), umozliwia ,zastoniecie’
jasnego dysku gwiazdy i $ledzenie o wiele stabszego od
niej $wiatla planet. Obecnie mozliwe jest obserwowanie
planet rozmiaru Jowisza. Wyizolowanie swiatla
pochodzacego z powierzchni planety jest podobne do
zdjecia odcisku palca — mozliwe jest wtedy analizowanie
skladu atmosfery, wieku planety oraz jej rozmiaru.
Wstepne wyniki sa bardzo obiecujace.

)

Michat BEJGER

zwiazany z kometa Thatchera, ktora obiega Storice

z okresem wynoszacym az 415 lat. Lirydy bedzie

mozna obserwowaé¢ w dniach 19-25 IV, a ich aktywnos¢
powinna wynie$¢ okoto 10 sladéw na godzine. Maksimum
roju przypadnie na 22-23 VI, gdy Ksiezyc bedzie tuz
przed nowiem, wypadajacym 26 VI, co stanowi dobre
warunki zaréwno do obserwacji, jak i do astrofotografii.
Zwyczajowe maksimum Lirydéw wynosi okolo 25 sladow
na godzine, jednak zdarzaly sie duzo obfitsze deszcze,
np. w 1982 roku 90 meteoréw na godzine, a na poczatku
XIX wieku nawet ponad 800! Radiant Liryd wypada

w okolicach Wegi znajdujacej si¢ w gwiazdozbiorze Lutni,
a najkorzystniejszy czas do obserwacji to druga potowa
nocy.

W kwietniowa pelnie, wypadajaca 11 IV, warto
obserwowacé bliskie spotkanie Jowisza z Ksigzycem.
Oba ciala niebieskie znajda si¢ p6! godziny po pdéinocy
w odleglodci raptem 2°03’, natomiast widoczne beda od
godziny 19:44 (7° nad horyzontem wschodniego nieba),
az do godziny 5:03 (8° patrzac w kierunku poludniowego
nieba). Obserwacje i fotografie mozna bedzie wykonaé
nawet z centrum miast, gdyz Ksiezyc osiagnie jasnos¢
—12,6™, a Jowisz —2,5™. Ze wzgledu na zbyt duza
separacje obserwowana para nie zmiesci sie¢ w polu
widzenia teleskopu, ale powinna by¢ $wietnie widoczna
przez lornetke.

Kilka nocy pdézniej, 16 IV, warto tez spojrze¢ na
spotkanie naszego naturalnego satelity z Saturnem na
tle gwiazdozbioru Strzelca. Separacja wyniesie w tym
przypadku 3°13’, jednak spotkanie bedzie trudniejsze
do obserwacji, gdyz z terenu Polski para znajdzie sie
maksymalnie 15° nad horyzontem, w dodatku tuz przed
samym $witem. Jasnosci Ksiezyca i Saturna wyniosa
odpowiednio —12,2™ oraz 0,1™.

Karolina BAKOWSKA
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Rys. 1. Wzdluz linii cigglych zginamy
w jedna strone, wzdluz przerywanych
—w druga.

Rys. 2. Uproszczony schemat, nalezy
wycinaé gestsza spirale.

Rys. 3 (a) Kwadrat o boku > 21

Niemozliwe wycinanki
Joanna JASZUNSKA

1. Czy mozna wycia¢ w kartce dziure w ksztalcie monety 1 gr, a nastepnie
przetozy¢ przez t¢ dziure monete 1 21?7

2. Mamy kartke o wymiarach 10 cm x 10 c¢m i nozyczki. Czy mozna wyciaé taka
dziure, przez ktora przejdzie cztowiek?

3. Czy w szescianie o krawedzi 20 zmiesci sie kwadrat o boku 217

4. Czy w szeScianie o krawedzi 20 mozna wywierci¢ tunel, przez ktory da sie
przesunac szescian o krawedzi 217

Rozwigzania
Wszystkie odpowiedzi sa pozytywne. Oto przepisy, jak te wycinanki zrealizowaé.

R1. Po wycieciu dziury warto utworzy¢ cztery pomocnicze zagiecia (rys. 1(a)).
Nastepnie kartke zlozyé¢ w pot wzdluz jednego z nich i odciggnaé od siebie konce
dziury (rys. 1(b)), uzyskujac dluzszy, waski otwor. O

R2. Kartke mozna np. najpierw rozcia¢ wzdluz spiralnej linii, uzyskujac bardzo
dlugi, poskrecany pasek (rys. 2), a nastepnie nacia¢ wzdtuz prawie calej dlugosci
tego paska, otrzymujac w nim wystarczajaco duza dziure. [

R3. Niech punkty K, L, M, N leza na krawedziach AB, BC, C'D', D' A’
szescianu ABCDA'B'C'D’ tak, ze AK/AB =CL/CB=C'M/C'D" =

= A'N/A'D" = 1/4 (vys. 3(a)). Woéwczas KL = 3/4- AC = 3/4-20v/2 = 15/2,
podobnie M N = KL i odcinki te sg réwnolegte, wiec punkty K, L, M, N leza
w jednej plaszczyznie, a wobec symetrii problemu rownoleglobok K LM N jest
prostokatem.

Korzystajac dwukrotnie z twierdzenia Pitagorasa (kolejno dla tréjkatéw AA'N
oraz AK N) obliczamy, iz réwniez KN = 15v/2, zatem KLMN jest kwadratem
o boku dtugosci 15v/2 > 15 - 1,4 = 21.

Jedli kazdy z jego wierzchotkéw przyblizymy do jego srodka o taka sama
odpowiednio mala odleglosé, uzyskamy w rezultacie kwadrat K'L'M’'N’
o krawedzi 21, ktorego wierzchotki leza wewnatrz danego szescianu. [J

()

(b) Tunel o przekroju KLM N (c) Kolorowy szescian przesuwany przez tunel w szarym szescianie

R4. Wywierémy tunel, ktérego przekrojem poprzecznym jest kwadrat
K'L’M’'N' z poprzedniego zadania (wyglada to prawie jak na rys. 3(b)).
Zauwazmy, ze tunel ten nie ma punktéw wspolnych z zadng z krawedzi szescianu
skladajacych sie na tamang zamknieta ABC'C’'D’ A’ A (zaznaczona na czarno
na rys. 3(a)), istotnie wigc czesé szeScianu pozostajaca wokol tunelu nie
rozpada si¢ i tworzy wieloScienng obrecz, przez ktéra da sie przesunac szescian
o krawedzi 21 (rys. 3(c)). O

Tunel o przekroju KLM N pozwala przesunaé przez dany sze$cian najwickszy mozliwy inny
szedcian (o krawedzi o okoto 6% wigkszej), nazywany szescianem ksiecia Ruperta. Polecam
animacje¢ na stronie https://www.youtube.com/watch?v=-2jjgHsxEu4
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