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DOWÓD – jak to robiπ w Krakowie

Tym, co czyni matematyków pewnymi swoich racji, jest dowód – niepoddajπce
siÍ øadnym wπtpliwoúciom uzasadnienie g≥oszonych stwierdzeÒ
(Kartezjusz: jedni tylko matematycy zdo≥ali znaleüÊ jakieú dowody, to znaczy
jakieú racje pewne i oczywiste).

Przekonajmy siÍ wiÍc, jakich to metod dowodzenia uøywa siÍ w najstarszej
polskiej Alma Mater, na Wydziale Matematyki Uniwersytetu JagielloÒskiego.

Oto spis sporzπdzony przez Józefa Piórka z Instytutu Matematyki
Najwspó≥czeúniejszej.

NajczÍúciej spotykamy dowód
• przez oglπd (wystarczy popatrzeÊ),
• przez po≥echtanie ambicji s≥uchaczy (to dla PaÒstwa jest proste),
• przez kalendarz (to by≥o w zesz≥ym roku),
• przez sugestiÍ (PaÒstwo widzicie),
• przez sakramenty (ochrzcijmy to sobie),
• przez sztuciec (a nuø wyjdzie),
• iluzjonistyczny (zrobimy teraz ma≥π sztuczkÍ),
• suflerski (proszÍ mi podpowiedzieÊ),
• harcerski (stosujemy podchody doko≥a dowodu),
• cybernetyczny (to automatycznie wynika z . . . ),
• spychologiczny (PaÒstwo sami sprawdzπ),
• plenarny (czy PaÒstwo siÍ zgadzajπ?),
• dogmatyczno-autorytatywny (tak jest w podrÍczniku),
• samowystarczalny (PaÒstwo sobie sprawdzπ we w≥asnym zakresie),
• teologiczny

a) przez odwo≥anie siÍ do si≥ nieczystych (diabli wiedzπ, jak to udowodniÊ),
b) przez odwo≥anie siÍ do si≥ pozytywnych (Jezus, Maria, przecieø to

banalne!).
Nieco rzadziej spotykany jest dowód
• przez analogiÍ,
• przez odpowiednie twierdzenia,
• przez sprowadzanie na manowce,
• przez presjÍ moralnπ,
• przez opowiadanie,
• przez naduøycie symboli.

Pewnej finezji wymaga dowód
• przez zaprzeczenie za≥oøenia,
• przez ciπg≥oúÊ oznaczeÒ (ciπgle oznaczamy),
oraz
• familijny (bierzemy rodzinÍ zbiorów).

Kaødy jednak musi przyznaÊ, øe jedyny naprawdÍ skuteczny jest
dowód przez za≥oøenie tezy.

Bibliografia

Ko≥o Matematyków Studentów Uniwersytetu JagielloÒskiego, im. Prof. Stanis≥awa Zaremby,
Rozmaitoúci absurdalne wraz z elementami logiki nieformalnej, wyd. V, Wydawnictwo „jak”,
Kraków 2000.

Krzysztof Ciesielski, Zdzis≥aw Pogoda, Bezmiar matematycznej wyobraüni, wyd. II, PrószyÒski
i S-ka, Warszawa, 2005.

W dalszej czÍúci numeru

zamieúcimy kilka nieco innych propozycji.

Redakcja
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O kul rozmnaøaniu

Paradoks Banacha–Tarskiego (1924 r.). KulÍ moøna roz≥oøyÊ na skoÒczenie
wiele czÍúci, z których da siÍ zbudowaÊ dwie takie same kule.

Rozk≥ad w uøywanym tu sensie to dowolny podzia≥ figury na roz≥πczne czÍúci
(niekoniecznie ma ich byÊ skoÒczenie wiele). Dopuszczamy zatem czÍúci
o dowolnie dziwnych kszta≥tach, na przyk≥ad jednopunktowe lub niemierzalne.
Jeúli figurÍ A moøemy roz≥oøyÊ w tym sensie na czÍúci, z których nastÍpnie
moøna z≥oøyÊ figurÍ B, to mówimy, øe A i B sπ równowaøne przez rozk≥ad
i oznaczamy to A ≥ B. Nietrudno sprawdziÊ, øe rzeczywiúcie jest to relacja
równowaønoúci. Okazuje siÍ, øe takie podzia≥y nie muszπ zachowywaÊ miar figur
i stπd w≥aúnie biorπ siÍ pozorne paradoksy, a dok≥adniej mówiπc, fakty sprzeczne
z naszπ intuicjπ.

Zbiór E jest paradoksalny, jeúli zawiera roz≥πczne podzbiory A, B takie, øe
A ≥ E oraz B ≥ E, czyli, mówiπc obrazowo, jeúli z pewnych dwóch roz≥πcznych
czÍúci zbioru moøemy zbudowaÊ dwie jego pe≥nowartoúciowe kopie. Chodzi wiÍc
o takie rozk≥ady, które sπ sprzeczne z naszπ intuicjπ dotyczπcπ pola lub objÍtoúci.
W dalszej czÍúci tekstu rozwaøamy tylko rozk≥ady skoÒczone.

Po wyjaúnieniu, na czym polega problem, kolej na wskazanie narzÍdzi – bÍdπ
w≥aúciwie dwa: ≥atanie dziur i grupa wolna.

£atanie dziur pokaøemy na przyk≥adzie dziury w okrÍgu. Roz≥oøymy okrπg S
1

bez punktu na dwie czÍúci, zastosujemy do nich odpowiednio dobrane obroty
i w rezultacie uzyskamy ca≥y okrπg. Niech T bÍdzie brakujπcym punktem
okrÍgu, Ï zaú niech bÍdzie obrotem wokó≥ úrodka o ustalony kπt niewspó≥mierny
z 2fi. Wówczas ciπg Ï(T ), Ï

2(T ), Ï
3(T ), . . . œ S

1 jest nieskoÒczony i sπ to róøne
punkty. Niech to bÍdzie pierwszy z naszych dwóch zbiorów, a pozosta≥a czÍúÊ
okrÍgu niech bÍdzie drugim. Zauwaømy, øe obrót w przeciwnπ stronÍ o ten sam
kπt, czyli Ï

≠1, przeprowadza powyøszy ciπg na ciπg T, Ï(T ), Ï
2(T ), . . ., a wiÍc

pozwala za≥ataÊ dziurkÍ. Pozosta≥a czÍúÊ okrÍgu jest nieruchoma (to teø obrót).
Stπd S

1 ≥ S
1 \ {T}.

Grupa wolna F2 o dwóch generatorach a i b to zbiór s≥ów (czyli skoÒczonych

Grupa to zbiór G z okreúlonym w nim
dzia≥aniem ◊, które ma element
neutralny 1 (czyli dla kaødego z œ G jest
z ◊ 1 = 1 ◊ z = z), jest ≥πczne (czyli
z ◊ (t ◊ u) = (z ◊ t) ◊ u) i dla kaødego
z œ G istnieje element odwrotny z

≠1

(czyli z ◊ z
≠1 = z

≠1 ◊ z = 1).
CzÍsto zamiast x ◊ y piszemy xy.
Przyk≥adami grup sπ np. zbiór liczb
ca≥kowitych z dodawaniem lub zbiór
wszystkich izometrii przestrzeni
trójwymiarowej ze sk≥adaniem.

Grupa G dzia≥a na zbiorze X, jeúli dla
dowolnych g œ G, x œ X mamy
zdefiniowane dzia≥anie g(x) œ X,
spe≥niajπce warunki g2(g1(x)) = (g2g1)(x)
oraz id(x) = x. Na przyk≥ad grupa G3
izometrii przestrzeni R3 dzia≥a na zbiorze
X = R3 tak: g(x) to obraz punktu x przy
izometrii g.

W przypadku grupy G przekszta≥ceÒ
jakiegoú zbioru X orbitπ dowolnego
elementu x œ X nazywamy zbiór
{g(x) : g œ G}. Orbity dwóch punktów sπ
równe lub roz≥πczne.

ciπgów znaków) nad alfabetem a, b, a
≠1

, b
≠1, zredukowanych (czyli bez fragmentów

postaci xx
≠1), z elementem neutralnym e (s≥owo puste), bez relacji (dwa

zredukowane s≥owa o róønym zapisie sπ róøne) i z dzia≥aniem konkatenacji
(dopisywania). Zauwaømy, øe poniewaø rozpatrujemy tylko s≥owa skoÒczone,
grupa F2 ma przeliczalnie wiele elementów. Rysuje siÍ je czÍsto jako wierzcho≥ki
grafu (rysunek). Taki graf nie ma cykli, poniewaø w grupie wolnej nie ma relacji.

Niech S(x) oznacza zbiór s≥ów zaczynajπcych siÍ literπ x.
Zauwaømy, øe F2 jest roz≥πcznπ sumπ

{e} fi S(a) fi S(b) fi S(a≠1) fi S(b≠1).
Jednoczeúnie

F2 = S(a) fi aS(a≠1) oraz F2 = S(b) fi bS(b≠1).
Grupa wolna F2 jest zatem paradoksalna (dopisanie
s≥owa na poczπtku drugiego s≥owa to dzia≥anie grupy F2
na zbiorze swoich elementów).
Wolnπ podgrupÍ F2 moøemy znaleüÊ w grupie G3
izometrii przestrzeni trójwymiarowej. Konkretnie,
niech – bÍdzie kπtem dwuúciennym czworoúcianu
foremnego, czyli – = arc cos

! 1
3
"
. Niech a oraz b bÍdπ

obrotami R3 o kπt – w odpowiednio dobranym kierunku
i odpowiednio wokó≥ osi x oraz z. Moøna sprawdziÊ, øe
takie a i b generujπ grupÍ wolnπ F2.
Od grupy do zbioru. Umiemy wykazaÊ, øe F2 jest
paradoksalna i umiemy wskazaÊ podgrupÍ G3 izomorficznπ
z F2. Docelowo chcielibyúmy jednak skonstruowaÊ nie
grupÍ, lecz zbiór paradoksalny.
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Okazuje siÍ, øe paradoksalnoúÊ grupy daje siÍ przenieúÊ na zbiór, na którym ta

Pewnik wyboru (przyjmowany
aksjomatycznie w teorii mnogoúci)
gwarantuje istnienie zbioru (zwanego
selektorem), do którego naleøy dok≥adnie
po jednym elemencie z kaødego zbioru
danej rodziny niepustych zbiorów
roz≥πcznych.

Kaødy zapewne juø dostrzeg≥, øe zupe≥nie
w ten sam sposób moøna wykazaÊ, øe ca≥a
przestrzeÒ R3 jest paradoksalna.

WiÍcej wysi≥ku wymaga wykazanie, øe nie
tylko kula jest równowaøna przez rozk≥ad
z dwiema takimi samymi kulami, lecz
takøe, øe moøna rozciπÊ kulÍ na piÍÊ
czÍúci, które po przemieszczeniu u≥oøπ siÍ
w dwie kule identyczne z pierwszπ.

Ogólniejszy wynik g≥osi, øe równowaøne
przez rozk≥ad sπ dowolne dwa ograniczone
podzbiory R3 o niepustym wnÍtrzu.

grupa dzia≥a. Przeúledümy tÍ ogólnπ prawid≥owoúÊ na przyk≥adzie dzia≥ania
grupy F2 ™ G3 na sferÍ S

2 (o úrodku w poczπtku uk≥adu wspó≥rzÍdnych)
z wy≥πczonym zbiorem D tych punktów, w których osie obrotów, z jakich siÍ
sk≥ada F2, przebijajπ tÍ sferÍ.

S
2 \ D rozpada siÍ na orbity przy dzia≥aniu F2. Wybierzmy (tu dzia≥a pewnik

wyboru i bez niego ani rusz) zbiór M reprezentantów tych orbit i zastosujmy
do niego grupÍ F2. Zauwaømy, øe tak otrzymane przeliczalnie wiele roz≥πcznych
obrazów zbioru M daje w sumie ca≥e S

2 \ D. Odpowiednio je grupujπc
i przemieszczajπc, uzyskujemy paradoksalny rozk≥ad S

2 \ D.

Grupa wolna juø swojπ rolÍ odegra≥a, pora na ≥atanie dziur. Jak juø
zauwaøyliúmy, grupa F2 jest przeliczalna, a kaøda oú obrotu przebija sferÍ
w dwóch punktach, stπd zbiór D równieø jest przeliczalny. Stosujπc opisanπ
wyøej metodÍ ≥atania dziur, moøna wykazaÊ, øe S

2 \ D ≥ S
2.

DokoÒczenie dowodu paradoksu Banacha–Tarskiego. Wiemy juø, øe
dla odpowiednio dobranego zbioru D zbiór S

2 \ D jest paradoksalny, oraz øe
S

2 \ D ≥ S
2. Poniewaø zbiór równowaøny ze zbiorem paradoksalnym teø jest

paradoksalny, wiÍc sfera jest paradoksalna.

Zauwaømy, øe kula bez úrodka to „cebulka” z≥oøona ze sfer wspó≥úrodkowych.
Skoro kaøda z nich jest paradoksalna, to kula bez úrodka równieø jest
paradoksalna (bo punkty kaødego promienia moøemy skleiÊ i przemieszczaÊ
wspólnie).

Weümy teraz dowolny okrπg przechodzπcy przez úrodek kuli T i ca≥kowicie
w niej zawarty. Wiemy, øe S

1 ≥ S
1 \ {T}, zatem umiemy za≥ataÊ dziurkÍ, czyli

kula bez úrodka jest równowaøna ca≥ej kuli. A to koÒczy dowód, øe kula jest

paradoksalna.

O tym, øe powyøszπ metodπ nie moøna uzyskaÊ analogicznych paradoksalnych
rozk≥adów w R1 ani w R2 ≥atwo siÍ przekonaÊ, sprawdzajπc, øe F2 nie jest
podgrupπ grupy G1 izometrii prostej ani grupy G2 izometrii p≥aszczyzny.
Przyjrzyjmy siÍ dok≥adniej, dlaczego tak jest.

Izometrie prostej to przesuniÍcia i symetrie wzglÍdem punktu. Wobec tego
kwadrat kaødej izometrii jest przesuniÍciem, przesuniÍcia zaú sπ przemienne.
Stπd dla dowolnych dwóch izometrii g, h zachodzi relacja g

2
h

2
g

≠2
h

≠2 = id, czyli
w G1 nie ma podgrupy wolnej rzÍdu 2.

Dowód twierdzenia Chaslesa moøna
znaleüÊ np. w Delcie 11/2015.

Na p≥aszczyünie kaøda izometria jest z≥oøeniem co najwyøej trzech symetrii
osiowych (twierdzenie Chaslesa). Wynika z tego, øe kwadraty elementów G2
to izometrie parzyste, a wiÍc przesuniÍcia lub obroty. Wobec tego dla dowolnych
dwóch izometrii g, h, z≥oøenia g

2
h

2
g

≠2
h

≠2 oraz g
2
h

≠2
g

≠2
h

2 sπ przesuniÍciami
(bo kπty ewentualnych obrotów siÍ redukujπ). PrzesuniÍcia sπ przemienne, zatem

(g2
h

2
g

≠2
h

≠2)(g2
h

≠2
g

≠2
h

2)(g2
h

2
g

≠2
h

≠2)≠1(g2
h

≠2
g

≠2
h

2)≠1 = id,

co po uproszczeniu daje relacjÍ
g

2
h

2
g

≠2
h

≠2
g

2
h

≠2
g

≠2
h

4
g

2
h

≠2
g

≠2
h

≠2
g

2
h

2
g

≠2 = id,

czyli w G2 takøe nie ma podgrupy wolnej rzÍdu 2.

Ale innej metody na znalezienie paradoksalnych rozk≥adów w R1 i R2 nie ma,
albowiem Stefan Banach udowodni≥, øe podane wyøej toøsamoúci pociπgajπ
za sobπ istnienie miary uniwersalnej, czyli mierzπcej wszystkie zbiory i bÍdπcej
rozszerzeniem zwyk≥ego mierzenia d≥ugoúci czy pola.

Bo przecieø zbiory paradoksalne nie mogπ mieÊ miary w zwyk≥ym sensie, o czym,
jak sπdzÍ, nikogo przekonywaÊ nie trzeba.

Jest to streszczenie skrótu úwietnego zapisu znakomitego odczytu Joanny JASZU—SKIEJ
na XXXVII Szkole Matematyki Poglπdowej.

Obszerniejszπ wersjÍ moøna znaleüÊ na stronie www.msn.uph.edu.pl/smp/?strona=msn
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Sprawdü wymiary!

Ten okrzyk czÍsto rozlega siÍ na lekcjach fizyki. Czy warto sprawdzaÊ wymiary?
Przecieø na lekcjach matematyki, gdzie teø rozwiπzuje siÍ mnóstwo zadaÒ, czegoú
takiego siÍ nie robi. Otóø warto. Z kilku powodów. W fizyce mamy do czynienia
z wieloma wielkoúciami fizycznymi, mierzonymi w róønych jednostkach. Nie moøna
porównywaÊ wielkoúci mierzonych w róønych jednostkach, tak jak nie moøna
porównywaÊ jab≥ek i gruszek. Jeúli szukanπ wielkoúciπ w jakimú problemie jest,
na przyk≥ad, prÍdkoúÊ, a w wyniku dostajemy kilogram na sekundÍ, to wiadomo,
øe zrobiliúmy b≥πd w naszych obliczeniach. Sprawdzenie wymiarów pozwala
zorientowaÊ siÍ bardzo szybko, czy otrzymany wynik moøe byÊ sensowny.

Idea analizy wymiarowej pochodzi od
Fouriera. Jean Fourier jest, oczywiúcie,
najbardziej znany jako twórca analizy
fourierowskiej, wprowadzonej w pracy
Analityczna teoria ciep≥a i opublikowanej
po raz pierwszy w 1822 roku w Paryøu.
W tej samej pracy Fourier wprowadzi≥ teø
analizÍ wymiarowπ. On pierwszy tak
otwarcie napisa≥, øe kaøda wielkoúÊ
fizyczna „ma swój w≥asny wymiar
i wyrazy w tym samym równaniu nie
mogπ byÊ porównywane, jeúli nie majπ tej
samej potÍgi wymiaru”. Fourier pisa≥
wprost, øe wprowadzi≥ pojÍcie wymiaru,
aby sprawdzaÊ wyniki obliczeÒ. Analiza wymiarów pozwala nie tylko na sprawdzenie rachunków. DziÍki niej moøna

znaleüÊ sposób na zapamiÍtanie róønych formu≥ek, a nawet na ich wyprowadzanie.
Na tym naprawdÍ polega si≥a analizy wymiarowej. Na podstawie uwaønej analizy
wymiarów wielkoúci fizycznych, majπcych wp≥yw na badane zjawisko, moøna czasem
zgadnπÊ formu≥Í matematycznπ opisujπcπ to zjawisko. Rozpatrzmy dwa przyk≥ady:
pierwszy – bardzo prosty i drugi – bardziej skomplikowany.

Weümy pod uwagÍ wahad≥o matematyczne: punkt
materialny o masie m zawieszony na nierozciπgliwej nici
o d≥ugoúci l. Jest to, oczywiúcie, model matematyczny
fizycznego wahad≥a, gdzie zaniedbujemy rozmiary cia≥a
zawieszonego na nici. Jeúli zgodzimy siÍ na taki model,
to tarcie powietrza pomijamy i ruch wahad≥a moøe zaleøeÊ
jedynie od masy, d≥ugoúci nici i przyspieszenia ziemskiego g.
Zapytajmy o okres wahaÒ wahad≥a. WielkoúÊ o wymiarze
czasu moøna dostaÊ tylko na jeden sposób

T ≥
Ú

l

g ,

a wiÍc okres nie moøe zaleøeÊ od masy wahad≥a, gdyø
nie ma jak pozbyÊ siÍ kilogramów! Oczywiúcie, analiza
wymiarowa nie pozwala na znalezienie bezwymiarowego
wspó≥czynnika proporcjonalnoúci w powyøszym wzorze.
Moøna go znaleüÊ, wykonujπc, na przyk≥ad, pomiar okresu
wahaÒ dla wahad≥a o zadanej d≥ugoúci w miejscu o znanej
wartoúci g. W ogólnoúci zaleøy on od poczπtkowego kπta
odchylenia wahad≥a (teø wielkoúÊ bezwymiarowa, a wiÍc
niepoddajπca siÍ analizie wymiarowej). Dla ma≥ych wahaÒ
wahad≥a wspó≥czynnik ten wynosi 2fi.

Drugi przyk≥ad, który rozpatrzymy, jest bardziej
skomplikowany. Rozwaømy problem si≥y oporu cieczy
lepkiej dzia≥ajπcej na p≥ynπcy statek. Jakie wielkoúci
fizyczne mogπ mieÊ wp≥yw na si≥Í oporu? Intuicja
(doúwiadczenie) podpowiada nam, øe si≥a oporu moøe
zaleøeÊ od wielu czynników. Spróbujmy ograniczyÊ siÍ do
najwaøniejszych (budujemy wiÍc model matematyczny):
si≥a oporu F [kgm/s2], prÍdkoúÊ statku v [m/s], rozmiary
statku l [m], wspó≥czynnik lepkoúci cieczy µ [kg/(ms)],
gÍstoúÊ cieczy fl [kg/m3], przyspieszenie ziemskie g [m/s2],
przy czym w nawiasach podaliúmy jednostki okreúlajπce
wymiary. W naszych rozwaøaniach pominiemy napiÍcie
powierzchniowe cieczy, prÍdkoúÊ wiatru, wielkoúÊ fal na
powierzchni cieczy itp. Oznacza to, øe otrzymane wyniki
nie bÍdπ stosowaÊ siÍ do ruchu owadów úlizgajπcych siÍ
po powierzchni cieczy, øaglówek, ruchu statków w czasie
silnych sztormów itp. Pomijamy teø detale budowy statku,
wprowadzajπc tylko jeden parametr charakteryzujπcy
jego rozmiary, to znaczy naszym statkiem bÍdzie kula
o promieniu l.

Ruch cieczy lepkiej opisywany jest równaniami
Naviera–Stokesa, których w ogólnym przypadku nie

potrafimy rozwiπzaÊ. Zastosujmy wiÍc analizÍ wymiarowπ.
Mamy do dyspozycji szeúÊ wielkoúci: F , l, fl, µ, g i v. Moøe
warto wyt≥umaczyÊ, dlaczego nie rozpatrujemy masy statku
jako niezaleønej wielkoúci fizycznej. Otóø, zgodnie z prawem
Archimedesa, masa statku jest równa masie wypartej cieczy,
a to z kolei jest rzÍdu fll

3.

Zauwaømy, øe mamy jedynie trzy podstawowe jednostki:
kilogram, metr i sekundÍ, w których mierzy siÍ szeúÊ
wielkoúci. Jedynie trzy bezwymiarowe ich kombinacje mogπ
byÊ niezaleøne. Wybierzmy je w nastÍpujπcy sposób:

CD = F

flv2l2 , R = vlfl

µ
, NF = v

2

lg .

Oczywiúcie, dowolna ich kombinacja teø jest bezwymiarowa,
ale wybraliúmy je tak, gdyø kaøda z nich wiπøe siÍ
z innπ cechπ badanego problemu. Sta≥a Reynoldsa R

zwiπzana jest z lepkoúciπ cieczy µ, sta≥a Froude’a NF

wiπøe si≥y bezw≥adnoúci (≥ mv
2) z si≥ami ciÍøkoúci (≥ mg)

w przep≥ywie cieczy. Sta≥a R charakteryzuje, na przyk≥ad,
fale i zawirowania na powierzchni cieczy spowodowane
ruchem statku. W koÒcu wspó≥czynnik oporu czo≥owego CD

nie zaleøy ani od µ, ani od g.

Analiza wymiarowa mówi nam, øe bezwymiarowy
wspó≥czynnik oporu czo≥owego CD musi byÊ pewnπ funkcjπ
dwóch pozosta≥ych bezwymiarowych wielkoúci, to znaczy

CD = f(R, NF ).
Za≥óømy teraz, øe efekt fal tworzonych na powierzchni
cieczy przez p≥ynπcy statek jest zaniedbywalny (kraÒcowym
przyk≥adem bÍdzie okrÍt podwodny). Wówczas sta≥a g,
odpowiedzialna za fale na wodzie, nie powinna wejúÊ do
rozwiπzania, a wiÍc sta≥a Froude’a w powyøszym wzorze
moøe byÊ pominiÍta. W jÍzyku wyjúciowych wielkoúci
wymiarowych dostajemy wiÍc ostateczny wzór na si≥Í oporu
(ú) F = flv

2
l
2
f(vlfl/µ).

W tym momencie moøna powiedzieÊ: no dobrze, ale przecieø
nie znamy funkcji f , wiÍc jaki jest poøytek z otrzymanego
wyniku? Øeby zrozumieÊ korzyúÊ z naszych rozwaøaÒ,
zauwaømy, øe jeúli od≥oøyÊ na wykresie wartoúÊ si≥y F

w zaleønoúci od d≥ugoúci l, to otrzymamy wiele róønych
krzywych dla róønych cieczy, z których nic ciekawego nie da
siÍ odczytaÊ. Jeúli natomiast od≥oøyÊ CD w zaleønoúci od R,
to wszystkie punkty powinny u≥oøyÊ siÍ na jednej krzywej
dla róønych cieczy i róønych rozmiarów statków!
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Na rysunku przedstawione sπ wyniki pomiarów dla kul o róønych úrednicach
poruszajπcych siÍ w róønych cieczach.

Wspó≥czynnik oporu czo≥owego dla ruchu
kulki w zaleønoúci od liczby Reynoldsa.
Dane uk≥adajπ siÍ na jednej krzywej.

Dane rzeczywiúcie uk≥adajπ siÍ na jednej krzywej dla R zmieniajπcego siÍ o 7 rzÍdów
wielkoúci. Tego typu krzywa nosi nazwÍ krzywej skalowania. Znamy jπ z wyników
pomiarów. Zauwaømy, øe znalezione prawo skalowania (ú) pozwala wyciπgnπÊ
wnioski o ruchu wielkich statków (l æ Œ) z zachowania siÍ ma≥ych statków
poruszajπcych siÍ z duøymi prÍdkoúciami (v æ Œ), gdyø oba graniczne przypadki
opisane sπ tπ samπ funkcjπ f(R). åciúle mówiπc, nie jest to prawda, gdyø dla
bardzo duøych prÍdkoúci statków naleøy uwzglÍdniÊ nowe parametry, na przyk≥ad
prÍdkoúÊ düwiÍku w cieczy, zjawiska termiczne spowodowane tarciem itp. Powyøsza
obserwacja jest podstawπ teorii modelowania, tak waønej przy projektowaniu
statków, samolotów, duøych budowli itp. z uøyciem tuneli aerodynamicznych.

Zauwaømy, øe z przedstawionego przez
nas prawa skalowania wynika, øe stosunek
si≥y oporu do masy statku maleje ze
wzrostem jego rozmiarów liniowych, gdyø

F

m
≥

1
l

.

W XIX wieku by≥a to bardzo waøna
obserwacja pokazujπca, øe op≥aca≥o siÍ
budowaÊ duøe statki parowe do przewozu
towarów.

Uøycie starannie dobranych zmiennych pozwala wiÍc na przedstawienie wyników
doúwiadczeÒ w sposób wskazujπcy bezpoúrednio na fizykÍ badanych zjawisk.
Odkrycie prawa skalowania jest czÍsto punktem wyjúcia do budowy nowej
teorii fizycznej. Pod koniec lat szeúÊdziesiπtych J.D. Bjorken wysunπ≥ hipotezÍ,
øe w rozpraszaniu elektronów na nukleonach odpowiednio zdefiniowane wielkoúci,
zwane funkcjami struktury nukleonu, powinny zaleøeÊ jedynie od jednej
bezwymiarowej kombinacji dwóch zmiennych wymiarowych (tak zwana hipoteza
skalowania Bjorkena).

Na prze≥omie lat szeúÊdziesiπtych i siedemdziesiπtych hipoteza skalowania zosta≥a
potwierdzona doúwiadczalnie. Moøna by zapytaÊ znowu: i co z tego? Otóø, moøna
teoretycznie wyprowadziÊ skalowanie Bjorkena jedynie wówczas, jeúli za≥oøy siÍ,
øe nukleony sk≥adajπ siÍ z punktowych, swobodnych sk≥adników – kwarków!
W ten sposób hipoteza skalowania przyczyni≥a siÍ do ugruntowania roli kwarków
(wprowadzonych wczeúniej jako hipotetyczne obiekty t≥umaczπce niektóre w≥aúciwoúci
czπstek elementarnych) jako rzeczywistych sk≥adników materii. W tym sensie kwarki
zosta≥y zaobserwowane doúwiadczalnie.

Analiza wymiarowa i skalowanie jest integralnπ czÍúciπ fizyki od ponad stu lat.
Zastosowanie jej metod czterdzieúci lat temu w fizyce jπdrowej i fizyce czπstek
elementarnych spowodowa≥o radykalne zmiany w naszym rozumieniu podstawowych
sk≥adników materii i przyczyni≥o siÍ do przyjÍcia kwantowej teorii pól jako podstawy
do budowy teorii oddzia≥ywaÒ fundamentalnych. Sprawdzajcie wiÍc wymiary!

Jest to skrót artyku≥u Jana KALINOWSKIEGO, który ukaza≥ siÍ w Delcie 1/1992.
Pe≥ny tekst moøna znaleüÊ w ksiπøce „O kwantach i smokach. Fizyka wed≥ug Delty” wydanej w listopadzie 2016.

Od Pascala do Pitagorasa i dalej

Twierdzenie Pascala o równomiernym ciúnieniu gazu na úcianki naczynia pociπga
za sobπ twierdzenie Pitagorasa i jego uogólnienie, czyli twierdzenie kosinusów.

Wyobraümy sobie pude≥ko w kszta≥cie trójkπta prostokπtnego i o g≥Íbokoúci ⁄.
Pude≥ko to jest po≥oøone poziomo i przymocowane w jednym z wierzcho≥ków
doskona≥ym ≥oøyskiem do pionowej osi. Pude≥ko wype≥niamy gazem, który prze
na kaødπ úciankÍ. Parcie na górnπ i dolnπ jest jednakowe, wiÍc one siÍ znoszπ.
Jednak znosiÊ siÍ muszπ i parcia na úcianki boczne. Przyjrzyjmy siÍ im. Zgodnie

Rys. 1

Rys. 2

z prawem Pascala mamy (rys. 1)
|u| = a⁄p, |v| = b⁄p, |w| = c⁄p, gdzie p to ciúnienie gazu.

RównoúÊ momentów tych si≥ to a

2 a⁄p + b

2 b⁄p = c

2 c⁄p, czyli a
2 + b

2 = c
2.

Dla trójkπta nieprostokπtnego otrzymujemy (rys. 2)
a

2 a⁄p =
!
a cos – ≠ b

2
"
b⁄p + c

2 c⁄p, czyli a
2 + b

2 ≠ 2ab cos – = c
2
,

a wiÍc twierdzenie kosinusów.

Na tym przyk≥adzie widaÊ przewagÍ fizyki nad matematykπ, bo z twierdzenia
Pitagorasa, a nawet kosinusów, twierdzenia Pascala wyprowadziÊ siÍ raczej
nie da.

Marek KORDOS
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Szansa na sukces

Metoda probabilistyczna goúci≥a juø na ≥amach Delty (np. w numerach 12/2006
i 4/2015), by≥oby jednak nieprawdopodobnie g≥upio pominπÊ jπ w numerze
poúwiÍconym dowodom. W najbardziej podstawowej wersji moøe siÍ ona okazaÊ
przydatna w sytuacji, gdy chcemy wykazaÊ istnienie obiektu spe≥niajπcego
okreúlone warunki – wówczas moøemy spróbowaÊ przedstawiÊ schemat
losowania badanych obiektów, w którym z dodatnim prawdopodobieÒstwem
wynik bÍdzie spe≥nia≥ przedstawione øπdania. Opis ten moøe brzmieÊ doúÊ
enigmatycznie, powinien staÊ siÍ bardziej zrozumia≥y po lekturze poniøszego
rozumowania, uchodzπcego za jeden z pierwszych przyk≥adów zastosowania
metody probabilistycznej.
Rozwaømy graf pe≥ny, którego kaøde dwa wierzcho≥ki sπ po≥πczone krawÍdziπ
w kolorze niebieskim bπdü czerwonym. Okazuje siÍ, co udowodni≥ Frank Ramsey
w 1930 roku, øe dla dowolnie zadanych liczb naturalnych k, l, jeúli liczba

Podgraf danego grafu powstaje przez
usuniÍcie z niego pewnej liczby
wierzcho≥ków wraz ze wszystkimi
przylegajπcymi do nich krawÍdziami.

wierzcho≥ków w grafie pe≥nym jest dostatecznie duøa, istnieje w nim podgraf
o k wierzcho≥kach po≥πczonych wy≥πcznie niebieskimi krawÍdziami lub podgraf
o l wierzcho≥kach, z których kaøde dwa po≥πczone sπ krawÍdziami czerwonymi.
Najmniejszy z tych „dostatecznie duøych” rozmiarów wyjúciowego grafu
nazywamy liczbπ Ramseya i oznaczamy przez R(k, l).WiÍcej o liczbach Ramseya przeczytaÊ

moøna w Delcie 3/2008.

W 1947 roku Paul Erd�s przedstawi≥ nastÍpujπce oszacowanie z do≥u liczby
R(k, k)

(ı)
3

R(k, k)
k

4
> 2(k

2)≠1
.

Oto jak uzyska≥ ten wynik: rozwaømy graf o n wierzcho≥kach, gdzie n jest
„niedostatecznie duøe”, czyli

!
n

k

"
< 2(k

2)≠1. Pokaøemy, øe moøemy pokolorowaÊ
krawÍdzie tego grafu w taki sposób, by nie istnia≥ podgraf rozmiaru k

o wszystkich krawÍdziach w tym samym kolorze; zatem natychmiastowym
wnioskiem bÍdzie nierównoúÊ (ı).
Kaødπ z krawÍdzi naszego grafu pomalujmy na niebiesko z prawdopodobieÒstwem
1
2 lub na czerwono z tym samym prawdopodobieÒstwem. Wybierzmy dowolny
podgraf o k wierzcho≥kach – wówczas zdarzenie, polegajπce na pomalowaniu
wszystkich krawÍdzi wybranego podgrafu (których jest k(k≠1)

2 , inaczej
!

k

2
"
) na

ten sam kolor, ma prawdopodobieÒstwo 2 · 2≠(k
2). Podgrafów o k wierzcho≥kach

jest jednak
!

n

k

"
. Szansa na to, øe pewien z tych podgrafów ma krawÍdzie

pomalowane na jeden kolor, nie przekracza
!

n

k

"
21≠(k

2), zatem zgodnie
z za≥oøeniem o „niedostatecznie duøym” n jest mniejsza od 1. W tej sytuacji
szansa na to, øe øaden z podgrafów o k wierzcho≥kach nie ma wszystkich
krawÍdzi w tym samym kolorze, jest dodatnia, co dowodzi istnienia øπdanego
kolorowania.

Skorzystaliúmy z fundamentalnej
nierównoúci rachunku
prawdopodobieÒstwa, zgodnie z którπ
prawdopodobieÒstwo (przeliczalnej)
alternatywy zdarzeÒ nie przekracza sumy
prawdopodobieÒstw tych zdarzeÒ.

£ukasz RAJKOWSKI

Jak siÍ pozbyÊ losowoúci?

W informatyce losowoúÊ jest bardzo przydatna. CzÍsto bardzo u≥atwia
rozumowania, pozwala na piÍkne i klarowne argumenty uøywajπce, na przyk≥ad,
metody probabilistycznej. Nieraz ≥atwo znaleüÊ algorytm uøywajπcy losowoúci
(randomizowany) i dzia≥ajπcy szybko, podczas gdy znalezienie szybkiego
algorytmu deterministycznego jest trudne lub w ogóle takiego nie znamy.
Z losowoúciπ jest jednak pewien problem. Chcia≥oby siÍ wiedzieÊ coú na pewno,
a nie tylko z duøπ dozπ prawdopodobieÒstwa. SzczÍúliwie okazuje siÍ, øe czasami
da siÍ tÍ losowoúÊ wprowadziÊ, a potem wyeliminowaÊ. Ta ostatnia operacja,
eliminacja losowoúci, nazywa siÍ derandomizacjπ.
Przedstawimy dwie metody derandomizacji. Zrobimy to na przyk≥adzie,
choÊ uøyte techniki bÍdπ zdecydowanie bardziej ogólne. Rozwaømy graf
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G = (V, E). Dla podzbioru wierzcho≥ków S ™ V nazwiemy jego ciÍciem zbiór
{(u, v) œ E | u œ S, v ”œ S}, czyli zbiór krawÍdzi, które majπ dok≥adnie jeden
koniec w S. Problem znajdowania S o najwiÍkszym ciÍciu jest NP-zupe≥ny.
Rozwaømy jednak podobny problem: znajdowania S takiego, øe jego ciÍcie jest
wielkoúci co najmniej po≥owy zbioru wszystkich krawÍdzi, czyli |E|/2.

Rozwiπzanie zadania M 1525.
Przeprowadzimy dowód nie wprost.
PrzypuúÊmy, øe n + 1 jest nieparzystπ
liczbπ pierwszπ. Wówczas z ma≥ego
twierdzenia Fermata wynika, øe liczba
2n ≠ 1 jest podzielna przez n + 1,
a zatem równieø

n(2n ≠ 1) + (n + 1) = n2n + 1
jest liczbπ podzielnπ przez n + 1. To
przeczy pierwszoúci liczby n2n + 1, gdyø
n2n + 1 > n + 1.
Podobnie, jeøeli n + 2 jest nieparzystπ
liczbπ pierwszπ, to z ma≥ego twierdzenia
Fermata wynika, øe liczba 2n+1 ≠ 1 jest
podzielna przez n + 2. Wobec tego
równieø liczba

(n + 2)2n ≠ (2n+1 ≠ 1) = n2n + 1
jest podzielna przez n + 2, ale
n2n + 1 > n + 2 na mocy nierównoúci
n(2n ≠ 1) > 1 prawdziwej dla n > 1. ⇤
Uwaga. Najmniejszπ liczbπ n > 2, dla
której n2n + 1 jest liczbπ pierwszπ, jest
141. Liczby postaci n2n + 1 nazywane sπ
liczbami Cullena.

Rozwiπzanie zadania M 1526.
Przeprowadzimy dowód konstruktywny –
zidentyfikujemy rozwiπzania danego
równania.
Zauwaømy, øe jeøeli |x| > 2, to

|f(x)| = x
2 ≠ 2 > 2|x| ≠ 2 > 2|x| ≠ |x| = |x|,

skπd wynika, øe dane równanie nie moøe
byÊ spe≥nione. Wobec tego |x| 6 2,
a zatem x = 2 cos Ï dla pewnego
(a w≥aúciwie dwóch) Ï œ [0, fi].
Zauwaømy, øe skoro cos 2– = 2 cos2

– ≠ 1,
to

f(2 cos –) = 4 cos2
– ≠ 2 = 2 cos 2–,

wobec czego
f(f(f(. . . f(f(2 cos Ï)) . . .))) = 2 cos 2n

Ï.

Dane równanie przybiera wówczas postaÊ
cos Ï = cos 2n

Ï, czyli
0 = cos Ï ≠ cos 2n

Ï =

= 2 sin
2n ≠ 1

2
Ï sin

2n + 1
2

Ï,

skπd Ï = 2kfi/(2n ≠ 1) lub
Ï = 2kfi/(2n + 1) dla pewnej liczby
ca≥kowitej k. Pozostaje zauwaøyÊ, øe
jeøeli 0 6 k 6 2n≠1 ≠ 1, to
0 6 2kfi/(2n ≠ 1) 6 fi, jeøeli zaú
0 6 k 6 2n≠1, to 0 6 2kfi/(2n + 1) 6 fi,
przy czym rozwiπzania sπ róøne, o ile
tylko k ”= 0. Tym samym otrzymujemy
≥πcznie 2n≠1 + 2n≠1 + 1 ≠ 1 = 2n

róønych rozwiπzaÒ postaci x = 2 cos Ï. ⇤

Na pierwszy rzut oka nie jest wcale jasne, czy taki S istnieje. A wiÍc na
rozgrzewkÍ udowodnijmy to. ZachÍcamy Czytelników do samodzielnej
próby przed przeczytaniem rozwiπzania. Rozwiπzanie zaú jest zadziwiajπco
proste. Wylosujmy S, to znaczy kaødy wierzcho≥ek wrzuÊmy niezaleønie do S

z prawdopodobieÒstwem 1/2. Wówczas kaøda krawÍdü z E bÍdzie naleøa≥a
do ciÍcia S z prawdopodobieÒstwem 1/2. A zatem úrednia wielkoúÊ ciÍcia S

to |E|/2, czyli na pewno musi istnieÊ S taki, øe jego ciÍcie ma wielkoúÊ
przynajmniej |E|/2. Powyøszy dowód jest jednak niekonstruktywny, nie wynika
z niego wcale, jak takie ciÍcie znaleüÊ. Oczywiúcie, moøemy przejrzeÊ wszystkie
moøliwe zbiory S, ale to zajmie czas rzÍdu 2n, gdzie |V | = n, a my chcemy znaleüÊ
algorytm wielomianowy wzglÍdem n.

Podamy dwie metody. Pierwsza nazywa siÍ metodπ warunkowych wartoúci
oczekiwanych. PrzypuúÊmy, øe przejrzeliúmy juø pewien zbiór wierzcho≥ków
U ™ V i dla kaødego z nich zdecydowaliúmy, czy bÍdzie on naleøa≥ do S, czy
nie. Jaka jest úrednia wielkoúÊ ciÍcia S po tym ustaleniu? Przez E(T, T

Õ)
oznaczmy zbiór krawÍdzi miÍdzy zbiorami T i T

Õ. Na razie wiemy, øe do
ciÍcia na pewno bÍdzie naleøa≥a kaøda krawÍdü z E(U fl S, U fl S̄), gdzie S̄ to
dope≥nienie zbioru S. Jeúli chodzi o krawÍdzie jeszcze nieustalone, to kaøda
krawÍdü z E(U fl S, Ū) bÍdzie naleøa≥a do ciÍcia z prawdopodobieÒstwem 1/2.
A zatem úrednia wartoúÊ ciÍcia po ustaleniu, co siÍ stanie z wierzcho≥kami z U ,
wynosi |E(U fl S, U fl S̄)| + 1/2 · |E(U fl S, Ū)|. Umiemy to obliczyÊ w czasie
wielomianowym, znajπc U oraz decyzjÍ odnoúnie S na nim, czyli U fl S oraz
U fl S̄. Teraz juø tylko krok do rozwiπzania. Gdy bowiem decydujemy o pierwszym
wierzcho≥ku, czy wrzuciÊ go do S, czy nie, to obliczamy, jaka bÍdzie úrednia
wartoúÊ ciÍcia w obu przypadkach. Poniewaø úrednia z tych dwóch liczb jest
wiÍksza lub równa |E|/2 (w tym przypadku równa), to jedna z nich teø bÍdzie
wiÍksza lub równa. Wybieramy wiÍc tÍ lepszπ opcjÍ i zabieramy siÍ za drugi
element. Przy dorzucaniu kaødego nowego elementu wybieramy tÍ opcjÍ,
która daje wiÍkszπ úredniπ i w ten sposób po podjÍciu decyzji dla wszystkich
elementów V otrzymujemy pewien zbiór S, którego ciÍcie bÍdzie wiÍksze lub
równe |E|/2.

Drugie rozwiπzanie jest jeszcze bardziej zaskakujπce. Zauwaømy, øe tak
naprawdÍ nie potrzebujemy wcale, by kaødy wierzcho≥ek z V by≥ brany
do S niezaleønie. Do tego, by kaøda krawÍdü (u, v) znalaz≥a siÍ w ciÍciu S

z prawdopodobieÒstwem 1/2, wystarczy, by wierzcho≥ki u i v by≥y wziÍte
do S niezaleønie, czyli wystarczy nam, by wybory by≥y parami niezaleøne.
A to jest duøo s≥absze wymaganie! Co wiÍcej, okazuje siÍ, øe z k niezaleønych
zmiennych losowych X1, . . . , Xk o wartoúciach w {0, 1} moøna ≥atwo skonstruowaÊ
2k zmiennych losowych parami niezaleønych o wartoúciach w {0, 1}. Po prostu
dla kaødego podzbioru A ™ {1, . . . , k} zmienna XA jest zdefiniowana jako xor
(alternatywa wykluczajπca) zmiennych Xi takich, øe i œ A. Nietrudno zauwaøyÊ,
øe dla dowolnych A, B ™ {1, . . . , k}, A ”= B zmienne XA i XB sπ niezaleøne.
Dla uproszczenia przyjmijmy, øe |V | = n jest potÍgπ dwójki. A wiÍc nasz
algorytm moøemy zamieniÊ na taki, który losuje najpierw log n bitów Xi dla
i œ {1, . . . , log n}, a potem gdy podejmuje losowπ decyzjÍ, czy wrzuciÊ jakiú
wierzcho≥ek z V do zbioru S, korzysta ze zmiennych XA. Taki algorytm teø
w úrednim przypadku skonstruuje ciÍcie wielkoúci |E|/2. Zauwaømy jednak,
øe zamiast losowaÊ te log n wartoúci moøemy po prostu sprawdziÊ wszystkie
moøliwoúci ich wylosowaÒ, których jest 2log n = n. Czyli faktycznie otrzymaliúmy
wielomianowy algorytm deterministyczny: przeglπda on wszystkie moøliwoúci na
X1, . . . , Xlog n, dla kaødej symuluje dzia≥anie losowego algorytmu, a na koniec
wybiera najlepsze rozwiπzanie.

Wojciech CZERWI—SKI
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Intuicjonizm i to, co po nim

Udowodnijmy lub obalmy twierdzenie: istniejπ takie liczby niewymierne a i b, øe
a

b jest liczbπ wymiernπ.

Rozwaømy liczbÍ
Ô

2
Ô

2
. Jeúli jest ona wymierna, szukanymi liczbami sπ

Ô
2 i

Ô
2.

Jeúli natomiast
Ô

2
Ô

2
jest niewymierna, to wraz z niπ szukanπ liczbπ jest

Ô
2,

bowiem
1Ô

2
Ô

22Ô
2

=
Ô

22 = 2. ⇤

Tego rodzaju dowód ma szczególnπ cechÍ: dowodzimy istnienia jakichú
obiektów, nie umiejπc stwierdziÊ „co one za jedne”. Patrzπc g≥Íbiej, widzimy, øe
wykorzystaliúmy tu tzw. zasadÍ wy≥πczonego úrodka: liczba

Ô
2

Ô
2 jest wymierna

albo jest niewymierna.

Pojawianie siÍ, poczπwszy od drugiej po≥owy XIX wieku, sytuacji krÍpujπcych
matematyków, obiektów, których w≥asnoúci by≥y nadmiernie paradoksalne,
sk≥oni≥o czÍúÊ z nich (podpuszczanπ zresztπ przez Poincarégo) do narzucenia
sobie (i zalecenia innym) ostroønoúci w dowodzeniu zw≥aszcza istnienia
jakichú obiektów: dowody X istnieje, bo gdyby nie istnia≥, to olaboga! zosta≥y
wykluczone. Nurt, którego ojcem za≥oøycielem okrzykniÍto Luitzena Brouwera,
nazwano intuicjonizmem. Jego rozwój przysporzy≥ matematyce takich pojÍÊ, jak
funkcje obliczalne, algorytmy, a nawet maszyna Turinga. Dziú intuicjonizm, pod
nazwπ konstruktywizmu jest filozoficznym aspektem informatyki, ale to juø inna
historia.

Dowiedümy jednak poczπtkowe twierdzenie zgodnie z intuicjonistami: takimi
liczbami sπ

Ô
2 i log2 9, bo

Ô
2

log2 9
= 2log2 3 = 3.

Wypada zdradziÊ tajemnicÍ: liczba
Ô

2
Ô

2

jest nie tylko niewymierna, ale nawet
niealgebraiczna, co wynika z twierdzenia
Gelfonda–Schneidera: jeúli liczby a i b sπ
algebraiczne, przy czym a nie jest zerem
ani jednoúciπ i liczba b jest niewymierna,
to liczba a

b jest niealgebraiczna.

RównoúÊ
Ô

2 = p
q dla p i q ca≥kowitych

pociπga za sobπ równoúÊ p
2 = 2q

2, co jest
niemoøliwe, bo rozk≥ad lewej strony na
czynniki pierwsze zawiera parzystπ liczbÍ
dwójek, a prawej – nieparzystπ.
RównoúÊ log2 9 = p

q dla p i q ca≥kowitych
pociπga za sobπ równoúÊ 9 = 2p/q , czyli
32q = 2p, co jest niemoøliwe, bo
w rozk≥adzie lewej strony sπ same trójki,
a prawej – same dwójki.

Marek KORDOS

Zadania
Redaguje £ukasz BOØYK

M 1525. UdowodniÊ , øe jeøeli dla pewnej liczby naturalnej n > 2 liczba n2n + 1
jest pierwsza, to liczby n + 1 oraz n + 2 sπ z≥oøone.
Rozwiπzanie na str. 7

M 1526. Niech f(x) = x
2 ≠ 2. UdowodniÊ , øe dla kaødego n > 1 równanie

f(f(f(. . . f(f¸ ˚˙ ˝
n-krotne z≥oøenie f

(x)) . . .))) = x

ma 2n róønych rozwiπzaÒ rzeczywistych.
Rozwiπzanie na str. 7

M 1527. Na przyjÍcie przysz≥o n osób w kapeluszach (n > 2). NastÍpnie kaøde
dwie osoby przywita≥y siÍ dok≥adnie raz, przy czym kaøde powitanie polega≥o na
zamianie kapeluszami, które w danej chwili witajπce siÍ osoby mia≥y na g≥owach.
Okaza≥o siÍ, øe po nastπpieniu wszystkich powitaÒ kaødy mia≥ z powrotem swój
kapelusz. UdowodniÊ , øe taka sytuacja jest moøliwa wtedy i tylko wtedy, gdy n

daje resztÍ 0 lub 1 przy dzieleniu przez 4.
Rozwiπzanie na str. 14

Przygotowa≥ Micha≥ NAWROCKI

F 925. Na zawieszonπ na nitce o d≥ugoúci l = 1 m doskonale odbijajπcπ p≥ytkÍ
o masie 10 mg pada, prostopadle do jej powierzchni, wiπzka úwiat≥a laserowego.
Jaka musia≥aby byÊ moc S padajπcego úwiat≥a, aby pod jego dzia≥aniem
wahad≥o, którym jest zawieszona na nitce p≥ytka, wychyli≥o siÍ o kπt – = 1¶

z po≥oøenia równowagi?
Rozwiπzanie na str. 13

F 926. Nurek majπcy masÍ m = 80 kg nabra≥ pe≥no powietrza do p≥uc (v = 5 l)
i wskoczy≥ do wody. Z jakiej maksymalnej g≥Íbokoúci H nurek moøe wyp≥ynπÊ,
nie wykonujπc øadnych ruchów? ObjÍtoúÊ cia≥a nurka to V = 82 l.
Rozwiπzanie na str. 13
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Dedukcja lokalna – na przyk≥adzie

Twierdzenie Talesa dowieúÊ moøna bez trudu.
Mamy wykazaÊ, øe jeúli prosta równoleg≥a do jego boku AC przecina
trójkπt ABC w punktach A

Õ, C
Õ, to |AA

Õ|
|AÕB| = |CC

Õ|
|C ÕB| .

Oto ten dowód.
|AA

Õ|
|AÕB| = |�(AA

Õ
C

Õ)|
|�(AÕBC Õ)| = |�(AÕ

C
Õ
A)|

|�(BC ÕAÕ)| = |�(AÕ
C

Õ
C)|

|�(BC ÕAÕ)| = |�(CC
Õ
A

Õ)|
|�(C ÕBAÕ)| = |CC

Õ|
|C ÕB| . ⇤

Pierwsza i piπta równoúÊ bierze siÍ stπd, øe mamy trójkπty o podstawach
na jednej prostej i wspólnym trzecim wierzcho≥ku, druga i czwarta to tylko
permutacja wierzcho≥ków w kaødym trójkπcie z osobna. Kluczowa jest równoúÊ
trzecia: mianownik jest ten sam, a w liczniku mamy trójkπty o podstawie A

Õ
C

Õ –
majπ one równe wysokoúci, bo AC Î A

Õ
C

Õ.
Z tak sformu≥owanego twierdzenia Talesa wynikajπ juø doúÊ mechanicznie
wszystkie jego inne postacie, w tym ta, nazywana w szkole twierdzeniem
odwrotnym.
Fundamentalista zakrzyknie: tu jest wykorzystany wzór na pole trójkπta – a skπd
go wziπÊ?
ProszÍ bardzo, oto dowód, øe kaødy trójkπt da siÍ pociπÊ na kawa≥ki,
z których u≥oøy siÍ kwadrat – nietrudno siÍ zorientowaÊ, øe jego pole (nawet
fundamentaliúci chyba zgodzπ siÍ co do wartoúci pola kwadratu) bÍdzie takie
samo dla trójkπtów, których tradycyjnie obliczone pola uwaøamy za równe.
Trójkπt tniemy na trzy kawa≥ki, które przez przemieszczenie dajπ prostokπt. Juø
Staroøytni wiedzieli jak, ale dopiero dziewiÍtnastowieczni Farkas Bolyai i Paul
Gerwien nadali swoje imiÍ pociÍciu prostokπta tak, by uzyskaÊ dowolny inny
prostokπt o tym samym polu – w szczególnoúci wiÍc kwadrat.
Aby uzyskaÊ przedstawione na rysunku przesuniÍcia trójkπta KCG o wektor
≠≠æ
CE na AEH i trójkπta FGH o wektor ≠≠æ

FB na BKA, trzeba wykazaÊ, øe oba te
wektory sπ równoleg≥e do AG.
Za≥oøona równoúÊ pól to |AB| · |BC| = |ED| · |DG|.
Z niej Czytelnik Niedowierzajπcy wyprowadzi bez trudu równoúÊ

|AD|
|DG| = |ED|

|DC| = |BJ |
|JF | ,

która na mocy twierdzenia Talesa (w≥aúnie w tej odwrotnej postaci) daje øπdane
równoleg≥oúci.
To co – mamy b≥Ídne ko≥o? Bynajmniej: twierdzenie Bolyaia–Gerwiena
i twierdzenie Talesa sπ równowaøne. . . no w≥aúnie: na jakim gruncie?
I tu dotykamy rzeczy najbardziej istotnej dla dzia≥aÒ matematyków. Faktycznie
nie pos≥ugujπ siÍ oni dowodzeniem twierdzeÒ, wychodzπc od aksjomatyki, ale od
pewnego, zawsze bogatego zbioru faktów, o których tak oni, jak ich koledzy po
fachu, sπ przekonani, øe to juø ktoú kiedyú udowodni≥. Oni dokonujπ po prostu
kolejnego kroku na drodze matematycznego poznania, taki krok nazywa siÍ
dedukcjπ lokalnπ. Takiego sposobu dowodzenia wymaga siÍ (tu i ówdzie zapewne)
od uczniów w szkole i øπda od olimpijczyków.
Pe≥nej dedukcji z aksjomatów w øadnej sensownej ga≥Ízi matematyki nie
wymaga siÍ od uprawiajπcych jπ na tej samej zasadzie, jak nie wymaga siÍ
od programisty pisania instrukcji dla komputera przez wystukiwanie samych
jedynek i zer.
Przyk≥ad obra≥em z geometrii dlatego, øe w jej przypadku przekonanie
o istnieniu dajπcej siÍ uøywaÊ przez ogó≥ aksjomatyki jest doúÊ powszechne, a na
dodatek utwierdzane przez czczone przez uczonych (nie tylko matematyków)
Elementy Euklidesa – genialne w swoich rozumowaniach, ale niespe≥niajπce
naszych dzisiejszych wyobraøeÒ o formalnych dowodach.

To twierdzenie (i jego dowód) to
Twierdzenie 2 z szóstej ksiÍgi Elementów
Euklidesa.

Poniewaø zdarzajπ siÍ i Czytelnicy Leniwi,
dla nich ten dowód:
Oznaczmy |AB| = |CD| = a,
|BC| = |DA| = b, |DE| = |F G| = p,
|EF | = |GD| = q.
Z za≥oøenia mamy ab = pq, z czego
wynika a

q = p
b i to jest pierwsza równoúÊ

wypisana obok.
Z tego wynika teø p

b = a≠p
q≠b , a to jest

druga równoúÊ.
No to moøe jeszcze pytanie: co zrobiÊ,
gdy odcinek AG pobiegnie ponad J?

W sprawie aksjomatyki geometrii polecam
zajrzenie do mojego artyku≥u Próøny trud
w Delcie 1/2015.

Marek KORDOS
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Twierdzenie o niepustym barze, czyli

zmechanizowana naturalna dedukcja

Sprawdzanie poprawnoúci dowodów matematycznych czÍsto wymaga sporej
wiedzy i ogromu nuøπcej pracy. O ile dochodzenie do zrozumienia istoty
dowodu, czyli dlaczego dane twierdzenie matematyczne zachodzi, moøe
sprawiaÊ Czytelnikowi duøo satysfakcji, o tyle weryfikowanie wszystkich
szczegó≥ów dowodu jest zajÍciem doúÊ niewdziÍcznym. Z tego powodu od
wielu juø lat trwajπ badania nad zaprzÍgniÍciem komputerów do tej ømudnej
czÍúci pracy. Aktualnie nie istniejπ programy, które potrafiπ rozumieÊ dowody
matematyczne napisane po polsku lub po angielsku (i ogólnie, w øadnym jÍzyku
naturalnym). Istniejπ za to systemy z w≥asnym jÍzykiem opisu dowodu, mniej
lub bardziej oddalonym od jÍzyka naturalnego. Jednym z takich systemów
jest Coq, rozwijany g≥ównie we Francji, w instytucie naukowym INRIA. Jest
to interaktywny system pozwalajπcy na poszukiwanie dowodów twierdzeÒ za
pomocπ zwiÍz≥ych komend, nazywanych taktykami.

Naturalna dedukcja to opracowany
w latach 30. XX wieku przez polskiego
logika Stanis≥awa Jaúkowskiego
i (niezaleønie) przez niemieckiego
matematyka Gerharda Gentzena, zestaw
formalnych zasad, które dla kaødego
spójnika logicznego (takiego jak
np. alternatywa, implikacja,
kwantyfikatory) mówiπ, jak w dowodzie
wykorzystaÊ zdanie zbudowane przy
uøyciu tego spójnika oraz jak udowodniÊ
takie zdanie.

Kaøda taktyka odpowiada z grubsza zastosowaniu pewnej regu≥y dowodzenia
zwanej naturalnπ dedukcjπ. Coq nie s≥uøy do automatycznego dowodzenia
twierdzeÒ, do dzia≥ania potrzebuje ludzkich podpowiedzi. Kaødπ podpowiedzianπ
taktykÍ stosuje bezb≥Ídnie, uzyskujπc wszystkie moøliwe wnioski i sprawdzajπc,
co jeszcze naleøy udowodniÊ, øeby dowód analizowanego twierdzenia by≥
kompletny. W niniejszym artykule zaprezentujemy dowód w Coqu, wykonany
z uøyciem regu≥ naturalnej dedukcji, nastÍpujπcego twierdzenia:

W kaødym niepustym barze jest taka osoba, øe jeúli ona pije, to wszyscy pijπ.

ChoÊ twierdzenie brzmi absurdalnie, jednak da siÍ je udowodniÊ. Przyczyny tego
dysonansu omówimy póüniej, a teraz rozwaømy dwa dowody.

Dowód ludzki

a Z zasady wy≥πczonego úrodka wiadomo, øe w barze
albo istnieje osoba, która nie pije, albo nie istnieje
taka osoba.

b Rozpatrzmy dwa przypadki.
c Jeúli istnieje osoba, która nie pije, to
d spe≥nia ona implikacjÍ „jeúli ona pije, to

wszyscy pijπ”,
e gdyø niespe≥niony jest poprzednik implikacji.
f W przeciwnym przypadku wiemy, øe nie ma

osoby, która nie pije,
g a zatem wszyscy pijπ,
h czyli konkluzja naszej implikacji jest spe≥niona.
i A poniewaø bar nie jest pusty,
j wiÍc istnieje osoba, dla której ta implikacja

jest spe≥niona.

Dowód wsparty komputerem

1 From Coq Require Import Classical.

2 Parameter Bar: Type.

3 Parameter Pije: Bar æ Prop.

4 Parameter gosc: Bar.

5 Theorem SuperGosc: exists x, (Pije x æ
forall y, Pije y).

6 Proof.

7 assert ((exists x, ≥Pije x) ‚
≥(exists y, ≥Pije y)) as H by apply classic.

8 destruct H.

9 + destruct H.

10 exists x.

11 intro.

12 contradiction.

13 + exists gosc.

14 intro.

15 apply not_ex_not_all.

16 assumption.

17 Qed.

Na poczπtku dowodu w Coqu twierdzenie zostaje sformalizowane. Po pierwszej technicznej linii, wczytujπcej zestaw
twierdzeÒ logiki klasycznej, deklarujemy typ Bar (linia 2) rozumiany tak, øe x:Bar oznacza, øe osoba x jest w barze,
i wprowadzamy predykat Pije, który rozumiemy tak, øe Pije x oznacza, øe osoba x pije. NiepustoúÊ baru zapewnia
nam sta≥a gosc (linia 4), oznaczajπca pewnπ osobÍ, która siedzi w barze.

Po zrozumieniu treúci twierdzenia (linia 5) Coq przechodzi w tryb dowodu, w którym oczekuje komend od
uøytkownika – instrukcji, jakπ regu≥Í wnioskowania ma zastosowaÊ. Po kaødej komendzie Coq wyúwietla aktualnπ
sytuacjÍ dowodowπ, czyli co jeszcze naleøy pokazaÊ i przy jakich lokalnych za≥oøeniach, aby ukoÒczyÊ dowód
twierdzenia.

Pierwsza taktyka naszego dowodu w Coqu (linia 7) powoduje wzmocnienie lokalnych za≥oøeÒ o alternatywÍ
wynikajπcπ z prawa wy≥πczonego úrodka. To tak samo, jak w dowodzie ludzkim w punkcie a. Prawo wy≥πczonego
úrodka w Coqu nosi nazwÍ classic, a przywo≥ane za≥oøenie otrzymuje nazwÍ H. Po tej linii sytuacja dowodowa
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wyglπda nastÍpujπcoa:
H : (exists x : Bar, ≥Pije x) ‚
≥ (exists y : Bar, ≥Pije y)

exists x : Bar, Pije x æ forall y : Bar, Pije y

Przy za≥oøeniach widocznych nad podwójnπ liniπ
(aktualnie jest tylko jedno za≥oøenie – o nazwie H) mamy
udowodniÊ formu≥Í znajdujπcπ siÍ poniøej linii.

Taktyka destruct H odpowiada regule uøycia g≥ównego
spójnika za≥oøenia H. W przypadku linii 8 za≥oøenie H

to alternatywa. Jej regu≥a uøycia odpowiada dowodowi
przez rozbicie na przypadki (patrz punkt b z dowodu
ludzkiego), – rozdzielenie dowodu na dwa wπtki, których
poczπtki zaznaczone sπ znakiem + (w dowodzie ludzkim
wπtki te zaczynajπ siÍ w punktach c i f). Odpowiadajπca
pierwszemu wπtkowi sytuacja dowodowa (po + w linii 9)
jest nastÍpujπca:
H : exists x : Bar, ≥Pije x

exists x : Bar, Pije x æ forall y : Bar, Pije y

Komenda z linii 8 spowodowa≥a zastπpienie poprzedniego
za≥oøenia H przez za≥oøenie odpowiednie dla wπtku –
czyli w tym przypadku pierwszy cz≥on alternatywy.
Kolejna komenda destruct H tym razem odpowiada
uøyciu formu≥y z kwantyfikatorem egzystencjalnym.
Polega ono na wprowadzeniu do dowodu nowej
zmiennej x, zwanej „úwiadkiem” (istnienia osoby
niepijπcej) oraz jego w≥asnoúci ≥Pije x. Tak jak
poprzednio, uøyte za≥oøenie H znika, a nazwa ta zostaje
wykorzystana ponownie.

Zauwaømy, øe poniewaø wprowadzono do kontekstu
dowodowego nazwÍ x, zmienna zwiπzana w formule
poniøej podwójnej linii zosta≥a przemianowana na x0.
x : Bar

H : ≥Pije x

exists x0 : Bar, Pije x0 æ forall y : Bar, Pije y

Powyøszy krok dowodowy nie ma bezpoúredniego
odzwierciedlenia w dowodzie ludzkim. Odpowiada mu
to, øe do „osoby”, wymienionej w punkcie c, moøna
odwo≥ywaÊ siÍ w dalszej czÍúci tego wπtku dowodu
(punkty d i e). Zwykle w dowodach w jÍzyku naturalnym
nie odróønia siÍ zdania egzystencjalnego jako ca≥oúci
od istnienia úwiadka (co wynika z tego zdania) i jego
w≥asnoúci, które mogπ byÊ wykorzystane w dalszej czÍúci
dowodu.

Kolejna taktyka, exists x z linii 10 odpowiada
kanonicznej regule dowodzenia formu≥y egzystencjalnej
z naturalnej dedukcji: wskazujemy úwiadka x i
przechodzimy do dowodu, øe úwiadek øπdanπ w≥asnoúÊ
faktycznie spe≥nia.
x : Bar

H : ≥Pije x

Pije x æ forall y : Bar, Pije y

aZauwaømy, øe Coq dopisa≥ : Bar w kilku miejscach, poniewaø
widzπc wyraøenia Pije x i Pije y, domyúli≥ siÍ, øe x i y oznaczajπ
goúci baru. Poza tym Coq usunπ≥ kilka niepotrzebnych wed≥ug
niego nawiasów. Oczywiúcie, znaczenie formu≥ nie uleg≥o zmianie.

Formu≥a, którπ mamy teraz do udowodnienia,
jest implikacjπ i znów uøywamy stosownej regu≥y
kanonicznego dowodu z naturalnej dedukcji – za pomocπ
komendy intro w linii 11. Po tej komendzie okazuje siÍ,
øe nasz zbiór lokalnych za≥oøeÒ jest sprzeczny.
x : Bar

H : ≥Pije x

H0 : Pije x

forall y : Bar, Pije y

Coq zauwaøa to po wprowadzeniu komendy
contradiction (linia 12), zamyka wtedy bieøπcy
wπtek dowodu (powyøsze dwie komendy odpowiadajπ
punktom d i e).
This subproof is complete, but there are some

unfocused goals.

Sytuacja poczπtkowa drugiego wπtku dowodu w Coqu
(po znaku + w linii 13) jest nastÍpujπca:
H : ≥(exists y : Bar, ≥Pije y)

exists x : Bar, Pije x æ forall y : Bar, Pije y

Dowód przebiega analogicznie do dowodu ludzkiego,
z tym øe kolejnoúÊ kroków rozumowania musi byÊ
zgodna z regu≥ami naturalnej dedukcji: najpierw
wskazujemy úwiadka formu≥y egzystencjalnej (linia 13
odpowiada punkt j), nastÍpnie przechodzimy do dowodu
nastÍpnika implikacji (linia 14), a na koniec, korzystajπc
z odpowiedniego prawa de Morgana, nazwanego
w Coqu not_ex_not_all, zamieniamy kwantyfikowany
ogólnie cel na formu≥Í, która jest jednym z naszych
za≥oøeÒ. To ostatnie spostrzeøenie przekazujemy Coqowi
instrukcjπ assumption w linii 16, po której nastÍpuje
juø zamkniÍcie ca≥ego dowodu komendπ Qed.

W dowodzie ludzkim, korzystajπc z elastycznoúci
jÍzyka naturalnego, moøna sobie pozwoliÊ na podanie
uzasadnienia dla nastÍpnika implikacji (punkt h) jeszcze
przed wskazaniem úwiadka dla formu≥y egzystencjalnej
(punkt j).

Na koniec wyjaúnijmy, dlaczego twierdzenie intuicyjnie
fa≥szywe daje siÍ udowodniÊ. Wynika to z drobnego
oszustwa opartego na niejednoznacznoúci jÍzyka
naturalnego. Podane twierdzenie w jÍzyku polskim
rozumiemy intuicyjnie tak: w kaødym niepustym barze
jest taka osoba, øe zawsze jeøeli ona pije, to wszyscy
pijπ – co jest oczywistπ nieprawdπ. Natomiast zdanie
to rozumiane w jÍzyku matematyki, jak i dowodzona
w Coqu formu≥a logiczna, opisuje (kaødπ) pojedynczπ
chwilÍ. I dlatego, jak pokazujπ dowody, jest prawdziwe.

Jacek CHRZ•SZCZ

Coq moøna pobraÊ ze strony http://coq.inria.fr (wersja
wymagajπca instalacji). Eksperymentalna wersja on-line jest
dostÍpna na stronie https://x80.org/collacoq/. Po za≥adowaniu
(co moøe potrwaÊ nawet minutÍ) w prawym dolnym rogu
(Packages) naleøy kliknπÊ w chmurkÍ coq-base, powodujπc
za≥adowanie odpowiedniego pakietu. NastÍpnie do lewego panelu
moøna wpisaÊ treúÊ dowodu w Coqu i poruszaÊ siÍ po nim,
uøywajπc strza≥ek w prawym panelu.
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Problem Stopu

Tak zwany Problem Stopu to problem decyzyjny, którego wejúciem jest
jakiú program Q i jakieú dane D, a którego rozwiπzaniem (wyjúciem) jest
stwierdzenie, czy program Q uruchomiony na danych D zakoÒczy swoje
dzia≥ania w skoÒczonym czasie.

Twierdzenie. Problem Stopu jest nierozstrzygalny.

Dowód. Za≥óømy nie wprost, øe Problem Stopu jest rozstrzygalny, a wiÍc, øe
istnieje program P(Q,D), który zawsze (a wiÍc w skoÒczonym czasie dla kaødych
danych) rozstrzyga Problem Stopu. Rozwaømy teraz nastÍpujπcy program P’,
którego wejúciem jest jakiú inny program X:

boolean P’ (program X)

{

if (P(X, X))

{ while (true) do {}; } //wymuszamy pÍtlenie siÍ

else

{ return true; }

}

BÍdziemy siÍ zastanawiaÊ, czy wykonanie P’(P’) zatrzyma siÍ, czy nie.

Najpierw za≥óømy, øe siÍ zatrzyma. Wtedy oczywiúcie (z definicji P)
P(P’,P’) zwraca true. Jednak wówczas z kodu programu P’ (spójrzmy na
warunek po if) wynika, øe P’(P’) siÍ pÍtli w nieskoÒczonoúÊ. SprzecznoúÊ.

Z drugiej strony: za≥óømy, øe P’(P’) siÍ nie zatrzyma. To jednak (znów
analizujemy kod P’) implikuje, øe P(P’,P’) zwraca true, ale to przecieø
oznacza, øe P’(P’) siÍ zatrzymuje. Ponownie uzyskaliúmy sprzecznoúÊ, co koÒczy
dowód. ⇤

Tomasz KAZANA

Indukcja pozaskoÒczona

Indukcja pozaskoÒczona wykorzystywana jest w dowodach istnienia róønych
obiektów matematycznych. G≥ównπ czÍúciπ tego typu dowodu jest definicja
indukcyjna (inaczej: rekurencyjna) funkcji.

Definicje funkcji przez indukcjÍ pozaskoÒczonπ sπ uogólnieniem rekurencyjnych
definicji ciπgów. Rekurencyjna definicja ciπgu (an) sk≥ada siÍ z okreúlenia
wyrazu a0 (lub kilku poczπtkowych wyrazów) tego ciπgu, a nastÍpnie pokazania,
w jaki sposób kaødy kolejny wyraz an (n > 0) zaleøy od wyrazów wczeúniejszych
ai, i < n. Takπ strukturÍ ma nastÍpujπca definicja indukcyjna ciπgu Fibonacciego:
a0 = a1 = 1, an = an≠1 + an≠2 dla n > 1. Jest intuicyjnie oczywiste, øe powyøsza
definicja w jednoznaczny sposób definiuje ciπg: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, . . .

W nastÍpnym przyk≥adzie definicja indukcyjna pewnego ciπgu pos≥uøy nam
do dowodu istnienia funkcji f ze zbioru liczb wymiernych w liczby wymierne
(oznaczane przez Q), która liczby wymierne kaødego przedzia≥u (s, t), gdzie
s, t œ Q i s < t, przekszta≥ca na ca≥y zbiór Q. Zatem funkcja f ma mieÊ tÍ
w≥asnoúÊ, øe dla kaødej trójki liczb wymiernych (s, t, q), gdzie s < t (oznaczmy
zbiór wszystkich takich trójek przez T ), istnieje taka liczba p œ (s, t) fl Q, øe
f(p) = q.

Skorzystamy z tego, øe T jest zbiorem przeliczalnym, czyli takim, którego
elementy moøna ponumerowaÊ liczbami naturalnymi. Innymi s≥owy, istnieje
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ciπg trójek (sn, tn, qn), gdzie n œ N, którego zbiorem wyrazów jest T . Za jego
pomocπ indukcyjnie zdefiniujemy ciπg (pn) taki, øe pn œ (sn, tn) fl Q oraz pn ”= pm

dla wszystkich n, m œ N, o ile n ”= m. Mianowicie, okreúlamy najpierw p0 jako
dowolnπ liczbÍ wymiernπ z przedzia≥u (s0, t0) (np. p0 = t0+s0

2 ). NastÍpnie, jeúli
n > 0 i dane sπ juø wyrazy pi dla i < n, to definiujemy pn jako jednπ z tych
liczb wymiernych przedzia≥u (sn, tn), które sπ róøne od kaødego pi dla i < n.
Wybór pn jest moøliwy, poniewaø w kaødym niepustym przedziale otwartym jest
nieskoÒczenie wiele liczb wymiernych.

Rozwiπzanie zadania F 925.
Kaødy foton odbity od p≥ytki dostarcza
jej pÍd równy �p = p1 ≠ p2, gdzie p1 to
pÍd fotonu padajπcego, a p2 – pÍd fotonu
odbitego. Dla powierzchni doskonale
odbijajπcej pÍdy p1 i p2 majπ tÍ samπ
wartoúÊ p1, ale róøniπ siÍ zwrotem, stπd
zmiana pÍdu p≥ytki wynosi �p = 2p1.
Energia W padajπcych na p≥ytkÍ w ciπgu
1 s fotonów jest z definicji równa
padajπcej na p≥ytkÍ mocy S. Poniewaø
pÍd p fotonu wiπøe siÍ z jego energiπ W

wzorem p = W /c, gdzie c to prÍdkoúÊ
úwiat≥a, wiÍc suma pÍdów fotonów
padajπcych na p≥ytkÍ w czasie 1 s wynosi
S/c, a pÍd uzyskany przez p≥ytkÍ w ciπgu
1 s wynosi 2S/c. Zmiana pÍdu p≥ytki
w ciπgu 1 s, na mocy drugiej zasady
dynamiki, jest równa dzia≥ajπcej sile, wiÍc
F = 2S/c. Poniewaø wychylenie wahad≥a
wiπøe siÍ z si≥π wzorem tg – = mg/F ,
znajdujemy, øe potrzebna moc to
S = m · g · tg – · c/2 (przyjÍliúmy, øe dla
– = 1¶ kπt padania wiπzki nie
zmienia siÍ). Po podstawieniu danych
liczbowych otrzymujemy S = 300 W. Dla
wiπzki úwiat≥a laserowego o úrednicy
1 mm daje to gÍstoúÊ mocy oko≥o
40 kW/cm2, czyli z zakresu gÍstoúci mocy
stosowanych w technologiach ciÍcia
i spawania metali.

Majπc dany ciπg (pn), okreúlamy funkcjÍ f na wszystkich jego wyrazach jako
f(pn) = qn dla n œ N. To gwarantuje, øe funkcja f ma øπdanπ w≥asnoúÊ: kaøda
trójka (s, t, q) œ T jest postaci (sn, tn, qn) dla pewnego n œ N i wówczas p = pn jest
tπ liczbπ wymiernπ z przedzia≥u (s, t), dla której f(p) = q (na pozosta≥ych liczbach
wymiernych, jeúli takie istniejπ, moøna okreúliÊ wartoúci funkcji f jakkolwiek).

Zmodyfikujemy teraz powyøsze rozumowanie tak, by uzyskaÊ funkcjÍ g ze zbioru
liczb rzeczywistych w liczby rzeczywiste (oznaczane przez R), która kaødy
przedzia≥ (a, b), gdzie a, b œ R i a < b, przekszta≥ca na ca≥y zbiór R. Znanych
jest wiele dowodów istnienia takiej funkcji. Przedstawimy tu argument oparty na
indukcji pozaskoÒczonej.

Niech W bÍdzie zbiorem wszystkich takich trójek liczb rzeczywistych (a, b, y), øe
a < b. Jest on nieprzeliczalny, nie moøemy wiÍc jego elementów ponumerowaÊ
liczbami naturalnymi. Skorzystamy jednak z tego, øe istnieje (czego nie
bÍdziemy tu dowodziÊ) wygodny z punktu widzenia naszej sytuacji odpowiednik
zbioru liczb naturalnych, mianowicie zbiór, który oznaczymy przez c, wraz
z relacjπ ∞, ustalajπcπ pewien liniowy porzπdek jego elementów, o nastÍpujπcych
w≥asnoúciach:
1. Wszystkie elementy zbioru W moøna poindeksowaÊ za pomocπ elementów

zbioru c, czyli ustawiÊ w ciπg pozaskoÒczony trójek (a–, b–, y–), gdzie – œ c.
2. Jeúli – jest dowolnym elementem zbioru c oraz {x— : — ª –} jest dowolnym

zbiorem z≥oøonym z liczb rzeczywistych, poindeksowanych elementami
zbioru c, mniejszymi w sensie porzπdku ∞ od –, to w kaødym przedziale (a, b),
gdzie a < b, znajdzie siÍ liczba róøna od wszystkich liczb x— dla — ª –.

3. W kaødym niepustym podzbiorze zbioru c istnieje element najmniejszy
w sensie porzπdku ∞.

Z pomocπ ciπgu pozaskoÒczonego (a–, b–, y–) (zob. warunek 1) przez indukcjÍ
pozaskoÒczonπ zdefiniujemy taki ciπg pozaskoÒczony (x–), øe x– œ (a–, b–)
oraz x— ”= x– dla wszystkich –, — œ c, o ile — ”= –. PostÍpujemy zgodnie ze
schematem wczeúniejszej konstrukcji ciπgu (pn). Mianowicie, jeúli 0 oznacza
najmniejszy w sensie porzπdku ∞ element zbioru c (taki element istnieje na
mocy warunku 3), to okreúlamy najpierw x0 = b0+a0

2 . NastÍpnie, jeúli 0 ª –

i dane sπ juø wyrazy x— dla — ª –, to definiujemy x– jako jednπ z tych liczb
z przedzia≥u (a–, b–), które sπ róøne od kaødego x— dla — ª –. Wybór x– jest
moøliwy na mocy warunku 2.

Wymaga jeszcze uzasadnienia, dlaczego opisana powyøej definicja indukcyjna
prowadzi do jednoznacznego przypisania wartoúci x– wszystkim – œ c. Nieco
upraszczajπc, gdyby zbiór tych – œ c, którym powyøsza definicja indukcyjna
nie przypisa≥a wartoúci, by≥ niepusty, to na mocy warunku 3. istnia≥by w nim
najmniejszy element, powiedzmy –0. Wówczas 0 ª –0, gdyø wyraz x0 zosta≥
zdefiniowany. Ponadto, na mocy definicji –0 zdefiniowane by≥yby wszystkie
wyrazy x— dla — ª –0. To jednak – jak widzieliúmy powyøej – umoøliwia≥oby
zdefiniowanie wyrazu x–0 , co prowadzi≥oby do sprzecznoúci z definicjπ
elementu –0.

Na koniec, majπc dany ciπg pozaskoÒczony (x–), okreúlamy funkcjÍ g na
wszystkich jego wyrazach jako g(x–) = y– dla kaødego – œ c (por. warunek 1).
Podobnie jak w przypadku funkcji f to juø wystarczy, by funkcja g mia≥a
øπdanπ w≥asnoúÊ, co koÒczy dowód. ⇤

Rozwiπzanie zadania F 926.
Przy zanurzeniu na szukanπ g≥ÍbokoúÊ H

úrednia gÍstoúÊ nurka powinna byÊ równa
gÍstoúci wody, a wiÍc jego objÍtoúÊ
powinna byÊ równa m/Í = 80 l, gdzie
Í = 103 kg/m3 to gÍstoúÊ wody.
Zmniejszenie objÍtoúci cia≥a o wielkoúÊ
�v = V ≠ m/Í = 2 nastπpi – praktycznie
biorπc – tylko w efekcie sprÍøenia
powietrza w p≥ucach, którego objÍtoúÊ
zmaleje do v ≠ �v = 3 l. Przyjmujπc, øe
sprÍøenie nastÍpuje w sta≥ej temperaturze,
moøna zastosowaÊ prawo
Boyle’a–Mariotte’a:

p0v = (p0 + ÍgH)(v ≠ �v),

gdzie p0 = 105 Pa to ciúnienie
atmosferyczne. Stπd otrzymujemy, øe
nurek moøe wyp≥ynπÊ, nie wykonujπc
øadnych ruchów, z g≥Íbokoúci nieco
mniejszej od

H =
p0

Íg
·

�v

v ≠ �v
=

=
p0

Íg
·

ÍV ≠ m

m ≠ Í(V ≠ v)
¥ 7 m. Piotr ZAKRZEWSKI
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Dwa dowody jednego twierdzenia

Przypomnijmy: zbiory A i B sπ równoliczne, gdy istnieje
funkcja róønowartoúciowa z A na B (lub – równowaønie –
z B na A).
Twierdzenie. Zbiór wszystkich liczb rzeczywistych R
nie jest równoliczny ze zbiorem wszystkich liczb
naturalnych N.
Dowód przekπtniowy

Gwoli jednoznacznoúci przyjmijmy, øe kaødπ niezerowπ
liczbÍ z przedzia≥u [0, 1] reprezentujemy przez jej
rozwiniÍcie dziesiÍtne, w którym jest nieskoÒczenie
wiele cyfr niezerowych (a wiÍc, na przyk≥ad, 1/4 jest
reprezentowana przez 0,24(9), a nie 0,25). Wówczas
kaøda liczba rzeczywista z przedzia≥u [0, 1] ma dok≥adnie
jednπ reprezentacjÍ dziesiÍtnπ. Niech f : N æ [0, 1] bÍdzie
dowolnπ funkcjπ z N w przedzia≥ domkniÍty [0, 1], czyli
ciπgiem o wyrazach rzeczywistych naleøπcych do tego
przedzia≥u, i niech f(k) = 0, ak1ak2ak3 . . ., gdzie akm

oznacza m-tπ cyfrÍ po przecinku liczby f(k). Niech dalej
bk = 4, gdy akk ”= 4 oraz bk = 5, gdy akk = 4.

Wówczas liczba b = 0, b1b2b3 . . . naleøy do przedzia≥u
[0, 1] i nie jest wyrazem ciπgu f . Rzeczywiúcie: b ”= f(1),
bo b1 ”= a11, podobnie b ”= f(2), bo b2 ”= a22 i tak dalej.
Ogólniej, dla kaødej liczby naturalnej k, bk ”= akk, co
oznacza, øe b ”= f(k).
Wobec dowolnoúci wyboru funkcji f moøemy stwierdziÊ,
øe nie istnieje funkcja z N w [0, 1], której zbiór wartoúci
wyczerpywa≥by przedzia≥ [0, 1]; tym bardziej nie istnieje
funkcja z N na ca≥e R. ⇤
Dowód analityczny

Jak poprzednio, niech f : N æ [0, 1] bÍdzie dowolnπ
funkcjπ z N w przedzia≥ domkniÍty [0, 1], czyli

ciπgiem o wyrazach rzeczywistych naleøπcych do tego
przedzia≥u.

Niech f(k) = ck dla k œ N. Podzielmy przedzia≥ [0, 1]
na trzy domkniÍte podprzedzia≥y o d≥ugoúci 1/3 kaødy
i niech [a0, b0] bÍdzie takim z nich, do którego nie naleøy
c0. Tak wiÍc [a0, b0] µ [0, 1], b0 ≠ a0 = 1

3 oraz c0 ”œ [a0, b0].
Za≥óømy, øe dla k œ N zdefiniowaliúmy juø przedzia≥
[ak, bk] tak, øe [ak, bk] µ [0, 1], bk ≠ ak = 1

3k+1 oraz
ck ”œ [ak, bk]. Wówczas dzielimy przedzia≥ [ak, bk] na trzy
domkniÍte podprzedzia≥y równej d≥ugoúci i definiujemy
[ak+1, bk+1] jako ten podprzedzia≥, do którego nie naleøy
ck+1. Mamy wtedy:

[ak+1, bk+1] µ [ak, bk], bk+1 ≠ ak+1 = 1
3k+2

oraz ck+1 ”œ [ak+1, bk+1].
W ten sposób na mocy indukcji otrzymujemy taki ciπg
przedzia≥ów [an, bn], øe dla kaødej liczby naturalnej n

[an+1, bn+1] µ [an, bn] µ [0, 1], bn ≠ an = 1
3n+1

oraz cn ”œ [an, bn].
Ciπg (an) jest niemalejπcy i ograniczony z góry przez 1,
ciπg (bn) jest nierosnπcy i ograniczony z do≥u przez 0,
zatem oba te ciπgi sπ zbieøne i majπ wspólnπ granicÍ,
gdyø ciπg (bn ≠ an) dπøy do 0; nazwijmy jπ c. Ponadto
dla kaødej liczby naturalnej n, c œ [an, bn], podczas gdy
cn ”œ [an, bn]. Wniosek: c ”= cn dla kaødego n.

Tak wiÍc nie istnieje funkcja z N w [0, 1], której zbiór
wartoúci wyczerpywa≥by przedzia≥ [0, 1]; tym bardziej nie
istnieje funkcja z N na ca≥e R.

Wiktor BARTOL

Rozwiπzanie zadania M 1527. Aby udowodniÊ równowaønoúÊ,
wykaøemy osobno dwie implikacje.

Ponumerujmy osoby obecne na przyjÍciu liczbami od 1 do n

oraz oznaczmy liczbÍ wszystkich powitaÒ przez M = n(n ≠ 1)/2.
Niech Ÿm bÍdzie permutacjπ zbioru {1, 2, . . . , n}, która liczbie i

przyporzπdkowuje numer osoby, majπcej na g≥owie kapelusz i-tej osoby
po m-tym powitaniu. Mamy wiÍc Ÿ0 = id oraz Ÿ¸ = (i j)Ÿ¸≠1, gdzie
(i j) jest transpozycjπ, a i, j to numery osób uczestniczπcych w ¸-tym
powitaniu.

Wobec tego ŸM jest iloczynem M transpozycji (wszystkich moøliwych
par elementów zbioru {1, 2, . . . , n}). Z drugiej strony, w myúl warunków
zadania, ŸM = id. Poniewaø identycznoúÊ jest permutacjπ parzystπ,
wiÍc wynika z tego, øe 2 | M, skπd uzyskujemy 4 | n(n ≠ 1). To oznacza,
øe jeøeli opisana sytuacja jest moøliwa, to n daje resztÍ 0 lub 1 przy
dzieleniu przez 4.

Aby uzasadniÊ, øe dla kaødego n dajπcego resztÍ 0 lub 1 przy dzieleniu
przez 4 istnieje kolejnoúÊ powitaÒ prowadzπca do opisanej w treúci
zadania sytuacji, przeprowadzimy dowód indukcyjny.

Jeøeli n = 4, to bezpoúrednio sprawdzamy, øe
(2 3)(1 4)(2 4)(1 3)(3 4)(1 2) = id,

wiÍc wystarczy, øe najpierw przywitajπ siÍ osoby 1 i 2, potem 3 i 4 itd.

PrzypuúÊmy, øe dla pewnego n = 4k mamy odpowiedniπ kolejnoúÊ
powitaÒ, czyli odpowiedni iloczyn transpozycji. Aby uzyskaÊ
odpowiedniπ kolejnoúÊ dla n + 1 = 4k + 1, dokonajmy nastÍpujπcych
zmian w tym iloczynie:

(i i + 1) ‘æ (n + 1 i)(i i + 1)(n + 1 i + 1)
dla i = 1, 3, 5, . . . , n ≠ 1. W ten sposób uzupe≥niliúmy iloczyn o n

transpozycji (odpowiadajπcych powitaniom z „nowπ” osobπ numer
n + 1) i ≥atwo sprawdziÊ, øe warunki zadania dla nowej kolejnoúci sπ
spe≥nione.

Z kolei aby uzyskaÊ odpowiedniπ kolejnoúÊ dla n + 4 = 4(k + 1) osób,
dokonujemy podobnych zmian:
(i i + 1) ‘æ (n + 4 i)(n + 3 i)(n + 2 i)(n + 1 i)(i i + 1)(n + 1 i + 1)

(n + 2 i + 1)(n + 3 i + 3)(n + 4 i + 4)
dla i = 1, 3, 5, . . . , n ≠ 1 oraz do≥πczamy (w dowolnym miejscu) zestaw
szeúciu kolejno po sobie nastÍpujπcych powitaÒ czterech nowych osób:
(n + 2 n + 3)(n + 1 n + 4)(n + 2 n + 4)(n + 1 n + 3)

(n + 3 n + 4)(n + 1 n + 2).

W ten sposób rozszerzyliúmy kolejnoúÊ powitaÒ w taki sposób, øe znów
po nastπpieniu wszystkich kaødy ma znów swój kapelusz przy 4(k + 1)
osobach. To koÒczy dowód indukcyjny. ⇤
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Ma≥e Twierdzenie Fermata

Twierdzenie. Dla dowolnej liczby naturalnej n oraz dowolnej liczby pierwszej p

liczba n
p ≠ n dzieli siÍ przez p.

Zaprezentowane tu rozumowanie pochodzi
z ksiπøki Henryka Paw≥owskiego pt.
„Kó≥ko Matematyczne dla
Olimpijczyków”, która dla autora tego
tekstu jest po prostu waøna.

Dowód. BÍdziemy rozwaøaÊ „ko≥a fortuny” o p segmentach. Pytamy, ile istnieje
róønych takich kó≥, przy za≥oøeniu, øe mamy dostÍpne n kolorów. Oczywiúcie,
gdyby ko≥o by≥o nieruchome, mielibyúmy n

p takich kó≥ (kaødy z p segmentów
kolorujemy niezaleønie na jeden z n kolorów).

Gdy uwzglÍdniamy moøliwoúÊ obracania ko≥a, zauwaøamy, øe metoda podana
wyøej nie moøe byÊ poprawna, bo niektóre ko≥a liczone sπ wiÍcej niø raz.
Konkretniej: prawid≥owo (a wiÍc jednokrotnie) liczone sπ tylko ko≥a jednobarwne.
Natomiast kaøde ko≥o niejednobarwne liczone jest dok≥adnie p razy — kaødy
kolejny obrót o jeden segment daje inny obrazek (dlaczego?).

Skoro kó≥ jednobarwnych jest n, to róønych kó≥ niejednobarwnych liczonych
przy za≥oøeniu nieruchomoúci jest n

p ≠ n. To oznacza, øe róønych prawdziwych
(obrotowych) niejednobarwnych kó≥ fortuny jest dok≥adnie n

p≠n

p
. Ostatnia liczba

jest, oczywiúcie, ca≥kowita, a to koÒczy dowód tezy. ⇤
Wniosek: jeúli n nie dzieli siÍ przez liczbÍ pierwszπ p, to zachodzi p

--np≠1 ≠ 1.
Czasem sam ten wniosek nazywa siÍ Ma≥ym Twierdzeniem Fermata.

Tomasz KAZANA

Interpretacja kombinatoryczna

W tym artykule chcemy zaprezentowaÊ pewnπ technikÍ dowodowπ zwanπ
interpretacjπ kombinatorycznπ. Metoda ta pokazana bÍdzie w dzia≥aniu:
podajemy dwa zadania wraz z rozwiπzaniami, które sπ ilustracjπ tematu.

1. Wyznacz liczbÍ podzbiorów zbioru {1, . . . , 3n}, które nie zawierajπ dwóch
liczb róøniπcych siÍ o n.

Odp. Dla kaødego i œ {1, . . . , n} jest dok≥adnie piÍÊ moøliwoúci opisujπcych,
które z liczb i, i + n, i + 2n naleøπ do podzbioru spe≥niajπcego warunek zadania.
Mianowicie:
(a) øadna z nich nie naleøy;
(b) tylko i naleøy;
(c) tylko i + n naleøy;
(d) tylko i + 2n naleøy;
(e) liczby i oraz i + 2n naleøπ (natomiast i + n nie naleøy).
Poniewaø dla róønych i, j œ {1, . . . , n} moøliwoúci te sπ niezaleøne, to liczba
szukanych pozdbiorów wynosi 5n.

2. Udowodnij toøsamoúÊ
q

k

!
n

k

"
Fk = F2n (Fn oznacza n-tπ liczbÍ Fibonacciego,

czyli rozwiπzanie równania rekurencyjnego F0 = 0, F1 = 1, Fn = Fn≠1 + Fn≠2
dla n > 2, a zarazem liczbÍ pokryÊ paska 1 ◊ (n ≠ 1) kwadratami 1 ◊ 1
i prostokπtami 1 ◊ 2).

Odp. Zgodnie z uwagπ wyøej, prawa strona to liczba pokryÊ paska
1 ◊ (2n ≠ 1) kwadratami 1 ◊ 1 i prostokπtami 1 ◊ 2. Kaøde takie pokrycie
musi zawieraÊ co najmniej n elementów, w tym co najmniej jeden kwadrat.
Jeúli w pokryciu wúród pierwszych n elementów jest dok≥adnie k kwadratów
(i n ≠ k prostokπtów 1 ◊ 2), to moøna je rozmieúciÊ na

!
n

k

"
sposobów

i pokrywajπ one w sumie prostokπt 1 ◊ (k + 2(n ≠ k)). Pozosta≥y fragment
paska 1 ◊ (k ≠ 1) moøna pokryÊ na Fk sposobów. TÍ drugπ interpretacjÍ
opisuje lewa strona toøsamoúci, stπd teza. ⇤

Adam MALINOWSKI
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W dowodzie (chyba) by≥ b≥πd

S≥awny problem „ile diab≥ów mieúci siÍ na ostrzu szpilki” istotnie bywa≥Tomasz z Akwinu (1225–1274), jeden
z najznakomitszych teologów w historii
Koúcio≥a, kanonizowany w 1323 roku.

Jego najwaøniejsze dzie≥o Summa
Theologiae (1268–1273) od pontyfikatu
Leona XIII (1878–1903) uznane jest za
fundamentalne dla teologii katolickiej.

Jan z Damaszku (675–749), ostatni
wspólny teolog i úwiÍty katolików
i prawos≥awnych. Jego takøe Leon XIII
podniós≥ do godnoúci doktora Koúcio≥a.

Arystoteles wyjaúnia to na przyk≥adzie
kamiennego posπgu: jego przyczynπ
materialnπ jest kamieÒ. Podobnie, aby
daÊ przyk≥ad nieco bardziej wspó≥czesny,
materialnπ przyczynπ Delty jest papier
o gramaturze 80 g i farba drukarska.

W przypadku posπgu przyczynπ formalnπ
jest jego kszta≥t, w przypadku Delty –
treúÊ jej artyku≥ów.

Dla posπgu przyczynπ sprawczπ jest
rzeübiarz lub on i zamawiajπcy, a úciúlej
decyzja rzeübiarza, by wykonaÊ posπg.
PrzyczynÍ sprawczπ Delty redakcja nam
wykreúli≥a.
Przyczynπ celowπ posπgu jest ozdobienie
parku, a w przypadku Delty? – to
pozostawmy Czytelnikom.

rozpatrywany, z tym øe takie sformu≥owanie problemu jest juø dzie≥em
renesansowych przeúmiewców. Powaønie problem ten rozpatrywa≥ Tomasz
z Akwinu w Summa Theologiae, czÍúÊ II (O anio≥ach), rozdzia≥ LII §3: Czy wielu
anio≥ów moøe byÊ równoczeúnie w tem samem miejscu?
Niektórych Czytelników moøe zaskoczyÊ ta zmiana: chodzi ostatecznie o diab≥y
czy anio≥y? Nie ma tu øadnej zmiany! Kaødy diabe≥ jest równieø anio≥em, jak
to wynika z tego, co pisze wspomniany Tomasz z Akwinu, zwany z racji swej
wiedzy o anio≥ach Doctor Angelicus, w rozdziale LXII §1 oraz LXIII §8 i §9.
Duøo powaøniejsza zmiana mog≥a umknπÊ uwagi wielu Czytelników: w jednym
sformu≥owaniu mówi siÍ o ostrzu szpilki, a w drugim o miejscu. Jest to róønica
bardzo istotna: ostrze szpilki ma symbolizowaÊ punkt, natomiast o pojÍciu
miejsca Akwinas mówi (LII, §2): Jednak co do tego pomylili siÍ niektórzy.
Jedni bowiem, nie potrafiπc wyjúÊ poza wyobraüniÍ, przypuúcili niepodzielnoúÊ
anio≥a na sposób niepodzielnoúci punktu i dlatego myúleli, øe anio≥ moøe byÊ
tylko w miejscu, które jest punktem. Lecz jest oczywistem, øe siÍ omylili; punkt
bowiem jest czymú niepodzielnym, majπcym po≥oøenie, lecz anio≥ jest niepodzielny
istniejπc poza rodzajem iloúci i po≥oøenia. Stπd nie potrzeba, by anio≥ mia≥
okreúlone jedno miejsce niepodzielne co do po≥oøenia, lecz czy to podzielne,
czy niepodzielne, czy wiÍksze, czy mniejsze, wed≥ug tego, jak z wolnej woli
stosuje swπ moc do cia≥a wiÍkszego lub mniejszego. W tej sytuacji przez miejsce
bÍdziemy rozumieli dowolny podzbiór trójwymiarowej przestrzeni euklidesowej.
Gdy bÍdziemy rozpatrywaÊ, ilu anio≥ów moøe byÊ w jednym miejscu, musimy
wiedzieÊ, co to znaczy, øe anio≥ jest w jakimú miejscu. Doctor Angelicus mówi
(ibidem):
. . . anio≥ jest w miejscu, przez zastosowanie swej mocy do tego miejsca,. . .
Jeszcze dobitniej wyraøa tÍ myúl Damascen (II de Fid. Orth. cap. 3):
. . . gdzie anio≥ dzia≥a, tam jest.
Tomasz powo≥uje siÍ zresztπ (LII §2) na ten cytat. Moøemy zatem powiedzieÊ:
(1) Anio≥ jest w miejscu X wtedy i tylko wtedy, gdy jest przyczynπ zdarzeÒ
zachodzπcych w tym miejscu.
Na tytu≥owe pytanie Akwinas odpowiada nastÍpujπco (ibidem §3):
. . . dwaj anio≥owie nie istniejπ równoczeúnie w tem samem miejscu.
Do takiego wniosku doprowadza go (ibidem) nastÍpujπce rozumowanie:
(ı) A ta jest tego przyczyna, øe jest niemoøliwem, by dwie przyczyny zupe≥ne

by≥y bezpoúrednimi przyczynami jednej i tej samej rzeczy. Jest to jasnem
w kaødym rodzaju przyczyn. . .

Aby wyjaúniÊ szczegó≥y tego rozumowania, wyjaúniÊ owo Jest jasnem. . .
zajrzyjmy do Arystotelesa (Fizyka II §3, str. 194b–195a), gdzie znajduje siÍ
klasyfikacja przyczyn. Filozof podaje tam nastÍpujπce przyczyny:
1) Przyczyna materialna – ma to byÊ materia, z której zrobiony jest skutek.
Oczywiúcie
(2) anio≥ nie moøe byÊ przyczynπ materialnπ zjawisk cielesnych, poniewaø sam
jest niecielesny.
Tomasz w zapowiedzi rozdzia≥u L pisze: NastÍpnie naleøy rozwaøaÊ [. . . ]
o stworzeniu czysto duchowem, które w Piúmie åw. nazywa siÍ anio≥em,. . .
2) Przyczyna formalna – ma to byÊ forma, jakπ przybiera skutek.
(3) Anio≥ nie moøe byÊ przyczynπ formalnπ zjawisk cielesnych.
3) Przyczyna sprawcza – jest to istota lub zjawisko, które powoduje skutek.
4) Przyczyna celowa – jest to to, po co zdarzenie zachodzi.
WróÊmy do Tomaszowego rozumowania. Mamy zatem wykazaÊ, øe w dowolnym
miejscu moøe byÊ tylko jeden anio≥, czyli musimy wykazaÊ, øe jeúli anio≥y A1
i A2 sπ w miejscu X, to A1 = A2, czyli øe A1 i i A2 to ten sam anio≥.
Za≥óømy, øe A1 i A2 sπ w miejscu X. Oznacza to po prostu, øe anio≥y A1 i A2
sπ przyczynami zjawisk zachodzπcych w miejscu X. Wobec za≥oøeÒ (2) i (3)

moøliwe sπ trzy przypadki, oznaczmy je a), b) i c).
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a) Oba anio≥y sπ przyczynami sprawczymi.
Ten przypadek zdaje siÍ wynikaÊ ze s≥owa zupe≥ny w cytacie (ı). Jak siÍ zdaje,
Tomasz przyjmuje w tym miejscu za≥oøenie:
(4) Jeúli anio≥ A1 jest przyczynπ sprawczπ zdarzeÒ w miejscu X, a anio≥ A2 jest
przyczynπ sprawczπ w tym samym miejscu, to A1 i A2 sπ tym samym anio≥em.

b) Oba anio≥y sπ przyczynami celowymi.
W tym przypadku rozumowanie opiera siÍ o pewne prawa dzia≥aÒ celowych:
(5) Kaøde dzia≥anie jest celowe.
(6) Kaøde dzia≥anie ma tylko jeden cel.
Gdyby zatem róøne anio≥y by≥y przyczynami celowymi zdarzeÒ w miejscu X,
musia≥yby odbywaÊ siÍ w miejscu X dwa dzia≥ania, a wiÍc dwaj anio≥owie
musieliby byÊ przyczynami sprawczymi w miejscu X. MoøliwoúÊ ta zosta≥a
wykluczona w przypadku a).

c) Jeden z anio≥ów jest przyczynπ sprawczπ, a drugi celowπ.
Jak nam siÍ wydaje, przypadek ten zosta≥ przez AkwinatÍ przeoczony. PrzyjÍcie
odpowiedniego za≥oøenia nie jest dostatecznie uzasadnione tekstem Summa
Theologiae. ByÊ moøe wiÍc Doctor Angelicus pope≥ni≥ w tym miejscu b≥πd
w rozumowaniu.

Marcin MOSTOWSKI, Les≥aw W. SZCZERBA
Jest to nieznaczny skrót artyku≥u z Delty 12/1979.

Na úcieøce rezolucji

Naszπ wiedzÍ o zjawiskach lub przedmiotach wygodnie jest zapisywaÊ
w postaci koniunkcji wyraøanej za pomocπ spójnika „i” (np. w ten sposób
moøna powiedzieÊ, øe kaczki majπ skrzyd≥a i latajπ). Niestety, taki format nie
sprawdza siÍ dobrze, gdy nasz s≥ownik do opisu rzeczywistoúci jest niepe≥ny,
a w≥asnoúci zmieniajπ siÍ w zaleønoúci od obserwacji (np. jeúli nie mamy
w s≥owniku moøliwoúci mówienia o m≥odych kaczkach, a widzimy, øe takie nieTu warto poszperaÊ w Internecie na temat

angielskojÍzycznego terminu duck typing. latajπ, to pozostaje nam opisaÊ tÍ rzeczywistoúÊ stwierdzeniem korzystajπcym
z alternatywy wyraøanej za pomocπ spójnika „lub”: kaczka lata lub nie lata i ma
skrzyd≥a). Ujmujπc to symbolicznie, moøemy przyjπÊ, øe wiedzÍ wygodnie siÍ
zapisuje siÍ w formacie koniunkcji alternatyw

(Ï1
1 ‚ · · · ‚ Ï

1
i1) · · · · · (Ïn

1 ‚ · · · ‚ Ï
n

in
)

gdzie kaøde z Ï
i

j
jest litera≥em, czyli albo zdaniem atomowym (inaczej zwanym

faktem), albo zaprzeczeniem zdania atomowego. Takπ postaÊ zdania logicznego
nazywamy koniunkcyjnπ postaciπ normalnπ. Tego rodzaju wyraøenia moøna teø

Wiadomo, øe zapis klauzulowy ma
charakter pe≥ny – wszystkie zdania
klasycznego rachunku zdaÒ dajπ siÍ
równowaønie zapisaÊ w koniunkcyjnej
postaci normalnej, a wiÍc w postaci
klauzulowej.

zapisaÊ w postaci
{Ï

1
1, . . . , Ï

1
i1}, . . . , {Ï

n

1 , . . . , Ï
n

in
}

zwanej klauzulowπ postaciπ formu≥y, przy czym wyraøenia {Ï
j

1, . . . , Ï
j

ij
} nazywa

siÍ klauzulami.

Zbudujmy teraz ma≥π bazÍ faktów (którπ moøna teø nazywaÊ bazπ danych)
ujÍtych w postaci klauzul. Ta nasza baza bÍdzie opisywa≥a widoczny tu
obok graf z≥oøony z czterech wierzcho≥ków p, q, r, s oraz trzech krawÍdzi
(p, q), (r, q), (s, q). BÍdziemy starali siÍ w tym grafie wypatrzeÊ úcieøkÍ Hamiltona

p

q

r

s

(której tam zresztπ nie ma). Dla tych, którzy nie wiedzπ, albo nie pamiÍtajπ:
úcieøka Hamiltona to ciπg wszystkich wierzcho≥ków grafu, w którym (1)
kaøde kolejne wierzcho≥ki sπ po≥πczone krawÍdziπ, (2) nie mogπ wystÍpowaÊ
powtórzenia. Baza bÍdzie operowa≥a faktami postaci pi, qi, ri, si, które oznaczajπ,
øe odpowiedni wierzcho≥ek znajduje siÍ na i-tym miejscu hipotetycznej úcieøki
Hamiltona. Oto jak wyglπda zawartoúÊ bazy:
1. {p1, p2, p3, p4}, {q1, q2, q3, q4}, {r1, r2, r3, r4}, {s1, s2, s3, s4}

(kaødy wierzcho≥ek musi siÍ pojawiÊ na úcieøce),
2. {¬p1, ¬p2} {¬p1, ¬p3}, . . . , {¬p3, ¬p4}, . . . , {¬s3, ¬s4}

(øaden wierzcho≥ek nie pojawia siÍ na úcieøce dwa razy),
3. {p1, q1, r1, s1}, {p2, q2, r2, s2}, {p3, q3, r3, s3}, {p4, q4, r4, s4},

(kaøda pozycja na úcieøce musi byÊ zajÍta),
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4. {¬p1, ¬q1}, . . . , {¬r1, ¬s1}, . . . , {¬r4, ¬s4}
(øadne dwa róøne wierzcho≥ki nie zajmujπ tego samego miejsca w ciπgu),

5. {¬p1, ¬r2}, {¬p1, ¬s2}, {¬p2, ¬r3}, {¬p2, ¬s3}, {¬p3, ¬r4}, {¬p3, ¬s4},. . . ,
{¬s3, ¬r4}
(wierzcho≥ki niepo≥πczone krawÍdziπ nie mogπ sπsiadowaÊ na úcieøce).

Moøemy teraz pobawiÊ siÍ jej zawartoúciπ. Do tego wykorzystamy regu≥Í
rezolucji, która ma nastÍpujπcπ postaÊ:

{Ï1, . . . , Ïk≠1, ¬p, Ïk+1 . . . , Ïn}, {Â1, . . . , Âl≠1, p, Âl+1, . . . , Âm}
{Ï1, . . . , Ïk≠1, Ïk+1, . . . Ïn, Â1, . . . , Âl≠1, Âl+1, . . . , Âm}

Powyøsze wzory majπ nastÍpujπce znaczenie: Jeúli w bazie faktów mamy
dwie klauzule, z których jedna zawiera fakt, a druga jego negacjÍ, to moøna
te klauzule po≥πczyÊ, pozbywajπc siÍ przy tym owego faktu i jego negacji.
Nowo powsta≥a klauzula jest dok≥adana do bazy. IstotÍ dzia≥ania tej regu≥y
≥atwiej zrozumieÊ, jeúli uúwiadomimy sobie, øe w logice klasycznej formu≥a
¬p ‚ RESZTA jest równowaøna implikacji „jeúli p, to RESZTA”. Takπ w≥aúnie
postaÊ ma pierwsza przedstawiona jawnie klauzula w regule rezolucji. Skoro
zatem w drugiej klauzuli mamy w alternatywie p, to zastπpienie tegoø przez coú,
co z p wynika, powinno daÊ wniosek spójny z dotychczasowπ wiedzπ.

Przedstawiona tutaj konstrukcja da siÍ
uogólniÊ tak, by da≥a dowód tzw. redukcji
problemu braku úcieøki Hamiltonowskiej
do problemu dowodliwoúci w rachunku
zdaÒ. Oba problemy naleøπ do klasy tzw.
problemów co-NP-zupe≥nych. Dla
problemów z tej klasy nie sπ znane
algorytmy rozwiπzujπce je w czasie
wielomianowym.

Spójne z naszym rozumieniem powyøszej bazy faktów by≥oby dojúcie do
sprzecznoúci, która w formalizmie klauzulowym jest reprezentowana jako pusta
klauzula {}. Moøna zatem teraz postawiÊ konkretne zadanie: jak za pomocπ
rezolucji dojúÊ do bazy danych, w której bÍdziemy mieli takπ pustπ klauzulÍ?

Gdybyúmy mieli przeprowadziÊ rozumowanie udowadniajπce brak úcieøki
Hamiltonowskiej, zapewne postπpilibyúmy jakoú tak. Gdyby úcieøka zaczyna≥a
siÍ od p, wiod≥aby do q, a potem do r lub s. W pierwszym przypadku nie
moglibyúmy dojúÊ do s, w drugim nie moglibyúmy dojúÊ do r. Zatem úcieøka
Hamiltonowska nie mog≥aby siÍ zaczynaÊ od p. Ze wzglÍdu na symetriÍ grafu
analogiczny argument zadzia≥a dla r i s. Gdyby úcieøka zaczyna≥a siÍ od q, to
prowadzi≥aby po pierwszym kroku do p, r lub s. W kaødym z tych przypadków
nie mog≥aby dojúÊ do innych wierzcho≥ków, w szczególnoúci odpowiednio do r, s

i p. Skoro rozwaøyliúmy wszystkie moøliwe poczπtki i dla øadnego z nich úcieøki
nie by≥o, to taka úcieøka nie istnieje.

Tego rodzaju rozumowania nie da siÍ uproúciÊ (zmniejszyÊ liczby analizowanych
przypadków) za pomocπ regu≥y rezolucji, bo nie pozwala ona na uwzglÍdnienie
symetrii. Zatem dowód z niej korzystajπcy bÍdzie musia≥ rozwaøyÊ bezpoúrednio
wszystkie przypadki. Jest ich duøo, spróbujmy jednak je sobie przynajmniej
w czÍúci wyobraziÊ.

W powyøszym szkicu istotne znaczenie ma sytuacja, gdy stwierdzamy, øeDla zmÍczonych rÍcznym poszukiwaniem
klauzuli: na stronie logictools.org

znajduje siÍ automat, który korzystajπc
z zasady rezolucji, dochodzi do
oczekiwanej tutaj sprzecznoúci.

nie moøe byÊ úcieøki postaci p, q, r, s. Wiedza ta jest opisywana klauzulπ
{¬p1, ¬q2, ¬r3, ¬s4}. Spróbujmy zobaczyÊ, jak jπ uzyskaÊ. Moøemy wyjúÊ
z klauzuli {p2, q2, r2, s2} z grupy (3) i uøyÊ rezolucji z klauzulπ {¬p1, ¬r2}
z grupy (5). Uzyskamy w ten sposób {¬p1, p2, q2, s2}. NastÍpne dwa kroki
polegajπce na po≥πczeniu klauzul {¬p1, ¬s2}, {¬p1, ¬p2} z kolejnymi klauzulami
wynikowymi doprowadzajπ nas do {¬p1, q2}. Nieco innπ drogπ z {p2, q2, r2, s2}
dostajemy {q2, ¬r3}, zaú z {p3, q3, r3, s3}, klauzulÍ {¬s4, q3}. Tak uzyskane trzy
klauzule po≥πczone przez rezolucjÍ z {¬q2, ¬q3} z grupy (2) dadzπ oczekiwane
{¬p1, ¬q2, ¬r3, ¬s4} (tu trzeba zwróciÊ uwagÍ, øe klauzule sπ zbiorami, wiÍc
moøemy skorzystaÊ z trzech kopii ¬q2 w klauzuli {¬q2, ¬q3}).

Jak widaÊ, za pomocπ ma≥ych kroczków rezolucji da siÍ wykonywaÊ wiÍksze
kroki rozumowania. Jest to ømudne i wymaga nieco pomys≥owoúci (chwilÍ
trzeba pomyúleÊ, aby zgadnπÊ, od której klauzuli zaczπÊ; a tak przy okazji:
ciekawπ ≥amig≥ówkπ jest pytanie, jak dojúÊ do klauzuli mówiπcych, øe niemoøliwe
sπ úcieøki startujπce od q; jeszcze ciekawszπ – jak wykonaÊ za pomocπ
przedstawionych tutaj klauzul mówiπcych o braku úcieøek, ostatni krok,
dochodzπcy do sprzecznoúci). To wada, ale zaletπ jest prostota metody – ≥atwo
to zaprogramowaÊ. Ze ømudnoúciπ komputery jakoú sobie radzπ. Stπd metoda
rezolucji jest jednπ z podstawowych technik w automatycznym dowodzeniu
twierdzeÒ.

Aleksy SCHUBERT
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Informatyczny kπcik olimpijski (104): Obcy

W tym odcinku prezentujemy najtrudniejsze zadanie

z zesz≥orocznej MiÍdzynarodowej Olimpiady Informatycznej.

Nad obcπ planetπ ma przelecieÊ statek badawczy, którego

za≥oga chce sfotografowaÊ interesujπce obszary planety.

Na powierzchniÍ planety naniesiono kwadratowπ siatkÍ

o rozmiarach m ◊ m podzielonπ na pola rozmiaru 1 ◊ 1. Statek

badawczy bÍdzie poruszaÊ siÍ nad g≥ównπ przekπtnπ tej siatki,

to znaczy od lewego górnego do prawego dolnego rogu. Kaøde

wykonane zdjÍcie obejmie kwadratowy obszar, który sk≥ada

siÍ z pewnej liczby ca≥ych pól i którego przekπtna leøy na

g≥ównej przekπtnej ca≥ej siatki. Na potrzeby opisu kaødy taki

kwadratowy obszar nazwiemy poprawnym kwadratem.

Danych jest n interesujπcych pól. Naszym celem jest tak

zaplanowaÊ wykonanie k zdjÍÊ, by kaøde interesujπce pole

zosta≥o sfotografowane. Dodatkowo naszym celem jest

zminimalizowanie kosztu rozwiπzania, za który przyjmujemy

≥πcznπ liczbÍ sfotografowanych pól, przy czym wielokrotnie

sfotografowane pola liczymy tylko raz. Wartoúci n, m i k sπ

rzÍdu 100 000.

Zacznijmy od prostego spostrzeøenia. Rozwaømy pewne

interesujπce pole r i najmniejszy poprawny kwadrat t, który

je zawiera. Wówczas poprawne kwadraty zawierajπce pole r

to dok≥adnie te, których g≥ówna przekπtna zawiera g≥ównπ

przekπtnπ t.

DziÍki takiemu spojrzeniu nasz problem staje siÍ poniekπd

jednowymiarowy. Kaøde interesujπce pole wyznacza pewien

przedzia≥ na prostej zawierajπcej g≥ównπ przekπtnπ siatki.

£πcznie danych jest n takich przedzia≥ów. Naszym celem

jest zaznaczenie k odcinków na tej prostej (kaødy odcinek

wyznacza jeden sfotografowany obszar) w taki sposób, by

kaødy przedzia≥ by≥ w pe≥ni zawarty w jednym z odcinków.

Technicznie rzecz biorπc, przedzia≥ i odcinek na prostej to

to samo, jednak dla jednoznacznoúci dane odcinki bÍdziemy

nazywaÊ przedzia≥ami. Nieco trudniej wyraziÊ w tym jÍzyku

wartoúÊ, którπ powinniúmy zminimalizowaÊ – do tego

problemu wrócimy za chwilÍ.

Zauwaømy teraz, øe jeúli jeden z danych przedzia≥ów x

zawiera siÍ w innym przedziale y, przedzia≥ x moøemy usunπÊ

z danych wejúciowych. Usuwamy wiÍc zbÍdne przedzia≥y,

a nastÍpnie sortujemy pozosta≥e przedzia≥y rosnπco wzglÍdem

ich lewych koÒców. DziÍki wykonaniu pierwszego kroku

przedzia≥y bÍdπ posortowane równieø wzglÍdem swoich

prawych koÒców.

Teraz czas na pierwsze rozwiπzanie zadania. Oznaczmy lewe

koÒce przedzia≥ów przez l1, . . . , ln a prawe przez p1, . . . , pn.

Skorzystamy z metody programowania dynamicznego.

Oznaczmy przez d[i][j] minimalny koszt pokrycia pierwszych

i przedzia≥ów za pomocπ j odcinków.

Zastanówmy siÍ, jak skonstruowane jest rozwiπzanie

odpowiadajπce wartoúci d[i][j]. Pokrywamy q pierwszych

przedzia≥ów (dla pewnego q) za pomocπ j ≠ 1 odcinków,

a przedzia≥y od q + 1 do i musimy pokryÊ osobnym odcinkiem.

WartoúÊ q jest, oczywiúcie, dobrana tak, by zminimalizowaÊ

koszt. Stπd, dla j > 1 otrzymujemy

d[i][j] = min
06q<i

d[s][j ≠ 1] + (pi ≠ lq+1)
2 ≠ max(0, (pq ≠ lq+1)

2
),

gdzie ostatni sk≥adnik odpowiada za odjÍcie pól

sfotografowanych wielokrotnie. Poza tym przyjmujemy

d[0][0] = 0, d[i][0] = Œ dla i > 0 oraz p0 = l1. Za pomocπ

tego wzoru moøemy wyznaczyÊ wartoúÊ d[n][k] i gotowe.

Problem w tym, øe to rozwiπzanie dzia≥a zdecydowanie zbyt

wolno. W szczególnoúci, jeúli minimum obliczaÊ bÍdziemy

w czasie liniowym od i, to otrzymamy rozwiπzanie dzia≥ajπce

w czasie �(n
2
k).

Obliczanie minimum w podanym wzorze moøna jednak

zrealizowaÊ znacznie szybciej. Rozwaømy nastÍpujπcy

problem. Dany jest zbiór funkcji liniowych, w którym q-ta

funkcja opisana jest wzorem y = aq · x + bq (wartoúci aq oraz

bq sπ dane). Naszym zadaniem jest zbudowanie struktury

danych, która pozwoli obliczaÊ minimum tych funkcji

w kaødym punkcie. Innymi s≥owy, zadaniem struktury danych

jest obliczenie wartoúci funkcji h(x) = minq aq · x + bq dla

podanej wartoúci x. Ponadto struktura powinna pozwalaÊ na

dodawanie nowych funkcji do zbioru.

Zastanówmy siÍ najpierw, jakie dane powinna przechowywaÊ

struktura danych. Spójrzmy na rysunek 1, gdzie

przedstawiono kilka przyk≥adowych funkcji i wyznaczonπ

przez nie funkcjÍ h. Wykres funkcji h sk≥ada siÍ z pewnej

liczby fragmentów, gdzie kaødy fragment to odcinek,

pó≥prosta lub prosta (w przypadku, gdy mamy tylko jeden

fragment). Kaødy fragment leøy na jednej z prostych ze

zbioru: kolejne (od lewej) fragmenty leøπ na prostych o coraz

mniejszych wartoúciach wspó≥czynnika ai.

Aby reprezentowaÊ wykres funkcji h, struktura danych

pamiÍta listÍ L kolejnych fragmentów (od lewej do

prawej). Naturalny sposób reprezentacji polega na opisaniu

kaødego fragmentu przez punkty na jego koÒcach, jednak

nie polecamy tego podejúcia. Wymaga ono specjalnego

traktowania fragmentów bÍdπcych prostymi i pó≥prostymi

oraz odpowiedniej reprezentacji liczb wymiernych. Znacznie

≥atwiej pamiÍtaÊ listÍ prostych L = P1, . . . , Pt, które

wyznaczajπ kolejne fragmenty tworzπce wykres h. Kaødπ

prostπ reprezentujemy tutaj przez parÍ liczb (ai, bi). Mówiπc

konkretniej, lista (a1, b1), (a2, b2), (a3, b3) oznacza, øe wykres

funkcji h przebiega najpierw po prostej y = a1 · x + b1,

nastÍpnie po y = a2 · x + b2 i wreszcie po y = a3 · x + b3.

Co ciekawe, nie musimy tu wcale pamiÍtaÊ, na jakim

przedziale wykres h pokrywa siÍ z kaødπ z prostych – to

moøemy obliczaÊ w miarÍ potrzeby. Korzystamy tu z faktu,

øe prosta Pi pokrywa siÍ z wykresem h od punktu, w którym

Pi≠1 przecina siÍ z Pi, aø do punktu, w którym Pi przecina

siÍ z Pi+1.

Aby obliczyÊ wartoúÊ h(x), skorzystamy z wyszukiwania

binarnego elementów listy L. Chcemy na tej liúcie znaleüÊ

prostπ Pj , która w punkcie x pokrywa siÍ z wykresem

funkcji h. Aby zrealizowaÊ wyszukiwanie binarne, musimy

umieÊ dla kaødej prostej Pi szybko stwierdziÊ, czy jej indeks i

jest mniejszy, równy, czy teø wiÍkszy od j. To potrafimy

rozstrzygnπÊ bez trudu. Jeúli, na przyk≥ad, i > 1 oraz

pierwsza wspó≥rzÍdna punktu przeciÍcia prostych Pi≠1
i Pi jest wiÍksza od x, wnioskujemy, øe j < i. Analogicznie

moøemy rozpoznaÊ pozosta≥e przypadki. Co waøne, przy

naszej reprezentacji potrzebne warunki moøemy sprawdziÊ,

wykonujπc jedynie operacje na liczbach ca≥kowitych, o ile

tylko odpowiednio przekszta≥cimy niezbÍdne wzory. Tym

samym obliczenie wartoúci h(x) zrealizowaÊ moøemy w czasie

O(log n), gdzie n to liczba funkcji liniowych w zbiorze.

Pozostaje powiedzieÊ, jak dodawaÊ nowe proste do

zbioru. Rozwaøymy tu nieco uproszczony przypadek, gdy
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rozpoczynamy od pustego zbioru prostych i nastÍpnie

dodajemy proste o coraz mniejszych wspó≥czynnikach

kierunkowych, tj. kolejno dodawane proste sπ „coraz bardziej

pochylone w prawo”. Jak siÍ póüniej okaøe, takπ w≥asnoúÊ

bÍdπ mia≥y proste, które bÍdziemy dodawaÊ do zbioru, gdy

wykorzystamy strukturÍ danych do rozwiπzania naszego

zadania.

Spójrzmy na rysunek 2, który pokazuje, jak zmienia siÍ

wykres funkcji h po dodaniu nowej prostej do zbioru. Aby

zaktualizowaÊ listÍ L, musimy najpierw usunπÊ pewnπ liczbÍ

prostych z koÒca listy L, a nastÍpnie dopisaÊ na jej koÒcu

w≥aúnie dodanπ prostπ.

Usuwanie prostych ≥atwo zrealizowaÊ w pÍtli, powtarzajπc

nastÍpujπcy krok. Jeúli punkt przeciÍcia dodawanej prostej

z przedostatniπ prostπ na liúcie L leøy na lewo od punktu

przeciÍcia przedostatniej i ostatniej prostej z listy L,

usuwamy ostatniπ prostπ z listy L (patrz rysunek 3).

W przeciwnym razie koÒczymy pÍtlÍ i dopisujemy dodawanπ

prostπ na koÒcu listy L. Dodanie jednej prostej do zbioru

moøe spowodowaÊ usuniÍcie wielu prostych z listy L.

Niemniej jednak kaøda prosta zostaje dopisana do listy L raz

i moøe byÊ z niej usuniÍta co najwyøej jednokrotnie. Wobec

tego ≥πczny czas potrzebny na aktualizacje listy L w trakcie

dodawania n prostych do poczπtkowo pustego zbioru wynosi

O(n). Na tym koÒczymy opis pomocniczej struktury danych.

Pokaøemy teraz, jak wykorzystaÊ powyøszπ strukturÍ danych

do rozwiπzania oryginalnego zadania. Problematycznym

elementem wzoru na d[i][j] moøe siÍ wydawaÊ funkcja

kwadratowa, jednak to tylko pozorna trudnoúÊ. ZmieÒmy

nieco wzór na d[i][j]:

d[i][j] = min
06q<i

d[q][j ≠ 1] + p
2
i ≠ 2pi lq+1 + l

2
q+1≠

≠ (max(0, (pq ≠ lq+1)))
2

= p
2
i + min

06q<i
pi(≠2lq+1) + d[q][j ≠ 1] + l

2
q+1≠

≠ (max(0, (pq ≠ lq+1)))
2

Oznaczmy aq = ≠2lq+1 oraz

bq = d[q][j ≠ 1] + l
2
q+1 ≠ (max(0, (pq ≠ lq+1)))

2
.

Przy takich oznaczeniach mamy

d[i][j] = p
2
i + min

06q<i
aq · pi + bq.

co pozwala nam skorzystaÊ z opisanej powyøej struktury

danych. W ten sposób otrzymujemy rozwiπzanie dzia≥ajπce

w czasie O(nk log n). To juø lepiej, jednak brakuje nam jeszcze

jednego kroku.

G≥ównπ przeszkodÍ na drodze do efektywnego rozwiπzania

stanowi sztywne ograniczenie na liczbÍ zdjÍÊ, które moøna

wykonaÊ. Przyjmijmy na chwilÍ, øe zadanie sformu≥owane

jest nieco inaczej, a mianowicie wykonanie kaødego zdjÍcia

wiπøe siÍ z kosztem c. W tej sytuacji nie potrzebujemy juø

tablicy dwuwymiarowej. Oznaczmy przez d[i] minimalny

koszt rozwiπzania pokrywajπcego pierwsze i przedzia≥ów.

Modyfikujπc poprzedni wzór, otrzymujemy:

d[i] = min
06s<i

d[s] + (pi ≠ ls+1)
2 ≠ (max(0, (ps ≠ ls+1)))

2
+ c.

Teraz wystarczy uøyÊ algorytmu analogicznego do tego

powyøej. Do obliczenia mamy jednak jedynie n wartoúci,

dlatego poszukiwanπ wartoúÊ d[n] obliczyÊ moøemy w czasie

O(n log n) i, jak siÍ za chwilÍ okaøe, przyda siÍ to nam do

zaprezentowania ostatecznego rozwiπzania.

WróÊmy do pierwotnego problemu i oznaczmy przez f(x)

minimalny koszt rozwiπzania, w którym wykonujemy

dok≥adnie x zdjÍÊ. Naszym zadaniem jest wyznaczenie

wartoúci f(k). Klucz do rozwiπzania stanowi wypuk≥oúÊ

funkcji f . Oznacza to tyle, øe przez kaødy punkt wykresu f

moøna poprowadziÊ takπ prostπ l, by ca≥y wykres znalaz≥

siÍ ponad prostπ l lub na niej. Moøemy teø spojrzeÊ na

tÍ w≥asnoúÊ od innej strony: zwiÍkszanie limitu zdjÍÊ k

zmniejsza koszt rozwiπzania, jednak zysk z kaødego kolejnego

dodatkowego zdjÍcia jest coraz mniejszy. Dowód tej w≥asnoúci

jest dosyÊ skomplikowany i techniczny (a przynajmniej

dowód znany autorowi tego tekstu), dlatego nie bÍdziemy

go tu podawaÊ. Czytelnikom, którzy chcieliby zdobyÊ

choÊby minimalne przekonanie o prawdziwoúci tej w≥asnoúci,

polecamy wykonanie kilku eksperymentów na kartce.

Algorytm opiszemy nietypowo, zaczynajπc od graficznej

interpretacji jego dzia≥ania (patrz rysunek 4). Naszym celem

jest wyznaczenie wartoúci f(k). Na poczπtku rysujemy

wykres funkcji f . NastÍpnie rysujemy prostπ l poniøej

wykresu f i przesuwamy l do góry (zachowujπc jej nachylenie)

do momentu, gdy dotknie ona wykresu f , tj. napotka pewien

punkt (k
Õ
, f(k

Õ
)). Naszym celem jest tak dobraÊ nachylenie

prostej l, by trafiÊ w punkt (k, f(k)). Wypuk≥oúÊ funkcji f

pozwala nam zastosowaÊ wyszukiwanie binarne. Jeúli prosta l

trafia w punkt (k
Õ
, f(k

Õ
)) i k

Õ
> k, z wypuk≥oúci funkcji f

wiemy, øe jej wspó≥czynnik kierunkowy (wyznaczajπcy

nachylenie) jest zbyt duøy. W przeciwnym razie (k
Õ

< k)

wspó≥czynnik jest za ma≥y. DziÍki temu w O(log m) iteracjach

takiego algorytmu moøemy znaleüÊ wspó≥czynnik kierunkowy,

dla którego prosta l trafi w (k, f(k)).

Pozostaje powiedzieÊ, jak zrealizowaÊ jednπ iteracjÍ

powyøszego algorytmu. Rozwaømy prostπ o równaniu

y = a · x + b i ustalmy nachylenie tej prostej, czyli wartoúÊ

wspó≥czynnika kierunkowego a. Wówczas szukamy

najmniejszej wartoúci b, dla której prosta przechodzi

przez pewien punkt (k
Õ
, f(k

Õ
)), czyli x = k

Õ
a y = f(k

Õ
).

Innymi s≥owy, szukamy najmniejszej wartoúci b, dla której

f(k
Õ
) = a · k

Õ
+ b dla pewnego k

Õ
. To z kolei jest równowaøne

ze znalezieniem minimum funkcji g(x) = f(x) ≠ a · x.

Przyjrzyjmy siÍ bliøej funkcji g. WartoúÊ g(x) oznacza koszt

rozwiπzania uøywajπcego x kwadratów pomniejszony o a · x.

Zatem minimum g to koszt optymalnego rozwiπzania, jeúli

wykonanie kaødego zdjÍcia kosztuje nas ≠a. Koszt ten,

jak przed chwilπ pokazaliúmy, potrafimy obliczyÊ w czasie

O(n log n), co daje nam rozwiπzanie zadania w czasie

O(n log n log m).

Jakub £•CKI

Rys. 1 Rys. 2 Rys. 3 Rys. 4
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Liga zadaniowa Wydzia≥u Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Klub 44 Wydzia≥u Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty
Skrót regulaminu
Kaødy moøe nadsy≥aÊ rozwiπzania zadaÒ z numeru n w terminie do koÒca miesiπca n + 2. Szkice
rozwiπzaÒ zamieszczamy w numerze n + 4. Moøna nadsy≥aÊ rozwiπzania czterech, trzech, dwóch
lub jednego zadania (kaøde na oddzielnej kartce), moøna to robiÊ co miesiπc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiπzania zadaÒ z matematyki i z fizyki naleøy przesy≥aÊ w oddzielnych kopertach,
umieszczajπc na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali
od 0 do 1 z dok≥adnoúciπ do 0,1. OcenÍ mnoøymy przez wspó≥czynnik trudnoúci danego zadania:
W T = 4 ≠ 3S/N , gdzie S oznacza sumÍ ocen za rozwiπzania tego zadania, a N – liczbÍ osób,
które nades≥a≥y rozwiπzanie choÊby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji
(M lub F) – i tyle punktów otrzymuje nadsy≥ajπcy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym
czasie i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on cz≥onkiem Klubu 44,
a nadwyøka punktów jest zaliczana do ponownego udzia≥u. Trzykrotne cz≥onkostwo – to tytu≥
Weterana. Szczegó≥owy regulamin zosta≥ wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje siÍ
na stronie deltami.edu.pl

Zadania z matematyki nr 739, 740

Termin nadsy≥ania rozwiπzaÒ: 30 VI 2017

Redaguje Marcin E. KUCZMA
739. ZnaleüÊ wszystkie funkcje f : R æ R o nastÍpujπcych w≥asnoúciach:
• |f(x) ≠ f(y)| 6 |x ≠ y| dla x, y œ R;
• dla kaødej liczby a œ R ciπg (xn) okreúlony wzorami x0 = a, xn = f(xn≠1)
(dla n = 1, 2, 3, . . .) jest ciπgiem arytmetycznym.
740. ObliczyÊ kres dolny wartoúci sumy

x

y2 + z2 + y

z2 + x2 + z

x2 + y2 ,

gdy x, y, z mogπ byÊ dowolnymi liczbami dodatnimi, spe≥niajπcymi warunek
x + y + z = 1.
Zadanie 740 zaproponowa≥ pan Witold Bednarek z £odzi.
Rozwiπzania zadaÒ z numeru 12/2016

Przypominamy treúÊ zadaÒ:
731. ZnaleüÊ wszystkie funkcje f , okreúlone na zbiorze wszystkich liczb rzeczywistych róønych od
zera, przyjmujπce wartoúci w tym samym zbiorze, i spe≥niajπce równanie funkcyjne

f

!
xy f(x + y)

"
= f(x) + f(y)

dla kaødej pary liczb x, y ”= 0 takiej, øe x + y ”= 0.

732. Ciπg liczb naturalnych a0, a1, a2, . . . jest okreúlony wzorem rekurencyjnym: an+1 = 2an ≠ 1;
wyraz poczπtkowy a0 jest liczbπ pierwszπ. DowieúÊ, øe dla kaødego n róønica an+1 ≠ 1 jest
podzielna przez an.

731. Ustalmy liczbÍ rzeczywistπ a ”= 0 i przyjmijmy b = 1/f(a). Za≥óømy, øe
a ”= b. Moøemy wówczas podstawiÊ w podanym równaniu x = b, y = a ≠ b

(bo x, y ”= 0), otrzymujπc zwiπzek
f

!
b(a ≠ b)f(a)

"
= f(b) + f(a ≠ b).

Ale bf(a) = 1, wiÍc liczba po lewej stronie jest równa f(a ≠ b). Prawa strona ma
innπ wartoúÊ, skoro f(b) ”= 0 (wartoúci funkcji f sπ z za≥oøenia niezerowe).
SprzecznoúÊ dowodzi, øe a = b, czyli f(a) = 1/a. Wobec dowolnoúci liczby a ”= 0
znaczy to, øe funkcja f jest dana wzorem f(x) = 1/x dla wszystkich x ”= 0.
Sprawdzenie, øe ta funkcja spe≥nia zadane równanie, jest natychmiastowe. Jest
ona zatem jedynym rozwiπzaniem tego równania.

Czo≥ówka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglÍdnieniu ocen rozwiπzaÒ zadaÒ

725 (W T = 1,86) i 726 (W T = 2,00)
z numeru 9/2016

Tomasz Wietecha Tarnów 45,97
Witold Bednarek £ódü 40,72
Zbigniew Skalik Wroc≥aw 39,62
Roksana S≥owik Knurów 38,41
Franciszek S. Sikorski Warszawa 38,08

Tomasz Wietecha – w lidze fizycznej
i matematycznej (≥πcznie) nie ma sobie
równych. W samej matematycznej w≥aúnie
ukoÒczy≥ jedenaste okrπøenie.

732. Teza zadania: an+1 © 1 (mod an) – po wprowadzeniu okreúlenia
liczby an+1 i dodaniu stronami jedynki – ma postaÊ
(ú) 2an © 2 (mod an).
Liczba a0 jest pierwsza, wiÍc (ú) zachodzi dla n = 0 (ma≥e twierdzenie Fermata).
Dalej indukcja: przyjmijmy s≥usznoúÊ (ú) dla pewnego n > 0; istnieje zatem
liczba k œ N, dla której 2an = 2 + kan. Odejmujemy stronami jedynkÍ i mamy
an+1 = 1 + kan. Z okreúlenia an+1 wynika ponadto, øe 2an © 1 (mod an+1).
Tak wiÍc

2an+1 = 2 · 2kan = 2
!
2an

"k © 2 (mod an+1).
Uzyskaliúmy zaleønoúÊ (ú) z n zastπpionym przez n + 1. To koÒczy dowód
indukcyjny.
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Zadania z fizyki nr 636, 637

Termin nadsy≥ania rozwiπzaÒ: 30 VI 2017

Redaguje Eløbieta ZAWISTOWSKA

636. W obwodzie przedstawionym na rysunku 1 mamy Á0 > Á1. Jaki ≥adunek
przep≥ynie przez üród≥o o sile elektromotorycznej Á0 po zamkniÍciu klucza K?
Zak≥adamy, øe opór omowy cewki i opory wewnÍtrzne üróde≥ sπ równe zeru.
Dioda jest idealna, czyli jej opór w kierunku przewodzenia wynosi zero,
a w kierunku przeciwnym jest nieskoÒczenie wielki. Przed zamkniÍciem klucza
kondensator by≥ niena≥adowany.

Rys. 1

637. Ma≥a metalowa kulka o masie m, zawieszona na niewaøkiej przewodzπcej
nici o d≥ugoúci l, wykonuje ma≥e drgania z amplitudπ kπtowπ –0 w p≥aszczyünie
pionowej, w jednorodnym polu magnetycznym o indukcji B (rys. 2). Linie pola
magnetycznego sπ prostopad≥e do p≥aszczyzny drgaÒ wahad≥a. Gdy wahad≥o
przechodzi przez po≥oøenie równowagi, pod≥πczony zostaje do niego za pomocπ
cienkich, wiotkich przewodów kondensator o pojemnoúci c. Czas kontaktu jest
bardzo krótki i moøna przyjπÊ, øe w tym czasie kondensator zostaje ca≥kowicie
na≥adowany. ZnaleüÊ nowπ amplitudÍ kπtowπ drgaÒ wahad≥a.

Rys. 2

Rozwiπzania zadaÒ z numeru 12/2016

Przypominamy treúÊ zadaÒ:
628. Rura o promieniu r zakopana jest do po≥owy w ziemi (rys. 3). Z jakπ minimalnπ prÍdkoúciπ
powinna odbiÊ siÍ od ziemi øaba, która chce przeskoczyÊ przez tÍ rurÍ?

Rys. 3

629. Kondensator na≥adowano do napiÍcia U0 i po od≥πczeniu od üród≥a napiÍcia pod≥πczono do
niego opornik. W pewnym przedziale czasu na oporniku wydzieli≥a siÍ w postaci ciep≥a energia W1,
a w nastÍpnym takim samym przedziale czasu energia W2. ZnaleüÊ pojemnoúÊ kondensatora.

628. Na pierwszy rzut oka moøe siÍ wydawaÊ, øe tor lotu øaby powinien byÊ
styczny do rury w jej najwyøszym punkcie. Rozwaømy jednak tor symetryczny
wzglÍdem osi pionowej przechodzπcej przez úrodek rury i styczny do niej
w dwóch punktach. Niech prÍdkoúÊ v øaby w punkcie stycznoúci tworzy
z poziomem kπt – (rys. 4). Z równaÒ ruchu dla rzutu ukoúnego otrzymujemy
zwiπzek v

2 = gr

cos –
. Zasada zachowania energii ma postaÊ

Rys. 4

mv
2
0

2 = mv
2

2 + mgr cos –,

gdzie v0 jest prÍdkoúciπ øaby w chwili odbicia. Aby znaleüÊ jej wartoúÊ
minimalnπ, musimy odpowiedzieÊ na pytanie, dla jakiego kπta – funkcja

E(–) = mgr

3
cos – + 1

2 cos –

4
= mgr

Ô
2

!Ô
2 cos –

"2 + 1
2
Ô

2 cos –

ma minimum. W tym celu wystarczy obliczyÊ jej pochodnπ i przyrównaÊ jπ
do zera. Moøemy teø skorzystaÊ z nierównoúci (a ≠ b)2 > 0 i wynikajπcej z niej
a

2 + b
2

2ab
> 1. Widzimy, øe energia jest minimalna, gdy

Ô
2 cos – = 1. Szukana

minimalna prÍdkoúÊ øaby wynosi v0min =


2
Ô

2gr. Dla kπta – = 0, gdy tor øaby
styka siÍ w najwyøszym punkcie z rurπ, v0 =

Ô
3gr.

629. Z zasady zachowania energii mamy zwiπzek
U

2
0

2c
= W1 + U

2
1

2c
,

gdzie U1 jest napiÍciem na kondensatorze po up≥ywie czasu t. Gdy kondensator
roz≥adowuje siÍ przez opornik, natÍøenie prπdu maleje wyk≥adniczo w czasie

I = U/R =
1

U0e
≠t
Rc

2
/R.

Moc chwilowa jest iloczynem kwadratu napiÍcia poczπtkowego i funkcji czasu,
zatem stosunek energii wydzielonych na oporniku w jednakowych przedzia≥ach
czasowych jest proporcjonalny do kwadratów napiÍÊ poczπtkowych

W1/W2 = U
2
0 /U

2
1 . Szukana pojemnoúÊ kondensatora wynosi

c = 2W
2
1

U
2
0
!
W1 ≠ W2

" .
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Prosto z nieba: åwiat≥o odleg≥ych planet

Obserwacje planet pozas≥onecznych majπ, jak na
astronomiÍ, wzglÍdnie krótkπ historiÍ. Pierwsze planety
poza naszym uk≥adem odkryli w 1992 roku Andrzej
Wolszczan i Dale Frail, analizujπc radiowe obserwacje
pulsarów (odkrycie nastπpi≥o przez przypadek, poniewaø
nikt nie spodziewa≥ siÍ planet krπøπcych wokó≥
martwej pozosta≥oúci po supernowej). Pierwszπ planetπ
zwiπzanπ z „prawdziwπ” gwiazdπ (i to gwiazdπ Ciπgu
G≥ównego) jest 51 Pegasi. Przez pierwsze dziesiÍÊ
lat XXI wieku sporadycznie odkrywano pojedyncze
uk≥ady, przewaønie z planetami-gigantami. Prawdziwy
prze≥om przynios≥a rozpoczÍta w 2011 roku misja
satelitarna Kepler, która dostarczy≥a tysiÍcy nowych
odkryÊ. Obecnie skatalogowano juø ponad 3,5 tysiπca
planet pozas≥onecznych i jedno jest pewne: liczba ta
z pewnoúciπ bÍdzie ros≥a.
Niedawnym przyk≥adem postÍpu w dziedzinie sπ
niezwyk≥e obserwacje wykonane z uøyciem koronografu

CHARIS (ang. Coronagraphic High Angular Resolution
Imaging Spectrograph), który s≥uøy do bezpoúredniej
obserwacji úwiat≥a odbitego od powierzchni planet.

Koronografów uøywa siÍ najczÍúciej do przes≥oniÍcia dysku S≥oÒca
i obserwacji korony, zewnÍtrznej, najgorÍtszej czÍúci atmosfery
s≥onecznej, sk≥adajπcej siÍ z rozrzedzonej plazmy o temperaturze
milionów stopni Kelvina (dla porównania, powierzchnia S≥oÒca ma
temperaturÍ oko≥o 5800 K).

CHARIS, przymocowany do teleskopu Subaru na
Hawajach (rozmiar lustra 8,2 m), umoøliwia „zas≥oniÍcie”
jasnego dysku gwiazdy i úledzenie o wiele s≥abszego od
niej úwiat≥a planet. Obecnie moøliwe jest obserwowanie
planet rozmiaru Jowisza. Wyizolowanie úwiat≥a
pochodzπcego z powierzchni planety jest podobne do
zdjÍcia odcisku palca – moøliwe jest wtedy analizowanie
sk≥adu atmosfery, wieku planety oraz jej rozmiaru.
WstÍpne wyniki sπ bardzo obiecujπce.

Micha≥ BEJGER

Niebo w kwietniu

Kilka nocy po pe≥ni KsiÍøyca, wypadajπcej 11 IV, warto
wykonaÊ obserwacje gromady kulistej M3, zwanej
równieø NGC 5272. Gromada ta odkryta zosta≥a
w 1794 roku i przyczyni≥a siÍ do podjÍcia przez Messiera
decyzji o stworzeniu katalogu obiektów mg≥awicowych.
M3 jest jednπ z najjaúniejszych (6,4m) i najwiÍkszych
gromad (sk≥ada siÍ z ponad 500 tysiÍcy gwiazd).
Obiekt znajduje siÍ w konstelacji Psów GoÒczych,
12¶ na pó≥nocny-zachód od Arktura, przy granicy
z gwiazdozbiorami Warkocza Bereniki i Wolarza
(wspó≥rzÍdne: rektascensja 13,7h, deklinacja +28¶22Õ).
M3 widoczna bÍdzie przez ca≥π noc, a górowaÊ oko≥o
pó≥nocy. Tuø przed úwitem znajdzie siÍ 45¶ nad
horyzontem zachodnim. Do obserwacji przyda siÍ
lornetka lub lunetka.

Czytelnicy obserwujπcy w zesz≥ym miesiπcu planetÍ
kar≥owatπ Makemake bÍdπ mieli w kwietniu okazjÍ
do podziwiania kolejnego obiektu tego typu, Haumei.
Dnia 13 IV Haumea znajdzie siÍ w opozycji wzglÍdem
S≥oÒca, czyli w po≥oøeniu najlepszym do obserwacji.
Planetka zosta≥a odkryta w 2003 roku i poczπtkowo
nazwana Santa, czyli åwiÍty Miko≥aj. Jej obecna
nazwa jest imieniem bogini p≥odnoúci i pochodzi
z mitologii Hawajów. Ze wzglÍdu na szybkπ rotacjÍ jest
wyraünie sp≥aszczona. Obiekt ten ma dwa naturalne
ksiÍøyce Hi’iaka oraz Namaka, które poczπtkowo takøe
nosi≥y nazwy zwiπzane ze åwiÍtym Miko≥ajem i jego
zaprzÍgiem reniferów, mianowicie Rudolf i Blitzen.
Haumea bÍdzie widoczna od zmierzchu (28¶ nad
horyzontem wschodniego nieba) aø do úwitu (41¶ nad
po≥udniowo-zachodnim niebem) na tle gwiazdozbioru
Wolarza. Ze wzglÍdu na niewielkπ jasnoúÊ, wynoszπcπ
17,2m, jest celem dla niewielkich teleskopów.

Kwietniowπ atrakcjπ nocnego nieba dla mi≥oúników
spadajπcych gwiazd bÍdπ Lirydy. Rój ten jest

zwiπzany z kometπ Thatchera, która obiega S≥oÒce
z okresem wynoszπcym aø 415 lat. Lirydy bÍdzie
moøna obserwowaÊ w dniach 19–25 IV, a ich aktywnoúÊ
powinna wynieúÊ oko≥o 10 úladów na godzinÍ. Maksimum
roju przypadnie na 22–23 VI, gdy KsiÍøyc bÍdzie tuø
przed nowiem, wypadajπcym 26 VI, co stanowi dobre
warunki zarówno do obserwacji, jak i do astrofotografii.
Zwyczajowe maksimum Lirydów wynosi oko≥o 25 úladów
na godzinÍ, jednak zdarza≥y siÍ duøo obfitsze deszcze,
np. w 1982 roku 90 meteorów na godzinÍ, a na poczπtku
XIX wieku nawet ponad 800! Radiant Liryd wypada
w okolicach Wegi znajdujπcej siÍ w gwiazdozbiorze Lutni,
a najkorzystniejszy czas do obserwacji to druga po≥owa
nocy.

W kwietniowπ pe≥niÍ, wypadajπcπ 11 IV, warto
obserwowaÊ bliskie spotkanie Jowisza z KsiÍøycem.
Oba cia≥a niebieskie znajdπ siÍ pó≥ godziny po pó≥nocy
w odleg≥oúci raptem 2¶03Õ, natomiast widoczne bÍdπ od
godziny 19:44 (7¶ nad horyzontem wschodniego nieba),
aø do godziny 5:03 (8¶ patrzπc w kierunku po≥udniowego
nieba). Obserwacje i fotografie moøna bÍdzie wykonaÊ
nawet z centrum miast, gdyø KsiÍøyc osiπgnie jasnoúÊ
≠12,6m, a Jowisz ≠2,5m. Ze wzglÍdu na zbyt duøπ
separacjÍ obserwowana para nie zmieúci siÍ w polu
widzenia teleskopu, ale powinna byÊ úwietnie widoczna
przez lornetkÍ.

Kilka nocy póüniej, 16 IV, warto teø spojrzeÊ na
spotkanie naszego naturalnego satelity z Saturnem na
tle gwiazdozbioru Strzelca. Separacja wyniesie w tym
przypadku 3¶13Õ, jednak spotkanie bÍdzie trudniejsze
do obserwacji, gdyø z terenu Polski para znajdzie siÍ
maksymalnie 15¶ nad horyzontem, w dodatku tuø przed
samym úwitem. Jasnoúci KsiÍøyca i Saturna wyniosπ
odpowiednio ≠12,2m oraz 0,1m.

Karolina B•KOWSKA
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Niemoøliwe wycinanki

Joanna JASZU—SKA

100 1. Czy moøna wyciπÊ w kartce dziurÍ w kszta≥cie monety 1 gr, a nastÍpnie
prze≥oøyÊ przez tÍ dziurÍ monetÍ 1 z≥?

2. Mamy kartkÍ o wymiarach 10 cm ◊ 10 cm i noøyczki. Czy moøna wyciπÊ takπ
dziurÍ, przez którπ przejdzie cz≥owiek?

3. Czy w szeúcianie o krawÍdzi 20 zmieúci siÍ kwadrat o boku 21?

4. Czy w szeúcianie o krawÍdzi 20 moøna wywierciÊ tunel, przez który da siÍ
przesunπÊ szeúcian o krawÍdzi 21?

Rozwiπzania

Wszystkie odpowiedzi sπ pozytywne. Oto przepisy, jak te wycinanki zrealizowaÊ.

R1. Po wyciÍciu dziury warto utworzyÊ cztery pomocnicze zagiÍcia (rys. 1(a)).
NastÍpnie kartkÍ z≥oøyÊ w pó≥ wzd≥uø jednego z nich i odciπgnπÊ od siebie koÒce
dziury (rys. 1(b)), uzyskujπc d≥uøszy, wπski otwór. ⇤

Rys. 1. Wzd≥uø linii ciπg≥ych zginamy
w jednπ stronÍ, wzd≥uø przerywanych
– w drugπ.

R2. KartkÍ moøna np. najpierw rozciπÊ wzd≥uø spiralnej linii, uzyskujπc bardzo
d≥ugi, poskrÍcany pasek (rys. 2), a nastÍpnie naciπÊ wzd≥uø prawie ca≥ej d≥ugoúci
tego paska, otrzymujπc w nim wystarczajπco duøπ dziurÍ. ⇤

Rys. 2. Uproszczony schemat, naleøy
wycinaÊ gÍstszπ spiralÍ.

R3. Niech punkty K, L, M , N leøπ na krawÍdziach AB, BC, C
Õ
D

Õ, D
Õ
A

Õ

szeúcianu ABCDA
Õ
B

Õ
C

Õ
D

Õ tak, øe AK/AB = CL/CB = C
Õ
M/C

Õ
D

Õ =
= A

Õ
N/A

Õ
D

Õ = 1/4 (rys. 3(a)). Wówczas KL = 3/4 · AC = 3/4 · 20
Ô

2 = 15
Ô

2,
podobnie MN = KL i odcinki te sπ równoleg≥e, wiÍc punkty K, L, M , N leøπ
w jednej p≥aszczyünie, a wobec symetrii problemu równoleg≥obok KLMN jest
prostokπtem.

Korzystajπc dwukrotnie z twierdzenia Pitagorasa (kolejno dla trójkπtów AA
Õ
N

oraz AKN) obliczamy, iø równieø KN = 15
Ô

2, zatem KLMN jest kwadratem
o boku d≥ugoúci 15

Ô
2 > 15 · 1, 4 = 21.

Jeúli kaødy z jego wierzcho≥ków przybliøymy do jego úrodka o takπ samπ
odpowiednio ma≥π odleg≥oúÊ, uzyskamy w rezultacie kwadrat K

Õ
L

Õ
M

Õ
N

Õ

o krawÍdzi 21, którego wierzcho≥ki leøπ wewnπtrz danego szeúcianu. ⇤

Rys. 3 (a) Kwadrat o boku > 21 (b) Tunel o przekroju KLMN (c) Kolorowy szeúcian przesuwany przez tunel w szarym szeúcianie

R4. WywierÊmy tunel, którego przekrojem poprzecznym jest kwadrat
K

Õ
L

Õ
M

Õ
N

Õ z poprzedniego zadania (wyglπda to prawie jak na rys. 3(b)).
Zauwaømy, øe tunel ten nie ma punktów wspólnych z øadnπ z krawÍdzi szeúcianu
sk≥adajπcych siÍ na ≥amanπ zamkniÍtπ ABCC

Õ
D

Õ
A

Õ
A (zaznaczonπ na czarno

na rys. 3(a)), istotnie wiÍc czÍúÊ szeúcianu pozostajπca wokó≥ tunelu nie
rozpada siÍ i tworzy wieloúciennπ obrÍcz, przez którπ da siÍ przesunπÊ szeúcian
o krawÍdzi 21 (rys. 3(c)). ⇤
Tunel o przekroju KLMN pozwala przesunπÊ przez dany szeúcian najwiÍkszy moøliwy inny
szeúcian (o krawÍdzi o oko≥o 6% wiÍkszej), nazywany szeúcianem ksiÍcia Ruperta. Polecam
animacjÍ na stronie https://www.youtube.com/watch?v=-2jjgHsxEu4
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