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Rozwigzanie zadania M 1519.

Niech d bedzie poczatkows cyfra kazdej
z liczb 2™ i 9 - 5™. Przypusémy ponadto,
ze liczba 2™ ma k + 1 cyfr, a liczba 9 - 5"
ma £ + 1 cyfr (ki £ to liczby catkowite
nieujemne). Wéwczas

d-10F < 2™ < (d+1)- 10"
oraz
d-10° < 9.5 < (d+1)-10".
Wymnazajac powyzsze nieréwnosci,
uzyskujemy
a2 10" < 9. 10" < (d+ 1)2 - 10RFE,
skad
d* <9-10" 7 F < (d+ 1)
Wobec nieréwnoéci 1 < d < 9 mamy wiec
n—k—£¢€{0,1}, a zatem )
d? <9 < (d+1)% lub d? < 90 < (d + 1)2.
Tylko w drugim przypadku istnieje
rozwigzanie: d = 9.
Mozna sprawdzi¢ (na przyklad za pomoca
komputera), ze n = 53 jest najmniejsza
liczba spelniajaca warunki zadania.

*Instytut Informatyki, Wydziat
Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Maszyna réznicowa
Piotr CHRZASTOWSKI-WACHTEL*

Dlaczego w szkole tak duzo uczymy sie o wielomianach? Sa dwa podstawowe
powody. Pierwszy z nich — catkiem zrozumialy — po prostu jest to niemal
najwieksza klasa funkcji, ktorych wartosci umiemy obliczaé. Potrafimy jeszcze
dzieli¢ wartosci wielomiandw, ale z pozostalymi funkcjami, ktére wystepuja

w programie szkolnym, a pdzniej na studiach, w zasadzie mielibySmy sporo
probleméw. Co by bylo, gdyby$my, porwani przez jakichs$ wrogich, a poteznych
Marsjan, zostali postawieni w takiej sytuacji: ludzko$é¢ zostanie ocalona, jesli
wykazemy si¢ odpowiednia inteligencja matematyczna i, dysponujac jedynie
kartka papieru i oléwkiem, obliczymy w ciagu jednego dnia wartos¢ sin 1°

z dokladnoscia do 10 cyfr po przecinku? Kto z absolwentow liceow poradzitby
sobie z takim wyzwaniem? Chyba niewielu Czytelnikéw potrafitoby az z taka
dokladnoscia wyznaczy¢ poprawng wartosé: 0,0174524064. Na pewno nie za
pomoca cyrkla, linijki i oléwka. Zreszta podobnie trudno by bylo, gdyby ci
podli Marsjanie kazali nam obliczy¢ np. log, 10 czy 27 z tg sama dokladnoscia.
Powstaje pytanie: jak sobie radzili z tymi problemami nasi poprzednicy, ktérzy
wieki temu drukowali tabele réznych funkcji matematycznych: pierwiastkéw,
sinusow i logarytméw z zaskakujaco dobrymi doktadnosciami, siegajacymi nieraz
8 cyfr znaczacych?

Dochodzimy tu do drugiej niezwyklej wlasnosci wielomianéw. Otéz, o czym
dowiaduja sie studenci pierwszego roku kierunkéw Scistych, wielomiany maja
jeszcze jedna sympatyczng wlasnos$é. Za ich pomoca mozemy dowolnie doktadnie
przybliza¢ wszystkie funkcje dostatecznie gltadkie, czyli takie, ktérych wykres
jest linia ciagla bez zadnych zalaman (konkretnie funkcje klasy C*°, czyli
nieskoriczenie wiele razy rézniczkowalne), a do nich naleza wlasnie funkcje
trygonometryczne, logarytmy, funkcje wykladnicze. Konkretnie: w kazdym
skonczonym przedziale mozemy tak dobraé¢ wspotczynniki wielomianu, zeby
wartosci w tym przedziale réznilty sie od wartodci interesujacej nas funkcji
o mniej, niz z géry zadana warto$é. Dla funkcji sinus i dla przedziatu [0, 7 /4]
wystarczy wzia¢ wielomian
P(x) :z—1x3+ix57 ! "+ ! zd — L ztt ;xm
6 120 5040 362880 39916800 6227020800
(w tym wzorze w mianownikach mamy silnie wyktadnikéw, a z jest podane
w mierze lukowej), aby otrzymaé wartosci sinx z dokladnoscia do 10 cyfr
dziesietnych po przecinku dla kazdego x z tego przedziatu. Znajac ten wzor
i dysponujac paroma godzinami, na pewno bySmy sobie z marsjanskim
problemem poradzili.

No to do roboty! Jak jednak wyznaczyé¢ wiele wartosci wielomianu tak,

aby sie jak najmniej napracowac¢? Postawmy sie w sytuacji autora tabel
matematycznych dwa wieki temu — nie mamy komputeréw, chcemy osiagnaé
duza dokladnosé i obliczyé¢ wartosci takiej funkcji, jak sinus, powiedzmy, co
ﬁ radiana. Ile trzeba bedzie wykona¢ mnozenn? One w koncu sprawiaja wiecej
ktopotu niz dodawanie i odejmowanie. Powiedzmy, ze zajmiemy si¢ wielomianem
stopnia n, postaci P(z) = ap + a1z + asx® + ... + a,z". Na pierwszy rzut oka
wyglada na to, ze dla kazdej wartosci x trzeba obliczy¢ wszystkie potegi x

od 2 do n, co kosztuje n — 1 mnozen, potem otrzymane wartoéci z* przemnozy¢é
przez wspdtezynniki ay dla k = 1,...,n (kolejne n mnozen) i uzyskane liczby
zsumowaé. Razem mamy wiec 2n — 1 mnozen i n dodawan.

Doéé tatwo mozna ten wynik poprawié, stosujac schemat Hornera. Jesli
przedstawimy nasz wielomian w postaci

P(z) =ap+ z(a1 + z(ag + 2(. .. + z(apn—1 + xa,)...))),

woéwcezas — o dziwo! — liczba mnozent spadnie nam do n, a liczba dodawan sie
nie zmieni. W tej metodzie obliczenia zaczynamy od wewnatrz: mnozymy x
przez a.,, dodajemy a,_1, mnozymy przez x, dodajemy a,_o itd., az dodamy
na koncu ag. Wydaje sig, ze tego wyniku poprawi¢ juz nie mozna.
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Rozwigzanie zadania M 1520.

Niech D bedzie takim punktem

w przestrzeni, ze czworoscian ABCD jest
foremny. Woéwczas trojkat DKC jest
przystajacy do tréjkata AKC, gdyz jest
jego obrazem przy obrocie wokél prostej
BC przeprowadzajacym punkt A na
punkt D. Wobec tego AK = DK.

W pelni analogicznie uzasadniamy
przystawanie par tréjkatéow DLA, BLA
oraz DM B, CM B i wynikajace stad
réwnosci BL = DL oraz CM = DM.
Za P wystarczy teraz przyjac¢ obraz
punktu D przy takim obrocie wokot
prostej £, ktory posyta D w plaszczyzne
tréjkata ABC (sa dwa takie punkty).

w

Rozwigzanie zadania M 1521.
Udowodnimy, ze n jest szukang
najmniejsza liczba pél.

Zauwazmy najpierw, ze jezeli poczatkowo
zarazonych bedzie n pdl znajdujacych sie
na jednej z przekatnych tablicy, to po

n — 1 sekundach wszystkie pola tablicy
beda zarazone.

start pols po2s po3s

Przypusémy, ze poczatkowo zarazonych
jest k < n pél. Odcinkiem granicznym
nazwijmy odcinek bedacy bokiem
doktadnie jednego zarazonego pola.
Zauwazmy, ze zainfekowanie nowego pola
P nie zmienia liczby odcinkéw
granicznych lub zmniejsza ich liczbe
(jezeli w danej sekundzie ktérys z dotad
niezainfekowanych sasiadéw pola P
réwniez staje si¢ zarazony) w kazdym
razie liczba odcinkéw granicznych sie¢ nie
zwigksza.

P P P P

Poczatkowo liczba odcinkéw granicznych
jest rowna co najwyzej 4k, a w sytuacji,
gdy wszystkie pola sa zarazone, jest
réwna obwodowi tablicy, czyli 4n.
Poniewaz 4k < 4n, wigc nie jest mozliwe
zarazenie wszystkich pél.

A jednak! Przedstawimy teraz sposob, za pomoca ktorego bedziemy obliczali
wartodci wielomianu w kolejnych liczbach, nie wykonujac, poza kilkoma
poczatkowymi wartosSciami, zadnego mnozenia! Metode zilustrujemy na
przyktadzie konkretnego wielomianu V (z) = 223 — 2% — 4z + 7. Bedziemy
wyznaczali wartosci tego wielomianu dla kolejnych liczb naturalnych. Pierwsze
cztery wartosci to, dla x = 0,1, 2,3, odpowiednio 7,4, 11,40, co obliczamy

w pamieci lub schematem Hornera.

Teraz pora na magi¢. Obliczmy réznice miedzy tymi wartosciami: beda to
kolejno liczby —3,7,29. Powtérzmy to jeszcze raz, tym razem dla tych trzech
wartosci: 10, 22. Na koniec jeszcze raz obliczmy réznice miedzy tymi dwiema
wartodciami: 12. Zapamietajmy te wartosé, bedziemy z niej wielokrotnie
korzystaé. Jestedmy juz przygotowani do wyznaczenia wartosci V(4) za pomoca
3 dodawan. Skupiamy sie na ostatnich wartosciach z przedstawionych tutaj
ciagdw, zapisanych w odwrotnej kolejnosci, czyli 12,22, 29, 40. Dalsze trzy
warto$ci otrzymamy, sumujac je w nastepujacy sposob: 12+ 22 = 34, 34+ 29 = 63,
63 + 40 = 103. Ostatnia otrzymana warto$é¢ to wlasnie V' (4). Teraz, zeby
otrzymaé V (5), powtarzamy nasz algorytm dla wlasnie wygenerowanych

liczb, zaczynajac od tej samej dwunastki, co poprzednio i dostajemy kolejno

12 + 34 = 46, 46 + 63 = 109, 109 + 103 = 212, wiec V(5) = 212. Biorac znowu
dwunastke i sumujac ostatnio otrzymane wyniki, otrzymamy kolejno wartosci
58,167,379, z ktérych ostatnia liczba jest, jak sie juz domys$lamy, réwna V(6).
Nastepnie ta sama metoda wyznaczamy po kolei V(7),V(8),V(9)..., za kazdym
razem wykonujac tylko trzy dodawania i zadnego mmnozenia!

Co sie tu dzieje? Wszystko dzieki niepozornemu operatorowi réznicy skonczonej,
ktéry oznaczymy przez A. Ten operator dziala na wielomianach i tworzy z nich
nowe wielomiany wedlug nastepujacego wzoru: A(P(x)) = P(z + 1) — P(z) dla
dowolnego wielomianu P(x). Czyli dla kazdego argumentu = warto$é¢ A(P(z))
jest rowna przyrostowi wartosci wielomianu, gdy argument zwigkszymy o 1.
Obliczmy zatem dla naszego wielomianu

AV@E))=2@+1)>3 - (@+1)2—de+1)+7-22%+2° + 42— 7=
=622 + 4z — 3.

Okazuje sie, ze otrzymaliémy wielomian stopnia o jeden nizszego niz oryginal.
Chwila zastanowienia i widzimy, ze tak bedzie dla kazdego wielomianu trzeciego
stopnia. Operator A, dziatajac na taki wielomian, zmniejszy jego stopien do
kwadratowego. I ogélnie, jesli wielomian P(z) jest stopnia n, to A(P(z)) bedzie
wielomianem stopnia n — 1. Mozna to sprawdzié¢, rozwijajac P(z + 1) ze wzoru
dwumianowego Newtona; wspélczynnik przy najwyzszej potedze to a,, wiec
wyraz z x" skréci sie przy odjeciu P(x). Jeszcze krétki namyst i zobaczymy, ze
wspélezynnikiem przy najwyzszej potedze (czyli przy 2"~ 1) wielomianu A(P(x))
bedzie n - a,,.

Wprowadzmy teraz potegi operatora A ze wzgledu na skladanie. Ustalmy,

ze AU jest operatorem identycznosciowym, czyli z definicji A%(P(z)) = P(x).
Przyjmijmy, ze A"T(P(x)) = A(A™(P(x))) dla n > 0. Co sig stanie, jesli
bedziemy iterowaé operator A dla wielomianu P(x)? Pierwsza iteracja — to juz
wiemy — bedzie wielomianem stopnia n — 1 o wspolczynniku przy najwyzszej
potedze rownym na,,. Druga — wielomianem stopnia n — 2 z najwyzszym
wspoélezynnikiem réwnym n(n — 1)a,,, trzecia da nam wielomian stopnia n — 3
o najwyzszym wspoélczynniku réwnym n(n — 1)(n — 2)a, i tak dalej, az

w koricu n-ta iteracja, czyli A" (P(x)) bedzie wielomianem stopnia zerowego

o wspOlezynniku przy najwyzszej potedze (czyli wyrazie stalym) réwnym
nn—1)-...-2-1-a, = nla,. Zatem posta¢ wielomianu A™(P(x)) zalezy jedynie
od stopnia tego wielomianu i od wspélezynnika a,,. Jest wiec doéé¢ tatwa do
wyliczenia. Przykladowo, dla naszego wielomianu V() mamy

o AYV(x))=2a3— 2% —dx + 17,
o ANV (2)) =622 + 4z — 3,
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o A%(V(x)) = 12z + 10,
e A3(V(x)) =12 (co bylo do przewidzenia od samego poczatku, bo 12 = 3! - 2)
i kolejne iteracje A dadza juz tylko wielomiany zerowe.
Teraz pora na najwazniejsze. Widzimy, ze bezposrednio z definicji operatora A
wynika wzor
P(z +1) = P(z) + A(P(z)),
co zapiszemy w dogodniejszej dla dalszych rozwazan postaci
P(z) =Pz — 1)+ AY(P(z - 1)).

Ale AY(P(z — 1)) to tez wielomian zmiennej z, wiec proces mozemy iterowaé, bo
w szczegdlnosci Al(P(x — 1)) = AY(P(x — 2)) + A%(P(z — 2)). Idac tak dalej,
otrzymujemy
P(z) = P(x — 1) + AY(P(x — 2)) + A*(P(z - 2)) =

=A"(P(z— 1)) + A'(P(z — 2)) + A*(P(z — 3)) + A*(P(z — 3)) = ...

= APz 1)+ AY(P(x —2))+... + A" YP(x —n)) + A"(P(z — n)),
a ostatni wyraz, jak wiemy, réwny jest n! - a,. Widaé wigc, ze do wyznaczenia
wartosci P(x) wystarczy do wartoéci P(z — 1) doda¢ wartosci wszystkich i-tych
poteg A dla argumentéw x — i, gdzie i przebiega zbiér {1,...,n}. A te wartosci
mozemy wyznaczaé kolejno, wykonujac n dodawan.

Stwérzmy wiec dla naszego wielomianu V' (z) tabele do kazdego z wytluszczonych elementéw przekatnej
takich wartosci. Zaczniemy od obliczenia ,na piechote”  dodawali jego prawego sasiada i wynik zapisywali pod
wartosci V' (0),V(1),V(2),V(3). spodem, wytluszczajac go:

z | V(z) | AN(V(z)) | A*(V(2)) | A%(V(2)) z | V(z) | AY(V(2) | A%(V(2)) | A3(V(2))

0 7 7 -3 10 12

1 4 1 4 7 22 12

2 11 2 11 29 34

3 40 3 40 63
Obliczmy teraz wartosci A(V (z)) dla z =0,1,2. 4] 108

Prosze! WykonaliSmy trzy dodawania i mamy warto$é

z | V(z) | ANV (2)) | A2(V(x)) | A3(V(x)) V(4). Jedziemy dalej:
0| 7 -3
1] 4 7 x| V(z) | AN(V(2) | A%(V(2)) | A3(V(2))
2 11 29 0 7 -3 10 12
3 40 1 4 7 22 12
2 11 29 34 12
Nastepnie wyznaczmy wartoéci A?(x) dla x = 0, 1; wiecej
. 3| 40 63 46
nam nie potrzeba. Od razu wstawmy dla porzadku 12
w miejsce A?(V(z)) dla z = 0 — wiemy, ze bedzie to 4] 103 109
12 = 2- 3!, ale gdybysmy nie dowierzali, zawsze mozemy 5| 212

te warto$¢ uzyskaé z ostatniej wypelnionej kolumny,

odejmujac 10 od 22. I jeszcze V (6), skoro nam tak dobrze idzie:

V(z) | Al(V(2)) | A%(V(2)) | A3 (V(2))

xT
z | V(z) | AY(V(2) | A%(V(2)) | A%(V(2))
0 7 —3 10 12
0 7 -3 10 12
1 4 7 22 12
1 4 7 22
2 11 29 34 12
2 11 29
3 40 63 46 12
3 40
4| 103 109 58
W powyzszej tabeli zostala wyttuszczona przekatna, za 5| 219 167
pomoca ktorej bedziemy generowali kolejna przekatna. s | 379

Zaczniemy od domys$lnej dwunastki w ostatniej kolumnie
(cata kolumna sklada sie z samych dwunastek), ktéra Dzialta! Trzy dodawania i mamy obliczong kolejng
wstawimy dla x = 1. Teraz, poczynajac od géry, bedziemy wartos¢ wielomianu trzeciego stopnia.
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Pamigtajmy, ze na niewymiernych
liczbach praktycznie nie potrafimy
wykonywadé tego typu obliczen. Mozemy
albo robi¢ to symbolicznie, albo po prostu
przyblizaé liczby niewymierne ich
wymiernymi odpowiednikami i dalej juz
jest prosto. I tak zazwyczaj robig to nasze
kalkulatory, komputery i inne urzadzenia,
ktére musza wykonywaé dziatania
arytmetyczne. Stad m,,="3,14, a

V2,="1,41.

(¢r6dlo zdjgeia: Science Museum)

Pierwsza maszyna réznicowa Babbage’a.

System Chamberlina—Couranta nie jest
jedynym alternatywnym systemem
wyboru komitetéow wzgledem systeméw
partyjnych. Zainteresowanym
Czytelnikom polecamy zapoznanie si¢

z systemem pojedynczego glosu
przechodniego oraz z systemami opartymi
o aprobate [2], m.in. z systemem opartym
o proporcjonalng aprobate.

*University of Oxford

No dobra. To byto proste, ale mieliémy sytuacje komfortowa, kiedy to wartosci
wielomianu obliczaliémy dla kolejnych liczb naturalnych. Co by jednak byto,
gdyby argumenty byty wymierne? Otz nic by sie nie zmienito. Okazuje sig,

ze jesli operator A zastapimy operatorem A. dla dowolnego wymiernego
dodatniego ¢ i zdefiniujemy A.(P(z)) = P(z +¢) — P(x), to zachowamy
podstawowa ceche operatora A: zastosowanie tego operatora zmniejsza stopien
wielomianu o 1. To nam wystarcza do tego, zeby powtérzy¢ nasza procedure
dla dowolnego poczatkowego x i dla dowolnego £ > 0. Obliczenie kolejnych M
wartosci dla argumentéw rézniacych sie o z goéry ustalona stata dla dowolnego
wielomianu stopnia n wymaga zatem obliczenia jego n kolejnych wartosci ,na
piechote”; a nastepnie zastosowania M — n razy naszego schematu, za kazdym
razem wymagajacego jedynie n dodawan, bez wykonywania jakiegokolwiek
mnozenia! Niewiarygodne!

Na to, zeby metode opisana powyzej wykorzysta¢ do budowy maszyny,
przypuszczalnie wpadl jako pierwszy inzynier heskiej armii Johann Helfrich
von Miiller (1742-1830). Pomyst ten rozwinal i czesciowo zrealizowal angielski
matematyk Charles Babbage (1791-1871). Jest to bohater niezwykly, wizjoner,
tworca modelu komputera w postaci, ktérej praktycznie dzi§ powszechnie
uzywamy. Zyt dlugo, choé jego zycie nie bylo ustane rézami. Do$é¢ mtodo zostal
profesorem matematyki w Cambridge, gtéwnie za prace w dziedzinie kryptografii
— ciggneto go zawsze w kierunku zastosowan matematyki w informatyce, cho¢
informatyki wtedy jeszcze nie byto. W latach 20. XIX wieku wpadl na pomyst
skonstruowania maszyny, ktéra wykonywalaby automatycznie dziatania
prowadzace do wyznaczania kolejnych wartosci wielomianéw wedlug podanej
wyzej metody. Sam mechanizm arytmometru byl znany od prawie 200 lat dzieki
konstrukcjom Schickarda, Pascala i Leibniza. Chodzilo o to, zeby ustawi¢ kilka
arytmometréw tak, aby mogtly sobie nawzajem przekazywacé obliczone sumy

w odpowiedniej kolejnosci. Efektem prac Babbage’a byla maszyna réznicowa,
ktorej model przedstawiony jest na zdjeciu obok. Wymagata ona recznego
wykonania poczatkowych czynnoéci. Babbage na tym nie poprzestal. Zaczal
budowe kolejnej wersji maszyny roéznicowej, ktéra bylaby znacznie wigksza

i... nigdy jej nie ukonczyl. Nie dlatego, zeby napotkat jakie$ nieoczekiwane
przeszkody. Po prostu w trakcie prac nad nig wpadt na pomyst, ktéry tak go
pochlonal, Zze zarzucil zaczete prace. Ale jest to temat na osobna historie.

System wyborczy Chamberlina—Couranta
Piotr SKOWRON*

Rozwazmy scenariusz, w ktorym wyborcy glosuja na kandydatéw w celu
wylonienia zwycigskiego komitetu (podzbioru kandydatéw o ustalonej
liczebnosci). Przyktadami takiego scenariusza sa wybory parlamentarne,
wybory samorzadowe, wybory do rad nadzorczych itp. W wielu przypadkach
wynik takich wyboréw zalezy nie tylko od preferencji wyborcow wzgledem
kandydatéw, ale réwniez od systemu wyborczego, czyli od metody uzywanej

do wylaniania zwyciezcow. Rozne systemy wyborcze majg takze rézny wplyw na
pozniejsze zachowanie cztonkéw wybranego komitetu. Przykladowo w systemach
wyboru parlamentu, w ktorych obywatele poérednio lub bezpos$rednio

glosuja na partie polityczne, istnieje ryzyko, ze wybrani politycy beda silniej
zwigzani z macierzystymi partiami niz z wlasnym elektoratem. Ta obserwacja
zainspirowala dwéch amerykanskich politologéw, Johna Chamberlina i Paula
Couranta, do zaprojektowania nowego systemu wyborczego, alternatywnego do
systemoéw partyjnych [1].
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Rys. 1. Rysunek ilustruje przyktadowe
wybory. Dla wyborcy vi najbardziej

preferowanym kandydatem jest ﬁ Jezeli

é bylby reprezentantem dla vy, to

zadowolenie vy osiggnetoby 4 punkty
®

(ZBor(i) = 4). Drugim w kolejnosci

preferencji jest g (zadowolenie vy

z takiego reprezentanta wynositoby 3

punkty, zpor (}) = 3), trzecim %

(z zadowoleniem wynoszacym 2 punkty,

ZBOI(%) = 2), itd.

Rys. 2. Czarne punkty reprezentuja
wyborcéw, szare — kandydatéw,

a kolorowe — zwycigski komitet.
Zakladamy preferencje geometryczne,
czyli wyborca preferuje kandydatow,
ktérzy odpowiadaja blizszym mu
punktom.

Zanim opiszemy system Chamberlina-Couranta, wprowadzmy kilka oznaczen
i pomocniczych definicji. Niech V = {vy,...,v,} 1 C ={c1,...,cn} oznaczaja
odpowiednio zbiér wyborcéw i zbiér kandydatow. Niech k oznacza rozmiar
komitetu, ktéry chcemy wybraé sposrod kandydatow. Kazdy wyborca oddaje
glos poprzez uszeregowanie zbioru kandydatéw od najbardziej do najmniej
preferowanego. Przykltadowe wybory przedstawione sa na rysunku 1. Dla
wyborcy v i kandydata ¢ przez pos,(¢) oznaczmy pozycje kandydata ¢

w rankingu preferencji wyborcy v. Przykladowo, jezeli ¢ jest ulubionym
kandydatem v, to pos,(c) = 1, jezeli ¢ jest drugi na lidcie preferencji v, to
pos,(¢) = 2 itd. Zdefiniujmy zadowolenie wyborcy v z kandydata ¢ za pomoca
metody Bordy: zpo (v, ¢) = m — pos,(c).

Dla kazdego wyborcy v i dla kazdego k-elementowego podzbioru kandydatéw S,
przez repr(v, S) oznaczmy najbardziej preferowanego wzgledem v czlonka S,
tzw. reprezentanta v w S. Przyktadowo, dla wyborcy v; z rysunku 1 oraz dla
komitetu S = {97 ‘%, C:‘; }, mamy repr(v, S) = ‘% Zdefiniujmy teraz zadowolenie
wyborcy v z komitetu S jako zadowolenie wyborcy z jego reprezentanta w S:
ZBor (U, .S) = zBor (v, repr(v, S)). Dla naszego poprzedniego przykladu mamy wiec:

ZBor (U1, {é, %, é?}) = zBor(vl,%) = m — pos,, (%) =5-3=2.
Zdefiniujmy wynik punktowy k-elementowego komitetu S C C jako sume
zadowolen poszczegélnych wyborcéw: pkt(S) = > oy zBor (v, S). System
Chamberlina—Couranta wybiera komitet z najwyzszym wynikiem punktowym
argmaxgcc, |sj=x Pkt(S). Innymi slowy, w systemie Chamberlina-Couranta
zwyciezca zostaje komitet, ktéry minimalizuje $rednia pozycje reprezentanta
w rankingu wyborcy. Dla przyktadu z rysunku 1 i dla &k = 2 zwyciezca zostaje
{%, gﬁs} z wynikiem punktowym pkt({%, é[é}) =2+4-4=18. W tym przypadku
reprezentant wyborcy v; znajduje sie na trzeciej pozycji w jego rankingu
preferencji, za$ pozostali czterej wyborcy maja jako reprezentantéw swoich

ulubionych kandydatéw. Dla tego komitetu $rednia pozycja reprezentanta
D ey POs,(repr(v,5))

n

; : _ 3441 _
w rankingu wyborcy wynosi == =14

Intuicyjnie, w systemie Chamberlina—Couranta zwycieski komitet w pewnym
sensie najlepiej reprezentuje elektorat wyborczy. Intuicje te potwierdza
rysunek 2, opisujacy pewne przyktadowe spoleczenstwo, gdzie wyborcy

i kandydaci reprezentowani sa przez punkty na plaszczyznie. Polozenie
punktéw mozna interpretowaé na wiele sposobéw. Przykladowo, polozenie

na osi ,x” moze odzwierciedla¢ preferencje wyborcéw wzgledem polityki
ekonomicznej panstwa (punkty bardziej przesuniete w lewa strone odpowiadaja
wyborcom/kandydatom o bardziej socjalnych pogladach, za$ te przesuniete

w prawa strone — bardziej liberalnym). Polozenie na osi ,,y” mozemy
interpretowaé jako preferencje $wiatopogladowe wyborcéw (wyborcy
konserwatywni vs. liberalni). Rzeczywiscie, punkty odpowiadajace zwycieskiemu
komitetowi (kolorowe punkty) pokrywaja plaszczyzne ,podobnie” do punktéw
odpowiadajacych wyborcom (czarne punkty). Jednak czy zawsze jest mozliwe
wybranie komitetu, ktéry bedzie dobrze reprezentowal wyborcéw? Nizej
sprobujemy odpowiedzie¢ na to nurtujace pytanie.

Przypomnijmy, ze funkcja W Lamberta jest zdefiniowana tak, aby dla

kazdego a € R zachodzito a = W(a)e"(®). W szczegélnosci dla a > e zachodzi
W(a) < In(a). Przyjmijmy x = %(k) i rozwazmy rankingi wyborcéw obciete do
pierwszych x pozycji. Rozwazmy nastepujaca iteracyjna procedure: w pierwszym
kroku wybieramy kandydata, ktory wystepuje najczesciej wérdd pierwszych

x pozycji. Nazwijmy takiego kandydata a;. Nastepnie dla kazdego wyborcy,

dla ktérego a1 wystepuje na jednej z pierwszych x pozycji, zaznaczamy, ze

a1 bedzie jego tymczasowym reprezentantem; ponadto usuwamy wszystkich
takich wyborcoéw, tzn. wyborcéw, ktérzy maja przypisanego tymczasowego
reprezentanta. W drugim kroku wybieramy kandydata, ktéry wystepuje
najczesciej wérdd pierwszych x pozycji dla pozostatych (nieusunietych)
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System Monroe. W 1995 Burt Monroe
zauwazyl, ze system
Chamberlina—Couranta jest w pewnym
stopniu niedoskonaly. Spéjrzmy na
przyktadowe wybory ponizej:

V1l €l - C2 > C3 > ... > Cl00
Vi Cl > C2 > C3 > ... Cl00
V999 C1 = C2 > €3 = ... = C100
V1000: €100 >~ €2 > €3 > ... > C]l

Dla k = 2 zwycigskim komitetem jest
{c1,c100} — w tym przypadku kazdy
wyborca ma swojego ulubionego
kandydata jako reprezentanta. Jednak
spoteczne poparcie dla kandydata c100
jest zdecydowanie nizsze niz dla ¢1. Czy
aby na pewno ci1po powinien by¢
cztonkiem zwycigskiego komitetu? Burt
Monroe zasugerowal, aby kazdy cztonek
wybranego komitetu reprezentowal mniej
wiecej taka samag liczbe wyborcéw, czyli

[ %] lub [#] wyborcéw. Obliczajac wynik
punktowy dla komitetu S, staramy si¢
znalez¢é mozliwie najlepsze
przyporzadkowanie cztonkéw komitetu do
wyborcéw, tak aby kryterium Monroe’a
zostalo spelnione. Np. gdy S = {¢1,c2},
optymalne przypisanie cztonkéw komitetu
do wyborcéw to np. takie, gdzie
pierwszych 500 wyborcéw jest
reprezentowanych przez cp, a nastepnych
500 przez co. Wtedy komitet {c1, c2} ma
wynik punktowy:

Pktyron({c1,ca}) = 500 - 99 + 500 - 98.

Dla komitetu {c1, c100} ten wynik wynosi
tylko:

Pktyion ({€1, c100}) = 500 - 99 + 1 - 99.

Podobnie jak w systemie
Chamberlina—Couranta w systemie
Monroe zwycigski komitet to ten

z najwyzszym wynikiem punktowym.
Cwiczenie dla zainteresowanych
Czytelnikéw: czy w przypadku systemu
Monroe réwniez mozemy znalezé gérne
ograniczenie na Sredniag pozycje
reprezentanta wyborcy?
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Rys. 3. Stosunek % dla zmieniajacego si¢
rozmiaru komitetu k. Dla k = 460
stosunek % wynosi mniej niz 0,02, co
oznacza, ze srednio reprezentant wyborcy
jest z jego punktu widzenia lepszy niz
98% kandydatéw.
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wyborcow — nazwijmy go as. Podobnie jak poprzednim razem, przypisujemy ao
jako tymczasowego reprezentanta dla wyborcow, dla ktérych as wystepuje wérod
pierwszych x pozycji, a nastepnie usuwamy tych wyborcéw. Cala procedure
powtarzamy k razy.

Wykazemy teraz przez indukcje, ze po i-tym kroku powyzszej procedury
co najwyzej n(1 — %)Z wyborcéw nie ma przypisanego tymczasowego
reprezentanta. Dla ¢ = 0 nie zostal usuniety zaden wyborca, czyli pozostato ich

n= n(l — Wék)

)O; dowodzi to kroku bazowego indukcji. Niech n; oznacza liczbe
wyborcow, ktorzy zostali bez tymczasowych reprezentantéw po i-tym kroku.
Tacy wyborcy maja wérod swoich pierwszych = pozycji kandydatow, ktorzy

do i-tego kroku nie zostali jeszcze wybrani przez nasza iteracyjna procedure
(jest dokladnie (m — i) takich kandydatéw). Z zasady szufladkowej Dirichleta
wnioskujemy, ze po i-tej iteracji jeden z pozostalych kandydatow wystepuje na
pierwszych x pozycjach w listach preferencji dla co najmniej ““~ nieusunietych
wyborcow. Oznacza to, ze w (i + 1)-szym kroku usuniemy co najmniej -

wyborcow. Zatem
m k

Zakladajac, ze nasza hipoteza indukcyjna jest spelniona dla pewnego ¢, czyli

@)i, wnioskujemy

) (o2 (- 50 -2

Dowodzi to poprawnoéci kroku indukcyjnego. W rezultacie dla ¢ = k otrzymujemy
wWk)\* _ (1 WE W (k)
— n| - =—".
k = e k
Podsumowujac: w komitecie wybranym przez nasza iteracyjna procedure co

najmniej (n - %(k)) wyborcow ma reprezentantéw z pierwszych x pozycji.

n;x
Njy1 SNy — ——
m—i

zakladajac, ze n; < n(l —

Niy1 <N (1 -

nk<n<1—

Pozostatych % wyborcéw moze mieé reprezentantéw na dowolnych
pozycjach. Niech p bedzie $rednia pozycja reprezentanta w wybranym komitecie
(liczona wzgledem wszystkich wyborcow). Wowczas

< 1 . nW (k) vt nW(k)m <z W(k)m ~ 2mW (k)
PS5 k k = kT Tk
Czy £ < 2WK) ¢4 dobra jakos¢ reprezentacji? Gdyby uzy¢ systemu

Chamberlina—Couranta do polskich wyboréw parlamentarnych, gdzie k = 460,
a m = 6000, otrzymalibydmy £ < 0,02. Oznacza to, ze niezaleznie od preferencji
wyborcow, Sredni wyborca bylby reprezentowany przez kogo$ sposréd 2% swoich
ulubionych kandydatéw. Rysunek 3 przedstawia stosunek 2 dla zmieniajacych
si¢ wartosci rozmiaru komitetu k.

Na koniec zauwazmy, ze opisana powyzej iteracyjna procedura pozwala
wytypowaé bardzo dobre (choé, byé moze, nieoptymalne) komitety.

W niektérych przypadkach procedura ta moze zostaé¢ uzyta zamiast oryginalnego
systemu Chamberlina—Couranta. Jej zaleta jest to, ze zwycieski komitet moze
zostaé¢ tatwo znaleziony. Dla oryginalnego systemu Chamberlina—Couranta
obecnie najefektywniejsza metoda znajdowania zwycieskiego komitetu

polega na sprawdzeniu wynikéw punktowych wszystkich mozliwych (ZL)
komitetéw. Dla k ~ 460 i m =~ 6000, liczba (') ma 704 cyfry — w takim
przypadku liczba wszystkich komitetéw, ktére nalezy sprawdzié, jest zbyt

duza nawet dla najnowocze$niejszych komputeréow. Wowczas zastosowanie
rozwiazania przyblizonego to jedyna alternatywa. Czytelnikéw zainteresowanych
podobnymi pytaniami i bardziej szczegdlowa analizg odsytamy do oryginalnego
artykulu [3], a jako ¢wiczenie proponujemy analize systemu, w ktérym

kazdy wyborca powinien mie¢ r reprezentantow: zadowolenie wyborcy ze
zbioru r reprezentantéw definiujemy jako sume zadowolen z poszczegdlnych
reprezentantéow. Czy w takim systemie mozemy znalezé dolne ograniczenie na
zadowolenie wyborcow?
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Zyclie na
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Oto przyktad grafu, w ktérym ponad
polowa wierzchotkéw ma stopienn wigkszy
niz $rednia stopni wierzchotkéw z nimi
sasiadujacych.

B
Kazdy z wierzchotkéw A, B i C' ma
stopien réwny 3, podczas gdy $rednia
stopni jego sasiadéw jest mniejsza niz 3.
Niemniej jednak w tym grafie $rednia
stopni wynosi 2,4, a $rednia ze $rednich
stopni sasiadéw wynosi 2,7(3).

Uroki starosci

Myélimy o ludziach starych jako o zrzedzacych i niemajacych nic ciekawego

do powiedzenia. W szczegdlnodci nam, mtodym, zyjacym w zupelnie innej epoce.
A oto przyjazny los i autorka polozyly mi na stot ksiazke Spojrzenie wstecz.
Rozmowy. Justyna Dabrowska miala oryginalny pomyst, aby porozmawiaé

o zyciu z ludZmi, ktérych taczy fakt urodzenia si¢ ,przed wojna”. Ta druga.

I oto okazalo sie, ze nie sa to narzekajacy staruszkowie. Ci ludzie maja nam cos
do powiedzenia, a robia to niezwykle subtelnie. Nie pouczaja, czego si¢ zawsze
boimy. W calej serii rozméw powtarza sie stabilizowanie wlasnej wiedzy o zyciu
i wlasnego ,rosniecia” z uptywem lat. Tez wbrew obiegowej opinii, ludzie ci
tagodnieja, cho¢ ich poglady sa coraz bardziej stabilne. Ale nie ZWALCZAJA
cudzych — po prostu wyjasniaja swoje.

I, gdy czytalam te rozmowy, narastata we mnie swiadomosé potrzeby istnienia
w zyciu spotecznym autorytetéw. To bardzo ulotna potrzeba, nie kazdy ja ma,
ale wielu z nas sie wydaje, ze ,,0000, kiedys to tacy byli, a teraz tylko mtodosé,
uroda i sukces”. Pewno tak méwimy, bo nie bardzo dostrzegamy ludzi obok
nas, siedzacych na lawce na przystanku i uwaznie patrzacych wokét. Justyna
Dabrowska zauwazyta, porozmawiata i okazalo sie, ze sa, tylko coraz rzadziej ich
stuchamy.

Ci ludzie ,sprzed wojny” juz odchodza. Ich zycie, miedzy innymi przez te wojne,
bylo czesto dramatyczne, czesto uniemozliwita im ona, ta wojna i Polska, ktora
nastata po wojnie, taki rozwdj, o jakim marzyli. Zatem warto dowiedzie¢ sie, jak
sobie dali rade. Kazdy inaczej.

Zmarly niedawno wielki, $wiatowej miary embriolog Andrzej Tarkowski, wystany
byt jako magistrant do Puszczy Bialowieskiej i tam doszedt do wniosku, ze
wolaltby jednak badaé ssacze zarodki niz zycie zubréw. Pozwolono mu wrocié
do Warszawy z uwaga, zeby sobie stwarzal wlasny zespoél, tak jak umie.

We wspomnieniach jego éwczesnej studentki pozostalo prowadzenie hodowli
zarodkow myszy na bardzo wczesnym etapie rozwoju, stadium pojedynczych
komérek, na ptytkach hodowlanych. W atmosferze hodowli powinien by¢
dwutlenek wegla o okreslonym stezeniu (zdaje sie 5%). Dzi§ wytwarzaja to
doktadnie regulowane maszyny. W tamtych czasach doktor Tarkowski zalecit
przez rurke wydychiwaé¢ wlasne powietrze z pluc. Poéwiczcie: wdech i rurka
na wydech. Wdech i rurka. .. Wlasciwie mam oczy na mokrym miejscu, gdy
czytam te wspomnienia. Tak, pracujac z zespotem podobnych pasjonatdw,
profesor dotart do pozycji bliskiej Nagrody Nobla. Gdyby byl z Anglii

i prowadzil badania ,po tamtej stronie zelaznej kurtyny”, to pewno by dostat,
bo za badania embriologiczne prowadzace do technik rozmnazania in vitro
nagrody przyznano.

Zycie zetknelo mnie duzo pézniej z Profesorem Tarkowskim. To juz byla ,nowa”
Polska, ale nadal biedna. RobiliSmy badania na pojedynczych komérkach, trzeba
je bylo fotografowac, a my nie mieliSmy odpowiedniej nasadki na mikroskop.
Calo$é ,,warsztatu badawczego” zbieraliSmy po calej Warszawie, zostawiajac
kwity pobrania. Wyjatkowa nasadke mieli tylko w Zakltadzie ,,u Tarkowskiego”,
udatam sie¢ wigc do Niego z dluga mowa, jak bardzo wazne sa nasze badania

i jak bardzo zalezne od posiadania nasadki. Profesor otworzyl szuflade, wyjat

to cudo, odebral pokwitowanie, a ja zaniostam je do zaprzyjaznionego instytutu,
gdzie sktadalidmy, z czego sie dalo, uklad badawczy.

Po paru latach Profesor upomnial sie o nasadke (mial pokwitowanie),
tymczasem zaprzyjazniony instytut zlikwidowal pracownie i nakladka zaginela.
Przez wiele lat, gdy tylko spotykalam Profesora Tarkowskiego, wypominal mi te
zgube. Czulam sie jak uczennica, ktéra nie sprostala prostemu zadaniu.

Do Panteonu Justyny Dabrowskiej ludzi z autorytetem dopisuje Andrzeja
Tarkowskiego. Niestety, juz z Nim nie przeprowadzi rozmowy.

Zmart 23 wrzesnia 2016.
Magdalena FIKUS



Dla tych, ktorzy maja cienn watpliwosci,
dodatkowe wyjasnienie: odcinek M N
musi by¢ tak krétki, by zmiescit sie

w czworo$cianie ABC D, mimo, iz
krawedzie KM, ML, LN i NK sa tylko
niewiele krétsze od krawedzi AD, DB

i DC.

Jak dluga jest kula?
tukasz RAJKOWSKI*

Wyobrazmy sobie, ze wewnatrz trojkata ABC umiescilismy trojkat K LM.
Wéwcezas pole K LM nie przekracza, oczywiscie, pola ABC. Czy mozemy
stwierdzi¢ to samo o obwodach tych tréjkatéw? W tym przypadku stowo
»oczywiscie” rowniez wydaje sie uprawnione, Czytelnicy Delty z pewnoscia
wiedza jednak, jak latwo o naduzycie tej formulki. Szczesliwie w tej sytuacji
nie pociagaloby to za soba tragicznych konsekwencji, gdyz istotnie, rowniez
obwdd tréojkata K LM nie przekracza obwodu trojkata ABC. Jeden ze
sposobéw uzasadnienia tego faktu jest nastepujacy: dla kazdego boku tréjkata
K LM wyobrazmy sobie slorice Swiecace prostopadle do wybranego boku,
umiejscowione po stronie pozostatej czesci tréjkata K LM. Wowcezas na brzegu
trojkata ABC pojawia sie roztaczne cienie bokéow trojkata K LM, o dlugosciach
nie mniejszych od dlugosci odpowiadajacych im bokéw K LM (rysunek obok
powinien rozjasni¢ wszelkie niejasnosci tego slonecznego opisu).

Czy przedstawiona wlasnosé przystuguje rowniez innym wielokatom?

Chwila namystu pozwala stwierdzi¢, ze nie — je$li wewnetrzny wielokat jest
dostatecznie ,,potamany”, jego obwdd moze Smiato przewyzszyé obwod wielokata
zewnetrznego. Nietrudno jednak naprawié¢ te przykrosé, gdyz wystarczy zazadac,
aby rozwazane wielokaty byly wypukle i wéwczas przedstawiony wczesniej
argument o ,roztacznosci cieni” pozostaje w mocy.

Skoro tak dobrze poszto nam na plaszczyznie, sprobujmy naszych sit w trzech
wymiarach. Jesli pewien wielo$cian wypuktly jest zawarty w innym, to

objetos$¢ zawartego jest nie wieksza od objetosci zawierajacego. Odnosnie pol
powierzchni tych wielo$cianéw, mozemy zastosowa¢ rozumowanie analogiczne
do dwuwymiarowego — teraz roztaczne cienie beda rzucane przez $ciany
wewnetrznego wielocianu (ponownie kluczowe jest zalozenie o wypuklosci
rozwazanych obiektéw). Kolejnym naturalnym zadaniem jest poréwnanie

sumy dlugosci krawedzi bohateréw naszych rozwazan. Zapewne, nawet jesli

nie spotkate$ sie wezesniej, Czytelniku, z tym problemem, zdazyle$ juz pewnie
katem oka dostrzec rysunek na marginesie, ktory bez cienia watpliwosci dowodzi,
ze sumy dlugosci krawedzi wieloScianéw — nawet wypuklych — nie poréwnuja sie
juz w sposéb tak elegancki, jakby sugerowaly to nasze wczes$niejsze przemyslenia.
Czy istnieje spos6b na uratowanie choc¢by czesci naszych przypuszczen?

Okazuje sig, ze tak! Wystarczy kazdej krawedzi badanych wieloScianéw przypisaé
wage rowna zewnetrznemu katowi miedzy Scianami spotykajacymi sie wzdluz tej
krawedzi. Aby sie o tym przekonaé, rozpoczniemy od stynnego zadania o zyrafie,
ktorym bawione sa kolejne pokolenia uczniéw. Brzmi ono nastepujaco: wybieg
dla zyrafy jest otoczony plotem w ksztalcie trapezu o obwodzie 100 metréw

i polu 300 m?. Zyrafa ma szyje dtugosci dwéch metréw i bardzo duzy apetyt;
oblicz pole powierzchni obszaru znajdujacego sie w zasiegu zyrafiej paszczy.

Na pierwszy rzut uczniowskiego oka problem wydaje sie¢ mie¢ podejrzanie mato
zalozen, chwila analizy rysunku na marginesie pozwala jednak stwierdzi¢, ze
istotnie zadnej innej informacji nam do szczescia nie potrzeba. Dostepny dla
zyrafy obszar spoza wybiegu mozna podzieli¢ na prostokaty o wysokoéci 2

i podstawach bedacych ktéryms z bokéw wybiegu oraz fragmenty kot

o promieniu 2 i $rodkach w wierzchotkach wybiegu. Suma po6l wspomnianych
prostokatéw to przemnozony przez 2 obwdd wybiegu, czyli 200, fragmenty kot
natomiast sumuja sie do pola calego kota o promieniu 2, czyli 47. Ostateczna
odpowiedZ na pytanie to 300 + 100 - 2 4 7 - 22. Warto zauwazy¢, ze przedstawione
rozumowanie pozostaje stuszne, jesli o wybiegu zalozymy tylko, Ze jest
wielokatem wypuklym — dzieki temu wymienione wczesniej czesci badanego
obszaru sa rozlaczne, a odpowiednie fragmenty kot sktadaja sie na jedno pelne
koto.

Popusémy teraz wodze fantazji i wyobrazmy sobie Zyratoperze, czyli zyrafy
fruwajace radosnie w powietrzu dzieki ogromnym, nietoperzowym skrzydtom.
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Wybieg dla zyratoperzy to ogromny, wiszacy w powietrzu druciany wieloscian A,
o ,,okach” pozwalajacych zyratoperzom na przecisniecie ich szyi o dtugosci d.
Tym razem obszar, z ktérego zyratoperze moga podjada¢ smakotyki, mozna
podzieli¢ na sam wybieg, prostopadlo$ciany o wysokosci d i podstawach
bedacych $cianami wybiegu, fragmenty walcéw, ktérych wysokosci to krawedzie
wybiegu, a podstawy to wycinki kota o promieniu d oraz fragmenty kul

o $rodkach w wierzchotkach wybiegu i promieniu d.

Podobnie jak poprzednio, objetosci wspomnianych prostopadtoscianow
sumuja sie do powierzchni wielokata pomnozonej przez d, natomiast objetosci
fragmentow kul — do objetosci calej kuli o promieniu d. Co z fragmentami
walcow? Nietrudno zauwazy¢, ze kazdy z nich ma podstawe o powierzchni
5 md?, gdzie a jest katem zewnetrznym miedzy $cianami spotykajacymi sie
wzdtuz krawedzi bedacej wysokoscia danego fragmentu walca. Jesli wiec przez
V3(A), Va(A), Vi(A) oznaczymy odpowiednio objetosé A, jego pole powierzchni
oraz sume dtugosci krawedzi przemnozonych przez kat zewnetrzny miedzy
odpowiednimi Scianami, otrzymamy

(%) Va((A)a) = Va(A) + Va(A) - d + %Vl(A) & gwd?’,

gdzie (A)g to obszar dostepny zyratoperzom o dlugosci szyi wynoszacej d.
Oczywiscie, jeSli wybieg zyratoperzy zostanie zmniejszony do wieloscianu B,
znajdujacego si¢ wewnatrz A, to obszar w zasiegu ich zartocznych paszcz
rowniez ulegnie zmniejszeniu i w tej sytuacji

V3(A) + Va(A) -d + %Vl(A) -d* > V3(B) + Va(B) - d + %Vl(B) - d?

lub réwnowaznie

V- Vz 1 Vs (B Va(B 1
Wida¢, ze wraz z wydluzaniem sie zyratoperzych szyi rola skltadnikéw
zwiazanych z objetosciami i powierzchniami wieloScianéw w powyzszym
wzorze staje sie zaniedbywalnie mata. W tej sytuacji otrzymujemy nieréwnos¢é
Vi(A) > Vi(B), na ktérej tak nam zalezalo.

Wielkosé Vi (A) nosi nazwe 1-wymiarowej objetosci wewnetrznej wieloscianu A
i dzigki wykazanej powyzej monotonicznosci ze wzgledu na zawieranie moze
by¢ réwniez okre$lona dla dowolnego ciata wypuklego K w przestrzeni poprzez
przyblizanie ciala K wielo$cianami w nim zawartymi. Postugujac sie ta
definicja, trudno nam bedzie jednak wyznaczy¢ tytulowa ,dlugo$é¢ kuli”, czyli
V1(B,.), gdzie B, jest kula o promieniu r. W sukurs przychodzi nam wzér (%),
dziedziczony przez zbiory wypukle po wielodcianach, ktory po wykorzystaniu
oczywistej zaleznosci (B;.)q = B,44 przyjmuje postaé

4 4 1 4
g7r(r +d)® = gmﬁ + 4mr?d + §V1(B,,)d2 + gwd3.

Réwno$é ta po redukeji daje drrd® = $V4(B,)d?, czyli Vi (B,) = 8rr. To wiecej
czy mniej od 1-wymiarowej objeto$ci wewnetrznej szescianu o tej samej, co kula,

objetosci?
Rozwigzanie zadania F 921. Przyjmijmy, ze wirnik odrzuca do Rozwigzanie zadania F 922. Przyjmijmy, ze komar macha
dotu strumien powietrza o polu przekroju wd? /4 z predkoscig v. Jezeli skrzydtami z czestodcig f. Zalozymy, ze amplituda machnie¢ jest rzedu
gestosé powietrza wynosi p, to w czasie At wirnik nadaje powietrzu diugosci skrzydla [ i ze skrzydla opuszczaja si¢ plasko, a podnosza

o masie Am = prd?vAt/4 ped Ap = prd?v2At/4 i energie kinetyczng si¢ krawedzia tak, ze opor powietrza przy podnoszeniu mozna
AW = prd®v®At/8. Aby helikopter sie wzniésl, wirnik musi wytworzyé pominaé. Srednia predkos$é powietrza odrzucanego skrzydtami w dét

silg ciggu réwna cigzarowi helikoptera z pilotem: Ap/At = Mg, wynosi v = fl. Poslugujac si¢ analiza wymiarowa, znajdujemy, ze
a potrzebna do tego moc wynosi P = AW/At (g — przyspieszenie R = Apy 5112/2, gdzie S = ld to powierzchnia skrzydla (wspoétczynnik
ziemskie). Korzystajac z tego, ze w warunkach normalnych objetosé A = 1/2 z warunkéw zadania). Sita unoszaca F jest réwna
jednego mola gazu to V,, = 22,4 litra, znajdujemy, ze gestos¢ powietrza  $redniej czasowej sily oporu dzialajacej na skrzydlo, pomnozonej
) Mg przez liczbe skrzydel i podzielonej przez dwa, poniewaz opor
wynosi p=p/V, &~ 1,3 kg/m'5 i otrzymujemy v = — - —= =& 3,5 m/s. powietrza dziala na skrzydlo tylko przy jego ruchu w dét. Stad
d F =2R/2 = p1Sv?/2 = p1f21°d/2. Sila ta musi réwnowazyé cigzar

Stad moc niezbedna dla uniesienia helikoptera z pilotem to komara, wiec pi f l:f'd/2 =mg = pgldzg, gdzie m to masa komara,

P =Mgv/2~ 1400 W. g — przyspieszenie ziemskie. Ostatecznie f = 1 2p2dg ~ 1 kHz.
Poniewaz wymagana moc jest prawie dziesieciokrotnie wieksza od ! Pl
mocy, jaka moze rozwinaé pilot przy dlugotrwalej pracy mieéni — Otrzymany wynik dos¢ dobrze zgadza si¢ z obserwowana czestoscia

helikopter nie wzniesie sig. bzyczenia komara.



Czarek

Adam

Daria

Ewelina

Mota delld

Znajomi moich znajomych

Wojtek lezal na podtodze i czytal wlasnie ksiazke o grafach, ktoéra
wypozyczyl z biblioteki. Alicja, jego mlodsza siostra, ktéra przegladata
w tym czasie portal spolecznodciowy, spytata nagle.
— Wojtek, czy uwazasz, ze jestem aspoleczna?
— Nie — ucial krétko.
— Mam 154 znajomych na NaszymPodworku.
— To duzo.
— Krysia ma 210 znajomych, a Basia 245. Jednak nic nie przebije Ilony —
najpopularniejszej dziewczyny w szkole — ma ona 510 znajomych.
Wojtek nie przejawial zainteresowania rozmowa ze swoja siostra. Pochloniety
za to byt lektura.
— Obliczylam wtaénie, Ze moi znajomi maja $rednio 172,1 znajomych.
— Jak to policzytas?
— No, normalnie — wzigtam $rednia arytmetyczna.
— Zsumowalas recznie 154 liczby?
— Nie badz niemadry. Pomoglam sobie arkuszem kalkulacyjnym. Zreszta,
to nie jest najwazniejsze. Wazne jest to, ze mam mniej znajomych na
NaszymPodworku niz $rednio moi znajomi. Moze powinnam sie czesciej
udziela¢ w szkole? Od zawsze chcialam si¢ zapisa¢ na jakies kétko
zainteresowan.
— Uwazam, ze niepotrzebnie si¢ przejmujesz. Myéle, ze jest to sytuacja
W pewnym sensie typowa.
— Przeciez to matematycznie niemozliwe. Statystycznie potowa powinna mieé
wiecej znajomych niz $rednio ich znajomi.
— No wtasnie niekoniecznie. Wezmy te¢ twoja Ilone. Ma ona 510 znajomych.
Oznacza to, ze podnosi ona $redniag 510 osobom. Jesli z kolei ktos taki jak
Tomek ma 10 znajomych, to obniza on $érednia, ale tylko 10 osobom.
— No, nie wiem. Nie jestem do korica przekonana. Uwazasz, ze to jest jakas
reguta matematyczna? Mozna to udowodni¢?
Wojtek zerwal sie na réwne nogi, chwycit za kartke papieru i zaczatl rysowac.
— By¢ moze mozemy wykorzystaé¢ grafy!
— Grafy? — zaciekawila sie¢ Alicja.
— Tak! Bo widzisz — znajomosci na NaszymPodwérku mozna zaprezentowaé
w postaci grafu. Te kropki, ktére teraz rysuje, to tak zwane wierzchotki.
Kazdy wierzchotek reprezentuje jednego uzytkownika w serwisie. Teraz
narysujemy krawedzie. Krawedzie to beda takie kreski miedzy tymi
wierzchotkami. Taka krawedZ bedzie oznaczala, ze te dwie osoby maja sie
w znajomych.
— Daria ma najwiecej znajomych.
— Tak, ale. ..
— A Franek ma tylko jednego znajomego. To smutne.
— Nie o to chodzi! To tylko przyktad. Policzmy lepiej, ile nasi bohaterowie
maja znajomych.
— Adam ma trzech, Bartek tez, Czarek ma dwdéch. Daria ma czterech,
Ewelina trzech, a Franek zna tylko Eweline. Biedny Franek.
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Odpowiedz na pytanie Alicji jest
negatywna. Czy potrafisz znalezé graf,

w ktérym ponad potowa wierzchotkéw ma
wigcej znajomych niz Srednia ilo$é
znajomych jego znajomych? Podpowiedz:
najmniejszy taki graf ma 5 wierzcholkéw.
Czytelnik Leniwy znajdzie przyktad

W numerze.

— Czyli érednio maja 2% znajomych. Na przykladzie jest tatwo. Sprobujmy to
teraz zrobié¢ dla ogdlnego grafu.

— Ale jak to zrobi¢? Przeciez graf moze wygladaé¢ naprawde przerdznie!

— Kazdy graf charakteryzuja dwie liczby: liczba wierzchotkéow V' oraz liczba
krawedzi E. W naszym przykladzie V' = 6, bo mamy 6 0séb, a E = 8, bo
mamy 8 krawedzi laczacych te osoby.

— Czy to wystarczy? Zeby obliczy¢ érednia arytmetyczng, potrzebujemy
wiedzie¢, ile kazdy wierzchotek ma znajomych.

— Wystarczy, ze bedziemy wiedzieli, jaka jest suma wszystkich znajomych.
Popatrzmy na jedna krawedz. Na przyklad, miedzy Czarkiem a Daria.
Taka krawedz oznacza, ze Czarek ma Dari¢ w znajomych oraz Daria

ma Czarka w znajomych. Zatem kazda krawedZ oznacza sumarycznie

2 osoby w znajomosciach. Poniewaz mamy F krawedzi, oznacza to, ze nasi
bohaterowie maja sumarycznie 2F znajomych. Teraz wystarczy podzieli¢ te
liczbe przez ilo$¢ osob, aby uzyskaé érednig arytmetyczng.

— 2F/V. Faktycznie, jak podstawimy do wzoru dane z naszego przykladu,
dostaniemy ten sam wynik, jaki obliczyliémy bez tego wzoru! — ucieszyla sie
Alicja.

— Teraz bedzie trudniej. Dla kazdego wierzchotka musimy obliczy¢, ile
$rednio znajomych maja jego znajomi. Nastepnie z tych wszystkich wartosci
chcieliby$Smy obliczy¢ Srednia.

— Wydaje sie to troche skomplikowane. Znowu bedziemy patrzyli na
krawedzie?

— Sprobujmy. Jesli Czarek ma C' znajomych, a Daria D. .., to C' dodamy

do znajomych znajomych Darii, a potem podzielimy przez D, by obliczy¢
srednia. Tak samo bedzie z Czarkiem. Do $redniej liczby znajomych
znajomych Czarka dodamy D/C.

Wojtek zapisal na papierze C/D + D/C.

— To jest zawsze wigksze od dwdch! — zauwazyla Alicja.

— Jest?

— Tak! MieliSmy to w szkole. Zobacz! Pani zaczela od tego, ze kwadrat zadnej
liczby nie moze by¢ ujemny. Jak si¢ skorzysta ze wzoru skréconego mnozenia
i to, co nie jest kwadratem, przeniesie na druga strone, to bez trudu wpada
sie na pomyst, ze oprocz sprowadzenia do wspdlnego mianownika, mozna
robié tez co$ odwrotnego. I gotowe!

— Faktycznie. Ta suma bedzie wieksza od dwdch. .. lub réwna, ale tylko
wtedy, gdy Czarek ma doktadnie tyle samo znajomych co Daria.

— Aha! Co musimy zrobi¢ dalej?

— Musimy posumowaé¢ po wszystkich krawedziach. Poniewaz mamy E
krawedzi, otrzymam co$ wiekszego od 2F. ..

— ... albo réownego 2F, jesli wszyscy uzytkownicy maja dokladnie tyle samo
znajomych — zauwazylta Alicja.

— I na koniec podzieli¢ przez liczbe wierzchotkéw V', aby otrzymac $rednia
arytmetyczng.

— Czyli ostatecznie otrzymali$my co$ wiekszego lub réwnego 2E/V ... Czyli
miale$ racje! Srednio nasi znajomi maja wiecej znajomych niz my sami.

— No to, jak to juz ustaliliémy, moge wréci¢ do mojej ksiazki, a ty mozesz
wroci¢ do NaszegoPodwoérka.

— Wiesz co? Chyba przejde sie do biblioteki poczytaé o grafach. Mam

w glowie tyle pytan. Na przyklad, czy zawsze osoby, ktére maja mniej
znajomych od $redniej liczby znajomych jego znajomych, stanowia wiekszosé
w grafie? A kto wie? Moze przy okazji poznam kogos ciekawego, kogo bede
mogta dodaé¢ do znajomych na NaszymPodworku.

Malqg Delte przygotowal Krzysztof PIECUCH
doktorant, Wydzial Matematyki i Informatyki, Uniwersytet Wroclawski
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Delta i fizyka czastek elementarnych (VII):
LHC, czastka Higgsa, stare i nowe problemy, nowe idee

*Wydzial Fizyki, Uniwersytet Warszawski

Swietlnosé £ akceleratora to wielko$é
charakteryzujaca prawdopodobiefistwo
»spotkania si¢” dwoéch czastek

z przeciwbieznych wigzek. W LHC

w jednostce czasu dochodzi do n zderzen
biegnacych naprzeciw siebie wzdluz osi z
»paczek” uformowanych z protonéw. Jesli
p1(b, z1) i pa(b, 22) (gdzie b = (z,y)) sa
rozkladami gestosci protonéw w dwu
zderzajacych si¢ paczkach, to

L= nfdefd21d22p1(b,21)p2(b,22).

n moze zalezeé¢ od czasu, np. wskutek
przerw w dzialaniu akceleratora (zob.
. 1 s

takze Agg). Przekréj czynny o procesu
pp = X — Xan pomnozony przez

t
ft 2dtL(t) daje liczbe zdarzen

1

pp — X — Xgn, ktére powinny zostaé
wytworzone w przedziale czasu

At =ty — t1. Liczba zarejestrowanych
takich zdarzen (zakladajac, ze teoria na
podstawie ktérej obliczono o, jest
stuszna) zalezy jeszcze od efektywnosci
rejestracji stanu Xg, przez detektor
(A5). Jego identyfikacje utrudniaja inne
procesy dajace taki sam stan koricowy
Xfin (lub nawet tylko ,,podobny”) —
méwimy wtedy o tle zaklécajacym
identyfikacje procesu pp — X — Xgn.

ATLAS, CMS i Alice sg detektorami
pokrywajacymi prawie caly kat brylowy
wokél punktu przecigcia wigzek
zderzajacych si¢ czastek. Geometria
detektora LHCDb jest asymetryczna —
zostata dobrana tak, by wygodnie bytlo
bada¢ fizyke mezonéw B (odcinek V).
ATLAS i CMS i LHCb wykorzystuja
zderzenia przede wszystkim pp; Alice
bada (gtéwnie) zderzenia ciezkich jonéw
Pb Pb.

Gléwnym procesem produkcji czastki
Higgsa h® w LHC jest fuzja gluonéw
wyemitowanych przez kwarki tworzace
zderzajgce si¢ protony:

Sprzezenie dwéch gluonéw do hO jest
generowane gléwnie przez diagramy
petlowe z cigzkimi kwarkami ¢ i b.

Wedlug Modelu Standardowego czastka
Higgsa o masie 125 GeV rozpada si¢
najchetniej na pary kwarkéw bb, cc lub na
parg cigzkich leptonéw 7~ 71, Czastki te
jednak rozpadaja si¢ dalej, tworzac stany
koricowe Xg, majace duze tlo i przez to
trudno je poprawnie identyfikowaé. Z tego
powodu czgstke h® zarejestrowano
najpierw poprzez jej rozpad na dwa
fotony, objawiajacy sie wzgdérkiem (zob.
odcinek IV o odkryciach J/v i T) na
wykresie liczby przypadkéw
dwufotonowych w funkcji masy
niezmienniczej dwéch fotonéw oraz

w rozpadzie ZZ* rozpadajacych sie dalej
na dwie pary leptonéw (A1, AT.).

n

Przypominamy, ze symbol A” = oznacza

Pq
odwolanie do Delty n/pg; np. Ag2 to
Delta 7/2002, a A3y to Delta 3/1989.
Poprzednie odcinki elementarza czagstek
elementarnych mozna znalez¢ na stronie
deltami.edu.pl

Piotr CHANKOWSKI*

W 2009 r. po wielu latach przygotowan — udzial w takim przedsiewzigeciu wypelnia
dzi$§ niemal cala karierg fizyka-do§wiadczalnika — uruchomiony zostat (Adg, AdS,
A3,) w CERN-ie akcelerator LHC zderzajacy przeciwbiezne wiazki protonéw

i majacy, wedtug powszechnych oczekiwani (Als), umozliwi¢ dokonanie zasadniczych
odkryé¢ w fizyce wysokich energii. Istotna charakterystyka LHC jest uzyskiwana

w nim bardzo duza $wietlnosé rzedu 103* cm=2s7! (tak duza $wietlnosé jest
nieosiagalna w przypadku zderzen pp z powodu oczywistych komplikacji

z wytwarzaniem i gromadzeniem antyprotonéw). Dzicki temu nawet majace bardzo
maly przekréj czynny zdarzenia (produkcja jakichs czastek) maja szanse zostaé
zarejestrowane (jesli tylko pozwala na to zachowanie energii).

Pierwszym etapem przeprowadzonych w LHC badan byto, jak to ujmowano,
ponowne ,odkrycie” fizyki Modelu Standardowego, tj. zarejestrowanie znanych

i zbadanych juz (we wezeéniejszych eksperymentach, takich jak Tevatron) proceséw
i sprawdzenie, ze wszystko sie zgadza z istniejacymi juz danymi (Af,). Potwierdzito
to gotowo$¢ LHC i czterech gléwnych zespoléw doswiadczalnych, dysponujacych
czterema réznymi detektorami: ATLAS, CMS, LHCD i Alice (zob. ich zdjecia

na okladce Aj;) do eksploracji nowych terytoriéw i, w pierwszym rzedzie, do
poszukiwania bozonu Higgsa (AJ,, A7), tj. badania mechanizmu naruszenia
elektrostabej symetrii cechowania (zob. odc. I, IT i III).

Pierwsze doniesienia o mozliwym zarejestrowaniu nowej czastki pojawily sie

w grudniu 2011 roku (A2,). Oficjalne ogloszenie odkrycia odbylo si¢ w lipcu

2012 r (A19). Do zamknigcia pierwszego etapu dzialania LHC (z energia zderzeri
protonéw wynoszaca 7, a potem 8 TeV) wykonano wiele pomiaréw wladciwosci nowo
odkrytej czastki. Pomiary te sa kontynuowane. Waznym testem jest bezposrednie
sprawdzenie jej sprzezen do bozonéw W= i Z°, co na razie nie jest w pelni
osiagalne.

Jak pisalem na samym poczatku tego cyklu, odkrycie czastki Higgsa mozna uznac
za zwienczenie catego dlugiego, opisanego w tych artykutach, rozdzialu badan nad
struktura materii. Uzyskana zgodnos$¢ z przewidywaniami Modelu Standardowego
jest bowiem na tyle dobra (AT;), Ze niezaleznie od ewentualnych przysztych odkryé
Model Standardowy pozostanie spdjna (tj. spelniajaca wszystkie wymogi fizyczne)
teorig poprawnie opisujaca oddzialywania kwarkéw, leptonéw i bozonéw cechowania
o energiach nie przewyzszajacych skali Fermiego (G;l/ ? ~ 250 GeV).

Sukces ten nie oznacza oczywiscie konca badan w fizyce wysokich energii. Model
Standardowy jest teoria bogata i bardzo skomplikowana. Wiele jego aspektow
opisanych jakosciowo w odcinku IT wciaz wymaga glebszego zbadania. Przede
wszystkim konieczne jest lepsze zrozumienie dynamiki oddziatywan kwarkéw

i gluonéw, odpowiedzialnej za formowanie sie hadronéw. Dzigki szybkiemu
wzrostowi w ostatnich dekadach mocy obliczeniowej komputeréw pomocne sg,

tu obliczenia numeryczne, w ktérych tworzaca kontinuum czasoprzestrzen, na
ktorej zdefiniowane sg pola kwantowe, redukuje sie do dyskretnej i skoriczonej
sieci punktéw. Obliczenia takie potwierdzaja poprawnosé chromodynamiki
kwantowej jako teorii oddzialywan silnych i pozwalaja praktycznie wyznaczaé
niektére wielkosci konieczne do analizy fizyki zapachu i famania CP (odcinek V).
Same jednak nie zastapia zrozumienia analitycznego. Konieczne jest tez lepsze
zrozumienie, poprzez pomiary réznego rodzaju rozkltadéw partonéw struktury
nukleonu, w tym roli gluonéw i kwarkéw w tworzeniu catkowitego spinu nukleonu
(ktéry musi wynosié %h') Zagadnienia te sg badane w eksperymencie COMPASS
w CERN-ie (rozpraszanie mionéw produkowanych przez synchrotron protonowy
na tarczy spolaryzowanych nukleonéw) oraz w akceleratorze RHIC w Brookhaven,
jedynym na $wiecie mogacym zderzaé wiazki spolaryzowanych protonéw. Jeszcze
innym zagadnieniem, badanym eksperymentalnie (w COMPASS-ie, w laboratorium
Jeffersona w USA w zderzeniach e~ z tarcza oraz w zderzeniach pp w LHC)

i teoretycznie, sa procesy produkeji konkretnych hadronéw (tzw. procesy
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Obecnie zarejestrowano juz wiekszos$é
pozostalych kanaléw rozpadu h° oraz
zmierzono wzgledne czestosci ich
wystepowania, a takze przekrdj czynny
produkcji hO. Sa one zgodne

z przewidywaniami Modelu
Standardowego. W szczegdélnosci analiza
k%towego rozktadu produktéw rozpadu
hY — Z2%2°% - ¢t et e wyklucza

w zasadzie inne niz 0% kombinacje s
spinu s i parzystosci wewnetrznej P
odkrytego rezonansu. (Skadinad rozpad
h° na dwa fotony wyklucza — na mocy
twierdzenia Landaua—Yanga, zob. odcinek
IV — spin s = 1.)

Sama niezmienniczos$¢ wzgledem
cechowania dopuszcza wystepowanie

w réwnaniach chromodynamiki kwantowej
wyrazu, ktérego obecnosé¢ naruszataby
jawnie zachowanie parzystosci
kombinowanej CP (dokladniej, wyraz ten
lamie samo P). Bezwymiarowy

parametr 6, mnozacy ten wyraz, wigze si¢
z nietrywialng topologicznie struktura
stanu podstawowego ukladu pdl
gluonowych (i kwarkowych). Negatywne
wyniki pomiaru elektrycznego momentu
dipolowego neutronu (ktéry moze by¢
rézny od zera tylko, gdy parzystosé CP
jest lamana) narzuca ograniczenie

1] < 107'° (samo tamanie CP

w oddzialywaniach kwarkéw z bozonami
W daje niemierzalnie maly moment
dipolowy neutronu). Zrozumienie,
dlaczego wartos$é 6 jest tak mata, to
wcigz aktualny problem fizyki wysokich
energii. Jedna z propozycji teoretycznych
jest zastgpienie # dynamicznym
skalarnym polem kwantowym, ktérego
potencjal wymusza zerowanie si¢ jego
wartosci prézniowej (efektywny parametr
0 jest wtedy réwny zeru). Jedna

z konsekwencji takiego mechanizmu
byloby istnienie bezspinowej czastki a®
zwanej aksjonem, bardzo lekkiej (o masie
107°% +107? eV), bo bedacej bozonem
NG (podobnie jak mezony m — zobacz
odcinek IIT) dodatkowej globalnej
symetrii U(1) pq zlamanej spontanicznie
i zarazem naruszonej jawnie przez
topologicznie nietrywialng strukture
prézni. Poniewaz aksjon oddzialywalby
niemal wytacznie elektromagnetycznie,

w silnym polu elektromagnetycznym
mogtaby zachodzi¢ poprzez sprz¢zenie
a®~~ konwersja fotonu w aksjon lub na
odwrét (tzw. proces Primakoffa). Na tym
efekcie opieraja sie proby wykrycia
aksjonéw. Np. eksperyment OSQAR

w CERN-ie prébuje zarejestrowacé
przechodzenie $wiatta przez gruby blok
metalu dzigki konwersji fotonu w aksjon
i nastepnie jego rekonwersji w silnym
polu zapasowych magneséw LHC.

Y a’ a’ Y

B

s~ ]1

Niewykluczone jest tez, ze to wlasnie
aksjony tworza ciemng materie
‘Wszechswiata.

ekskluzywne), gtéwnie mezonéw (m, p, ¢, w rozpraszaniu leptonéw i J/¢, T

w zderzeniach pp). Teoretyczne obliczenia wykorzystujace sieci sa tu niemozliwe

i wykorzystywane sa rézne zaawansowane matematyczne metody kwantowej teorii
pola. Wreszcie dziedzing burzliwie rozwijajaca si¢ w ostatnich latach, zaréwno
eksperymentalnie (RHIC, LHC oraz SPS) jak tez i teoretycznie, jest badanie
zderzen ciezkich jonéw, w ktérych to zderzeniach na krotka chwile powstaje materia
hadronowa o wielkiej gestosci i wysokiej temperaturze (tj. éredniej energii na
czastke), czyli warunki, jakie panuja we wnetrzach gwiazd lub jakie mialy miejsce
na wezesnych etapach ewolucji Wszechswiata (oczekuje sie, ze w takich warunkach
powinien powstawaé¢ nowy stan materii, tzw. plazma kwarkowo-gluonowa, (Aég)).
Jest to bardzo obszerna i fascynujaca dziedzina, lezaca na styku fizyki wysokich
energii, fizyki statystycznej, a takze relatywistycznej hydrodynamiki.

Oprocz tych obszaréw badan, ktére od strony teoretycznej w zasadzie w calosci
obejmowane sg przez Model Standardowy, pozostaje wiele zagadnien, ktére
wymagaja modyfikacji tej teorii (czyli stworzenia teorii ogdlniejszej). Po pierwsze,
sama struktura Modelu Standardowego nasuwa istotne pytania o charakterze
teoretycznym. Wymienic¢ tu nalezy pytanie o pochodzenie struktury grupy
cechowania (w tym o kwantyzacje tadunku elektrycznego w jednostkach %e)

i chiralnego charakteru oddzialywan bozonéw cechowania z fermionami, o wyraznie
hierarchiczne widmo mas tych ostatnich i takiz charakter elementow macierzy
CKM (odcinek I), a takze pytanie o liczbe generacji. Nierozstrzygniete nadal
pozostaje pytanie o charakter neutrin (odcinek VI) oraz pochodzenie ich mas

i macierzy PMNS. Wreszcie, bez odpowiedzi pozostaje wciaz pytanie, dlaczego
oddzialywania silne zachowuja parzystosé¢ kombinowana CP. Jeszcze jednym
istotnym problemem Modelu Standardowego, jaki dostrzegaja teoretycy, jest
stabilno$¢ skali Fermiego (zob. nizej). Problem stanowi tez za duzy (o 120 rzedéw
wielkosci!) wklad prézniowych fluktuacji kwantowych p6l Modelu Standardowego do
stalej kosmologicznej (Adg, A, A2, A19). W tle wszystkich tych pytan pozostaje
zawsze ostateczny cel teoretycznych badan w fizyce wysokich energii, jakim

jest stworzenie jednej teorii wszystkich oddziatywan z grawitacyjnymi wiacznie
(Weinberga sen o teorii ostatecznej).

Po drugie, w miare poglebiania si¢ zrozumienia zwiazkow fizyki wysokich energii

7 kosmologia i astrofizyka (A3.), stalo sie jasne, ze jakkolwiek wyniki wszystkich
eksperymentéw laboratoryjnych sa, jak dotad, dobrze ujmowane przez Model
Standardowy, istnieja fakty fizyczne, ktorych teoria ta nie uwzglednia. Przede
wszystkim z analizy modeli kosmologicznych wynika, ze 23% gesto$ci energii
Wszech§wiata (Ajg) stanowi tzw. ciemna, bo nie$wiecaca, materia (Als, AS), ALY,
A2, AT, Aby, AL AL ASL). Panuje tez powszechne przekonanie, ze energie

te stanowia tworzace otoczki galaktyk (tzw. galaktyczne halo) jakie$ stabilne

(lub o czasie zycia rzedu wieku Wszech$wiata) czastki bardzo stabo oddzialujace
ze zwykla materia (mozliwe sa jednak i inne interpretacje danych — zob. Adg).
Istnienia takich czastek Model Standardowy w ogéle nie przewiduje. Innym
waznym zagadnieniem kosmologicznym, w oczywisty sposéb wiazacym si¢ z fizyka
wysokich energii, jest problem bariogenezy, czyli powstania we Wszechswiecie
nadwyzki materii (o dodatniej liczbie barionowej) nad antymateria (A}2). Jak
pisalem (odcinek III), aby podczas zachodzacej w miare stygniecia Wszech$wiata
(wskutek jego kosmologicznej ekspansji) anihilacji materii i antymaterii oprécz
fotonéw (i neutrin) pozostala jeszcze pewna ilo§é materii (z ktérej powstaly
galaktyki i wszystko, z czym mamy do czynienial), musza, na jakims etapie
ewolucji Wszech§wiata, by¢ spelnione trzy warunki Sacharowa (A}3). Spelnienie
tych warunkéw musi by¢ z kolei konsekwencja teorii opisujacej oddziatywania
elementarne przy energiach odpowiadajacych temu etapowi ewolucji Wszech$wiata,
czyli panujacej w nim wtedy temperaturze 7. Model Standardowy przewiduje
wprawdzie niezachowanie liczby barionowej w wysokich temperaturach (odcinek IT),
ktopot sprawiaja jednak dwa pozostale warunki Sacharowa. Jesli przyjac¢, ze teoria
ta jest shuszna w calym zakresie energii, to jedynym etapem ewolucji Wszechswiata,
na ktéorym mogtaby powstac¢ nierownowaga termodynamiczna, jest przemiana
fazowa, w ktérej powstaje kondensat pola Higgsa. Okazuje sie jednak, ze gdy
masa czastki Higgsa wynosi 125 GeV, przemiana ta zachodzi bardzo tagodnie

i zaburzenie rownowagi termodynamicznej jest za stabe. Co wigcej, nawet gdyby
masa czastki Higgsa nie byla tak duza i przemiana fazowa bylaby dostatecznie
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Zbieganie si¢ stalych sprze¢zenia Modelu
Standardowego i jego supersymetrycznej
wersji.

Najprostsza teorig wielkiej unifikacji jest
teoria z grupg cechowania SU(5).
Przewiduje ona, ze lewochiralne pola
kwantowe g kwarkéw, ¢ antykwarkow,
[ leptonéw i [¢ antyleptonéw
(zob. margines w odcinku II) kazdej
generacji tworzg tylko dwa multiplety
grupy cechowania: w sktad jednego
wchodzg pola d¢, dy,, dS, e, ve,
a w drugi pola ul, uj,, u, e, Un, uz, de,
dp, dz, €. Poniewaz emisja lub absorpcja
wirtualnego (lub rzeczywistego) bozonu X
cechowania grupy SU(5) powoduje
przejécie jednego pola w inne pole tego
samego multipletu, mozliwe sa przejscia
kwarka w lepton (por. margines
w odcinku II o pochodzeniu stalej
Fermiego Gr),

uC

2
gun
M3

1! d

ktérych amplitudy sa odwrotnie
proporcjonalne do kwadratu masy bozonu
X i mogace objawia¢ si¢ jako rozpad
protonu.

Czas zycia protonu (odwrotnie
proporcjonalny do kwadratu modutu
amplitudy rozpadu) bylby wigc
proporcjonalny do Mf(, a zatem bardzo
dlugi. Mimo to jest on wedlug zwyktych
teorii unifikacji za krétki w poréwnaniu
z ograniczeniami doswiadczalnymi. Jest
on jednak wystarczajaco dlugi

w supersymetrycznych wariantach
unifikacji, poniewaz skala, przy ktérej
zbiegaja sie trzy stale sprzezenia (zobacz
rysunek u géry tej strony), jest wyzsza,
co oznacza, ze masa Mx jest wigksza.

gwaltowna, tamanie CP, jakie przewiduje Model Standardowy, jest niewystarczajace
(Scislej, tamanie CP w oddzialywaniach fermionéw z polem Higgsa jest zbyt male).
Model Standardowy nie przewiduje tez istnienia zadnego pola, ktérego ewolucja

w czasie moglaby byé przyczyna inflacji (Af;), ktéra przez ostatnie 30 lat stanowita
jeden z fundamentéw wspdlezesnej kosmologii (ostatnio podnosza sie jednak glosy
podajace w watpliwos$é ten etap kosmologicznej ekspansji Wszech$wiata).

Wymienione wyzej problemy od wielu lat stanowily (poczatkowo te o charakterze
teoretycznym) i nadal stanowia (dzi§ przede wszystkim te majace charakter faktéw
fizycznych) inspiracje dla wielu powstalych juz za istnienia Delty nowych koncepcji
teoretycznych, z ktérych kilka postaram sie tu przyblizy¢.

Jedna z pierwszych byla wysunieta niemal réwno z narodzinami Delty, czyli krétko
po sformutowaniu Modelu Standardowego, idea wielkiej unifikacji (A9, A3,). Istota
jej jest to, ze oddzialywania silne, stabe i elektromagnetyczne sa w rzeczywistosci
tylko niskoenergetycznymi przejawami jednego i tego samego oddzialywania
opisywanego teoria z jedna prosta grupa cechowania, np. SU(5) (24 generatory,
czyli 24 bozony posredniczace) lub SO(10) (45 bozonéw posredniczacych)

i majacej wobec tego tylko jedna stala sprzezenia ¢,, (zamiast trzech gs, gw i gy).
Obserwowana przy niskich energiach réznica w charakterze oddzialywan (silne,
stabe i elektromagnetyczne) bylaby skutkiem spontanicznego naruszenia tej jednej
grupy cechowania przez jaki§ kondensat V ~ 104 + 106 GeV do jej podgrupy
SU(3). x SU(2)w x U(1)y, a tejze przez kondensat v = 246 GeV. Unifikacja
wyjasnialaby kwantyzacje tadunku elektrycznego kwarkow i leptonéw. Co wigcej,
opisany w odcinku VI mechanizm hustawki generujacy pozadane masy neutrin
szczegdlnie dobrze pasuje do teorii wielkiej unifikacji z grupa SO(10).

Sugestywnym argumentem na rzecz koncepcji wielkiej unifikacji jest wyrazne
zblizanie si¢ przy skali Qun, ktora mozna utozsami¢ z V', trzech ,,biegnacych”
stalych sprzezenia gs(Q), gw (Q) 1 gy (Q) (odcinek IIT) do mniej wiecej wspolnej
wartosci (ktéra nalezatoby utozsamié z gun(Q)). Qun jest rzedu 101 GeV (1016 GeV
w supersymetrycznych wariantach wielkiej unifikacji).

Najbardziej spektakularnym przewidywaniem teorii wielkiej unifikacji jest
niestabilnogé protonu (AL2). Rézne warianty tych teorii przewiduja rézne kanaly
rozpadu protonu (np. p — 7’e* lub p — K+ itp.). Eksperymentalne poszukiwania
takich rozpadéw nie zostalty dotad uwieticzone powodzeniem (AYg); podniosty

one jednak znacznie dolna granice czasu zycia protonu. Obecnie wynosi ona

okoto 1033 lat! Innym waznym przewidywaniem Wielkiej Unifikacji jest wiazace

sie z kwantyzacja ladunku poprzez znany argument Diraca istnienie (bardzo
masywnych) monopoli magnetycznych (o monopolach zob. Ao A3, Ad)). Wielka
Unifikacja miataby tez konsekwencje kosmologiczne (ALY).

Unifikacja stanowilaby dodatkowy argument za wystapieniem inflacyjnego etapu
ekspansji Wszech$wiata: bylby on konieczny, by wydatnie zmniejszyé (wobec
negatywnych wynikéw ich poszukiwan) liczbe (w jednostce objetosci) monopoli
magnetycznych, ktére musialyby powstaé¢ w trakcie generujacej kondensat V'
przemiany fazowej ,kosmicznej zupy”, gdy temperatura 7" Wszech$wiata spadta
ponizej V. Mimo iz teorie unifikacji przewiduja spelnienie na tym etapie ewolucji
Wszech$wiata warunkéw Sacharowa, konieczna z powodu problemu monopoli
inflacja zlikwidowataby tez kazda nadwyzke barionéw nad antybarionami, jaka
moglaby powstac¢ bezposrednio w nieréwnowagowym procesie rozpadu na kwarki
i leptony ciezkich bozonéw X.

Kluczem do problemu bariogenezy mogltyby by¢ ciezkie sterylne neutrina, ktérych
istnienia wymagaja niektére warianty teorii Wielkiej Unifikacji, gdyby ich masy
byly na tyle mniejsze od mas bozonéw X, by mogtly one powsta¢ w wyniku
nastepujacego po inflacji ponownego rozgrzania sie Wszechéwiata (do temperatury
nizszej niz Mx) i osiagniecia przezeri ponownie (przyblizonej) réwnowagi termicznej.
Proces ich znikania z ,kosmicznej zupy” czastek poprzez rozpad na kwant pola
Higgsa i zwykly lepton, zachodzacy gdy temperatura Wszechswiata spadla ponizej
ich masy, jest procesem nieréwnowagowym. Co wiecej, rozpady te na ogél nie
zachowuja parzystoéci kombinowanej CP. W efekcie, po zniknigciu sterylnych
neutrin powstawataby we Wszech$wiecie nadwyzka leptonow nad antyleptonami,
ktorej czes¢ pozniej, w temperaturze, w ktérej zachodzi elektrostaba przemiana
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fazowa (w trakcie ktérej powstaje naruszajacy symetrie SU(2)w x U(1)y
kondensat v), bylaby przetworzona na nadwyzke barionéw. Mechanizm taki nazywa

W kontekscie fizyki neutrin oraz sie bariogeneza poprzez leptogeneze.
problemu bariogenezy bardzo interesujace
s teorie z grupg cechowania SO(10), Sama idea wielkiej unifikacji nie ma w zasadzie konsekwencji dla zjawisk badanych

w ktérych wszystkie lewochiralne pola

jednej rodziny kwarkéw 1 leptonéw oraz w akceleratorach typu LHC. Jednak w jej kontekscie szczegdlnie ostro uwydatnia
dodatkowe lewochiralne pole neutrina sie problem stabilnoéci skali Fermiego. Zunifikowana teoria powinna wyréznia¢ dwie
sterylnego (zob. odcinek VI) tworzg jeden O . B - see s . ‘e . s .
tylko multiplet SO(10). Skutkiem skale energii: bka.lg \% narl.l.bzema symetrii umflku_,]afcej oraz nizsza 9 rzedy wielkoSci
spontanicznego naruszenia symetrii skale v naruszenia symetrii SU(2)w x U(1)y. Jedli ta druga skala jest wyznaczona
50(10) p?zei l‘zonq?llsat v Je;t powstanie  nrs67 kondensat pola skalarnego, mamy do czynienia z jej niestabilno$cia zwana,

W rownaniac. eoril wyrazu, ory . .. . . R

nadawalby neutrinom sterylnym masy problemem hierarchii - efekty kwantowe (czyli wewnetrzne funkcjonowanie

rzedu V', ktére sg niezbedne do dzialania  kwantowej teorii pola) maja silna tendencje do zréwnywania wartosci obu skal v i V.
mechanizmu hustawki. . ;. , . o . . .

Oznacza to, ze wartoéci wolnych parametréow teorii zunifikowanej musiatyby by¢
,dostrojone” z niebywala precyzja (niemal do trzydziestego miejsca po przecinku!),
by otrzymaé stosunek v/V ~ 10714,

Problem hierarchii pozostaje nawet jesli idea Wielkiej Unifikacji nie jest stuszna:
do podobnej potencjalnej niestabilnosci skali v prowadzi fakt istnienia z pewnodcia
w przyrodzie (co najmniej) jeszcze jednej fundamentalnej skali energii, jaka

jest zwiazana z oddzialtywaniami grawitacyjnymi skala wyznaczana przez mase
Plancka Mp) = 1/fic/G ~ 10'? GeV (G jest tu stala Newtona). O pomystach jego
rozwigzania i innych ideach napisze w ostatnim odcinku.

Redaguje Eukasz BOZYK

M 1519. Przypusémy, ze dla pewnej dodatniej liczby catkowitej n liczby 2"
oraz 9 - 5" rozpoczynaja si¢ w zapisie dziesigtnym ta sama cyfra. Jaka to cyfra?
Rozwiazanie na str. 1

M 1520. Dany jest tréjkat rownoboczny ABC. Prosta ¢ przecina proste BC),
CA, AB odpowiednio w punktach K, L, M, réznych od wierzchotkéw tréjkata.

¢ Udowodnié, ze istnieje taki punkt P, ze PK = AK, PL = BL, PM = CM.
Rozwiazanie na str. 2

M 1521. Poczatkowo niektére pola tablicy n x n sa zarazone. Infekcja
rozprzestrzenia sie w nastepujacy sposob: co sekunde kazde niezarazone pole,
ktére ma wspolny bok z dokladnie dwoma zarazonymi polami, staje si¢ zarazone.
Jaka jest najmniejsza poczatkowa liczba zarazonych pél wystarczajaca do
zainfekowania po pewnym czasie calej tablicy?

Rozwiazanie na str. 2

Przygotowal Michal NAWROCKI

start pols po2s po3ds pods

F 921. Pilot-amator zbudowal lekki, napedzany za pomoca pedatéw helikopter
o $rednicy wirnika d = 8 m. Czy uda mu sie wznie$¢, jezeli jego masa wraz z masa
helikoptera wynosi 80 kg? Przyja¢, ze kolarz-amator przy dlugotrwalym wysitku
rozwija moc okolo 150 W. Masa czasteczkowa powietrza to p = 29 g/mol.
Rozwiazanie na str. 9

F 922. Tle wynosi przyblizona czestotliwos¢ bzyczenia lecacego komara, jezeli
dtugosé jego tutowia jest réwna ditugosci kazdego z dwoch skrzydet i wynosi

[ = 3 mm, a $rednica tulowia jest réwna szerokosci skrzydia d = 0,5 mm. Gestos¢
powietrza to p; = 1,2 kg/m3, a érednia gestoéé komara py = 1000 kg/m3.
Wskazowka: Site oporu powietrza R, dzialajaca na skrzydlo, mozemy oszacowac,
postugujac sie analizg wymiarowa, przyjmujac, ze sila ta zalezy od gestosci
powietrza, predkosci jego strumienia oraz pola powierzchni prostopadtego do
niego przekroju poprzecznego: R = A - f(p1, V, S), a wspdlezynnik A dla zakresu
predkosci, z jakim mamy do czynienia, to okolo 1/2.

Rozwigzanie na str. 9
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Informatyczny kacik olimpijski (102): Nim 3

W tym miesigcu oméwimy zadanie Nim 3, ktére pojawito
sie na Obozie Naukowo-Treningowym im. A. Kreczmara

w 2013 roku. Wielu Czytelnikéw zapewne zna stynna

gre ,Nim”: zaczynamy od pewnej liczby stoséw kamykéw,
a nastepnie na przemian gracze wybieraja niepusty stos

i zabieraja z niego dowolna dodatnia liczbe kamykow.
Gracz, ktéry nie moze wykonaé ruchu (bo skonczyly sie juz
kamyki), przegrywa. ,Nim” jest silnie zwiazany ze znanym
twierdzeniem Sprague’a—Grundy’ego, jednak, niestety, nam
si¢ teraz nie przyda, gdyz dotyczy ona klasycznej wersji
gry, a wiec dla dwéch graczy. W naszym zadaniu natomiast

w ,Nima” bedzie gralo trzech braci — Antek, Bartek i Cezary.

Poczawszy od Antka po kolei beda oni wykonywaé ruchy.
Podobnie jak w ,,Nimie” gracz, ktory nie bedzie mégt
wykonaé ruchu, przegra (zajmie trzecie miejsce). Gracz, ktory
wykona ostatni ruch, zajmie pierwsze miejsce. Natomiast
pozostaly z tréjki graczy zajmie drugie miejsce. Dla danych
zestawOw stosow mamy odpowiedzie¢, kto wygra, jesli kazdy
bedzie gral optymalnie.

Podzielmy wszystkie mozliwe stany gry na trzy zbiory: te
stany, dla ktorych wygra gracz rozpoczynajacy, oznaczmy
jako A; te, dla ktérych wygra gracz wykonujacy drugi ruch —
jako B, a te, dla ktérych wygra gracz wykonujacy ruch jako
trzeci — jako C.

W przypadku trzech graczy wcale nie musi by¢ jasne, co
to znaczy optymalna strategia. Nastepujaca rekurencyjna
definicja precyzuje to zgodnie z trescig zadania:

Stan koricowy (wszystkie stosy puste) nalezy do C. Jesli ze
stanu w jednym ruchu da sie¢ otrzymac stan ze zbioru C,
to nalezy on do A; jesli ze stanu w jednym ruchu da sie
otrzymaé stan ze zbioru A (a nie da si¢ z C'), to nalezy on
do B; w przeciwnym razie nalezy on do C.

Zachecamy goraco Czytelnika do nabrania przekonania, ze
taka definicja jest poprawna oraz ze jest zgodna z intuicja.

Przejdzmy do samego rozwiazania. Nie owijajmy w bawelne:
zostalo ono odgadniete na podstawie zauwazonych
regularnos$ci w wynikach dla matych instancji problemu,
ktére potem okazalo sie poprawne we wszystkich
przypadkach. W ten sposéb rozwiazuje sie wiele trudnych
zadan tego typu.

Wielkos$ci stosow zapiszmy w systemie binarnym i policzmy
osobno jednosci, dwojki, czworki, ésemki itd. Jesli kazda

z tak obliczonych wartosci jest podzielna przez 3, to stan
nalezy do zbioru C'. Dla przyktadu rozpatrzmy stosy
zawierajace odpowiednio 1,1,1,5,9,12 oraz 13 kamykéw,
czyli w zapisie binarnym 1,1,1,101,1001, 1100 oraz 1101.
Sze$é z tych liczb jest nieparzystych, zadna z nich nie

ma zapalonego (czyli rébwnego 1) bitu na drugiej najmniej
znaczacej cyfrze, trzy z nich maja jedna czworke i trzy z nich
maja jedna 6semke. Liczby 6,0, 3,3 sg wszystkie podzielne
przez 3, totez rozpatrywany stan gry nalezy do zbioru C.
Zbiér A okreslmy wprost z definicji jako te stany, z ktérych
w jednym ruchu da sie otrzymac stan ze zbioru C. Wszystkie
pozostaly stany tworzg B.

Udowodnimy, ze powyzsze definicje spelniaja warunki
zadania.

Rozpatrzmy dowolny ruch, a dokladniej zapisy binarne liczby
kamykéw na wybranym stosie przed i po jego wykonaniu,
oznaczmy je odpowiednio X oraz Y. Jesli jaki$ bit jest
zapalony w X, a nie jest zapalony w Y, to liczba wystapien
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tego bitu maleje o 1 w stanie gry. Liczba wystapien danego
bitu moze tez, oczywiscie, zwiekszy¢ sie o 1, jak i pozostaé
bez zmian.

Poniewaz X > Y, wiec najbardziej znaczacy bit, na ktérym
X oraz Y sie r6znia, jest zapalony w X i zgaszony (réwny 0)
w Y (oznaczmy ten bit K). W szczegdlnosci po wykonaniu
ruchu ze stanu ze zbioru C liczba wystapienn odpowiedniego
dla ruchu bitu K bedzie przystawata do 2 przy dzieleniu
przez 3. Natomiast liczby wystapienn bardziej znaczacych
bitéw nadal beda podzielne przez 3.

Ponownie korzystajac z tego samego argumentu, tatwo
zauwazy¢, ze otrzymany stan nie nalezy do A. Nie da sie
bowiem w jednym ruchu zwigkszy¢ liczby wystapien bitu K,
nie zmieniajac liczb wystapien bardziej znaczacych bitow.
Reasumujac: zgodnie z oczekiwaniami nie da sie, ze stanu ze
zbioru C' w jednym ruchu otrzymaé¢ stanu z AU C.

Pozostaje sprawdzi¢ warunek (dlaczego?): ze stanu
nienalezacego do C' da sie w co najwyzej dwéch ruchach
otrzymac stan z C. Jedli da sie go otrzymaé¢ w jednym
ruchu, to stan z definicji nalezy do A. W przeciwnym razie,
wykonujac pierwszy z tych dwoch ruchéw, otrzymujemy stan
ze zbioru A, czyli pierwotny stan nalezy do B. Bedziemy

o takich dwo6ch ruchach mysleé jak o jednym specjalnym
ruchu, ktéry pozwala zabra¢ kamyki z dwéch stosow.

Wezmy dowolny stan spoza C. Najbardziej znaczacy

bit, ktérego liczba wystapien nie jest podzielna przez 3,
oznaczmy K. Jedli liczba wystapien K przystaje do 2 przy
dzieleniu przez 3, to wystarczy wykonaé ruch na dwéch
dowolnych stosach, ktére maja liczby kamieni z zapalonym
bitem K. Na obu gasimy bit K. Mniej znaczace bity mozemy
naszym specjalnym ruchem ustawia¢ dowolnie (ruch bedzie
dozwolony, bo liczby kamieni na obu stosach zmaleja).

W szczegdlnoéci mozemy je ustawicé tak, aby byt spetniony
warunek nalezenia do zbioru C. W przypadku, gdy liczba
wystapien bitu K przystaje do 1 przy dzieleniu przez 3,
sytuacja nie jest taka prosta. Wybieramy najpierw jeden
stos z zapalonym bitem K, oznaczmy go P. Gasimy w nim
bit K, a nastepnie mniej znaczace bity po kolei prébujemy
tak ustawiaé, aby liczba ich wystapienn w calym stanie gry
dzielila si¢ przez 3. Jesli udalo nam sie ustawié¢ wszystkie, to
rozpatrywany stan nalezy do A. Mozemy jednak napotkaé
przeszkode, czyli bit dla ktérego zachodzi nastepujacy
warunek:

Jesli ustawimy go na zero (jeden) w P, to liczba jego
wystapien w stanie gry bedzie dawaé reszte 1 (2) przy
dzieleniu przez 3.

Woéwecezas ustawiamy ten bit w P na zero, po czym jako drugi
stos do naszego specjalnego ruchu wybieramy inny stos, ktéry
ma zapalony 6w bit. Gasimy go, zapewniajac zmniejszenie
stosu oraz odpowiednig liczbe wystapien bitu. Kolejne

mniej znaczace bity mozemy juz teraz ustawia¢ dowolnie,
otrzymujac stan z C.

Przekucie definicji zbioréw C' oraz A w algorytm jest dosé
proste — dziala on w czasie O(N log M), gdzie N oznacza
liczbe stoséw, a M liczbe kamykéw na najwiekszym stosie.

Na zakonczenie zachecamy Czytelnika do samodzielnego
sprawdzenia, czy analogiczna strategia zadziata w przypadku
wiekszej liczby graczy.

Marcin SMULEWICZ



Nim obhczysz, pomyél! IX KONFERENCJA SEM
W dniach 21-23 pazdziernika 2016 roku w Sielpi kolo Kielc odbyta si¢

dziewiata konferencja zorganizowana przez Stowarzyszenie na rzecz Edukacji
Matematycznej. Konferencja byla kolejna okazja do spotkan oséb z réznych
srodowisk zaangazowanych w edukacje matematyczna, popularyzacje matematyki

i prace z mlodzieza uzdolniona matematycznie. Do o$rodka wypoczynkowego
,Lucznik” przyjechato okoto 160 nauczycieli matematyki i pracownikéw wyzszych
uczelni z calej Polski.

Konferencje rozpoczat Cyrk matematyczny — lekkie i niefrasobliwe przedstawienie
o matematyce, dedykowane szczegdlnie tym, ktérzy matematykami nie sa

i prawdopodobnie nigdy nie beda. W role artystéw cyrkowych wcielili sie

Marek Kordos i Kamila Fyczek.

Podczas odezytéw i dyskusji zastanawiano sie — w nawiazaniu do tematu konferencji
— przede wszystkim nad tym, czy w zadaniach matematycznych dobry pomyst

musi (powinien) poprzedzaé obliczenia. Czy rozwiazania zadania matematycznego
nie nalezy jednak rozpoczynaé od obliczen? Przedstawiono wiele zadan z réznych
dzialéw matematyki, ktére mozna sprytnie rozwiazaé ,sposobem” (np. ttumaczac
problem na inny jezyk: system dziesietny na dwdjkowy, algebre na geometrie,
kombinatoryke na grafy itp.), ale zwrécono tez uwage na to, ze pieckne pomysly
rozwiazan nie przychodza bez wczesniejszego doswiadczenia!

Dyskutowano réowniez o bledach w rozwiazaniach, ktore czasem — jak mowil tytut
jednego z odczytéw — sa zrodltem odkryé. Rozwazano, miedzy innymi, rozwiazania
zadan olimpijskich z misternie ukrytymi lukami lub usterkami (zadaniem stuchaczy
bylo je wychwycié), analizowano btedy popelniane przez uczestnikéw Powszechnego
Internetowego Konkursu Matematycznego organizowanego przez Wydzial
Matematyki i Nauk Informacyjnych Politechniki Warszawskiej, czy tez przygladano

sie¢ znanemu zadaniu kombinatorycznemu Juliana Tuwima, w ktérym popelnit
fatalny btad w obliczeniach.

Pierwszy dzien konferencji zakonczyl wieczér wspomnien poswiecony zmartemu

w czerwcu 2016 roku Henrykowi Pawlowskiemu, wielkiemu pasjonatowi matematyki,
wspottworcy OMG, przewodniczacemu Komitetu Okregowego OMG, nauczycielowi
wielu pokolen olimpijczykow, autorowi znakomitych zbiorow zadan oraz
podrecznikéw matematyki.

Uczestnikom konferencji przedstawiono takze informacje

o Konkursie Uczniowskich Prac z Matematyki,
organizowanym od roku 1978 przez redakcje Delty i Polskie
Towarzystwo Matematyczne. Zwrdcono uwage szczegdlnie
na to, ze prace nadestane na konkurs powinny zawieraé
samodzielne, oryginalne matematyczne dokonania i ze
laureaci konkursu z poprzednich lat czesto odnosili sukcesy
w Konkursie Mtodych Naukowcéw Unii Europejskiej,

a wielu z nich zwiazalo z matematyka swoje doroste zycie.

22 pazdziernika wieczorem odbytlo sic Walne Zgromadzenie
Delegatéw SEM, podczas ktérego zostato przedstawione
sprawozdanie z dzialalnosci Zarzadu SEM w okresie od

8 listopada 2015 roku do 22 pazdziernika 2016 roku.

W calym okresie sprawozdawczym Zarzad Stowarzyszenia
na rzecz Edukacji Matematycznej dziatlal w stalym skladzie:
Irena Brzozowska, Krzysztof Chelminski — przewodniczacy,
Andrzej Fryszkowski — wiceprzewodniczacy, Renata
Jurasiriska, Michal Krych, Artur Migkiewicz, Barbara
Roszkowska-Lech, Tomasz Szymczyk.

Uczestnicy konferencji, niebedacy delegatami, mogli

w tym czasie wzia¢ udzial w warsztatach po$wigeconych
wykorzystaniu gier matematycznych i logicznych na lekcjach
matematyki.
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7 ankiety, ktéra wypelniali uczestnicy (odpowiadajac,
miedzy innymi, na pytania o tematyke kolejnych spotkan,
ale tez o liczbe referatéow i dlugo$é przerw miedzy nimi),
wynika, ze konferencja spelnita oczekiwania uczestnikow

i ze takie spotkania, na ktorych mozna sporo sie dowiedzie¢,
zebraé¢ materialy do wykorzystania na lekcjach i kétkach
zainteresowan, ale tez wymieni¢ do$wiadczenia z innymi
nauczycielami, sa bardzo potrzebne!

Zapraszamy wszystkich zainteresowanych do zapoznania
sie z programem i materialami z konferencji na

stronie sem.edu.pl/konferencja-2016. Na zachete

— przedstawiamy jedno z zadan z wykladu Joanny
Jaszunskiej, Dlaczego warto uczyé sie jezykow obeych?

Ztosliwy czarodziej rzucil urok na jedng

z 1000 beczek z winem — po wypiciu chocby
kropli kazdy zzielenieje w ciggu doby.
Codziennie rano dysponujemy 10 dzielnymi
rycerzami gotowymi poniesc ryzyko.

W ile dni mozna wykryé zaczarowang beczke?

Rozwiazanie znajda Panstwo na stronie konferencji,
w zakladce Materiaty.

Renata JURASINSKA



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Wybuchowe uodpornianie

Odpornos¢ sieci jest jednym z kluczowych zagadnien
teorii systeméw ztozonych. Dwa zupelnie odmienne
problemy: zapobiegania rozprzestrzenianiu

sie epidemii (chor6b zakaznych, zlogliwego
oprogramowania, klamstw itp.) oraz strategii
dezorganizacji sieci, odpowiadaja sobie nawzajem.
Przeciez immunizacji mozna dokonaé¢ poprzez
rozpoznanie weztow, ktorych zablokowanie spowoduje
rozpad sieci na podsieci o malej liczbie wezléw. Jezeli
rozpatruje sie sie¢ przed wystapieniem zarazy, to taka
blokada moze by¢ szczepienie.

W pracy [1] autorzy przedstawiaja nowa strategie
kampanii uodporniajacej sie¢ sktadajaca sie z bardzo
duzej liczby wezléw N. Przyjmuje sie, ze ¢IN weztow
jest zaszczepionych, a pozostale sa podatne na
infekcje. Rozprzestrzenianie sie zarazy zalezy od
stopnia jej zarazliwoéci, przebiegu infekcji, frakcji

q zaszczepionych wezléw oraz rodzaju sieci. Rozmiar
epidemii (wywolanej jednym ogniskiem) jest jednak
zawsze ograniczony z goéry przez (wzgledny) rozmiar
S(q) najwiekszego klastra podatnych wezléw. Dla
duzych sieci (N — 00) celem uodporniania jest ich
takie rozdrobnienie, zeby S(q) — 0. Prég immunizacji
gc jest zdefiniowany jako najmniejsza wartosé g
pozwalajaca ten cel osiagnaé. Im mniejsza wartosé q.,
tym bardziej efektywna jest rozpatrywana strategia.

Optymalne jest zaszczepienie tylko tych weztow,
ktore mozna uwazacé za tzw. gléwne wezly blokujace
(superblockers), ktérych odblokowanie powoduje
istotny wzrost S(q). Poglad, Ze sa to jednoczes$nie
gléwne wezly komunikacyjne (superspreaders)

nie jest, w ogdlnoéci, poprawny, bo wezet bedacy
elementem silnie rozgalezionego fragmentu sieci
moze by¢ $wietnym komunikatorem, ale stabym
weztem blokujacym, ze wzgledu na latwosé jego
obejscia. Wyszukanie weztéw kazdego z tych typow
jest przypuszczalnie problemem NP-zupelnym.

7 tego wzgledu w przypadku duzych sieci potrzebna
jest jakas$ heurystyczna metoda ich wyznaczania.
Zazwyczaj tworzony jest pewien ranking weztow

w oparciu o charakterystyke tylko jego najblizszego
lub o charakterystyke blizszego i dalszego otoczenia.

W pracy [1] punktem wyjscia jest wirtualne
zaszczepienie wszystkich weztéw (¢ = 1). Nastepnie
wezly sa stopniowo zamieniane z zaszczepionych

na podatne, poczawszy od uznanych za najmniej
niebezpieczne z punktu widzenia rozprzestrzeniania
sie epidemii. Podejécie to jest zwigzane z koncepcja
wybuchowego przesiakania (ang: explosive
percolation) [2].
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Chodzi o obserwacje gwaltownej (nieciaglej) zmiany
stopnia skomunikowania sieci po dodaniu niewielkiej
liczby potaczen, jezeli proces ten jest przypadkowy,
ale prawdopodobienstwo tworzenia potaczen zalezy
nie tylko od cech najblizszego otoczenia danego
miejsca sieci.

Uzywane byly dwa rankingi wykorzystujace

w réznym stopniu lokalna i nielokalna informacje
do okreslenia konsekwencji przeksztatcenia danego
wezla z zaszczepionego na podatny. Autorzy
twierdza, ze sprawdzili niewielkg zalezno$é¢ wyniku
od konkretnej realizacji obu uzywanych schematdw.
Jeden byl uzywany dla duzych wartosci g > q.,

a drugi dla malych ¢ < g.. Autorzy uwazaja,

ze koniecznos$¢ uzywania przynajmniej dwdch
schematow do uzyskania optymalnej strategii jest
pochodng komplikacji obliczeniowej rozpatrywanego
problemu. W kazdym kroku rozpatrywana byta tylko
skoniczona liczba weztéw (rzedu tysiaca), z ktérych
byt wybierany jeden. Z tego wzgledu algorytm
dziala szybko (w czasie niemal proporcjonalnym

do N), co powoduje, ze bez problemu radzi

sobie nawet z bardzo duzymi sieciami, osiagajac
najmniejsze wartosci progu immunizacji g. sposroéd
opublikowanych algorytméw tego typu.

Jego dziatanie zostalo przetestowane na szeregu
sztucznych sieci oraz na kilku rzeczywistych
przyktadach. Pierwszym z rozpatrywanych byl zapis
transportow rogacizny w Szkocji w latach 2005-2007,
a ostatnim sie¢ wspoétautorstwa w spotecznosci
fizykow wysokich energii. Ciekawe moze by¢
poréwnanie wynikéw dla obu tych sieci. Szczegdlnie
dla kogo$, kto jest weztem jednej z nich. Z tego
punktu widzenia pocieszajace jest, ze badanie
dotyczylto sytuacji przed wystapieniem zarazy, bo
mniej wiecej wiadomo, jak wyglada ,szczepienie”

w sieci transportu rogacizny w trakcie rozwoju
epidemii. Jezeli chodzi o zamieszczone w pracy [1]

(i jej suplemencie) ilustracje dotyczace obu sieci,

to jako$ciowo niewiele sie one réznig. Poza jednym
szczegdlem. Dla rogacizny mamy zaledwie ¢. = 0, 06,
natomiast dla fizykdéw niemal g. = 0,4. W tym
drugim przypadku méwienie o braku epidemii

nie odpowiada zreszta rzeczywistosci. Jest juz za
pdzno np. na powstrzymanie wirusa supersymetrii.
Zeby tego dokonaé, trzeba bylo odpowiednio
wezesnie (prawie p6l wieku temu) wyeliminowaé 40%
rozpatrywanej spotecznosci.

Piotr ZALEWSKI

[1] P. Clusella, P. Grassberger, F.J. Pérez-Reche oraz A. Politi,
Immunization and Targeted Destruction of Networks using
Ezxplosive Percolation, PRL 117,208301 (2016)

[2] D. Achlioptas, R.M. D’Souza oraz J. Spencer, Ezxplosive Percolation
in Random Networks, Science 323,1453 (2009).



Klub 44

Termin nadsylania rozwigzan: 30 IV 2017

Rys. 3

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koiica miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajgc na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe 0séb,
ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji

(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul
Weterana. Szczegétowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie

na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 632, 633
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

632. Dielektryczna kula o promieniu b naladowana jest ze stala gestoscia
objetosciowag p > 0. Wewnatrz kuli znajduje sie uziemiona, metalowa sfera
o promieniu a (rys. 1). Znalezé ladunek indukowany na tej sferze.

633. Cienka soczewka rozpraszajaca o ogniskowej f i zwierciadlo sferyczne
wkleste maja wspdlnag o$ optyczna (rys. 2). Srodek zwierciadla znajduje sie

w jednym z ognisk soczewki. Uklad daje rzeczywisty obraz przedmiotu S
umieszczonego w dowolnej odleglosci na prawo od soczewki. Znalezé¢ ogniskowa,
zwierciadla.

Rys. 1 = Rys. 2 \ K

Rozwigzania zadan z numeru 10/2016

Przypominamy tresé zadan:

624. Ciezarek o masie m zawieszony jest w polu ciezkosci na niewazkiej sprezynie o wspétezynniku
sprezystosci k. Dlugosé nierozciagnietej sprezyny jest zaniedbywalna. Sprezyne odchylono do
poziomu, rozciggnieto do dlugosci o i puszczono swobodnie. Znalezé najmniejsza dlugosé sprezyny
podczas ruchu.

625. Na dnie naczynia znajduje sie cienka metalowa ptytka, ktérej powierzchnia S jest duzo
mniejsza od powierzchni dna naczynia. W naczyniu znajduje si¢ ciecz o gestosci p i stalej
dielektrycznej €. Wysoko$¢ stupa cieczy jest duzo mniejsza od rozmiaréw liniowych plytki. O ile
podniesie si¢ ciecz nad plytka, gdy na plytke wprowadzony zostanie tadunek Q7

624. Gdy sprezyna odchylona jest od poziomu o kat «, a jej dlugo$é wynosi
= \/m (rys. 3), sily dzialajace na cigzarek w kierunku poziomym
i pionowym maja postac
Fy, = —klcosao = —kx, F,=mg— klsina =mg — ky.
Ruch cigzarka jest ztozeniem ruchéw harmonicznych
x=Arsin(wt+ 1), y=mg/k+ Aysin(wt + ¢3).

Uwzgledniajac warunki poczatkowe: z(0) = z, y(0) = 0, v,(0) = v,(0) =0,
otrzymujemy
x =xgcoswt, y=mg(l—coswt)/k.

_mg (@
vy= k o

jest linia prosta. Minimalna diugo$¢ sprezyny dana jest wzorem
mgxo

[Ap—

Tor cigzarka
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Rozszerzona czoléwka ligi zadaniowej
Klubu 44F
po zakoniczeniu
roku szkolnego 2015/16 (po 621 zadaniach)

Michal Kozlik - 3-39,15
Tomasz Rudny - 37,68
Marian FLupiezowiec —  1-35,47
Andrzej Idzik - 11-32,22
Jacek Konieczny - 29,51
Jan Zambrzycki — 30,86
Ryszard Wozniak - 26,62
Krzysztof Magiera - 3-24,30
Karol Lukanowski - 23,89
Bogustaw Mikielewicz — 22,45
Tomasz Wietecha - 11-20,25
Jacek Grela - 13,09
Jacek Piotrowski 2-12,75
Jerzy Witkowski - 3-11,50
Andrzej Nowogrodzki — 3-8,29
Jedrzej Biedrzycki — 7,44

Lista obejmuje uczestnikow, ktorzy
przystali co najmniej jedno rozwigzanie
zadania z rocznikéw 2014-2016 oraz maja
w biezacej punktacji na swoim koncie co
najmniej 7 punktéw. Liczba przed kreska
wskazuje, ile razy uczestnik zdobyt juz
44 punkty.

Weterani Klubu 44 F (w kolejnosci
uzyskiwania statusu Weterana):

P. Bala, D. Lipniacki, A. Sikorski,

A. Surma (4), P. Gworys, A. Idzik (11),
T. Wietecha (11), J. Lazuka, M. Wéjcicki,
M. Kozlik, J. Witkowski, K. Magiera,

A. Nowogrodzki (jesli uczestnik zdobyt

44 punkty wiecej niz 3 razy, podana
zostala odpowiednia liczba).

Pozostali cztonkowie Klubu 44 F
(alfabetycznie):

»dwukrotni”: J. Lipkowski, P. Perkowski,
J. Piotrowski;

»jednokrotni”: A. Borowski, P. Gadzinski,
Z. Galias, A. Gawryszczak, A. Gluza,

W. Kacprzak, K. Kapcia, M. Lacki,

M. Lupiezowiec, B. Mikielewicz,

L. Motyka, R. Musial, T. Rawlik,

R. Repucha, J. Stelmach, L. Szalast,

T. Tkocz, P. Wach.

Punktacja zadan
620 (WT = 1,6) i 621 (WT = 2,72)
z numeru 6/2016

Jacek Grela (Krakéw) 4,32
Jedrzej Biedrzycki (Strzelce Opolskie) 2,53
Jan Zambrzycki (Bialystok) 2,10
Pawel Kubit (Krakéw) 0,80

625. Natadowana plytka wytwarza pole elektryczne o natezeniu Fo = Q/(20.5).
Na powierzchniach warstwy cieczy nad plytka powstaja tadunki indukowane Q4
oraz (—Q1). Wypadkowe pole nad plytka mozemy zapisaé¢ na dwa sposoby

Q Q—2@

T 2055 208

e—1
Q=21
5
Sila, z jaka tadunek @ na plytce i tladunek indukowany (—@Q1) na dolnej
powierzchni warstwy cieczy dielektrycznej odpychaja tadunek indukowany @,

na goérnej powierzchni cieczy, dana jest wzorem

o @-000 Q-1
205 8epe?8S

Sita ta powoduje podniesienie cieczy nad plytka o x i jest rownowazona

dodatkows sila cigzkosci o wartoéci F' = xSpg. Szukana wysokosé, na jaka

podniesie si¢ ciecz, wynosi Q2 — 1)

stad

8¢55%pg
k >k *

Tym razem wspdtczynnik trudnosci niektérych zadan z mechaniki okazal sie wigkszy
niz spodziewany. W zadaniu 603 (WT=3,28) koralik zsuwal si¢ bez tarcia po linii
srubowej i nalezalo znalezé warto$¢ jego przyspieszenia po przebyciu okreslonej liczby
zwojow. Niektorzy klubowicze nie zauwazyli, ze sktadowa przyspieszenia, prostopadta
do toru, zwiazana jest z ruchem po okregu i lezy w plaszczyznie poziomej, bo ruch

w pionie jest ruchem prostoliniowym. Zadanie 616 (WT=2,88) dotyczylo ruchu $rodka
masy ukltadu dwéch klockéow potaczonych pionowa, $cidnieta poczatkowo sprezyna.
Tu btedy byly urozmaicone, w szczegdlnosci niepoprawny warunek na oderwanie sie
dolnego klocka, rozwazenie tylko przypadku przed oderwaniem, albo po oderwaniu,
bledne zalozenie, ze po oderwaniu oba klocki poruszaja sie jednakowo. W pelni
poprawne rozwigzania obu wymienionych zadan podat Tomasz Wietecha, przy
czym byty to rozwiazania bardziej ogélne niz wymagane — w zadaniu 603 potrafit
okresli¢ kierunek wektora przyspieszenia w dowolnej chwili, w zadaniu 616 opisat
ruch kazdego z klockéw po oderwaniu dolnego, a na koncu wyznaczyl maksymalne
wzniesienie Srodka masy. Wykazat sie przy tym, jak zwykle, imponujaca sprawnoscia
rachunkowa. Powstaje pytanie, czy w naszej zabawie bardziej cenimy takie ogdlne
rozwigzania, czy znacznie prostsze, pomystowe, ale bardziej szczegdlne i chyba nie ma
na to dobrej odpowiedzi.

Pan Wietecha jako jedyny przystal rozwiazanie, w dodatku poprawne, zadania 609
na temat wrzenia na powierzchni rozdziatu dwéch niemieszajacych sie cieczy. I tu
pomytkowo podany zostal przeze mnie wspodtczynnik trudnosci tego zadania WT'=3,
zamiast WT1T'=3,25. Za ten blad przepraszam, a panu Tomaszowi nalezy sie dodatkowo
0,25 pkt.

W zadaniu 610 (WT'=3,85) nalezalo wyznaczy¢ granice suchego obszaru wokot
obracajacego sie ze stala predkoscia katowa mokrego kota. Okazalo sig, ze nie
dla wszystkich bylo oczywiste, ze chodzi o krople odrywajace si¢ od obreczy kota
z predkoscia, jaka maja punkty na jego obwodzie. Zadanie byto bardziej niz inne
skomplikowane rachunkowo, stad, by¢ moze, jego bardzo wysoki wspélczynnik
trudnosci.

Poprawnego rozwiazania nie doczekalo sie zadanie 613 (WT'=3,7) z optyki, gdzie
nalezato znalez¢ obraz Stonca otrzymany za pomoca uktadu dwoéch zwierciadet
sferycznych i poréwnaé go z obrazem otrzymanym za pomocg soczewki. Czlonkowie
klubu, ktérzy przystali swoje rozwiazania, uznali, ze obrazem Stonca w zwierciadle czy
soczewce jest punkt, czyli zaniedbali rozmiary katowe Stonca widzianego z Ziemi.

Na ogét dobrze wypadaly zadania z elektromagnetyzmu. Najwyzszy wspotczynnik
trudnosci otrzymato zadanie 617 (WT'=2,5), gdzie nalezalo wyznaczy¢ kat ustawienia
igietki magnetycznej w polu magnetycznym Ziemi i szybko obracajacego sie
przewodzacego pierscienia. Poprawnie rozwiazali to zadanie Michal Kozlik i Tomasz
Wietecha.

7 przyjemno$cig odnotowuje fakt, ze do grona oséb, ktére regularnie przysytajg na ogdt
poprawne rozwiazania, dotaczyl pan Jan Zambrzycki z Biategostoku.
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Termin nadsylania rozwigzan: 30 IV 2017

Lista uczestnikéw ligi zadaniowej
Klub 44 M
po zakonczeniu sezonu
(roku szkolnego) 2015/16

Marek Spychata - 1-42,75
Tomasz Wietecha - 10-42,11
Witold Bednarek - 6-38,72
Franciszek S. Sikorski — 1-38,08
Marek Galecki - 537,76
Zbigniew Skalik - 2-37,76
Jedrzej Garnek - 2-37,64
Roksana Stowik - 1-36,41
Krzysztof Maziarz - 35,37
Adam Dzedzej - 2-31,82
Marcin Matogrosz - 1-30,28
Michal Kozlik - 29,50
Michal Miodek - 2-26,32
Patryk Jasniewski - 25,35
Pawel Duch - 1-24,10
Krzysztof Kaminski -~ 2-22,58
Jerzy Cisto - 12-21,04
Marcin Kasperski - 3-20,98
Bartlomiej Pawlik 19,71
Piotr Lipinski - 1-18,80
Janusz Wojtal - 18,58
Jedrzej Biedrzycki - 17,62

Legenda (przykladowo): stan konta
6-38,72 oznacza, ze uczestnik juz
szesciokrotnie zdobyt 44 punkty,

a w kolejnej (siédmej) rundzie ma
38,72 punktow.

Zestawienie obejmuje wszystkich
uczestnikéw ligi, ktérzy spelniaja
nastepujace dwa warunki:

— stan ich konta (w aktualnie
wykonywanej rundzie) wynosi co najmniej
16 punktow;

— przystali rozwigzanie co najmniej
jednego zadania z rocznika 2014, 2015
lub 2016.

Nie drukujemy wigc nazwisk tych
uczestnikéw, ktérzy rozstali sie z liga trzy
lata temu (lub dawniej); oczywiscie jesli
ktokolwiek z nich zdecyduje si¢ wroci¢ do
naszych matematycznych tamigtéwek,
jego nazwisko automatycznie wréci na
liste. Serdecznie zapraszamy!

Weterani Klubu 44 M (w kolejnosci
uzyskiwania statusu Weterana):

J. Janowicz (8), P. Kaminski (5),

M. Galecki (5), J. Uryga (4),

A. Pawlowski (4), D. Sowizdrzal,

T. Rawlik (6), M. Mazur, A. Bonk,

K. Serbin, J. Ciach (5), M. Prauza (4),
P. Kumor (13), P. Gadzinski (7),

K. Jedziniak, J. Olszewski (17),

L. Skrzypek (4), H. Kornacki,

T. Wietecha (10), T. Jézefczyk,

J. Witkowski (5), W. Bednorz,

B. Dyda (5), M. Peczarski,

M. Adamaszek, P. Kubit (6),

J. Cisto (12), W. Bednarek (6),

D. Kurpiel, P. Najman (7), M. Kieza (4),
M. Kasperski, K. Dorobisz, A. Woryna,
T. Tkocz

(jesli uczestnik przekroczyl bariere

44 punktéw wiecej niz trzy razy,
sygnalizuje to liczba w nawiasie).

Zadania z matematyki nr 735, 736
Redaguje Marcin E. KUCZMA

735. Dana jest liczba dodatnia a < 1. Obliczyé¢ kres gérny zbioru wartosci
wyrazenia a'®% 4+ q®8*  gdy zmienna o przebiega przedzial (0,7/2).

736. Rozwazamy slowa binarne (ciagi zerojedynkowe) dlugosci n. Niech A,
bedzie liczba takich stow, w ktérych nie pojawia sie blok 010, za$ B,, liczba
takich stow, w ktérych w zadnym miejscu blok 00 nie sasiaduje z blokiem 11.
Dla kazdej liczby naturalnej n > 3 wyznaczy¢ wartosé stosunku A,, /B, 41.

Zadanie 736 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krakowa.
Rozwigzania zadan z numeru 10/2016

Przypominamy tresé zadan:

727. Tréjkat réwnoboczny o boku dlugosci n zostal podzielony (prostymi réwnolegtymi do bokéw)
na n? tréjkacikéw o boku 1. Kazdy wierzcholek powstalej siatki (tj. wierzcholek ktéregos tréjkacika)
jest pomalowany na bialo lub czarno. Wykonujemy cigg ruchéw. W jednym ruchu zmieniamy kolor
wszystkich wierzchotkéw, lezacych na jednej linii prostej, zawierajacej bok ktéregos trojkacika.

Wyznaczy¢é wszystkie liczby naturalne n > 2, dla ktérych — wychodzac od stanu: wszystkie
wierzchotki biale — mozna doj$¢ do stanu: dokladnie jeden wierzchotek czarny.

728. Czy istnieje funkcja rézniczkowalna f, bedaca réznowartosciowym odwzorowaniem zbioru
wszystkich liczb dodatnich na ten sam zbidr, i taka, ze jej pochodna jest funkcja odwrotng do f 7
727. Dla n = 2 wskazany cel da si¢ osiagnaé. W trzech ruchach wybieramy
proste zawierajace boki duzego tréjkata. Jego wierzcholki pozostanag biale
(kazdy zmieni kolor dwukrotnie), za$ srodki bokdéw stang sie czarne. Teraz

w jednym ruchu zmieniamy kolor dwoch z tych srodkéw z powrotem na bialy.
Pozostaje jeden punkt czarny.

Takze dla n = 3 mozna uzyskaé¢ wymagany stan. Jak poprzednio, w trzech
ruchach bierzemy proste, zawierajace boki duzego tréjkata. Jego wierzchotki

i jego $rodek stana sie biate, pozostate punkty siatki stana sie czarne.

W kolejnych trzech ruchach bierzemy proste réwnolegle do bokéw duzego
tréjkata i przechodzace przez jego srodek. Czarne punkty wybiela sie, a punkt
w $rodku sie zaczerni.

Natomiast dla n > 3 nie da sie! W tréjce punktéw, bedacych wierzchotkami
duzego tréjkata, po kazdym ruchu jest parzysta liczba czarnych punktow

(0 lub 2). Zaden z tej tréjki nie moze wiec byé owym punktem, ktéry w pewnym
momencie mialby sta¢ si¢ jedynym czarnym.

Kazdy inny punkt siatki jest elementem pewnej széstki punktéw, tworzacych
sze$ciokat foremny o boku 1. Réwniez i w takiej szostce kazdy ruch powoduje
zmiane koloru doktadnie dwéch punktéw, wiec niezmiennie jest w niej parzysta
liczba czarnych punktéw (0, 2, 4, 6). Pojedynczy czarny punkt pojawié sie nie
moze.

728. Sprébujmy poszukaé rozwiazania wéroéd funkeji postaci  f(z) = AxP
(motywacja: zaréwno pochodna, jak i funkcja odwrotna do takiej funkcji, tez
ma taka postaé¢ — préba ma szanse powodzenia). Gdy stale A, p sa dodatnie,
funkcja f(z) = AxP jest $cile rosnaca i przeksztalca przedzial (0,00) na ten
sam przedzial. Dla ustalonej wartosci « > 0 rozwiazujemy réwnanie f(t) = x
(z niewiadomay t), otrzymujac t = A~/PzY/P. Tak wicc

f () = A= Yrgt/p, ponadto f'(z) = ApaP~'.
Aby funkcje f=1 i f’ byly identyczne, wystarczy, by parametry dodatnie A, p

spelniaty réwnania {

A_l/p:Ap, - =p-1
p

Drugie réwnanie ma w liczbach dodatnich jedyne rozwiazanie p = (v/5 +1)/2.
Dla tej stalej p pierwsze réwnanie przybiera forme A'~P = Ap, z rozwiazaniem
A=p /P =pl=P Funkcja f(x)= AaP z tymi parametrami ma wymagana
wlasnosé.

[Dla dociekliwych — pytanie: czy to jedyna taka funkcja? Jesli nie — jak znalezé
wszystkie?|
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Pozostali cztonkowie Klubu 44 M
(alfabetycznie):

»dwukrotni”: Z. Bartold, S. Bednarek,

A. Czornik, A. Daniluk, A. Dzedzej,

J. Fiett, Z. Galias, L. Garncarek,

J. Garnek, A. Idzik, P. Jedrzejewicz,

K. Kaminski, G. Karpowicz, H. Kasprzak,
T. Komorowski, Z. Koza, J. Lazuka,

J. Malopolski, J. Mikuta, M. Miodek,

E. Orzechowski, R. Pagacz, K. Patkowski,
K. Piéro, J. Siwy, Z. Skalik, S. Solecki,
T. Warszawski, G. Zakrzewski;

»jednokrotni”: R. M. Ayoush,

T. Bieganski, W. Boratynski,

M. Czerniakowska, P. Duch, P. Figurny,
M. Fiszer, L. Gasinski, A. Gluza,

T. Grzesiak, K. Hryniewiecki, K. Jachacy,
M. Jastrzebski, A. Jé6zwik, J. Klisowski,
J. Kraszewski, A. Krzysztofowicz,

T. Kulpa, A. Langer, R. Latala,

P. Lipinski, P. Lizak, P. Labedzki,

M. Lupiezowiec, W. Maciak,

M. Malogrosz, J. Mandziuk, B. Marczak,
M. Marczak, M. Matlega, R. Mazurek,

H. Mikotajczak, M. Mikucki, J. Milczarek,
R. Mitraszewski, M. Mostowski,

W. Nadara, W. Olszewski, R. Pikuta,

B. Piotrowska, W. Pompe, M. Roman,
M. Rotkiewicz, A. Ruszel, Z. Sewartowski,
F. S. Sikorski, R. Stowik, A. Smolczyk,

P. Sobczak, M. Spychata, Z. Surduka,

T. Szymeczyk, W. Szymczyk, W. Tobis,
K. Trautman, P. Wach, K. Witek,

A. Wyrwa, M. Zajac, Z. Zaus,

K. Zawistawski, P. Zmijewski.

Marcin Matogrosz: Ustalmy liczby dodatnie a, 3,
spehiajace warunki: 3a < as, @ <Inas, 8 > 2, 8 > as/bs;

indukcyjnie dowodzimy, ze

(5) an<an <B-bn

Krok indukcyjny dla lewej nieréwnosci jest bardzo tatwy; dla
prawej — wymaga paru przeksztatcen, z ktérych wynotujemy

kluczowe kroki:

(6)  ant1— B but1 < B (bn —bpt1) +1In(B-bn) =
:ﬁ-n(lnn—ln(n—i—l)) +1Ing+
+lnn+Inlnn—Bln(n+1) <
<(1-B)lnn+mB+Inlnn <O0.

Dokonczenie rozumowania ze wzoru Stolza

dla n > 3.

Teraz, jak co roku, wybrane zadania w skrétowym oméwieniu. Wiec gtéwnie te,
gdzie wspélczynnik trudnosci (WT') jest wysoki, a liczba poprawnych rozwiazan
(LPR) niewielka. Ten ostatni skrét jest nieco mylacy — chodzi raczej o liczbe
uczestnikéw, ktérzy poprawnie rozwigzali zadanie; gdy ktos przystal dwa dobre
rozwigzania, wowczas ,liczba rozwiazan”, rozumiana dostownie, jest wigksza od
przyjetej wartoéci LPR, zliczajacej autoréw dobrych prac. Z taka wlasnie sytuacja
mamy do czynienia w zadaniu, od ktérego rozpoczynamy omédwienie.

* k%

Zadanie 710. [ao > 1, ant1 = an + Inan; by =nlnn = a, ~ b, (tj. an/by — 1)]
(WT=3,44; LPR=3). Zadanie zaproponowal pan Tomasz Ordowski,

z heurystycznym argumentem na poparcie tezy. Obecnie mamy pieé rozwiazan (dwa
od jednego autora). Firmowe (redaktora ligi) przebija zawilodcia wszystkie pozostale.
Zgrabniejsze sa trzy dowody z dwustronnym szacowaniem ciagu (a,). Ukazemy je

w skrécie; uzasadnienia nieréwnoéci (2), (3), (6), (7) nie sa natychmiastowe, ale

i niezbyt trudne — to rutynowe ¢wiczenia na pierwszym roku studiow.

Jerzy Cisto: a, =ao+ (Inap + ... +1nan_1), skad
(1)

nlnag < an < ap +nlnany,
n—1

(2)  an> Zln(kzlnao) = ln((n — 1)!) +(n—1)Inlnag > (n — 1)(ln(n -1) - A)
k=1

dla pewnej statej A > 0. Skoro za$ an < 2an—_1, zatem a,, < 2"ag, i wobec (1):

an < Bn? dla pewnej stalej B > 0. Stosujac jeszcze dwa razy prawg nieréwnosé (1),
znajdujemy stata C' > 0, dla ktérej, kolejno,

3)
(4)

Ciagi uzyskane po prawych stronach (2) i (4) sa ~ by; teza.

an < ag + ln(Bn2) < Cnlnn,
an < ao+nln(Cnlnn) =ap+n(lnC +Inn+Inlnn).

D, q, by apt17 > bi7, ¢q > ao, i przez indukcje dostajemy
z zaleznosci (7) oszacowania a, > by,—p dla n > p + 17 oraz
an < Cntq dlan > 0. To juz teza, bo ¢, ~ by.

Te trzy rozwiazania maja wiele wspolnych elementéw.
Czwarte jest odmienne, i tez efektowne:

Janusz Olszewski: Funkcja f(z) =z/Ilnz jest wklesla
w przedziale (e?, c0), totez

Jlant1) — flan)

An+1 — An

flan1) < < f'(an) gdy an > e

Oznaczajac g(z) = f'(z)Inz, rm = f(ant1) — flan),

0n = (Inan)/(Inant+1), przepisujemy to oszacowanie
jako Ong(ant1) < rn < g(an); zatem r, — 1 (bo 6, — 1,
g(z) — 1 przy © — 00). Stad

(z wykorzystaniem asymptotyki b,+1 — by, ~ Inn):

lim & = Jigy o4l =9 In ay, 1 flan) = f(a0) ot +7n — 1.
im— =1 = lim =1
b bt — bn Inn " "
. 7 2 . Tak : \, = flan) 1 — In f(an) — 1_|_ In Ay 1
ostatnia réwno$é wynika wprost z (5). ak wigc Ap : n b Hn: Inn Inn 7 O
wobec czego A, i, — 1. Koniec, bo
Janusz Olszewski: ant1 = ¢(ay), gdzie ¢(z) =z + Inz; Anfin = o . Iman—lnnay | an
niech ¢, = nlnb,; woéwczas bn Inan bn
Zadanie 711. [Czy istnieje permutacja x1,x2,... zbioru N

(7) bpt1 < @(bn) dla n > 17,

cnt1 > p(cn)

da n>1 ) wiasnosci: nlzy + ...+ z, 7] (WT=2,07, LPR=14).

pierwsza z tych nieréwnosci sprowadza sie do

(1+ 2)"! <Inn (prawda dla n > 17); druga — po
wprowadzenieu wyrazen definiujacych ¢, i by, oblozeniu
obu stron funkcjg exp i po nietrudnych przeksztalceniach
przybiera postaé

n+1 n+1
<1+1> (ln(n+1)) -
n Inn

— prawda, bo lewa strona jest wieksza od e, a prawa
mniejsza od 2. Teraz znajdujemy takie liczby naturalne

Inn+Inlnn
Inn
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Zasadniczo dwie metody, obie licznie reprezentowane.

Albo, jak w firmowym, dotaczanie po dwa wyrazy, albo
dotaczanie jednego wyrazu — najmniejszej liczby jeszcze nie
wykorzystanej, a spetniajacej wymagany warunek; jest to
albo érednia arytmetyczna wczesniejszych wyrazéw, albo
nastepna dobra liczba. Ciag jest obecny w OEIS (A019444),
konstrukcja ta druga metoda (algorytm ,zachlanny”),
wszelako bez doktadnych uzasadnien; przy odwotaniu do
OEIS, uzupelnienie uzasadnienr byto niezbedne dla oceny
maksymalne;j.



Zadanie 713. [Czworokat ABCD; okregi (ABP), (CDQ)
styczne do CD i do AB w punktach P i @Q; ich wspdlna
cieciwa polowi PQ = AD|BC| (WT=3,51; LPR=3).
Dobre rozwigznia: J. Olszewski, J. Wegrecki (identyczne
z firmowym) oraz (do$¢ podobnie) T. Wietecha; byto
jeszcze jedno rozumowanie, rozpoczete obiecujaco, ale bez
kluczowego uzasadnienia.

Zadanie 715. [Dane A, B € N, A # B = zbiér NU {0}

jest suma roztacznych przesunieé zbioréw {—A,0, B},
{-B,0,A}] (WT=2,20; LPR=T7). J. Cisto, M. Miodek,
J. Olszewski, R. Stowik podali ten sam algorytm,

co i rozwigzanie firmowe; M. Malogrosz — algorytm

nieco bardziej skomplikowany (w kazdym kroku
modyfikacja wstecz), ale tez bezbledny. Dwaj uczestnicy
zwrécili uwage, ze zagadnienie jest znane: A. Dzedzej
wskazal jego obecno$é nawet w ksiazce popularnej:

R. Honsberger, Mathematical Gems II (MAA 1976)

oraz zacytowal prace: A. D. Meyerowitz, Tilings in 7

with triples (J. Combin. Th. A 48 (1988), 229-235)
(www.sciencedirect.com/science/article/pii/0097316588900088);
za$ P. Kumor — te samg prace, a ponadto prace:

B. Gordon, Tilings of lattice points in Fuclidean

n-space (Discrete Math. 29 (1980), 169-174)
(www.sciencedirect.com/science/article/pii/0012365X80900047).
Mozna sie z nich dowiedzieé, ze krate Z" (i pewne jej
podzbiory) da sie pokry¢ roztacznymi przystajacymi
kopiami dowolnego zbioru trdjelementowego; a dla n =1
zapoznac sie z zagadnieniem, jak krétki blok kolejnych liczb
calkowitych daje sie pokry¢ zbiorami z zadania (dalsze
odsylacze bibliograficzne w cytowanych pracach).

Zadanie 716. [a,b, c — boki trojkata =

chkl(aQb +ab? —abe)'/? > L(a+b+c)*?; stata L
optymalna] (WT=1,85; LPR=10). Sporo dobrych rozwiazan,
w wigkszosci opartych na rozwazaniach geometrycznych. Idac
ta Sciezka, Piotr Kumor uzyskal wzmocnienie tezy: réznica
miedzy lewa a prawa strona nieréwnosci jest > Cr3/2, gdzie
r to promien okregu wpisanego, zas C jest stala, dajaca
réwnosé w przypadku tréjkata réwnobocznego; zauwazyt tez,
ze analogiczna nieréwnos¢ zachodzi dla dowolnych n-katéw
(n > 3), majacych okrag wpisany.

Zadanie 717. [AABC: |¥C| =2"|xA|;
CD — dwusieczna (xC); S — $rodek
okregu stycznego (zewn.) do okregéw
(ACD), (BCD) i do pétprostej CA™

= AB 1 CS| (WT=3,70; LPR=1).
Tylko jedno rozwiazanie: Janusz
Olszewski; przy tym zupelnie odmienne
od firmowego:

Jak w firméwcee, oznaczmy przez ki
okrag o §rodku S, okreslony w zadaniu,
a przez kg, ks — okregi (ACD), (BCD);
punkty stycznosci E, F, G — jak na
rysunku. Z zalozenia |XC| = 2 - |xA|
wynika, ze prosta BC' jest styczna

do ks oraz ze proste styczne do ks, ks

7 zaleznosci katowych tatwo teraz zobaczy¢, ze

AFBA ~ ADBG, skad |BF|- |BG| = |BA| - |BD|, czyli

B lezy na osi potegowej okregdéw ki i k2; prosta BE jest

ich wspélna styczna. Zatem prosta C'E jest biegunowa
punktu B wzgledem k2. W odwzorowaniu ¢ nie zmienia ona
potozenia — jest wiec takze biegunowa punktu B’ = ¢(B)
wzgledem k1. Z dualno$ci biegunowych wynika teraz, ze B’
lezy na biegunowej punktu C' wzgledem k;. Punkt F' rowniez
na niej lezy. Wobec tego B'F 1 CS. Pozostaje zauwazyé, ze
B'F||BD (bo F = ¢(D)). Pigknie!

Zadanie 721. [AABC; D, E,F — punkty stycznosci

bokéw z okregami dopisanymi = [DEF]|: [ABC] =r: 2R]
(WT=2,44; LPR=10). Réwniez i to zadanie okazalo

sie znane lepiej, niz moglibySmy sobie zyczy¢.

Rozwigzanie firmowe polegalo na wyprowadzeniu wzoru
(*): [DEF]:[ABC] = 2uvw : abc (gdzie a = |BC/,

u = |BD|; D € BC (& cykl)); prace wszystkich uczestnikéw
tez — mniej lub bardziej wyraznie — do tej rownoséci sie
sprowadzaja.

W XXXVII O.M. wzér (%) pojawia si¢ w rozwigzaniu
firmowym zadania II-6, i to przy (stabszym) zalozeniu,

ze odcinki AD, BE, C'F jedynie maja punkt wspélny

(D, E, F to niekoniecznie punkty z naszego zadania). Ale

— jak zauwazyl Tomasz Wietecha — juz w XVI O.M.
zadanie I1I-5 miato teze jeszcze ogdlniejsza: gdy D, E, F

to dowolne punkty na odpowiednich bokach, wéwczas
[DEF]: [ABC] = (uvw +(a—u)(b—v)(c— w)) : (abc); gdy
dziala twierdzenie Cevy, daje to wzér (). Pawel Kubit, dla
odmiany, odestat do ksigzki: S. 1. Zetel, Geometria tréjkata,
gdzie (w rozwazaniach ilustrujacych twierdzenie Van Aubela)
takze mozna znalezé réwnowazng postaé¢ wzoru (x) dla
przypadku objetego twierdzeniem Cevy.

Nie pierwszy to raz, i z pewnoscia nie ostatni, gdy zadanie
ligowe dla wyjadaczy okazuje si¢ folklorem. Na przyktad:

Zadanie 723. [(F,) — ciag Fibonacciego; czy

Va,r3In: F, =a (modr)? (WT=1,33; LPR=16).
Banalne kontrprzyktady: » = 8,11,12,13,16 i wiele innych.
P. Kumor — interesujacy odsylacz: S. A. Burr, On moduli
for which the Fibonacci sequence contains a complete
system of residues, Fibonacci Q-ly 9 (1971), 497-504
(www.mathstat.dal.ca/FQ/Scanned/9-5/burr.pdf).

w punktach D i B sg [|[AC. Zatem
jednoktadnos$é ¢ o srodku E, ktéra
przeksztalca okrag ko na ki, przeprowadza
pierwszg, z tych stycznych na prostg AC|
za$ jednokladnosé o érodku G, ktora
przeksztalca okrag ks na ki, przeprowadza
druga z tych stycznych na AC; tak wiec
EeFD,GeFB.
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Prosto z nieba: Trzesienia Merkurego

Duza aktywnos¢ medialna zespoléw misji kosmicznych
przyzwyczaila nas ostatnio do widokéw odleglych

i stabo o$wietlonych zakatkéw Ukladu Stonecznego

(np. niezwykle zdjecia Plutona sondy New Horizons),
dlatego w tym miesigcu troche wiadomosci z obszaréow
bardziej nastonecznionych. Przyjrzyjmy sie powierzchni
Merkurego. Jest on najmniejsza i najgestsza planeta
Ukladu Stonecznego; promien planety wynosi 2440 km,
czyli tylko 1,4 razy wiecej niz promien Ksiezyca. Rok
merkurianski to prawie 3 ziemskie miesiace (88 dni),

a dzien trwa prawie dwa ziemskie miesiace (58 dni).
Orbita planety jest nachylona do ekliptyki pod katem 7°,
a wiec znaczniej bardziej niz orbity innych planet oraz
jest dosé ekscentryczna, e = 0,2.

Ekscentryczno$é orbity definiuje si¢ jako e = (ro — 73)/(ra + 75), gdzie

rp to odlegtosé peryapsis (najmniejsza odlegto$é planety od $rodka
masy ukladu), a r, to odleglo$é¢ apoapsis (najwicksza odleglosé).

Jej precesje (zmiane kierunku peryapsis) prébowal

bez powodzenia wyttumaczyé¢ na gruncie mechaniki
newtonowskiej i teorii perturbacji juz w 1859 roku
Urbain Le Verrier. Zwrécil natomiast uwage na problem,
z ktorym uporalta sie¢ dopiero teoria wzglednosci.

W kierunku Merkurego zostata w 2004 roku wystrzelona
sonda NASA MESSENGER (MErcury Surface, Space
ENvironment, GEochemistry and Ranging). Po serii
skomplikowanych asyst grawitacyjnych z wykorzystaniem

Niebo w lutym

Obserwatorom, ktorzy chetnie uciekna od polskiej
zimowej aury, polecamy wycieczke w rejony Ziemi
Ognistej i Patagonii. Wiasnie tam, w dniu 26 II,
dojdzie do obraczkowego zac¢mienia Stonca. Ten typ
za¢mienia wystepuje, gdy srednica katowa Ksiezyca
jest mniejsza niz rozmiary katowe Stonca, czyli wtedy,
kiedy Ksiezyc znajduje sie w poblizu apogeum swojej
orbity (pozycji najbardziej oddalonej od Ziemi). Lutowe
za¢mienie Stonca bedzie mozna obserwowac z rejonéw
poludniowego Chile i Argentyny: Ksiezyc zasloni 97%
tarczy Stonca. Widoczne z terenu Demokratycznej
Republiki Konga oraz Zambii za¢mienie wyniesie 96%.
W Namibii Ksiezyc zastoni 92% powierzchni Storica.
Czas trwania zjawiska jest szacowany na 68 sekund.

Mitosnikom zaémien, zaréwno z terenu Polski, jak

i catej Europy, luty oferuje za¢mienie Ksiezyca, ktére
wystapi 11 II. Bedzie pélcieniowe, wystepujace, gdy
nasz naturalny satelita przesuwa si¢ przez stozek
polcienia Ziemi, jednak znajduje sie poza stozkiem cienia
caltkowitego. Zjawisko rozpocznie si¢ o godzinie 23:34,
jego maksimum przypadnie na godzine 01:43 i potrwa
do 03:53.

Amatorom obserwacji i astrofotografii Ksiezyca polecamy
jego spotkania z planetami. Juz 1 II znajdzie si¢ on

w towarzystwie Marsa, nastepnie 3 II towarzyszy¢ bedzie
Ceres, 15 IT Jowiszowi, a nastepnie 21 II Saturnowi.
Planujac obserwacje, warto pamig¢taé, iz pelnia w tym
miesigcu przypada 11 II, natomiast now 26 II.
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planet wewnetrznych (raz obok Ziemi, dwa razy obok
Wenus i trzy wok6l Merkurego) MESSENGER. wszedl
na orbite Merkurego w marcu 2011 roku i pozostat
na niej az do 2015 roku jako pierwszy (i do tej pory
jedyny) sztuczny satelita, sporzadzajac dokladna mape
jego powierzchni. Misja zakonczyla si¢ zaplanowanym,
stopniowym zmniejszeniem orbity i zderzeniem satelity
z powierzchnig planety w kwietniu 2015 roku. Czego
dowiedzielismy sie z obserwacji MESSENGER-a?
Okazuje sig, ze Merkury jest tektonicznie aktywny,
podobnie jak Ziemia i Ksiezyc (czujniki pozostawione
na Ksiezycu przez misje Apollo zarejestrowaly trzesienia
o wielkosci powyzej 4 w skali Richtera). Dobra
rozdzielczosé zdje¢ wykonana podczas samobdjczego lotu
satelity ujawnia na powierzchni mnéstwo niewielkich
uskokow i fald tektonicznych. Musialy one powstac
niedawno, poniewaz regularne bombardowanie
powierzchni Merkurego przez deszcze meteorytowe
nie zdazylo ich jeszcze zamazac. Przesunigcia i uskoki
na powierzchni gruntu merkurianskiego sa skutkiem
ochladzania, a co za tym idzie, kurczenia sie planety.
Podobnie dzieje si¢ w przypadku Ksiezyca, na ktérym
istnieja podobne formacje. Jadro Merkurego jest, jak
sie okazuje, wciaz gorace, o czym dodatkowo $wiadczy
obecno$é¢ niewielkiego globalnego pola magnetycznego
(o wartosci okoto 1% ziemskiego).

Michal BEJGER

Pierwsza czes¢ lutowych nocy warto poswiecié

na obserwacje gwiazd tworzacych trojkat zimowy,
w sklad ktorego wchodzi Betelgeza z gwiazdozbioru
Oriona, Syriusz z konstelacji Wielkiego Psa

oraz Procjon bedacy elementem gwiazdozbioru
Matego Psa. Trojkat zimowy zobacza obserwatorzy
bez sprzetu astronomicznego i to w dodatku

z terenow rzesiscie oswietlonych miast: Betelgeza
ma jasno$é¢ 0,45™, Syriusz nawet —1,45™,

a Procjon 0,40™.

Komu nie sa straszne obserwacje prowadzone do samego
$witu, temu polecamy obserwacje gwiazd nalezacych do
trojkata letniego, ktory widoczny jest w drugiej potowie
lutowych nocy. Obiektami skladajacymi si¢ na tréjkat
letni sa Altair z konstelacji Orla, Deneb z gwiazdozbioru
FT.abedzia oraz nalezaca do Lutni Wega, ktére beda
widoczne az do wschodu Stonica nad horyzontem
wschodniego nieba. Do obserwacji trojkata letniego
réwniez nie jest potrzebny zaden sprzet optyczny, jego
gwiazdy beda mie¢ jasnosci odpowiednio 0,00, 1,25™
oraz 0,75™.

Lutowe Leonidy sa corocznym rojem dostepnym dla
lowcow spadajacych gwiazd. Roj ten jest aktywny
od 1 do 28 lutego i w tym czasie osiaga kilka maksiméw.
Jednak jego aktywnos¢ nie jest zbyt wielka i wynosi
5 meteoréw na godzine; poruszaja si¢ one z predkosciami
okoto 30 km/s.

Karolina BAKOWSKA
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Od rysowania kopert do otwierania sejfow
Joanna JASZUNSKA

Ktére z rysunkéw 1 (a), (b), (c) da sie narysowaé bez odrywania oléwka
od kartki i bez rysowania ponownie wzdluz narysowanej juz linii?

Te obrazki to grafy, czyli kropki (wierzcholki) polaczone kreskami (krawedziami),
a liczbe schodzacych sie w wierzchotku koncéw krawedzi nazywamy jego

stopniem. Rozwazamy tylko grafy spdjne (w jednym kawalku) i o skoriczenie
wielu wierzchotkach i krawedziach.

»Przechodzac” oléwkiem przez wierzchotek grafu, rysujemy zawsze dwie
koncéwki krawedzi — wchodzaca i wychodzaca. Aby zatem rysunek mogt

powstaé¢ jednym pociagnieciem otéwka, w kazdym wierzchotku liczba koricow
krawedzi musi byé parzysta z wyjatkiem byé moze dwoch wierzchotkow:
poczatkowego i koncowego. Jesli dodatkowo chcemy wréci¢ do punktu wyjscia,
wyjatkéw tych byé nie moze. Zamknieta koperta (rys. 1 (b)) ma cztery

Rys. 1 (a), (b), (c). Linie oznaczone
strzatkami mozna rysowaé tylko zgodnie

z ich kierunkiem. olowka.

wierzchotki stopnia trzy, wiec nie da sie jej narysowaé jednym pociggnigciem

Grafy, ktére da sie w opisany sposOb narysowacé, nazywamy grafami Eulera,

a $lad oléwka odpowiednio drogg (jesli korice sa rézne) lub cyklem Eulera (jesli
korice sie pokrywaja). Okazuje sig, ze sformulowany powyzej warunek konieczny
jest rowniez dostateczny i zachodzi nastepujace twierdzenie.

Warto poréwnaé to twierdzenie
z opisanymi w poprzednim deltoidzie
czarno-bialymi mapami.

Twierdzenie Eulera. Graf ma cykl Fulera wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy jego
wierzcholek ma stopien parzysty. Graf ma droge Eulera wtedy i tylko wtedy, gdy

ma dokladne dwa wierzcholki stopnia nieparzystego.

Analogicznie graf skierowany (ze strzatkami na krawedziach) ma cykl Eulera
wtedy i tylko wtedy, gdy w kazdym wierzchotku liczba krawedzi wychodzacych
réwna jest liczbie krawedzi wchodzacych.

A czy istnieje graf o dokladnie jednym wierzchotku stopnia nieparzystego?

Mamy sejf otwierany czterocyfrowym, nieznanym nam
kodem. Sprawdzenie po kolei wszystkich kodéw od 0000
do 9999 wymagatoby wcisniecia 40000 cyfr. Jednak
mozna mniej sie¢ nameczy¢. Ot6z drzwi otworza sie, gdy
ostatnie cztery sposréd wprowadzonych cyfr utworza
wlasciwy kod, wiec na przyktad wcisniecie kolejno cyfr
1, 2, 3, 4, 5 sprawdza dwa kody: 1234 i 2345.

Pokazemy, ze istnieje taki ciag 10003 cyfr (zwany
ciggiem de Bruijna), w ktérym kazda czwérka kolejnych
cyfr jest inna. Oznacza to, ze wcisniecie w tej wlasnie
kolejnosci 10003 przyciskéw pozwoli na sprawdzenie
wszystkich 10000 potencjalnych kodéw i otwarcie sejfu.
Szybciej sie nie da (chyba ze zgadniemy kod)!

(042) (242]

7

(142]

2

70 (771 (37)

Rys. 2. Przykladowy wierzchotlek i jego krawedzie.

Rozwazmy graf (rys. 2), ktérego wierzcholkami sa tréjki
cyfr od 000 do 999 (odpowiadaja one ostatnim trzem
nacisnigtym przyciskom). Z kazdego z nich wychodzi

25

10 skierowanych krawedzi, podpisanych cyframi od 0

do 9 (jest ich zatem 1000 x 10 i odpowiadaja one kodom:
trzy cyfry wierzchotka i wtasnie naciskana czwarta cyfra
z krawedzi). Kazda krawedZ prowadzi do wierzchotka
odpowiadajacego aktualnej trojce ostatnio nacisnietych
cyfr. Wobec tego rowniez do kazdego wierzchotka
wchodzi po 10 krawedzi.

Skoro w tym grafie liczba krawedzi wchodzacych

do kazdego wierzcholka jest réwna liczbie jego krawedzi
wychodzacych, to istnieje cykl Eulera. Rysujac graf
zgodnie z tym cyklem i notujac wierzcholek poczatkowy
oraz cyfry z kolejnych krawedzi, otrzymamy poszukiwany
ciag de Bruijna zawierajacy wszystkie kody.

Prostszy wariant powyzszego problemu ilustruje
rysunek 3, ktéry przedstawia graf i cykl Eulera dla sejfu
z trzycyfrowym kodem zlozonym z cyfr 0 i 1. Cykl ten
daje ciag de Bruijna 0111010001 i tatwo sprawdzi¢,

ze faktycznie kazda tréjka kolejnych zer i jedynek
wystepuje w tym ciggu dokladnie jeden raz.

Rys. 3



