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W poprzednim numerze zamiesciliSmy
artykul Marka Kordosa motywujacy oraz
nieformalnie opisujacy formalne podejscie
do matematyki.

*Instytut Informatyki, Wydziatl
Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Prawda o matematykach
Szymon TORUNCZYK*

Jakie jest najwicksze miasto na Swiecie? Czy wirus jest organizmem zywym?
Jaki jest najpiekniejszy obraz Tycjana? Sa to proste pytania, na ktore nie ma
jednoznacznej odpowiedzi. Przyczyna jest brak jasno okreslonych kryteriow.
Jedna z cech wyrézniajacych matematyke sposrod innych dziedzin zycia i nauki
jest to, ze kazde pojecie ma swoja precyzyjna definicje. Wydaje sie wiec, ze

na kazde pytanie matematyczne jest jednoznaczna odpowiedz, ktéra mozna
formalnie uzasadni¢. W konsekwencji, nic nie jest brane ,na wiare”. Okazuje sie,
ze nie do korica tak jest!

Rozwazmy kilka pytan z teorii liczb. Czy 2 + 2 =47 Czy 2 x 2 = 47 Czy suma
kwadratéw dlugosci przyprostokatnych w trojkacie jest rowna kwadratowi
dtugosci przeciwprostokatnej? Czy dla n > 2 réwnanie a™ + b™ = ¢” ma
rozwiazanie w zbiorze dodatnich liczbach naturalnych?

Nie ma. Wynik ten jest znany jako Wielkie Twierdzenie Fermata. Pierre de Fermat uznal je za
prawdziwe w 1637, lecz zostalo to udowodnione dopiero 358 lat pozniej przez Andrew Wilesa.

Czy kazda parzysta liczba catkowita wieksza od dwoch jest suma dwoch liczb
pierwszych?

Jest to stynny problem otwarty pochodzacy z roku 1742, znany jako Hipoteza Goldbacha. Jest ona
potwierdzona dla wszystkich liczb parzystych mniejszych od 4 - 10'® = 4000000000000000000.

Zeby odpowiedzie¢ na powyzsze pytania, zastanéwmy sie wpierw, czym jest
liczba 27 Czym jest dodawanie? Czym jest trojkat, odcinek, jego dtugosé i jej
kwadrat? Mozna odpowiedzie¢, ze to ,oczywiste” lub ze to ,wiadomo”. Jednak
zeby uniknaé¢ nieporozumien, matematycy i filozofowie w XIX wieku uznali, ze
matematyke nalezy uprawiaé¢ przez dowodzenie tez z pewnikow, zwanych tez
aksjomatami — pewnych ustalonych i znanych faktéw, niebudzacych zadnych
watpliwosei. Na przyktad czesto wystarczy wiedzieé, ze liczby naturalne” (czyli
nieujemne liczby catkowite) to sa obiekty, na ktorych mozna wykonywaé¢ dwie
operacje: + zwang ,dodawaniem” oraz X zwana ,mnozeniem”, ze istnieja dwie
wyréznione liczby naturalne, oznaczone 0 oraz 1, takie, ze 0 +n =n+ 0 = n oraz
zen+ (m+k)=(n+m)+k, n+m=m+n, dla dowolnych liczb naturalnych
m,n, k. Jezeli zdefiniujemy 2 jako 1+ 1, 3 jako 2 + 1, i wreszcie, 4 jako 3+ 1, to
mozemy w koncu udowodnié¢, ze 2+ 2 = 4: z definicji wynika, ze 2+2 =2+ (1 + 1),
a z aksjomatow wynika, ze 2+ (1 4+ 1) = (2 + 1) + 1, i z definicji liczby 3, jest
to rowne 3 4+ 1, co z kolei wynosi 4, na mocy definicji liczby 4. Ale czy nasze
aksjomaty sa wystarczajace, zeby dowodzi¢ innych powszechnie znanych faktow?
Np. ze 2 x 2 = 47 Ot6z nie: powyzsze aksjomaty sa na to zbyt stabe! Okazuje
sie, ze mozemy sobie wyobrazié¢ inny ,model” liczb niz liczby naturalne wraz

z operacjami dodawania i mnozenia, ktore ,znamy z zycia”. Mozna bowiem
skonstruowaé zbior {0,1,2,...}, zdefiniowaé operacje + jako zwykle dodawanie,
a operacje X zdefiniowaé¢ tak, ze m x n = 0, dla dowolnych m,n. Ten model
bedzie spelnial wszystkie aksjomaty podane powyzej. Ale jak tak moznal!?
Przeciez ,,x” mialo oznacza¢ mnozenie, a ,wiadomo”, ze 2 pomnozone przez 2
daje 4, a nie 0! Jednak juz ustaliliémy, ze nie bedziemy powolywaé sie na wiedze
powszechna, lecz tylko na nasze aksjomaty, a te nic takiego nie postulowaty. Co
wiecej, nasze aksjomaty dopuszczaja mozliwosé, ze m x n = 0 dla dowolnych
m,n, poniewaz pokazaliSmy, ze mozna skonstruowaé¢ model spelniajacy nasze
aksjomaty, oraz dodatkowo majacy powyzszg wlasciwosé. A zatem nasze
aksjomaty sa zbyt stabe, by dowodzi¢ niektérych powszechnie znanych faktow.
Rzeczywiscie, brakuje nam jeszcze kilku aksjomatow przyjmowanych przez
wszystkich matematykoéw: np. zen x 1 =1 xXn=mn, ze m X n=mn xXm, ze
Ex(m+n)=kxm+kxn,ze (mxn)xk=mx (nxk). Usywajac tych
aksjomatoéw, mozemy dowodzi¢ wiecej twierdzen, np. ze 2 X 2 = 4, poniewaz
2x2=2x(14+1)=2x1+2x1=2+2=4.

W roku 1889 Giuseppe Peano zaproponowal pewien zestaw aksjomatow,
nazywany teraz Aksjomatami Peano. Zawieraja one wszystkie powyzsze
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aksjomaty i pare innych prostych stwierdzeri znanych ze szkoly podstawowej,
np. ze n + 1 # 0 dla wszystkich liczb naturalnych n, oraz ze jezelin +1=m+ 1,
to n = m. Wreszcie, Aksjomaty Peano zawieraja nieskoriczenie wiele aksjomatow,
ktore umozliwiaja przeprowadzanie dowodéw przez indukcje. Mianowicie, dla
kazdej wlasnoscei (wyrazonej w jezyku formalnym) jest aksjomat, ktory glosi,

ze jezeli liczba 0 ma te wlasnosé, oraz ze z tego, iz ta wlasnosé zachodzi dla
liczby n, wynika, ze zachodzi tez dla liczby n + 1, to woéwczas ta wlasnosé
zachodzi dla wszystkich liczb naturalnych. To — z grubsza — sa wszystkie
Aksjomaty Peano. Co prawda jest ich nieskoriczenie wiele, ale sa efektywne,

to znaczy, ze mozna napisaé¢ prosty program komputerowy, ktory bedzie
odpowiadal na pytanie czy dane zdanie jest jednym z Aksjomatow Peano.
Inaczej mowiac, da sie je opisa¢ w skoriczony sposdb. Uzywajac tych aksjomatow,
z powodzeniem mozna dowodzié trudnych twierdzen z teorii liczb, np. ze

jest nieskonczenie wiele liczb pierwszych, ze jest nieskonczenie wiele trojek
pitagorejskich (czyli takich trojek a, b, ¢, ze a® + b? = ¢?), lub ze kazda liczba
naturalna jest sumag czterech kwadratow liczb naturalnych (jest to twierdzenie
Lagrange’a z roku 1770).

Pozostaje jednak pytanie: czy Aksjomaty Peano wystarczaja, zeby dowodzi¢
wszystkich prawdziwych zdan o liczbach naturalnych? To pytanie jest Zle
postawione: czymze bowiem sa liczby naturalne? Jedyne, co mozemy stwierdzic,
to to, ze powinny one spelniaé¢ pare oczywistych wtasnosci, takich wtasnie jak te
wybrane przez Peano. Mogliby$my uznac: liczby naturalne to sa wlasnie takie
liczby, ktore spelniaja Aksjomaty Peano. Gdy Peano oglosit swoje aksjomaty,
wielu matematykow uznalo, ze jednoznacznie okreslaja one to pojecie, ktore
mamy na my$li méwiac o liczbach naturalnych. Pozostaja jednak dwa problemy.

Problem 1: zupelnosé. By¢ moze Aksjomaty Peano moga by¢ spetnione
przez ,modele” majace rézne wtasnosci — tak jak nasz poczatkowy, maly zestaw
aksjomatéw dopuszczal model, w ktorym prawdziwe bylto zdanie ,,2 X 2 = 4” oraz
inny, w ktérym ,,2 x 2 = 0”. Innymi stowy, zdanie ,,2 x 2 = 4” jest niezalezne od
owego malego zestawu aksjomatow, ktore dopuszczaja zaréwno prawdziwosé
tego zdania, jak i jego falszywosé. Natomiast jak widzieliSmy, Aksjomaty Peano
juz jednoznacznie implikuja prawdziwos¢ zdania 2 x 2 = 4. By¢ moze jednak
wciaz sa jakie§ zdania od nich niezalezne? Na przyktad, czy to mozliwe, ze ani
prawdziwos¢ Hipotezy Goldbacha, ani jej falszywos¢ nie wynika z Aksjomatow
Peano? W roku 1931 Kurt Gédel udowodnil, ze rzeczywiscie istnieja zdania
niezalezne od Aksjomatéw Peano! Mowimy tez, ze Aksjomaty Peano nie sg
zupetne. Czyzby wiec byty zbyt stabe, i nalezy dotozy¢ jeszcze jakies aksjomaty?
Okazuje sie, ze niezupelno$é nie oznacza bynajmniej, ze Peano zapomniat
uwzgledni¢ jakichs aksjomatow. Godel udowodnit bowiem, ze kazdy efektywny
(dzis powiedzieliby$my ,rozpoznawalny przez program komputerowy”) zestaw
aksjomatow rozszerzajacy Aksjomaty Peano nie bedzie zupelny lub bedzie
sprzeczny (wyniknie z niego, ze 0 = 1)! Jest to tak zwane Pierwsze Twierdzenie
Godla o Niezupelosci.

Co oznacza Pierwsze Twierdzenie o Niezupelnosci? Czyzby to, ze sg
twierdzenia matematyczne, ktore sa prawdziwe, ale nie da sie ich ani udowodnié,
ani obali¢? Nie! Oznacza ono jedynie tyle, Ze nie istnieje bezwzgledne pojecie
sprawdziwego twierdzenia’. Twierdzenie Gédla nie oznacza réwniez, ze sa pytania
matematyczne, na ktore odpowiedzi nigdy nie bedziemy znali. Oznacza jedynie
tyle, ze odpowiedz na niektore pytania nie wynika jednoznacznie z Aksjomatow
Peano (i innych zestawow aksjomatow), podobnie jak odpowiedz na pytanie
sile lat ma Marek?” nie wynika z zalozenia, ze ,Marek ma jabtko”. Dla kazdego
pytania z teorii liczb musimy wiec dopuscié¢ trzy mozliwe odpowiedzi: ,tak”, ,nie
oraz ,nie wynika z Aksjomatéw Peano”. I tak samo kazdy zestaw aksjomatow
probujacy opisywaé liczby naturalne, dajacy sie opisa¢ w skoniczony sposob (tzn.
efektywny), nie bedzie zupelny. Da sie natomiast rozszerzy¢ Aksjomaty Peano
do zupelnego zestawu aksjomatow, biorgc np. jako aksjomaty wszystkie zdania,
ktore uznamy, ze powinny zachodzi¢ w naszych liczbach naturalnych. Mozemy,
na przyktad, przyja¢ Hipoteze Goldbacha za aksjomat, gdyz zostata ona
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ZFC to akronim od nazwisk
matematykow Zermelo oraz Fraenkel,
oraz od aksjomatu wyboru, po angielsku
choice axiom.

potwierdzona dla wszystkich liczb mniejszych niz 4 - 10'® = 4000000000000000000.
Ale jesli rozszerzymy Aksjomaty Peano o aksjomat gloszacy prawdziwosé tej
hipotezy, to ryzykujemy, ze ktéregos dnia kto$ udowodni, ze z Aksjomatow
Peano wynika jej falszywosé, tym samym dowodzac, ze nasz rozszerzony system
aksjomatow jest sprzeczny. Innym problemem jest brak efektywnosci: nawet jesli
jakims$ cudem udaloby sie wybraé¢ niesprzeczny i zupelny zestaw aksjomatow
rozszerzajacy Aksjomaty Peano, to ten wybor bedzie bardzo arbitralny: nie
bedzie efektywny, wiec nie bedzie mozna napisa¢ programu komputerowego,
ktory by rozstrzygal, czy dane zdanie jest aksjomatem, czy nie jest. A to
znaczy, ze matematyk nie mogtby w skonczony sposéb wybranych przez siebie
aksjomatow opisa¢ ani zakomunikowaé¢ drugiemu matematykowi.

Problem 2: niesprzecznos$é. Malto tego, ze Aksjomaty Peano nie sa zupelne,
by¢ moze sa sprzeczne! Pomimo ze zostaly wybrane w taki sposob, zeby nie
budzié¢ zadnych watpliwosci, tzn. wszyscy matematycy sie zgadzaja, ze nasze
wyidealizowane pojecie o liczbach naturalnych powinno przynajmniej spetniaé te
aksjomaty, to wciaz jest mozliwe, ze ktoregos dnia ktos udowodni, ze wynika

z nich sprzeczno$é, np. ze 0 = 1 (z Aksjomatoéw Peano wynika niewatpliwie,

ze 0 # 1). Innymi stowy, nie wiadomo, czy Aksjomaty Peano sa niesprzeczne.

A nawet jezeli sa, to nie da sie tego udowodnié, uzywajac samych Aksjomatow
Peano! Mozna znowu probowaé¢ obwinia¢ o to Peano: dal za duzo aksjomatow,

i dlatego, by¢ moze, sa sprzeczne, lub dal za malo aksjomatéw, i dlatego nie

da sie na ich podstawie udowodni¢ ich wtasnej niesprzecznosci. Jednak i tym
razem Peano jest tu niewinny. Godel udowodnil bowiem, ze jakiegokolwiek by
nie rozwazaé zestawu aksjomatéw, jezeli umozliwia on rozwazania arytmetyczne
(tzn. dotyczace dodawania, mnozenia i ich podstawowych wtlasnosci) i jest
efektywny i niesprzeczny, to nie da sie niesprzecznosci tego zestawu udowodnié,
uzywajac tylko tych aksjomatéw. Ten wynik, zwany Drugim Twierdzeniem

o Niezupelosci, rozszerza pierwsze Twierdzenie o Niezupetnosci, gdyz podaje
konkretne zdanie, ktorego prawdziwosé jest niezalezna od rozwazanego

zestawu Z, mianowicie zdanie ,zestaw aksjomatoéw Z jest niesprzeczny”.

Czy mozliwosé, ze Aksjomaty Peano sa sprzeczne, spedza
matematykom sen z oczu? Otdz nie! Matematycy wierzq gleboko, ze
Aksjomaty Peano sa niesprzeczne. Co wiecej, potrafia to udowodnié¢, zaktadajac
niesprzeczno$é¢ wiekszego zestawu aksjomatéow, na przyklad aksjomatow

ZFC. Te aksjomaty, zamiast opisywac liczby, opisuja nasze powszechne
wyobrazenie na temat tego, czym sa zbiory. Zaleta mowienia o zbiorach jest

to, ze mozna za ich pomoca zdefiniowaé¢ zaréwno liczby naturalne, dodawanie,
mnozenie, jak i obiekty geometryczne, takie jak ptaszczyzna, prosta, przestrzen
wielowymiarowa, a tez wszystkie inne obiekty, o ktérych na co dzien mysla
matematycy. Po co nam wiec Aksjomaty Peano, skoro aksjomaty ZFC daja
wiecej, i na dodatek dowodza niesprzecznosci Aksjomatow Peano? Otz
twierdzenia Godla o niezupelnosci stosuja sie takze do aksjomatow ZFC:

z samych aksjomatow ZFC nie mozna udowodnié ich niesprzecznosci (by¢
moze, ze sa sprzeczne). Mozna za to znalezé kolejny zestaw aksjomatow,
powiedzmy ZFCD, z ktoérego niesprzecznosci wynika niesprzecznosé aksjomatow
ZFC. I tak dalej. Im wieksze rozwazamy zestawy aksjomatow, tym mniej sa
one uniwersalnie akceptowane przez matematykow. Gdyby kto$ udowodnit
sprzecznos¢ aksjomatoéw ZFCD, by¢ moze nie bylby to tak duzy szok dla
wiekszosci matematykow. Ale gdyby ktos udowodnit sprzecznosé aksjomatdow
ZFC lub samych Aksjomatéw Peano, bylaby to dla matematykéw prawdziwa
katastrofa!

Jakie sa przyklady zdan niezaleznych od Aksjomatow Peano? Jest
bardzo niewiele znanych probleméw z teorii liczb, o ktorych wiadomo, ze sa
niezalezne od Aksjomatéw Peano. Np. nie wiadomo, czy Wielkie Twierdzenie
Fermata, ktore jest powszechnie uznane przez matematykow za prawdziwe, da
sie udowodni¢, korzystajac tylko z Aksjomatoéw Peano — dowdéd Andrew Wilesa,
ogolnie uznawany za poprawny, uzywa bowiem bogatszego zbioru aksjomatow
ZFC. Sa tez znane twierdzenia z teorii liczb, np. Twierdzenie Goodsteina,
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o ktorych wiadomo, ze sg niezalezne od Aksjomatoéw Peano, ale mogg by¢
udowodnione przy uzyciu aksjomatéw ZFC. Z kolei wiadomo, ze stynna Hipoteza
Continuum jest niezalezna od aksjomatow ZFC.

Hipoteza ta moéwi, ze kazdy podzbior zbioru liczb rzeczywistych jest albo réwnoliczny z calym
zbiorem liczb rzeczywistych, albo jest réwnoliczny z jakim§ podzbiorem zbioru liczb naturalnych —
nie ma mozliwosci posrednich!

Jednak na co dzien matematycy bardzo rzadko rozwazaja problemy niezalezne
od aksjomatow ZFC.

Podsumowujac, nawet w matematyce niektore fakty sa przyjmowane ,na wiare”,
i odpowiedz na niektére — w pelni precyzyjne — pytania moze brzmieé ,to
zalezy”. Taka odpowiedZ ma jednak bardzo konkretne znaczenie: oznacza, ze
potrafimy udowodnié, iz odpowiedz na to pytanie jest rézna w réznych modelach
spelniajacych nasze aksjomaty. Nie polecam wiec wpisywaé takiej odpowiedzi na
egzaminie maturalnym!

;@? X@ 3’{?“@&@

Redaguje Eukasz BOZYK

M 1516. Dany jest trojkat ABC, w ktorym AC = BC'. Na odcinkach AC, BC
znajduja sie odpowiednio takie punkty K, L, ze AK = C'L oraz % =k <2.

Wyznaczyé, w zaleznosci od k, miare kata miedzy prostymi AB i K L.
Rozwiazanie na str. 8

M 1517. Na ponad potowie p6l szachownicy 7 x 7 ustawiono wieze. Wykazaé, ze
co najmniej jedna wieza jest otoczona, tzn. zaréwno w wierszu, jak i w kolumnie
znajduje sie pomiedzy pewnymi dwiema innymi wiezami.

Rozwigzanie na str. 9

M 1518. Kazda liczbe catkowita wigksza od 1 pomalowano na pewien kolor
w taki sposob, ze jezeli dla pewnych dwoch liczb a, b wiekszych od 1 liczba
a® + b? jest podzielna przez a + b, to a ma ten sam kolor, co b. Jaka jest
najwieksza mozliwa liczba koloréw uzytych do pomalowania liczb?
Rozwiazanie na str. 11

Przygotowat Andrzej MAJHOFER

F 919. Osiggana przez krople deszczu predkosé opadania v ros$nie z jej
srednica. Obserwacje wskazuja, ze duze krople osiagaja predkosé¢ okoto 10 m/s.
Oszacuj, jakie srednie cisnienie p wywiera na poziomy dach bardzo silny deszcz
o intensywnosci H = 20 mm na godzine (zakladamy, ze woda natychmiast sptywa
rynnami). Przyjmij, ze gestos¢ wody to p = 103 kg/m?>.

Rozwiazanie na str. 17

F 920. Utrzymanie stalej temperatury ciata cztowieka wymaga odprowadzania
okoto P =100 W mocy cieplnej. Ile wody musieliby$smy wypocié¢ w ciagu doby,
gdyby pocenie bylo jedynym procesem chlodzenia (tak jest, gdy temperatura
otoczenia staje sie bliska ¢t = 37° C)? Oszacuj, jak duza powierzchnie S ciala
musieliby$my pozostawi¢ odkryta w otoczeniu o temperaturze ty = 22° C,
gdyby promieniowanie cieplne byto jedynym mechanizmem chlodzenia. Dla
uproszczenia zaktadamy, ze odziez doskonale izoluje cieplnie, a wspotczynnik
promieniowania przez skore jest bliski 1. Ciepto parowania wody wynosi

L = 2257 kJ /kg, a stala Boltzmanna to o = 5,67 - 107% W/(m?K?).

Rozwiazanie na str. 17
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Co zar6wka ma do cewki? Oskar GROCHOLSKI*

Jesli cewka podlaczona jest do zrodia
napiecia zmiennego o czestosci kotowej w,
to spelnione jest réwnanie:

dI
U cos(wt) = LE + RI(t),

gdzie L — wspotczynnik indukcji,
R — opor cewki, Up — amplituda napigcia.
Amplituda pradu plynacego przez taka
cewke wynosi:

Ug
VRZ f w22
Przesuniecie fazowe ¢ miedzy napieciem
a natezeniem pradu plynacego przez
cewke jest dane wzorem:

Iy =

t'd)—UJL
gb= 1

*student, Wydzial Fizyki, Uniwersytet
Warszawski

Czasami pozornie proste sprzety domowego uzytku moga dostarczyé ciekawych
pytan dla fizyka. Na przyktad: czy wiokno zarowki zasilanej pradem zmiennym
zmienia swoja temperature? Jezeli tak, to ile wynosi amplituda tych zmian i jaka
funkcja mozemy opisaé ich przebieg czasowy? Robi sie jeszcze ciekawiej, gdy
okazuje sie, ze problem ten mozna sprowadzi¢ do zagadnienia analogicznego do
przepltywu pradu przez cewke!

Bede rozwazat zarowke 100 W zasilang pradem zmiennym o czestotliwosci
50 Hz. Przyjmuje, ze $rednia temperatura witokna wynosi 3000 K. Mozna sie
spodziewaé, ze odchylenia od $redniej temperatury beda niewielkie.

Zarowka wypromieniowuje ciepto zgodnie z prawem StefanaBoltzmanna:
P(T) = 0xST*,
gdzie o — stata Stefana-Boltzmanna, S — pole powierzchni wtékna,
x — wspotezynnik szarosci wiokna. Dla uproszezenia wprowadze staly A := ozS.

Moc chwilowa zrodta pradu jest dana wzorem: P, (t) = U2 /Rsin®(wt) = 2Psin?(wt),
gdzie P jest srednia moca zaréwki. W opisie zakladamy, ze opoér zaréowki jest
staty, poniewaz spodziewamy sie niewielkich odchylenn temperatury od sredniej,
a co za tym idzie — malych zmian oporu. Temperature wygodnie jest zapisac

w postaci: T = Ty + 7(t), gdzie Ty jest srednia temperatura. Zmiana temperatury
jest opisywana rownaniem:

C% = 2Psin?(wt) — AT?,

gdzie C jest pojemnoscia cieplng wiokna zarowki. Poniewaz |7(¢)| < Tp, mozemy
uzy¢ przyblizenia: A(Ty + 7(t))* ~ A(T§ + 4T3 7(t)). Nastepnie korzystajac
z tozsamosci sin® a = (1 — cos(2a)) oraz réwnosci P = ATy, otrzymujemy

C’Z—; = —Pcos(2wt) — 4AT37(t) = — P cos(2wt) — Z;—PT(t).

0
Zapisujac ostatnie rownanie w innej formie:
dr 4P
P 2wt) = —C— — —7(t
cos(2wt) i T T(t),

zauwazamy analogie z rownaniem opisujacym cewke podlaczonag do zrodta
napiecia zmiennego (patrz margines): Uy <> P, L <> —C, R <> %OP, I+,
w «> 2w. Korzystajac z tego, mozna obliczy¢ amplitude zmian temperatury
i przesuniecie fazowe miedzy napieciem a temperatura:

(1) o= P 2wC

) tggb:i
T T

Korzystajac z tej analogii, otrzymujemy zalezno$¢ temperatury widkna od czasu:
T(t) =Ty — 0 cos(2wt — @),

gdzie amplituda 7y i przesuniecie fazowe ¢ dane sg wzorami (1).

Powyzsze rownanie pociaga za soba zaleznosci, ktorych oczekiwaliby$my
intuicyjnie, tj. wzrost ktorych wartosci zwieksza amplitude, a ktérych zmniejsza.
Watpliwosci moga budzié¢ przypadki w — 01 C — 0 (wtedy amplituda dazy

do Ty/4). Nalezy przy tym jednak pamietaé, ze traci wowczas sens zalozenie

o malej wartosci amplitudy i wynikajace z niego przyblizenia.

Uwzglednijmy na koncu dane liczbowe — moc wynosi 100 W, czestotliwosé

50 Hz, srednia temperatura to 3000 K, wartos¢ masy m przyjmuje jako 28 mg
(zgodnie z pomiarami przeprowadzonymi przez Szymona Weltera i Alexandra
Stefaniego, ktorzy wyznaczyli ja dzieki uprzejmosci Instytutu Fizyki UMK).
Dla takich danych otrzymujemy amplitude temperatury réwna 42 K, co zgadza
sie z przyjetym zalozeniem, ze amplituda jest znacznie mniejsza od Sredniej
temperatury wiokna.

Autor chcialby wyrazi¢ podziekowania dla doktora Macieja Wisniewskiego za
wsparcie i cenne rady podczas pisania artykutu.
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*Univerity of Bristol

Dowody i obliczenia

Witold SADOWSKI*

Kilka miesiecy temu Marek Kordos zasugerowal, ze skoro napisatem juz

w Delcie 12/2014 o tym, czego o rownaniu Naviera—Stokesa nie wiadomo,

to moze napisaltbym tez artykul o tym, co z tym rownaniem da sie zrobic.
Tak sformutowana oferta brzmi troche jak ,propozycja nie do odrzucenia”,
wiec nieopatrznie obiecalem taki artykul dostarczyé. Pisze ,nieopatrznie”, bo
w momencie podjecia zobowigzania nie uscislilismy, co powinienem rozumieé
przez stwierdzenie da sie zrobié. Czy chodzi o to, co da sie udowodni¢? Czy
raczej o to, co daje sie obliczy¢?

Poniewaz sa to do pewnego stopnia rozne kwestie, wiec na poczatek wyjasnie,
ze w ponizszym artykule poruszac sie bedziemy gltéownie w tym obszarze
matematyki stosowanej, ktory zainteresowany jest dowodami. Zobaczymy
jednak przy okazji, jak obie te kwestie sa ze sobg splecione i jak dowody
naprawde ciekawych twierdzen prowadzi¢ moga do odkryé w $wiecie fizycznym
i — w konsekwencji — do tego, co da sie obliczy¢. Na cala rzecz spojrzymy
zreszta z nieco szerszej perspektywy.

O co chodzi w matematyce stosowanej?

Idealne zastosowanie matematyki to takie, gdy rozumowanie matematyczne
dostarcza bezposredniej 1 — co réwniez wazne — prawdziwej odpowiedzi na
pytania interesujace ludzi, ktérzy matematykami nie sa. Przyktadami takich
pytan moga by¢: ,czy w sobote bedzie padaé¢, bo nie wiem, czy spakowaé
kurtke?”, .pod jakim katem wystrzeli¢ pocisk, by polecial jak najdalej?”,

,co ile godzin i w jakich dawkach najlepiej jest podawac lek X, by pacjent
najszybciej wyzdrowial?” itp. Jak widzimy, sa to pytania, ktore w zasadzie
nie uzywaja zadnej specjalistycznej terminologii matematycznej. Dlatego
pierwszym zadaniem matematyka jest przettumaczenie tego rodzaju pytan na
kwestie czysto matematyczne. Drugi krok to przeprowadzenie matematycznych
rozumowan, ktore albo od razu (tzn. po ttumaczeniu z powrotem na jezyk
codzienny) doprowadza do odpowiedzi na postawione pytania wyjsciowe, lub
tez wskaza Scisty algorytm obliczen, ktory tez ostatecznie takiej odpowiedzi
udzieli.

Istnieje jednak jeszcze trzeci, by¢ moze najciekawszy, krok w modelowaniu
matematycznym. Mianowicie, po sformutowaniu matematycznej wersji
problemu, kierujac sie juz tylko matematyczna intuicja, mozna postawic¢
szereg pytan dotyczacych pojawiajacych sie w tym sformutowaniu obiektow
matematycznych i zbadaé¢ ich wlasciwosci. Odpowiedzi na takie pytania
calkiem czesto daja sie przettumaczy¢ na zaskakujace twierdzenia dotyczace
Swiata fizycznego.

Przyklad optymistyczny: rownanie Laplace’a

Zanim zajmiemy sie rownaniem Naviera—Stokesa, ktérego teoria to mniej
wiecej ,,pottora kroku” opisanego powyzej, przyjrzyjmy sie najpierw
nieco innemu problemowi, ktéry w pewnym sensie idealnie obrazuje
naszkicowang metode.

Problem praktyczny, ktory nas teraz interesuje, jest nastepujacy: wyobrazmy
sobie, ze w pewnym przedmiocie wykonanym z jednorodnego materiatu
ustabilizowata si¢ temperatura i mozemy dokonywacé jej pomiaréw w dowolnym
punkcie na powierzchni tego przedmiotu. Czy mozna na podstawie pomiaru
temperatury na powierzchni przedmiotu przewidzie¢, jaka jest temperatura

w dowolnym punkcie jego wnetrza?

Matematycznie problem ten mozna wystowié¢ nastepujaco: niech Q
bedzie ograniczonym obszarem w przestrzeni (odpowiada to, oczywiscie,
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przedmiotowi, w ktérym temperatura jest ustabilizowana i nie zmienia sie
w czasie). Naszym zadaniem jest znalezé pewna funkeje T okreslong na
(czyli temperature), wiedzac tylko, ze

e T = g na powierzchni 2, gdzie g to jakas znana nam dodatnia funkcja ciagta;

e we wnetrzu () funkcja 7' spelnia pewne rownanie, zwane rownaniem
Laplace’a (znajomos$é tego rownania nie jest potrzebna do zrozumienia tresci
artykutu).

Okazuje sie, ze tak postawiony problem zawsze daje sie rozwiazac i to
doktadnie na jeden sposob. Dowodzi sie tego w sposob Scisty, co wiecej —
podaje sie metode (metoda Perrona), a dla niektorych obszarow Q takze
konkretny wzor (wzoér Greena), jakich mozna uzy¢ do znalezienia funkeji T
(ktorej ciaglosci i gtadkosci we wnetrzu 2 mozna dowiesé). Teoria prowadzi
zatem do przepisu na obliczenia interesujace zwyktego cztowieka (raczej

fizyka lub inzyniera, ale nie wchodzmy w szczegoly). W ten sposob dwa kroki
modelowania matematycznego zostaly wykonane. A jak jest w tym przypadku
z krokiem trzecim? Okazuje sie, ze funkcja T jest niezwykle ciekawa i mozna
udowodni¢ jej nastepujaca pickna wlasnosc.

Wlasnosé wartosci sredniej. Srednia temperatura na dowolnej sferze we
wnetrzu ) jest rowna temperaturze w Srodku tej sfery.

7 twierdzenia o wartosci Sredniej mozemy szybko wywnioskowac, ze takze
$rednia temperatura w dowolnej kuli we wnetrzu €2 jest dokladnie réwna
temperaturze w srodku tej kuli (dowod opiera sie na obserwacji, ze kula jest
suma sfer). W oparciu o wlasnos$¢ wartosci sredniej mozemy teraz udowadniad
wlasnosci rozwigzania rownania Laplace’a, pomimo tego, ze nie zaktadamy

tu zadnej znajomosci pochodnych czastkowych. Zacznijmy od faktu, ktory

z fizycznego punktu widzenia raczej nie jest zaskakujacy.

Zasada maksimum. Zaréwno najwyzsza, jak i najnizsza temperatura
w catym Q) osiggane sq na powierzchni €.

Naszkicujmy gtowna idee dowodu: niech M bedzie najwyzsza wartoscia T

na zbiorze 2. Przypusémy, ze w jakim$ punkcie x € Q mamy T'(x) = M.
Wezmy kule o srodku w x, ktéra dotyka brzegu 2 w punkcie y, ale nigdzie nie
wychodzi poza ) (rys. 1).

Gdyby w jakimkolwiek punkcie tej kuli wartosé¢ T' byta ostro mniejsza od M,
to mieliby$my sprzecznosé z wlasnoscia wartosci sredniej, bo $rednia wzgledem
tej kuli musiataby by¢ wtedy mniejsza niz M (nigdzie nie da sie nadrobié¢
straty, bo temperatura nigdzie nie przekracza M). A zatem w calej kuli mamy
wartos¢ T rowna M, w szczegolnosci jest tak w punkcie y nalezacym do
brzegu.

Oczywiscie, mozna tu wzruszy¢ ramionami i powiedzieé, ze to wiedzieliSmy

i bez dowodu, po prostu z doswiadczenia. Udowodnimy zatem jeszcze

inna wlasno$é¢ funkcji 7', wlasno$é raczej nieoczywista. Rozpatrzmy w tym celu
(trojwymiarowa) kule B(0,5) (o promieniu 5 i srodku w zerze), w ktorej ustalil
sie stacjonarny rozktad temperatury T, przy czym na brzegu kuli B(0,5)
mamy réwnosé¢ T = g dla pewnej ciaglej i dodatniej funkcji g. Poniewaz
funkcje g mozemy ustali¢ dowolnie (byle tylko byla dodatnia), wiec na
powierzchni kuli B(0,5) stosunek temperatury najwickszej do najmniejszej
moze by¢ dowolnie wielki, rowny, powiedzmy, miliard bilionéw. Udowodnimy
jednak, ze w kuli B(0,1) stosunek temperatury najwiekszej do najmniejszej
nigdy nie przekracza liczby 8.

A oto dowod. Przypusémy ze najwieksza temperatura w kuli B(0, 1) jest
w punkcie Tyax, & najmniejsza w punkcie Ty, (rys. 2). Poniewaz oba te
punkty leza w kuli B(0,1), wiec odleglos¢ R miedzy nimi nie jest wieksza niz 2.
Z twierdzenia o wartosci $redniej mozemy zatem wywnioskowaé, ze (rys. 3)

T (Zmax) = Srednia T w kuli B(Zmax, R)
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Rozwigzanie zadania M 1516.
Niech M bedzie takim punktem, ze
czworokat AK LM jest rownoleglobokiem.
Wowcezas

LM =AK =CL,

BL =BC —-CL=AC —-AK =CK

oraz

XBLM = xKCL,
a zatem trojkaty BLM oraz KCL sa
przystajace (cecha bok-kat-bok). Zatem
BM = KL = AM, czyli trojkat ABM

jest rownoramienny, wiec

LAB 1 AB k
cos ¥ BAM = 2 — .=
AM 2 KL 2

Pozostaje zauwazyé, ze proste AM i KL
sa rownolegle, wiec

XBAM = arccos(k/2)
jest szukanym katem.

C

oraz
T(2min) = $rednia T w kuli B(2Zmin, 2R),

bo obie z kul, wzgledem ktorych bierzemy srednie, nie wystaja poza B(0,5).

Niech teraz T bedzie funkcja rowna T w kuli B (Tmax, R) 1 rOWna zeru
w kazdym innym punkcie. Poniewaz funkcja T jest dodatnia, wiec wszedzie
mamy T<Tiw konsekwencji

T(2min) = $rednia T w kuli B(Zmin, 2R) > $rednia T w kuli B(Zwmin, 2R).
W dodatku kula B(%max, R) stanowi 1/23 objetosci kuli B(xmin, 2R), a zbior
B(Zmin, 2R) \ B(Zmax, R) nie wnosi nic ani na plus, ani na minus do $redniej T,
wiec mamy takze
srednia T w B(Zmax, R) _ ET(l‘max)-
23 8
Nasze twierdzenie jest wiec udowodnione. Czytelnik Dociekliwy moze
sprobowaé zmodyfikowaé powyzszy dowod tak, by wykazaé, ze takze w kuli
B(0,4) stosunek najwiekszej wartosci T do najmniejszej nie przekracza
pewnej (innej, oczywiscie, niz 8) stalej. Wynik ten tatwo juz bedzie uogolni¢
w nastepujacy sposob.

srednia T w kuli B(@min, 2R) =

Nieréwnos$é Harnacka. Niech T bedzie rozwigzaniem réwnania Laplace’a
w obszarze ) z dowolnym dodatnim warunkiem brzegowym g. Dla kazdego
podzbioru V. C Q oddalonego od brzegu 2 o r > 0 istnieje taka stata C, zZe
sup T'(x) < C inf T(z).
eV eV
Otrzymalismy zatem $cisty matematyczny wynik, uzyskany za pomoca
elementarnego rozumowania, ktory jest jednoczesnie sprawdzalng hipoteza
doswiadczalna. Jest to zatem klasyczny przyktad tego, jak powinno

funkcjonowaé¢ modelowane matematyczne.

Roéwnanie Naviera—Stokesa: dwa wymiary

Pytanie wyjsciowe dla rownania Naviera—Stokesa brzmi: ,W pewnym
ograniczonym obszarze plynie sobie ptyn. Wiem (lub moge wiedzie¢) wszystko
o tym przeplywie w jednej ustalonej chwili. Na podstawie tej informacji chce
wiedzie¢ wszystko o tym przepltywie w przyszlosci”.

Po przettumaczeniu pytania wyjsciowego na jezyk matematyki dostajemy
nastepujacy problem: w obszarze ) dane jest pole wektorowe ug,
odpowiadajace predkosci pltynu w ustalonej chwili poczatkowej. (Pole
wektorowe to funkcja, ktorej wartosciami sg wektory, co oznacza po prostu,
ze w kazdym punkcie Q zaczepiony jest wektor). Szukam zmieniajacego sie
w czasie (gltadkiego) pola wektorowego u o nastepujacych wlasnosciach:

o dla wszystkich ¢ pole wektorowe u(t) znika na brzegu (2

e pole u(t) zmienia sie w czasie zgodnie z réwnaniem Naviera—Stokesa (czyli
z grubsza biorac, z druga zasada dynamiki Newtona);

e w chwili t = 0 mamy u(0) = wug, gdzie up to pewne gtadkie pole wektorowe
(odpowiadajace polu predkosci niescisliwej cieczy w chwili poczatkowej).

Po wykonaniu pierwszego kroku modelowania chcieliby$my teraz wykonaé¢ krok
drugi, a moze i trzeci. Niestety, tak dobrze jest tylko w dwoch wymiarach.
Okazuje si¢ bowiem, ze jesli przeplyw wody odbywa sie w obszarze 2 C R? |
tzn. gdy wektor predkosci ma tylko dwie sktadowe u = (u1, uz), to rownanie
Naviera—Stokesa jednoznacznie wyznacza wszystkie przyszte pola predkosci
na podstawie stanu obecnego. Fakt ten dowodzi sie¢ formalnie, co otwiera
droge do tego, by przyszte pola predkosci oblicza¢ numerycznie — sa na to
standardowe metody. Obliczenia te maja sens, bo sa jednoznaczne i mozliwe
do przeprowadzenia dla dowolnie duzych czaséw ¢t > 0. Dwa podstawowe kroki
modelowania matematycznego sa zatem w dwoch wymiarach wykonane. A jak
jest z krokiem trzecim? Czy potrafimy stawia¢ hipotezy o rzeczywistosci na
podstawie czysto teoretycznych rozwazan? W pewnym sensie tak. Spojrzmy
bowiem na kolejne twierdzenie.
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Rozwigzanie zadania M 1517.

Kazde z 24 pol przyleglych do krawedzi
szachownicy nazwijmy brzegowym.
Zauwazmy, ze kazdej wiezy, ktora nie jest
otoczona, mozemy przyporzadkowac
pewne pole brzegowe w nastepujacy
sposob. Jezeli wieza stoi na polu
brzegowym, to przyporzadkowujemy jej
to pole, na ktorym stoi; jezeli zas nie stoi
na polu brzegowym, to
przyporzadkowujemy jej jedno z tych poél
brzegowych, ktore sg w jej zasiegu (skoro
wieza nie jest otoczona, to takie pole jest
co najmniej jedno).

O+ 10|10
O] |0l0l0|0|O
OO
O] [0Ol0jo
0Olo
Ol [0 olo
ol |0 olo

Pozostaje zauwazy¢, ze zadne pole
brzegowe nie mogto zostacé
przyporzadkowane wiecej niz jednej wiezy,
a zatem wiez, ktére nie sa otoczone, jest
co najwyzej 24. Wobec tego posrod
dowolnych co najmniej 25 wiez stojacych
na szachownicy jest co najmniej jedna
wieza otoczona.

Twierdzenie o atraktorze. Po uptywie dostatecznie duzego czasu t > 0 pole
predkosci u(t) = (uy(t),us(t)) daje sie wyznaczyé z dowolnie matym btedem na
podstawie pomiaru w skonczonej liczbie punktow.

Aby nieco lepiej zrozumieé to stwierdzenie, rozwazmy prostsza, ale podobna
sytuacje. Niech f,, bedzie ciagiem funkcji gtadkich na odcinku [0, 1]. Jesli
wiemy, ze trzecia pochodna funkeji f,, dazy (jednostajnie) do zera, to
wykres f,, musi upodabnia¢ sie do paraboli (co wynika ze wzoru Taylora).
Funkcje f,, sa zatem dla duzych n $§wietnie przyblizane przez funkcje liniowe
lub kwadratowe, te zas wyznaczane sg przez ich warto$ci w trzech roéznych
punktach.

W przypadku dwuwymiarowego rownania Naviera—Stokesa sytuacja jest

w pewnym sensie podobna. Istnieje bowiem zbior A zwany atraktorem,
ktorego elementami sa pola predkosci, ktore daja sie jednoznacznie wyznaczy¢
przez ich wartosci w N roznych punktach. Wystowione wyzej twierdzenie
mowi jednak, ze z uptywem czasu pola predkosci dowolnego przeptywu

(z ustalong regularng sita zewnetrzng) w kazdej chwili wygladaja niezwykle
podobnie do ktoregos elementu zbioru A.

Trzy wymiary

Rozpatrywaé bedziemy tylko sytuacje, gdy nie ma sit zewnetrznych. Jesli
pole wektorowe ma trzy sktadowe u = (uq1,us,u3) (tzn. przepltyw ma miejsce
w trojwymiarowej przestrzeni), to wiadomo tylko, ze przyszte pola predkosci
przewidywane sa jednoznacznie, gdy w chwili poczatkowej predkosé nie
zmienia sie zbyt gwattownie lub ma pewne symetrie. Co jednak dzieje sie

w przypadku, gdy zadnych symetrii nie ma, poczatkowe pole predkosci petne
jest gwaltownych wiréw, a my mamy numerycznie obliczaé¢ przyszlte pola
predkosci? W tej sytuacji czysta teoria nic nam (przynajmniej na razie) nie
pomoze, mogloby sie wiec wydawaé, ze po uzyskaniu wyniku pozostaniemy
niepewni, czy nasze obliczenia sg prawidlowe, tzn. czy przyszte przeptywy
daja sie wyznaczy¢ na tylko jeden uzyskany przez nas sposob, czy tez mozna
dojé¢ do zupelie odmiennych wynikow, stosujac np. nieco inng metode
numeryczna. Zupelnie zdumiewajacy wynik (Chernyshenko, Constantin,
Robinson, Titi, 2006) méwi jednak, ze nawet, gdy zawodzi nas teoria, to
same obliczenia numeryczne moga nam daé¢ pewnosé, ze sa jednoznaczne

i prawidtowe! Nie sposob wdawac sie tu w szczegoly, ale przedstawmy
pokrotce ogdlng idee tego rezultatu. Otoz jesli w obliczeniach numerycznych
przyblizymy poczatkowy przeplyw i sity dziatajace na ptyn z bltedem
wystarczajaco malym, a jednoczes$nie otrzymane rozwiazanie numeryczne
bedzie miato wystarczajaco niski poziom oscylacji (co to znaczy w tym
kontekscie poziom oscylacyi, trzeba oczywiscie, odpowiednio zdefiniowaé — to
sa wlasnie techniczne szczegoly), to mozemy by¢ pewni, ze nasze obliczenia
sa poprawne.

Sytuacja ta jest w pewnym sensie paradoksalna. Z jednej strony obecna teoria
trojwymiarowego rownania Naviera—Stokesa jest zbyt staba, by zapewni¢ nas
o poprawnosci obliczern numerycznych przeprowadzanych dla dowolnych (ale
sensownych) poczatkowych pol predkosei. Z drugiej strony dla wszystkich
danych poczatkowych, dla ktorych podstawowy model hydrodynamiki
zachowuje sie poprawnie, mozemy udowodni¢ poprawnosé¢ obliczen na
podstawie nich samych, o ile tylko sa one wystarczajaco doktadne.

Opisany wyzej wynik stanowi dosé zaskakujacy kontekst do pytania
postawionego na wstepie i do wzajemnej zaleznosci pomiedzy dowodami

a obliczeniami. Ot6z o trojwymiarowym réwnaniu Naviera—Stokesa mozna
udowodnié, ze w kazdej sytuacji, w ktorej produkuje ono jednoznaczny wynik,
mozna wykonaé przyblizone obliczenia tak dokladnie, ze jednoznacznosé
przyblizanego rozwiazania bedziemy mogli Scisle udowodnié, wykorzystujac
w tym celu wlasnosci wlasnie obliczonych rozwiazai. . .
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Kilka stéw o flogistonie, czyli o tym,
jak bledna teoria przyniosta nauce wiele pozytku

*Wydzial Chemii, Uniwersytet
Warszawski

Mikotaj JEDRUSIAK

Dawni uczeni prezentowali rozmaite poglady, od przesiaknietych mysleniem
magicznym (ktore czesto stuzyto zamaskowaniu niedostatkow wiedzy) do
zupelnie racjonalnych. Cecha wspoélna ogétu badaczy przyrody bylto — i nadal
jest — kierowanie sie rozumem. Samo racjonalne wnioskowanie na podstawie
przeprowadzonych eksperymentow nie gwarantuje jednak skonstruowania
poprawnej teorii wyjasniajacej istote obserwowanych zjawisk. Jednym

z klasycznych przykltadéw takiego btednie skonstruowanego formalizmu

jest pochodzaca z XVII wieku teoria flogistonu. Zdominowata ona umysty
naukowcow na nastepne sto lat.

A wieki XVII i XVIII byty ciekawym okresem przejSciowym w historii nauki.
Mysl oswieceniowa nakazywala sceptycznie podchodzi¢ do wczesniejszych,
alchemicznych lub pochodzacych wprost od Arystotelesa pogladéw na
przyrodoznawstwo. Jednoczesnie nauki takie jak fizyka czy chemia w formie
zblizonej do wspolcezesnej uksztaltowaty sie dopiero pod koniec wieku XVIII.
W miejsce dawnych pogladéw starano si¢ wiec wbhudowaé nowe teorie, juz
prawie wspolczesne, ale jeszcze nie calkiem. A wszystko to np. bez dostepu do
wystarczajaco doktadnych technik pomiarowych.

Skoncentrujemy sie na znanej ludzkosci od niepamietnych czasoéw reakcji
chemicznej, jaka jest spalanie. Spali¢ mozna wiele rzeczy — drewno wystarczy
wrzuci¢ do ogniska. Sztabke zelaza mozna wyzarzy¢ w piecu. Niektorych
obiektow spali¢ nie sposob, jak np. kamieri czy ztoto. Czemu tak sie dzieje?

Uczeni wiedzieli, ze spalanie jest ,reakcja”, to znaczy, ze dochodzi do istotnej
zmiany wlasciwosci spalanego obiektu. Wszak widaé, ze popidt to zupelnie

co$ innego niz kawatek drewna oraz, co wazniejsze, ze oba te obiekty
wykazuja zupelnie rézna aktywnosé w reakcjach chemicznych. Tradycyjna
teoria, pochodzaca od Arystotelesa, mowita, ze wszelkie obiekty sktadaja

sie z czterech (lub innej liczby) zywiolow. Reakcje polegaja zas albo na
wymianie zywioléw miedzy reagujacymi indywiduami, albo na zmianie
sposobu rozmieszczenia zywiotdw w obrebie danego obiektu. Obecnie mowimy
o okoto 120 zywiotach, zwanych pierwiastkami. Ogolna idea jest jednak bardzo
podobna.

Pozostajac pod wpltywem tego pogladu, jednak odrzucajac wiele z jego
metafizycznych aspektoéw, w roku 1697 r. Georg E. Stahl przedstawil spdjna
teorie wyjasniajaca, miedzy innymi, mechanizm reakcji spalania. Zaproponowat
on istnienie flogistonu, swego rodzaju fluidu lub gazu, przepetniajacego
rozmaite ciata, odpowiedzialnego za procesy palenia i wymiany ciepta. Byt to
obiekt podobny do tradycyjnego zywiotu ognia, z ta réznica, ze utozsamiany
nie tyle z z6ttym, goragcym plomieniem, co swego rodzaju budulcem materii,
ktorego 6w ptomieni jest emanacja. Stahl sadzit bowiem, Ze ogieni i cieplo, jako
obiekty wtorne, powstaja na skutek przeptywu flogistonu miedzy ciatami. I na
tym pomyéle zbudowal caly teorie.

Rozumowal w sposoéb nastepujacy. Skoro spalanie polega na przeplywie
flogistonu miedzy paliwem a otoczeniem, to nalezy ustali¢ kierunek tego
przeplywu. Poniewaz palone obiekty na ogdt zamieniaja sie w popiot lub
proch, a wiec na drodze reakcji wytracaja swoja uporzadkowang strukture,
rozdrabniaja sie, to mozna pomysleé, ze flogiston przy tym ulatuje. Podobnie
jak ciecz wylewajaca sie z rozbitego naczynia. Zatem flogiston przeptywa od
paliwa do powietrza. Stad dalszy wniosek, ze obiekty latwopalne zawieraja go
duzo, niepalne za$ malto lub wcale.

W prosty sposob Stahl wyjasnil w zasadzie wszystkie znane éwczesnie
odwracalne procesy utleniania i redukeji. Skoro bowiem sztabka metalu
zawiera w sobie nieco flogistonu, a metal ten mozna w wysokiej temperaturze
spali¢ (czemu towarzyszy uwolnienie flogistonu do otoczenia), to mozna
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L. .}

Rozwigzanie zadania M 1518.
Udowodnimy, ze wszystkie liczby
pomalowano tym samym kolorem.
Przyjmijmy oznaczenie a ~ b, jezeli
a+b| a? + b2 oraz niech

f(n) =n(n —1). Zauwazmy, ze dla
kazdego n > 1 liczba

n? 4+ f(n)? =n*(1+ (n— 1%

jest podzielna przez n + f(n) = n2.,

a zatem n ~ f(n). Ponadto, dla kazdego
n > 1 liczba

f)* + f(n+1)* =
= 'rL2('n, — 1)2 + 712(n + 1)2 =
=2n’(n? +1)
jest podzielna przez
f(n)+ fn+1) = 2n?, skad wniosek, ze
f(n) ~ f(n+ 1). Wobec tego dla

dowolnych liczb catkowitych m > n > 1
otrzymujemy

ne~ f(n)~fn+1)~...

co oznacza, ze liczby m i n pomalowano
tym samym kolorem.

Wigce]j szczegdlow mozna znalezé

w ksiazkach:

A.K. Wréoblewski, Historia fizyki;
‘W.H. Brock, Historia chemii;

R. Mierzecki, Historyczny rozwdj pojec
chemicznych

oraz

R. Mierzecki, Antoine Laurent de
Lavoisier (1743-1794) Geniusz
skojarzen.

~ f(m) ~m,

pomysleé, ze pézniejsze zestawienie tego produktu spalania z cialem bogatym
we flogiston (jak na przyklad wegiel) sprawi, ze przynajmniej czesé flogistonu
przeplynie od wegla z powrotem do wypalonego zelaza, przywracajac mu tym
samym pierwotna posta¢. Praktyka metalurgiczna podpowiada, ze istotnie
tak sie dzieje. Takie podejécie pozwolito posegregowaé rézne substancje
wzgledem zawartosci flogistonu, a w konsekwencji przewidzie¢ kierunek
zachodzenia réznych reakcji. Na podobnej zasadzie oparty jest wspolczesny
szereg napieciowy metali, obecnie méwimy jednak o przeptywie nie flogistonu,
a elektronow. Teoria Swiecita triumfy.

Stahl stusznie uwazal, wbhrew éwczesnemu pogladowi, ze procesy gwaltownego
spalania i powolnej korozji metalu to w istocie ta sama reakcja utleniania.
Roéznice widziat jedynie w tempie wymiany flogistonu, ttumaczac tym brak
widocznego ptomienia i wydzielania si¢ ciepta w procesie korozji.

Teoria Stahla ma jednak pewien mankament, ktory przyczynit sie wiek pdzniej
do jej obalenia. Jest nim podstawowy poglad, ze spalany obiekt wytraca
flogiston, a wiec i cze$¢ swojej masy. Na przetomie XVII i XVIII wieku
metody wagowe byty wcigz mato precyzyjne. Prawdopodobnie ze wzgledu na
niewtasciwa metodologie eksperymentalna w niektérych reakcjach utleniania
mozna byto zaobserwowaé¢ spadek masy, w innych jej wzrost. Pod koniec
wieku XVIII nabrano natomiast pewnosci, ze ciezar palonego obiektu wzrasta.
Zwolennicy teorii flogistonu tymczasowo obronili sie twierdzeniem, ze flogiston
jest fluidem bardzo lekkim, 1zejszym od powietrza. Wszak widac, ze ogien,
pochodna flogistonu, kieruje sie zawsze ku gorze. Ciato bogate we flogiston
jest wiec jak balon — unosi sie ku gorze, a jego ciezar jest maty. Wytracajac
flogiston, zwieksza swoj ciezar (zakladajac oczywiscie, ze ubytkowi masy
towarzyszy stosowny spadek objetosci ciata, tak aby doprowadzi¢ do wzrostu
gestosci — co bylo nierozstrzygalne). Konkurencyjny poglad, ze flogiston ma
mase wrecz ujemna, w obliczu wielkiego autorytetu Newtona uznano szybko za
zbyt ekscentryczny.

Taka sytuacja moglaby w zasadzie trwaé dalej, gdyby nie Lavoisier. W roku
1783 przeprowadzil reakcje spalania pod szczelnym przykryciem. Zaobserwowat
on, ze cisnienie gazu wewnatrz klosza maleje. A przeciez powinno rosngé¢, fluid
flogistonu mial wydziela¢ sie z paliwa do otoczenia. Tego spostrzezenia nie
dalo sie juz zby¢ argumentami rodem z Archimedesa. Wniosek jest prosty —
transport pewnego sktadnika materii odbywa sie w przeciwnym kierunku niz
sadzono, z powietrza do paliwa.

Obronicy flogistonu przyznali, ze istotnie, co do kierunku przepltywu mylili

sie, jednak cala reszta teorii, po stosownych korektach, pozostaje w mocy.
Lavoisier podal pozniej (1789) przekonujace dowody, ze wymienianym na
drodze reakcji spalania sktadnikiem nie jest flogiston, a odkryty przez niego
wezesnie] tlen (1777, chociaz pierwszenistwo odkrycia jest dyskusyjne). Ostatnie
proby flogistykow twierdzacych, ze, by¢ moze, flogiston jest po prostu tlenem,
upadly w obliczu poznanych reakcji utleniania metali za pomoca kwaséow
beztlenowych.

Tu w zasadzie historia moglaby sie zakoinczy¢. Powiedzmy tylko, ze przed
$miercia w wyniku rewolucji Lavoisier zdazyl jeszcze rozpropagowaé

teorie cieplika, zastepujac tym samym jeden fluid cieplny innym, rownie
nieistniejacym. Teorie flogistonu i cieplika istnialy w nauce jeszcze przez kilka
dziesiecioleci. Wbhrew pozorom z pewnym pozytkiem, w wielu przypadkach
dawaly one bowiem poprawne wyniki.

Flogiston jest przykladem teorii skonstruowanej za pomocsa z grubsza
poprawnego rozumowania wychodzacego z fatszywych przestanek, a mimo to
dajacej w duzej mierze dobre wnioski. Byta to chyba pierwsza teoria naukowa
wprowadzajaca pewien porzadek w zbiorze luznych faktow z dziedziny chemii.
Posrednio przyczynit sie flogiston do pdzniejszego rozwoju nauk o cieple.
Upadtl dopiero po latach, wraz z odkryciem nowych faktéow doswiadczalnych.
Wspolezesnie w naukach przyrodniczych pod tym wzgledem nie dzieje sie ,nic
nowego pod storicem”.
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Ciekawe prezentacje dotyczace ciagu
Fibonacciego sa udostepniane przez Khan
Academy — cykl: Spirals, Fibonacci and
being a plant, gdzie nie tylko pokazane
jest wystepowanie ciagu w przyrodzie, na
przyktad w ukladzie lisci wokot todygi,
ale przy okazji wyjasniona jest
metodologia badan przyrodniczych.

Konstrukcja ciggu Fibonacciego:

fi=1,f2=1,

fn=fn-1+ fon—2dlan>2
8 | 8 |16 |24 | 40 | 64
5 5 [ 1015|2540
313169 (15|24
2 2 4 6 | 10 | 16
1 (1123|538
1 (1]12]3]|5]8

Rys. 1

Maia aelld

Dywany Antoniego —
nie tylko bajka o pewnych zastosowaniach
ciggu Fibonacciego

Dawno, dawno temu, za druga gora, za trzecia rzeka zyl sobie krolewicz
Leonardo pochodzacy ze szlachetnego rodu Fibonaccich. No, moze nie
catkiem krolewicz, ale piaty syn dyplomaty wloskiego. Moze nie calkiem

za trzecia rzeka, bo urodzil sie za 6sma doling i trzynastoma bagnami,
doktadniej w Pizie w 1175 roku. Zatem przynajmniej rzeczywiscie zyt
dawno, dawno temu. Cho¢ w pewnym sensie zyje do dzisiaj w swoich
uczniach, bowiem wiesé o liczbach Fibonacciego rozeszla sie po $wiecie

i szumi o nich niejeden las. Ciggu Fibonacciego uzyto, na przyktad, do opisu
tempa rozmnazania si¢ krolikow, uktadu lisci i nasion na roslinach wszelkich.
Zmnaleziono go tez w trojkacie Pascala. Ciag ten ukrywa si¢ w zjawiskach
ekonomicznych, meteorologicznych, wykorzystywany jest w muzyce

i w sztuce. Jego wielbiciele znalezli takze wiele ciekawych zalezno$ci miedzy
wyrazami tego ciagu.

Ta opowies¢ bedzie jednak o czym$ nowym. Mistrz Antoni, wierny uczen
prawiekrolewicza Leonarda, opowie Wam, jak uzywajac ciggu Fibonacciego,
tka¢ dywany i nie tylko. Zatem postuchajcie.

Podstawowy ciag Fibonacciego buduje si¢ w ten sposob, ze jego kolejny
wyraz jest suma dwoch wezesniejszych wyrazow, a pierwszymi ustalonymi
wyrazami ciggu sa 1 i 1. Dopisujac kolejne liczby, otrzymamy bardzo
dtuga, nieskonczenie dtuga nié. Kazda liczbe, ktéra pojawia sie w tak
skonstruowanym ciaggu, nazywamy liczbg Fibonacciego.

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144, . ..

Do pracy! Dywan Antoniego tka sie, zaczynajac od czterech jedynek
utozonych w kwadrat. Na poczatek wypemhijmy pierwsze dwie kolumny (nici),
uzywajac zasady konstrukeji ciagu Fibonacciego (tworzymy ciag w gore od
poczatkowych jedynek). Nastepnie tkajmy w prawo od otrzymanych kolumn.
Dwie najnizsze nici to po prostu ciggi Fibonacciego, wyzsze tworzone ta
sama zasada, beda mialy nowe kolory (poczatkowe wyrazy nie sa jedynkami,
rysunek 1). Tkajac i tkajac, otrzymamy kawal nieskoriczonego dywanu.

— A teraz powiedzcie mi, dzieci, czy bytyscie grzeczne? Zjadtyscie dzisiaj
$niadanie przed wyjsciem do szkoly? I Zadnych drozdidwek? — zapytal sam
krolewicz Leonardo. — Tak? To stuchajcie dalej mojego ucznia Antoniego.

Przyjrzyjmy sie blizej naszemu tkackiemu warsztatowi.

1. Spéjrzmy na przekatna naszego dywanu. Coéz to? Liczby na przekatne;
sa, kwadratami liczb Fibonacciego. Tak jest nie tylko dla widocznej czesci
dywanu, ale dla kazdej liczby znajdujacej sie na przekatnej.

1=1%, 4=2% 9=3% 25=5% 64=8% 169=13% 441 =217

12



2. Zerknijmy na nieco przesuniete przekatne

144

144

288

432

720

1152

1872

3024

(rysunek 2) rozpoczynajace sie od wartosei 11 2.
4896 | 7920 |12816|20736| ---

89

89

178

267

445

712

1157

1869

1,2,6,15,40,104, 273, 714, 1870, . . .

3026 | 4895 | 7921 (12816 ...

55

55

110

165

275

440

715

1155

W tym ciggu roéznice miedzy kolejnymi wyrazami
sa kwadratami kolejnych liczb Fibonacciego.

1870 | 3025 | 4895 | 7920

34

34

68

102

170

272

442

714

1156 | 1870 | 3026 | 4896

21

21

42

63

105

168

273

441

2-1=1=1% 6-—2=4=22

714 | 1155 | 1869 | 3024

13

13

26

39

65

104

169

273

15—6=9=232% 40—15=25=5

442 | 715 | 1157 | 1872

16

24

40

64

104

168

3. Wezmy pod lupe dowolny kwadrat dywanu ztozony

272 | 440 | 712 | 1152 2, . . . .
z czterech komorek. Okazuje sig, ze iloczyny

10

15

25

40

65

105

170 | 275 | 445 | 720 elementow umieszczonych w przeciwleglych

15

24

39

63

naroznikach takiego kwadratu sa réwne. Co

102 | 165 | 267 | 432 wiecej, elementy w prawym goérnym rogu i lewym

10

16

26

42

68 | 110 | 178 | 288 dolnym rogu takiego kwadratu sumuja sie do liczby

13

21

Fibonacciego. Jeszcze wiecej? Jezeli weZmiemy

34 | 55 | 89 | 144 kwadrat dowolnej wielkosci, to iloczyny elementow

13

21

umieszczonych w wierzchotkach po skosie rowniez
sa rowne.

34 55 89 144

— Mistrzu Antoni, czy mogtbys wyjewic¢ nam tajemnice Twoich dywandw?
Skad biorg sie te wszystkie zaleznosci, ktdre nam wyjewites?

- Z przyjemnos$cig — odpowiedzial Mistrz i kontynuowatl: — Otz zauwazcie,
moje dzieci, ze nasz dywan jest wielkq tabliczkg mnozenia liczb Fibonacciego.
Dowolna komorka w dywanie, znajdujgca sie w i-tej kolumnie i j-tym
wierszu, to nic innego niz iloczyn najnizszego elementu w kolumnie (liczby
Fibonacciego f;) i wartosci znajdujacej sie najbardziej w lewo w wierszu
komorki (liczby f;). W zwigzku z tym na przekatnej znajdujq sie kwadraty
liczb Fibonacciego, tak jak na przekgtnej w zwyczajnej tabliczce mnozenia
znajdujg sie kwadraty kolejnych liczb naturalnych.

— Przeciez zwykta tabliczka mnozenia, to taki dywan tylko utkany nieco innym
Sciegiem ... — zamyslil sie jeden z uczniow.

Teraz przyjrzyjmy sie kwadratom i zalezno$ci iloczynéow elementéow lezacych
w naroznikach.

Wybierzmy dowolny kwadrat, a jego narozniki oznaczmy przez fi . fin,
fr,ms frn, gdzie f; ; oznacza element znajdujacy si¢ w kolumnie ¢ oraz
wierszu j. Cztery komoérki kwadratu mozna opisa¢ w nastepujacy sposob:

fl,m:fl'fm7 fl,n:fl‘fru fk,m:fk‘fr/u fk,n:fk‘fn~

Teraz roéwnosci zachodzace w kwadracie mozna ujaé nastepujaco

fl,m . fk,n - fl : fm : fk : fn oraz fl,n ' fk,m = fl : fn . fk : fmv
fl,m . fk,n = flm : fk7m~

Zauwazmy, ze warunki, ktore spetniaja cztery komorki dowolnego kwadratu,
beda spetniaé¢ narozniki kwadratu dowolnej wielkosci, a nawet dowolnego
prostokatal

czyli

W dywanie mozna doszukaé¢ sie mnostwa innych kolorowych §ciegow:

4. fir+ foo+ -+ fun=fn for

5. fis+ foa+ fas+ -+ faunr2 = fur1 - fore, dla n nieparzystych

6. fn+1,n+1 - fn—l,n—l = f2n

— Skoro juz zdradzitem pare dywanowych sekretow, nie pozostaje mi nic
innego, jak wskazaé Wam kierunki poszukiwarn nowych $ciegéw. Bedziemy

tkali © szukali nowych kolorow, ale to jutro, bo dzisiaj jestem juz zmeczony

— dodat Mistrz Antoni.
Matqg Delte przygotowal Antont DEUGOSZ

uczen szkoty podstawowej nr 32 im. Karola Chodkiewicza, Krakow
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Uczniowie

Zakladam, ze Czytelnik wie, iz kazda
izometrie plaszczyzny (czyli
przeksztalcenie nie zmieniajace
odlegtosci) mozna uzyskaé przez
zlozenie dwoch lub trzech symetrii
wzgledem prostych. Majacych
watpliwosci odsytam do mojego
artykutu w Delcie 11/2015.

Pek wlasciwy [A] to zbior wszystkich
prostych przechodzacych przez A.

Pek niewlasciwy [a] to zbior wszystkich
prostych réwnolegtych do a.

Rzad generowania przeksztalcenia to
minimalna liczba generatoréw (tu
symetrii osiowych) niezbednych do jego
uzyskania. Maksymalna z tych liczb dla
zbioru przeksztalcen to rzad
generowania tego zbioru (tu izometrii).

W 1967 roku szkota podstawowa wypuscita po raz pierwszy absolwentow
o$mioletniej podstawowki (tak, kiedy$ tez byly reformy szkolne). W ogélnym
reformatorskim zamieszaniu mozna byto zrobié¢ co$§ nietypowego, wiec Wydzial
Matematyki i Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego uruchomil uniwersyteckie
klasy matematyczno-fizyczne w liceum im. Klementa Gottwalda (w latach
1906-50 oraz po 1990 roku Stanistawa Staszica) — pretekst byt prosty:
pierwszym dyrektorem tego liceum byt Jan Zydler, znakomity nauczyciel
matematyki i autor do dzi§ niezapomnianych podrecznikéw geometrii.

Sprawie patronowal profesor Stanistaw Mazur, a organizatorem byla petna
niewyczerpywalnej energii Hanna Szmuszkowicz.

W jednej z pierwszych klas uczytem geometrii (bo klasy byly dwie, a geometrii
uczyl takze Jerzy Lisiewicz, algebry zas Juliusz Brzezinski i Maciej Brynski

— byliSmy przekonani, ze skoro uczymy nauczycieli, to powinnismy sami tez
zobaczy¢, jak sie to robi).

Na wiosne 1969 roku przydarzyla mi sie fantastyczna historia, ktora chce
przypomnie¢, bo w lipcu 2016 dowiedzialem sie, ze juz obaj jej bohaterowie
nie zyja.

Owi bohaterowie to uczniowie drugiej klasy liceum (czyli szesnastolatkowie):
Jerzy Zabilski, pézniej matematyk (zmarty w 2011 roku) i Wiestaw Mielniczuk,
pozniej fizyk (zmarty w 2016 roku — dziwna jest ta kolejno$é naszego znikania).

W klasie zadaje zadanie: wykazaé, ze dowolng izometrie ptaszczyzny mozna
uzyskaé ze ztozenia symetrii wzgledem prostych nalezgcych do jednego peku
wtasciwego oraz jednego peku niewtasciwego.

Zadanie to klasa zbiorowo rozwiazuje (Czytelniku, rozwiaz i Ty), wiec
proponuje zadanie domowe: wykazac, ze dowolng izometrie ptaszczyzny mozna
uzyskaé ze ztozenia symetrit wzgledem prostych nalezgcych do jednego peku
wtasciwego plus jedna prosta spoza tego peku.

Czworo uczniéw odpowiedziato twierdzaco. Wobec tego zaproponowatem
pytanie dodatkowe: jaki jest rzqd generowania grupy izometrii w pierwszym
i drugim przypadku?

Tu niezbedne jest wyjasnienie: nie wiedziatem, jaki jest wynik, ani nawet nie
miatem pomystu, jak sie do tego zabra¢ (mo6j wspolnauczyciel tez nie, a mysle,
ze wielu nie tylko wtedy, ale i do dzi$ nie wie).

Tymczasem moi dwaj bohaterowie podali wynik: 4 i oo; i tym sposobem, jako
nieletni uzyskali powazna publikacje (Wiadomosci Matematyczne XIII(1971),
pp. 37-41) z rekomendacji profesora Stefana Straszewicza, tworcy olimpiad
matematycznych.

A oto, jak uzyskali swoje rezultaty.

Do uzyskania wszystkich izometrii plaszczyzny wystarczq symetrie o osiach

z [A]U{a}, gdzie a & [A].

Dowdd. Poniewaz izometria majaca punkt staly to obrot wzgledem tego
punktu lub symetria wzgledem prostej przechodzacej przez ten punkt (a to
mamy, bo mozemy uzywaé symetrii wzgledem wszystkich prostych z [A]),
wystarczy wykazaé, ze dowolny punkt P mozna naltozy¢ na A.

Przypadek 1: |PA| < 4dist(a, A).

Odbijamy A wzgledem a, otrzymujac A’ i rysujemy okrag o srodku A

i promieniu AA’ — oznaczmy go o. Obraz okregu o w symetrii wzgledem a
oznaczmy przez o' . Okrag 0 o srodku A, poprowadzony przez P, przecina
okrag o’ (zalozenie!) w punkcie @, wiec mozemy P przeprowadzi¢ na Q

za pomocy symetrii z [A]. Obraz ' punktu @ w symetrii wzgledem a lezy
na o, wiec moze by¢ przez symetrie wzgledem prostej z [A] (konkretnie:
symetralnej Q' A’) przeprowadzony na A’, a stad przez symetrie wzgledem a
na A.
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Przypadek 2: |PA| > 4 dist(a, A)

sprowadza si¢ do przypadku 1: przez symetri¢ wzgledem dwusiecznej xPAA’

punkt P przechodzi na P i przez symetriec wzgledem a na P’. Poniewaz
P'A=PA = PA—2dist(a, A) = PA — 2dist(a, A),

wiee odleglogé od punktu A zmniejszyta sie o 2dist(a, 4), co powtarzane

wielokrotnie (na zalaczonym obrazku widaé¢, ze gdy musimy wykonaé wiecej

krokow niz jeden, kolejny zaczyna sie od prostej z [A] rownoleglej do a) daje

spelnienie warunku z przypadku 1. O

Stwierdzenie, ze rzad generowania jest w tym przypadku nieskoriczony,

nawigzuje do rozwazenia Przypadku 2 — tam przyblizaliSmy punkt P

do punktu A. Zauwazmy, ze to przyblizanie nie moze by¢ wykonane wiekszymi

niz tam krokami.

Symetrie wzgledem prostych z [A] nie przyblizaja bowiem punktow do A,

symetria za$ wzgledem a przybliza punkty nie wiecej niz o 2 dist(a, A):

PA—P'A=PA—-PA < AA.

A poniewaz mozemy punkt P obraé¢ dowolnie daleko, wiec izometria

naktadajaca go na A moze wymaga¢ dowolnie wielu symetrii — rzad zatem jest

nieskoriczony.

Tyle o przypadku, gdy osie symetrii byly wybierane z [A] U {a} dla a & [A].
Pozostaje wykazanie, ze

Rzad generowania dla prostych z [A] U [a] jest rowny 4.

Dowo6d ma charakter raczej algebraiczny. Potrzebne sa dwa lematy:

(1) YA ,m,n 3k, (SmSn =SSk ANk € [4]),

ktory jest oczywisty. Istotnie, gdy m || n, jako k obieramy rownolegla do m

i przechodzaca przez A, a [ rownolegla do niej i lezaca wzgledem niej tak,
jak m wzgledem n — wtedy oba zlozenia sa tym samym przesunieciem; gdy

z kolel m i n maja wspolny punkt B, bierzemy jako k prosta AB, a [l przez B
lezaca tak, jak m wzgledem n — wtedy oba zlozenia sa tym samym obrotem.

Drugi lemat nie jest juz tak oczywisty
(2) YA al3Im,n (S =SnS,Sm Am e [AlAn € [a]).

Tutaj najpierw przez A prowadzimy o’ || a il || I. Jako m bierzemy dowolna
z dwusiecznych kata a’l’ i przez jej przeciecie z | prowadzimy n || a. Prosta m
jest wtedy dwusieczna kata In. Stad S;S,, 1 S;,Sy, realizuja ten sam obrot,

a rownosé S;Sy, = S, S, to wlasnie (2).

Majac takie lematy, nie natrafia sie juz na zadne trudnosci.

Dowolna izometria ¢ jest (jak to juz przypomniatem) ztozeniem dwoch lub
trzech symetrii osiowych, co rozpatrujemy kolejno.

© = 5,5, =SS, = (na mocy (1) k € [A])

= SmSnSm Sk (na mocy (2) m € [A] An € [a])
0 = SuSySy = SwSpSy = (na mocy (1) ¢ € [4])

= 5,5:S, = (na mocy (1) t € [A])

= SmSnSmStSq = (na mocy (2) m € [A] An € [a])

- SmSnSra
ostatnia réwnos¢ bierze sie stad, ze ¢, t, m sa wspolpekowe, a symetrie
wzgledem trzech prostych wspolpekowych zawsze mozna zastapié¢ jedna (co bez
trudu mozna zauwazy¢ rowniez w argumentacji przy (1)).
Zaskakujace jest, ze nadal do uzyskania izometrii zmieniajacych orientacje
potrzeba, tak jak i bez ograniczenia wyboru osi symetrii, jedynie trzech
symetrii osiowych.

Takich mialem uczniéow. Szkoda, ze juz ich nie spotkam.
Marek KORDOS
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Kongruencje z krolikiem Robert KWIECINSKI*

*Student, Wydzial Matematyki
i Informatyki, Uniwersytet Adama
Mickiewicza

Artykul o powyzszym tytule wypada rozpocza¢ od przypomnienia, czym sa
kongruencje. Jesli dwie liczby naturalne a i b daja te sama reszte z dzielenia
przez liczbe naturalnag n (innymi stowy, jesli a — b jest podzielne przez n),
uczenie jest stwierdzi¢, ze a i b przystajg do siebie modulo n i fakt ten zanotowaé

jako a = b (mod n). W tym kontekscie znaczek ,,.=" (lub raczej to, co on soba
reprezentuje) nazywamy wtasnie kongruencjg.

Kongruencje maja wiele wdziecznych wtasnosci, miedzy innymi mozna je dodawac
i mnozy¢ stronami tak jak zwykle rownania. Ich zastosowanie pozwala uprosci¢
zawite nieraz rozumowania z zakresu teorii liczb. W moim artykule chciatbym
skoncentrowaé sie na problemach dotyczacych poczatkowych cyfr liczb postaci n*,
gdzie n i k sa liczbami naturalnymi. Rozpoczne od rozwiazania zadania, ktore
sklonito mnie do takich rozwazan.

Zadanie. Udowodnij, ze dla kazdej niepodzielnej przez 10 liczby naturalnej n
istnieje taka liczba naturalna k, Ze pierwsza i ostatnia cyfra liczby n* sq réwne.

Rozwigzanie: Najpierw zauwazmy, ze dla dowolnego n mamy n = n® (mod 10).
Istotnie, niech A = n® —n =n(n? — 1)(n? + 1). Jedli n jest podzielne przez 5, to
oczywiscie b dzieli rowniez A. Z drugiej strony, jesli n nie jest podzielne przez 5,
to rozpatrujac wszystkie niezerowe reszty z dzielenia n przez 5, mozemy sie
przekonaé, ze n? daje reszte 1 lub 4 z dzielenia przez 5 i w obu przypadkach
5 dzieli A. W analogiczny (a nawet prostszy) sposob pokazujemy, ze A jest zawsze
podzielne przez 2, skad wnioskujemy podzielnosé A przez 10 i n =n® (mod 10) dla
dowolnej liczby naturalnej n. Zauwazmy, ze jesli bedziemy mnozy¢ te kongruencje
obustronnie przez n*, otrzymamy ciag kongruencji
n=n’>=n’=... (mod 10).

Teraz juz rozwazamy tylko te potegi n, ktorych wyktadnik daje reszte 1
z dzielenia przez 4. Dzieki temu ostatnia cyfra c liczby n bedzie cyfra, ktora
chcemy otrzymaé jako pierwsza cyfre liczby n**+1 dla pewnego k. Chcemy zatem
uzyskaé

c+1
< _

n

Po przylozeniu do obu stron logarytmu dziesietnego dostajemy rownowazna
postac

c-10" < 't < (¢ +1)10°, to znaczy C 10t < n* 10"
n

1
tJrlogE <4klogn<t+logi.
n n

Dzieki zlogarytmowaniu nasz problem wyglada nastepujaco: mamy nieskoriczenie
dtuga droge, na ktoérej co 1 mamy dziure dtugosci

1
A= (logcj; —logZ) = (log(c+ 1) —logc),

poczawszy od log . Po tej nieskoiiczonej drodze skacze krolik, ktory rozpoczyna
w 0 i robi skoki dtugosci 4logn. Chcemy pokazaé, ze nasz krolik wpadnie kiedy$
do dziury. Innymi slowy, potrzebujemy uzasadnié, ze

logE < {4klogn} < logE + A,
n n

gdzie {x} oznacza czes¢ utamkows liczby z. Zauwazmy najpierw, ze dla réznych
liczb naturalnych k, [ liczby {4klogn} oraz {4llogn} sa rézne. W przeciwnym
przypadku istniatoby takie m naturalne, ze 4klogn — 4llogn = m, czyli

n*(k=1) =10, co przeczy zalozeniu o niepodzielnosci n przez 10. Rozwazmy
teraz liczby {4logn}, {8logn}, ..., {4alogn}, gdzie a to pewna liczba naturalna,
ktora jest wicksza od A~!. Skoro wypisane liczby sa rézne, to pewne dwie

leza w odleglosci mniejszej niz A (odleglosé liczb p i ¢ nalezy tu rozumieé jako
muniejsza z liczb |p — ¢| oraz 1 — |p — ¢|). Oznaczmy je przez {4z logn} oraz
{4ylogn}, gdzie x > y. W tej sytuacji liczba {4(z — y)logn} lezy w przedziale
(0,A) lub (1 — A, 1). Patrzac na ciag {4(x — y) logn}, {8(x — y)logn},... widzimy
teraz, ze dla poczatkowych wyrazéw jest on $cisle monotoniczny i dla pewnego

p naturalnego otrzymamy log ¢ < {4p(x — y)logn} < logc + A. Wystarczy wigce
przyja¢ k = p(x — y), aby zakoriczy¢ rozwiazanie zadania.
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Rozwigzanie zadania F 919.
Intensywnosé¢ opadu 20 mm na godzine
oznacza, ze na 1 m° powierzchni spada
w ciggu godziny 2 - 1072 m® =201 wody.
Uderzenia kropel deszczu o dach sa
zderzeniami niesprezystymi
i przekazywany przez nie dachowi ped
wynosi vAm, gdzie Am oznacza mase
wody. Cisnienie rowna si¢ sile dzialajacej
na jednostke powierzchni. Mamy wiec
Am
p=w
=5
gdzie S oznacza powierzchnie dachu, a At
czas, w ktérym na dach spadla masa wody
rowna Am. Otrzymujemy
p ~ 0,056 N,,r"mQ. Jest to warto$¢ bardzo
mata — gdyby woda nie sptywata z dachu,
to juz po pierwszej minucie opadu

wywieralaby ci$nienie p ~ 3,3 N/"1n2.

= vpH,

Rozwigzanie zadania F 920.
Dla utrzymania stalej temperatury ciata
musimy w ciagu doby odprowadzié¢
E=P-24-3600s = 8,64 -10° J energii.
Jest to energia potrzebna do odparowania

E _ 864-10°7 e — 383 1

I T 2257100 BT E
wody. Gdyby jedynym mechanizmem
chlodzenia byla wymiana ciepta poprzez
promieniowanie, to utrzymanie stalej
temperatury oznaczaltoby, ze réznica mocy
promieniowania przez odkryta
powierzchnie naszego ciata i mocy
padajacego na nig promieniowania
cieplnego otoczenia réwna jest
doktadnie P. Mamy P = oS(T* — T}),
a zatem

P

(T =T’
gdzie T'= 310 K, a Ty = 295 K,
Po podstawieniu danych liczbowych mamy
S~ 1,06 m?. Powierzchnia ciala czlowieka
dorostego wynosi §rednio niecate 2 m?.
Uwzglednienie faktu, ze wspolczynnik
emisji skory jest mniejszy od 1,
zwigkszyloby obliczong wartosé¢ S. Jak
z tego widaé¢, w normalnych warunkach
pocenie, promieniowanie oraz konwekcja
i przewodnictwo cieplne odgrywaja istotna
role.

.

W powyzszym dowodzie mozna wyr6ézni¢ dwie istotne czesci: pierwsza polega
na wskazaniu podciagu poteg n, ktore koncza sie ta sama cyfra, a w drugiej
pokazalismy, ze dowolna cyfra moze sta¢ na poczatku pewnego wyrazu tego
podciagu. Te druga czes¢ mozna nietrudno zmodyfikowaé tak, aby wykazaé¢
ponizsze:

Twierdzenie 1. Dla dowolnej liczby naturalnej n > 1, ktora nie jest potega
dziesigtki, i dowolnego ciggu cyfr c1 # 0, ca, ..., ¢ istnieje liczba naturalna k, dla
ktorej poczgtkowe cyfry liczby n® to ci, ..., cs.

7 powyzszego twierdzenia wynika, ze dla dowolnego n mozemy znalezé k, dla
ktorego n* bedzie sie rozpoczynato, na przyktad, od cyfr 100000, czyli bedzie dosé
bliskie pewnej potedze dziesiatki. Warto zwroci¢ uwage, ze mozemy oszacowaé
wykladnik tej potegi n niezaleznie od n.

Twierdzenie 2. Jesli n > 1 jest liczbg naturalng niepodzielng przez 10, to dla
dowolnego ¢ > 0 istniejq takie liczby naturalne k.1, ze 10'(1 — ) < n* < 10(1 +¢)
oraz k < |log(1+¢)7 1.

Dowdd: Zadamy od naszego k, aby
100 (1—¢e)<n? <100 (1 +¢)
dla pewnego naturalnego /. Ponownie réwnowaznie
I+1log(l—¢) < klogn <1 +log(l+e),
wiec
0 < {klogn} <log(l1+¢)lub 1+4log(l —¢) < {klogn} < 1.
Latwo wykazacé, ze
1+1log(l —€) <1—1log(l+e¢),
wiec wystarczajace jest, aby
0 < {klogn} <log(l+e¢)lub 1 —log(l+¢) < {klogn} < 1.
Dalej postepujemy tak jak poprzednio — kolejne liczby postaci {klogn} sa rozne,
zatem wérod pierwszych |(log(1 + €))~!| + 1 pewne dwie znajduja si¢ w odlegtosci
muiejszej od log(1 + €), a ich réznica jest szukana wielokrotnoscia log n.

Nalezy podkresli¢, ze opisana w twierdzeniu liczba k jest nie wieksza od

| (log(1 +¢))~1|. Na przyktad, biorac € = 0, 1, otrzymujemy, ze dla dowolnej
liczby n istnieje liczba k nie wicksza od 24, taka, ze n mozna przyblizyé

potega dziesiatki z doktadnoscia do 10%. Przykladowa wartoscia n, dla ktorej
przedstawione oszacowanie jest optymalne, jest 11001. Podobny rezultat mozemy,
oczywiscie, uzyskaé, rozwazajac przyblizenia potegami innych liczb naturalnych
niz 10. Przyktadowo, dla p = 2 przyblizamy n* z dokladnoscia do 10% liczba
postaci 2! i wystarczy do tego k nie wieksze niz 7.

Wr6émy do naszych poczatkowych cyfr. Wydaje sie, ze ciagi liczb, ktore nie

sa jakos szczegblnie zbudowane, mogg rozpoczynaé sie dowolnymi cyframi.
Oczywiscie, nie jestem w stanie udowodnié¢ powyzszego, bo c6z to sa ,szczegdlne
ciggi”? Oto kolejny przyktad liczb, ktére moga rozpoczynaé sie od dowolnych cyfr:

Twierdzenie 3. Liczby postaci k™ , gdzie n jest ustalone, mogq rozpoczynaé sie
od dowolnego ciggu cyfr ci,ca,. .., Cs.

Szkic dowodu: Jesli k jest dosé duze, to k™ i (k4 1)™ zbyt wiele sie nie réznig
(wzglednie), gdyz iloraz (k:il)n staje sie dowolnie bliski 1, zatem z czasem réznica
jest mniejsza niz réznica miedzy elementami ciggu geometrycznego o dowolnie
malym ilorazie wickszym od 1. Teraz logarytmujac, otrzymamy ,krolika”, ktory
robi skoki o dlugosci malejacej do 0, wiec z pewnoscia wpadnie do naszych dziur.

Ogolniej, dowolny ciag liczb naturalnych (a,,)22 ;, dla ktérego granica ciagu
(GZ—:I):O:l jest rowna 1 ma te wltasnosé, ze dowolny skonczony cigg cyfr stanowi
poczatkowe cyfry w zapisie dziesictnym pewnego wyrazu ciagu (a, )22 ;.
Przykladem takiego ciggu jest rowniez ciag kolejnych liczb pierwszych (co wynika
z klasycznego, lecz wielce nieoczywistego twierdzenia o liczbach pierwszych).
Zachecam Czytelnikow do poszukiwania innych ciagoéw, ktorych prefiksy moga byé
dowolnie ustalonym ciagiem cyfr.
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Migawka informatyczna

Czemu nikt nie wierzy, ze P = NP?

Jak wiadomo, problemy dzielimy zasadniczo na te latwe

i na te trudne. Dla czlowieka taki podzial jest oczywiscie
bardzo subiektywny. Dla komputera — jak sie zaraz okaze
— s3 to pojecia naprawde ostre i zupelnie precyzyjne.

Zanim przejdziemy do konkretéw, potrzebne jest jeszcze
jedno doprecyzowanie. Chcialbym juz na poczatku
wyraznie zaznaczy¢, ze problemy, ktore bedziemy
rozwazaé (i probowaé klasyfikowaé), to wylacznie
problemy decyzyjne, a wiec takie, na ktore odpowiedz

to zawsze TAK lub NIE, a nie jaka$ liczba czy formuta.
A wiec interesujacy w tym kontekscie bedzie dla nas
problem rozstrzygania, czy dana liczba jest pierwsza

czy nie albo czy graf zawiera cykl Hamiltona czy nie.
Natomiast w tej definicji nie miesci sie problem obliczenia
pierwiastkow danego rownania czy wyznaczenia cyklu
Eulera w grafie. Czytelnika Zawiedzionego chciatbym
pocieszy¢: problemy obliczeniowe zwykle wcale nie

sa istotnie trudniejsze od decyzyjnych. Nie czas i nie
miejsce na mocne uzasadnienie tego zdania, podam tylko
przyktad: zamiast prosi¢ komputer o znalezienie cyklu
Hamiltona dla danego grafu, wystarczy nam program,
ktory rozstrzyga, czy dang $ciezke da sie rozszerzy¢ do
jakiegos cyklu Hamiltona.

Wréémy do meritum. Dla komputera (a moze raczej:
dla informatyka w komputer wyposazonego?) problem
decyzyjny jest tatwy, gdy istnieje program, ktéry go
zawsze (dla kazdych danych) poprawnie rozwiazuje
oraz czas dziatlania tego programu mozna oszacowaé

z gory przez jaki§ wielomian z rozmiaru danych. Takim
problemem jest chociazby rozstrzyganie, czy podany
na wejsciu graf zawiera cykl Eulera, albo stwierdzanie,
czy opisane rownanie kwadratowe ma pierwiastki
rzeczywiste. Klase takich probleméw oznaczamy jako P,
od angielskiego polynomial.

Sprobujmy przejsé oczko wyzej, a wiec do prezentacji
klasy probleméw NP. Nie zaczne od rozwiniecia tego
skrotu, wole bohaterke przedstawié od innej strony. Moim
zdaniem najlepiej jest mysle¢ o problemach NP jako

o problemach, ktore nie sq przynajmniej beznadziejnie
trudne (NSPBT, choé krocej jest jednak NP). A problemy
NSPBT to dla mnie takie, dla ktérych — o ile odpowiedz
brzmi TAK — przynajmniej istnieje podpowiedz, ktora
gdyby$my znali (a ktorej znalezienie, by¢ moze, jest
koszmarnie trudne), to juz by$my umieli tatwo (w sensie
juz zdefiniowanym) zweryfikowaé, ze odpowiedz faktycznie
brzmi TAK. Przyktadowo: problem istnienia cyklu
Hamiltona jest w NP vel NSPBT. Podpowiedzia jest
wlagnie wskazanie opisanego cyklu. Latwo (tym razem:
ludzko tatwo) uwierzy¢, ze samo zweryfikowanie, czy
podany cykl jest cyklem Hamiltona w danym grafie,

nie jest dla komputera trudne. Podobnie problem
spelialnosci formutl logicznych: tu podpowiedzia bedzie
przypisanie zmiennym konkretnych wartosci logicznych.

I znoéw: samo sprawdzenie, czy formuta jest prawdziwa
przy podanym wartosciowaniu jest zadaniem prostym.
Oczywiscie bynajmniej nie wynika z tego, ze problemy
decyzyjne: istnienie cyklu Hamiltona w danym grafie

czy problem spelnialnosci formut sa tatwe. Wrecz
odwrotnie: podejrzewa sie, ze nie sa one latwe (nie

sa w P). Pokazalismy tylko, ze jesli odpowiedz jest

18

pozytywna, to istnieje podpowiedz (weryfikator, swiadek
— r6zne terminy mozna znalezé), ktora potrafi nas do
tego przekonaé. Przekonaé¢ nas — albo lepiej: udowodnié
nam.

Ta ostatnia uwaga jest chyba kluczowa. Bo w tej
terminologii mozemy wszystko wystowié¢ jeszcze inaczej:
problemy decyzyjne z klasy P to takie, ktore daje sie
efektywnie (wielomianowo) rozstrzygac¢ na komputerze.
Natomiast problemy z klasy NP to takie, ktore jesli maja
pozytywna odpowiedz, to jest mozliwe uzupelnienie jej
DOWODEM, ktory da sie efektywnie zweryfikowaé.
Zauwazmy, ze druga definicja nie odnosi si¢ do tego,

czy znalezienie rzeczonego dowodu jest efektywne. By¢
moze wymaga wyktadniczego czasu dzialania komputera!
(Uwaga: z definicji klasy NP wynika, ze rozwazany
dowdd nie moze by¢ za dlugi — musi by¢ wielomianowy,
bo inaczej nie datoby sie go zweryfikowaé w czasie
wielomianowym.)

Spoéjrzmy teraz na jeszcze inny problem z klasy NP. Niech
wejsciem bedzie jaka$ hipoteza matematyczna H, ktorej
zapis ma dtugosé k. Odpowiedzig na problem jest TAK,
gdy istnieje dowdd matematyczny tej hipotezy o dtugosci
nie wiekszej niz k2%, Latwo sprawdzi¢, ze ten problem
(oznaczmy go jako X) w istocie jest w NP — $wiadkiem
jest dowdd matematyczny hipotezy.

Powoli mozemy nabieraé¢ intuicji, dlaczego w takim razie
nikt nie wierzy, ze P = NP. Bo przeciez gdyby P = NP, to
tak naprawde by oznaczalo, ze problem X jest tez w P.
Innymi stowy rozstrzyganie hipotez matematycznych
(OK, cos$ troche stabszego: rozstrzyganie, czy hipoteza
ma dowdd krotszy niz jakie§ bardzo duze ograniczenie)
nie byltoby specjalnie trudniejsze od samego procesu
mechanicznej weryfikacji poprawnosci dowodu!

A w to nie uwierzy chyba nikt, kto cho¢ raz w zyciu cos
trudnego udowodnil, a koncowy dowod byt elegancki
i krotki.
Klasa NP ma jeszcze jedna fascynujaca wlasnosé.
Istnieja w niej problemy dowodliwie najtrudniejsze (tzw.
zupelne). Problem NP-zupelny to taki, ze kazdy inny
problem z NP mozna do niego zredukowaé w czasie
wielomianowym. Przykladem problemu NP-zupelnego
jest chociazby juz omawiany problem cyklu Hamiltona.
Oznacza to, ze np. kazda instancje H problemu X € NP
dlugosci k da sie efektywnie przerobi¢ na pewien graf
(rozmiaru wielomianowego od k) taki, ze w tym grafie
istnieje cykl Hamiltona wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
dowo6d matematyczny dla hipotezy H dlugosci nie
wiekszej niz k%°! Oczywiscie powszechnie wierzy sie, ze
problemy NP-zupelne nie sa w P, czyli ze sa trudne,
wiec ta konstrukcja niekoniecznie musi by¢ pomocna
w dowodzeniu hipotezy H.

Tomasz KAZANA

PS. Wypada doda¢, ze oryginalne rozwiniecie skrotu NP,
czyli nondeterministic polynomial, odwoluje sie do innej
(oczywiscie rownowaznej) definicji klasy NP. Zaktadamy
w niej, ze program dziala wielomianowo (czyli szybko), ale
moze wykonywaé niedeterministyczne kroki i zaktadag,

ze ,wylosowal dobrze”. W przypadku problemu X,

moglby napisaé losowy ciag symboli logicznych, po czym
sprawdzié, ze napisat mu sie poprawny dowdd.
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Szkolny Festiwal Nauki

Dzi§ bedzie o dniach uroczystych udostepniania wiedzy. Do takich dni
organizatorzy musza sie porzadnie przygotowaé (napracowac), co zawsze sie
,oplaca”. A ja musze napisaé, bo przezytam ostatnio bardzo intensywnie takie
zdarzenie.

Byt to pierwszy szkolny Festiwal Nauki w Stupsku, w I LO im. Bolestawa
Krzywoustego. Mam nadzieje, ze jeszcze do Stupska w przysztosci pojade

w mniej pracowitych okolicznosciach, bo ostatni pobyt byt klasyczny:

z pociagu do hotelu, dwa dni intensywnych spotkan i wyktadéw, do pociagu
i do domu. Wiec tylko w biegu zobaczyliSmy slynna w Swiecie galerie
Witkacego w Muzeum Pomorza Srodkowego, czyste miasto o srednim
natezeniu ruchu kotowego. A szczegdlowo — tylko ciepta szkote, dyzurujacych
festiwalowo z usmiechem uczniéow, nauczycieli z dyrekcja uprzedzajacych
nasze prosby i oczekiwania. Duza aula byla pelna uczniow z réznych szkot.
Uczniowie zadawali pytania (co §wiadczy o zainteresowaniu tematami),

byli skupieni i cierpliwi (uczeni nie zawsze pilnuja dyscypliny czasowej
wyktadu), wyktadowcami byli cztonkowie Rady Upowszechniania Nauki
PAN. To nasza forma upowszechniania — w osrodkach troche oddalonych od
centrum. W Shupsku w latach poprzednich odbywat sie tez Festiwal Battycki,
w ostatnich latach zaniedbany przez gtownego sponsora — Ministerstwo Nauki
i Szkolnictwa Wyzszego.

RUN (podoba mi sie ten angielsko-dwuznaczny skrot) przywiozt nastepujace
tematy: Polprzewodniki (prof. A. Wisniewski), Historia gatunku Homo
sapiens oczyma genetyka i O manipulacjach genetycznych (prof. P. Golik),
Sekretne zycie pajgkow (prof. M. Zabka), Brud, bakterie i my (P. Dolowy),
Transgenderyzm u ryb (prof. E. Kulezykowska). Wieczorem spotkalismy sie
w hotelowym lokalu w Kawiarni Naukowej na rozmowy o GMO (profesorowie
J. Hennig, P. Golik i M. Fikus), Patrycja Dotowy poprowadzita warsztaty
fotograficzne.

Szkota przedstawita fascynujaca opowies¢ Od laboratorium fizycznego do
konferencji FabLearn w Uniwersytecie Stanforda (uczniowie klasy 111D,
nauczyciele dr Mirostaw Brozis, mgr Maja Dudek). O tych osiggnieciach
uczniow pisano i méwiono w Polsce, ale my ustyszeliSmy o nich z ust
wykonawcow bezposrednio, co nadaje temu niezwyklemu osiagnieciu
szczegOlnego kolorytu. Uczniowie bowiem zaprojektowali i zbudowali

(za 1500 z} przyznanych przez Szkote) przenosne, sktadane planetarium
(komputer i rzutnik pozyczyli, ale pomystowy klimatyzator skonstruowali
sami), wygrali pare posrednich konkursoéw i z pomoca miejscowych sponsorow,
rowniez internautéw, wyjechali na miedzynarodowy konkurs do Kalifornii.
Beda to pamietac¢ do konca zycia (zreszta ja ich opowiesé tez). I moze
najwazniejsza madros$¢ z tego pobytu: marzenia sg po to, zeby je realizowac.

Mam uczucie, ze razem z ,Jedynka” zasadziliémy w Shupsku malg

roslinke. Mam taka nadzieje, ze bedzie dalej rosna¢. Moze w postaci
wspotdziatania z Akademia Pomorsks i innymi wyzszymi szkotami w Stupsku,
z Uniwersytetem Trzeciego Wieku, z Muzeum Pomorza Srodkowego.

Ze zbierzemy sie znowu na kolejnych spotkaniach Kawiarni Naukowej.

Ze zadawaé bedziemy nauce kolejne pytania. I moze inne miasta w Polsce

tez o podobnych spotkaniach pomys$la — nie musi sie byé wielkim miastem,
ludzie niosa w sobie pytania do nauki wszedzie. Pierwsza brytyjska Kawiarnia
Naukowa powstala w pubie niewielkiej angielskiej wsi!

Dlatego wyltamalam sie, przepraszam, z tonu dotychczasowych swoich
felietonoéw. Prosze nie uwazaé, ze napisatlam ,sprawozdanie z delegacji”.
Napisalam o waznych zjawiskach, ktéore warto podtrzymywaé i propagowac.
I — dziekujemy za pomoc Urzedowi Miasta z jego prezydentem Robertem
Biedroniem.

Magdalena FIKUS
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Przykladowo, jesli n = 4 oraz

7 = [4,2,3,1], to po probie dodania do
pustej bazy elementéow 0000, 1100 oraz
0111, tak naprawde znajda si¢ w niej
elementy 0000, 0101 i 1110.

Tutaj wykladnik oznacza krotnosé
powtoérzenia ostatniego symbolu.

Ay = {1011, 1110, 1000, 0100}

Ag =

{10111111,11101111, 10001111, 01001111,
11111011, 11111110, 11111000, 11110100,
10000000, 01000000, 00100000, 00010000}
itd.

Czas dzialania wyraza rekurencja
T(n) = 2T(n/2) + n, co oznacza, ze
T(n) = O(nlogn).

Informatyczny kacik olimpijski (101): Co$ sie popsulo

W noworocznym kaciku oméwimy zadanie Wykrywanie wrednej usterki pochodzace
z zesztorocznej Miedzynarodowej Olimpiady Informatycznej, ktora odbytla sie

w Kazaniu (Rosja). Autorzy zadania oczekuja od nas, ze pomozemy zdiagnozowaé
usterke, ktora wkradta sie do bazy danych zaimplementowang przez niefrasobliwego
inzyniera Ilszata.

Baza danych inz. Ilszata miala dziala¢ bardzo prosto. Zaprojektowane bytly tylko
dwie operacje. Pierwsza operacja add(x) miata za zadanie dodanie do bazy danych
nowego elementu x, o ktorym zakladamy, ze jest zawsze ciagiem n bitow (przy czym
dodatkowo mozemy przyjaé, ze n jest potega dwojki). Druga operacja check(x)
powinna sprawdzaé, czy x znajduje si¢ w bazie, czy tez nie.

Jako sie rzeklo, nie wszystko poszto wedlug z géry ustalonego planu.

Okazalo sie, ze operacja check(x) dziata zupelnie poprawnie, natomiast operacja
add(x) ma w sobie dziwnego buga (oszibke?). Ot6z, po wywotaniu add (x),
zamiast ciagu x, do bazy danych dodawany jest ciag 7(x) dla pewnej (nieznanej
nam) permutacji 7. Celem zadania jest wlasnie ustalenie tej permutacji, poprzez
wykonanie pewnego ciagu operacji na (poczatkowo pustej) bazie danych.
Dodatkowym utrudnieniem jest zalozenie, ze najpierw mozemy wykonywac
wylacznie operacje typu add, a pozniej wytacznie operacje typu check. Innymi
stowy: nie mozemy przeplata¢ roznych typow operacji.

Zaprezentujemy dwa rozwigzania: pierwsze wymaga wykonania O(n?) operacji,
drugie (maksymalnie punktowane): O(nlogn) operacji.

W pierwszym podejsciu zaczynamy od wykonania n operacji add na nastepujacych
elementach: 107~ 110772, 1110"73, ..., 1™. Nastepnie przechodzimy do fazy
check-6w i zaczynamy od zapytania bazy danych o elementy: 10"~ 01072,
0010"3, ..., 0"~ 11. Oczywiscie dokladnie raz otrzymamy odpowiedz pozytywna,
dzieki czemu ustalimy na co zamienit si¢ element 10"~! (jedyny z jedna jedynka),
czyli poznamy m(1). Czas na kolejne pytania. Tym razem pytamy (kolejno)

o wszystkie ciagi zawierajace dwie jedynki, z ktorych jedna jest zawsze na pozycji
7(1). Podobnie jak poprzednio doktadnie raz otrzymamy odpowiedz pozytywna, co
pozwoli na ustalenie obrazu 110"~2, a ten okresli warto$é 7(2). Postepujac dalej

w ten sposdb ustalamy w kolejnych krokach kolejne wartosci 7(7) dla 3 < i < n.
Kazdy krok nie wymaga wiecej niz O(n) zapytan, a wiec laczny czas dzialania
szacuje sie z gory, zgodnie z obietnica, przez n?.

Rozwiazanie szybsze opiera sie na zastosowaniu popularnej (znacznie dtuzej niz
teoria algorytmow) metody ,dziel i zwyciezaj”. Idea polega na ustaleniu obrazow
pierwszej i drugiej potowki indeksow permutacji (czyli zbiorow {m(1),...,m(n/2)}
oraz {m(n/2+1),...,m(n)}) a nastepnie przeanalizowanie (rekurencyjnie) kazdej
z potowek niezaleznie od siebie. Aby ten pomyst zrealizowa¢ w ramach zalozen
zadania (nie mozemy przeplataé¢ add-6w i check-6w!) potrzeba pewnej zrecznosci.

Zacznijmy od definicji pewnej rodziny zbioréw. Niech A; = {10} oraz niech
Agp = Ay - 1R U 1R - A U {10%%71010%%2 .. 0¥~ 110} (patrz przykltad na
marginesie).

Wilasciwe rozwiazanie zaczyna si¢ od wykonania operacji add na wszystkich
elementach zbioru A,. Odtad mozemy juz wykonywaé¢ wylacznie operacje check.
Zaczynamy od zapytania o wszystkie elementy postaci 010"~ ! czyli te z jedna
jedynka. Widzimy, ze w zbiorze A, znajduje sie doktadnie n/2 elementéw z jedna
jedynka, a wiec i tyle dostaniemy pozytywnych odpowiedzi, przy okazji ustalajac na
co ,przechodza” obie polowki permutacji 7. W tym miejscu chciatoby sie po prostu
napisa¢ i dalej rekurencyjnie. Jest tak w istocie, ale trzeba mie¢ w glowie pewna
subtelnosé. Ot6z zbior elementéw, ktore wlozyliSmy do bazy danych zostal juz raz
na zawsze ustalony. Trzeba sie wiec upewnié, czy w wywotaniach rekurencyjnych
nie przeszkadzaé¢ nam beda jakie$ inne elementy z innych faz oraz jak wtasciwie
ttumaczy¢ zapytania z faz mniejszego rozmiaru na prawdziwe zapytania, gdzie
mamy jedno n ustalone z gory.

Zakoncze sakramentalnym: da sie, ale ze szczegdtami pozostawiam Czytelnika
samego.
Tomasz KAZANA
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Topologiczny Nobel

Nagrode Nobla z Fizyki za rok 2016 odebrali

Davis J. Thoules (polowe), F. Duncan M. Haldane (¢wier¢)
oraz J. Michael Kosterlitz (¢wierc). Zostali oni nagrodzeni
za teoretyczne odkrycia topologicznych przemian fazowych
oraz topologicznych standw materii.

Ich przewidywania byly zaskoczeniem dla specjalistow,
wlacznie z samymi autorami.

Od lat trzydziestych dwudziestego wieku wiadomo, ze
wyjasnianie wlasno$ci materii skondensowanej wymaga
rozpatrywania aspektow kolektywnych. Najprosciej
mozna powiedzie¢, ze nagrodzone badania wyniosty te
kolektywnosé na wyzszy poziom abstrakcji i doprowadzity
do zaskakujacych przewidywan, ktore nie tylko zostaty
spektakularnie potwierdzone doswiadczalnie, ale juz
znalazly zastosowania praktyczne oraz bardzo dobrze
rokuja na przysztosé.

W pierwszej ze wskazywanych prac [1] Thoules i Kosterlitz
przewidzieli nowy rodzaj przemiany fazowej. Wczesniej
ugruntowatl sie¢ poglad, ze przemiana fazowa zawsze wigze
sie ze zmiang symetrii. Np. woda, zamarzajgc, zmienia
grupe symetrii z nieskoniczonej, obejmujacej dowolne
obroty i translacje, na skonczona grupe krystalograficzna,
dopuszczajaca tylko obroty o okreslong wartosé kata oraz
translacje o wielokrotnosé statej siatki krysztatu. Innym
przyktadem jest przemiana metalu w ferromagnetyk przy
przekraczaniu temperatury Curie w trakcie chtodzenia.

W tym przypadku material jest trojwymiarowy,

a parametr uporzadkowania (magnetyzacja) jest
jednowymiarowy. Natomiast do opisu zjawisk takich

jak nadprzewodnictwo czy nadciekto$é¢ konieczne jest
rozpatrywanie zespolonego parametru uporzadkowania, co
jest konsekwencja kwantowej natury tych makroskopowych
zjawisk.

W fizyce fazy skondensowanej jest jednak wiele sytuacji,
w ktorych efektywny wymiar przestrzeni jest mniejszy

od trzech. Wtedy termodynamiczne fluktuacje niszczg
uporzadkowanie nawet w temperaturze bliskiej zera
bezwzglednego. A przy braku uporzadkowania nie

moze by¢ przemiany fazowej. Tak sie przynajmniej
wszystkim wydawalo. Jednak w przypadku, gdy parametr
uporzadkowania jest zespolony, okazalo sie [1], ze nie
mozna zapomnie¢ o kolektywnym zachowaniu polegajacym
na mozliwosci tworzenia si¢ wiréw. Ignorowano to, bo
energetyczny koszt takiej konfiguracji skaluje sie jak
logarytm stosunku rozmiaru probki do rozmiaru oka

wiru. To, czego nie zauwazano, to mozliwo$¢ tworzenia

sie par wir-antywir. Z daleka sumaryczna wirowos¢ takiej
pary jest zerowa, a energetyczny koszt jej utworzenia jest
niewielki, proporcjonalny do logarytmu stosunku separacji
wir-antywir do rozmiaréw oka wiru.

Niedostrzezone wczesniej topologiczne przejscie

fazowe (przejscie Kosterlitza—Thoulesa) pojawia sie

w temperaturze, przy ktorej energia swobodna (energia
wewnetrzna pomniejszona o iloczyn temperatury i entropii)
sie zeruje. Powyzej tej temperatury tworza sie pojedyncze
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wiry, ponizej wystepuja jedynie pary wir-antywir. Jest to
pierwsze odkryte przejscie fazowe, w ktorym nie zmienia
sie symetria uktadu. Mechanizm ten jest uniwersalny.
Stosuje sie do wszystkich systemow, ktére mozna

uwaza¢ za dwuwymiarowe z zespolonym parametrem
uporzadkowania.

Kolejnym zaskakujacym odkryciem teoretycznym [2] byto
wyjasnienie kwantowego efektu Halla. Ta, doswiadczalnie
stwierdzona, kwantyzacja przewodnosci gazu elektronowego
efektywnie ograniczonego do dwuwymiarowej warstwy

i poddanego silnemu polu magnetycznemu o kierunku
prostopadlym do plaszczyzny warstwy, okazala sie by¢
czysto topologicznym efektem. Kolejne skoki przewodnosci
zwiazane sa z przejsciami od konfiguracji bez dziur (jak
sfera) do majacej dokladnie jedna dziure (jak torus), dwie
dziury itd. Przy czym mierzone wartosci przewodnosci

sg kompletnie niezalezne od konkretnej realizacji.
Zgodnos¢ z tym topologicznym przewidywaniem zostala
potwierdzona z doktadno$cia lepsza niz jedna miliardowa.
Pozwolilo to na zdefiniowanie precyzyjnego wzorca oporu
elektrycznego (ktory jest odwrotnoscia przewodnosci).

Jeszcze bardziej zaskakujace rezultaty zapoczatkowala
praca [3]. Okazalo sie, ze przy rozpatrywaniu modeli
jednowymiarowych, takich jak tancuchy spinéow

o konfiguracji antyferromagnetycznej (sasiednie spiny
skierowane przeciwnie) wlasnosci taricuchéw spinow
poléwkowych sg inne niz catkowitych. Te ostatnie
okazuja sie topologiczne w tym sensie, ze wlasnosci
zalezg nie od lokalnych interakcji, tylko od tancucha
jako calosci. Okazalo sie, ze w takim taiicuchu generuje
sie tzw. topologiczny fluid podobny jak w przypadku
kwantowego efektu Halla.

Topologiczne stany materii sa uwazane za jeden

z najciekawszych kierunkow badan fizyki fazy
skondensowanej. Bada si¢ teoretycznie oraz tworzy
doswiadczalnie topologiczne izolatory, przewodniki,
nadprzewodniki itp. Za kazdym razem topologicznosé
odnosi sie do rozpatrywania wtasnosci i wzbudzen probki
materii jako calosci. Badane stany sa jednoczesnie
skrajnie abstrakcyjne i w pelni realne. Wykorzystujac
podejscie zaproponowane przez Feynmana, prowadzi sie
symulacje kwantowe stanéw za pomoca kondensatow
Bosego—Einsteina.

Mozna powiedzieé, ze fizyka fazy skondensowanej pozwala
na tworzenie nowych rzeczywistosci o zaskakujacych
wtasnosciach. Ta zabawa prowadzi do konkretnych
zastosowan, a moze kiedy$ pomoze w zrozumieniu tej
jednej rzeczywistosci, w ktorej zyjemy.

Piotr ZALEWSKI

[1] J.M. Kosterlitz, D.J. Thouless, Long range order and metastability
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|2] D.J. Thouless, Mahito Kohmoto, M.P. Nightingale, M. Den Nijs,
Quantized hall conductance in a two-dimensional periodic
potential, Physical Review Letters, 49(6):405, 1982

[3] F.D.M. Haldane, Continuum dynamics of the 1-D Heisenberg

antiferromagnet: Identification with the O(3) nonlinear sigma
model, Physics Letters A, 93(9):464, 1983
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Termin nadsytania rozwigzan: 31 III 2017

Rys. 1

Rys. 2

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skroét regulaminu

Kazdy moze nadsyta¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwoch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspotczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe o0sob,
ktore nadestaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji

(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktorejkolwiek z dwoch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktow jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul
Weterana. Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie

na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 630, 631
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

630. Samolot leci z predkoscig u po prostej poziomej, przechodzacej nad gtows
obserwatora. W pewnej chwili obserwator widzi samolot w kierunku, ktéry tworzy
z pionem kat ¢. Jaki kat z pionem tworzy w tej samej chwili kierunek, wzdtuz
ktorego dociera do obserwatora dzwiek silnika samolotu? Predkosé¢ dzwieku
wynosi v. Rozwaz przypadki u < v oraz u > v.

631. Na powierzchni poziomej znajduja sie dwa jednakowe, cienkoscienne walce
o masie m kazdy. Osie walcow sa rownolegte, promienie sa réwne R. Na poczatku
jeden z walcow spoczywa, a drugi toczy sie bez poslizgu w kierunku pierwszego

z predkoscia ruchu postepowego vg az do centralnego, sprezystego zderzenia.
Wspotezynnik tarcia kinetycznego walcow o podloze jest rowny pu, tarcie miedzy
walcami jest zaniedbywalne. Znalez¢é maksymalna odlegtosé miedzy walcami po
zderzeniu.

Rozwigzania zadain z numeru 9/2016

Przypominamy tres¢ zadan:

622. Motocyklista porusza sie po torze w ksztalcie okregu. Ruszajac z miejsca, chce jak najszybciej
osiggna¢ maksymalng predkosé. Jaka cze$¢ okregu przebedzie zanim osiggnie ten cel?

623. W obwodzie przedstawionym na rysunku 1, metalowy pret moze obracac sie wokot srodka
metalowego piercienia o promieniu . Drugim koncem dotyka pierscienia. Sita tarcia w ruchomym
kontakcie wynosi F'. Jednorodne pole magnetyczne o indukcji B jest prostopadle do powierzchni
pierscienia. Sita elektromotoryczna ogniwa wynosi €, opér obwodu jest rowny R. Znalezé ustalona
predkosé preta i natezenie pradu w obwodzie.
622. Podczas rozpedzania motocyklista musi optymalnie wykorzystac site
tarcia. Oznaczmy przez « kat miedzy predkoscia v i maksymalng sila tarcia T
(rys. 2) w pewnej chwili podczas rozpedzania. Rownania ruchu motocyklisty

dv

w kierunku stycznym i prostopadtym do toru maja postac¢: m<; = T cos o oraz
m

Tﬁ = T'sin a. Roézniczkujac wzgledem czasu drugie réwnanie i uwzgledniajac
pierwsze, otrzymujemy:

2mv dv Tcosada 20 da
R dt dt’ R dt’
Predkosé katowa motocyklisty w rozwazane]j chwili dana jest wzorem w = 4 = ’i—f,

stad 2¢ = a + const. W chwili poczatkowej ¢ = 01 o = 0, zatem const = 0. Gdy
motocyklista osiagga maksymalng predko$é, a = 7, ¢ = 7, co odpowiada % okregu.

623. Gdy pret obraca si¢ z predkoscia katowa w, w wyniku zmiany strumienia pola
magnetycznego ®p przez powierzchnie obwodu powstaje sita elektromotoryczna
indukcji, ktorej wartos¢ wynosi
Adp  7l’B 9
€ind = Al _T_Bl w/2.

Natezenie pradu w obwodzie dane jest wzorem I = (E — Bl*w/ 2) /R. Warunek
rownowagi momentow sit dziatajacych na obracajacy sie ze stala predkoscia katows
pret ma postaé BII?/2 = Fl, stad I = 2F/(Bl). Z poréwnania wzoréw na natezenie
pradu otrzymujemy ustalona predkosé katowa preta:

_ 2(Ble - 2RF)

N B2[3
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VE1-44

Termin nadsytania rozwigzan: 31 III 2017

Czotowka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
723 (WT =1,33) i 724 (WT = 2,12)
z numeru 6/2016

Piotr Kumor Olsztyn 45,36
Tomasz Wietecha Tarnéow 42,11
Witold Bednarek Lodz 38,72
Franciszek S. Sikorski Warszawa 38,08
Zbigniew Skalik Wroctaw 37,76
Marek Gatecki USA 37,76
Roksana Stowik Knurow 36,41

Uczestnicy ligi, przekraczajacy

bariere 44 p. prawie réwnoczesnie — tak
sie ciekawie zlozylo — toz to sama elita
Klubu 44M! Przypomnijmy sobie nazwiska
z poprzednich dwoch miesiecy i popatrzmy
na biezaca tabele: Piotr Kumor po raz
trzynasty (!); a tuz za nim ligowcy, ktorzy
tez (jak wida¢) ming lini¢ mety lada
chwila, po raz ktorys-tam z rzedu. ..

Zadania z matematyki nr 733, 734
Redaguje Marcin E. KUCZMA

733. Wierzchotek czworoscianu nazwijmy ciekawym, jesli z trzech wychodzacych
zen krawedzi nie da sie zbudowaé trojkata.

(a) Czy istnieje czworoécian, ktorego wszystkie wierzchotki sa ciekawe?

(b) Cgzy istnieje czworoscian, majacy doktadnie jeden ciekawy wierzchotek?

734. Udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 oraz dla dowolnych liczb

rzeczywistych dodatnich p, q,aq,...,a, zachodzi nieré6wnos¢
n n
+ — . .
> “aptlal =Y al (przyjmujemy ani1 = ay).
k=1 k=1

Zadanie 734 zaproponowatl pan Witold Bednarek z Y.odzi.
Rozwigzania zadain z numeru 9/2016

Przypominamy tres¢ zadan:

725. W czworokacie wypuklym ABCD katy przy wierzchotkach B i D sg proste. Przekatne przecinaja
sie w punkcie E. Prosta prostopadta do AC, przechodzaca przez punkt E, przecina proste AB i AD
w punktach K i L. Wykazaé, ze punkty B, D, K, L leza na jednym okregu.

726. Niech n bedzie ustalong liczba calkowita dodatnia. Dowies¢, ze istnieje nieujemna liczba
catkowita m taka, ze 2m < n oraz roznica 2" — 2™ dzieli si¢ przez n.
725. Gdy przekatne sa prostopadle, punkty K i L pokrywaja sic z B i D, i nie
ma czego dowodzi¢. Przyjmijmy dalej, nie tracac ogolnosci, ze kat AEB jest
ostry (wtedy punkt B lezy miedzy A i K, za§ L lezy miedzy A i D). Czworokat
ABCD ma okrag opisany (o $rednicy AC). Stad oraz z zaleznosci w trojkatach
prostokatnych ABC i AEK dostajemy cigg réwnosci

|*LDE| = |¥ADB| = |xACB| = 90° — |*BAE| = |¥*BKE|.

7 ostatniej rownosci wynika potozenie punktow B, D, K, L na wspolnym okregu.
726. Zapiszmy liczbe n w postaci n = 28¢ (k > 0, ¢ > 1 calkowite, ¢ nieparzyste).
Zmajdujemy wyktadnik §, dla ktoérego

(1) 2°=1 (mod q).

Jesli pewien wyktadnik spelnia ten warunek, to jego dwukrotnosé tez. Mozna wiec
wybra¢ ¢ tak, by

(2) g <5< q—1.

Liczbe m, o jaka pyta zadanie, sprobujemy znalezé wérod liczb postaci n — jd

(j = 0 calkowite). Dla m = n — jd roznica

" — 9m = 9nI5(270 _ 1)

bedzie podzielna przez n = 2%¢, jesli tylko k < n — j§, bowiem czynnik w nawiasie
dzieli sie przez ¢ (por. (1)). Biorac jeszcze pod uwage wymaganie, by m < n/2,
widzimy, ze wystarczy znalez¢é liczbe j spelniajaca nier6wnosé

(3) 3 <is<n—k
wowczas liczba m = n — j§ spelni wszystkie zagdane warunki.
Gdy n jest liczba nieparzysta, czyli gdy k = 0, ¢ = n, mozna wzigé j = 1 (por. (2)).

Gdy n jest liczba parzysta (wiec k > 1), warunki (3) postuluja istnienie
wielokrotnosci liczby § w przedziale [n/2,n—k|. Do tego wystarcza, by § nie
przekraczala wartosci n/2 — k + 1 (bo tyle jest liczb catkowitych w tym przedziale);
a dzieki oszacowaniu (2) wystarczy, by zachodzita nier6wnosé

q—1<g—k:+1,

czyli (rownowaznie)
(21 —1)g =k -2

To koriczy rozwiazanie, bowiem ostatnia nieréwnosc¢ jest stuszna dla kazdej pary
liczb catkowitych k,q > 1.
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Prosto z nieba: Niezwykle powolny pulsar

W 2017 roku bedziemy $wietowaé 50-lecie odkrycia pulsarow.
Jak to czesto bywa w astronomii, zdarzyto sie ono przez
przypadek.

Pulsary to gwiazdy neutronowe, czyli pozostalosci po jadrze supernowej
— obiekty o rozmiarze parunastu kilometréw i masie okoto 1,5 Mg .
Gestosé materii w ich wnetrzach wielokrotnie przewyzsza gestosé¢ jadra
atomowego.

Pulsary sg bardzo gestymi i bardzo malymi gwiazdami

o bardzo duzym, nawet jak na warunki astronomiczne,

polu magnetycznym — obracajac sie cyklicznie wokot

wlasnej osi wysylaja, podobnie do latarni morskiej,

w kierunku obserwatora btysk promieniowania powstajacego
w magnetosferze. Pierwszy pulsar, PSR B1919+21, o okresie
obrotu 1,33 s zostal znaleziony przez Jocelyn Bell podczas
obserwacji kwazaréw. 50 lat po odkryciu znamy ponad

2000 réznego rodzaju pulsaréw, obracajacych si¢ z réznymi
czestotliwosciami. Najszybszy z nich kreci sie az 716 razy na
sekunde! A ktory pulsar obraca sie najwolniej? Czestotliwosé
obrotu namagnesowanej gwiazdy neutronowej jest skorelowana
z jej wielkoscig pola magnetycznego. Szybko rotujace pulsary
maja zwykle stabe pole okolo 10 T (dla poréwnania, pole
magnetyczne Ziemi to 0,5 pT). Jest ono stabe, poniewaz
zaniklo podczas ewolucji pulsara m.in. w trakcie akrecji
materii z towarzyszacej mu gwiazdy w uktadzie podwdjnym.
Na drugim koricu skali znajduja sie magnetary, o polach rzedu

Niebo w styczniu

Dtlugie zimowe noce warto wykorzysta¢ na obserwacje gromad
otwartych. Na poczatku stycznia polecamy obserwacje M41.
Nie bedzie to latwe zadanie, gdyz gromada bedzie znajdowaé
sie¢ raptem 17° nad horyzontem potudniowego nieba.
Dodatkowo jasnosé M41 szacowana na 4,5 wymaga terendéw
niezanieczyszczonych $wiattem miast lub uzycia lornetki do
obserwacji. Kto jednak chcialby znalezé gromade, ktorej
pono¢ przygladal sie Arystoteles, powinien jej szukaé

w pierwszej polowie nocy, na tle gwiazdozbioru Psa, 4° na
poludnie od Syriusza.

Kolejna gromada otwarta warta uwagi jest M47,
znajdujaca sie w gwiazdozbiorze Rufy, czyli miedzy
konstelacjami Jednorozca i Wielkiego Psa. Gromada
ta, odkryta w 1771 roku, przez prawie 200 lat uwazana
byla za ,zaginiona” ze wzgledu na blad w zapisie jej
potozenia w katalogu. M47 mozemy wypatrywa¢ na
poludniowym-wschodzie za pomoca lornetki (jasnosé
tej gromady to 5,2™). Gromada ta znajdzie si¢ 18° nad
horyzontem.

Trzecia polecana na styczniowe obserwacje gromada otwarta
jest M44, popularnie nazywana zt6bkiem lub ulem. Gromada
widoczna przez cala noc, o jasnosci 3,10™, pojawi sie na
poludniowym niebie w gwiazdozbiorze Raka, a doktadniej
miedzy gwiazdami vy Cancri (Asellus Borealis) oraz ¢ Cancri
(Asellus Australis), o jasnosciach 4,7 i 3,9™. Patrzac na
tamten rejon nocnego nieba, warto przesuna¢ sie w kierunku
gwiazdozbioru Blizniat. Osoby wyposazone w lornetki

lub mate lunetki moga obserwowaé¢ Weste, o jasnosci

okoto 6,7™. Dodatkowo, tuz obok niej (rektascensja: 8,3h,
deklinacja: +21°) dostrzec bedzie mozna deszcz meteorow

0 Cancridy, ktorych maksimum wypada 17 I. Jest to jednak
réj dosé staby z aktywnoscia rzedu 4 meteoréw na godzine
poruszajacych sie 28 km/s. Milosnikom obfitych deszczow
spadajacych gwiazd w tym miesiacu polecamy Kwadrantydy.
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10! T i okresach obrotu rzedu paru sekund. W ich przypadku
wyraznie wida¢ spowalnianie obrotu rotacji (straty energii)
w wyniku emisji promieniowania elektromagnetycznego.

Tytul najwolniej obracajacego sie pulsara przypada obecnie
1E 161348-5055, znajdujacemu sie w pozostatosci po
supernowej RCW 103, ktéra wybuchta okolo 9000 lat
temu. Obserwacje teleskopu rentgenowskiego Chandra,
przeprowadzone w ciggu ostatnich paru lat, wykazaty
dtugookresowa (24000 sekund, czyli 6,67 godziny) zmiennosé
promieniowania X pochodzacego z mgtawicy. Twardych
dowodéw na zwiazek tej modulacji z gwiazda neutronowa
dostarczyly obserwacje teleskopu Swift, ktory wykryl krotki
btysk z kierunku 1E 1613 — btyski rentgenowskie tego typu
sa charakterystyczne dla magnetaréw i najprawdopodobniej
zwiazane z ewolucja ich ogromnego pola magnetycznego.
Dodatkowa analiza z uzyciem teleskopu NuSTAR (Nuclear
Spectroscopic Telescope Array) oraz archiwalnych danych
XMM-Newton (odkrycie btysku w 1999 roku) umacniaja teze,
ze w centrum RCW 103 rezyduje magnetar o niezwyktych
wlasciwosciach. Pozostaje zadaé¢ oczywiste pytanie, jak
otrzymac tak wolno rotujacy obiekt. Mogto do tego dojs¢ za
sprawa obfitego opadu materii z pozostatosci po supernowej
na $wiezo powstala gwiazde neutronowa. Poszukiwania
podobnych pulsaréw trwaja.

Michat BEJGER

Roj ten widoczny miedzy 1 a 6 stycznia, swoje maksimum
bedzie miat 3 I, a jego maksymalna aktywno$¢ szacowana

jest na okoto 80 sladow na godzine. Kwadrantydy znajda sie
na pograniczu gwiazdozbioréw Wolarza, Herkulesa i Smoka,

a dokladniej na wspoélrzednych rektascensja: 15,5h, deklinacja:
+50°, patrzac w kierunku pétnocno-wschodniego nieba.

Dla tych, ktorzy chcieliby prowadzié¢ obserwacje w noc
sylwestrowa i zaczac rok 2017 od spogladania na nocne

niebo, polecamy komete 45P /Honda—Mrkos—Pajdusakova,

na tle gwiazdozbioru Koziorozca na potudniowo-zachodnim
niebie, tuz po zapadnieciu zmroku. Jasno$¢ komety szacowana
jest na ok 6,5™, lepiej jednak dokladna wartos¢ sprawdzic
pare dni przed planowanymi obserwacjami, na przyktad

na stronie www.in-the-sky.org. Przyszlte jasnosci komet
czesto obarczone sa duzymi bledami, gdyz trudno przewidzieé¢
ich zachowanie w poblizu Slorica. Na przelomie starego

i nowego roku, 45P /Honda—Mrkos—Pajdusakova znajdzie sie
w najbizszym swoim polozeniu wzgledem Stonca, w odleglosci
zaledwie 0,53 jednostki astronomicznej. Jak wskazuje literka P
w jej oznaczeniu, kometa ta ma orbite okresowa. Okres obiegu
wokol naszej Dziennej Gwiazdy wynosi 5,25 roku.

W styczniu warto pamigtac¢ o obserwacjach planet
wewnetrznych Ukladu Stonecznego, gdyz zaréwno Merkury,
jak i Wenus znajda sie na swoich maksymalnych elongacjach,
czyli potozeniach sprzyjajacych najlepszym obserwacjom.
12 T Wenus znajdzie si¢ na wysokosci 47,1° nad horyzontem
zachodniego nieba i widoczna dla obserwatoréw bedzie
zaraz po zachodzie Stornica. Natomiast 19 I Merkury
bedzie znajdowal sie na wysokosci 24,1° nad horyzontem
wschodniego nieba tuz przed switem. Planujac obserwacje,
warto pamietaé, iz pelnia Ksiezyca wypada 12 I, natomiast
néow 28 I.

Karolina BAKOWSKA
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Przyjmuje sie szereg zalozen
gwarantujacych ,przyzwoito$¢” mapy,
m.in. ze kazde panstwo jest w jednym
kawalku.

Kraje uwazamy za sgsiednie, gdy ich
granica zawiera tuk jakiej$ krzywej.
Punkty granic, w ktorych schodza si¢
wiecej niz dwa kraje, nazywamy
wierzchotkami mapy, a liczbe odcinkéow
granic w takim punkcie — stopniem
wierzchotka.

Rys. 4. Przeksztalcona mapa z rysunku 1.

®

Czarno-biale mapy Joanna JASZUNSKA

Stynne twierdzenie orzeka, ze kazda mape da sie¢ pomalowaé najwyzej czterema
barwami. Oczywiscie, zawsze nalezy malowaé tak, by sasiadujace ze soba panstwa
mialy rézne kolory. Sa jednak mapy, dla ktérych wystarczy mniej barw.

1. Na kartce narysowano pewng liczbe okregéw. Udowodnij, ze uzyskana w ten
sposob mape mozna pomalowaé¢ dwoma kolorami (rys. 1).

2. W pewnym wierzchotku mapy spotykaja sie doktadnie trzy panstwa. Czy
oznacza to, ze mapy tej nie da sie pomalowa¢ dwoma kolorami?

Zauwazmy, ze jeSli mapa ma wierzchotek nieparzystego stopnia, to
do pomalowania schodzacych sie w nim krajow nie wystarcza dwa kolory (rys. 2).

Twierdzenie. Mape mozna pomalowacé dwoma kolorami wtedy i tylko wtedy, gdy
kazdy jej wierzchotek jest stopmia parzystego.

Dowdd w jedna strone wynika z powyzszej obserwacji.

Dla dowodu drugiej implikacji rozwazmy mape, ktorej kazdy wierzcholek ma
stopieni parzysty. Pomalujmy dowolnie wybrany kraj P na czarno. Nastepnie
kazdy inny kraj @ potaczmy z P dowolna droga nieprzechodzaca przez wierzchotki
mapy i pomalujmy tez na czarno, jesli droga ta przekracza parzysta liczbe granic,
lub na bialo, jesli nieparzysta. Aby zakonczyé¢ dowod, nalezy wykazaé, ze kolor
panstwa @ nie zalezy od wyboru drogi.

Rozwazmy dwie rézne drogi d i d’ i deformujmy d do d’, ,mijajac” kolejne
wierzchotki jak na rysunku 3. Dla wierzchotka stopnia 2n droga, zamiast pewnych
k krawedzi z niego wychodzacych, przecina po deformacji pozostatych 2n — k
jego krawedzi. Liczby te sa tej samej parzystosci, zatem taka zmiana nie wpltywa
na kolor panstwa Q. Stad faktycznie kolor ten nie zalezy od wyboru drogi. [

3. Bazgrot to narysowana oltéwkiem na kartce ciggla krzywa zamknieta, przy czym
nie wolno rysowaé drugi razy wzdluz narysowanej juz linii (réowniez w przypadku
wiecej niz jednego bazgrota na kartce). Jesli dwa bazgrolty maja wspolny punkt, to
sie w nim przecinaja. Wykaz, ze:

(a) mape wyznaczona bazgrotem mozna pomalowa¢ dwoma kolorami.
(b) liczba skrzyzowan pomiedzy dwoma bazgrotami zawsze jest parzysta.

4. W kazdym wierzchotku danego wielo$cianu wypuktego schodzi sie parzysta
liczba krawedzi. Wykaz, ze dowolny przekroj tego wieloScianu ptaszczyzna
nieprzechodzaca przez zaden wierzcholek jest wielokatem o parzystej liczbie
bokow.

Rozwazmy dowolng spojna mape (tzn. w jednym kawalku), ktorej kazdy
wierzcholtek ma stopieri parzysty i pomalujmy ja dwiema barwami. Nastepnie
przeksztalémy te mape w jeden duzy jednobarwny region w sposéb przedstawiony
na rysunku 4 (warto zastanowic¢ sie, dlaczego zawsze jest to mozliwe!). Wowczas
obwod tego regionu wyznacza sposob narysowania catej pierwotnej mapy bez
odrywania otéwka od kartki i z powrdceniem do punktu wyjscia.

Rozwigzania niektéorych zadan

R1. Kazdy punkt mapy pomalujmy na czarno, jesli lezy on wewnatrz nieparzystej
liczby sposréd danych okregoéw, a na biatlo w przeciwnym przypadku. [
Mozna tez kolorowaé¢ mape w miare jej powstawania. Wnetrze pierwszego okregu pomalujmy
na czarno. Nastepnie po dorysowaniu kazdego kolejnego okregu, zamiennmy barwy

wszystkich obszaréw w jego wnetrzu. Nietrudno sprawdzié, ze uzyskamy w ten sposéb dobre
pokolorowanie.

R2. Nie, np. mape z rysunku 5 da sie pomalowa¢ dwiema barwami. [

R3. (b) Pokolorujmy mape wyznaczona przez pierwszy bazgrol dwiema barwami
(da sie to zrobi¢ na mocy czesci (a)). Malujmy teraz drugi bazgrol zgodnie

z kolorami panstw, przez ktore wedruje. W kazdym punkcie przeciecia pierwszego
bazgrota zmienia si¢ kolor (i tylko w tych punktach). Poniewaz drugi bazgrol jest
krzywa zamknieta, zmienia on kolor parzysta liczbe razy, co konczy dowod. O
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