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Przesuniecie ku czerwieni z jest
pomniejszonym o jeden stosunkiem
rejestrowanej na Ziemi dlugosci
fali (o) do ,oryginalnej” dlugosci
fali emitowanej ze zrodla (Ae):
z=(Xo/Xe) — 1.

Galaktyka GN-z11 na tle pola przegladu
GOODS-N (NASA/ESA)

Przy okazji wyjasnijmy, skad taka nazwa
obiektu: znaleziono go w p6éinocnym
(North) polu przegladu nieba o nazwie
Great Observatories Origins Deep Survey,
w skrocie GOODS North, czyli GN,

a przesuniecie ku czerwieni okreslono na
~11, a zatem po zlozeniu obu informacji
otrzymujemy: GN-z11.

Wartoéé stalej Hubble’a wyznaczona na
podstawie danych dostarczonych w roku
2013 przez obserwujacego promieniowanie
mikrofalowe tta satelite Planck wynosi
Hy = 67,15 (km/s)/Mpc.

Przesuniecie ku czerwieni jest miara
nieliniowa: oznacza to, ze obiekt, dla
ktoérego wyznaczono, iz ma dwa razy
wigksze przesunigcie ku czerwieni, wcale
nie jest dwa razy starszy ani
zlokalizowany dwa razy dalej od Ziemi.

Droga do najdalszej galaktyki
Oskar KOPCZYNSKI*

W serwisach informacyjnych dosyé¢ regularnie pojawiaja sie krotkie wzmianki
dotyczace osiagnie¢ w dziedzinie astrofizyki. Dzieki nim dowiadujemy sie,

ze astronomowie z USA, Europy, Japonii — czasem nawet z Polski — odkryli
nowa planete, interesujaca gwiazde, moze nawet galaktyke. Do informacji
dotaczone jest zwykle zdjecie samego obiektu, czasem teleskopu, ktory zjawisko
zaobserwowal i ... zwykle na tym ciekawos$¢ medioéw sie koiczy.

Coz zatem kryje sie za doniesieniem z marca tego roku: teleskop Hubble’a
odkryt najodleglejszq galaktyke, o ktorym pisata rowniez Delta w Prosto z nieba
w numerze 8/20167 Przede wszystkim warto zda¢ sobie sprawe z tego, ze tak
naprawde nie znamy doktadnej odleglosci tej galaktyki od Ziemi, mato tego —
nawet nie mozemy znaé. Ale po kolei. Kluczowym parametrem, ktory zostalt

we wspomnianym wyzej newsie okreslony dla obiektu o dzwiecznej nazwie
GN-z11, jest przesuniecie ku czerwieni, oznaczane zwykle litera z. Jest to
parametr okreslajacy rozciagniecie, jakiemu ulegla wyemitowana przez dane
cialo niebieskie fala elektromagnetyczna. Dtugosé fali zarejestrowanej przez
obserwatorium na Ziemi (lub orbicie ziemskiej) jest z + 1 razy wieksza niz
dlugosé tej samej fali w momencie, gdy opuscita ona zréodlo (w momencie emisji).
Dla obiektu GN-z11 zmierzono poczerwienienie rowne 11,1, co oznacza, ze fale
elektromagnetyczne, ktoére stamtad do nas dotarty, sa 12,1 raza dtuzsze, niz byly
W momencie emisji.

Wracajac do przesuniecia ku czerwieni, czasem poréwnuje sie je do zmiany
czestotliwosci poruszajacych sie obiektow w wyniku efektu Dopplera,

piszac z = v/c, gdzie v jest predkoscia poruszajacego sie (w tym przypadku
oddalajacego sie) obiektu, a ¢ jest predkoscia swiatta. Dzieki badaniom Edwina
Hubble’a wiemy rowniez, ze z = dHy, gdzie d jest odlegloscia pomiedzy obiektem
a Ziemia, natomiast Hy jest pewnym wspotczynnikiem, okreslajacym tempo
rozszerzania sie Wszech$wiata, a nazywanym stala Hubble’a. Wydaje sie
zatem, ze znajac wartos¢ stalej Hubble’a oraz postugujac sie prawem Dopplera,
mozna bez problemu wyznaczyé odlegtosé do dowolnego obiektu, jak réwniez
zmierzy¢ predkosé, z jaka porusza sie on wzgledem Ziemi. Tyle tylko, ze dla
GN-z11 otrzymane wyniki sa... co najmniej dziwne: predkos¢ oddalania

sie wynosi ponad 11 razy predkos¢ swiatla, a wyznaczona odlegtosé osiaga
wartosé 32 mld lat swietlnych, podczas gdy wiek Wszechswiata szacuje sie na
13,8 mld lat.

Powyzsza rozbieznosé¢ wynika z tego, ze zaproponowana metoda dziata dobrze
tylko dla z znacznie mniejszych od 1. W rzeczywistosci gtéwna przyczyna
wydluzania sie fal elektromagnetycznych w drodze od odleglych obiektéow do
nas, Ziemian, jest rozszerzanie sie Wszech$wiata jako catosci, co jako pierwszy
zaobserwowal Hubble — to przestrzen, w ktoérej zanurzone sa galaktyki oraz
cala materia, rozszerza si¢, powodujac wrazenie oddalania sie galaktyk. Wraz

7 przestrzenia rozszerzaja sie rowniez fale elektromagnetyczne — rozszerzalyby sie
takze i galaktyki, gdyby ich wlasne pole grawitacyjne nie powstrzymywalto tego
procesu. Warto$é przesuniecia ku czerwieni informuje nas zatem, jak bardzo,

z + 1 razy, rozszerzyl sie Wszechswiat od momentu, w ktérym docierajaca do
nas fala elektromagnetyczna zostata wyemitowana z obserwowanego obiektu.
Mozemy, znajac model teoretyczny rozszerzajacego sie Wszechswiata, obliczy¢,
ze dla GN-z11 nastapilo to 13,3 mld lat temu, nieco ponad 400 mln lat po
Wielkim Wybuchu (ktoremu, jak mozna sie domysle¢, odpowiada nieskonczone
przesuniecie ku czerwieni). Poniewaz jednak Wszechswiat sie rozszerza, nie
jestesmy w stanie poda¢ doktadnej odleglosci obiektu od Ziemi — bo tak
naprawde w kosmologii, czyli dziale astronomii zajmujacym sie Wszechswiatem
w wielkiej skali, nie ma dla takiej odlegtosci uniwersalnej definicji (zalezy ona od
modelu kosmologicznego).

Przesuniecie ku czerwieni jest jednoczesnie miara odlegtosci, jak i wieku
Wszechswiata — jest zatem podstawows wielko$cia w kosmologii. Zastandéwmy
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& sie w tym miejscu, w jaki sposob mozemy je zmierzy¢, czyli jak okresli¢ zmiane
) ’ dtugosci fali wyemitowanej ze zrodta. Obserwujac obiekt w pewnym zakresie

Rozwiazanie zadania M 1518. dlugosci fal, mozemy zauwazy¢, ze w pewnych jej przedzialach dociera do nas

Rozwazmy wielomian v(z) = w(z + 1).

Wowczas liczba £ — 1 = 224 jest wiecej (lub mniej) fotonow swiatta (pod ta ogdlna nazwa rozumiemy obok
pierwiastkiem wielomianu v. Niech Swiatla widzialnego takze podczerwien, nadfiolet oraz inne zakresy fal) niz
v(z) = anz™ + ...+ a1z + ag. Wowczas . h. Rozklad t id t d bickt
po przemnozeniu obu stron réwnosci w innych. Rozklad ten nazywamy widmem energetycznym danego obiektu.
v(P5%) = 0 przez ¢ otrzymujemy Kazdy typ i rodzaj gwiazdy czy galaktyki ma swoje charakterystyczne

widmo, odrézniajace je od innych. Dobra znajomo$¢ widm pozwala przypisaé¢
obserwowany obiekt do odpowiedniej kategorii. Whrew pozorom nie zawsze
jest to prosta sprawa. Rzeczywiste obserwowane widma zazwyczaj pasuja do

an(@—a)" +an—1(p— )" g+
daip - )¢ +aog" =0.

Stad liczba aogq™ jest podzielna przez

p — q. Poniewaz liczby p — ¢ i q sa szablonéw z mniejszym lub wiekszym przyblizeniem, a dla stabych obiektow

wzglednie pierwsze, to wiemy, ze p — q : : :
doiels Tosba ao — (09 — (1), sa zwykle dodatkowo znieksztalcone przez szum. Sprawe komplikuje ponadto

a priori nieznane przesuniecie ku czerwieni, ktore chcemy wyznaczyé. Musimy
zatem tak dobra¢ rodzaj obiektu oraz przesuniecie ku czerwieni, by dopasowanie
szablonu i obserwowanego widma byto jak najlepsze.

Najprostszy ze znanych sposob6éw obserwacji widma obiektu astronomicznego
polega na pomiarze jego jasnosci w pewnych, z géry okreslonych zakresach
dtugosci fal. Tak uzyskane widmo nazywamy widmem fotometrycznym.
Otrzymany ksztalt widma pozwala wyznaczy¢ fotometryczne przesuniecie
ku czerwieni, ktore uwaza sie bardziej za wielko$é szacunkowa niz precyzyjny
pomiar. Drugi sposéb uzyskania widma polega na rozszczepieniu $wiatla
docierajacego do teleskopu za pomoca pryzmatu badz siatki dyfrakcyjne;j

(w praktyce wykorzystuje sie ich kombinacje) i zmierzeniu jasnosci dla

roznych dhugosci fal. Uzyskujemy w ten sposéb widmo spektroskopowe,

a na jego podstawie spektroskopowe przesuniecie ku czerwieni

(o przegladach spektroskopowych pisaliémy m.in. w numerze 5/2016: Wielka
struktura w wielkich przegladach). Pierwszy sposob jest latwiejszy i tanszy do
przeprowadzenia, bo nie ma potrzeby rozszczepiania $wiatta na pelny zakres
dlugosci fal. Potrzeba zatem mniej $wiatta, co oszczedza cenny czas (zaréwno
obserwatora, jak i samego teleskopu) poswiecony na obserwacje obiektu.
Przyklad wyznaczenia spektroskopowego Drugi SpOS()b jest daleko bardziej precyzyjny - rozszczepiajadc éwiatlo, mozna
fg;:;gz’;‘gf;ilﬁus‘fvzli’t‘l’fezrl‘;ki’ﬁzowano Jinie dostrzec dla pewnych dtugosci fal charakterystyczne ,szczyty” oraz glebokie
OIl, ktéra w warunkach laboratoryjnych  ,Kotliny”: linie emisyjne oraz absorpcyjne. Sa to linie papilarne obiektow
odpowiada diugosci A. = 3727 A, astronomicznych, na podstawie ktérych mozliwa jest identyfikacja zaréwno typu

natomiast w obserwowanym widmie L . i B | ) K
energetycznym obicktu astronomicznego  zrOdla (rozne typy obiektow astronomicznych majg swoje charakterystyczne

zostala zlokalizowana na dlugosci fali i) 3 : f el CN R : : I
zestawy linii), jak i przesuniecia ku czerwieni. Jezeli poprawnie zidentyfikujem
Ao = 5000 A. Wyznaczone na podstawie y_ )’ J ,p . Q A J N pop L _y J Y
tego pomiaru przesuniecie ku czerwieni sekwencje poszczegolnych linii oraz ich przesuniecie wzgledem linii mierzonych
‘;"3’_“%5; ;ﬁg (Xo/Xe) = 1, co daje w uktadzie laboratoryjnym, mozemy wyznaczyé przesuniecie ku czerwieni
-0, )

z doktadnoscia do kilku miejsc po przecinku.

Po tym obszernym wstepie przyjrzyjmy sie, jak od a druga 3 kwietnia 2015 roku. Poniewaz w réznych
kuchni wygladato odkrycie najdalszej znanej obecnie dniach obserwacje byty prowadzone pod nieco innym
galaktyki. Oprzemy sie na opisie zamieszczonym katem, pozwolilo to na oszacowanie obecnego w widmie

w czasopismie The Astrophysical Journal (wydanie 819, szumu. Uzyskane widmo galaktyki byto nadal bardzo
10 marca 2016). Opisano w nim, jak z danych przegladu stabe. W celu zwiekszenia poziomu sygnatu do szumu
GOODS, uzyskanych za pomoca szerokokatnej kamery zastosowano metode dodawania strumieni pochodzacych

Kosmicznego Teleskopu Hubble’a, wyselekcjonowano z sasiednich dtugosci fali, pogarszajac, niestety, w ten
szesé potencjalnych kandydatek o szacowanych spos6b rozdzielczosé, czyli poszerzajac przedziat dlugosci
fotometrycznych przesunieciach ku czerwieni powyzej fali przypadajacych na jeden piksel obrazu widma.

z=9, charakteryzujacych sie stosunkowo duzg jasnoscia. Po tej obrobce do dalszej analizy wybrano zaledwie
Badacze juz na wstepie przygotowali sobie solidny kilkadziesiat pikseli, ktore jednak wystarczyty, by

grunt pod odkrycie — nie byla to kwestia przypadku. zidentyfikowaé linie emisyjna Lyman a (A.=1215,7A),
Z wybranych szeSciu obiektow GN-z11 wyroznial sie powstajaca w wyniku przejécia z poziomu drugiego
zaré6wno jasnoscia, jak i wartoscia fotometrycznego na poziom podstawowy w atomie wodoru. Jest to
przesuniecia ku czerwieni, dlatego tez w kolejnym etapie najsilniejsza linia w przypadku obiektéw o wysokim
badan awansowal do obserwacji spektroskopowych. przesunieciu ku czerwieni — czesto jedyna widoczna. Na
Zebranie odpowiednie]j ilosci §wiatta pozwalajacej na jej podstawie wyznaczono z dla GN-z11. Sam pomiar
rozszczepienie widma tego obiektu zajeto teleskopowi przesuniecia ku czerwieni dla tak stabego widma to
Hubble’a 12 pelnych okrazen Ziemi po 96 minut kazde, jeszcze nie wszystko, moglo sie przeciez okazaé, ze linia
przy czym poltowe z nich wykonal on w dniu 11 lutego, ta zostala zle zidentyfikowana. Aby wykaza¢ poprawnosé
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swojego pomiaru, autorzy artykulu sprawdzili réwniez
konkurencyjne hipotezy: pierwsza z nich wskazywala,

ze GN-z11 jest tak naprawde pelna pylu galaktyka

o przesunieciu ku czerwieni wynoszacym z = 2,5, w ktorej
ustaly procesy gwiazdotwoércze, natomiast druga oparta
byta na przestaniu, ze jest to galaktyka z ekstremalnie
silnymi liniami emisyjnymi o przesunieciu ku czerwieni
z = 2,1. Jednak dla obu tych modeli zyskano znacznie
gorsze dopasowania niz dla z = 11,1.

W taki wladnie sposéb zostata odkryta — jesli o odkryciu
wolno tu méwi¢ — najdalsza znana obecnie galaktyka.

Najlatwiejsze zadanie?

Kamil RYCHLEWICZY,

Samo bicie rekordow odlegtosci nie jest tu jednak,

moim zdaniem, najwazniejsze. Istotne wydaje sie to,

ze w ten spos6b mozemy obserwowaé bardzo mtode
galaktyki. Obserwujemy GN-z11 taka, jaka byla zaledwie
400 mln lat po Wielkim Wybuchu, gdy powstawaly

w niej pierwsze gwiazdy, obecnie juz dawno wygaste.
Dzieki tej obserwacji mamy, na razie waski, wglad

w poczatki istnienia galaktyk i na tej podstawie otwiera
sie przed nami mozliwos¢ weryfikacji istniejacych hipotez
powstawania galaktyk takich, jakie znamy dzisiaj, w tym
naszej.

Mariusz SKALBA**

Na drugim etapie tegorocznej Olimpiady Matematycznej pojawilo sie

nastepujace zadanie:

Zadanie 1. We wnetrzu trdjkata o bokach dtugosci 3, 4, 5 lezy punkt P.
Wykazaé, zZe jezeli odlegtosci P od wierzcholtkow sq wszystkie wymierne, to
odlegtosci P od bokow tez.

Zadanie pojawilo sie na zawodach z numerem 1 i (zgodnie z oczekiwaniami)
okazato sie bardzo tatwe — rozwiazala je znaczaca wickszo$¢ uczestnikow.
Przedstawimy szkic rozwiazania.

ze |PA| =
[PA]? —

czyli jest wymierna.

Umiesémy trojkat (ktory jest, oczywiscie, prostokatny) w uktadzie
wspolrzednych tak, by jego wierzchotkami byty A = (0,
Niech punkt P ma Wsp()lrzqdne (z, y) Wtedy z twierdzenia Pitagorasa wynika,
Va2 +y?, |PB| =
|PB|? = (2
a poniewaz |PA|,|PB| € Q, to x € Q. Analogicznie y € Q. Zatem wykazaliSmy,
ze punkt P lezy w wymiernych odleglosciach od bokow AB i AC. Odlegtosé od
boku BC' mozemy obliczyé, korzystajac, na przyklad, ze wzoru na odlegtosé
punktu od prostej. Poniewaz prosta BC' jest opisana rownaniem 3x + 4y — 12 = 0,
to szukana odlegltos¢ wynosi

O)ﬂ B = (43 O)a C= (033)

V(4 —x)? 4+ y2. Stad

+y?) — (16 — 8z + 2% + y?) = 8z — 16,

|3z 4+ 4y — 12| [z + 4y — 12|
V3242 5 ’

Pomimo niewielkiej trudnosci samego zadania mozemy powiaza¢ z nim kilka
ciekawych probleméw. Pierwsze pytanie, ktére sie nasuwa, brzmi: czy w ogdle
istnieje punkt spetniajgcy warunki zadania? Przed przejsciem do dalszej czesci
artykutu Czytelnik moze sam sprobowaé poszukaé takich punktow.

Chociaz ich reczne znalezienie moze by¢ trudne, z pomoca komputera szybko
znajdujemy kilka punktéw spetniajacych nasze warunki. Najprostszy z nich

(o najmniejszych mianownikach) ma wspolrzedne ( 20

53 23) i jest odlegty od

29 75 52

wierzchotkow A, B, C odpowiednio o 22,

237 237 23

Tak naprawde powiedzie¢ mozemy duzo wiecej. J.H.J. Almering w 1963 roku
udowodnil, ze dla dowolnego (niekoniecznie prostokatnego) trojkqta o bokach
wymiernej dtugosci zbior punktow, ktorych odlegtosci od wszystkich wierzchotkdow
sq wymierne, nie tylko jest niepusty, ale nawet nieskoriczony i ponadto jest
gestym podzbiorem plaszczyzny! Jak dowodzi T.G. Berry w pracy z 1992 roku,

*student, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet
Warszawski

**Instytut Matematyki, Wydzial
Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski
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wystarczy jedynie zalozy¢, ze kwadraty dtugosci bokéw sa wymierne i co
najmniej jeden bok trojkata ma dlugo$é¢ wymierna — to ostatnie zalozenie
jest konieczne, bo w trojkacie o bokach v/2, v/3, v/5 nie ma zadnego punktu
o wymiernych odlegltosciach od wierzchotkow (zachecamy Czytelnika do
samodzielnego udowodnienia tego faktu).



|AD|?> + |CD|* = |AC|?
|AD|? + |BD|* = |AB|?

@

Rozwigzanie zadania M 1515.

Niech hg, =2, hy =3 i h. = 4 beda
wysokosciami trojkata, spuszczonymi
odpowiednio na boki diugosci a, b oraz c.
Woéwcezas wiemy, ze hoa = hpb = hcc.

W takim razie a = 6z, b = 4o i ¢ = 3x dla

pewnego .

Ze wzoru Herona pole tego trojkata jest

réwne

przyréownaniu tej wartosci do %haa = 6z,

. 24
otrzymujemy r =

obliczy¢ obwod trojkata

p =13z =24 -,/13/35.

5-7-1

3

, skad mozna

Kolejne pytanie, jakie mozemy sobie postawié¢, dotyczy uogdlnienia wyjsciowego
zadania. Rozumowanie analogiczne do przedstawionego powyzej rozwiazania
pokazuje, ze teza zadania jest spetniona dla dowolnego trdjkata prostokgtnego

o bokach wymiernych.

Wykazemy teraz, ze teza zachodzi dla dowolnego trojkata o bokach dtugosci
wymiernej i wymiernym polu. Zacznijmy od prostego lematu.

Lemat 1. Zatdozmy, ze trdjkgt ABC ma wymierne boki. Niech AD bedzie
wysokosciq tego trojkata. Wtedy odcinki BD i C'D majg dlugo$ci wymierne.

Dowdd. Wiemy, ze |BD| + |CD| = |BC| lub |BD|— |CD| = |BC|, co jest liczba
wymierna. Ponadto z twierdzenia Pitagorasa wynika, ze |BD|? — |CD|* =

= |AB|? — |AC?, co tez jest wymierne. Stad |BD|+ |CD| i |BD|— |CD| sa
wymierne, co natychmiast implikuje teze lematu. O

Zatozmy teraz, ze trojkat ABC ma wymierne boki i wymierne pole. Przyjmujac
oznaczenia jak w lemacie, dostajemy, ze |AD| jest wymierne (ze wzoru na

pole trojkata), a takze |[BD| i |C'D| sa wymierne. Zatem mozemy ustawic
trojkat w uktadzie wspolrzednych tak, aby punkty A, B, C' mialy odpowiednio
wspotrzedne (0,a), (b,0), (¢,0) dla pewnych liczb wymiernych a, b, ¢. Rozwazmy
punkt P = (x,y) o wymiernych odlegtosciach od punktow A, B, C. Kwadraty
tych odleglogci tez sa liczbami wymiernymi i sa rowne odpowiednio x + (y — a)?,
(x — b)%2 + 12, (x — ¢)? + y%. Czytelnik zechce samodzielnie sprawdzi¢, ze
wymierno$¢ tych liczb implikuje wymiernoéé z i y.

Mozemy po6js¢ jeszcze dalej i zapytaé, czy da sie uog6lnié ten rezultat na inne

wielokaty. Okazuje sie, ze tak:

Zatozimy, ze WiWs ... W, jest wielokgtem wypuklym o wymiernych bokach
bi,...,b, 1 wymiernym polu S, a P niech bedzie punktem we wnetrzu tego
wielokgta. Wowczas, jesli wszystkie odlegtosci P od wierzchotkow tego wielokqgta
sq wymierne, to rowniez wszystkie odlegtosci P od jego bokdow sq wymierne.

Dowdd korzysta z nastepujacego prostego faktu.

Lemat 2. Jesli dtugosci bokow trdjkata a,b,c sq wymierne, to jego pole s spetnia
warunek s? € Q.

Wynika to, na przyklad, ze stynnego wzoru Herona

s =/plp—a)(p—b)(p - ¢) gdzie p = (a + b +¢)/2,
ale mozna udowodnié¢ to duzo proéciej. Nastepny lemat jest bardziej
wyrafinowany, ale przy naszym podej$ciu niezbedny.

Lemat 3. Zatozmy, zZe liczby q1, ..., q, sa wymierne i dodatnie oraz Ze liczba
Vi + ..+ /Gn tez jest wymierna. Wowczas wszystkie liczby \/q; sq wymierne.

Czytelnik Oblatany moze zglebi¢ zakamarki dowodu, a Czytelnik Niesmialy na
ten czas moze przyjaé¢ jego poprawnos¢ na wiare i przej$é¢ do dalszej czesci.

Dowdd. Zatozmy, ze jest inaczej i rozwazmy ciato K = Q(y/q1,- - -, /qn). Mamy
wiec K # Q i cialo K jest rozszerzeniem Galois ciata Q (gdyz jest cialem
rozktadu wielomianu H;.l:l(:r2 —¢;))- Niech ¢ bedzie dowolnym nietrywialnym
automorfizmem K nad Q. Poniewaz

Vi + . oV =weQ, wiec o(/q1)+...+0(/an) =0c(w) =w

(gdyz o zachowuje dziatania). Dla kazdego j € {1,...,n} mamy o(,/q;) = \/q;
albo o(,/q;) = —/q;- Ale z powyzszych dwoch rownosci wynika, ze zawsze musi

by¢ o(\/q;) = /@, a zatem o = id — sprzecznosc. a
Przechodzimy teraz do dowodu uogélnienia. Niech s, ..., s, beda polami

trojkatow Wi PWa,... W, PW;. Z lematu 2 mamy s; = ,/q; gdzie q; € QT dla
Jj=1,...,n. Z zalozenia \/qi + ...+ /g, = S € Q, a zatem na podstawie lematu 3
mamy s; = ,/q; € Qdla j=1,...,n. Z wymiernosci bokéw wielokata i wzoru na
pole trojkata wynika teraz, ze odlegtosci punktu P od bokéw sa wymierne.
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Przedstawiona historia, choé
humorystyczna, ilustruje bardzo powazne
zastosowanie statystyki matematycznej.
Czytelnikom, chcacym zglebi¢ temat,
polecamy rozpocza¢ poszukiwania pod
hastem German tank problem.

Jak silne sa wrogie sity?
tukasz RAJKOWSKI

— O zesz krzywa jego Zle uwarunkowana macierz! — zakrzyknal general Estymer,
po czym zaklal szpetnie. Na jego biurku lezal stos raportéow opisujacych kolejny
dzien bitwy pomiedzy klanami Czestosciowcow i Bajesistow. Te dwie frakcje,
dzielace miedzy soba wladze w Statogrodzie, dawno dawno temu poklocity sie
o to, czyje estymatory sg dokladniejsze i tak zrodzit sie konflikt od lat nekajacy
spokojna wczesniej kraine. — Bajesisci wprowadzili nowa funkcje straty?! — zawolal
Estymer zachrypnietym glosem, po czym zwrécit sie do zacienionego kata — Fisher,
raportuj! I w tym momencie Cieni z Kata zafalowal, zadrzal i nagle przybral ksztaltt
generalskiego doradcy. — Niestety, to prawda. Nowa funkcja straty tratuje nasze
oddzialy skuteczniej niz dotychczasowe. Nazywaja ja LINEX i cechuje sie tym, Ze
wysokie jednostki sa tratowane duzo bardziej dotkliwie niz jednostki niskie. Straty
wynikajace ze stratowania ida juz w tysiace! — powiedzial Fisher. — Fatalna sprawal!
Nasz wywiad donosi, ze bajesisci maja w swoim arsenale okolo 5 tysiecy linexéw!
Jak mozna stawic¢ czola takiej sile? — general opadl na fotel zrezygnowany. — Cos
mi sie tutaj nie zgadza — zaczal Fisher po chwili przyttaczajacej ciszy, a nastepnie
wskazal na jeden ze zwitkoéw papieru, lezacych na biurku. — Spéjrz, generale, ten
raport zawiera numery seryjne przechwyconych dotychczas linexéw. Czy nie uwazasz,
Ze co$ z nim jest nie tak? General spojrzal na szereg liczb znajdujacych sie na
kartce

76,125,254, 20,132,98,173, 323.
— Mhm mhm mhm — zamruczal przytakujaco Estymer w nadziei, ze Fisher sam
powie, co powinno wzbudzié¢ niepokdj generata. Nie zawiodl sie. — Zaktadajac, ze
podane numery faktycznie odpowiadaja kolejnosci powstawania linexéw, a za
to moge reczy¢, gdyz sam zgromadzilem w tym zakresie odpowiednie informacje
wywiadowcze, co te numery méwig nam o liczbie linexéw u bajesistow? — zapytal
Fisher. — Céz, na pewno to, Zze maja ich co najmniej 323... — zaczal general. —
Z cala pewnoscial Zauwaz jednak, generale, ze byloby dosé zaskakujace, gdyby
bayesisci mieli doktadnie 323 linexy. Oznaczaloby to wowczas, ze udalo nam
sie trafi¢ w linexa o najwyzszym numerze. Oczywiscie, jest to mozliwe, jednak
intuicyjnie tych linexéw powinno by¢ wiecej. Zalézmy bowiem, Ze bajesiSci maja
ich N. Jesli wypisane numery seryjne pochodza z 8 losowo wybranych linexéw, to
jak ocenilbys szanse na to, ze najwickszy numer wynosi m? — Mhm mhm mhm
— kontynuowatl general, nie zmieniajac swojej strategii postepowania z pytaniami
Fishera. — Dokladnie, wszystkich mozliwych opcji losowego wyboru 8 linexéw
sposréd N jest (];’ ), a wyboréw, w ktérych najwiekszy numer seryjny to m, jest
(m; 1). W tej sytuacji szansa na maksimum réwne m wynosi (", 1) / (]g ) Pozwala
nam to obliczy¢ wartos¢ oczekiwana tego maksimum, czyli. .. — Fisher siegnatl po
kartke papieru i zaczal na niej pisaé

SC) ) ()-

~...czyli 3(N + 1) - stwierdzil triumfalnie Fisher po kilku linijkach
skomplikowanych zawijaséw, ktore tak zaintrygowaly generata, ze az zapomnial

o mhmowaniu. — Skoro tyle wynosi oczekiwana wartos¢ maksimum, a my
zaobserwowalismy, ze jest ono rowne 323, niezgorszym pomyslem wydaje sie
przyrownanie tych dwoéch wielkosci! Wartosé oczekiwana bedzie réwna obserwowanej
dla okoto 362 czolgéw i to jest moim zdaniem duzo blizsze prawdy niz sugerowane
przez nasz wywiad 5 tysiecy!

W tym momencie w pokoju rozlegl sie dzwonek telefonu, ktéry wyrwal generata ze
stanu oslupienia, w jaki zawsze wpedzaly go rozwazania doradcy. General podniost
stuchawke, pokiwat gtowa, rzucit kilka przeklenstw dla przyzwoitosci, po czym
odtozyl shuchawke i zwrocit sie do Fishera. — Fisher! Nie bede udawal, ze wiem,
Jjak to zrobiles, ale nie pierwszy raz mnie zaskakujesz. Najnowsze informacje
wywiadowcze szacuja liczbe linexéw na okoto 400, co ma wynikac z osobistego
pamietniczka Gléwnego Inzyniera Bajesistow. Wydaje sie, ze sytuacja faktycznie
nie jest tak dramatyczna, jak wydawalo sie jeszcze godzine temu! — Ciesze sie,

ze moglem si¢ przydaé... — powiedzial ustuznie Fisher. — Ja tez si¢ ciesze, no ale
przeciez za to ci place. No, a teraz znikaj, wojna z bajesistami sama si¢ nie wygra. . .
— rzucil Estymer, w myslach rozwazajac juz, w jaki sposdb wynagrodzi sie za swoj
wspanialy pomyst uczynienia z Fishera swojego doradcy.

5



Bity w szufladkach Piotr CHRZASTOWSKI-WACHTEL*

W wersji anglosaskiej zasada ta jest
znana pod nazwa pigeon hole principle,
czyli zasada klatek w gotebniku; role
szuflad pelnig klatki, role obiektow
gotlebie.

Trzeciego sposobu przedstawienia 1 juz
byé nie moze, choé¢ to wcale nie jest az
tak oczywiste, jakby si¢ moglo wydawac.
Ciekawe tez, ze niektore liczby wymierne
maja tylko jedno przedstawienie,

a niektére dwa. Czy widzisz, Czytelniku,
ktore?

*Instytut Informatyki, Wydzial
Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Tak zwana zasada szufladkowa Dirichleta, jakze lubiana przez rozmaite komitety
olimpiad matematycznych, taczy w sobie dwie atrakcyjne cechy. Z jednej strony
jest tak prosta, ze nawet dziecko w przedszkolu jest w stanie ja zrozumie¢,

z drugiej zas$ zawiera zupelnie nieoczywisty element niekonstruktywny. Glosi
ona mianowicie, ze wktadajac do n szuflad wiecej niz n przedmiotéw, mamy
pewnosé, ze w ktorejs szufladzie beda co najmniej dwa obiekty. W ktorej —

nie wiadomo, ale na pewno w ktorejs. W kombinatoryce czasami spotykamy
sytuacje, w ktorej mozna zastosowaé niejako dualne rozumowanie: jesli do n
szuflad wlozymy n obiektéw i zadna szuflada pusta nie bedzie, to w zadnej
szufladzie nie moze si¢ znalezé wiecej niz jeden obiekt. Mozemy powiedzie¢
dosadniej: w kazdej szufladzie bedzie doktadnie jeden obiekt. Znowu, mozna
powiedzie¢, to widzi kazdy przedszkolak, ale, wbrew pozorom, spostrzezenie

to utatwia czesto rozumowanie w stopniu podobnym, jak wspomniana zasada
szufladkowa.

Wynalazek systemu dziesietnego byt dla matematyki przetomowy. Zapisywanie
liczb w uktadzie pozycyjnym uproscito niezwykle zaréwno sam sposob opisu,
jak i — przede wszystkim — algorytmy wykonywania na nich dzialan. (Jesli

ktos nie wierzy, niech spréobuje w systemie rzymskim np. pomnozyé¢ dwie liczby
kilkucyfrowe.) Jedna z mitych i wcale nieoczywistych cech ukladu pozycyjnego
jest to, ze da si¢ w nim wyrazi¢ kazda liczbe naturalng i to na jeden tylko
sposob, jesli umowimy sie, ze nie piszemy zer przed wlasciwymi cyframi. To,

ze taka jednoznacznos¢ przedstawienia nie jest oczywista, wida¢ choé¢by gdy
przejdziemy do liczb wymiernych. Na przyktad 0,49999... i 0,50000... to

dwa rozne okresowe zapisy tej samej liczby % Zeby bylo ciekawiej, z kolei liczby
niewymierne maja zawsze jednoznaczne przedstawienie w postaci nieskonczonego
rozwiniecia dziesietnego.

Okazuje sie, ze nie tylko system dziesietny ma te wlasnosci. Wystarczy wziaé
dowolng podstawe systemu pozycyjnego wieksza od 1 i otrzymamy analogiczne
wyniki — tez niektore liczby wymierne beda mialy dwa przedstawienia (ale beda
to na ogol inne liczby niz w przypadku systemu dziesietnego), tez wszystkie
wymierne liczby beda mialy reprezentacje okresowe i tez liczby naturalne

beda mialy jednoznaczne przedstawienie. Chyba jako pierwszy odkryt to

w XVII wieku dla ukladu dwojkowego Gotfried Wilhelm Leibniz, ktory tak

sie zachwycil mozliwosciami systemu binarnego, ze postulowal powszechne
przejscie z systemu dziesietnego na dwojkowy. Jakze przyjemna stalaby sie
nauka tabliczki mnozenia! Wystarczytoby zapamieta¢ wyniki mnozenia zer

i jedynek przez zera i jedynki.

Sprobujmy wykazaé, ze w systemie dwojkowym faktycznie wszystkie liczby
naturalne maja jednoznaczne przedstawienie. Przypomnijmy: system dwoéjkowy
operuje tylko dwiema cyframi: zerem i jedynka. Na pozycji i-tej od konca (przy
czym umowmy sie, ze ostatnia pozycja ma numer 0, przedostatnia 1, itd.)
mamy cyfre 1 lub 0, w zaleznosci od tego, czy w sklad liczby, ktora chcemy
reprezentowaé, wchodzi wartogé 2¢, czy nie. Taka cegietke 2° mozemy przy tym
uzy¢ co najwyzej raz — dlatego mamy tylko dwie cyfry w ukladzie dwojkowym.
Na przyktad liczba 13 ma przedstawienie dwojkowe 1101, gdyz 13 =8+4 +1 =
=1-2541-2240-2'+1-2° Zatem komponujemy warto$é¢ kazdej liczby jako
sume pojedynczych poteg dwojki.

Pokazemy najpierw, ze kazda liczbe dodatnia da sie przedstawi¢ w zapisie
dwojkowym co najmniej na jeden sposéb. Zero to 0, wiec sie da. Wezmy teraz
dowolna dodatnia liczbe caltkowita n. Zaltozmy (indukcja), ze mniejsze od niej
liczby maja przedstawienie dwojkowe, czyli dadza sie uzyskaé przez zsumowanie
réznych pojedynczych poteg dwojek. Niech k = 27 bedzie najwicksza potega
dwojki nieprzekraczajaca n. Liczba n’ = n — k jest nieujemna i mniejsza od n,
wiec na mocy zaltozenia indukcyjnego ma przedstawienie dwojkowe. Jednocze$nie
n’ < k, bo inaczej k nie bytoby najwicksza potega dwojki mniejsza od n.

Zatem biorac jedynke na pozycji j, a nastepnie dopisujac rozwiniecie liczby n’
(oczywiscie, uzyjemy tylko pozycji j — 1,5 —2,...,0), otrzymujemy liczbe n
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Podobnie jest zreszta w systemie
dziesietnym: najwieksza dziesi¢tna liczba
j-cyfrowa to 107 — 1.

Liczby te, nazwane podzniej jego imieniem,
Fibonacci zdefiniowal w stynnej — chyba
pierwszej nowozytnej europejskiej ksigzce
matematycznej — Liber abaci, napisanej
w 1202 r. Otrzymal je przy okazji analizy
modelu rozrostu populacji krélikow

w hodowli.

Edouard Zeckendorf (1901-1983), Belg,
byl z zawodu lekarzem wojskowym, ale
zajmowal sie matematyka w ramach
hobby na tyle skutecznie, ze opublikowal
kilkadziesiat prac naukowych, gltéwnie

z teorii liczb.

reprezentowana za pomoca j + 1 cyfr binarnych. Czy jednak nie mozna liczby n
otrzymaé¢ w inny sposob, zaktadajac, ze kazda potege dwojki bierzemy tylko co

najwyzej raz? Okazuje sie, ze nie i w celu pokazania tej jednoznacznosci uzyjemy
naszej odwroconej zasady Dirichleta.

Zauwazmy, ze najwieksza liczba, ktora da sie zapisa¢ za pomoca poczatkowych
j poteg dwojki, to 27 — 1. Jezeli bowiem ztozymy liczbe z j jedynek, czyli
wezmiemy wszystkie wartosci odpowiadajgce bitom j — 1,5 —2,...,0, to
uzyskamy Ei;t 2% =27 — 1. Zatem, jedli jeszcze przypomnimy sobie o zerze,
reprezentowanym przez j zer, to okaze sie, ze na co najwyzej j bitach mozemy
reprezentowac¢ 27 liczb: wszystkie pomiedzy 0 a 2/ — 1 wlacznie.

A ile jest ciagow zerojedynkowych dtugosci j? Tyle samo, czyli 2/. Zatem skoro
kazda liczbe z zakresu [0,...,27 — 1] da si¢ reprezentowaé na j bitach, to nie jest
mozliwe, zeby dwa takie ciagi reprezentowaly w tym zakresie te sama liczbe —
nie starczytoby ich wtedy do reprezentowania wszystkich liczb. Poniewaz zas

j bylo wybrane dowolnie, wiec rozumowanie to dotyczy kazdego j-bitowego
zakresu. Szufladkami w tym przypadku sa liczby z zakresu [0, ...,27 — 1],

a obiektami j-bitowe ciagi zerojedynkowe.

Dopiero w XX wieku zostal odkryty nowy binarny system reprezentowania
liczb naturalnych za pomoca liczb Fibonacciego. Przypomnijmy: liczby

te wprowadzone zostaly do matematyki na poczatku XIII wieku przez
wloskiego uczonego Leonarda z Pizy zwanego Fibonaccim. Definiujemy je tak:
pierwsze dwie liczby Fibonacciego to 01 1, a kazda nastepna jest suma dwoch
poprzednich. Wygodniej jest zaczaé¢ numeracje od zera, wiec mamy Fy =0, F} = 1,
F, =F, 1+ F,_» dlan > 1. Liczby Fibonacciego tworza nieskorniczony ciag

0,1,1,2,3,5,8,13,21,34, 55,89, 144, 233, 377, . . ..

Powstaje pytanie: czy liczby Fibonacciego moglyby stuzyé¢ jako podstawa
systemu binarnego, w ktérym liczby naturalne komponowalibysmy, nie sumujac
wybrane potegi dwojki, lecz poprzez dodanie wybranych liczb Fibonacciego? Na
przyktad liczbe 10 mozna by byto otrzymac jako 8 + 2, ale tez jako 5+ 3 + 2,
jak rowniez 54+ 3+ 141, czy wrecz 5+ 3+ 1+ 14 0. Co prawda kazdej liczby
Fibonacciego moglibySmy w naszym rozktadzie uzy¢ tylko raz, bo system ma by¢
binarny, ale i tak widaé, ze niektoére z tych rozktadéw sa sztuczne. Wprowadzmy
zatem dwa ograniczenia:

e nie uzywamy pierwszych dwoch liczb Fibonacciego, czyli zera i pierwszej
z jedynek;

e nie uzywamy dwdéch sasiednich liczb Fibonacciego — ich suma jest nastepna
liczba Fibonacciego, wiec nie rozmieniajmy na drobne samych liczb
Fibonacciego; skupmy sie na istotnie réznych reprezentacjach.

Przy tych ograniczeniach okaze sie, ze liczba 10 ma tylko jedno przedstawienie:
8 4+ 2. Nie tylko 10. Jezeli bedziemy probowali z innymi liczbami naturalnymi,
to przekonamy sie, ze one tez dadza sie przedstawi¢ za pomoca takich

sum i to tylko na jeden sposob respektujacy podane wyzej zastrzezenia.

To jest wtasnie trescia twierdzenia udowodnionego jeszcze przed II wojna
$wiatows, ale opublikowanego dopiero w 1972 r. przez Edouarda Zeckendorfa,
a sposOb reprezentowania liczb naturalnych nazywa sie binarna reprezentacja
Fibonacciego lub kodowaniem Zeckendorfa. Kodowanie to zaklada, ze bit

o numerze j odpowiada za liczbe Fj1; dla j > 0. Aby wykaza¢ poprawnosé

i jednoznaczno$é takiej reprezentacji, ponownie zastosujemy odwrocona zasade
Dirichleta.

Najpierw, tak jak poprzednio, pokazemy, ze kazda liczba ma przedstawienie
Zeckendorfa. Podobnie jak w przypadku systemu binarnego uzyjemy indukcji.
Niech F} bedzie najwieksza liczba Fibonacciego, nieprzekraczajaca n. Znowu
dla n =11 n = 2 sprawdzamy bezposrednio, ze odpowiadaja im ciagi 1 oraz 10.
Zalozmy teraz, ze n > 2 i ze wszystkie liczby mniejsze od n majg przedstawienie
Fibonacciego. Rozwazmy najwigksza liczb¢ Fibonacciego F); nieprzekraczajaca n.
Nasza reprezentacja bedzie zatem (j 4+ 1)-bitowa. Jej drugim bitem bedzie zero,
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i 716 |5(4|3[2]|1
Fiy1 21113 |18(5(3[2]|1
0 0]0|0|0O]|O|O]|O
1 0)0|0(0|0O]|O]|1
2 0|0 (|0f(0]|O|1]O0
3 0]0|0|0]|1|0]O
4 0|0 |0f(0|1]0]|1
5 010 |0|1]O|0O]|O
6 0]0|0|1]0O|0O]|1
7 0|0 (0f1]0|1]O0
8 0|0(|1{0]|0]|0O]O0
9 0|0 |1{0]|0[|0]|1
10 0|0 (|1f(0j0|1]O0
11 0|0 (|1f(0|1]0]O0
12 0|0 (|1f(0|1]0]|1
13 0] 1|0{0]0|0]|O

Tabela kilku poczatkowych liczb
w binarnej reprezentacji Fibonacciego

gdyz liczba n — F; musi by¢ mniejsza od Fj_q, bo inaczej F;, = F; + F;_; bytaby
mniejsza od n, co przeczyloby definicji F;. Dzieki temu, ze drugi bit jest réwny
zeru, mozemy skorzysta¢ z zalozenia indukcyjnego i uzupetnié¢ ciag zaczety od
10 o przedstawienie Fibonacciego liczby n — F;. Bedzie on na pewno poprawna
reprezentacja n, w ktoérej zadne dwie jedynki nie wystapia obok siebie.

Teraz zajmiemy sie jednoznacznoscia. Najpierw jednak zastanéwmy sie, jak
wyglada najwieksza liczba reprezentowana w systemie Zeckendorfa na j bitach.
Zaczyna si¢ od jedynki odpowiedzialnej za wartos¢ Fj,, potem musi by¢ zero
(rezygnujemy z liczby F}), a nastepnie najwicksza liczba reprezentowana na

j — 2 bitach, czyli znéw jedynka odpowiadajaca F;_;, potem zero, jedynka,
zero, az dojdziemy do konca. W zaleznosci od tego, czy j jest parzyste, czy

nie, zakoriczymy nasza reprezentacje zerem lub jedynka. Pokazemy teraz, ze
Fioi+Fj_y+ Fj_s+...= Fj o — 1, czyli Ze najwigksza liczba reprezentowana na
j bitach jest (j + 2)-ga liczba Fibonacciego pomniejszong o 1. Dla j = 1 zgadza
sie: najwieksza liczba to 1, czyli F3 — 1. Dla j = 2 tez: ciag 10 reprezentuje liczbe
2 = F; — 1. Podwojne sprawdzenie bazy indukcji jest tu konieczne, ze wzgledu
na dwa mozliwe zakoriczenia: zerem lub jedynka, w zaleznosci od parzystosci j.
Jedli teraz j > 2, to najwigksza liczba j-bitowa ma wartos¢ rowng Fjq plus, na
mocy zalozenia indukcyjnego, najwicksza liczba na j — 2 bitach, czyli F; — 1. Ale
Fjy1+ F; —1=Fjy5 — 11 mamy teze.

Skoro juz wiemy, ze na j bitach mozna reprezentowaé wszystkie liczby od zera
do Fji» — 1, to zadajmy standardowe pytanie: a ile jest takich j-elementowych
zerojedynkowych ciggéw, ze zadne dwie jedynki nie wystepuja obok siebie.
Oznaczmy te liczbe przez T'(j). Dla j = 0 mamy odpowiedz T(0) = 1 (pusty ciag).
Dla j = 1 wiemy, ze takich ciagdéw mamy 2, czyli T'(1) = 2. Teraz zastan6wmy
sie, jak to bedzie w przypadku j > 1. Albo taki j-elementowy ciag bitow koniczy
sie jedynka, albo nie. Jesli koriczy sie jedynka, to na przedostatnim bicie musi
by¢ zero, a na pozostatych j — 2 bitach dowolny uklad, a ich jest T'(j — 2). Jesli
za$ taki ciag koniczy sie zerem, to na pozostalych j — 1 bitach moze by¢ dowolny
uktad, a jest ich T'(j — 1). Ostatecznie mamy nastepujace réwnanie rekurencyjne:

TO)=1(=F), TA)=2(=F), TG =TGE-2)+T(G-1).
Rozwiazaniem tego uktadu jest T'(j) = Fjio.

Wiemy wiec, ze na j bitach mozna reprezentowaé co najwyzej Fj o liczb i wiemy,
ze mozna reprezentowa¢ wszystkie liczby od 0 do Fj45 — 1, a jest ich oczywiscie
tez Fj1o. No to nie ma tu miejsca na niejednoznaczno$é! Odwrocona zasada
Dirichleta dziata i tutaj. Kazda liczba naturalna ma zatem jednoznaczne
przedstawienie Fibonacciego.

Powstaje pytanie, czy takie binarne reprezentacje Fibonacciego moga sie do
czegos przydac¢? Nieoczekiwanie — poza interesujaca wlasnoscia jednoznacznego
rozktadu — notacja Zeckendorfa daje nam pamieciowa metode przyblizonej
konwersji mil na kilometry i na odwrét. Najpierw zastandéwmy sie, jak zmienia
sie warto$¢ liczby zapisanej w notacji Zeckendorfa, gdy na koricu ciagu zer

i jedynek reprezentujacych jakas liczbe dopiszemy zero. Sumowane wartosci
beda teraz odpowiadaty liczbom Fibonacciego o indeksach o 1 wiekszych.

W uktadach pozycyjnych tez jest podobnie: dopisanie zera na koncu liczby,
np. w ukltadzie dziesietnym, powoduje, ze kazda cyfra zacznie odpowiadaé
dziesiatce podniesionej do potegi o 1 wyzszej, wskutek czego liczba zwiekszy
swoja wartos¢ dziesieciokrotnie. Ilokrotnie jednak zwiekszy sie wartosé liczby
zapisanej w binarnej notacji Zeckendorfa po dopisaniu zera na koricu?

Liczby Fibonacciego, co zostalo odkryte po raz pierwszy przez Eulera

w 1768 roku, spelniaja zupelnie nieoczywista rekurencje: F, .1 = ¢F,, + ¢", gdzie
=125 -1618...,a¢p =15 = 0,618... Ze wrgledu na to, ze ¢" dazy
szybko do zera, mozemy przyjaé, ze kazda liczba Fibonacciego o w miare duzym
indeksie jest w przyblizeniu ¢ razy wieksza od swojej poprzedniczki i btad
bedzie tym mniejszy, im wyzszy numer. Zwigkszenie numeru liczby Fibonacciego
o jeden odpowiada zatem mniej wiecej przemnozeniu przez 1,618.... Tymczasem
jedna mila to okolo 1,609; prawie .
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Jak zatem zamienia¢ mile na kilometry? Wystarczy znalezé reprezentacje
Zeckendorfa danej liczby mil, a nastepnie zsumowac liczby Fibonacciego

o numerach o 1 wyzszych. Przykladowo, jedziemy w Stanach Zjednoczonych
samochodem i widzimy ograniczenie do 55 mil/h. Usmiechamy sie tylko, bo

55 to przypadkowo dziesiata liczba Fibonacciego, wiec tylko przeskakujemy

do jedenastej, czyli 89 km/h. W rzeczywistosci powinno wyjsé¢ 88,514, zatem
btad 0,486 to niespelna pot kilometra na godzine. IdZzmy dalej: inne czeste
ograniczenie 45 mil/h. Tym razem w pamieci rozkladamy 45 jako 34 +8 + 3

i przesuwamy indeksy z 34, robiac 55, z 8 robiac 13, a z 3 robigc 5. Razem
55+ 13+ 5 = 73 km/h. Tym razem blad nieco wiekszy: powinno wyjsé¢ 72,420,
czyli dostalismy o 0,580 za duzo. Ale caly czas mieScimy sie w granicach ponizej
jedynki. Jak sie okazuje, dla wszystkich liczb az do 58 mil nie zrobimy btedu
przekraczajacego 1.

W druga strone analogicznie, tylko trzeba pomniejsza¢ indeksy liczb
Fibonacciego. Na przyktad: ile mil to 100 kilometréw? Liczymy: 100 = 89 + 8 + 3,
wiec bierzemy liczby Fibonacciego przesuniete w lewo: 55 + 5 4+ 2 = 62 mile.

W rzeczywistosci powinno wyjsé 62,137, wiec tym razem btad jest maty.
Mielidmy szczescie. Podobnie jak z milami, az do 95 km podana konwersja nie
oszuka nas o wiecej niz 1. Przy czym stosujemy zasade: zostawiamy ostatnia
jedynke rozwiniecia; przeciez na lewo od jedynki F5 jest jedynka Fj.

Pozostaje nauczy¢ sie liczb Fibonacciego na pamieé. Pamietajmy:
0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144, 233, 377,610, 987, 1567, 2584, . . .

Pewne uogdlnienie prostej Eulera
Chuong Chi NGUYEN*, Hung Son NGUYEN*

Panuje przekonanie, ze w niemodnej obecnie dziedzinie geometrii klasycznej
wszystko jest znane i nie pozostato nic do odkrycia. Ktam temu stwierdzeniu
zadaje dos¢ ciekawe 1 (jeszcze) malo znane twierdzenie, ktore przedstawiamy
w niniejszym artykule. Warto zaznaczy¢, ze srodki, jakie postuzyly nam do
dowodu, sg czysto geometryczne i nie korzystaja z narzedzi analitycznych. Aby
utatwi¢ jego zrozumienie, przedstawiamy najpierw pewne pojecia, definicje

i bardziej znane fakty powiazane z tym zagadnieniem.

Definicja. Trojkatem spodkowym punktu P wewnatrz trojkata ABC
nazywamy tréjkat, ktorego wierzchotkami sa rzuty prostokatne punktu P na
boki trojkata ABC.

Wykazemy teraz, ze dla kazdego trojkata spodkowego mozna wskazaé¢ pewien
,stowarzyszony” z nim trojkat spodkowy.

Lemat 1. Niech P bedzie dowolnym punktem wewngtrz trojketa ABC, a P,P,P,
jego trajkgtem spodkowym. Okrgg opisany na trojkgcie P, P, P, przecina boki BC),
CA, AB dodatkowo w punktach Q.,Qp, Q.. Wtedy Q.Q,Q. tez jest trojkatem
spodkowym dla pewnego punktu lezgcego wewngtrz trojkgta ABC.

Dowdd. Niech D bedzie srodkiem okregu opisanego na trojkacie P, P, P,

a @ punktem symetrycznym do punktu P wzgledem D. Z oczywistych powodow
D nalezy do symetralnej odcinka P,Q), oraz PP, jest prostopadly do BC,

wiec PP,Q,Q jest trapezem. To oznacza, ze QQ, jest prostopadly do BC.
Analogicznie otrzymujemy, ze Q@ i QQ. sa prostopadle odpowiednio do C' A

i AB. Inaczej mowiac, Q,QpQ. jest trojkatem spodkowym punktu @ wzgledem
trojkata ABC. |

Zauwazmy, ze na czworokatach CP,PP,, CQ,QQ, i Q,P,P,Q, mozna opisac
okregi, a zatem

XPCP, = ¥PP,P, =90° — ¥P,P,C = 90° — ¥Q, Q,C = ¥QQ,Q. = ¥QCQ,.
Analogicznie pokazujemy, ze X PAP, = xQAQ. i xPBP, = xQBQ., co oznacza,
ze punkty P i (Q sa izogonalnie sprzezone w trojkacie ABC. Zauwazmy tez, ze
jesli P nie jest srodkiem okregu wpisanego, to P # ). Ponizej przedstawiamy
pewna wlasnos¢ prostej przechodzacej przez punkty izogonalnie sprzezone
w dowolnym trojkacie.
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Stwierdzenie 1. Niech P,P,P,., Q.,Q,Q. bedqg trojkgtami spodkowymsi

punktow P i Q, lezgcych wewngtrz trojkata ABC. Punkty przeciecia prostych
P,Q, i Q.P,, P,Q. 1 Q,P. oraz P,Q. i QyP. oznaczamy odpowiednio jako L, M
i N. Wowczas jesli punkty P i Q sq izogonalnie sprzezone, to punkty L, M, N lezq
na prostej przechodzqcej przez P i Q.

Dowdd. Niech Ay = PP,NBC, B =PP,NCAiJ=Q,B,NAQ, Wowczas
na czworokacie P, Ay B; P, mozna opisaé¢ okrag. Ponadto z wcze$niejszych
rozwazan wynika, ze na czworokacie P, P,Q,(Q, rowniez mozna opisa¢ okrag.
W tej sytuacji

*B1AC = xP,P,C = xQ,Q.C,
wiec Ay By ||@QyQ.. Mamy roéwniez PA;||QQ, (oba sa prostopadte do AC),
PB1]|QQ. (oba sa prostopadte do BC'), co oznacza, ze trojkaty PA; By i QQ,Q.
sa jednokladne, zatem proste laczace odpowiadajace pary wierzchotkow
przecinajg sie w jednym punkcie, skad wnioskujemy, ze J nalezy do prostej PQ.
Nastepnie, stosujac twierdzenie Pappusa dla dwoch uktadéw potréjnych
punktow wspotliniowych (P,, Ay, Q) 1 (P, By, Q) z uwaga, ze P = P,B; N PA;,
L=PQ,NQ.,PiJ=Q.,B:NQ,A; wnioskujemy, ze P, L, J sa wspolliniowe.
Wiemy wiec, ze J lezy na prostej PQ, a L lezy na prostej PJ, zatem L lezy na
prostej PQ. Analogicznie dowodzimy, ze punkty M i N lezg na prostej PQ, co
koniczy dowod lematu. O

Rzutowanie punktu na boki to nie jedyny naturalny sposéb na konstrukcje
showego” trojkata. Inny prezentuje ponizsza definicja.

Definicja. Trojkatem Cevy punktu R lezacego wewnatrz trojkata ABC
nazywamy trojkat R, R, R., gdzie R,, Ry, R. sa punktami przeciecia prostych
AR, BR,CR odpowiednio z bokami BC,CA, AB.

Okazuje sie, ze dla trojkata Cevy réwniez prawdziwy jest fakt wykazany
wczesniej dla trojkata spodkowego.

Lemat 2. Niech S,, Sy, S. beda punktami przeciecia okregu opisanego na trdjkgcie
Cevy R,RyR. wewngtrz trojkgta ABC odpowiednio z bokami BC,CA i AB.
Wtedy proste AS,, BS, i CS, przecinajq sie w jednym punkcie.

Dowdd. Zgodnie z twierdzeniem Cevy, skoro proste AR,, BRy,, C R. przecinaja sie

w punkcie R, zachodzi
R.B R,C R.A

R,C R,A R.B
Poniewaz R,, Ry, Sy, R., S. 1 S, naleza do wspodlnego okregu, wiec z twierdzenia
o potedze punktu wzgledem okregu mamy

AR, - AS, = AR, - AS.,BR.- BS. = BR, - BS,, iCR,-CS, =CR,-CS,.
Stad

Sy A RA  S.B R,B o S.C R(C

S.A-RA S,B  RB ' SC R,

Podstawiajac te wartosci do pierwszego rownania, otrzymujemy
S.B S.A S5,C

. . =1.
S.C S.B S,A
Ostatnia réownosé, zgodnie z odwrotnym twierdzeniem Cevy, dowodzi, ze AS,,
BS, i CS. zbiegaja sie w jednym punkcie. O

Powyzsze rozwazania pokazuja, ze dla kazdego punktu R wewnatrz
trojkata ABC' istnieje dokladnie jeden ,stowarzyszony” z nim
punkt S, bedacy punktem przeciecia prostych AS,, BS, i CS..
Prosta przechodzaca przez te dwa punkty nazywamy osig Cevy.
Nizej przedstawiamy ciekawa wlasnosé osi Cevy:

Stwierdzenie 2. Niech R i S bedg dwoma stowarzyszonymi punktami
Cevy wewngtrz trojkgta ABC' i niech odpowiadajq im trojkgty Cevy
R,RyR. © S,S,S.. Niech X, Y i Z bedg odpowiednio punktami
przeciecia prostych SyRy 1 Sq Ry, R,Se i R.S, oraz R,S. i R.Sy.

Wowcezas punkty R, S, X,Y,Z sq wspétliniowe (tworzq 0§ Cevy RS).



Dowadd. Stosujac twierdzenie Pappusa dla dwoch potrojnych
uktadow punktow wspoétliniowych (A, Sy, Ry) 1 (B, Sa, Ra)

Z uwaga, ze S = ASa n BSb, R = ARa N BRb 1X = SbRa n SaRb
wnioskujemy, ze X lezy na prostej RS. Analogicznie dowodzimy,
ze punkty Y i Z leza na prostej RS, co konczy dowdd lematu. [J

Nasze dotychczasowe zmagania dotyczyly dwoéch trojkatow,
spodkowego i Cevy. Z kazdym z nich zwiazaliSmy pewna

0§, wskazujac szczegolne punkty, ktore sie na niej znajduja.
Jestesmy juz gotowi na to, by zajaé sie trojkatami, ktore sa

Krzywa trzeciego stopnia Darboux

jednoczesnie trojkatami spodkowymi i trojkatami Cevy.

Definicja. Jesli spodkowy trojkat punktu P jest réwniez
trojkatem Cevy, to punkt P nazywamy czewianskim punktem
spodkowym (ang. pedal-cevian point).

Wiele wlasciwosci tych punktéw mozna znalezé w pracach
Darboux. Jednym z jego znanych wynikéw, uzyskanych
metodami algebraicznymi, jest dowod, ze czewianskie punkty
spodkowe ustalonego trojkata tworza tzw. krzywa trzeciego
stopnia Darboux; jest ich zatem nieskoriczenie wiele.

Zapewne wsrod osob zainteresowanych geometria wiele nieraz miato do czynienia
z zadaniami dotyczacymi czewianskich punktow spodkowych. Przyktadami
takich punktéw w dowolnym tréjkacie sa m.in. jego ortocentrum, srodek
ciezkosci, srodek okregu wpisanego i srodek okregu opisanego.

Chcielibysmy teraz przedstawi¢ pewna ciekawa wlasnosé czewianskich punktow
spodkowych. Nie udato sie nam odnalezé publikacji przedstawionego rezultatu,
wiec jest niemala szansa na to, ze to wynik catkiem nowy. Niezaleznie od
stusznosci naszych przypuszczen, uwazamy, ze kazdy mitosnik geometrii doceni
jego elegancje!

Twierdzenie. Niech P,P,P, bedzie trajkgtem spodkowym punktu P wewngtrz
trojkgta ABC'. Dodatkowo zaktadamy, ze AP,, BP,, CP, przecinajq sie
w punkcie R. Wtedy punkty P, R i $rodek okregu opisanego na P,P,P. lezg na
jednej prostey.
Dowdd. Niech D bedzie §rodkiem okregu
opisanego na P, P, P, i niech punkty L, M, N beda
zdefiniowane tak, jak w stwierdzeniu 1. Zgodnie
z tym stwierdzeniem punkty te sa wspoltliniowe,
\ @b, Sb a prosta przez nie przechodzaca zawiera réwniez
/" punkty P i D (jest to o$ trojkata spodkowego
Py, Ry dla punktu P). Prosta ta jest jednak réwniez

AN 7 osig trojkata Cevy punktu R, zatem zgodnie ze

stwierdzeniem 2 przechodzi przez R, co dowodzi
wspolliniowosci punktéw P, R, D. ]

Prosta Eulera

Fo, Rq c Zastandwmy sie, czym skutkowaé bedzie powyzsze
stwierdzenie, jesli za punkt P przyjmiemy $rodek

okregu opisanego na trojkacie ABC. Okazuje sie, ze wowczas okrag opisany
na punktach P, P, P, zawiera spodki wysokosci trojkata ABC — jest to stynny
okrag dziewieciu punktow. W tej sytuacji punkt @ ze stwierdzenia 1 staje sie
ortocentrum trojkata ABC', a punktem R z naszego twierdzenia jest, rzecz
jasna, srodek ciezkosci trojkata ABC. Pokazalismy wiec wspotliniowosé srodka
okregu opisanego, srodka okregu 9 punktow, ortocentrum i srodka ciezkosci —
geometryczni smakosze z latwoscia rozpoznaja w tym prosta Eulera.

Warto zaznaczy¢, ze prosta Eulera nie jest okreslona dla trojkata
réwnobocznego, a nasza o§ PQRSD istnieje, o ile tylko nie przyjmiemy, ze

P = @ to srodek okregu wpisanego. Zachecamy Czytelnika do poszukiwan
innych ciekawych prostych, ktérych istnienie gwarantowane jest przez podane
przez nas twierdzenie!
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Jak szybko urosne?

Beta i Bit siedzieli na lawce w parku rozrywki. Jak zahipnotyzowani patrzyli
na olbrzymia kolejke gérska. Tory kolejki zwijaly sie w siedem olbrzymich
petli, a kazda petla wykrecona byla w innym kierunku. Po torach z olbrzymia
predkodcia pedzil sznur wagonikéw wypelnionych krzyczacymi ludZzmi.

— Boje sie na to patrze¢ — pisneta Beta. — Przeciez oni zaraz wypadna!
— Nie wypadna — uspokoil ja tata. — Wagoniki sa zabezpieczone.

To opowiadanie jest czescia zbioru
przygodd Bety i Bita. Wigcej przygod
mlodej matematyczki i mtodego hakera
znajdziesz pod adresem betabit.wiki

— Jezeli jest bezpieczna, to moze sie nia przejedziemy? — zaproponowal Bit.
— Kiedy$ musicie si¢ przejechaé, ale jeszcze nie dzisiaj — zaczat studzi¢ zapedy
dzieci tata. — Ta kolejka jest najwicksza i najszybsza w calym parku rozrywki.

Zeby do niej wsigs¢, trzeba mieé¢ ponad 140 cm wzrostu.

— Qjej, az tyle? Ja chyba nigdy nie bede taka wysoka —
zasmucita sie Beta.

— Na pewno bedziesz, przeciez dzieci caly czas rosna! —
dodawal siostrze otuchy Bit, pocieszajac jednoczesnie
samego siebie.

— Ale kiedy my bedziemy tacy wysocy? Chyba za sto lat —
odpowiedziata w dalszym ciggu zmartwiona Beta.

— Znacznie szybciej. Przeciez wy ro$niecie w oczach —
wtracil sie tata. — A kiedy to bedzie? To oczywiscie
mozna oszacowaé! Moze pojdziemy na lody i razem
policzymy, kiedy przerosniecie 140 cm?

— Tak! — dwojka szkrabow wykrzyczala te odpowiedz.

— Swietny pomyst, bardzo chcemy! — rozesmiali sie

i tajemnica pozostalo, czy bardziej chcieli postuchac,
kiedy wystarczajaco urosna, czy bardziej mieli ochote na
lody:.

Rozsiedli sie wokot matego stoliczka. Tata roztozyt na nim
duza serwetke, a z kieszeni wyciagnal otéwek.

— Zacznijmy od tego, ze nawet dzieci w tym samym wieku
maja roézny wzrost — rozpoczal bez zadnego wstepu. —

Ale okazuje sie, ze tym wzrostem rzadza pewne reguly.
Zobaczcie. — Tata przerwal na chwile, aby narysowaé jakis
wykres.

1/4 0séb
w wieku 6 lat

1/2 oséb
w wieku 6 lat
°

1/4 os6b
w wieku 6 lat

It
.
.

| | | | |
110 112 114 116 118 120 122 124 126 128 130 132 134
wzrost [cm]

Wyobrazcie sobie, ze wybieramy 100 szesciolatkow,

w identycznym wieku, kazdy z nich ma dzisiaj szoste
urodziny. A teraz mierzymy ich wzrost i rysujemy go

na wykresie. W wyniku otrzymaliby$my mniej wiccej
taki kapelusz. Kazda kropka to jedno dziecko, a im
bardziej kropka jest na prawo, tym dziecko jest wyzsze.
Najbardziej typowy jest przedziatl wzrostu od 119 cm do
125 cm — tata oznaczyt ten przedziat dwiema pionowymi
kreskami. — Jesli policzycie kropki w tym prostokacie, to
okaze sig, ze taki wzrost ma 52 dzieci, czyli okoto polowy.
Jedna czwarta dzieci ma mniej niz 119 cm wzrostu i jedna
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czwarta ma wiecej niz 125 cm wzrostu. Wsréd tych
100 dzieci moglby znalezé sie i kto§ wyjatkowo niski
jak na szesciolatka, np. o wzroscie 110 cm, ale tez ktos
wyjatkowo wysoki, na przyktad o wzroscie 134 cm.

— A ja ile mam wzrostu? — zapytala Beta, przerywajac
paltaszowanie lodow.

— Jestes wysoka jak na swoj wiek. Masz okoto 125 cm
wzrostu — odpowiedzial tata, stukajac otowkiem w jedng
z kropek. Czyzby ta kropka byla Beta? — Jak widzicie,
wérod dzieci w waszym wieku prawie niemozliwe jest
znalezienie kogos o wzroscie 140 cm lub wyzszym. Nawet
gdyby wzigé wszystkich szesciolatkow z calej szkoty, to
raczej nie znajdzie sie zaden, ktory bytby wystarczajaco
wysoki, by pojechaé¢ ta kolejka gorska.

— A ile bedziemy mieé¢ wzrostu za rok? Albo za dwa lata?
— Beta lubila patrzeé¢ na wykresy i miata nadzieje, ze
pojawi sie kolejny. Co prawda jeszcze nie zawsze od razu
wiedziata, jak je czytaé, ale po kilku probach najczesciej
udawalo jej sie je rozszyfrowaé. Wykres kapeluszowy
wciagnal ja bardziej niz lody bananowe.

1/4 oséb
w wieku 8 lat

1/2 0s6b
w wieku 8 lat

1/4 0s6b
w wieku 8 lat

| | | | | | | | | | | | |
118 120 122 124 126 128 130 132 134 136 138 140 142 144 146 148
wzrost [cm]

— Zobaczmy! Narysuje wam, jak wyglada wykres wzrostu
dzieci starszych o dwa lata. Ponownie wybieramy 100
przyktadowych dzieci w wieku o$miu lat, wszystkie maja
urodziny doktadnie dzisiaj — tata potrzebowal wiecej
serwetek. Na szczescie na sasiednich stolikach byto ich
catkiem sporo. — Ten wykres jest zbudowany w ten

sam sposob co poprzedni, tez przedstawia wzrost 100
przyktadowych dzieci, ale tym razem w wieku o§miu lat.
Przez te dwa lata dzieci sporo rosna, srednio okoto 5 cm
na rok, cho¢ nie kazde dziecko urosnie tyle samo. Niskie
dzieci rosng zazwyczaj ciut mniej, a wysokie ciut wiecej.
Kolorem zaznaczytem te dzieci, ktére maja co najmniej
140 cm wzrostu. Wérod 100 oémiolatkéow znajdzie sie
okoto 13 dzieci, ktore sa wystarczajaco wysokie, zeby



wejs¢ na te diabelska kolejke. Ale wiekszo$¢ dzieci w tym
wieku bedzie wciaz zbyt niska.

Beta patrzyla z szeroko otwartymi oczami. — To ja za dwa
lata jeszcze nie bede mogla przejechaé sie ta kolejka? —
zapytalta ze smutkiem.

— Za dwa lata jeszcze nie. Ale zobaczmy, jak wyglada
sytuacja dla dzieci w wieku dziesieciu lat. Kolejne dwa
lata to kolejne centymetry wzrostu — potrzebna byta
nastepna serwetka. W ruch ponownie poszty otdéwek

i kredka. — Tak wyglada wzrost przyktadowych 100 dzieci
w wieku dziesieciu lat. W tym wieku juz wiekszosé dzieci
ma wzrost przekraczajacy 140 cm. Jeszcze nie wszystkie,
ale juz zdecydowanie wiecej niz potowa. Zobaczcie, ile
tutaj jest kolorowych kropek.

1/4 oséb
w wieku 10 lat

1/2 os6b
w wieku 10 lat

1/4 os6b
w wieku 10 lat

I I I I I I I I I I I I I I
128 130 132 134 136 138 140 142 144 146 148 150 152 154 156 158 160
wzrost [cm)]

— Ale ktora z tych kropek jestem ja? — zapytala Beta. —
Kolorowa czy czarna? Czy jak ktos jest wysoki, to zawsze
bedzie wysoki, czy to sie moze zmieni¢?

— Teraz porownujemy wzrost do rowiesnikéw — wyjasnit
tata. — To, czy sie jest wysokim czy niskim, moze sie
zmieni¢. Ale zmienia sie dosy¢ rzadko i raczej nie zmienia
sie o wiele. Na nasze potrzeby mozemy zalozy¢, ze jezeli
w wieku szesciu lat jestes 25. kropka od prawej strony

na wykresie dla szesciolatkow (kropki od prawej strony
odpowiadaja najwyzszym dzieciom), to w p6Zniejszym
wieku tez tak bedzie i tez bedziesz 25. kropka od prawej
strony, na wykresie dla o$mio- czy dziesieciolatkow.

A wiec wiedzac, jak wysoka jestes szesciolatks, mozna
przewidzie¢, jak wysoka bedziesz o§miolatka.

Pokaze wam teraz taki specjalny wykres, ktory zbiera
informacje o wzroscie w kolejnych latach zycia. Widaé
na nim, jak z wiekiem zmienia sie wzrost réznych kropek.

165

$redni wzrost (cm)
e
R T T N S I
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(==}

6 7 8 9 10 11 12
urodziny (lata)

Wszystkich 100 kropek nie zaznaczymy, bo bytby to
wielki batagan, ale na poczatek wezmy srodkowsa kropke

i zobaczmy, jaki ma ona wzrost w kolejnych latach. Ta
nasza kropka rosnie caly czas, ale zeby byto tatwiej czytaé
wykres, zaznaczymy jej wzrost tylko w chwilach kolejnych
urodzin: szostych, siodmych, 6smych i tak dalej. Srodkowa
kropka jest tez o tyle ciekawa, ze polowa dzieci jest od

13

niej wyzsza, a potowa nizsza. Taka srodkowa warto$¢ ma
nawet wlasna nazwe pochodzaca z taciny — nazywa sie
mediana.

— Mediana — powtorzyli Beta i Bit, aby zapamieta¢ to
stowo.

— Gdyby zaznaczaé, jaki jest wzrost srodkowej kropki

w dniach kolejnych urodzin, mieliby$Smy taki wykres.
Kolejne kropki oznaczaja wzrost w wieku szesciu, siedmiu,
oémiu i nastepnych lat. Na pionowej osi mozna odczytaé,
jaki wzrost ma $§rodkowa kropka. Dla szesciolatka jest to
122 cm, dla o$miolatka to juz 132 cm, dla dziesieciolatka
— 144 cm, a dla dwunastolatka to 157 cm. Mozemy

stad odczytaé¢, ze w wieku okoto dziewieciu i pot roku
srodkowa kropka osiagnie okoto 140 cm wzrostu. A wiec
wiemy, kiedy bedzie wystarczajaco wysoka na te kolejke!
— A czy my jestesmy wtasnie tg srodkowsa kropka? —
zapytali i Beta i Bit.

— Nie — odpowiedzial tata. — Zeby zobaczy¢, jak sie bedzie
zmienial wasz wzrost, musimy dorysowaé tutaj jeszcze
kilka kresek.

urodziny (lata)

Bicie, ty jeste$ drobny, twoj wzrost odpowiada mniej
wiecej 25. kropce od lewej strony. Beta jak na swoj wiek
jest wysoka, jej wzrost to w przyblizeniu 25. kropka

od prawej strony. Wérod dorostych to mezezyzni sa
zazwyczaj wyzsi niz kobiety, ale w waszym wieku te
réznice sa bardzo mate. Mozemy zatozy¢, ze chtopcy maja
podobny wzrost jak dziewczynki. Zaznaczmy, jak zmienia
sie wzrost odpowiadajgcych wam kropek.

Na wykresie zaznaczylem przerywanymi liniami to, jak
bedzie sie prawdopodobnie zmienial wasz wzrost. Réznica
wzrostu jest mniej wiecej taka sama. Rosniecie o okolo

5 cm na rok. Ta kolorowa przerywana linia oznacza

140 cm. Znajdujac przeciecie waszych linii z ciagla linia
kolorowa, mozemy odczytaé, kiedy bedziecie mieli 140 cm
wzrostu.

— Kiedy, kiedy bedziemy mieli? — zawolali Beta i Bit.

— Beta bedzie mogta jezdzi¢ na tej kolejce na kilka
miesiecy przed dziewiatymi urodzinami. Bit poczeka

na to poéttora roku dtuzej, najprawdopodobniej mogtby
pojechaé kilka miesiecy po dziesiatych urodzinach.

O, widze, ze juz skoniczyliscie wasze lody. To moze teraz
pojdziemy na pokaz delfin6w w akwarium, a na te kolejke
wrocimy za jakies. .. trzy lata?

Matq Delte przygotowat Przemystaw BIECEK



Rys. 1. Sposo6b zestawienia elementéw
silnika; 1 — bateria typu ,paluszek”,

2, 3 — walcowe magnesy neodymowe,
4 — folia aluminiowa, N, S — bieguny
magnesow.

Jeden ze zbudowanych silnikow.

J

| S i
F I P

Rys. 2. Wyja$nienie zasady dzialania
silnika; B — indukcja pola magnetycznego,
I — natezenie pradu, F — sila
elektrodynamiczna, N, S — bieguny
magnesow.

Gdy do baterii przyltozone zostana
poéinocne bieguny magneséw N (czyli
odwrotnie niz na rysunku), albo gdy
dodatni biegun baterii znajdzie si¢ po
lewej stronie, bateria potoczy si¢

w przeciwnym kierunku.

*Wydzial Fizyki i Informatyki Stosowanej,
Uniwersytet Lodzki

Rewelacyjnie prosty silnik elektryczny
Stanistaw BEDNAREK

Czytelnicy Delty zapewne pamietaja serie artykuléw o bardzo prostych

i pomystowych silnikach elektrycznych. Najprostszy z nich sktadat sie z matego
magnesu, baterii, kawalka drutu i gwozdzia (Delta 1/2012). Ktos$ powiedziatby, ze
juz prosciej sie nie da, a jednak! Dzi$§ zachecamy do zbudowania i eksperymentow
z zadziwiajaco prostym silnikiem elektrycznym, ktory nie tylko bedzie wykonywal
ruch obrotowy, ale réwniez sie toczyt.

Do zbudowania silnika potrzebne beda: kawalek folii aluminiowej o rozmiarach

okoto 10 x 20 cm, okragla bateria typu ,paluszek” (najlepiej alkaliczna i jeszcze
nieuzywana) oraz dwa magnesy neodymowe w ksztalcie walca o srednicy

nieco wickszej niz §rednica baterii i dtugosci 10-15 mm. Magnesy mozna kupié

w sklepach z artykutami elektronicznymi (lub przez internet) — ich cena wynosi
kilka ztotych za sztuke.

Zeby zbudowac, a wlasciwie zestawic¢ nasz silnik, wystarczy przylozy¢ plaskie
$ciany magneséw do obu koricow baterii i umiesci¢ ja na kawatku folii, lezacej

na poziomej powierzchni (rys. 1). Dla prawidlowego dzialania silnika nalezy
spetni¢ dwa warunki: magnesy musza by¢ skierowane do baterii biegunami
jednoimiennymi i przylozone do niej wspotosiowo. Zeby spehi¢ pierwszy warunek,
przed przylozeniem magneséw zblizamy je ptaskimi stronami i sprawdzamy, czy
sie odpychaja. Dla spelnienia drugiego warunku sprawdzamy wzrokowo, czy

brzeg kazdego z magneséow wystaje tyle samo poza brzeg baterii. Ponadto folia
powinna by¢ gtadka i leze¢ na doktadnie poziomej powierzchni z dala od wszelkich
przedmiotéw ferromagnetycznych.

Gdy tak przygotowana baterie z magnesami polozymy na folii, wowczas ze
zdumieniem zauwazymy, ze zaczyna sie ona toczy¢. Sprobujmy odpowiedzieé¢ na
pytanie, dlaczego tak sie dzieje i od czego zalezy kierunek tego ruchu? W tym
celu pomocny bedzie rysunek 2. Magnesy neodymowe pokryte sa ochronna
warstwa niklu, ktory dobrze przewodzi prad elektryczny. Folia aluminiowa,
chociaz w powietrzu pokrywa sie cienka warstewka tlenku, to réwniez jest nieztym
przewodnikiem. Magnesy neodymowe sa przyciggane do stalowej obudowy baterii
i kontaktuja sie z jej biegunami. Gdy polozymy baterie z magnesami na folii, to
wowczas zamknie sie obwod elektryczny i prad poptynie od dodatniego bieguna
baterii przez stykajacy sie z nim magnes i folie znajdujaca sie pod bateria do
magnesu, dotykajacego ujemnego bieguna baterii. Prad ten rozptywa sie po
powierzchni magnesow i folii. Jego gestosé jest jednak najwieksza wzdluz linii

o najmniejszym oporze elektrycznym. Dlatego z dobrym przyblizeniem mozna
przyjaé, ze przeptyw pradu odbywa sie radialnie przez magnesy do miejsc ich
kontaktu z folia. Poniewaz kierunek namagnesowania magnesow jest osiowy, to
plynacy w nich radialnie prad jest prostopadly do kierunku ich wektora indukcji
magnetycznej B.W tej sytuacji na magnesy dzialaja sity elektrodynamiczne

ﬁ, skierowane stycznie do podstawy walca. Sity te daja momenty sit wzgledem
punktow kontaktu magneséw z folia. Pod dzialaniem tych momentéw zachodzi
obrot magnesoéw wraz z bateria i ich toczenie sie po folii. Kierunek ruchu baterii
zalezy od wzajemnej orientacji przestrzennej biegunéw magnesow i baterii (rys. 2).

Sprobujemy teraz oszacowaé moment sit elektrodynamicznych, dziatajacych na
baterie oraz moc i sprawnos$é¢ naszego silnika. Sita elektrodynamiczna F' wyraza sie
wzorem

(1) F = BII,

w ktorym B oznacza indukcje pola magnetycznego, I — natezenie pradu,

a | — dlugosé przewodnika. Dla zastosowanych magneséw neodymowych wartosé B
zmierzono miernikiem hallotronowym, otrzymujac 0,22 T. Ze wzgledu na bardzo
maly opor warstwy niklu na magnesach i folii bateria pracuje praktycznie w stanie
zwarcia. W tej sytuacji natezenie pradu I mozna zmierzy¢ przytaczonym do niej
bezposrednio amperomierzem, ktérego opér réwniez pomijamy. Pomiar taki dat
wynik 4,6 A. Jako [ przyjeto promieri magnesu r wynoszacy 5mm, czyli 0,005 m.
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Stad obliczono F' = 5,1 - 1073 N. Jest to bardzo mata wartoé¢ — dla poréwnania
ciezar jednego kg to 9,81 N. Dlatego tez ruch naszego silnika zatrzymuje mate
nachylenie powierzchni, na ktorej lezy folia albo jej niewielkie nier6wnosci.
Calkowity moment sit elektrodynamicznych M, napedzajacy silnik obliczamy ze

wzoru
r T r

(2) M:Q/ldF:Q/lBIdl:2BI/ldl:BIr2.

Po podstawieniu wezesniej przyjetych wartosci ze wzoru (2) dostajemy

M =25-10"° Nm.

Poniewaz bateria z magnesami toczy sie, czyli jednocze$nie wykonuje ruch
obrotowy i postepowy, to obliczajac moc uzyteczng silnika P,, musimy uwzgledni¢
te dwa ruchy. Stad tez i ze znanych z podstaw mechaniki wzoréw piszemy wzor
(3) P?L =Fv+ MW,

gdzie symbol w we wzorze (3) oznacza predkosé katows baterii, ktora jest
zwigzana z jej predkoscia liniows zaleznoscia w = v/r. Zakladajac, ze ruch baterii
szybko staje sie jednostajny, predkos¢ liniowa v obliczono ze wzoru v = s/t.

Stad tez, po uprzednim zmierzeniu czasu jej ruchu ¢ na drodze s, otrzymano

v = 0,04 m/s. Po podstawieniu tej wartosci oraz warto$ci wezesniej obliczonych do
wzoru (3) uzyskano P, = 3 - 107" W. Moc dostarczona do silnika P; to moc pradu
elektrycznego ptynacego z baterii. Obliczymy ja ze wzoru P; = UI, w ktéorym

U to napiecie zmierzone na biegunach baterii i réwne w przyblizeniu jej sile
elektromotorycznej. Dla uzytej baterii U = 1,54 V. Uwzgledniajac ten wynik

oraz wczesniej zmierzong warto$¢ I, mamy Py = 7,1 W. Na koniec mozemy
obliczy¢ sprawnosé silnika n = P, /P,;. Po podstawieniu wczesniejszych wynikow
otrzymujemy 1 = 4,2 - 107° = 0,0042%. Jak widaé¢, sprawnoéé¢ naszego silnika

jest bardzo mata. Wiekszos¢ energii elektrycznej zamienia sie na ciepto, co tatwo
poczujemy wilasnymi palcami juz po kilkudziesieciu sekundach uzytkowania
silnika. Wniosek koiicowy jest taki, ze z powodu bardzo malej sprawnosci nasz
silnik chyba nie znajdzie praktycznego zastosowania, ale za to na pewno jest
fascynujaca zabawka edukacyjng.

Redaguje Urszula PASTWA

M 1513. Jednym z pierwiastkéw wielomianu w o wspétczynnikach catkowitych
jest liczba g, gdzie p i q sa wzglednie pierwszymi liczbami catkowitymi. Wykazag,
ze liczba w(1) jest podzielna przez p — gq.

Rozwiazanie na str. 2

M 1514. Kazda z liczb 1,2,3,...,10 zostala wpisana na dziesi¢ciu polach
szachownicy 10 x 10 w taki sposob, ze na kazdym polu jest doktadnie jedna liczba.
Wykazaé, ze istnieje wiersz lub kolumna tej szachownicy, w ktorej wystepuja co
najmniej 4 rézne liczby.

Rozwiazanie na str. 17

M 1515. Znalezé obwdd p trojkata o wysokosciach dtugosci 2, 31 4.
Rozwiazanie na str. 4

Przygotowat Michat NAWROCKI

F 917. Na powierzchni stotu stoi, szczelnie do niej przylegajac, potsferyczny
dzwon. Do dzwonu, poprzez otwor w jego wierzchotku, wlewana jest woda. Gdy
poziom wody dochodzi do otworu, woda unosi dzwon i zaczyna wyciekaé¢ dotem
spod dzwonu. Znalezé mase dzwonu, jezeli jego promieni wynosi R, a gesto$é¢ wody
wynosi d.

Rozwiazanie na str. 23

F 918. Dwie malerikie bariki mydlane o promieniach 7 i ro tacza sie w jedna
barike o promieniu r3. Przyjmujac, ze napiecie powierzchniowe btonki mydlanej
wynosi o, a temperatura 7T jest jednakowa dla wszystkich rozpatrywanych baniek
i rowna temperaturze otaczajacego powietrza, znalezé cisnienie atmosferyczne.
Rozwiazanie na str. 23
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Stabilnie czy dynamicznie?
Marek KORDOS

Gdy w potowie XIX wieku w matematyce pojawity sie dziwne twory,
w rodzaju funkeji ciagtych odcinka [0, 1] na odcinek [0, 1] w zadnym przedziale
niemonotonicznych, czy zadai majacych jednakowo poprawne, choé¢ sprzeczne

Paradoks Bertranda rozwiazania, jak paradoks Bertranda, potrzeba nadania matematyce jakiegos
Jakie jest prawdopodobienstwo, e jednoznacznego porzadku, znalezienia odpowiedzi na pytanie, jak mozna, a jak
losowo wybrana cieciwa okregu ma nie nalezy matematyki uprawiaé, stala sie naglaca.

dtugosé nie mniejszq od boku trojkata
réwnobocznego wpisanego w ten okrgg?
Luka w Elementach

I. Poniewaz kazdy kierunek cigciwy jest

Jednakowo prawdopodobny, wige dla Rozwiazanie, ktore na ponad stulecie dominowalo wéréd matematykow, powstalo
cigciw o ustalonym kierunku i o . K U
prawdopodobieristwo jest takie, jak dla w zwiazku ze znalezieniem przez Moritza Pascha przestanki, z ktorej przez ponad
wszystkich cigeiw, a wige dwa tysiace lat wszyscy uprawiajacy geometrie korzystali, a ktéra nie wynika

z postulatow zawartych w Elementach Euklidesa. Dzi§ przestanka ta jest znana
jako aksjomat Pascha i orzeka, ze

Jesli na pltaszczyinie prosta przecina jeden z bokow trdjkqta i nie przechodzi przez
zaden wierzchotek, to przecina ona jeszcze jeden z bokdw

(topologowie formutuja to jako prosta rozcina ptaszczyzne).

VAN
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Pasch stwierdzil, ze owo korzystanie z niesformutowanego zalozenia dowodzi,
iz matematycy czesto do przyjmowanych zatozen dodaja wiele swoich intuicji,

swne 1/2. . . : . - .
rowne 1/ i uznal, ze matematyke nalezy od tego rodzaju dowolnosci uwolni¢. Pierwsza
II. Poniewaz kazdy koniec cigciwy jest przymiarke do takiego doformutowania metodologii matematycznej zawarl
jednakowo prawdopodobny, wiec dla .. . .
cieciw o ustalonym korcu w wydanym w 1882 roku Vorlesungen tiber neue Geometrie (Wyklady nowej
prawdopodobienstwo jest takie, jak dla  gaometrii), gdzie przedstawil uscislona wersje Elementdw.

wszystkich cieciw, a wiec

Teoria formalna

Koncepcja Pascha trafita na podatny grunt, a przez Hilberta zostata
doprecyzowana i pod nazwa teoria formalna podniesiona do godnosci jedynie
stusznego sposobu uprawiania matematyki. A wyglada to tak.

Jakie$ znaczki, np. a, b, ¢, ... nazgywamy zmiennymi, wyrozniajac wérod nich

niektore, np. 0, 1, ..., i zmytkowo nazywajac je statymi.
réwne 1/3. Potem dotaczamy do nich inne znaczki, funktory, np. +, —, ..., wskazujac
IT1. Poniewas kazde polozenie srodka przy tym ich sposob wspoélzycia ze zmiennymi, np. a + b, —a i nazywajac
cigciwy jest jednakowo prawdopodobne, tak zrodzone potomstwo termami oraz zalecajac kazirodztwo, a wiec
:)Vr’stg(l;;;f;g‘;;’;;?}g;y?;;gd;:ﬁ dla traktowanie przez funktory terméw jak zmienne, ktore dla niepoznaki od
wszystkich cieciw, a wiec tego momentu tez termami nazywamy.

Nastepnie dotaczamy jeszcze inne znaczki, predykaty, np. =, L, ... réwniez je
instruujac, jak maja sobie z termami poczynaé, np. a+1=b+c,b Lc, ...,
tym razem potomstwo nazywajac formutami elementarnymi.

Spojniki logiczne tworza z nich formuly (juz bezprzymiotnikowe).

Zbior tak otrzymanych formut to jezyk.

Wystepujace w formulach zmienne wiazemy kwantyfikatorami dotad, az
niezwiazane pozostana, tylko stale — efektem sg zdania.

réwne 1/4. Zdania rozmnazaja sie przez paczkowanie za pomoca operacji konsekwencji Cn.

Zbior zdan, ktory juz paczkowaé nie moze, to wtasnie teoria.

Dla dowolnego zbioru zdan A oznaczmy przez Cn(A) =: T wszystko, co moze
z niego wypaczkowac. Dla tak otrzymanej teorii T zbior A jest aksjomatyka.

Dawid Hilbert wierzyl, ze w taki sposob (ewentualnie ,nieco” bardziej
skomplikowany — teorie wyzszych rzedéw) da sie opisa¢ wszystko, czym zajmuja
sic matematycy. Wierzyl do tego stopnia, ze nawet narzucil na przyzwoite teorie
formalne dodatkowe wymagania.

Zazadal mianowicie (a moze marzyl o tym), by taka teoria byta
e niesprzeczna (z dwoch zdan a i =« do teorii nalezy co najwyzej jedno);

e zupekna (z dwoch zdan « i —a do teorii nalezy co najmniej jedno);
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Za odrzuceniem hilbertowskiego
formalizmu przemawialy badania jego
zwolennikéw. Np. Thoralf Skolem

i Leopold Léwenheim wykazali, ze jesli
teoria ma model nieskoriczony, to ma
model dowolnej nieskonczonej mocy, co
wyklucza kategorycznosé. W Delcie
10/2016 zamiesciliSmy artykul Wojciecha
Czerwinskiego, gdzie wskazano trudnosci
z nierozstrzygalnoscia. Wielka stawe
zyskaly twierdzenia Kurta Gédla,

w szczegbdlnosci o niedowodliwosci
niesprzecznosci. Forcing Paula Cohena
byt chyba coupe de grdace dla badaczy tej
problematyki.

)
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Rozwigzanie zadania M 1514.
Niech w(i) oraz k(i) oznaczaja
odpowiednio liczbe wierszy i kolumn,
zawierajacych liczbe i dla i =1,2,...,10.
Poniewaz kazda z dziesieciu liczb i
umieszczonych w tablicy lezy na
skrzyzowaniu jednego z w(i) wierszy
z jedna z k(i) kolumn, to dla kazdego
spelniona jest nieréwno$é¢ w(i) - k(i) > 10.
W takim razie rowniez

w(i) + k(i)

2

wigc w(i) + k(i) > 6.

> Vw(i) - k@) = V10 > 3,

Rozwazmy zbiory
W ={(i,j) : 1 <1i,j < 10 oraz w wierszu j
wystepuje liczba i}

oraz

K ={(i,j) : 1 < 14,7 < 10 oraz w kolumnie j
wystepuje liczba i}.
Woéwcezas |W| + |K| > 10 - 6 = 60. Bez
straty ogo6lnosci przyjmijmy, ze |W| > 30
(przypadek |K| > 30 rozwaza si¢
analogicznie). Z zasady szufladkowej
Dirichleta wiemy, ze w takim razie dla
pewnego j zbiér W zawiera co najmniej
4 pary postaci (i,7), a to daje teze.

e kategoryczna (wszystkie jej modele sa izomorficzne, jednakowo zbudowane);

e rozstrzygalna (istnieje skoriczona procedura sprawdzajaca,
czy dane zdanie do teorii nalezy).

Dzi§ wiemy, ze zadna z interesujacych matematykow dziedzin takiej aksjomatyki
mie¢ nie moze i starania nad jej poszukiwaniem dla przynajmniej niektorych
dyscyplin zostaly zarzucone w latach 70. ubieglego stulecia. Jednak sam pomyst
jest na tyle elegancki i przystajacy do specyfiki informatyki, ze w jej ramach
podobne problemy bada sie nadal.

W matematyce w latach 30. XX wieku na taki sposoéb definiowania matematyki
przypuszczono zdecydowany atak. Atak ten wykorzystal pomyst, ktérego
precyzyjne sformutowanie byto o 10 lat starsze od koncepcji Pascha.

Wieza Babel

Juz w latach 30. XIX wieku Michel Chasles pisal: Dzis kazdy moze przyjsé,

wziqé jakgkolwiek prawde i poddaé jg rozmaitym ogolnym zasadom przeksztatcen;
otrzyma z niej nowe prawdy, inne lub ogdlniejsze; i te poddac bedzie mozna
podobnym operacjom; w ten sposéb mozliwe bedzie pomnozenie, prawie do
nieskonczonosci, liczby nowych prawd, wyprowadzonych z pierwszej [.. .| nie

musi juz byé geniuszem, kto chce dotozyc cegietke do gmachu geometrii. Ta
ponura opinia brala sie stad, ze coraz bardziej zasadnie podejrzewano, ze niektore
nowe teorie sg tylko tlumaczeniem na inny jezyk rzeczy znanych. Powstalo
zapotrzebowanie na sposoéb identyfikacji stwierdzen réznigcych sie jedynie
formalizmem, w jakim sa sformutowane.

Ale mozna bylo z mozliwosci postugiwania sie réznymi formalizmami wyciagnaé
pozytywne wnioski — przenoszenie rezultatéw z jednej dziedziny do drugiej
moglo pomagaé¢ w uprawianiu owej drugiej dziedziny. Duze wrazenie zrobit
Ubertragungsprinzip (ogolna zasada przenoszenia) Ludwiga Ottona Hessego.
Hesse wskazal, ze geometria rzutowa prostej (czyli prosta z homografiami)
przez rzut stereograficzny da sie przenie$¢ na stozkowa, a gdy znamy geometrie
rzutowq stozkowej, to mozemy to rozciagnaé na jej wnetrze, a to juz jest
geometria plaszczyzny Bolyaia—t.obaczewskiego. To sformutowanie moze
wydawacé si¢ metne nawet tym, ktorzy znaja osobiscie pojecia wystepujace

w poprzednim zdaniu. Wszelako na wielu matematykach zrobito ono wielkie
wrazenie. Julius Pliicker w swoim Neue Geometrie des Raumes gegrindet auf die
Betrachtung der Geraden Linie als Raumelement (Nowa geometria przestrzeni,
w ktorej proste sa rozwazane jako elementy) swobodnie wskazywal, ze proste
przestrzeni trojwymiarowej tworza rozmaitosé czterowymiarowa, ale moga tez
by¢ potraktowane jak szesciowymiarowa kwadryka, a wiec siedmiowymiarowa
geometria Bolyaia—T.obaczewskiego.

Te wszystkie oszatamiajace hiperbole intelektualne zostaly sprowadzone na ziemie
przez ucznia Pliickera, Felixa Kleina.

Program Erlangenski

Dwudziestotrzyletni Felix Klein, obejmujac w 1872 roku katedre matematyki

w Erlangen, sformutowal program badawczy, ktorego gtowna mysl polegata na
tym, ze dwa obiekty matematyczne nalezy uwazac¢ za tozsame, gdy maja te sama,
grupe automorfizmoéow, co oznacza, ze przeksztalcenia, ktore przeprowadzaja te
obiekty na nie same, maja takie same wtasnosci.

Jest to rewolucyjna zmiana sposobu patrzenia. Nie interesuje nas ,z czego” jest
zbudowany nasz obiekt, a jedynie to, jak moze sie sam na siebie przeksztaltcac.
Odpowiednikami twierdzen, czyli elementoéw teorii formalnej, w ujeciu Kleina
sa wlasnosci niezmiennikéw, czyli tych obiektow, ktore podczas przeksztalcen
z grupy automorfizmoéw pozostaja niezmienne.

Przyktadem niezmiennikéw mogg by¢ znane figury: kwadrat, koto, ktére nie
zmieniaja sie podczas podobienistw (tak! — kwadrat przy podobieristwie pozostaje
kwadratem, a kolo kolem).
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Program erlangenski wedle kursu
geometrii analitycznej AD 1958

Grupy przeksztalcen R" uporzadkowane
przez relacje zawierania tworza krate. Ma
ona element najmniejszy — grupe
trywialng {Id}, i element najwickszy —
grupe bijekcji. Mozna si¢ temu przygladac
np. dla naturalnego dla nas n = 3.

Oznaczmy niezmienniki grupy G

przez Ng. Gdy zachodzi Gi1 C G2, mamy
Ng, 2 Ng,. Zatem geometria
(traktowana po kleinowsku) wyznaczona
przez grupe G jest bardziej szczegdlowa
od geometrii wyznaczonej przez grupe Ga,
ma wiecej poje¢ i wiecej twierdzen. Np.
geometrig wyznaczong przez grupe
trywialng postuguja sie w swych pracach
geografowie. Inzynierowie uzywaja
geometrii bardziej szczegdlowej od
geometrii wyznaczonej przez grupe
izometrii, gdyz srubka lewoskretna jest
izometryczna (przystajaca) do srubki
prawoskretnej, a zamieni¢ ich przy
montazu si¢ nie da. Nie bardzo wiadomo,
kto mialby sie postugiwaé geometrig dana
przez grupe izometrii. Wiadomo
natomiast, kto postuguje si¢ geometria
dana przez grupe podobienstw — takiej
geometrii uczy si¢ w szkole (patrz
przytoczony przyklad kwadratu czy kota).
Pojecia takie, jak graniastostup czy
ostrostup, pojawiaja si¢ juz w geometrii
afinicznej (przeksztalcenia afiniczne to te
bijekcje, ktére zachowuja proste). Tamze
mamy juz twierdzenia Menelaosa i Cevy.

Warto zwréci¢ uwage na fakt, ze istotnie
jest to krata, a nie porzadek liniowy.
Geometria dana przez podobienstwa

i geometria dana przez grupe generowana
przez symetrie sko$ne nie sa
poréwnywalne: pierwsza z nich nie
zachowuje objetosci figur, a druga
zachowuje. Z kolei pierwsza zachowuje
katy, a druga nie. Ich grupy
automorfizméw nie sa wiec polaczone
relacja zawierania, ale obie zawiera grupa
przeksztalcen afinicznych (te zachowuja
stosunek objetosci, jak i one) i obie
zawieraja grupe izometrii.

(Objasnienie: symetria sko$na dana jest
przez plaszczyzne w i nieréwnolegta do
niej prosta K w nastepujacy sposob:
przez punkt P i jego obraz P’ przechodzi
prosta réwnolegta do k, a $srodek PP’ lezy
na m; gdy K L m, otrzymujemy zwykla
symetrig).

Wada takiego zredukowanego podejscia
jest mozliwo$¢ rozpatrywania tylko teorii
operujacych na tym samym zbiorze, co
w przypadku prob pisania o zwigzku
geometrii afinicznej i rzutowej na ogot
wowczas prowadzito, delikatnie méwiac,
do niescistosci.

Od razu widaé¢ potencjalna przewage metody Kleina nad teoria formalng: zar6wno
niezmiennikow, jak tez ich wtasnosci moze by¢ nieprzeliczalnie wiele, podczas

gdy teoria formalna ledwie sie do przeliczalnosci zbliza (znéow odsylam do
wspomnianego na marginesie artykutu w Delcie 10/2016).

Ale tym, co jeszcze mocniej zawazyto na sukcesach tego podejscia, byta mozliwosé
uzyskiwania ,za frajer” twierdzen jakiejs teorii, gdy istnialy stosowne twierdzenia
teorii innej.

Oto dwa przyklady prac pokazujacych natychmiast uzyskane tego rodzaju zyski.
Felix Klein, Vorlesungen tber das Ikosaeder und die Auflésung

der Gleichungen von fiiften Gerade

(Wyklady o dwudziestoscianie i rozwiazywaniu rownan piatego stopnia)

Sophus Lie, Uber Complexe, inbesonders Linien und Kugelcompleze,

mit Anwendungen auf die Theorie partielle Differentialgleichungen

(O liczbach zespolonych, a w szczegblnosci prostych i stozkach zespolonych,

z ich zastosowaniem w teorii réwnarn rézniczkowych czastkowych)

Rysujace sie tutaj mozliwosci byty wykorzystywane jednak tylko przez nieliczna
grupe matematykow. Na przyktad ja, zaczynajac studia 58 lat temu, bytem

z pomystem Kleina zapoznawany jedynie poprzez jego zastosowanie do klasyfikacji
roznych geometrii zwyktej ptaszczyzny, o czym pisze na marginesie.

Ale tak bylo do czasu.

Rewolucja bourbakistowska

Pewnego dnia w obfitujacym w wydarzenia nie tylko matematyczne 1933 roku
na Sorbonie wyklad wyglosil nieznany i zamaskowany jakoby-profesor Nicolas
Bourbaki i wezwal $wiatowa spoteczno$é matematycznag do porzucenia
skostniatej matematyki wywodzacej sie z metody aksjomatycznej i bazujacej

na inspiracjach zaczerpywanych z fizyki. W zamian proponowat dostrzezenie, iz
znakomite rezultaty uzyskujemy, obserwujac dynamiczne zmiany, bo modyfikacja
obserwowanych obiektow dostarcza nam wiecej o nich informacji, tak, jak
obserwacja pedzacych rumakoéw wiecej o nich nam powie niz wizyta w stajni.

Grupa matematykow ukrywajaca sie zbiorowo pod pseudonimem Bourbaki
zaproponowata przeredagowanie matematyki na kleinowski sposoéb, publikujac
ponad 40 monografii obejmujacych prawie wszystkie dziedziny matematyki.
Czlonkowie zas tej grupy swoimi wynikami dokumentowali, iz obrana przez nich
metoda przynosi obfite owoce.

Jednak przeredagowywanie matematyki to robota niebagatelna i napotykajaca
wiele oporéw. Spory na temat tego, w ktora strone matematyke poprowadzic,
byty bardzo ostre, niemal krwawe. W Polsce przesilenie nastapito w latach 60.
XX wieku. Bourbakizm zwyciezyt i dzi§, gdy mineto juz poét wieku, slady po
tej konfrontacji mozna odkryé¢, poréwnujac programy studiéw z moich czasoéw
z dzisiejszymi.

Ewentualnych archeologéw zainteresowanych problemem moge odestaé do
wtornej ksiazki Nicolasa Bourbakiego Elementy historii matematyki, gdzie hejtu
na formalistow nazbierane jest niemalo (ale ja tego cytowaé nie bede, bo to
rzecz obrzydliwa, zwtaszcza u ludzi stwarzajacych podejrzenie, ze intelekt maja
niezerowy).

Istnieje, oczywiscie, takze teoria obstugujaca technike kleinowska, tak jak logika
obstugiwata (a w informatyce nadal obstuguje) formalizm. To stworzona przez
Samuela Eilenberga i Saundersa Mac Laine’a teoria kategorii, badajaca obiekty
i ich morfizmy, cokolwiek by to oznaczalo.

Ale sukcesow dynamicznej metodzie badan matematycznych odmowié nie sposob:
choéby klasyfikacja rozmaitosci Grigorija Perelmana powstala z badan nad ich
transformacjami w potokach Ricciego.
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Naukowa praséwka

Proba trzymania reki na pulsie” wiadomosci genetycznych w tych dniach

i miesiacach konczy sie dla zajetego cztowieka niepowodzeniem, nawet jezeli
bra¢ pod uwage tylko najwazniejsze wiadomosci z najwazniejszej prasy
naukowej. Zeby da¢ Czytelnikowi wyobrazenie, jak wielki jest zakres tych
wiadomogci — pare przyktadow.

* Podjeto analize tacznego mikrobiomu ludnosci w Rio przed, w trakcie

i po Olimpiadzie. Mikrobiom: zestaw mikrobéw towarzyszacych cztowiekowi
na zewnatrz i wewnatrz ciata. Ciekawa bytabym, co wyszto z tych kontaktow
z ,,obcymi”.

* Rodzice dziecka chorego na bardzo ciezka, dotychczas nieuleczalna,
chorobe genetyczna, mukopolisacharydoze 11T (brak enzymu trawiacego
dtugotaricuchowe weglowodany) zebrali 1,8 mln dolar6w na badania, po tym,
gdy dowiedzieli sie o obiecujacych wynikach eksperymentéw na myszach.

* W Japonii oznaczono sekwencje nukleotydows genomu niesporczaka
Ramazzottius varieornatus, nalezacego do grupy malutkich milimetrowych
bezkregowcdw, czesto odpornych na wiele stresowych warunkéw. W tym
genomie odkryto geny kodujace biatka wplywajace na metabolizm komorki
w warunkach stresowych (ci$nienie, odwodnienie). Biatko Dsup spowalnia
proces degradacji DNA przez promieniowanie rentgenowskie, réwniez wtedy,
gdy sie je wprowadzi do innych komoérek eukariotycznych. Powyzsze badania,
pisza odkrywcy, maja znaczenie dla projektowania podrézy w kosmos.
Wtasnie obejrzatam krotkometrazowy film Pani Agnieszki Elbanowskiej
,Pierwszy Polak na Marsie” (2016). FilmPolski.pl tak o tym pisze:

W galaktyce Drogi Mlecznej, na trzeciej od Storica planecie Uktadu
Stonecznego, na szerokosci geograficznej 51 stopni 17 minut potnocney,
dtugosci geograficznej 18 stopmi 10 minut wschodniej, Kazimierz, lat 68,
montuje radioteleskop do tgcznosci z kosmosem. Doktadnie w tej samej
czasoprzestrzeni rozpoczyna sie walka o udziat w historycznej misji Mars
One. Kazimierz ma szanse stac sie jednym z pierwszych kolonizatorow Marsa.
Nagpierw jednak musi pokonaé okoto trzech tysiecy kandydatow. .. Film
opowiada o pieknej aktywnosci Pana Kazimierza, ktory pokonuje 2 rundy
eliminacji i laduje w grupie ,rezerwowych”.

* Na dorocznej liscie 35 swiatowych innowatoréw z réznych dziedzin

i specjalnosci znalezli sie: Evan Macosko, ktory wynalazt metode badania
kolejno, po jednej, tysiecy komorek i oceniania ich zdolnosci wypelniania
okreslonej instrukeji genetycznej, Kelly Gardner, ktory zaproponowat test
mierzacy stezenie okreslonych biatek w pojedynczych komoérkach, Sonia
Vallabh, ktora badata choroby prionowe, uzyskujac dane prowadzace do
metod ich wyleczenia. Polskich innowatoréw na tej liScie nie wykrytam.

* Stosujac znana metode elektroporacji, przeniesiono uktad CRISPR/cas9
wzbogacony o element wybranego genu do komorek jajowych (oocytow)
$wini. Elektroporacja polega na przyltozeniu do zawieszonych w plynie
komorek krotkotrwatego, wysokonapieciowego impulsu elektrycznego,

co czyni btone komoérkows chwilowo przenikalng dla duzych czasteczek.
Uktad CRISPR pozwala na precyzyjne i wysokowydajne przeniesienie

i/lub modyfikacje wybranego genu w wybranej komérce od bakterii do
cztowieka. W opisywanym doswiadczeniu uzyskano oczekiwany wynik

z 90% wydajnoscig. Sprawdzono, ze taka modyfikacje genetyczng dziedziczg
komorki potomne. Trwa wojna $wiatowa o patenty metody CRISPR,

a jednoczesnie o kolejna Nagrode Nobla. Patent na CRISPR w stosunku do
roslin wlasnie uzyskaty razem firma Bayer i Monsanto.

Dziwny jest ten swiat.
Magdalena FIKUS
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Bohater ,Przedwiosnia” Stefana
Zeromskiego majac napisac¢ rozprawe
o stoniu, napisal ,,Ston a Polska”.

Seks a informatyka

Czy juz naprawde nawet w Delcie musi by¢é o seksie? Sytuacja wyglada troche jak
rozprawa ,,Stoii a Polska”, przy czym w XIX wieku niektorym wszystko kojarzyto
sie ze sprawa polska, a teraz z czyms nieco innym. Zaniepokojonych Czytelnikow
spieszymy uspokoié, ze rzeczy nie maja sie az tak zle, bo artykut naprawde
dotyczy rozmnazania plciowego i informatyki.

Zacznijmy jednak od poczatku. Obserwujac przyrode, zauwazamy, ze istnieja

w zasadzie dwa konkurencyjne sposoby pomnazania osobnikéw danego gatunku:
rozmnazanie bezptciowe oraz rozmnazanie ptciowe. Nietrudno jednak zauwazyc¢,
ze organizmy bardziej skomplikowane, czy tez mozna powiedzie¢ zaawansowane,
stosuja zazwyczaj metode rozmnazania ptciowego, wiec logiczne bytoby
wnioskowanie, ze jest ono w pewnym sensie lepsze.

Przyjrzyjmy sie tym dwoém taktykom i zobaczmy, ze mozna je zinterpretowaé

w kontekscie informatyki. Ewolucje sama w sobie mozemy bowiem traktowaé jako
obliczenie. Obliczenie to przeszukuje pewien zbior obiektéw i poszukuje takiego

o najwyzszej funkcji celu. Mozna, upraszczajac, powiedzieé, ze w biologii zbior
ten to zbior potencjalnych osobnikéw danego gatunku, a funkcja celu to miara
przystosowania osobnika do srodowiska.

W przypadku rozmnazania bezptciowego poszukiwanie zaczyna sie od

pewnego ustalonego obiektu i modyfikuje go nieznacznie (przez mutacje). Jesli
zmodyfikowany obiekt ma wiecksza funkcje celu, to presja ewolucyjna powoduje,
ze wlasnie tego obiektu i jemu podobnych bedzie z czasem coraz wiecej. Trwa to
do momentu, gdy w populacji dominowaé¢ beda osobniki, ktérych wlasciwie nie
da sie poprawi¢ przez mutacje. To odpowiadatoby w informatyce przeszukiwaniu
przestrzeni stanéw w poszukiwaniu optimum lokalnego, tzn. przegladaniu sasiadow
danego obiektu, poréwnywaniu funkcji celu i jesli ta jest wieksza u sgsiada, to
przeskakiwaniu do niego. Taki algorytm nie daje jeszcze dobrych rezultatow,

ale jego stosunkowo niewielka modyfikacja juz tak. Symulowane wyzarzanie
pozwala na przeskakiwanie do sgsiadéow o gorszej funkcji celu z pewnym
prawdopodobieristwem (malejacym z czasem oraz z rosnaca réznica miedzy
obiektami).

Rozmnazanie pltciowe tez stosunkowo latwo zinterpretowaé jako obliczenie.
Powstalo wiele algorytmow genetycznych stosujacych schemat wziety zywcem

z ewolucji organizméw rozmnazajacych sie plciowo. Dziataja one nastepujaco.
Najpierw losowana jest pewna pula obiektdw, jest to pierwsze pokolenie.
Nastepnie w petli realizowana jest procedura: (1) wybierz z populacji pewien
odsetek obiektoéw o najlepszych wynikach, pozostate usun; (2) wylosuj z populacji
dwa obiekty i skrzyzuj je, powtorz to tyle razy, ile ma by¢ obiektow w nowym

pokoleniu; (3) kazdy z obiektéw w nowym pokoleniu Odpowiedz jest zupelnie zadziwiajaca! A co, jesli ewolucja
troche zmodyfikuj z pewnym prawdopodobienstwem w biologii ma co innego na celu niz algorytmy ewolucyjne

(odpowiednik mutacji); (4) usuni obiekty ze starego w informatyce? Algorytm genetyczny dazy do znalezienia

pokolenia. obiektu o najlepszym wyniku. Wielu sadzi, ze ewolucja

Wydawaltoby sie, ze podobnie jak w przyrodzie, tak

i w informatyce algorytmy genetyczne powinny dziala¢
duzo lepiej niz algorytmy lokalnego przeszukiwania. I tu
niespodzianka! Christos Papadimitriou, znana postaé
wspolczesnej informatyki, twierdzi, ze w praktycznych
zastosowaniach lokalne wyszukiwanie, a w szczegolnosci
symulowane wyzarzanie dziataja dobrze, podczas

gdy algorytmy genetyczne nie radza sobie. Niektorzy
naukowcy twierdza inaczej, nie bedziemy sie jednak
starali rozwiktaé¢ tej zagadki, tylko pojdziemy tropem
rozumowania Papadimitriou. A wiec pytanie brzmi

— dlaczego? Jak to mozliwe, zeby w biologii ten sam

ma na celu stworzenie najlepiej przystosowanego do
srodowiska super-osobnika. Po chwili zastanowienia
Czytelnicy zapewne zgodza sie, ze ten utarty poglad wcale
nie jest oczywisty. Super-osobnik bytby bowiem idealny
dla pewnego ustalonego srodowiska, ale mogtby nie by¢
odporny na jego zmiany. Co wiec wlasciwie optymalizuje
ewolucja? Wydaje sie, ze stara sie stworzy¢ jakas stabilna,
odporng populacje. Tylko co to konkretnie znaczy?

To juz zupelnie inna historia — i chyba jeszcze nie do
konca zrozumiana przez nauke. I pewnie jeszcze daleko
naukowcom (biologom, matematykom, informatykom),
zeby dobrze zrozumie¢, o co naprawde chodzi w ewolucji.

mechanizm dziatat dobrze, a w informatyce zle? Wojciech CZERWINSKI
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Informatyczny kacik olimpijski (100): Réwnowazno$é palindromiczna

c a b a b c c b

1 2 3 45 6 7 8

Rys. 1. W 8-literowym slowie

w = cababccb na pozycji 1 = 3 wystepuje
palindrom nieparzysty aba o dlugosci

2r + 1 = 3, gdyz w[2] = w[4] oraz

w[l] # w[5].

Rys. 2. Graf G odpowiadajacy slowu w.
Wierzcholki 2 i 4 sa w tej samej
sktadowej grafu G, za$ wierzchotki 115
sg poltaczone krawedzia ciagla.

2

RN

1 6

\/

3

W jubileuszowym odcinku kacika oméwimy zadanie Rownowaznosé
palindromiczna, ktore pojawito sie na Obozie Naukowo-Treningowym

im. A. Kreczmara w 2010 roku. Dwa stowa w i v o dlugosci n nazwiemy
réwnowaznymi palindromicznie, jesli dla kazdej pary liczb ¢ oraz j, takich ze

1 <@ < j < n, podstowo wli..j] ztozone z liter na pozycjach od i-tej do j-tej

jest palindromem wtedy i tylko wtedy, gdy palindromem jest podstowo vl[i..j]
ztozone z liter na tych samych pozycjach. Majac dane stowo w, nalezy wyznaczy¢
liczbe stow rownowaznych mu palindromicznie, zawierajacych litery z ustalonego
A-literowego alfabetu.

Rozwazmy pewien palindrom w[i — r..7 + 7] o nieparzystej dtugosci 2r + 1, ktorego
srodek jest na pozycji ¢ w stowie w, oraz ktoéry nie moze by¢ rozszerzony (tzn.

nie istnieje dluzszy palindrom o tym samym srodku). Zatem w stowie v takze
musi istnie¢ analogiczny palindrom, zatem musza by¢ spelnione réwnoscei liter

v[i — k] =v[i + k] dla 1 < k < r, oraz nieréwnos¢ v[i —r — 1] #v[i +r + 1].
Nietrudno si¢ przekonaé, ze zbior takich (nie)rownosci dla wszystkich pozycji i
(wraz z analogicznym zbiorem dla palindroméw o parzystej dtugosci) w pelni
opisuje warunki, jakie musi spetnia¢ stowo v, aby by¢ palindromicznie
rownowaznym stowu w (patrz rys. 1).

Zbior ten mozemy przedstawié jako graf G o wierzchotkach {1,2,...,n}
odpowiadajacych pozycjom w stowie v. Krawedz tgczaca dwa wierzchotki bedzie
przerywana, jesli odpowiadajace im pozycje w stowie musza mie¢ te sama litere,
lub ciagta, jesli musza mie¢ rozne litery. W ten sposob sprowadzimy nasze zadanie
do problemu kolorowania grafu: liczba stéw palindromicznie réwnowaznych

Rys. 3. Graf G po zastapieniu
sktadowych pojedynczymi wierzchotkami.
Liczba kolorowan tego grafu to

A(A —1)(A —2)2.

Niestety, nie znamy wielomianowego algorytmu dla
ogoblnego problemu zliczania kolorowan graféw, bedziemy
musieli wiec nieco blizej przyjrzeé sie szczegdlnej

postaci grafu z zadania. Na poczatek pozbedziemy

sie krawedzi przerywanych, scalajac taczone przez nie
wierzchotki. Powiemy, ze dwa wierzcholki ¢ oraz j naleza
do tej samej sktadowej w grafie G, jesli sa potaczone
przerywang Sciezka. Kazda sktadowa zastepujemy
pojedynczym wierzchotkiem (o numerze bedacym
najmniejszym numerem wierzchotka z tej sktadowej), do
ktorego wchodza wszystkie krawedzie ciagte poprzednio
wchodzace do wierzchotkéw tej sktadowe;j.

W tak uzyskanym grafie bedziemy zachtannie kolorowaé
wierzchotki w kolejnosci rosnacych numeréw. Zalézmy,
ze chcemy pokolorowaé¢ wierzchotek ¢ oraz ze jest on
potlaczony krawedziami ciggltymi z wierzchotkami

o mniejszych numerach ji, jo, ...
grafu, ktora umozliwi nam kolorowanie zachtanne jest

to, ze kazda para wierzchotkéw sposrod ji, jo, - .., Jk

jest réwniez potaczona krawedzia ciagla, czyli wszystkie
one muszqg mieé rézne kolory, zatem wierzchotek i
mozemy pokolorowaé¢ na A — k sposobow, niezaleznie od
kolorowania wierzchotkéw o mniejszych numerach (rys. 3).

, Jk- Kluczowa wlasnoscia

Dowod kluczowej wlasnosci jest nieco techniczny

i wymaga przyjrzeniu sie, jak moga by¢ potozone
palindromy w stowie w. Powiemy, ze dwa wierzchotki ¢
oraz j sa sgsiednie, jesli naleza do tej samej sktadowej,
i < j oraz nie istnieje k, ze t < k < j i k tez nalezy
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stowu w jest bowiem réwna liczbie kolorowarn grafu G przy pomocy A kolorow
(przy zachowaniu ograniczeri na wynikajacych z istnienia krawedzi ciagtych
i przerywanych; rys. 2).

do tej samej sktadowej. Dow6d mozna przeprowadzié,
udowadniajac nastepujace wlasnosci:

o Jesli 4, j sa sasiednie, to wi..j] jest palindromem.

o Jedli 4, j sa sasiednie, x < j oraz x i j sa polaczone
krawedzia ciagla, to x i 7 tez sa polaczone krawedzia
ciagla (wynika z tego, ze dla danej sktadowej wystarczy
rozwazaé krawedzie ciggle wchodzace do jednego
wierzchotka z tej sktadowej — tego o najmniejszym
numerze).

o Jedli z <y < jij jest wierzcholkiem o najmniejszym
numerze ze swojej sktadowej oraz = i j sa potaczone
krawedzia ciagla oraz y i j sa potaczone krawedzia
ciggla, to istnieje taki wierzcholek v’ ze sktadowej
wierzchotka y, ze x i y' sa tez polaczone krawedzia
ciagla.

Pozostaje oszacowaé efektywnosé powyzszego algorytmu.

Zbior (nie)rownosci konstruowanych na podstawie

stowa w, a ktore odpowiadaja krawedziom grafu G

moze mieé¢ rozmiar O(n?) i taka tez bedzie ztozonosé

czasowa i pamieciowa powyzszego algorytmu. Zauwazmy
jednak, ze nieréwnosci (czyli krawedzi cigglych) jest
jedynie O(n), pozostale to rownosci, czyli krawedzie
przerywane, stuzace do wyznaczenie sktadowych

grafu. Czytelnikom Dociekliwym polecamy zastanowic¢

sie, jak mozna wykorzysta¢ algorytm Manachera

znajdowania palindroméw w stowie, do zmniejszenia
liczby rozwazanych krawedzi przerywanych do liniowej.

Tomasz IDZIASZEK



Wyniki XXXIIT Ogoélnopolskiego Sejmiku Matematykéw, Szczyrk, 2—5 VI 2016

Konkurs polega na przedstawieniu
opracowania jednego z tematow
zaproponowanych przez Jury (wraz

z bibliografig) lub tematu wlasnego oraz
— w przypadku zakwalifikowania si¢

do finalu — krotkim, publicznym
zreferowaniu tego opracowania.

Sejmiki organizuje Pracownia
Matematyki i Informatyki

Patacu Mlodziezy w Katowicach

we wspotpracy z Uniwersytetem Slaskim;
www.spinor.edu.pl

Jury w skltadzie: prof. dr hab. Maciej Sablik — przewodniczacy Jury,

dr Marian Podhorodyniski — zastepca przewodniczacego Jury,

dr Anna Bien, dr Pawet Btaszczyk, dr Damian Briickner, dr Anna Brzeska,
dr hab. Wtodzimierz Fechner, dr Piotr Kalemba, dr Maria Kania-Btaszczyk,
dr Renata Kawa, dr hab. Janusz Morawiec, dr Barbara Przebieracz,

dr Jolanta Sobera, dr Anna Szczerba-Zubek,

postanowito przyznaé¢ nastepujace wyrdznienia:

I miejsce: Wojciech Wawrow z LO $w. Marii Magdaleny w Poznaniu za prace
Ultrafiltry i ich zastosowania, opiekun: mgr Adrian Michalowicz;

IT miejsce: Maciej Janus z I LO w Gliwicach za prace

W poszukiwaniu punktu Fermata,

opiekunowie: mgr Halina Husak, mgr Zbigniew Gawron,

oraz Hanna Mazurek z II LO w Zdunskiej Woli

za prace Ekstrema wielomiandw, opiekun: dr inz. Renata Dlugosz,
IIT miejsce: Milosz Dudek z I LO w Pszczynie za prace

Od Cezara do Enigmy — kryptologia, opiekun: mgr Joanna Szczurek,
oraz

Jakub Gajdecki z VIII LO w Katowicach za prace

Czworosciany w ujeciu olimpijskim,

opiekunowie: mgr Renata Suchanek, dr Lukasz Dawidowski.

W glosowaniu publicznosci na najlepsza prezentacje
nauczyciele nagrodzili Mitosza Dudka

oraz

Weronike Pawlowska z VIII LO w Katowicach za prace
Kilka stow o ktamstwie, czyli sofizmaty i paradoksy,
opiekun: mgr Renata Suchanek,

a uczniowie rowniez Weronike Pawlowska.

Protokoél posiedzenia Jury XXXVIII Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki

Protokot finalu XXXVIII Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki Jury
Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki w sktadzie: Antoni Leon Dawidowicz
— przewodniczacy jury, Krzysztof Chetminski, Andrzej Dabrowski, Marek Kordos,
Kamila Lyczek i Zdzistaw Pogoda po wystuchaniu w dniu 15 wrze$nia 2016 roku
prezentacji prac dopuszczonych do finatu, biorac pod uwage dobor tematow, tresé
prac i sposob ich przedstawienia, postanowito, co nastepuje:

e srebrne medale i nagrody w wysokosci 2000 zt otrzymuja prace
Przewodniki i pary maksymalne Lrukasza Kaminskiego
z XIV: Liceum Ogoélnoksztatcacego im. Stanistawa Staszica w Warszawie
oraz
Wielomiany z podtogami Adama Klukowskiego
z XIV: Liceum Ogolnoksztatcacego im. Stanistawa Staszica w Warszawie.
e brazowy medal i nagrode w wysokosci 1000 zl otrzymuje praca
O pewnej charakteryzacji réwnolegtoscianu Grzegorza Dtuzewskiego
z Gimnazjum i Liceum Akademickiego w Toruniu.

Opiekunowie prac: Leszek Sidz oraz Karol Kaszuba otrzymuja dyplomy honorowe.

Finalisci i opiekunowie prac otrzymuja réwniez nagrody rzeczowe ufundowane
przez: Wydawnictwa Uniwersytetu Warszawskiego, Wydawnictwo Demart,
Wydawnictwo Szkolne Omega, Wydawnictwo Aksjomat, czasopismo Delta.

(—) podpisy cztonkéw Jury

Prace nadsytane na Konkurs powinny by¢ samodzielnie przygotowanym przez ucznia opracowaniem, zawierajacym
nowe wyniki lub nowe tworcze ujecie tematu. Szczegotowy regulamin Konkursu znajduje sie na stronie
deltami.edu.pl. Termin nadsytania prac w kolejnej edycji Konkursu to 1 kwietnia 2017 roku.
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Kl b 4 4 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
u Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Termin nadsytania rozwiazan: 28 II 2017 .
Skroét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwoch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadno$cig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoiczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b,
ktore nadestaly rozwiazanie cho¢by jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji

(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktorejkolwiek z dwoch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytut
Weterana. Szczegélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢

na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 628, 629
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

628. Rura o promieniu r zakopana jest do polowy
w ziemi. Z jaka minimalna predkoscia powinna odbié¢ sie

Czotowka ligi zadaniowej Klub 44 M od ziemi zaba, ktora chce przeskoczy¢ przez te rure? :
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
721 (WT = 2,44) i 722 (WT = 1,32)
z numeru 5/2016

629. Kondensator natadowano do napiecia Uy i po odtaczeniu od Zrédla napiecia
podlaczono do niego opornik. W pewnym przedziale czasu na oporniku wydzielita

Pawel Kubit Krakow 46,53 . .. . . .

Grzegorz Karpowicz Wroclaw 44,00  Si¢ W postaci ciepla energia W7, a w nastepnym takim samym przedziale czasu
Piotr Kumor Olsztyn 41,91 energia Ws. Znalez¢ pojemnosé kondensatora.

Tomasz Wietecha Tarnéow 38,66

Franciszek S. Sikorski Warszawa 38,08 : s

M o VS 5776 Zadania z matematyki nr 731, 732

Zbigniew Skalik Wroctaw 36,43 . .

Witold Bednarek Lodz 3507 Redaguje Marcin E. KUCZMA

Roksana Stowik Knuréw 34,50

. ) L 731. Znalezé wszystkie funkcje f, okreslone na zbiorze wszystkich liczb
Jak miesigc temu: dwaj panowie mijaja R L. K K . K
linie mety, obaj nie pierwszy raz. rzeczywistych réznych od zera, przyjmujace wartosci w tym samym zbiorze,
Pawel Kubit — juz po raz szbsty; i speliajace réwnanie funkcyjne

Grzegorz Karpowicz — po raz drugi.
crm e fwy fz+y) = F@) + f()

® dla kazdej pary liczb x,y # 0 takiej, ze x +y # 0.
732. Ciag liczb naturalnych ag, a1, az, ... jest okre$lony wzorem rekurencyjnym:
an4+1 = 2% — 1; wyraz poczatkowy ag jest liczba pierwsza. Dowiedé¢, ze dla
— kazdego n réznica ap41 — 1 jest podzielna przez a,.
[

Zadanie 732 zaproponowal pan Tomasz Ordowski.

@

Rozwigzanie zadania F 917. Cisnienie p wywierane na st6! w momencie, gdy woda zaczyna
wycieka¢ dolem, wynosi dgR, a sila parcia na st6! wynosi F' = pS = wdgR>. Sila ta jest zarazem

. . . . . 3
réwna wspoélnej masie dzwonu i wody F' = mg + Eﬂ'ng .

Stad
L2 3
mg + %ng = wdgR

i ostatecznie

-]

Rozwigzanie zadania F 918. Przyjmujemy, ze calkowita masa powietrza nie zmienia sie przy
polaczeniu baniek, czyli msz = m1 + mao.

= *17 d RS
m L.
3 g

. i . pV . o . .
Zgodnie z rownaniem gazu doskonalego m = RT gdzie p to cis$nienie powietrza w barce,

4
V= EWRS objetosé banki, 4 — masa czasteczkowa powietrza.

20 20
Warunek rownowagi banki mozna zapisaé¢ jako p = pg + Ap = po + —, gdzie Ap = — to

r r
dodatkowe cisnienie pod sferyczng powierzchnig btonki o niewielkim promieniu 7, a po to ci$nienie
atmosferyczne.

. 4_.3
ST
Stad dla mas m1, ma, m3 mamy m; = (po + —) . STY:H (i =1, 2, 3). Korzystajac z tego, ze
T4 1

i
ms3 = mi1 + ma, dostajemy ostatecznie

”'é ’l — 7'5
Po = 203 3 3
ry +ry oy
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Prosto z nieba: Porzadny uklad planetarny

W czasach przed powstaniem wielkich programoéow
obserwacyjnych z uzyciem teleskopéw naziemnych

oraz specjalnych misji satelitarnych wiedze na temat
planet czerpaliSmy wylacznie z obserwacji Uktadu
Stonecznego. Badanie probki sktadajacej sie z jednego
przypadku pozwala odpowiedzie¢ jedynie na niektore
pytania o powstaniu, ewolucji i przysztosci uktadow
planetarnych. Na szcze$cie obecnie strumieri nowych
danych obserwacyjnych jest niezwykle szeroki — liczba
potwierdzonych planet pozastonecznych odkrytych przez
satelite Kepler siega 2500 przypadkow.

Kepler zostal wystrzelony w marcu 2009 roku. Od 2012 roku
przesladuje go pech zwigzany z awariami systemu zyroskopow i kot
zamachowych stuzacych do pozycjonowania w przestrzeni — dwa

z czterech przestaly dziata¢. W polowie unieruchomiony Kepler jest
jednak wciaz w stanie wykonywaé obserwacje w ograniczonym zakresie.

Wirod nich znajduja sie planety typu ziemskiego, otoczone
atmosferami, na powierzchni ktorych znajduje sie, by¢
moze, woda w stanie cieklym. Odlegtos¢ planety od
macierzystej gwiazdy ma tu kluczowe znaczenie — zbyt
blisko lub zbyt daleko od strefy zamieszkiwalnej (ekosfery)
oznacza zbyt wysokie lub zbyt niskie temperatury
niesprzyjajace istnieniu zycia typu ziemskiego.

W Uktadzie Stonecznym odleglosci planet od Storica
opisuje w przyblizeniu empiryczna regula Titiusa-Bodego,
natomiast, co zostalo sprawdzone na duzej probce

Niebo w grudniu

Astronomiczna zima rozpocznie sie 21 XII: odtad noce
w Polsce zaczng sie systematycznie skracaé, warto zatem
mimo mrozoéw poswieci¢ czas na obserwacje nieba.

W godzinach wieczornych w Mikolajki, czyli 6 XII,
patrzac w kierunku zachodniego nieba, bedzie mozna
zaobserwowaé Neptuna w odleglosci zaledwie 0,7° na
potudnie od Ksiezyca. Oba ciala niebieskie znajda sie na
tle gwiazdozbioru Wodnika.

Grudzien to jeden z najlepszych miesiecy do obserwacji
meteoréw, gdyz zobaczymy az 5 rojow. Juz od 27 XI

do 17 XII bedzie mozna wypatrywaé roju Monocerotydow,
ktoérych maksymalna aktywno$é przypadnie na 9 XII.
Radiant dla tych meteoréw znajduje si¢ w gwiazdozbiorze
Jednorozca (rektascensja 6,7 h, deklinacja +8°). Roj ten,
zwiazany z kometa D /1917 F1 Mellish, charakteryzuje

sie niska aktywnoscia wynoszacag raptem 2 meteory na
godzine, poruszajace sie z predkosciami okoto 42 km/s —
jest zatem celem dla bardzo wytrwalych obserwatorow
spadajacych gwiazd. Kolejnym grudniowym rojem sg
delta Hydrydy, widoczne od 3 do 15 XII, a najbardziej
aktywne 12 XII. Meteory z tego roju maja swoj radiant

w gwiazdozbiorze Hydry (rektascensja 8,5 h, deklinacja
+2°). Obfitos¢ Hydryd to okoto 3 meteory na godzine,

a ich predkosci wynosza okolo 60 km/s. Najbardziej znany
i najaktywniejszy roj grudniowego nieba to Geminidy, ktore
obserwowa¢ mozna od 4 do 17 XII, z maksimum 14 XII.
Wspélrzedne radiantu to rektascensja 7,5 h, deklinacja
+33°. Znajduje si¢ on w sgsiedztwie Kastora, czyli jednej
z najjasniejszych (1,9™) gwiazd konstelacji Blizniat.

Biale meteory z roju Geminidéw poruszajace sie z raczej
niskimi predkosciami (okoto 35 km/s) zdecydowanie
nadrabiaja liczebnoscia, gdyz w ciggu godziny mozna
zaobserwowaé nawet 120 pozostawionych przez nie sladow.
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obserwacji Keplera, prawo to zawodzi dla planet
pozastonecznych.
Regula ta ma posta¢ a = 0,4+ 0,3-2™ [j.a.],idlam=—00,0,1,2,...,

poczawszy od Merkurego, odtwarza z zastanawiajaca dokladnoscia
polosie wielkie planet.

Wsrod odkryé Keplera znajduja sie jednak przypadki
uktadéw o innych, niezwyklych wlasciwosciach.
Przykladem jest Kepler-223, w ktorym wokot gwiazdy
podobnej do Stonca (typ gwiazdowy G5V) kraza
cztery planety o masach zblizonych do masy Neptuna.
Wyjatkowosc¢ tego uktadu tkwi w okresach obiegu planet
— znajduja sie one w idealnym rezonansie. W czasie
o$miu orbit planety Kepler-223b, Kepler-223c wykonuje
sze$¢ obiegdw, Kepler-223d cztery, a Kepler-223e trzy.
W Uktladzie Stonecznym jest nieco wiekszy batagan:
obserwujemy rezonans 2:3 pomiedzy okresami obiegu
Plutona i Neptuna, zblizony do rezonansu 2:1 stosunek
okresé6w Urana i Neptuna, a takze rezonans 1:2:4 dla
ksiezycow Jowisza: Ganimedesa, Furopy i lo.

Pozostaje pytanie, czemu w niektorych uktadach jest
wiekszy, a w innych mniejszy porzadek, i czy uktad
Kepler-223 jest stabilny w dlugich skalach czasowych,
poniewaz wiadomo, ze planety moga migrowaé (zmieniaé¢
orbity) pod wplywem wzajemnego oddzialywania

w uktladzie. Michat BEJGER

Rojem wymagajacym nieco wiekszej cierpliwosci, jednak
zdecydowanie wartym uwagi, widocznym od 12 do 23 XII
sa Coma Berenicydy (rektascensja 11,7 h, deklinacja
+18°). Radiant roju w trakcie jego najwiekszej aktywnosci
przesuwa sie¢ na tle gwiazdozbioréow Lwa i Warkocza
Bereniki. Najwiekszej aktywnosci tego roju wynoszacej
okoto 3 sladéw meteoréw na godzine, poruszajacych

sie z duzymi predkosciami okolo 65 km /s, mozna sie
spodziewaé¢ 16 XII. Dla tych, ktérzy chca wykorzystaé¢ na
obserwacje okolice Bozego Narodzenia, polecamy Ursydy,
widoczne od 17 do 26 XII, z najwieksza aktywnoscia

22 XII. Ich radiant o rektascensji 14,5 h i deklinacji

+76° polozony jest w konstelacji Malej Niedzwiedzicy,

a dokladniej w rejonie gwiazdy Kochab (8 UMi).
Aktywnosé roju to okolo 10 meteoréw na godzine, ale
zdarzato sie nawet 100, np. w roku ich odkrycia, czyli

w 1945. Ursydy sa zwiazane z kometa 8P /Tuttle, ktorej
okres obiegu wokot Storica wynosi 13,6 roku.

Planujac grudniowe obserwacje, warto pamie¢taé o pelni
Ksiezyca, przypadajacej na 14 XII. Ci, ktorzy fotografowali
super Ksiezyc” w pazdzierniku lub listopadzie, maja teraz
trzecia i ostatnia juz w tym roku okazje obserwacji tego
zjawiska.

Zwyczajowo w grudniu zamieszczamy takze informacje

o pierwszej gwiazdce widocznej 24 XII, ktérej mozna
szuka¢ juz przed godzing 16. Na zachodnim niebie bedzie to
Wega z gwiazdozbioru Lutni, kilka minut po niej na niebie
péinocno-wschodnim pojawi si¢ Kapella z gwiazdozbioru
Woznicy. Obie, majac jasnosci w okolicach 0™, beda wiec
obiektami tatwymi do szybkiego znalezienia.

Karolina BAKOWSKA
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Rys. 1. Uczestnicy cyklu przy okraglym

stole; kazdy wygral z osoba siedzaca
na lewo od niego.
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Rys. 3. Cykl dluzszy o 1 od cyklu C
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Rys. 4. Cykl dtuzszy o 2 od cyklu C

Okragly stol i trojkaty  Joanna JASZUNSKA

Turniej to zestaw rozgrywek pomiedzy pewng liczba graczy, w ktorym kazdy gra
doktadnie jeden mecz z kazdym z pozostalych i nie ma remisow. Jesli zawodnik
wygral wszystkie swoje mecze, nazwiemy go zwyciezcq.

Cykl to taki ciag co najmniej trzech roznych zawodnikéw, w ktorym kazdy wygrat
z nastepnym, a ostatni z pierwszym (rys. 1). Trdjkat to cykl o dtugosci trzy.

1. Wykaz, ze w kazdym turnieju istnieje zwyciezca lub istnieje trojkat.

2. Wykaz, ze jesli w turnieju nie ma trojkata, to wszystkich graczy mozna ustawic
w rzedzie tak, ze kazdy wygrat ze wszystkimi zawodnikami stojacymi za nim.

3. Udowodnij, ze jesli w turnieju istnieje cykl o wiecej niz trzech graczach, to
istnieje trojkat.

4. Udowodnij, ze po kazdym turnieju albo mozna wszystkich uczestnikéw ustawic
w cykl, albo mozna ich tak podzieli¢ na dwie grupy G i D, ze kazdy z grupy G
wygral z kazdym z grupy D.

Rozwiagzania

R1. Niech M bedzie zawodnikiem, ktéry wygral maksymalng liczbe meczow. Jesli
wygral wszystkie, jest zwyciezca. W przeciwnym wypadku istnieje zawodnik W,
ktory wygral z M oraz istnieje przynajmniej jeden zawodnik pokonany przez M.

Gdyby gracz W zwyciezyl ze wszystkimi, ktorzy przegrali z M, to W wygralby
wiecej meczow niz M (bo pokonal tez M) — sprzecznosé. Zatem W przegral
z ktoryms z graczy, z ktorymi wygrat M, czyli istnieje trojkat. [J

R2. Z zadania 1 wiemy, ze skoro nie ma trojkata, to istnieje zwyciezca Z71;
ustawmy go na poczatku rzedu. W gronie pozostalych graczy réwniez nie ma
trojkata, wiec istnieje gracz Zo, ktory pokonat ich wszystkich (ale nie Z7)

— ustawmy go na drugim miejscu rzedu. Kolejnych graczy ustawiamy
analogicznie. [

R3. Niech Ay - Ay — A3 — ... — Ap — Aj bedzie cyklem, gdzie k > 3.
Rozwazmy mecz A1 — As. Jesli wygral go gracz As, otrzymujemy trojkat

A1 A2A3. W przeciwnym przypadku otrzymujemy cykl Ay — As — Ay —

... — A = Ay o k — 1 graczach. Jesli jest ich wiecej niz 3, postepujemy dalej
analogicznie. [

RA4. Jesli nie ma zadnych cykli, to nie ma trojkatow i na mocy zadania 1
istnieje zwyciezca. Wowczas niech grupa G sklada sie tylko z niego, a grupa D
z pozostalych zawodnikow.

Jesli istnieja cykle, to rozwazmy cykl C o maksymalnej dtugosci. Jezeli C zawiera
wszystkich graczy, to teza jest spetniona. W przeciwnym przypadku istnieje osoba
X, ktora nie nalezy do cyklu C.

Wykazemy, ze X albo wygral ze wszystkimi zawodnikami z C, albo ze wszystkim
przegral. Zal6zmy przeciwnie, ze X przegral z Y, ale wygral z Z z cyklu (rys. 2).
Wowezas w cyklu C na ,drodze” od Y do Z istnieja tacy dwaj kolejni zawodnicy
Y', Z', 2e X przegral z Y, ale wygral z Z’ . Wtedy cykl C mozna wydluzyé,
dotaczajac zawodnika X pomiedzy Y’ a Z’ (rys. 3), sprzecznie z zatozeniem

o maksymalnosci C.

Jezeli istnieja zawodnicy W i P spoza cyklu C, ktorzy odpowiednio wygrali
i przegrali ze wszystkimi z cyklu, to W wygral z P, gdyz w przeciwnym razie cykl
mozna by wydtuzy¢ o tych dwoch graczy w sposob przedstawiony na rysunku 4.

Niech do grupy G naleza wszyscy zawodnicy, ktorzy wygrali z graczami z C, do D
ci, ktorzy przegrali z uczestnikami C. Wszystkich graczy z cyklu C dotaczmy

do dowolnego sposrod zbiorow G, D. W ten sposéb otrzymujemy zadany

podziat. [

Zadanie domowe

5. Wykaz, ze po kazdym turnieju wszystkich jego uczestnikow mozna ustawic
w rzedzie tak, ze kazdy wygral z zawodnikiem stojacym bezposrednio za nim.
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