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Rozbijanie sieci terrorystycznych za pomoca teorii gier

Oskar SKIBSKI*

*Uniwersytet Warszawski, Instytut
Informatyki, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki

Sie¢ terrorystow bezposrednio odpowiedzialnych za
ataki na World Trade Center w 2001 roku. Kolorami
wyroznione sa cztery samoloty, ktérymi lecieli
zamachowcy-samobojcy.

Tak naprawde szukamy ogoélnej metody
okreslania waznosci wierzchotka w sieci
(sieci terrorystycznych jest przeciez
bardzo duzo!). Miara centralnosci to
zatem funkcja, ktora dla kazdego grafu
daje wektor wag:

F:GY 5> RY,
gdzie GV to zbiér wszystkich grafow

z wierzcholkami V', a R to zbiér liczb
rzeczywistych.

Formalnie $ciezka to ciag wierzchotkéw

p = (vo,v1,...,Vy), w ktérym kazde dwa
kolejne wierzchotki sa polaczone
krawedzia, czyli {v;,vi41} € E dla
kazdego i € {0,...,n — 1}.

Warto zwréci¢ uwage na to, ze sposob,
w jaki narysowany jest graf, nie wplywa
na odleglosci miedzy wierzchotkami

i moze mocno myli¢ przy szukaniu
centralnego wierzchotka ,na oko”.

Mimo licznych dziatan skierowanych na zwalczanie terroryzmu wiele organizacji
terrorystycznych wciaz sie powieksza. Aby poradzi¢ sobie z tym problemem, agencje
bezpieczenstwa poszukuja nowych sposobéw analizy pozwalajacych lepiej zrozumieé
strukture tych organizacji. Jednym z probleméw jest zidentyfikowanie kluczowych
czltonkoéw organizacji terrorystycznej przy uzyciu informacji jedynie o tym, jak wyglada
sie¢ terrorystyczna — dzieki temu agencje bezpieczenstwa moglyby skupié¢ swoje
ograniczone zasoby na tych jednostkach. W tym artykule oméwimy nowe podejscie do
tego problemu oparte na teorii gier. Zaczniemy jednak od przegladu standardowych
metod, ktore niedawno wprowadzone zostaly do IBM i2 Analyst’s Notebook —
oprogramowania uzywanego przez organy Scigania i agencje wywiadowcze na calym
Swiecie.

Podstawowe miary centralnosci

Wyobraz sobie, Czytelniku, ze pracujesz w Centrum Antyterrorystycznym
ABW, a na Twojej korkowej tablicy znajduja sie zdjecia 19 terrorystow
polaczonych sznurkami tak jak na rysunku. Kazdy sznurek okresla
polaczenie pomiedzy dwoma terrorystami — takie potaczenie moze
oznacza¢ kontakt (np. rozmowe telefoniczna) miedzy nimi, o ktérym
wiedza stuzby, lub wiezi rodzinne. Twoim zadaniem jest wybranie
terrorysty, ktéremu agencja zatozy podstuch. Ktérego terroryste
wskazesz?

Troche bardziej formalnie — nasza sie¢ to (nieskierowany) graf, czyli
para (V, E), w ktorej V oznacza zbior wierzchotkow (terrorystow),

a F to nasze polaczenia (sznurki), czyli zbior krawedzi. Krawedz
pomiedzy wierzcholtkami v i w oznaczamy przez {v,u} (jest to zatem
nieuporzadkowana para). Naszym celem jest okreslenie, jak wazny

jest kazdy wierzchotek, czyli przypisanie kazdemu v pewnej liczby
rzeczywistej F(v). Takie przypisanie, czyli formalnie funkcje, nazwiemy
miarg centralnosci. Miary centralnosci maja szereg zastosowan od tak
odleglych jak wyznaczanie najbardziej wplywowych os6b w sieciach
spotecznych, przez kluczowe wezty w infrastrukturze drogowej czy
informatycznej, az po analize istotnosci genéow w sieciach biologicznych.

Wréémy jednak do naszego przyktadu. Jak wybraé terroryste,

ktorego bedziemy podstuchiwaé? Jezeli zalezaloby nam po prostu na
zmaksymalizowaniu liczby podstuchanych oséb, powinniémy wybraé
osobe z najwieksza liczba polaczen. Miara oceniajaca wierzchotek ze
wzgledu na ilos¢ jego krawedzi nazywana jest miara stopnia wierzchotka
(degree centrality):

D(v)=[{u eV :{v,u} € E}|

Na rysunku jest to Nawaf Alhazmi (5), ktory ma polaczenie z az siedmioma innymi

(miara stopnia).

osobami. Zwr6éémy jednak uwage, ze wybierajac tego terroryste, rzeczywiscie nagramy
duzo osob, ale uzyskane informacje moga malo znaczy¢. Prezydent ma bezposredni
kontakt z mniejsza liczba oséb niz sprzedawca w McDonaldzie.

Zastandéwmy sie teraz, jak przechwyci¢ losowa informacje krazaca po sieci
terrorystycznej. Najlepsza pod tym wzgledem jest osoba, ktora jest w centralnym
punkcie sieci. Jak bardzo dany wierzchotek jest w centrum, mozemy zmierzy¢,

patrzac na to, jak daleko jest od innych wierzchotkow. Odlegtosé wierzchotka v od u
definiujemy w grafie, mierzac najkrotsza sciezke miedzy nimi, czyli liczac, ilu krawedzi
musimy uzy¢, aby dotrzeé¢ z v do u. Miara oparta na tej idei nazywa sie miara bliskosci
(closeness centrality):

Clv) = L

ZueV\{v} dist(v, u)
gdzie dist(v,u) to odleglos¢ wierzchotka v od u. Powyzej wzieliSmy odwrotnosé sumy
odleglosci, a zatem wierzcholek, ktory jest blisko innych, bedzie mial te wartosé
wysoka, a ten polozony na obrzezach — niska. Miara bliskosci zastosowana do naszej
sieci z rysunku po raz kolejny wskazuje Nawafa Alhazmiego (5), ale tym razem jest on
ex aequo z Mohamedem Atta (14) (obaj uzyskali wartos¢ 1/35).
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Moéwimy, ze graf jest spdjny, kiedy

z kazdego wierzchotka do kazdego innego
istnieje $ciezka. Wierzchotek rozcinajgcy
czy inaczej punkt artykulacji to

wierzchotek, ktérego usuniecie powoduje,
ze graf przestaje by¢ spojny.

Rozwigzanie zadania F 915.
‘W obu przypadkach mozemy postuzy¢ sie
analizg wymiarowsg. W przypadku a)
zakladamy zaleznos$¢ postaci:

cox o’ pYAE.

Wymiarem predkosci ¢ jest m/s, napigcia
powierzchniowego o — N/m = kg/s*,
gestosci p — kg/m®, a dlugosci fali A — m.
Po poréwnaniu wymiaréw lewej i prawej
strony otrzymujemy: x = 1/2, y = —1/2,
z=—1/2, czyli:
o
2= A—o,
PA

gdzie A jest pewna bezwymiarowa stala —
$ciste rozwiazanie zagadnienia dla fal
kapilarnych prowadzi do wartosci A = 2.
Znaleziona zaleznos$¢ poprawnie opisuje
zachowanie bardzo krétkich fal
(XA < 1/3 cm) na powierzchni wody.
W przypadku b) zakladamy:

coc pg¥N\®
Analiza wymiarowa prowadzi do wartosci:
x=0,y=1/2, z =1/2, czyli:

2= Bg,
gdzie B jest bezwymiarowa stala
rozwiazanie zagadnienia dla fal
grawitacyjnych prowadzi do B = (2m) L.
Znaleziona zaleznos$¢ poprawnie opisuje
fale na wodzie, gdy A > 8 cm.

Sciste

Powyzszy sposob jest skuteczny, jezeli informacje kraza losowo. Zastanéwmy sie
jednak, kto najczesciej bedzie na szlaku informacji. Zalézmy, ze wierzcholek s chce
przekazaé pewng informacje wierzchotkowi ¢. Najlepiej, zeby informacja dostata sie

do t jak najszybciej i jak najbezpieczniej (lepiej nie wtajemniczaé oséb, ktorych

nie trzeba), w zwigzku z tym zalozymy, ze porusza sie ona po najkrotszej Sciezce.
Najkrotszych $ciezek moze byé jednak kilka. Np. na rysunku Mohamed Atta (14)
moze dostarczy¢ informacje do Salema Alhazmiego (8) przez Ziada Jarraha (11) albo
przez. Marwana Al-Shehhiego (15). Mozemy jednak powiedzieé, ze skoro Ziad Jarrah
(11) nalezy do polowy najkrotszych Sciezek pomiedzy (14) i (8), to przechwyci potowe
informacji wysytanych miedzy nimi. Rozwazajac wszystkie pary, ktére moga wysytaé
do siebie informacje i dodajac te liczby, otrzymujemy miare posrednictwa (po angielsku
betweenness centrality):

>

s, teV\{v}
gdzie II(s,t) oznacza zbiér najkrotszych sciezek pomiedzy s a t. A zatem
w mianowniku mamy liczbe wszystkich najkrétszych $ciezek pomiedzy s a t,

Hp € II(s,t) : v € p}
TI(s, t)]

B(v) = (miara bycia pomiedzy),

a w liczniku — liczbe takich Sciezek z wierzchotkiem v. Obliczenie miary posrednictwa
dla naszego grafu wymaga juz troche pracy. Kiedy to zrobimy, po raz kolejny okaze
sie, ze wygral Nawaf Alhazmi (5). Na drugim miejscu znajduje sie jednak Abdul Aziz
Al-Omari (16), ktory klasyfikowany jest nisko wedlug innych miar — nie ma ani duzo
polaczen, ani nie jest w centrum sieci. Czemu znalaz! si¢ on tak wysoko?

Wierzchotek ten jest wierzcholkiem rozcinajacym, czyli ma taka wyjatkowa ceche, ze
jego usuniecie powoduje, iz graf przestaje by¢ poltaczony (spojny) i sie¢ traci mozliwosé
koordynacji. Analitycy sieci terrorystycznych wskazuja, ze osoby takie odgrywaja
kluczowa role w sieci, bedac na zlaczeniu wielu grup potrzebnych do przeprowadzenia
ataku. Wyeliminowanie takich os6b moze najbardziej przyczyni¢ sie do rozbicia sieci
terrorystyczne;j.

Miara laczenia grafu

Oprocz Abdula Aziza Al-Omariego (15) istnieja tylko trzy inne wierzcholki rozcinajace:
sa to Hamza Alghamdi (4), Hani Hanjour (10) oraz Waleed Alshehri (17). Jesli
przyjmiemy to kryterium, reszta wierzchotkéw pozostaje nierozpoznawalna.

W gestszych grafach, tzn. grafach z wieksza iloscig krawedzi przy tej samej ilosci
wierzcholtkéw, czesto nie ma zadnego rozcinajacego wierzchotka, tzn. usuniecie zadnego
pojedynczego wierzchotka nie prowadzi do rozspojnienia grafu. Jak wowczas znalezé
wierzcholek najwazniejszy w utrzymywaniu jego spojnosci?

W tym celu zamiast rozpatrywaé pojedyncze wierzchotki musimy patrzeé¢ na cate

ich grupy. Grupy bedziemy ocenia¢ wedtug tego, czy potrafia komunikowaé sie bez
pozostalych wierzchotkéw, czy nie, tzn. czy po usunieciu pozostalych wierzchotkéw

z grafu bedzie on spojny. W najprostszej wersji mogliby$my przypisaé¢ grupie wartosé 1,
jezeli jest ona spéjna i 0 w przeciwnym przypadku. My postapimy troche madrzej

i wezmiemy pod uwage, jak bardzo niespdjna jest grupa: wartosé¢ 0 dostanie, jezeli
wszyscy jej czlonkowie sa osobno, 1 — jezeli doktadnie jedna para jest potaczona itd.

W rezultacie spéjna grupa k wierzchotkow otrzyma wartosé k — 1. Bardziej formalnie —
wartosé grupy wierzchotkéw S C V' okreslamy réwnaniem

FH(8) =8| = [K(9)],

gdzie |K(S)] to liczba jej komponentéw, czyli spojnych czesci. Przykladowo na rysunku
trzyosobowa grupa oséb o nazwisku Alshehri (7, 17, 18) otrzyma wartosé 1, a rownie
liczna rodzina Alghamdich (1, 3, 4) wartos¢ 2. Jak wyznaczyé jednak teraz, kto
najbardziej przyktada sie do laczenia grafu? Z pomoca przychodzi nam teoria gier,

a konkretniej gry koalicyjne. Jak sie zaraz okaze, powyzszy problem oceny waznosci

w grafie zamieniliémy na problem oceny waznosci graczy w grze koalicyjnej. . .

Gry koalicyjne na ratunek!

Gra koalicyjna to para (N, f), gdzie N to zbior graczy, a f to tak zwana funkcja
charakterystyczna, ktora kazdej niepustej grupie graczy przypisuje pewna liczbe
rzeczywista, bedaca ich wyplata (formalnie f : 2V 5 R przy czym zbior pusty ma
wartosé 0: f(0) = 0). W grze koalicyjnej grupy nazywamy koalicjami. Gry koalicyjne
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Opisana gra to zatem para ({4, B}, f),
gdzie funkcja f jest okreslona
nastepujaco: f({A}) = 4, f({B}) =2

i F({A, B}) = 12.

Czytelnik Wnikliwy zauwazy, ze
wielokrotnie bedziemy rozpatrywaé¢ wktad
gracza ¢ do takiej samej koalicji S przy
roznych permutacjach. Bazujac na tej
obserwacji, warto$¢ Shapleya mozna
zapisaé¢ nastepujaco:

[STHANT=[S|=1)!

1

SCN\{i} IV
Uzasadnienie tej formuly pozostawiamy
Czytelnikowi.

Ogoélny mechanizm uzyty przez nas
w tym artykule wyglada zatem
nastepujaco:

1. dla kazdej grupy elementéw okresl jej
wartosé oraz
2. zaaplikuj wartos¢ Shapleya.

‘W ten sposéb dostajemy oszacowanie
waznosci kazdego elementu, biorac pod
uwage jego interakcje z innymi.

(f(SU{i)—f(9)-

uzywane sa w ekonomii np. do modelowania rynkéw, a w informatyce stanowia
popularny model kooperacji agentéw w systemach wieloagentowych.

Podstawowym problemem w grze koalicyjnej jest nastepujace pytanie. Zalézmy, ze
wszyscy gracze beda razem wspolpracowaé i utworza koalicje N. Jak teraz powinni
podzieli¢ sie wspolna wyplata? Przykladowo, niech firma A sprzedaje lody po 4 zlote,
a firma B sprzedaje patyki po 2 zlote. Jezeli firmy te sie potacza, beda sprzedawaé
lody na patyku za 12 ztotych. Jak powinny podzieli¢ sie tymi 12 ztotymi?

Najstynniejszg metode rozwiazania tego problemu podat Lloyd Shapley, amerykariski
uczony i laureat Nagrody Nobla z ekonomii. Shapley zaproponowat, aby oceniaé
gracza, patrzac na to, jaki jest jego wklad do réznych koalicji. Tak zwany wktad
marginalny gracza i@ do koalicji S definiujemy jako réznice pomiedzy wartoscia

koalicji S z graczem ¢ i bez niego: f(SU{i}) — f(S). W oparciu o to pojecie Shapley
zaproponowal nastepujaca procedure obliczania uczciwego udziatu gracza i we wspolnej
wyplacie. Ustalmy pewna permutacje w, czyli kolejnosé, w jakiej gracze dotaczaja

do gry. Kazdy kolejny gracz zwieksza warto$¢ juz istniejacych graczy o swoj wklad
marginalny. W szczegolnosei jezeli przez Sy oznaczymy zbior graczy, ktorzy wystepuja
w permutacji w przed graczem i, gracz ¢ wnosi wartosé¢ f(Sy U {i}) — f(S5). Teraz
uczciwa wyplata gracza i to sredni wklad marginalny po wszystkich mozliwych
permutacjach:

SVi(N, f) = ﬁ Z F(STYU{i}) — f(S?)  (wartosé Shapleya)
weQ(N)

gdzie Q(N) to zbior wszystkich permutacji zbioru N. Ta metoda podziatu nazywana
jest warto$ciq Shapleya. Mimo ze moze sie ona wydawaé arbitralna, Shapley pokazat,
ze jest to jedyny liniowy sposéb podziatu calej wyptaty w sposob, ktory symetrycznym
graczom przypisuje taka sama wartosé, a graczom, ktérzy nie wnosza nic do zadnej
koalicji, nie daje nic. Wartosé Shapleya w przykladzie powyzej da firmie A (od lodéw)
7 zlotych, a firmie B (od patykow) 5 zlotych.

Uzyjemy teraz wartosci Shapleya do znalezienia wierzchotka najistotniejszego z punktu
widzenia utrzymywania spdjnosci grafu. Naszym zbiorem graczy sa teraz wierzchotki
grafu, a funkcja oceniajaca koalicje f*. Nasza gra to zatem (V, f*). Zastosowanie wzoru
na warto$¢ Shapleya da nam nastepujacy wynik:

1

A(v):W > IK(SH)| - |K(S U{v})| +1  (miara tgczenia).

weQ(V)
Wkiad marginalny wierzchotka v do koalicji Sj, jest zatem réwny réznicy ilosci
polaczonych grup (komponentéw), ktora bylta bez v, a bedzie z graczem v plus jeden.
Jest to zatem ilo$¢ komponentéw z Sy, z ktérymi v jest polaczony: jezeli nie bedzie
polaczony, zwiekszy liczbe komponentéw o 1 i otrzyma 0. Jezeli ztaczy trzy grupy
w jedna — otrzyma wartos¢ 3. Tak jak chcieliSmy: gracz jest rzeczywiscie oceniany
w zaleznosci od tego, jak dobry jest w laczeniu grafu!

Wyniki, jakie otrzymujemy wedlug tej miary, sa zupelnie inne niz z podstawowych
miar, a niechlubny zwyciezca poprzednich miar — Nawaf Alhazmi (5) — jest u nas
dopiero szosty. Na pierwszym miejscu znajduje sie Hani Hanjour (10), ktorego
usuniecie odlacza Majeda Moqed (13) z sieci. Widzimy takze, ze jego sasiedzi sa dosé
stabo potlaczeni, dlatego czesto jest on tacznikiem pomiedzy nimi. Drugie i trzecie
miejsce zajmuja Hamza Alghamdi (4) oraz Marwan Al-Shehhi (15) — dwaj terrorysci
w calosci odpowiedzialni za jeden z samolotéw — bez nich pozostali trzej terrorysci

z tego samolotu nie byliby w ogole polaczeni z siecig terrorystyczna. Czwarta wartosé
otrzymal Abdul Aziz Al-Omari (16) — wspomniany juz terrorysta, ktory kontroluje
Lhajnizszy” na rysunku samolot. Piaty z kolei jest jego tacznik z kolejng dwojka —
Waleed Alshehri (17). Wszystkie cztery wierzcholki rozcinajace znalazly sie zatem

w pierwszej piatce naszego nowego rankingu — o to nam wtlasnie chodzilo.

Sprytne uzycie gier koalicyjnych pozwolilo nam zatem uzyskaé¢ pewien ranking
oceniajacy wierzchotki wedlug tego, jak wazne sa w utrzymywaniu spojnosci grafu.

Nie w kazdej sieci ta miara bedzie wskazywaé¢ najwazniejsze wierzchotki i wynikéw tych
nie mozna traktowac¢ jako twardych dowodéw. Jest to jednak kolejna poszlaka, ktora

w polaczeniu z innymi moze kiedy$ pomoc agencjom bezpieczenistwa w udaremnieniu
kolejnego ataku terrorystycznego.
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*Instytut Geofizyki, Wydzial Fizyki,

Uniwersytet Warszawski

Jak badamy glebokie wnetrze Ziemi?
Marek GRAD*

Naszym bezposrednim badaniom dostepne sa jedynie najbardziej zewnetrzne
warstwy Ziemi. Doliny gorskie odstaniaja skaly do gltebokosci rzedu kilku
kilometréow. Najglebsze geologiczne odwierty badawcze siegaja niewiele gtebiej
niz 10 km. Informacji o skatach i mineratach budujacych wnetrze Ziemi
dostarczaja nam ksenolity, czyli fragmenty skal porwane i wyniesione z gltebi
Ziemi w procesach wulkanicznych. Na ich podstawie petrologowie potrafia
okresli¢ sktad mineralny do glebokosci kilkuset kilometrow. Promieri Ziemi to
6371 km, czyli do srodka naszego globu jeszcze bardzo daleka droga. Ze wzgledu
na ogromne ci$nienie i temperature osiagajaca okoto 5000°C trudno spodziewaé
sie, ze najglebsze wnetrze bedzie kiedykolwiek dostepne naszym bezposrednim
badaniom.

Jak zatem mozemy pozna¢ budowe gltebokiego wnetrza Ziemi? Takich informacji
dostarczaja nam fale sejsmiczne generowane przez trzesienia ziemi. Fale
sejsmiczne sg to fale sprezyste rozchodzace sie w osrodku sprezystym, a swa
nazwe zawdzieczaja temu, ze sa generowane przez wstrzasy, czyli ceto oo
(sejsmos, z greckiego). W osrodku sprezystym (skalnym) moga sie rozchodzi¢
dwa rodzaje objetosciowych fal sprezystych (sejsmicznych): szybsze fale
podluzne i wolniejsze fale poprzeczne. Fale podtuzne sg drganiami osrodka
zachodzacymi wzdluz kierunku propagacji fali, podczas gdy w falach
poprzecznych drgania osrodka sa prostopadle do kierunku rozchodzenia sie
fali. Fale podluzne rejestrowane sa jako pierwsze (lac. primae), a poprzeczne
jako drugie (lac. secundae). Stad tez ich tradycyjne oznaczenia w sejsmologii
— fale podtuzne P i poprzeczne S. Ich predkosci wynosza odpowiednio Vp i Vg,

oznaczane czasem « 1 f3:
A+2
VP = ﬂa VS = \/ﬁ7
p p

gdzie A\ i p sa wspotezynnikami sprezystosci Lamégo, a p jest gestoscia.
W osrodku skalnym zachodzi A ~ p. Dla takiego przyblizenia mamy

Vp = V3Vs
co oznacza, ze fale P sa okoto 1,73 razy szybsze niz fale S.

Natlozenie sie fal objetosciowych P i S tworzy

3600 60 na powierzchni swobodnej dwa rodzaje fal
% ; powierzchniowych Rayleigha i Love’a, ktore sa wolniejsze
3000 £ ie - 50 od fal poprzecznych. Fale powierzchniowe charakteryzuja
LQ:&o ] sig duiyrr}i amplitudami 1 zwykle. powoduja najwieksze
2400 & : L 40 zniszczenia podczas trzesienn ziemi.
£
= \@QQ i é Generowane podczas bardzo silnych trzesien ziemi
§ 18004 !‘@9 it P 30 » fale sejsmiczne rozchodza si¢ we wnetrzu Ziemi i sa
i 1L S rejestrowane przez stacje sejsmologiczne na caltym
1200 1 Sl 20 $wiecie. Przyklad sejsmogramoéw dla dwudziestu trzesien
i ziemi zarejestrowanych przez sieé¢ stacji Wydziatu Fizyki
6004 3 = L 10 UW ,13 BB star” w péinocnej Polsce przedstawia
rysunek 1. Sa to zapisy sejsmografow szerokopasmowych,
0 P 0 tzn. takich, ktore obejmuja pelny zakres mozliwych
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 okresow fal sejsmicznych (praktycznie od 0,01 s do

odleglo$é [stopnie tuku]

100 s). Taki zakres pozwala jednoczesnie rejestrowac

Rys. 1. Sejsmogramy dwudziestu trzesien ziemi (ktore zaszly w réznych ,,kI‘C’)tkie” fale OijtOéCiOWG i ,,dlugie” fale pOWieI‘ZChniOWG.
miejscach globu) zarejestrowanych przez szerokopasmowe sejsmografy Sejsmogramy na rysunku 1 sg uszeregowane Wedlug

sieci ,,13 BB star” w poélnocnej Polsce. Sejsmogramy sa uszeregowane
wedlug odleglosci od ogniska (w stopniach), a kazdy przedstawia

odleglosci od ogniska (w stopniach tuku), a kazdy

godzinny zapis (skladowa pionowa) poczawszy od momentu trzesienia. 7 wi zinnv zapi kt W 10now:
Zaznaczono hodografy (czasy przyjscia) fal objetosciowych P i S p edstawia gOd Yy Zapis (S adowa piono a)

(fale dyfrakcyjne Py i Sq4), oraz fal powierzchniowych. Fale PK P
sg falami propagujacymi sie¢ przez plaszcz (P), jadro (K, z niem.
Kern) i ponownie przez plaszcz (P). Fale PP sg falami odbitymi od

powierzchni Ziemi.

poczawszy od momentu trzesienia. Dominujacymi
pod wzgledem amplitudy sa fale powierzchniowe.
Charakteryzuja sie znaczna czasowa rozciagloscia zapisu,
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fale PKP
——

—=

180

d
- promien Ziemi 6371 km

ognisko
trzesienia ziemi

Rys. 2. Promienie fal we wnegtrzu Ziemi. Odlegto$é od ogniska

w stopniach tuku. Strefa cienia jest miejscem gdzie nie docierajg fale
podluzne odgiete przez jadro, w ktorym predkosé gwaltownie maleje do
okolo 8 km/s.

Vi)V kontynentalna  oceaniczna
1,6% sl'ioru‘i‘a 0 km — powierzchnia Ziemi
Aemska ks 10-80 km — granica Moho
(ast) 410-670 km — strefa
przejéciowa w plaszczu
skalny
82,2% plaszcz
2900 km - granica
Gutenberga—Wiecherta
metaliczne
15,4% ciekle jadro
zewnetrzne
5100 km — granica Lehmann
metaliczne
0,8% stale jadro

wewngtrzne

6371 km — $rodek Ziemi

Rys. 3. Schematyczny model budowy wnetrza Ziemi: skorupa ziemska
(kontynentalna i oceaniczna), ast — astenosfera (warstwa ,slaba”)

w odréznieniu od wyzej lezacej litosfery (,warstwa sztywna”), plaszcz
i jadro. V;/V oznacza procentowy udzial skorupy, plaszcza, jadra
zewnetrznego i jadra wewnetrznego w stosunku do objetosci V' calej
Ziemi.

wynikajaca z dyspersji tych fal, czyli zaleznosci
predkosci fali od okresu. Krotsze fale powierzchniowe
plycej penetruja wnetrze Ziemi, gdzie predkosci fal
sa mniejsze i czas przebiegu jest dluzszy. Fale dluzsze
glebiej penetruja wnetrze Ziemi — tam predkosci fal
sa wicksze i czas przebiegu jest mniejszy. Nadejscia
fal powierzchniowych poprzedzaja fale objetosciowe
P iS (primae i secundae). Im dalej od Zrodta

(rys. 1), tym przyrosty czasow przyjscia fal P i S sa
coraz mniejsze, co §wiadczy o wzroscie predkosci Vp

i Vg z glebokoscia. Predkosci Vp rosna od 8 do

okoto 13,5 km/s, predkosci Vs od 4 do okoto 7 km/s,
a osrodek, w ktorym predkosé fal wzrasta, nazywamy
plaszczem Ziemi. Bezposrednie fale objetosciowe P

i S sa obserwowane do odlegtosci okoto 100°, po czym
ich amplituda gwaltownie maleje (fale dyfrakcyjne P,
i Sq). Przyczyna tego jest obecno$é we wnetrzu Ziemi
jadra. Predko$é¢ Vp w jadrze gwaltownie maleje do
okoto 8 km/s, a fale podtuzne sa odginane na dalsze
odlegtosci jako fale PK P (rys. 1) — fale propagujace
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sie przez plaszcz (P), jadro (K) i ponownie przez
ptaszcz (P). Na rysunku tym wida¢ rowniez, ze fala
podhtuzna potrzebuje na przejécie na wskros przez
Ziemie okoto 20 minut. Bieg promieni we wnetrzu Ziemi
pokazuje rysunek 2.

Obszar odlegtosci, do ktorego fale P nie docieraja,
nazywamy strefa cienia.

Podobny efekt obserwujemy dla fal S. Ciag fal
objetosciowych S réwniez jest obserwowany do odlegtosci
okoto 100°. Nie przechodza one przez jadro, co $wiadczy
o jego cieklym stanie skupienia. Dla cieczy wspotczynnik
sprezystosci Lamégo znika: = 0 (brak sprezystosci
postaci), a z nim predkos¢ fal poprzecznych: Vp = 0.
Doktadne analizy pokazuja, ze o§rodek w samym
centrum Ziemi jest w stalym stanie skupienia; nazywamy
go jadrem wewnetrznym, w odréznieniu od ciektego
jadra zewnetrznego.

Informacje, ktorych dostarczaja nam fale sejsmiczne,
pozwalaja zbudowa¢ model wnetrza Ziemi (rys. 3)

na podstawie wlasnosci sprezystych. Inne wtasnosci
fizyczne mozemy okresli¢ na podstawie pola sity
ciezkosci (gestos¢, cisnienie), obserwacji pradow
magnetotellurycznych generowanych w ptaszczu
Ziemi (rozktad przewodnictwa elektrycznego), czy
rozktadu ziemskiego strumienia cieplnego (temperatura).
Petrologiczny sktad wnetrza Ziemi mozemy okresli¢
na podstawie poréwnan z laboratoryjnymi badaniami
wlasnosci mineratéow i skatl w warunkach wysokich
ci$nienl i temperatur.

Ponizej stosunkowo cienkiej skorupy ziemskiej
(kontynentalnej i oceanicznej 10—80 km), ponizej granicy
Moho, wystepuje skalny plaszcz, zbudowany gltownie

z krzemianow. Granica Gutenberga—Wiecherta na
gtebokosci 2900 km jest najbardziej wyrazista granica we
wnetrzu Ziemi. Oddziela ona skalny ptaszcz znajdujacy
sie w stalym stanie skupienia od metalicznego, ciektego
jadra zewnetrznego. Jadra zewnetrzne i wewnetrzne
maja podobny sktad zelazowo-niklowy (okolo 85% Fe,
okoto 6% Ni, 5% Si, reszta to domieszki: S, Cr, P, C

i inne). Gestosc skal plaszeza rosnie z gtebokoscig od
3,3 do 5,5 g/cm?, a gestosé jadra od 10 do 14 g/cm3

— skok gestosci na granicy plaszcz—jadro wynosi wiec
blisko 5 g/cm?.

Przedstawiony model wnetrza Ziemi jest modelem
referencyjnym. Na podstawie fal sejsmicznych

od ogromnej ilodci trzesien ziemi (setki tysiecy)
rejestrowanych przez tysiace stacji sejsmologicznych
badane sa odstepstwa od tego modelu metoda tomografii
sejsmicznej. W modelu tréjwymiarowym plaszcza Ziemi
sa one rzedu kilku procent. Osrodek o predkosciach
wiekszych jest interpretowany jako chtodniejszy,

a ofrodek o predkosciach mniejszych jako cieplejszy. Jest
to wazny element w badaniach konwekcji w plaszczu
Ziemi i jej zwigzku z procesami geodynamicznymi
prowadzacymi do ruchu plyt litosferycznyh, trzesien
ziemi i dryfu kontynentéw. Ale to juz tematy na inna
opowiesé. . .



*Wydzial Matematyki i Fizyki Stosowanej,
Politechnika Rzeszowska

Rys. 1

Stozki 1 walce Jarostaw GORNICKI*

Od Archimedesa wiemy, ze zdaniem Demokryta stozek stanowi trzecig czesé
walca, ale pierwszy udowodnil to Eudoksos. Znamy ten rezultat z XII Ksiegi
Elementow Euklidesa (Stwierdzenie 10). Euklides, korzystajac z metody
wyczerpywania (wyjmujac graniastostupy o znanej objetosci), pokazatl, ze
ostrostup o podstawie trojkatnej ma objetosé, ktora wyraza wzor

(%) stata - pole podstawy - wysokosé.

Stata wyznaczyl z obserwacji: ostrostup stanowi trzecia cze$¢ opisanego na nim
graniastostupa (rys. 1). Moze Euklides chcial w ten sposéb uniknaé¢ korzystania
z przej$é granicznych przy wyznaczaniu stalej we wzorze (x) lub potwierdzic¢ jej
wartos¢ na innej drodze? Nastepnie, przyblizajac stozek ostrostupami, uzasadnit
twierdzenie Eudoksosa.

Czy we wzorze na objetos¢ stozka, ktory réwniez jest postaci (x), mozna
potwierdzi¢ wartos$é statej bez ponownego odwolywania sie do przejsé
granicznych? W Elementach takiej informacji nie ma. My pokazemy, ze jest
to mozliwe. Wykorzystamy pomysty Archimedesa sprzed 2200 lat.

Gdy wezmiemy elipse o potosiach a, b i obrécimy ja wokdt pionowej osi b,

to otrzymamy bryte — elipsoide obrotowq. Rozwazmy z jednej strony goérna
potowe takiej elipsoidy oparta na kole o promieniu a, zas z drugiej strony walec
o wysokosci b, ktorego podstawa jest kolo o promieniu a (rys. 2).

Archimedes zauwazyl, ze jesli z tego walca wytniemy stozek i obie bryly
przetniemy wspolna ptaszczyzna rownoleglta do podstawy na wysokosci h
(0 < h <)), to pola otrzymanych przekrojow zawsze beda rowne. Dla elipsoidy,

$2

o+ 2—22 =1, wiec 2% = a2(1 — 2—22) Zatem pole przekroju elipsoidy jest réwne

Tzl = 7m2(1 — 'Z—j) Poniewaz dla drugiej figury = = %,
pierscienia jest rowne ma? — mr? = 7ra2( - 'g—j) Zatem objetos¢ potowy elipsoidy
obrotowej jest rowna objetosci opisanego na niej walca pomniejszonej o objetosé
wydrazonego w nim stozka. Warto rowniez zaznaczy¢, ze gdy a = b, to z tych

rozwazain wynika wzér na objetosé kuli: %7‘(@3.

Wiqcr:w%ipole

Rozwazmy teraz walec o wysokosci H, ktorego podstawa jest kotlo

o promieniu R. Objetosé¢ tego walca jest réowna mR?2H. W tym walcu
umieszczamy dwa stozki, kazdy o wysokosci H i podstawach bedacych
podstawami walca (rys. 3).

Rys. 2
B
A
c D
0]
Rys. 4

Rys. 3
Stozki te maja taka sama objetosé. Nie wypelniaja one objetosci walca. Gdy
taki walec przetniemy na wysokosci h (0 < h < H) plaszczyzna rownolegla do
jego podstaw, to naszym oczom ukaze sie widok przedstawiony na rysunku 4.

Kolorowy obszar S ma pole rowne polu kota o $rednicy AB (to rowniez wiedzial
Archimedes):

1 /(CD\®> 1 (CA\> 1 (AD\®> 1, )
— [ —_— —_— —_ = —_— = — —_ —A 2:
|S] 277( 5 ) 271'( 5 ) 271'( 5 ) 8(CD CA D?)

2
(CA+AD)? - CA” = AD?) = % - CA-AD = = ABQW(AQB> :
)

1
- A .
8 4
Pole to jest najwicksze (réwne ﬂ(§)2 , gdy przeciecie jest w polowie wysokosci
walca i maleje, gdy ciecia przesuwaja sie w gore albo w dot. Oznacza to, ze
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Rozwigzanie zadania M 1510.
Poniewaz prawdopodobienstwo
wylosowania dwéch punktéow lezacych na
tej samej Srednicy kola w jest réwne zeru,
mozemy zalozyé, ze taka sytuacja sie nie
zdarzyta.

Niech Aj, Aa, ..., A;1 beda pewnymi
punktami kota w, a By, Ba, ..., Bi1
punktami symetrycznymi do nich
wzgledem srodka kota. Rozwazmy 21
sytuacji, w ktorych dla kazdego

1 <4< 11 i-tym wylosowanym punktem
jest A; lub B;. Wér6d nich jest 2 - 11
takich przypadkow, w ktorych
wylosowane punkty leza po jednej stronie
pewnej $rednicy kota w — kazdy
odpowiada wyborowi pewnego punktu
sposrod wyréznionych oraz 10 ,kolejnych”
zgodnie z ruchem wskazowek zegara.

czwarta czes¢ objetosci walca lezaca poza stozkami moze by¢ przedstawiona
jako polowa elipsoidy obrotowej o wysokosci H/2 majacej w podstawie koto

o promieniu R/2. Aby sie o tym przekonaé, wystarczy wyznaczy¢ zaleznosé
dtugosci odcinka AB od odlegtosci miedzy ptaszczyzng tnaca a plaszczyzna
polowiaca walec. Mozna réwniez przeksztalci¢ odcinek OC na odcinek o dhugosci
H/2 przez powinowactwo prostokatne. Takie przeksztalcenie tuk okregu
przeprowadza w tuk elipsy. Dzieki temu otrzymujemy ,réwnanie objetosci bryt”

walec(R, H) = stozek(R, H) + stozek(R, H) + 4 - po6t elipsoidy (R/2, H/2) =

= stozek(R, H) + stozek(R, H) + 4 [walec (R/2, H/2) — stozek (R/2, H/2)],
gdzie stozek(R, H) = k - tR2H i niewiadoma jest k. Przeksztalcajac powyzsze
réwnanie do postaci

TR?H = krR*H + krR*H + A[x (R/2)* (H/2) — kr (R/2) (H/2)],
otrzymujemy k = 1/3. Mamy wiec potwierdzenie, ze stozek o wysokosci H, majacy
w podstawie kolo o promieniu R, ma objetosé rowna %WRQH.

Sprobujemy teraz wyznaczy¢ objeto$é paraboloidy obrotowej o wysokosci H

i promieniu podstawy R. Oczywiscie, nie chcemy uzywaé rachunku catkowego.
Roéwnanie paraboli tworzacej paraboloide obrotowa o promieniu podstawy R

i wysokosci H jest nastepujace: y = %xz (rys. 5; taka parabola jest jedynal).
Obok rozwazmy walec o wysokosci H, ktorego podstawa jest koto o promieniu R,
w ktorym wydrazono paraboloide obrotows utworzona przez parabole

y = H — 2% W wyniku przeciecia obu bryl na wysokosci h (0 < h < H)
plaszczyzng rownolegla do podstawy otrzymujemy koto o polu S(h) = mr? = ’/'I'R;Ih
(korzystamy z réwnania paraboli h = £572).

Y Y

gif\ N
\

S

~—_ [0 2R X

Rys. 5

Poniewaz dla pierscienia mamy h = H — %22, wiec
R2h
P(h) = TR* — 2% = T = S(h).
Oznacza to, ze objeto$¢ paraboloidy obrotowej jest rowna potowie objetosci
opisanego na niej walca: %ﬂ'R2H .

Mitosnikom rachunkéw polecam inne rozwiazanie: mozna bez trudu sprawdzic,
ze na rysunku 6 kolorowe obszary obrocone wokoét osi OY wyznaczaja
w przestrzeni bryly o réwnych objetosciach.

Y Y Y

H H "

0 R x 0 R x 0O R Xx
S S S

Rys. 6

Ciekawe, czy Euklides bytby zadowolony z takiego rozwiazania. . .
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Maia aelld

Tajemnica

Mam pewien sekret, moze lepiej nawet powiedzie¢: tajemnice. Nie moge
sobie pozwoli¢, zeby kto$ ja poznal. Sprawa jest powazna, ujawnie ja
dopiero za pewien czas, gdy tylko Swiat bedzie na to gotowy. Moze to
rozwigzanie pewnego waznego problemu matematycznego, zreszta, nie
bede dzwonil kluczami do tajemnic. W kazdym razie nie moge sobie
rowniez pozwoli¢, zeby na wypadek mojej Smierci ta informacja przepadta
bezpowrotnie. Co robi¢?

Na szczescie, opracowalem pewien plan. Podziele sie ta informacja ze
stuzbami specjalnymi. Wybratem trzy: ABW, CIA i Mosad. Czy moge
jednak w petni ufa¢ stuzbom specjalnym? Chyba nie. Dlatego chce
dostarczy¢ im takie informacje, zeby zadna pojedyncza instytucja nie
mogta samodzielnie odkry¢ nawet kawatka mojej tajemnicy. Co wiecej,
chce to zrobié tak, by nawet dwie z nich, jesli sie potajemnie zmoéwia, nie
zdotaly odtworzy¢ ani litery z mojego sekretu. System musi by¢ taki, ze
dopiero gdy wszystkie trzy stuzby udostepnia sobie dostarczone przeze
mnie informacje, beda w stanie odtworzy¢ cokolwiek z tajemnicy. Co
wiecej, chee, zeby wowcezas odtworzyly juz wszystko, bo mam nadzieje,
ze stanie sie to jedynie na wypadek mojej Smierci.

Pozostaje pytanie: jak to zrobi¢? A moze nawet wlasciwsze w tej sytuacji:
czy to sie w ogdle da zrobi¢? Okazuje sie, ze szczesliwie sie da. Zachecam
Ambitnych Czytelnikéw do proby samodzielnego stworzenia takiego
systemu.

A robi sie to tak. Przedstawiam moj sekret w postaci ciggu
zero-jedynkowego. Bitem bedziemy nazywa¢ dowolng cyfre takiego

ciagu, czyli zero lub jedynke. Nietrudno zauwazy¢, ze moge znalezé

takie przedstawienie bez problemu, na przyktad kazda litere alfabetu
przedstawiam w postaci ciagu szesciu bitéw, da sie to zrobi¢, bo liter
alfabetu jest nie wiecej niz 2° = 64. Teraz moge sie wiec skupi¢ na

tym, jak podzieli¢ pewien ciag bitéw na trzy kawalki. Nie moge po
prostu przekazaé pierwszej jednej trzeciej ABW, drugiej CIA, a trzeciej
Mosadowi, bo w sposéb oczywisty bez wysitku kazdy z nich znatby spora
czes$é tajemnicy.

Zeby wyjasni¢ system, konieczne jest zdefiniowanie funkcji xor, ktora jako
argumenty bierze pewng liczbe bitéw, a zwraca jeden. Definiujemy ja jako
xor(by,...,by) = (by +---+b;) mod 2,
czyli reszte z dzielenia sumy bitéw przez dwa. Mozemy rozszerzy¢ funkcje

xor w taki sposéb, ze jako argumenty bierze ona pewng liczbe ciagéw
bitowych jednakowej dtugosci, powiedzmy dla ustalenia uwagi, dtugosci m.
Wtedy

xor(wy,...,wy) = xor(wy[1],...,wi[l])...xor(wi[m],...,wi[m]),
gdzie przez wli] oznaczamy i-ta litere stowa w. Czyli, innymi stowy, nowy
xor po prostu xoruje argumenty litera po literze. Przyktadowo

xor(11001,01000,10111) =

= xor(1,0,1)xor(1,1,0)xor(0,0,1)xor(0,0,1)xor(1,0,1) = 00110.
A teraz system — jest banalnie prosty! Powiedzmy, ze moja tajemnica
przedstawiona w postaci ciggu bitéw ma dtugosé m. Jej wartos¢ oznaczmy
przez t. Najpierw losuje dwa losowe ciagi bitéow w; i we dtugosci m, to
beda te przeznaczone dla ABW i CIA. Teraz definiuje trzeci ciag, dla
Mosadu, w3 = xor(w;, we, t). Tylko dlaczego to dziata?
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Zauwazmy najpierw, ze t = xor(wy, ws, ws). Zeby sie przekonaé, ze to
prawda, spojrzmy na i-ty bit. Wiemy, ze ws[i] = xor(w,[i], wai], t[i]).

A wiec suma w [i], wyli], t[i] oraz ws[i] jest parzysta. Z tego za$ wynika,
ze xor(ws [1], wai], wsli]) = t[i]. Gdy powtérzymy rozumowanie dla kazdego
i miedzy 1 a m, otrzymamy, ze faktycznie t = xor(w;, wq,ws). Czyli ABW,
CIA i Mosad wspolpracujac, moga odtworzy¢ moja tajemnice.

Trzeba jednak jeszcze sprawdzié, czy istotnie zadne dwie stuzby bez
trzeciej taczac swoje sity, nie beda w stanie odkry¢ zadnej informacji.
Jasne jest, ze ABW i CIA maja ciagi losowe, wiec nie zrobig z nimi
niczego sensownego bez Mosadu. Pozostaja pozostate pary — skupmy

sie na parze CIA i Mosad, bo sytuacja jest identyczna dla pary ABW

i Mosad. Przyjrzyjmy sie i-temu bitowi. Wyobrazmy sobie, ze CIA

i Mosad patrza na swoje bity i widza ws[i] = 0, ws[i] = 0. To im jednak
nie daje zadnej wiedzy o t[i], bo moze by¢ tak, ze w;[i] = 0 = t[i] oraz tak,
ze wy[i] = 1 = t[i] — kazda z tych dwoch opcji jest rownie prawdopodobna.
Podobnie dla kazdej kombinacji ws|i] i ws[i] oraz dla kazdego innego
indeksu 4. Polecamy Czytelnikom Ambitnym doprecyzowanie tego
argumentu.

Nietrudno zauwazy¢, ze opisany system da sie uogoélni¢ na dowolne

N stuzb. Jeszcze ciekawszym pytaniem jest, co zrobié¢, gdy chce, by
dowolne K z N stuzb, spotykajac sie, odtworzylto cata tajemnice, ale
juz zadne K — 1 stuzb nie moglo odkry¢ niczego. Wtedy potrzebne sa
bardziej zaawansowane techniki, pisaliémy o tym w Delcie 2/2011.

Przygotowatl Wojciech CZERWINSKI

Sprawiedliwie, sprawiedliwiej, najsprawiedliwiej

Pewnego stonecznego lipcowego poranka Alfred i Berenika ochoczo
wybrali sie na gdanska plaze. Mieli nadzieje, ze wczorajsza burza
przysporzy im mnoéstwa ciekawych znalezisk i spostrzezen. Piasek,

fale oraz to, co zdotaty wyrzucié na brzeg, to niezwykle bogate Zrédto
ciekawostek. Natkneli sie na kamienn poprzetykany dziurami, jakby byt
zjedzony przez korniki, oraz muszle, ktora ksztaltem przypominata
kardioide — calkiem niedawno poznali to stowo. Ale najciekawsze zdarzyto
sie na koniec. Kiedy wlasciwie chcieli juz wraca¢ do domu, zauwazyli
nieduzy woreczek zawiazany starannie sznurkiem. Alfred podszedt

z zaciekawieniem do kolejnego odkrycia, a Berenika, zauwazywszy, ze cos
tam ma, w mig znalazta sie obok niego.

— Co w nim jest? — zapytala podekscytowana znaleziskiem. — Rozwigz!
Chtopiec otworzyt worek, a sznurek wtozyl do kieszeni. W srodku znalezli
mnoéstwo starych monet. Alfred wyjal kilka z nich i przygladatl sie im

7z uwaga.

— Wygladaja na stare, jeszcze sprzed denominacji. Raczej nie sa warte

za wiele. Trudno oszacowad, ile ich moze by¢. Setka, moze wiecej. Jak
sadzisz?

Po parokrotnym zanurzeniu dtoni w zawartosci woreczka dziewczynka
orzekta:

— Wiecej niz setka. Jak zwykle, dzielimy sprawiedliwie, zeby kazdy byt
zadowolony.

— Sprawiedliwie. .. Czyli tym razem jak? — dzielenie sie zdobycza
przerabiali juz parokrotnie na rézne sposoby.

— Mam nowy pomyst! Mozemy wprowadzi¢ do naszego podziatu nutke
losowosci. Proponuje, bysmy nie wysypywali zawartosci. Nie bedziemy
wiedzieli, co i ile tak naprawde dzielimy.
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O zagadnieniu sprawiedliwego podziatu
pisaliSmy m.in. w artykule Piraci

(Delta 1/2005) i Zadanie o podziale puli
¢ arbitraz (Delta 4/2006).

— Alfred
— Berenika

Podzial monet wg Alfreda

Liderem nazywamy osobe, ktéra ma

w danej chwili wiecej monet. Jezeli

w podziale miedzy dwiema osobami kazda
z nich ma tyle samo monet, to lidera nie
ma. Pierwotna propozycja Alfreda
sprowadza sie wiec do ciggu liderow
postaci BBBB . ..

— To wrzuémy do tego zmietego i mokrego worka monety, ktére wyjeliSmy
i na zmiane losowo wyjmujmy po jednej. Mozesz zaczynaé¢ — podchwycit
pomyst Alfred.

— Dzieki, ale myéle ze lepiej bedzie, gdy wyciagniemy tymczasowo jedna
monete i bedziemy nia rzucaé. Jezeli wypadnie orzet, ja wyciagam jedna
monete, w przeciwnym przypadku ty.

Alfred i Berenika dlugo dyskutowali, czyj sposob losowania jest lepszy.

Opisany powyzej problem jest wariantem zagadnienia sprawiedliwego
podziatu. W tym przypadku nie wiemy jednak, jaka jest catkowita
wartodé rzeczy dzielonej, ani ile wyboréw czeka bohateréw.

W szczegolnoscei nie wiemy, czy monet jest parzyécie, czy nieparzyscie
wiele. Mogliby$my postuzy¢ sie zasada ,,ja dziele, Ty wybieraj”, ale Alfred
i Berenika chca dzieli¢ znalezisko przed okresleniem jego catkowitej
wartosci, ktorej zreszta sami nie potrafig, a moze nie chca okreslic.

Przyjrzyjmy sie blizej zaproponowanym przez nich sposobom. Czy ktorys
z nich jest sprawiedliwy? Jezeli tak, dlaczego? A jezeli nie, to ktory jest
sprawiedliwszy? Co powinni zrobi¢, by zagwarantowaé réwnosé?

W propozycji Bereniki rzut moneta oznacza, ze mozemy jedynie
oczekiwaé, ze podzial zakonczy si¢ zblizong liczba monet u kazdego.
Niemniej, przy tym sposobie zar6wno Alfred, jak i Berenika majg duze
szanse na to, zeby skonczy¢ z przewaga co najmniej kilku, a nawet
kilkunastu monet — co drugiej stronie moze sie ewidentnie nie spodobac.
Wartosé monet nie ma w tym przypadku znaczenia, gdyz jest niewielka.
Problem sprowadzamy do tego, zeby oboje zakonczyli podzial z taka sama
liczba monet, albo zeby w dowolnym momencie kazde z nich miato réwne
szanse na zakonczenie podziatu z wiekszg liczba. Ciekawa propozycja
Bereniki nie jest najlepszym rozwiazaniem. Jest bowiem duza szansa, ze
gdy jedna osoba zdobedzie przewage kilku monet, to utrzyma ja juz do
konica.

Propozycja Alfreda polega na naprzemiennym wyjmowaniu po jednej
monecie. Jezeli liczba monet jest parzysta, oboje skoiicza z taka sama
ich liczba. W przeciwnym przypadku, gdy monet jest nieparzyscie wiele,
Berenika bedzie miata o jedna monete wiecej. Taki podzial nigdy nie
stawia Alfreda na pozycji lidera (przypomnijmy: ustalilismy juz, ze to,
co znajduje sie na monecie, nie ma znaczenia). Oznacza to, ze $rednio
albo oboje beda mieli tyle samo, albo Berenika wiecej. Podziat faworyzuje
wiec (nieznacznie) Berenike. Algorytm wydaje sie jednak nieco lepszy od
propozycji Bereniki. Istotnie, nie polegamy juz na losowo$ci, niemniej
mozna go poprawi¢ tak, by uzyskaé jeszcze ,sprawiedliwszy” podzial.
Propozycje Alfreda mozemy obrazowo zapisa¢ w postaci ciggu par
(BA)(BA)(BA)(BA)(BA)(BA)(BA)(BA)(BA) ...,
gdzie pozycja litery od lewej oznacza numer losowania, a litera, ktora
z dwoch oséb wyciaga w danej turze monete. Problem tego ciagu tkwi
w tym, iz kazda nieparzysta pozycja zajmowana jest przez B. Mozemy
go uniknaé i tym samym poprawié¢ ciag podziatu, gdy w co drugiej parze
litery zamienimy miejscami (grupujemy teraz w czworki takich samych
symboli)

(BAAB)(BAAB)(BAAB)(BAAB)(BAAB)(BAAB)(BAAB)...

Taki podzial, cho¢ jest lepszy od poprzedniego, ponownie nie jest
idealny. Na czym polega jego przewaga? Jezeli przedmiotow podziatu
jest parzyscie wiele, to Berenika nie jest juz zawsze faworyzowana.
W powyzszym ustawieniu B i A wystepuja na nieparzystych miejscach
naprzemiennie. Z drugiej strony, niezaleznie od liczby monet, ciag lideréow
wyglada nastepujaco

BABABABA...
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Dla jakiej liczby monet Berenika bedzie
liderem o jeden raz wigcej niz Alfred?

— Alfred
— Berenika

Podziat monet wg Thuego—Morse’a

O ciggu Thuego—Morse’a pisalismy
w Delcie 10/2016.

Po pierwszym losowaniu liderem jest B, po drugim lidera nie ma
(obydwoje maja taka sama liczbe monet), po trzecim liderem jest A, po
czwartym lidera nie ma, po piatym liderem jest B itd. Podzial taki jako
lidera faworyzuje wiec ponownie Berenike, gdyz ta zawsze bedzie liderem
co najmniej tyle samo razy co Alfred. Alfred moze mie¢ wiec (stuszne)
pretensje. W obecnym algorytmie podziatu czwoérka BAAB powtarza
sie i ta cyklicznos§é jest zrodltem problemu. Zauwazmy, ze w pierwotnym
podziale ciag rowniez byl okresowy (powtarzal sie segment BA). Sugeruje
to, podobnie jak poprzednio, zamiane w co drugiej czwérce symboli na
przeciwne. Generuje to ciag okresowy, w ktérym powtarza sie cyklicznie
osiem symboli:
(BAABABBA)(BAABABBA)(BAABABBA)(BAABABBA)...
Analiza lideréw prowadzi do ciggu
(BAAB)(BAAB)(BAAB)(BAAB)...
Ale jest to ciag, w ktorym, jak juz ustaliliSmy, faworyzowana jest
Berenika. Cyklicznosé, tym razem BAABABBA, ponownie prowadzi do
niesprawiedliwosci, lecz na nieco glebszym poziomie.

Mozemy spréobowaé przejéé do ogélnych wnioskow. Po kazdej
z powyzszych zmian ciag podziatu jest okresowy, co przektada sie
ostatecznie na okresowos¢ ktoregos skumulowania (tworzymy ciag liderow
od ciaggu lideréw), a tym samym faworyzowanie Bereniki. Kolejne korekty
dokonujemy w co drugiej parze, czworce, 6semce. .. — ogdlniej, w co
drugiej 2"-tce przez zamiane symboli. Poniewaz nie znamy doktadnej
liczby monet, a chcielibySmy zaproponowaé maksymalnie sprawiedliwy
sposoéb losowania, sugeruje to wykonanie na nieskoriczonym ciagu
nieskoriczenie wielu operacji zamiany liter. Operacja taka ma swoja
»granice”, ktorej poczatek wyglada nastepujaco
BAABABBAABBABAABABBABAABBAABABBA...

Powyzszy ciag mozna skonstruowaé rowniez w inny sposoéb. Startujemy
mianowicie od pary liter BA, do ktérej po prawej stronie dotaczamy jej
negatyw, czyli cigg liter, w ktorym B i A zamienione zostaly miejscami.
Nastepnie do otrzymanego ciagu BAAB dotaczamy kolejny negatyw,
otrzymujac BAABABBA. Operacje taka powtarzamy w nieskoriczonosé,
otrzymujac w granicy to samo co poprzednio. Ciag ten nosi nazwe ciagu
Thuego—Morse’a i czasem jest nazywany ciggiem sprawiedliwego podziatu
(fair share sequence). Taka nazwe zawdziecza zastosowaniu do rozwiazania
problemu, z ktorym Alfred i Berenika borykali sie na gdariskiej plazy.
Jego ,doskonato$é¢” polega miedzy innymi na tym, ze ciag liderow jest
ponownie ciggiem Thuego—Morse’a, a wiec i wszystkie kolejne iteracje
skumulowanego prowadzenia sa tej postaci.

— Ciag Thuego—Morse’a? Nigdy o nim nie styszatem! — skarzy sie Alfred.
Berenika byta wyraznie zaskoczona tym, co przeczytali w znanym
czasopismie popularnonaukowym. Interesowata sie matematyka, o ciagu
Thuego—Morse’a przeczytata pare faktéw przed miesigcem, ale zaden

z nich nie dotyczyl sprawiedliwego podziatu.

— Nie przejmuj sie, Alfredzie! Nie tylko udalo nam sie podzieli¢ monety
najsprawiedliwiej. Poznalismy réwniez ciag sprawiedliwego podziatu.
Poczekaj chwile... Tutaj jest napisane, ze to wlasnie zgodnie z ta reguta
pitkarze powinni rozgrywac rzuty karne w dogrywece, szachisci zmieniaé¢
sie kolorami pionéw w rozgrywkach, czy tenisisci serwowaé w tie-breaku.
Wyeliminowaloby to problem przewagi osoby rozpoczynajacej, dajac tym
samym sprawiedliwsza rozgrywke. Zdumiewajace!

A gdyby przydarzylo Ci sie, drogi Czytelniku, spacerowaé¢ po plazy razem
z Alfredem i Berenika, jaki sprawiedliwy ciag losowan zaproponowaltbys

dla trzech os6b?
Przygotowat Karol GRYSZKA
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Rozwigzanie zadania M 1512.
Niech [F] oznacza pole figury F.
Poniewaz K i N sa $rodkami odcinkow
AB i AD, to KN||BD oraz
2. KN = BD. Podobnie otrzymujemy
LM||BD oraz 2- LM = BD. W takim
razie czworokat K LM N ma dwa boki
rownej dlugosci i réwnolegle, wiec jest
réwnoleglobokiem o §rodku S. Ponadto
trojkat ABD jest obrazem trojkata AKN
w jednoktadnosci o srodku A i skali 2,
wiec [ABD] = 4 - [AK N]. Z analogicznych
rozwazan dla tréojkatow BK L, CLM
i DM N otrzymujemy
4-[AKN]+4-[BKL]+
+4-[CLM]+4-[DMN] =
= [ADB] + [BAC| + [CBD] + [DCA] =
=2.[ABCD].
Stad mamy
[ABCD]=2-[KLMN]=38-[KLS].
Wiemy réwniez, ze
4-[BKL] =[BAC]| < [ABCD].
W takim razie otrzymujemy
[KBLS] = [KBL] + [KLS] <

N

1 1
;[ABCD] + S [ABCD] =

3
—[ABCD)]
8
oraz
1
[KBLS] > [KLS] = g[ABCD}.

W takim razie

8

3 < [ABCD] < 8.
Minimum jest osiggane dla czworokata
(zdegenerowanego), w ktorym wierzchotki
A, D i C sg wspolliniowe (woéwczas
[ABC] = [ABCD]), a maksimum — gdy

wierzcholki A, B i C sa wspoélliniowe
(wowezas [ABC] = 0).

*Instytut Elektrotechniki i Informatyki,
Wydzial Inzynierii Elektrycznej
i Komputerowej, Politechnika Krakowska

Zloty podzial odcinka a ladowanie
akumulatora samochodowego

Maciej SIWCZYNSKI*

Akumulator samochodowy jest jednym z wielu zrodetl energii, jakie sg uzywane
w praktyce. Zrodlami energii elektrycznej sa rowniez ogniwa, pradnice —
maszyny pradu stalego, alternatory, turbogeneratory itd. Kazde zrédlto energii
elektrycznej mozemy sobie wyobrazi¢ jako ,skrzynke” dostepna z zewnatrz
poprzez pare koricowek, zwanych tez zaciskami, tworzacych tzw. ,port
energetyczny” (rys. 1), na ktorym obserwuje sie pare wielkosci fizycznych
nazywanych w technice sygnatami.

Dla Zrodla energii elektrycznej pare sygnatow stanowia napiecie elektryczne
i natezenie pradu elektrycznego, ktore oznaczymy u oraz i. lloczyn tych
sygnatéw stanowi moc chwilowa;:

p(t) = u(t)i(t).
Na ogét zaréowno wu, i, jak i p, zaleza od czasu, ale istnieje spora grupa zrodel
energii, w ktorych funkcje te sa stale w czasie (lub zmieniaja si¢ bardzo
powoli) i dlatego nazywa sie je zrodtami napiecia (badz pradu) stalego. Modele
matematyczne takich zrodet sa szczegodlnie proste, gdyz pomija sie w nich
zaleznos¢ od czasu. Przykladami tego typu zrodet sa ogniwa, pradnice pradu
stalego, turbiny, ale rowniez akumulatory samochodowe. Tymi ostatnimi
zajmiemy sie w tym artykule. Réwnanie opisujace akumulator, ktore wiaze ze
soba sygnaly u — napiecie oraz ¢ — natezenie pradu elektrycznego, ma postaé

u-+v=e,

gdzie e nazywa sie ,sila elektromotoryczna’ Zrodta, natomiast v = ri, gdzie r to

tzw. opor wewnetrzny zrodta. Réwnanie to na plaszczyznie we wspolrzednych

(v,u) przedstawia prosta przechodzaca przez ¢wiartki I, IT i IV wyznaczona

przez punkty o wspolrzednych (0,e) i (e,0) (rys. 2). Pierwszy punkt nazywa

sie ,,punktem otwarcia” zrodta — przy pradzie ¢ = 0, drugi punkt to tzw. ,punkt

zwarcia” — przy u = 0. Napiecie elektryczne akumulatora przy ¢ = 0 nazywa sie
€

napigciem otwarcia u, = e, a prad przy v = 0 — pradem zwarcia i, = <.

Oproécz réwnania linii prostej we wspotrzednych v, u wystepuje jeszcze jedno
rOwnanie energetyczne:
uv = pr,

gdzie p jest moca wyprowadzang z akumulatora. Jest to rownanie hiperboli,
ktora dla p > 0, gdy akumulator sie roztadowuje, przechodzi tylko przez
¢wiartke I, a dla p < 0, gdy akumulator sie taduje, przez é¢wiartki ITi IV.
Hiperbola ma woéwczas dwie galezie, jak to wida¢ na wykresie.

Wraz ze zmiana mocy p od —oo do 400 otrzymuje sie cala rodzine hiperbol.

O tym, jaka wartos¢ przyjmie moc p pobierana z akumulatora, decyduje czynnik
zewnetrzny, czyli albo odbiornik energii, albo urzadzenie tadujace zZrédlo, przy
czym wlasnosci akumulatora naktadaja na mozliwe wartosci mocy pewne
ograniczenia, ktorych analiza sie zajmiemy.

Rozpatrujac proces pobierania energii z akumulatora, stawia si¢ pytanie,
kiedy moc p osiaga wartos¢ maksimum. Poszukiwanie punktu maksimum p
na wykresie polega na tym, aby sposréd wszystkich prostokatéow o bokach u, v
opierajacych sie o prosta u + v = e, czyli o tym samym obwodzie, wybraé ten,
ktory bedzie mial najwicksze pole powierzchni. Oczywiste jest, ze prostokat ten
musi by¢ kwadratem. Jest to rownowazne z tym, ze funkcja
1

plu) = ~ule — u)

osiaga maksimum w punkcie v = 5. Punkt o wspoirzednych

- (59
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Rozwigzanie zadania F 916.
Ze wzgledu na ogromna odleglo$é¢ do
Stonca soczewka skupiajaca wytworzy
jego obraz w odleglosci praktycznie
rownej jej ogniskowej f. Srednica obrazu
bedzie rowna d = 2f - tg(a/2) i na krazku
o tej drednicy zostanie skupiona cala moc
padajaca na powierzchnie soczewki —
niech $rednica soczewki wynosi D.
Drewno ma male przewodnictwo cieplne,
przyjmijmy wiec w grubym przyblizeniu,
ze gtownym mechanizmem utraty ciepla
z jego powierzchni bedzie promieniowanie
termiczne. Temperatura 7" powierzchni
ustali sie, gdy moc docierajaca od Stlornca
na powierzchnie obrazu po skupieniu
przez soczewke bedzie réwna mocy
wypromieniowanej przez powierzchnie
obrazu. Mamy wiec rownanie:
D? ¢
T—W =n—0oT",
4 4

ktore pozwala nam obliczy¢ wartosé
temperatury obrazu Stonca. Warunkiem
zaplonu jest T > Ty = (3004 273) K.
Ostatecznie otrzymujemy:

D? ate? (& oTy
7> (5) 5
Po podstawieniu danych liczbowych
otrzymujemy warunek D/f > 0,022.

‘W naszych obliczeniach, poza
przewodnictwem ciepta w drewnie,
pomineliSmy straty energii podczas
przechodzenia promieniowania przez
material soczewki oraz straty wynikajace
ze zjawiska konwekcji w powietrzu i wad
optycznych soczewki (aberracja sferyczna
i chromatyczna). Rzeczywisty stosunek
D/ f pozwalajacy za pomocg soczewki
zapali¢ drewno jest z tych powodéow

3 do 4 razy wigkszy, niz to wynika

Z naszego oszacowania.

nazywa sie¢ punktem dopasowania odbiornika energii do Zzrodla (akumulatora).
Wspotrzedne tego punktu wyznaczaja wartos¢é mocy maksymalnej otrzymywanej
z akumulatora

. 1
Pmax = Udld = Zuozza
gdzie ug := 5 = §, ig := %5 = 5. Zagadnienie dopasowania odbiornikow

do 7zrodel energii jest obszernym problemem technicznym i teoretycznym
wymagajacym zaangazowania bardziej rozwinietego aparatu matematycznego
(rachunek wariacyjny, analiza funkcjonalna). Ten problem znacznie sie upraszcza
i nazywa sie dopasowaniem odbiornika do zrédla napiecia statego ze wzgledu
na maksimum pobieranej z niego mocy. W tym celu na rysunku 2 wyrézniamy
dwa kwadraty: duzy kwadrat, tzw. ,otwarciowo—zwarciowy”, o polu powierzchni
Uyl, TOWNYM ,mocy otwarciowo—zwarciowej” i maly kwadrat o polu powierzchni
rownym ¢wiartce pola duzego kwadratu, a wynoszacym ugig = %uoiz. Ten
maly mozna nazwaé¢ kwadratem mocy maksymalnej, poniewaz przez jeden

z jego wierzchotkow przechodzi hiperbola mocy maksymalnej styczna do prostej
u + v = e. Potozone wyzej hiperbole, odpowiadajace mocom p > ppax nie

maja punktéw wspolnych z prosta napieciowo—pradowa zrodta, co oznacza,

ze akumulator nie jest w stanie dostarczyé¢ takiej mocy. Liczba 4 staje sie tym
samym w teorii zrodel energii liczba ,magiczna’.

Punkty przecie¢ prostej u + v = e z hiperbolami rodziny uv = pr sa punktami
wspolpracy akumulatora z odbiornikiem badz zr6dlem tadowania. Prosta
przecina hiperbole w dwoch punktach w éwiartkach II1 IV (ladowanie
akumulatora) albo w dwoch punktach w ¢wiartce I (roztadowanie), albo

w jednym punkcie (dopasowanie), albo ich nie przecina, gdy p > pmax. Hlustruje to
rozwiazanie uktadu rownan akumulatora u + v = e, uv = pr, ktéry sprowadza sie
do rownania kwadratowego dla napiecia lub pradu:

2 LN\ 2 .
u u €T (3 (3 €T
(uo) _<uo>+4_0 wibo (z) _<iz>+4_0’

gdzie u,, i, — weczesniej zdefiniowane napiecie otwarcia i prad zwarcia
akumulatora, a

r=—*+£

pmax

jest tzw. ulamkiem obcigzenia Zrodla. Stosunek ten nie moze przekroczyé
wartosci 1, gdyz w przeciwnym razie otrzymywaliby$my z akumulatora
wiecej mocy, niz jest on w stanie dostarczyé¢. Matematycznie oznaczaloby
to, ze wyr6znik réwnan kwadratowych A = 1 — z bylby ujemny i rownania
te nie mialtyby rzeczywistych rozwiazan. Jednak dla ujemnych = nie ma
zadnego ograniczenia od dotu, moze z wyjatkiem ograniczeri wynikajacych
z wytrzymalosci akumulatora na przeciazenie pradem lub napieciem. Ujemna
wartos¢ « odpowiada procesowi tadowania akumulatora z zewnetrznego zrodta
energii elektrycznej.

Przyjmijmy, ze & = —4 (magiczne minus 4) co oznacza, ze akumulator tadowany
jest z moca rowna polu powierzchni duzego kwadratu otwarciowo—zwarciowego.
Wowczas rownania kwadratowe przyjma wspolng postaé

¢27¢71:07

a to jest rownanie zlotego podziatu! Jednym z rozwiagzan tego rownania jest
liczba opisujaca zloty podzial (¢ — symbol Fidiasza):

V541
o=

Drugim rozwigzaniem réwnania kwadratowego jest —¢~!, otrzymujemy wiec
dwa rozwigzania, ktérym odpowiadaja nastepujace wartosci pradu i napiecia:

~ 1,618034.

U ? _
— =¢ 7:1_¢:_¢1
_> .

u _ 1 _
;:_¢1 7:1+¢ =9
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Punkty o tych wspotrzednych leza w ¢wiartkach II i IV, co widaé¢ na rysunku 2.
Korzystniejsza technicznie jest pierwsza para wartosci ze wzgledu na mniejsza
wartos¢ bezwzgledna pradu tadowania (punkt w éwiartce II). Zatem napiecie
tadowania akumulatora v powinno by¢ takie, aby ulo = ¢, co przy u, =e¢ =12V
daje wartos¢ okolo 19,416408 V (,zlote napiecie tadowania”). Warto zauwazy¢,
ze prad tadowania odpowiadajacy ,ztotemu napieciu” jest dosy¢ duzy i wynosi
—¢~ti, ~ —0,618034 - i, (i, — prad zwarcia). Nie jest to wiec prad maly,
zwazywszy, ze prad zwarcia plynacy przez akumulator dtugotrwale moze go
uszkodzié. Badanie wlasciwosci ladowania akumulatoréw zlotym napieciem
badz ztotym pradem wymagaloby analizy wielu zjawisk fizykochemicznych,
dynamicznych, cieplnych, itd. zachodzacych w akumulatorze podczas ladowania.
Autor w tym artykule nie podejmuje dyskusji na ten temat. Tutaj ograniczymy
sie do wyciagniecia nastepujacego wniosku sformutowanego w postaci
twierdzenia:

Napiecie (bgdz prad) tadowania akumulatora z mocq réwng iloczynowi napiecia
otwarcia i produ zwarcia, rownq czterokrotnej mocy maksymalnej — czyli réwng
polu powierzchni duzego kwadratu otwarciowo—zwarciowego — rowne sq ¢ badz
—¢~ L (ztotej liczbie lub jej odwrotnosci) jednostek napiecia (lub produ,).

Redaguje Urszula PASTWA

M 1510. Z kola w losujemy 11 punktow (przy losowaniu kazdy punkt kota jest
jednakowo prawdopodobny). Znalezé¢ prawdopodobienistwo tego, ze istnieje taka
$rednica kola w, iz wszystkie wylosowane punkty leza po tej samej jej stronie.
Rozwiazanie na str. 7

M 1511. Znalezé wszystkie liczby catkowite n, dla ktorych liczba
n* +n3 +n? +n+ 1 jest kwadratem liczby catkowitej.
Rozwiazanie na str. 23

M 1512. Punkty K, L, M i N sa odpowiednio $rodkami bokow AB, BC,

CD i DA czworokata wypuklego ABC'D. Odcinki KM i LN przecinaja, sie

w punkcie S. Znalez¢ kres dolny i gorny pola czworokata ABCD przy zalozeniu,
ze pole czworokata K BLS jest rowne 1.

Rozwigzanie na str. 12

Przygotowat Andrzej MAJHOFER

F 915. Znajdz posta¢ zaleznosci predkosci c¢ fali od jej dlugosci A dla fal na
powierzchni glebokiego zbiornika niescisliwej cieczy — to znaczy gdy glebokosé
zbiornika h > A — w przypadku, gdy zZrédiem sil przywracajacych plaskosé
powierzchni jest:

a) napiecie powierzchniowe,

b) ciezar cieczy.

Ciecz ma gestosé p, wspotezynnik napiecia powierzchniowego ciecz-powietrze o,
a przyspieszenie sity ciezkosci wynosi g.

Rozwiazanie na str. 2

F 916. Oszacuj parametry soczewki skupiajacej, ktora mozna zapali¢
drewniang drzazge. Przyjmij, ze temperatura zaplonu drewna wynosi
okoto 300°C. W bezchmurny dzienn na powierzchnie Ziemi dociera okoto
W =1kW/ m? mocy promieniowania stonecznego; stala Boltzmanna to
o =5,67-10"% W/(m?K*). Rozmiary katowe tarczy stonecznej widzianej
z Ziemi wynosza okoto oo = 0,5°.

Rozwiazanie na str. 13
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O wtlasnosciach prostej Simsona

Dominik BUREK*
Tomasz CIESLA**

*student, Instytut Matematyki,
Uniwersytet Jagiellonski
**student, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet
‘Warszawski

Kat skierowany ¥(a,b) miedzy prostymi
a,b to kat, o jaki nalezy obroéci¢ prosta b
przeciwnie do ruchu wskazéowek zegara
tak, aby stala sie ona rownoleglta do

prostej a.

Zorientowane pole trojkata ABC jest:
dodatnie, gdy wedrujac wzdluz tamanej
ABCA, poruszamy si¢ przeciwnie do
ruchu wskazoéwek zegara; ujemne, gdy
poruszamy si¢ zgodnie z ruchem
wskazowek zegara; zerowe, gdy punkty

A, B, C sa wspoélliniowe.
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W niniejszym artykule przyblizymy wlasnosci jednej z najstynniejszych prostych
w geometrii euklidesowej — prostej Simsona. Jej odkrycie przypisywane jest
szkockiemu matematykowi, Robertowi Simsonowi, cho¢ w zadnej jego pracy

nie znajdujemy wzmianki o niej.

Twierdzenie 1 (Simson). Dany jest trojkgt ABC wpisany w okrag w oraz punkt
P lezgcy na tym okregu. Rzuty prostokgtne punktu P na proste BC,CA, AB
oznaczmy odpowiednio przez D, E, F. Wowczas punkty D, E, F lezg na jednej
prostej. Prosta ta nazywana jest prostg Simsona punktu P wzgledem
trojkata ABC.

Dowdd. Zauwazmy, ze trojkaty prostokatne PAF i PC'D sa podobne.
Rzeczywiscie, wynika to z rownosci Sk PAF = < PC D, ktora jest konsekwencja
tego, ze punkty A, B,C, P leza na jednym okregu. Jest tez jasne, ze trojkaty te
sa tak samo zorientowane. Obierzmy na prostej AC taki punkt X, ze trojkat
PXE jest podobny do trojkata PAF i tak samo zorientowany. Przeksztalcenie
bedace ztozeniem obrotu o kat APF z jednoktadnoscia o skali % przeprowadza
punkty A, X, C' odpowiednio na punkty F, E, D. Poniewaz obroty i jednoktadnosci
zachowujg wspotliniowo$é¢ punktow, wiec ze wspotliniowosci punktow A, X, C
wynika wspoétliniowosé punktow F, E, D. O

Prawdziwe jest tez twierdzenie odwrotne: jesli punkty D, E, F' sa wspoétliniowe,
to punkt P lezy na okregu w. Dowod tego faktu jest dos¢ podobny,

nietrudno bowiem sprawdzié, ze przy takich zalozeniach obrot o kat FPA

z jednokltadno$cia o skali g—ﬁ przeprowadzi D na C, skad wnioskujemy

podobieristwo trojkatow PAF i PC'D oraz teze twierdzenia odwrotnego.

Jedno z ciekawych uogolnien prostej Simsona polega na rzutowaniu punktu P
pod dowolnym (ustalonym) katem. Mowi o tym nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 2. Dany jest trojkgt ABC wpisany w okrqg w i punkt P leZgcy na
nim. Niech D, E, F bedg takimi punktami odpowiednio na prostych BC,CA, AB,
ze zachodzq réwnosci kqtow skierowanych < (PD,BC) = x(PE,CA) =
X(PF,AB). Wowczas punkty D, E, F lezq na jednej prostej. Twierdzenie
odwrotne rowniez jest prawdziwe.

Powyzsze twierdzenie mozna udowodnié, wykorzystujac analogiczny

argument jak w twierdzeniu Simsona. Uzupelnienie szczegotow pozostawiamy
Czytelnikowi.

Inne uogolnienie twierdzenia Simsona mozna otrzymac, badajac pola trojkatow
o wierzchotkach bedacych rzutami dowolnego punktu plaszczyzny. Francuz
Joseph Gergonne odkryl i jako pierwszy udowodnil ponizszy fakt.

Twierdzenie 3. Dane sq tréjkat ABC wpisany w okrag o $rodku O oraz
liczba rzeczywista X. Dla dowolnego punktu P oznaczmy jego rzuty na proste
BC,CA, AB przez D, E, F. Zbior punktow P, dla ktorych zorientowane pole
trojkata DEF wynosi A, jest albo zbiorem pustym, albo jednoelementowym
zbiorem zawierajgcym punkt O, albo pewnym okregiem o Srodku O.

Dowo6d powyzszego twierdzenia pominiemy, natomiast wywnioskujemy z niego
twierdzenie Simsona. Przyjmujac A = 0, otrzymujemy, ze wszystkie punkty,
ktorych rzuty na proste BC,CA, AB sa wspolliniowe, tworza pewien okrag.
Nietrudno przekonac sie, ze rzuty punktow A, B, C maja te wlasnosé. Wobec
tego okregiem tym musi by¢ okrag opisany na trojkacie ABC.

Zanim przejdziemy do proby pokazania ciekawych zastosowan prostej Simsona,
udowodnimy kilka interesujacych faktow z nia zwiazanych. Zaczniemy od
niezwykle uzytecznego faktu:

Fakt 1. Dany jest trojkat ABC wpisany w okrqg w oraz cieciwa PQ prostopadta
do prostej BC. Wowczas prosta Simsona punktu P wzgledem trojkgta ABC' jest
rownolegta do prostej AQ.

Dowdd. Oznaczmy rzuty punktu P na proste BC' i C'A odpowiednio przez D
i E. Punkty D i E leza na okregu o srednicy PC. Korzystajac z tego, ze katy
oparte na tym samym tuku sa réwne, otrzymujemy <X PDE = X PCFE = ¥PQA,
skad wynika réwnolegtosé¢ prostych AQ i DE. a
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‘W dowolnym tréjkacie spodki wysokosci,
srodki bokéw oraz srodki odcinkdéw
taczacych ortocentrum z wierzchotkami
leza na jednym okregu. Okrag ten jest
nazywany okregiem dziewieciu punktow

trojkata ABC.

Q

Moze sie, oczywiscie, zdarzy¢, ze nie istnieje cieciwa przechodzaca przez P, ktora
jest prostopadla do BC'. Duzieje sie tak dokladnie wtedy, gdy P jest jednym

z koncow $rednicy rownoleglej do BC'. W takim przypadku nalezy przyja¢ P = Q)
i fakt pozostaje w mocy. Uzupelnienie szczegotow pozostawiamy Czytelnikowi.

Na szczegolna uwage zashuguje piekna zaleznosé znaleziona przez szwajcarskiego
matematyka Jakoba Steinera, ktora wiaze prosta Simsona z ortocentrum
trojkata.

Twierdzenie 4 (Steiner). Punkt P lezy na okregu w opisanym na tréjkgcie
ABC. Punkty X,Y i Z sq obrazami punktu P w symetrii wzgledem bokow
odpowiednio BC, CA i AB. Wowczas punkty X, Y i Z lezg na jednej prostej,
ktora zawiera ortocentrum trdjkgta ABC. Prostq te zwykto sie nazywaé prostq
Steinera punktu P wzgledem trojkata ABC.

Dowdd. Niech H bedzie ortocentrum tréjkata ABC' i niech @ bedzie takim
punktem na w, ze PQ 1 BC. Oznaczmy odbicie H wzgledem BC przez D.
Wowczas

¥BDC = ¥BHC = 180° — ¥ HCB — xCBH =
= (90° — xHCB) + (90° — xCBH) =
— XCBA+ ¥ ACB = 180° — ¥ BAC,

zatem D lezy na w. Trapez HDX P jest rownoramienny (jego osia symetrii jest
prosta BC'), wobec tego ¥ PXH = xDPX. Z drugiej strony trapez ADQP jest
wpisany w okrag, wiec réwniez jest rownoramienny. Stad xDPQ = ¥ PQA.

Z powyzszych dwoch réwnosci wynika, ze HX || AQ. Stad i z poprzedniego
faktu wnioskujemy, ze prosta HX jest rownolegta do prostej Simsona punktu P.
Innymi stowy, punkt X lezy na prostej ¢ przechodzacej przez H i rownolegtej do
prostej Simsona punktu P. Dokladnie ten sam argument pokazuje, ze punkty Y, Z
rowniez leza na /.

Podobnie jak poprzednio, moze sie zdarzy¢, ze punkt ) nie bedzie istnial.
Twierdzenie Steinera pozostaje prawdziwe réwniez w tym przypadku.
Uzupelnienie szczego6léw ponownie pozostawiamy Czytelnikowi.

Twierdzenie Steinera mozna przeformutowaé tak: jednoktadnosé o srodku

w punkcie P i skali rownej 2 przeprowadza prosta Simsona punktu P na prosta
zawierajaca ortocentrum trojkata ABC. Wyplywa stad wniosek: prosta Simsona
punktu P lezacego na okregu opisanym na trojkacie ABC polowi odcinek PH,
gdzie H jest ortocentrum trojkata ABC. Ponadto srodek odcinka PH lezy

na okregu dziewieciu punktow trojkata ABC. Aby to uzasadnié, wystarczy
zauwazy¢, ze skoro odbicia H wzgledem bokow trojkata ABC' leza na okregu
opisanym, to okrag dziewieciu punktéw jest jednoktadny wzgledem H w skali %
z okregiem opisanym.

Mozna réwniez badaé relacje miedzy dwiema wybranymi prostymi Simsona.

Twierdzenie 5. Punkty P i Q lezqg na okregu w opisanym na trojkgcie ABC.
Wowczas miara kgta miedzy prostymi Simsona punktow P i Q) jest réwna mierze
kata wpisanego opartego na tuku PQ).

Dowdd. Obierzmy punkty R i S na w tak, by cieciwy PR, QS byly prostopadte
do prostej BC. Wowczas proste AR, AS sa rownolegle do prostych Simsona
punktow P, Q. Wobec tego interesujacy nas kat rowny jest katowi miedzy
prostymi AR, AS. Ten kat jest oparty na tuku RS, ktorego dlugosé jest rowna
dtugosci tuku PQ). O

Tutaj rowniez moze zdarzy¢ sie, ze nie istnieja cieciwy PR, QS prostopadte
do prostej BC' — uzupekhienie dowodu w tym przypadku pozostawiamy
Czytelnikowi.

Z powyzszych faktow w prosty sposéb mozna wysnu¢ nastepujace wnioski:

e Trojkat XY Z jest wpisany w okrag opisany na trojkacie ABC. Wowczas
proste Simsona punktéow X,Y i Z wzgledem trojkata ABC ograniczaja trojkat
podobny do trojkata ABC.

e Proste Simsona dwoéch punktow antypodycznych przecinaja sie pod katem
prostym.
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W kazdym tréjkacie okrag wpisany jest
styczny do okregu dziewieciu punktow.
Ich punkt wspolny nazywany jest
punktem Feuerbacha.

e W trojkacie ABC zbioér punktéw przeciecia sie prostych Simsona dwodch
punktow antypodycznych jest jego okregiem dziewieciu punktow.

Nadszed!l czas na pokazanie zastosowan prostej Simsona w zadaniach
olimpijskich. Czesé ponizszych probleméw pochodzi z olimpiad matematycznych
o zasiegu miedzynarodowym.

Zadanie 1. Dany jest rownolegtobok ABCD oraz punkt F lezgcy na odcinku
CD. Punkty O1,0 i O3 sq srodkami okregow opisanych na trdjkgtach
ABF,BCF i ADF. Dowiesé, ze ortocentrum trdojkata O10203 lezy na
prostej AB.

Rozwiagzanie. Pokazemy najpierw, ze punkty F,O1, O, O3 leza na jednym
okregu. Istotnie,

X03F05 = 180° — xDFO3 — <O FC =
= 180° — 3(180° — 2xDAF) — £(180° — 2%xCBF) =
= XDAF + ¥CBF = ¥ AFB = 180° — £050,0s.

(ostatnia rownosé wynika z faktu, ze proste O102 i O103 sa prostopadie
odpowiednio do FB i F'A). Na podstawie twierdzenia Steinera pozostaje
uzasadnié, ze odbicia punktu P wzgledem bokow trojkata 010503 leza na
prostej AB, jednakze jest to oczywiste, gdyz proste O30 oraz 0201 sg
symetralnymi odcinkéw odpowiednio AF' i F'B. O

Zadanie 2. W czworokgcie ABCD opisanym na okregu prosta | przechodzgca
przez wierzchotek A przecina bok BC w punkcie M oraz pétprostqg DC™

w punkcie N. Punkty I, I, I3 sq¢ $rodkami okregow wpisanych odpowiednio

w trojkgty ABM, MNC, NDA. Dowiesé, ze punkt przeciecia wysokosci trajkgta
L1513 lezy na prostej L.

Rozwiazanie. Niech prosta [ przecina potprosta DC~ w punkcie N. Trojki
punktéw I, M, Is oraz I3, I>, M sa, oczywiscie, wspotliniowe. Oznaczmy przez
FE przeciecie prostych AM i drugiej stycznej poprowadzonej z punktu C' do
okregu o srodku w punkcie ;. Latwo zauwazy¢, ze CE + AB = AE + BC, wiec
AE —CE = AB — BC = AD — CD. Oznacza to, ze polprosta C'E jest rowniez
styczna do okregu o srodku w punkcie I3, stad punkty I7, F i I3 sa wspotliniowe.
Wobec tego

xI,CI3 = 3xDCB = 1(180° — xMCN) = xNMI, + ¥I,NM = 31, I;13,

wiec na czworokacie 1 IoC'I3 mozna opisa¢ okrag. Aby dokonczyé¢ rozwigzanie,
wystarczy zauwazy¢, ze obrazy punktu C' w symetrii wzgledem prostych I 1>
oraz I»I3 leza na prostej [ i zastosowaé twierdzenie Steinera. O

Rozwazane zadania szybko ulegly twierdzeniu Steinera. Tak dzieje sie z wieloma
problemami dotyczacymi przynaleznosci ortocentrum trojkata do jakiejs prostej.
Dla Czytelnikéow Wnikliwych pozostawiamy kilka zadan, ktére pomoga zgtebi¢

i odkry¢ jeszcze wiecej wlasnosci prostej Simsona.

Zadanie 3. Dane sq punkty A, B,C, D, E, takie, zZe czworokqt ABC D

jest réwnolegtobokiem, a czworokgt BCED jest wpisany w okrgg. Prosta |
przechodzqca przez A przecina wnetrze odcinka CD w punkcie F, a prostq BC
w punkcie G. Przypusémy, ze EF = EG = EC. Wykazaé, Ze | jest dwusieczng
kgta DAB.

Zadanie 4. Dany jest trajkgt ABC wpisany w okrqg w. Punkt K € w i punkt A
lezg po przeciwnych stronach prostej BC. Punkty L, M sq odbiciami punktu K
wzgledem AB, BC. Okrqg przechodzqcy przez punkty B, L, M przecina w po raz
drugi w punkcie E. Punkt H jest ortocentrum trojkgta ABC. Wykazaé, ze proste
KH,EM, BC majg punkt wspdlny.

Zadanie 5. W trojkqcie ABC okrgg wpisany jest styczny do bokéw BC,CA
1 AB w punktach odpowiednio D, E 1 F. Punkt F jest punktem Feuerbacha
trojkgta ABC. Wowczas prosta Simsona punktu P wzgledem trojkgta DEF
jest rownolegta do prostej OI, ktora tgczy $rodki O i I — okregow opisanego
i wpisanego trojkgta ABC.
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Czytelniku Wnikliwy, zechciej uzasadnié,
ze jezeli istnieje rozwiazanie wieksze od
100, to jest ono jedyne, a jezeli istnieje
rozwiazanie mniejsze lub réwne 100, to
wszystkie pozostale rozwigzania (poza
liczba 1) beda znajdowaly si¢ w jego
$cistym otoczeniu (w tym sensie, ze beda
tworzyly ciag ko, k1, ..., k; kolejnych
liczb naturalnych).

*doktorant, Zaklad Algebry, Wydzial
Matematyki Stosowanej, Politechnika
Slaska

Polowanie na ciagi
Barttomiej PAWLIK*

W 1964 roku amerykansko-brytyjski matematyk Neil Sloane zaczat
kolekcjonowaé znane ciagi liczb catkowitych. Niewinne hobby, motywowane
zbadaniem wtasnosci kilku ciaggoéw, ktore pojawity sie podczas pracy nad jego
rozprawa doktorska, szybko przerodzilto sie w duze przedsiewziecie. W efekcie
zostaly opublikowane dwie ksiazki A Handbook of Integer Sequences (wydana
w roku 1973, zawierajaca 2372 ciagi) oraz The Encyclopedia of Integer Sequences
(z 1995 roku, 5847 ciagi). W 1996 roku, gdy liczba zgromadzonych ciagow
przekroczyta 10 000, dalsze ich przechowywanie w postaci ksigzkowej stalo sie
bardzo niepraktyczne. Sloane postanowil stworzy¢ internetowa baze ciagow, dzis
figurujaca pod nazwa OEIS (The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences).
Baza zawiera obecnie okoto 270 000 ciagoéw i, aby uswiadomic¢ sobie jej wartosé
jako przydatnego narzedzia w pracy badawczej, wystarczy wspomnieé, ze juz
ponad 4500 artykutoéw naukowych zawiera informacje: Otrzymanie tego wyniku
nie bytoby mozliwe bez pomocy OFIS.

Znalezienie nietrywialnego ciagu liczb caltkowitych, ktory nie figuruje

na wspomnianej liscie, nie jest tatwym zadaniem. W niniejszym tekscie
zaprezentuje, w jaki sposob udato sie upolowaé jeden okaz. Polowanie zacznijmy
od proby znalezienia odpowiedzi na wlasciwie btahe pytanie:

Ile jest liczb naturalnych k, takich, ze liczba k! ma doktadnie k cyfr?

Niech X : N — N bedzie funkcja okreslajaca liczbe cyfr danej liczby (przyktadowo
A(2016) = 4). Powyzsze pytanie mozemy sformutowaé teraz w nastepujacy sposob:
ile rozwigzan ma rownanie k = A(k!)? Tabela obok przedstawia wartosci funkcji
A(E!) dla matych k.

Jak wida¢, wsrod liczb jednocyfrowych jest tylko jedno rozwiazanie (liczba 1!
ma dokladnie jedna cyfre). Bardzo szybki wzrost wartosci funkcji k! sprawia, ze
poszukiwanie wiekszych rozwiazan ,na piechote” jest niezwykle nieporeczne.
7 drugiej strony szybki wzrost sugeruje, ze liczba rozwiazan jest skoniczona.
Zauwazmy, ze liczba 100! ma o dwie cyfry wiecej niz 99!. Ujmujac to nieco
ogolniej, jezeli 100 < k < 1000, to

A(E=DN +2 < MK < A(E—= 1))+ 3.

Powyzsza nier6wnosé¢ wynika z faktu, ze gdy pomnozymy dowolna liczbe przez
liczbe trzycyfrowa, liczba jej cyfr zwiekszy sie o 2 lub 3. Najmniejsze k, takie, ze
AED = M(k—= 1))+ 3, to k = 104.

7 powyzszych nieréwnosci wynika oszacowanie:
A(2001) > A(100!) + 2 - 100 = A(100!) + 200 > 200,

czyli liczba 200! ma wiecej niz 200 cyfr. Co wiecej, dla kazdego k wiekszego
od 200 liczba k! ma wiecej niz k cyfr. Zatem jezeli istnieja roézne od 1
rozwiazania rownania k = A(k!), to sa one na pewno mniejsze od 200.

Problem znalezienia wszystkich rozwiazan sprowadziliSmy do zbadania liczb

z zakresu od 10 do 199. Jednak przeprowadzenie bezposrednich obliczent wciaz
bytoby caltkiem czasochtonne (ze wzgledu na bardzo duze wartosci liczby k!
nawet dla niewielkich k). Znajdzmy sposob!

Niech N!'={0!, 1!, 2!, 3!, ...} bedzie zbiorem silni liczb naturalnych. Funkcja A
jest niemalejaca na zbiorze N! (podobnie jak na zbiorze N), a po usunieciu z tego
zbioru pierwszych szesciu elementéw jest na nim rosnaca. Szukanie rozwiazan
rownania k = A(k!) dla k € {10,11,...,199} mozna efektywnie przeprowadzi¢
metoda bisekcji (tj. sprawdzié, czy rozwiazaniem jest element lezacy mniej wiecej
w §rodku tego zbioru, a jesli nie, to biorac pod uwage wartosé¢ funkcji A dla tego
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=1

22! =1124 000727777 607 680 000

23! =25852016 738 884 976 640 000

24! = 620448 401 733 239 439 360 000
Liczby 1, 22, 23 i 24 sa pierwszymi
czterema elementami bardzo ciekawego
nieskoriczonego ciggu liczb naturalnych k,
takich, ze liczba cyfr liczby k! jest
podzielna przez liczbe k (figurujacego
w OEIS pod numerem A058814).

W standardowym systemie pozycyjnym
2016 oznacza liczbe

(2016)10 = 2 - 10°> + 0 - 10% + 1 - 10" + 6.
Ta sama liczba w systemie pozycyjnym
o podstawie 5 wyglada tak:

2016 =3-5"+1-5°4+0-5°+3.-541=

= (31031)s5.

W systemie pozycyjnym o podstawie 1
(system unarny) do zapisu liczb stosuje
sie wylacznie jeden znak. Kolejne liczby
tworzy sie przez powtarzanie tego znaku.

elementu, ograniczy¢ przeszukiwany zbior do liczb mniejszych lub wigkszych od
tego sprawdzonego elementu).

Przedstawmy kilka poczatkowych krokéw zastosowania tego algorytmu.

A(100!) = 158. Liczba 100! ma 158 cyfr w zapisie dziesietnym, czyli wszystkie
potencjalne rozwiazania beda znajdowaly sie w zbiorze {10, 11,...,99}.

A(50!) = 65, wiec wszystkie potencjalne rozwiazania beda znajdowaly sie

w zbiorze {10, 11,...,49}. Kontynuujac to rozumowanie, dochodzimy do wniosku,
ze jedynymi liczbami naturalnymi k, takimi, ze liczba k! ma doktadnie k cyfr, sa
1,22, 231 24.

Czy to juz wszystko? Czy odpowiedz na pytanie bedace zalazkiem polowania
jest kompletna? A co by bylo, gdyby$my rozwazyli liczby zapisane w innych
systemach pozycyjnych?

Odpowiedz na pytanie, ile jest liczb naturalnych k, takich, ze k! ma doktadnie
k cyfr, zalezy, oczywiscie, od podstawy systemu pozycyjnego, w ktorym
rozpatrujemy liczbe k. Niech A, (k) oznacza liczbe cyfr liczby k w systemie
pozycyjnym o podstawie n oraz niech A(n) oznacza liczbe takich liczb
naturalnych k, ze liczba k! ma dokladnie k cyfr w zapisie w systemie
pozycyjnym o podstawie n. Czyli A(1) = 2 oraz A(10) = 4 (co udowodnilismy
wezesniej). A(n) jest liczba rozwiazan réwnania

k=M (k!), dlan > 2.

n | A, | Rozwiazania || n | A, | Rozwiazania Przez A,, oznaczmy ciag wartosci funkcji A. Jest to cigg
112 12 2% | 4 | 1.65.66.67 opisujacy liczbe liczb k, takich, ze liczba k! ma doktadnie
! R k cyfr w zaleznosci od podstawy rozpatrywanego
213|123 27| 5 | 1,67,68,69,70 systemu pozycyjnego. I to jest wtasnie ten ciag, ktory
313 11,56 28| 4 |1,70,71,72 padl ofiara naszego polowania! Teraz mozna pokusié sie
4] 3 1178 29 | 4 [1.73.74.75 o zbadanie pewnych jego wlasnosci, co pozostawiamy
. L jako zadanie dla Czytelnika Niezmeczonego.
5| 3 [1,10,11 30| 5 |1,75,76,77,78 .. . .
(1) Wartosci ciagu A,, rosna bardzo powoli. Czy istnieje
63 ]1,12,13 311 5 |1,78,79,80,81 jakie$ ograniczenie gorne tego ciagu? Jezeli tak, to
71 3 |1,15,16 32| 4 |1,81,82,83 jakie?
sl 4 [1.17.1819 33| 5 11.83.84.85.86 (2) Dla jakich liczb naturalnych k, liczba k! nie ma k
— — cyfr w zadnym systemie pozycyjnym?
9] 3 11,2021 34| 5 | 1,86,87,88,89 (3)*** Tablica obok sugeruje, ze wraz ze wzrostem
10| 4 ]1,22,23,24 351 4 11,89,90,91 liczby n (czyli podstawy systemu pozycyjnego),
111 4 12592697 361 5 11.91.92.93.94 wszystkie nietrywialne (rozne od 1) rozwiazania
réwnania
12| 3 |1,28,29 371 5 |1,94,95,96,97 k= [log, (k)] + 1
13] 4 ]130,31,32 38| 5 |1,97,98,99,100 zblizaja sie do liczby e - n. Utwierdzajaca w tym
14| 4 ]1,33,34,35 39| 5 [1,99,100,101,102 przekonaniu moze by¢é tablica rozwiazan dla
15 4 1353637 |[40| 5 [1,102,103,104,105 poczatkowych poteg liczby 10:
16| 4 |1,38,39,40 41| 5 |1,105,106,107,108 n | A, | Rozwiazania
17| 4 |1,41,42,43 42| 5 |1,107,108,109,110 2 11,2
18| 5 |1,43,44,45.46 || 43 | 5 |1,110,111,112,113 10 | 4 | 1,22,23,24
19| 4 |1,46,47,48 44| 5 |1,113,114,115,116 100 | 6 | 1,264-268
20| 4 |1,49,50,51 || 45| 4 |1,116,117,118 1000 | 8 | 1,2707-2713
21| 5 | 1,51,52,53,54 || 46 | 5 |1,118,119,120,121 10000 | 10 | 1,27168-27176
22| 4 |1,54,55,56 47| 5 | 1,121,122,123,124
Formalnie ten wniosek mozna zapisa¢ w postaci
23| 4 |1,57,58,59 48 | 5 | 1,124,125,126,127
} ) ) ) i ) ) y I_logn LenJ IJ + 1 .
24| 5 [1,59,60,61,62 49 | 5 |1,126,127,128,129 n—s-too en -
25| 4 |1,62,63,64 50| 5 |1,129,130,131,132 Czytelniku Poszukujacy, sprobuj to udowodnié

(np. stosujac wzor Stirlinga).
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Zycle na
ZY \~® 73

21 wrzesnia w siedzibie ONZ odbytla si¢
sesja poswigcona naduzywaniu
antybiotykow. Obecnie dane wskazuja, ze
80% antybiotykow trafia nie do
lecznictwa, lecz do hodowli zwierzat.

Na wyprodukowanie jednego kilograma
miesa bydlecego, drobiowego

i wieprzowego zuzywa sie¢ — odpowiednio —
45, 148 i 172 miligramy antybiotykow.
W skali globu w 2010 roku spozytkowane
w ten sposob zostalo ich 63 000 ton.
Najgrozniejsze doniesienia pochodza

z Chin: podaje sie, ze sa regiony, gdzie
w nurtach rzek ponizej fabryk
farmaceutycznych stezenie antybiotykow
jest 10 000 razy wyzsze niz stezenia
stosowane w medycynie; w leczniczych
stezeniach antybiotyki trafiaja sie nawet
w wodzie z kranu. Odporne na
antybiotyki bakterie i zakazone nimi
zwierzeta zasiedlajg dzi§ juz oceany

i rzeki na calym Swiecie.

Mamy problem

Powszechnie wiadomo, ze mamy problem, nie wiem tylko dokad trzeba go
zgtaszaé, kosmonauci przynajmniej mieli Houston.

Historia odkrycia antybiotykéw zaczyna sie od przypadku i niechcianego
niechlujstwa. Podobno Aleksander Fleming, brytyjski mikrobiolog, po
wakacjach (1928) przegladal stare ptytki Petriego, na ktorych rosty kolonie
chorobotworczych bakterii Staphylococcus. Na jednej plytce zauwazyl strefe
hamowania wzrostu bakterii, a obok plesni, potem zidentyfikowana jako
Penicillium notatum. Zaltozyl, ze ple$in wydziela substancje hamujaca wzrost
bakterii.

Pierwszy odkrywca nie zlekcewazyl rzadkiego i nieoczekiwanego zjawiska. Gdyby
Fleming kazal umy¢ ptytki i uznal, ze to byt przypadek, na odkrycie penicyliny
musieliby$my jeszcze poczeka¢. Ale ten przyszly noblista (1945) zdat sobie
sprawe z medycznego znaczenia odkrycia. Opracowanie metody oczyszczania
penicyliny i wytworzenia jej w formie leku trwalo dtugo, przys$pieszylta je

IT wojna $wiatowa i fakt masowej $mierci rannych na frontach (to w temacie:

o pozytkach z wojen!).

Rownolegte odkrywanie nowych antybiotykow (dziataja tylko na bakterie

i grzyby, szczesliwie dla medycyny nie niszcza komorek ludzkich i zwierzecych,
cho¢ moga wykazywaé efekt alergenny) oraz biologicznych mechanizmow ich
syntezy staly sie zaczatkiem szybkiego rozwoju przemystu farmaceutycznego
wykorzystujacego fermentacje i syntezy chemiczne. Samych rodzajow penicyliny
jest dzis wiele: naturalne penicylina G i V, polsyntetyczne amoksycylina,
ampicylina, flukloksacylina i inne.

Niestety, bardzo szybko okazalo sie, ze atakowane przez antybiotyk bakterie

i grzyby mutuja do szczepéw opornych, do ktoérych trzeba odkrywaé kolejny
antybiotyk. Jeszcze grozniejsze jest zjawisko horyzontalnego przekazywania
genetycznej opornosci na dany antybiotyk, co w praktyce szpitalnej stanowi
wielkie wyzwanie. Przekazywane sa elementy genetyczne kodujace opornosé

z bakterii do bakterii, nawet niekoniecznie tego samego gatunku. W tym samym
szczepie moze nagromadzié sie kilka opornosci na rézne antybiotyki. Typowa
wojna atak—obrona: po jednej stronie mikroorganizmy, po drugiej madrzy ludzie
z coraz lepiej wyposazonymi laboratoriami. Kto wygra?

Wrecz ,,cudowne” wyzdrowienia po zastosowaniu antybiotykéw uspity czujnosé

i lekarzy, i pacjentow. Zaczeto bardziej i mniej §wiadomie naduzywacé tych lekow,
ordynujac je w stosunku do patogenow, na ktore antybiotyk nie dziata (wirusy),
przyjmujac zbyt krotko (wtedy powstaja mutanty oporne) i bez kontroli lekarza.
W trojkacie pacjent—patogen—lekarz wszystkie czynniki podlegaly dynamicznym
zmianom. W dodatku zaczeto na masowa skale stosowa¢ antybiotyki nie tylko do
leczenia zwierzat, ale takze w zle pojetej weterynaryjnej profilaktyce i w dazeniu
do lepszych wynikéw hodowli drobiu czy trzody. Selekcja mutantéw opornych
nastepowala w duzej skali w srodowisku naturalnym — antybiotyki mozna
znalezé w paszy, glebie, wodach.

Weciaz brak naprawde szybkich metod analizy ewoluujacej opornosci
mikroorganizméw, co w masowej skali jest kosztowne, nie starcza tez
wykwalifikowanej kadry i prawidtowo wyposazonych laboratoriéw. Problem
jest globalny, ocenia sie, ze rozprzestrzenienie sie nowego mutanta na

calym swiecie trwa najwyzej 2 lata, wiec wyjscie z sytuacji powinno by¢
znajdowane tez globalnie, a nie tylko w najbogatszych krajach swiata. A WHO
(Miedzynarodowa Organizacja Zdrowia) grozi, iz narastanie opornosci na
antybiotyki prowadzi do katastrofy porownywalnej z globalnym ociepleniem

i terroryzmem.

Od odkrycia penicyliny mineto 90 lat, od wprowadzenia jej na rynek okoto 70,
a okrzyk mamy problem! stal sie dzi§ dramatyczny.
Magdalena FIKUS
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Akustyczne hologramy

Holografia optyczna znalazta bardzo wiele zastosowari.
Cho¢ matematyczny opis tej techniki moze wydawac

sie skomplikowany, to jej idea jest bardzo prosta.

Z codziennego doswiadczenia wiemy, ze trojwymiarowsa,
scene mozna obserwowaé przez szybke. To oznacza, ze na
powierzchni szybki musi by¢ dostepna informacja o tym,
co przez nig mozna zobaczy¢. Zmieniajac kat patrzenia,
dostrzegamy troéjwymiarowosé sceny. Hologram to

nic innego jak utrwalenie takiej informacji w taki
sposob, ze oSwietlenie go falg ptaska odtwarza fale,
ktora ,wychodzitaby” z jego powierzchni, gdyby scena
za nig byla. Analogia z szybka uzmystawia roéwniez
jedna z najbardziej efektownych wtasnosci hologramu.
Widok mozna odtworzy¢ réwniez za pomoca jego
fragmentu, tak jak cata scene mozna zobaczy¢ przez
fragment szybki. Jednak, ze wzgledu na skoiiczong
doktadnosé zapisu, widok odtwarzany przez coraz
mniejsze fragmenty jest coraz mniej wyrazny.

Hologram akustyczny to podobna technika odtwarzania
frontu fali dZwiekowej. Obecnie uzywa sie szyku
(macierzy) niezaleznie modulowanych przetwornikow
elektroakustycznych (ang. phased array transducers

— PATs). Technika ta ma dwa ograniczenia i jedna
dodatkowa zalete. Z jednej strony, nie pozwala na
uzyskiwanie wysokiej rozdzielczosci, a dazenie do

jej maksymalizacji wiaze sie z lawinowo rosnacymi
kosztami. Z drugiej strony, pozwala na dynamiczna
zmiane generowanej fali dzwickowej. Nalezy zauwazy¢, ze
w takim przypadku akustyczny hologram istnieje tylko
w postaci cyfrowego zapisu amplitudy, czestosci i fazy
sygnatow odtwarzanych przez poszczegodlne gtosniczki.

Niedawno zademonstrowano [1], ze rezygnacja

z dynamiki pozwala na przezwyciezenie obu ograniczen
jednoczesnie i to w zaskakujaco prosty sposob. Chodzi
o tworzenie materialnych holograméw, za pomoca,
ktorych fale dzwiekowa mozna odtworzy¢, uzywajac
tylko jednego gtosnika. Hologramy te nadal nie sa
rejestracja jakiejs fali, tylko powstaja na podstawie
obliczenn dotyczacych tego, co chce sie uzyskaé¢. Z ich
oraz tréjwymiarowej drukarki pomoca tworzona jest
plytka z materiatu o innej predkosci rozchodzenia

sie dzwieku niz osrodek, w ktorym efekt ma by¢
obserwowany. Umieszczenie za plytka glosniczka,
generujacego plaska fale dzwiekowa, daje oczekiwany
rezultat. W tym miejscu wypada zakrzyknaé ,szkoda,
ze Pairistwo tego nie widza!” (Bez problemu jednak,
przynajmniej czesé, zobaczy¢ mozna — [2]). Cho¢
generowana fala nie zmienia sie, to moze shuzy¢ do
manipulacji obiektami. Na poczatku filmu widzimy, jak
malutki stateczek z papieru ptywa w kotko po okraglym
wybrzuszeniu powierzchni ptynu. Wykonalne jest
uzyskanie réznych pol cisnienia w réznych odleglosciach
od hologramu. Zademonstrowane to zostalo poprzez
uzyskanie obrazow cyfr 1, 2 i 3 w centymetrowych
odstepach. Mozna doprowadzi¢ do lewitacji kropelek

w powietrzu albo pozwoli¢ im sie rozbi¢ i zwizualizowaé
tréjwymiarowe pole ci$nienia za pomoca ich rozprysku.
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Autorzy pracy [1] wyrazili w wywiadach zdziwienie, ze
nikt przed nimi nie wpadl na podobny sposob tworzenia
akustycznych holograméw. Wskazali rowniez na szereg
potencjalnych zastosowan proponowanej techniki. Jej
gltownymi zaletami sa: zdolnosé rozdzielcza ograniczona
jedynie dtugoscia fali dzwiekowej oraz niski koszt.
Przewiduja np., ze pomyst moze zostaé¢ uzyty do bardziej
precyzyjnego niz dotychczas ultradzwiekowego rozbijania
kamieni nerkowych.

Jeszcze jednym sposobem efektownej wizualizacji fali
dzwiekowej generowanej przez hologram jest migracja
drobin do miniméw cis$nienia akustycznego. Za jego
pomoca autorzy pokazali tworzenie sie kopii rysunku
Gotebia Pokoju Picassa po wlaczeniu glosniczka i jego
rozmazywanie po wylaczeniu.

Pismienne gotebie

Gotlab swoje symboliczne znaczenie zawdziecza
najprawdopodobniej nie tyle samemu udomowieniu
golebia skalnego kilka tysiecy lat temu, co
przypuszczalnej tego korzysci: wybitnej zdolnosci
powrotu do gniazda, od wiekéw wykorzystywanej do
przekazywania informacji.

Fizyczne podstawy tej zdolnosci pomimo lat badan

i wiekow selekcji, nie sg jednoznacznie poznane.
Pewna role odgrywa magnetorecepcja, ale zwiazek
przyczynowo-skutkowy udato sie wykazaé¢ jedynie przy
odréznianiu zwrotow do i od bieguna.

Przypuszcza sie, ze jednym z czynnikéw jest zdolnosé
rozpoznawania topografii. Mozliwe, ze wyewoluowala ona
dzieki przewadze, jaka dawalo skuteczne odnajdywanie
gniazda ukrytego w skalnej Scianie.

Ostatnio wykazano, ze golebie nie tylko sa
,Spostrzegawcze”, ale maja réwniez zdolnosci
ortograficzne. Ptaki zostaly nauczone odrézniania
kilkudziesieciu angielskich stow czteroliterowych

od kilku tysiecy czteroliterowych zestawow liter
niebedacych poprawnymi stowami. Nastepnie, zeby
sprawdzi¢, czy golebie ,tylko” zapamietaly stowa, czy
tez potrafig wybieraé¢ ortograficzne zestawy liter sposrod
nieortograficznych, zaczeto im pokazywaé nieznane
zestawy. Prawidlowe angielskie slowa rozpoznawane
byty lepiej, niz wynikaloby to z losowosci. Jest to
pierwszy przypadek wykazania tego typu zdolnosci

u nienaczelnych.

Nie przeprowadzono