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Zlozone i proste
Pawet GORA*

*Instytut Informatyki, Wydziat
Matematyki, Informatyki i Mechaniki
Uniwersytetu Warszawskiego

Gdy mowimy, ze cos jest ztozZone, zazwyczaj chcemy wyrazié, ze jest w jakims
sensie skomplikowane, nietrywialne, sklada sie z wielu prostszych elementow.
W nauce, szczegblnie w matematyce i informatyce, jest wiele rodzajow
ztozonosci:

e zlozonosé obliczeniowa (czasowa lub pamieciowa) algorytmow: ilosé zasobow
(czasu, pamieci) potrzebnych do algorytmicznego rozwiazania danego
problemu, w zaleznosci od rozmiaru danych wejsciowych,

e zlozonos¢ informacyjna Kohmogorowa: dlugosé najkrotszego programu
generujacego dane stowo,

e zlozonos¢ cyklomatyczna: stopien skomplikowania programu komputerowego,
liczba mozliwych $ciezek wykonania kodu zrédtowego.

Cgzy istnieja definicje i miary zlozonosci na tyle ogolne, aby dla wszystkich

rzeczywistych lub abstrakcyjnych bytoéw jednoznacznie ocenié, czy cos jest

ztozone, czy nie? Wydaje sig, ze jest zbyt duzo skomplikowanych struktur, ktore
maja ze soba niewiele wspolnego, aby takie uniwersalne definicje i miary miaty
sens. Okazuje sie, ze istnieje dziedzina nauki o nazwie ztozone systemy (ang.
complex systems), zajmujaca sie badaniem wlasnie takich pozornie zupelnie
roznych struktur, majacych jednak specyficzne cechy powodujace, ze struktury
te i procesy z nimi zwiazane okredla sie jako ztozone. Z uwagi na réznorodnosé
badanych systeméw trudno nawet zdefiniowac te dziedzine i systemy bedace
przedmiotem jej badan. W wielu pracach naukowych przyjmuje sie dos¢ ogélna
definicje:

Ztozony system to system sktadajgcy sie z wielu komponentow bedgcych

w interakeyi powodujgce] wystepowanie emergentnych wltasnosci systemu.

Przedstawiona definicja jest (celowo) nieprecyzyjna, nie mowi, jak duzo ma byé
komponentéw systemu, czym sa emergentne wlasnosci i interakcja. Istnieja
mniej lub bardziej ogolne wersje tej definicji oraz zupelnie odmienne (czasem
zamiast Scistej definicji podaje sie przyktady systeméw uwazanych za zlozone
oraz ich wspolne cechy powodujace te ztozonosé). W wiekszosci definicji
wystepuja takie pojecia jak: wiele komponentow, interakcja, emergencja. Pod
tym ostatnim pojeciem kryje si¢ istota ztozonych systemoéw, emergencja oznacza,
ze ,calo$é to wiecej niz suma czesci”. Dla matematykow moze byé to zaskakujace,
przeciez % + % = 1! Wiec jak to mozliwe? Komponenty ztozonych systemow sa
duzo prostsze niz cale systemy, to samo dotyczy ich pojedynczych interakcji —
zazwycza] nie sg one skomplikowane. To kolektywna interakcja wielu prostszych
elementow powoduje, ze caly system jest bardziej skomplikowany niz elementy
sktadowe, czy nawet ich suma, ale bez interakcji. Przyjrzyjmy sie przyktadom
ztozonych systemow.

Spoteczenstwo — grupa ludzi, ktorych interakcja moze prowadzi¢ do wybuchu
wojen, epidemii, powstawania nowych pomystéw, czy budowy skomplikowanych
urzadzen (ktore tez moga by¢ ztozone, np. komputery, samochody i samoloty
skladaja sie z wielu prostszych czesci, ktore same nie sa w stanie wiele zrobié,

a zlozone w odpowiednie konfiguracje potrafia kolektywnie sprawi¢, ze samoloty
lataja, samochody jezdza, a komputery wykonuja skomplikowane obliczenia).
Czasem jeden czlowiek sam nie potrafi rozwiazaé¢ pewnego bardzo trudnego
problemu, np. matematycznego. Grupa 100 $wietnych matematykow rowniez
moze sobie nie poradzié, jezeli beda oni pracowaé¢ osobno, nawet gdy zsumujemy
wyniki samodzielnej pracy kazdego z nich, to i tak nie znajdziemy w nich
rozwiazania. Jednak kiedy zaczna oni wspoélpracowaé, wymieniaé sie pomystami
(czyli beda w interakeji), to ich wiedza moze si¢ $§wietnie uzupetnia¢, wyniki
jednej osoby moga zainspirowaé pozostatych, pokonanie jednej z przeszkod
spowoduje, ze kolejna osoba bedzie mogta wykorzysta¢ swoja wiedze, aby
wykonaé¢ kolejny krok na drodze do rozwiazania problemu. W taki sposéb
funkcjonuje nauka i (emergentnie) pojawia sie postep techniczny.

Inne przyktady emergentnych zjawisk w spoteczenstwie dotycza gietdy i rynkow
finansowych: interakcja wielu uzytkownikow poprzez handel produktami moze
prowadzi¢ do powstawania bariki spekulacyjnej, kryzysu finansowego. Sytuacja
na gietdzie zalezy od wielu czynnikéow zewnetrznych, np. sytuacji gospodarcze;j.
Jest to przyklad waznej cechy wielu ztozonych systemow — sa one otwarte, moze
na nie wptywaé otoczenie, a one mogg, sie adaptowa¢ do jego warunkéw. Systemy
majace te ceche okresla sie mianem ztozone systemy adaptacyjne.
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Rozwigzanie zadania M 1509.
Chcemy obliczy¢ sume wartosci

min(z, y, z) dla wszystkich tréjek (z,y, z)

liczb naturalnych nie wiekszych niz 10.
Rozwazmy ,szeSciany”

Ap={n,n+1,...,10}x
x {n,n+1,...,10} x
x {n,n+1,...,10}
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jest rowne liczbie sze$cianéw, do ktoérych

nalezy punkt (z,y, 2). W takim razie
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réwna
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2
) =557 = 3025.

Kolejnym przykltadem jest ruch drogowy: interakcja ludzi i uzywanych przez nich
pojazdoéw moze prowadzi¢ do wypadkow i zatorow. Ciekawe jest to, ze zatory

w ruchu drogowym mozna roztadowywacé oraz im przeciwdziataé¢ za pomoca
innego ztozonego systemu: systemu zarzadzania ruchem, w ktérym programy
sterujace sygnalizacja $wietlna na skrzyzowaniach moga ze soba wspotpracowaé
(np. wymieniaé¢ informacje o natezeniu ruchu), aby nie dopusci¢ do powstania
zatoru.

Sam czlowiek, element sktadowy spoleczenstwa, tez jest ztozonym systemem:
jego organizm sktada sie z wielu narzadow, ktore musza wspotpracowaé, aby
podtrzymywaé zycie, a narzady zbudowane sa z komorek, ktére rowniez sa

w interakcji. Dalej: komorki zbudowane sa z substancji chemicznych, ktore
powstaja poprzez reakcje (interakcje) jeszcze prostszych substancji. Przyktad
ten ilustruje nastepna ceche zlozonych systemow — hierarchicznosé (w tym
przypadku: od substancji chemicznych i komorek do czlowieka i spoteczenstwa).

Skad u czlowieka biorg sie tak ztozone cechy jak inteligencja, $wiadomosé

i emocje? Przypuszcza sie, ze wynikaja one z prostych interakcji neuronow

w mozgu. A genom ludzki? Poprzez interakcje w sieciach regulatorowych
kontrolowana jest ekspresja genow, co decyduje o budowie i ztozonosci ludzkiego
organizmu.

Ztozone systemy nie dotycza jedynie ludzi, wystepuja tez w Swiecie zwierzat

i roslin. Proste interakcje miedzy zwierzetami powoduja, ze podroézuja one

w zorganizowanych strukturach, takich jak tawice ryb, klucze ptakow, a kolonia
mrowek moze wybudowaé¢ mrowisko i dostarczaé¢ do niego pozywienie. Na
przykladzie ludzi i zwierzat widaé, ze z interakcja zwiazane jest przekazywanie
i przetwarzanie informacji (np. mowa, feromony, informacja wizualna), co jest
kolejng wspoélna cechg wielu ztozonych systemow.

Ztozone systemy nie dotycza tez jedynie istot zywych (cho¢ czesto sprawiaja
wrazenie, ze sg ,zywe”), np. interakcja poprzez sity grawitacji moze formowaé
tak skomplikowane struktury, jak Uktad Stoneczny. Problem wyznaczenia toru
ruchu n cial oddziatujacych zgodnie z prawami grawitacji Newtona trudno
rozwiazaé analitycznie z uwagi na nieliniowos$¢ interakeji (nie da sie ich opisa¢
za pomocy uktadu réwnan liniowych), a takze numerycznie — z uwagi na
wrazliwo$¢ na warunki poczatkowe (niewielka zmiana parametréow ukltadu, jego
komponentow lub interakcji moze powodowaé caltkowicie inna jego ewolucje).
Zarowno nieliniowosé, jak i wrazliwosé na warunki poczatkowe to typowe
wtasnosci ztozonych systemow.

Ztozone systemy nie dotycza tez jedynie bytow fizycznych. Przykladem
abstrakcyjnego ztozonego systemu, ktory ma wiele zastosowan praktycznych,

sa automaty komorkowe. Zostaly one odkryte przez Stanistawa Ulama i Johna
von Neumanna w Los Alamos w latach 40. XX wieku, a potem spopularyzowane
m.in. poprzez Gre w zZycie Johna Conwaya. Sktadaja sie ze zbioru komoérek
rozmieszczonych na regularnej siatce (np. na plaszczyznie), ktore w kazdej
chwili majg okreslony stan pochodzacy ze skoriczonego zbioru mozliwych
stanéw. Ewolucja automatu odbywa sie w dyskretnych krokach, w kazdym kroku
stan danej komorki zalezy od stanéw pewnego podzbioru komorek (komorki

sa wiec w interakcji). W definicjach automatow komorkowych ten podzbior
zazwycza]j pochodzi z otoczenia komorki, a reguty przejscia pomiedzy stanami
sa deterministyczne i takie same dla wszystkich komorek. Sa jednak wyjatki,
np. model Nagela—Schreckenberga (model Na-Sch), ktérego opis pojawi sie

w dalszej czesci artykuhu.

7 uwagi na interakcje czesto trudno jest doktadnie przewidzieé¢ ewolucje
automatu komorkowego bez jej obserwacji, np. poprzez uruchomienie symulacji
komputerowej. Ceche te, znang jako obliczeniowa nieredukowalnosé, wprowadzit
w ksiazce A New Kind of Science Stephen Wolfram. Jest to kolejna wspolna
cecha wielu zlozonych systemoéw. Inna wlasnoscia, widoczna Swietnie na
przykltadzie automatow komorkowych, jest wspolistnienie cech (samo)organizacji
i dezorganizacji (chaosu). Cho¢ ewolucja systemu moze wygladaé¢ na chaotyczna,
mozna w niej odnalezé uporzadkowane wzorce, dajace wrazenie, ze system jest
w pewien sposéb zorganizowany pomimo nieskoordynowanych interakeji i braku
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centralnego sterowania. Zlozone systemy sa wiec czyms pomiedzy uktadami
prostymi, w ktérych wszystko mozna szybko i precyzyjnie obliczy¢, a uktadami
losowymi, dla ktorych mozna prowadzié¢ gtownie rozwazania statystyczne.

Jak wida¢, zlozone systemy wystepuja w wielu obszarach, od skali mikro

do makro. Jest to intrygujace, gdyz niewiele jest w nauce przypadkow tak
duzej uniwersalnosci pojeé¢ i praw! Fascynujace jest tez to, ze wiele ztozonych
systemow ma znacznie wiecej wspolnych cech, niz sugeruje to ich definicja,

a przez to w badaniach dotyczacych pewnych zlozonych systemoéow czasami
korzysta sie z innych!

Przyktadem moze byé wspomniany juz ruch drogowy, ktérego modelowaniem
zajmuje sie naukowo autor niniejszego artykutu. W zjawisku tym wielu agentow
(kierowcy, a w przyszlosci — pojazdy autonomiczne) stara sie osiagnac cel,
ktorym zazwyczaj jest szybkie dotarcie do punktu docelowego, korzystajac

z dostepnej infrastruktury drogowej i przestrzegajac przepisow. Agenci
wspoldziely infrastrukture, wiec sa w interakcji ze sobg i z otoczeniem,

np. dostosowuja predkosé do warunkow jazdy, wyprzedzaja inne pojazdy.

Te interakcje moga powodowaé emergentne zjawiska: wypadki, powstawanie
zatorow. W przyszlosci, gdy powszechna bedzie komunikacja pomiedzy
pojazdami autonomicznymi (komunikacja V2V — vehicle-to-vehicle) oraz
pojazdami i infrastruktura (V21 — vehicle-to-infrastructure), mozliwych interakcji
bedzie wiecej, np. synchronizowanie manewréw, informowanie o zamiarze
wyprzedzania, zblizaniu sie do skrzyzowania. Emergentnych sytuacji bedzie tez
wiecej (i beda zaleze¢ od algorytmow jazdy zaimplementowanych w komputerach
poktadowych pojazdow), np. wspolna jazda w stabilnym ukladzie, podobnie do
lotu klucza ptakow lub ruchu tawicy ryb.

Ruch drogowy moze by¢ modelowany matematycznie za pomoca innego
ztozonego systemu i to relatywnie bardzo prostego: automatu komorkowego!
Przyktadem moze by¢ wspomniany juz model Na-Sch, w ktérym automat
komorkowy reprezentowany jest jako jednowymiarowa, cykliczna tasma
podzielona na komorki. Czas jest dyskretny, w kazdym kroku komoérki moga by¢
puste (stan null) lub zajete przez 1 pojazd (stan to predkosé pojazdu). Pojazdy
poruszaja sie w jednym kierunku (gdy dotra do konca tasmy, pojawiaja sie na
jej poczatku) z dyskretnymi predkosciami odpowiadajacymi liczbie komorek,

o ktore pojazd sie przemiescit.

= m | =

1 null 1 0 null null 2 null

Automat komorkowy ilustrujacy model Na-Sch — stan komoérek to predkosé,
z jaka pojazd si¢ przemiescil.

Potozenia i predkosci pojazdéw w kazdym kroku obliczane sg zgodnie

z czteroetapowa reguta ruchu. Najpierw kazdy pojazd stara sie przyspieszy¢
o 1 jednostke, ale tak, aby nie przekroczy¢ maksymalnej dopuszczalnej
predkosci (w oryginalnym modelu Na-Sch bylo to 5 komorek). Drugi etap to
warunek bezpieczeristwa: predkoéé jest redukowana tak, aby na pewno nie
wjecha¢ w inny pojazd. Trzeci etap wprowadza niedeterminizm: z pewnym
prawdopodobieristwem predkosé obliczona w pierwszych dwéch krokach

jest redukowana o 1 jednostke. W czwartym etapie pojazd przemieszcza sie
do przodu o liczbe komérek odpowiadajaca obliczonej predkosci.

Model Na-Sch stal si¢ bardzo popularny i doczekatl si¢ wielu rozszerzen

(np. wiele paséw ruchu, model dwuwymiarowy, graf skierowany), gdyz pomimo
swojej prostoty modeluje bardzo ztozony ruch drogowy z duza zgodnoscia

z rzeczywistoscig oraz wyjasnia wazne zjawiska, np. spontaniczne formowanie sie
korkéw. Pokazuje to uniwersalnosé ztozonych systeméw i olbrzymie mozliwosci
w nich ukryte.
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Rozwigzanie zadania M 1508.

Niech 7;, p; 1 S; oznaczaja dla

i =1,2,3,4 odpowiednio promienie
okregéw wpisanych, obwody i pola
powstalych czterech trojkatow. Wiemy, ze
wowczas dla kazdego i zachodzi réwnosé
S; = %mpi. W takim razie
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co daje teze.

Czy kazdy problem da sie rozwigzac?
Wojciech CZERWINSKI

Czy kazdy problem da sie rozwigzac¢? Pesymisci odpowiedza, ze nie — zycie nie
jest tatwe. A optymisci? By¢ moze niektorzy powiedza, ze przy odpowiednim
podejsciu tak. Nie bedziemy jednak z nimi dyskutowaé, bo Czytelnicy Delty
dobrze wiedza, ze nie chodzi nam tutaj przeciez o zyciowe problemy. Trzeba
wiec sprecyzowaé pytanie: co uwazamy za problem i czym miatoby byé¢ jego
rozwiazanie?

Przyjrzymy sie najpierw kilku przyktadom probleméw, ktérymi bedziemy sie
zajmowac.

1. Dana jest liczba naturalna, czy jest to liczba pierwsza?

2. Dana jest liczba naturalna, oblicz jej kwadrat.

3. Dane jest stowo, czy jest ono palindromem (palindrom to stowo, ktére brzmi
tak samo czytane od tylu, np. kajak)?

4. Dane jest stlowo, oblicz, ile ma réznych liter.

5. Dana jest liczba rzeczywista, oblicz jej pierwiastek.

6. Dany jest graf, czy z kazdego wierzchotka da si¢ przej$¢ do kazdego?

Juz na tych przyktadach mozemy zauwazy¢, ze nasze problemy sa réznorakich
rodzajow. Jedne domagaja si¢ jedynie odpowiedzi TAK lub NIE, inne natomiast
chca, zeby podaé¢ im jakis bardziej skomplikowany obiekt, czesto liczbe.
Pierwszy rodzaj probleméw bedziemy nazywaé problemami decyzyjnymsi, a drugi
problemami obliczeniowymi. Wéréd naszych przykladéw problemy decyzyjne
maja numery 1, 3 i 6, a problemy obliczeniowe 2, 4 i 5. Skupimy sie gltéwnie na
problemach decyzyjnych.

Czym jednak ma by¢ rozwigzanie takiego problemu? Domyslni Czytelnicy
pewnie juz wiedza: oczekiwanym rozwiazaniem jest program, ktory wezytuje
wejscie, np. liczbe naturalna, a na koiicu swojego dzialania zwraca odpowiedz
TAK lub NIE. Czy wiec kazdy problem da sie rozwiaza¢? Okazuje sie, ze nie!

Najprostszy argument za tym, ze istotnie nie kazdy problem mozna rozwiazac,
jest taki, ze mozliwych problemow jest wiecej niz mozliwych rozwiazan (czyli
programo6w). To stwierdzenie moze nam sie wydaé dziwne, przeciez zaréwno
problemoéw, jak i programow jest nieskoriczenie wiele. Czy mozemy w ogdle
mowic, ze jedna nieskonczonosé jest wieksza niz druga i co by to miato znaczy¢?
Mozemy! Zeby to zrozumieé¢, musimy zaglebié¢ sie troche w teorie mocy,
dziedzine matematyki, ktora zajmuje sie¢ wielko$ciami zbiorow. A teoria, ktora
zobaczymy, sama w sobie jest niezwykle ciekawa.

Roéwnolicznosé

Dla dwoch zbiorow skoniczonych A i B intuicyjnie méwimy, ze sg rownoliczne,
jesli po prostu wielko$é jednego jest rowna wielkosci drugiego. Mozna jednak
powiedzie¢, ze A i B sa réwnoliczne, jesli elementy A i elementy B da sie
polaczyé w pary: w kazdej parze jeden element z A i jeden z B, tak, zeby
wszystkie elementy trafily do ktorejs pary, ale zaden nie trafit do dwoch par.
Okazuje sie, ze ta druga definicja jest wlasciwym spojrzeniem na sprawe

i bardzo dobrze zachowuje sie rowniez dla zbioréw nieskoiiczonych. Spojrzmy
teraz na kilka przyktadow nieskoriczonych zbioréw réownolicznych. Czy

zbior liczb catkowitych dodatnich A = {1,2,3,...} i zbior liczb catkowitych
wiekszych od dziesieciu B = {11,12,13,...} sa rownoliczne? Tak, latwo
zobaczy¢, ze mozna elementy obu zbioréw poustawia¢ w nieskonczenie wiele
par: (1,11),(2,12),(3,13),.... To juz moze nam sie wyda¢ dziwne, przeciez
zbior {11,12,13,...} powstal przez usuniecie ze zbioru {1,2,3,...} dziesieciu
liczb: 1,2,...,10, jak wiec moze by¢ rownoliczny? Moze — taka jest nasza
definicja, musimy po prostu pozegnac si¢ z intuicja wzieta ze skonczonych
zbioréw, ze jesli usuwamy cos ze zbioru, to staje sie on istotnie mniejszy.
Teraz bedg sie dzialy rzeczy jeszcze dziwniejsze. Czy zbior dodatnich liczb
catkowitych A = {1,2,3,...} jest rownoliczny ze zbiorem dodatnich liczb
parzystych B = {2,4,6,...}? Nietrudno zauwazy¢, ze tak, polaczenie w pary
wyglada nastepujaco: (1,2),(2,4),(3,6),..., kazda liczba ze zbioru A jest w parze
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‘W ogoblnosci ta sama liczba moze mieé
dwa rézne rozwiniecia dziesietne, np.
0,4999... = 0,5000.. ., jednak nie jest to
mozliwe wéréd rozwinieé¢ zawierajacych
jedynie zera i jedynki.

z dwa razy wieksza liczbg ze zbioru B. Mozemy teraz dokonaé¢ obserwacji,
dzieki ktorej pozniej tatwiej bedzie nam sprawdzac, czy pewien zbior S jest
rownoliczny ze zbiorem liczb naturalnych N (zaktadamy tu, ze 0 tez jest liczba
naturalna). Zauwazmy mianowicie, ze nieskoriczony zbior S jest rownoliczny z N
wtedy i tylko wtedy, gdy da sie ustawi¢ elementy S w nieskonczony ciag. Po
pierwsze, jesli istotnie S jest réwnoliczny z N, to ustawienie w nieskoniczony
ciag jest tatwe: najpierw stoi element bedacy w parze z 0, potem element
bedacy w parze z 1, potem element bedacy w parze z 2 itd. Z drugiej strony
jesli umiemy ustawié¢ elementy S w nieskoiiczony ciag, to mozemy potaczy¢ je
w pary w elementami N: pierwszy element ciagu bedzie w parze z 0, drugi bedzie
w parze z 1, a ogblnie k-ty element ciagu bedzie w parze z liczba naturalna k — 1.

Zastandwmy sie teraz, czy zbior liczb naturalnych jest réwnoliczny ze zbiorem
wszystkich liczb catkowitych Z. Nietrudno zobaczy¢, ze tak, elementy zbioru
liczb caltkowitych da sie ustawi¢ w nieskoriczony ciag, na przyklad w taki sposéb:
-1,0,-2,1,-3,2, 4,3, 5,4, —6,5, —7,6, —8,7, —9,8, 10,9, =11, 10, —12, 11, 13,12, — 14, 13, ...
na miejscach nieparzystych bedziemy ustawiaé¢ coraz wieksze liczby nieujemne,
a na miejscach parzystych coraz mniejsze liczby ujemne. Pokazemy teraz nawet
wiecej: ze zbior dodatnich liczb wymiernych Q. jest rownoliczny ze zbiorem
liczb naturalnych. To wyglada bardzo dziwnie, bo przeciez liczb wymiernych
wydaje sie duzo wiecej, przyjrzyjmy sie jednak konstrukcji. Wyobrazmy sobie
nieskoriczong tablice utamkow, gdzie w k-tej kolumnie i n-tym wierszu od dotu
wpisujemy utamek % Pokazemy teraz, jak wszystkie elementy Q, ustawic

w nieskoriczony ciag. Bedziemy chodzié po tablicy zygzakiem i dodawaé nowe
liczby wymierne do ciggu. Najpierw ustalmy trase przemarszu. Zaczniemy

z pola (1, 1), pojdziemy w prawo do (2,1) i po skosie do (1,2). Teraz w gore

do (1, 3) i po skosie przez (2,2) do (3,1). Teraz w prawo do (4,1) i po skosie
przez dwa pola do (1,4). W ten sposéb kontynuujemy chodzenie po kolejnych
skosach coraz dalszych od pola (1,1). A jak tworzymy ciag? Jesli wchodzimy
na pewne pole i utamek przez nas zobaczony jest nowa liczba (czasem moze

sie zdarzy¢, ze te liczbe juz widzieliSmy, np. % = %), to dodajemy go na koniec

i idziemy dalej. Czyli poczatkowe wartosci nieskoniczonego ciagu wygladaja
nastepujaco: 1/1 =1, 2/1 =2, 1/2, 1/3 (2/2 nie ustawiamy, bo 2/2 =1=1/1

i ta liczba juz jest w ciagu), 3/1 = 3, 4/1, 3/2 itd. Nietrudno zauwazy¢, ze
wszystkie dodatnie liczby wymierne zostana kiedy$ dodane do ciagu, bo nasz
zygzak dojdzie w koncu do kazdego ulamka. Co wiecej, zadna liczba nie zostanie
przydzielona wiecej niz raz. PokazaliSmy wiec, ze liczby naturalne i dodatnie
liczby wymierne sg rownoliczne. Niewiele wiecej wysitku potrzeba, zeby pokazaé,
ze zbidr wszystkich liczb wymiernych jest rowniez réwnoliczny z N (Czytelnikow
Ambitnych zachecamy do samodzielnego stworzenia odpowiedniego ciagu).

Metoda przekatniowa

Czyz wiec istnieja w ogole zbiory nieskoriczone, ktore nie sa rownoliczne z N?
Tak, i to jest trescia stynnej konstrukcji Georga Cantora, ktéry w roku 1891
wskazal pierwszy taki przykltad. Konstrukcja zwana jest przekgtniowq, zaraz
zobaczymy dlaczego. Metoda przekatniowa, czyli konstrukcje tego typu staty
sie standardem w matematyce, zreszta i w naszej historii jeszcze sie pojawia.
Pokazemy teraz, ze liczby rzeczywiste nie sa réwnoliczne z liczbami naturalnymi,
a konkretnie, ze nie da sie ustawié¢ ich w ciag. Wystarczy wykazaé, ze nawet
liczb rzeczywistych, ktore zaczynaja sie od 0 i maja rozwiniecia dziesietne po
przecinku zawierajace tylko zera i jedynki, nie da sie ustawi¢ w nieskonczonym
ciagu.

Przypusémy nie wprost, ze jednak da sie je ustawi¢ w ciag: r1,7r2,73,....
Przyjmijmy oznaczenie r;[j] na j-ta cyfre po przecinku w rozwinieciu
dziesietnym liczby r;. Skonstruujemy teraz liczbe r, ktora zawiera tylko zera

i jedynki po przecinku, ale nie wystepuje w ciagu, co doprowadzi do sprzecznosci.
Zaczynamy zerem przed przecinkiem, a jej i-ta cyfre po przecinku definiujemy
jako 1 — r;[i]. Innymi stowy, zapewniamy, ze i-ta cyfra r jest inna niz i-ta cyfra
liczby r;. Czy r moze wystepowa¢ w naszym ciagu? Powiedzmy, ze wystepuje,
na pewnej pozycji o numerze n. Czyli r = r,,. Zaraz, ustaliliémy jednak, ze n-ta
cyfra r jest rozna od n-tej cyfry r,. Zatem r # r, i otrzymujemy sprzecznoscé

z zalozeniem, ze wszystkie liczby wystepuja w ciagu. WykazalisSmy wiec, ze
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Rozwigzanie zadania F 913.

Kulka, dzigki zapasowi energii
kinetycznej, bedzie wykonywata prace ¢V
przeciw silom pola elektrycznego

(q — tadunek kulki, V' — przebyta przez
nig roznica potencjatéw). Energia kulki
bedzie malata zgodnie ze wzorem

mv?/2 — muvl /2 = qV. Kulka dosiegnie
sfery, jezeli na jej powierzchni predkosé va
jest nieujemna. Dla granicznego
przypadku mamy vy = 0, wiec

mvf/‘l = qV, gdzie V — potencjal sfery
(przyjelismy, ze potencjal odleglego
punktu wystrzelenia kulki wynosi zero).
Korzystajac z tego, ze potencjal sfery
wyraza sie jako V = Q/4meg R, gdzie R to
promien sfery, otrzymamy

R = 2qQ/47r6(,mvf = 54 cm.

Jezeli sfera bedzie miala mniejszy
promieni, kulka do niej nie doleci.
Zatrzyma sie w odlegltosci 54 cm od
srodka sfery i poleci z powrotem.

zbiory liczb rzeczywistych R i naturalnych N nie sa rownoliczne. Tak naprawde
to wykazalismy, ze zbiér N i zbiér nieskoriczonych ciagoéw zero-jedynkowych

nie sa réwnoliczne. A tak wlasciwie to wykazaliSmy nawet wiecej: ze zbior
nieskonczonych ciagéw zero-jedynkowych jest wiekszy niz N. Bo co oznacza,

ze nie mozna go ustawi¢ w nieskonczony ciag? To, ze jak bySmy nie wybrali
nieskonczonego ciagu nieskoriczonych ciagéw zero-jedynkowych, to ktores

ciagi zero-jedynkowe nie zostana wybrane. Jesli mamy N oséb i K krzesel

i jakkolwiek bysmy nie wybrali K osob, by siadly na krzestach, to pewne osoby
beda staé, to znaczy, ze N > K. Te intuicje ze skoriczonych zbiorow mozemy
przenie$é na zbiory nieskoriczone: nieskonczonych ciagéw zero-jedynkowych

(i liczb rzeczywistych tez) jest wiecej niz liczb naturalnych. Pozostaja tu pewne
ktopoty techniczne, jednak da sie je przezwyciezy¢ i pokazac, ze z taka definicja
wiekszego zbioru wszystko jest w porzadku (pisaliSmy o tym w Delcie 2/2016
w artykule Czy trzeba dowodzié rzeczy oczywistych?).

Problem bez rozwigzania

Jak to wszystko wykorzysta¢ do pokazania, ze nie kazdy problem da sie
rozwigzaé¢? Zastanoéwmy sie najpierw, ile jest programow zapisanych za pomoca
skoriczonego alfabetu? Takich ustalonej dtugosci jest, oczywiscie, skonczenie
wiele. Nietrudno wiec zauwazy¢, ze wszystkie programy mozna ustawic

w nieskoriczony ciag: zaczynamy od najkrétszych, a dla tej samej dtugosci
ustawiamy alfabetycznie. A wiec programow jest tyle co liczb naturalnych. A ile
jest probleméw? Skupmy sie na problemach decyzyjnych dla liczb naturalnych,
juz tych bedzie duzo. Zauwazmy, ze dla kazdego podzbioru liczb naturalnych

S C N mamy inny problem decyzyjny: ,,Czy dana liczba naturalna n nalezy

do zbioru S7” A zatem problemow jest przynajmniej tyle, co podzbioréw liczb
naturalnych. Zauwazmy jednak, ze mozna tatwo wskazaé odpowiednio$¢ miedzy
nieskoniczonymi ciagami zero-jedynkowymi a podzbiorami liczb naturalnych.
Zbiorowi S C N odpowiada ciag, ktory ma jedynki dokltadnie na miejscach

o indeksach nalezacych do S, a zera w pozostalych miejscach. A zatem
problemoéw decyzyjnych jest przynajmniej tyle, co nieskonczonych ciagdéw
zero-jedynkowych, czyli wiecej niz liczb naturalnych, czyli wiecej niz programow.
Tym samym wykazalismy, ze nie dla kazdego problemu decyzyjnego istnieje
odpowiadajacy mu program!

Zastandéwmy sie jednak chwile, czy to jest naprawde satysfakcjonujaca
odpowiedz. Powinny nas tak naprawde interesowa¢ nie dowolne problemy, tylko
takie, ktore jesteSmy w stanie wyrazi¢. Wyrazi¢ w jakis rozsadny, skoriczony
sposob. Czyli wlasciwie tytulowe pytanie powinno brzmieé: ,czy kazdy opisany
w skoriczony sposob problem da sie rozwiaza¢?” Tu jednak wida¢ od razu
mankamenty naszej metody. Sensownie opisywalnych probleméw jest co
najwyzej tyle, ile skoniczonych opisoéw, wiec co najwyzej tyle, ile skoriczonych
tekstow. A skoriczone teksty, jak juz wezesniej mowilismy, dadzg sie ustawic

w nieskonczony ciag (coraz dtuzsze, a rownie dtugie alfabetycznie), wiec jest
ich tyle co liczb naturalnych. Czyli sensownie opisywalnych problemoéw i ich
potencjalnych rozwiazan (programow) jest tyle samo.

Czyzby to jednak oznaczalo, ze cale wczesniejsze rozwazania przydalty nam

sie tylko do tego, zeby rozwiaza¢ glupio sformutowany problem? Bynajmniej!
Oprocz tego, ze poznalisSmy kawalek ciekawej teorii matematycznej, to uzyjemy
teraz opisanej wyzej metody przekatniowej, zeby rozwiazaé ten juz wtasciwie
sformulowany problem.

Nierozstrzygalnosé

Zdefiniujemy teraz pewna dziwng funkcje, ktora postuzy nam poédzniej do
dalszych konstrukcji. Zachecamy Czytelnikéw do tropienia podobieristw

z konstrukcja Cantora. Rozwazmy wszystkie programy, ktére na wejsciu
oczekuja liczby naturalnej i na wyjsciu zwracaja tez liczbe naturalna (zapewne
inng). Istnieje ustawienie takich programéw od najkrotszych do coraz diuzszych;
niech bedzie to ciag Py, P, P3, . ... Zdefiniujmy funkcje F': N — N jako

F(n) =1+ P,(n), czyli 1 plus to, co n-ty program zwraca, gdy dostaje liczbe n.
Zastanoéwmy sie teraz, czy istnieje pewien program, ktory oblicza nasza funkcje,
czyli gdy dostanie liczbe k na wejsciu, to zwroci liczbe F(k). Zauwazmy, ze nie
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Zazwyczaj w Problemie Stopu pyta sie,
czy program P zatrzymuje si¢ dla
konkretnego wejscia, opisana wersja jest
jednak rownowazna, a nam wygodniej

z niej korzystac.

Q
)8

Bajka o Gadajacym Neutrinie

Nigdy juz sie nie spotkamy — rzucitlo Neutrino do

jest to mozliwe. Przypusémy, ze pewien program P; oblicza funkcje F'. Wtedy
dla kazdego i € N mamy P;(i) = F(i). Z drugiej jednak strony z definicji funkeji F
otrzymujemy F(j) =14 P;(j). A zatem P;(j) = F(j) = 1+ P;(j), sprzecznosc.
Juz tu widaé, ze pewnych sensownych probleméw nie da sie rozwiazaé, to znaczy
nie istnieje program, ktory oblicza funkcje F'. My szukamy jednak problemu
decyzyjnego, ktory nie ma rozwiazania, a obliczenie funkcji F' to problem
obliczeniowy.

O taki jednak nietrudno. Udowodnimy, ze stynny Problem Stopu jest
nierozstrzygalny, to znaczy, ze nie istnieje zaden program, ktory go rozwiazuje.
Problem ten jest nastepujacy: mamy dany program P, pytanie brzmi, czy

P zatrzymuje sie dla dowolnego wejscia, tzn. czy nie dziala przypadkiem

w nieskoniczono$é dla ktoregos z nich. Wréémy jednak na chwile do poprzedniego
rozwazanego zagadnienia: jak to — nie mozna obliczy¢ funkcji F'7 Jesli chcemy
obliczy¢ F(j), to wystarczy przeglada¢ programy od najkrotszych az w koricu
znajdziemy ten j-ty, czyli P;. Wtedy kazemy mu obliczyé¢ P;(j) i na koncu
dodamy 1. Co$ tu nie gra, gdzie jest btad? Blad jest w zalozeniu, ze mozemy
znalez¢ j-ty program. Troche wynika on z tego, ze nie zdefiniowaliémy porzadnie,
czym jest program. Nie kazdy przeciez tekst jest programem. Przyjmijmy wiec,
ze program to poprawny tekst w pewnym ustalonym jezyku programowania. To
mozna latwo sprawdzié¢, sa kompilatory réznych jezykoéw programowania, ktore
sprawdzaja, czy dany tekst jest istotnie kodem programu w wybranym jezyku.
Wymagamy jednak jeszcze od programu, zeby zawsze sie korniczyl i zwracal jakas
liczbe. Istotnie: to wymaganie jest konieczne, zeby w ogoéle moéowié, iz program
definiuje jakas funkcje. I tu wlasnie jest haczyk. Gdyby$smy umieli sprawdzac,
czy dany program zawsze si¢ koriczy, to umieliby$my zrealizowaé opisana wyzej
procedure obliczania funkcji F. Wiemy jednak, ze funkcja F' jest nieobliczalna,
wiec nie moze istnie¢ metoda sprawdzania, czy dany program sie zawsze konczy.

W ten sposob wykazaliSmy, ze problem stopu istotnie jest nierozstrzygalny.
Pierwszy zrobil to Alan Turing, jeden z pionieréw informatyki, w 1936 roku.
Przedstawiony dowod jest jednak nieco inny, bardziej bezposrednio stosuje
metode przekatniowa.

Probleméw nierozstrzygalnych jest wiele, problem stopu nie jest tu jakis
wyjatkowy. Nierozstrzygalne sa m.in. problem istnienia rozwiazan réwnarn
diofantycznych, obliczania ztozonosci Kolmogorowa (patrz Delta 8/2012,
artykul Niemozliwy skrdt), pytanie, czy da sie utozy¢ nieskoriczona plaszczyzne
z ustalonego zbioru kolorowych kafelkow, tak by kolory do siebie pasowaly

i wiele, wiele innych. To jednak temat na zupetnie inng opowiesé.

Ale skoro tak, to nie moze mie¢ szybkosci $wiatla.
Neutrino miato to w nosie. To znaczy, nosa nie mialo,
ale to tez mialo w nosie.

Kwantu wyjatkowo twardego promieniowania gamma

— 1 od razu ucieklo ze Stonca. Osiem minut pozniej
przelecialo na wskros$ jadro Ziemi i $piacego Autora tej
bajki i pomknelo dalej w kierunku granic Galaktyki.
Kwant nie odpowiedzial, zajety przeciskaniem sie przez
potworny ttok czastek sttamszonych w srodku Storica.
Dopiero za tysiac lat mial szanse wydostaé¢ sie na
powierzchnie chromosfery, ostabiony, pozotkly, oklapty
i wygladajacy jak — za przeproszeniem — Foton. Ale

Moze Cie dziwi¢, dlaczego zawracam Ci gtowe losami
Neutrina. Zastanow sie chwile. Co sekunde przez kazdy
centymetr kwadratowy przekroju Twojego ciata przenika
70 000 000 000 neutrin. Predzej czy pozniej ktos odkryje,
jak je wykorzysta¢ w praktyce. A zaraz potem powiedza
Ci, ze masz od tego ptaci¢ podatki. Wcale nie zartuje —
z elektrycznoscia to jak bylo?

wtedy to juz szukaj wiatru w polu.

Neutrino za$ gnato przed siebie z szybkoscia swiatla.

W tym samym czasie naukowcy klocili sie, czy Neutrino
oprécz nazwy i odrobiny energii ma cokolwiek jeszcze.
Nawet przyznali sobie Nagrode Nobla za odkrycie, ze
Neutrino potrafi oscylowaé¢, wiec mase mie¢ musi.
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Co prawda, na Storicu neutrina i kwanty gamma
powstaja razem w ekstremalnych warunkach, ale
na Ziemi latwiej o neutrina z rozpadu atoméw potasu.
Dlatego jezeli ktos zapyta Cie, co to jest — male,
czerwone, okragle i emituje neutrina — odpowiedz §miato:
Pomidor.

Krzysztof KICIAK
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Punkty libracji trzech cial
i twierdzenie KAM
Henryk ZOLADEK*

W artykule ,,Stabilnosé¢ uktadu stonecznego” zamieszczonym w Delcie 9/2016
zaanonsowalem zastosowanie teorii Kolmogorowa—Arnolda—Mosera (KAM) do
problemu stabilno$ci w zagadnieniu NV cial.

Na Miedzynarodowym Kongresie Matematykow w Amsterdamie w 1954 roku
Andriej Kolmogorow przedstawil swoj pomyst na dowdd zbieznosci tzw.
szeregobw Poincarégo, ktore opisuja ruch N cial i ktore stanowia uogo6lnienie
szeregow Fouriera, czyli sum sinuséw i kosinuséw o czestosciach bedacych
wielokrotnosciami pewnej czestosci podstawowej. Sciste dowody zbieznosci
szeregow Poincarégo zostaly podane na poczatku lat 60. niezaleznie

przez Wtladimira Arnolda (ucznia Kolmogorowa) i Jurgena Mosera —
twierdzenie KAM.

We wlasciwym sformutowaniu twierdzenia KAM mamy do czynienia z uktadem
hamiltonowskim, czyli opisanym za pomoca funkcji Hamiltona, wyrazajacej
zaleznosé catkowitej energii uktadu od pedéw p;, i polozeni ¢;, i = 1,...,n czastek.
Roéwnania opisujace ewolucje takiego uktadu sg réwnaniami rézniczkowymi
pierwszego rzedu na pedy oraz potozenia i sg rownowazne ukladowi rownan
Newtona, ktore sa réwnaniami drugiego rzedu na polozenia. Funkcja Hamiltona
ma nastepujaca postac:
H = Hy+¢eH;q,

gdzie e H jest malym zaburzeniem, a Hj jest funkcja Hamiltona uktadu
catkowalnego, czyli takiego, ktéry — méwiac najprosciej — umiemy rozwiazac.

Scislej, wlasnosé catkowalnosci oznacza, ze istnieja tzw. zmienne kat-dzialanie

(@, 1), 0= (¢1,--.,n) (gdzie ¢; sa katami), I = (I1,...,I,), w ktoérych
odpowiedni uktad rézniczkowy przyjmuje szczegélnie prosta postaé:

e =w(I), a =0.

dt dt

Zatem ruch niezaburzony odbywa sie na torusach {I = const} parametryzowanych
przez katy ¢;. Mamy ¢;(t) = ¢;(0) + w; ()t (z doktadnoscia do 27). Jesli uktad
czestosci (wi,...,wn), wj = w;j(]), jest rezonansowy, tj. w;/w; sa liczbami
wymiernymi, to ruch na torusie jest okresowy (uktad po skonczonym czasie
wraca do punktu poczatkowego i ruch dalej odbywa sie po tej samej trajektorii).
W skrajnie przeciwnym przypadku kazda trajektoria na torusie jest gesta
(tworzy obmotke, przebiegajac dowolnie blisko kazdego punktu); mowimy wtedy,
ze ruch jest prawie okresowy. Jesli czestosci w; zmieniaja sie w sposob regularny
w zaleznosci od zmian dzialan I;, to na wigkszodci torusow ruch jest prawie
okresowy.

Teza twierdzenia KAM mowi, ze jezeli spelniony jest pewien warunek
regularnosci czestosci (nieznikanie pewnych wyznacznikow), to przy przejsciu
od uktadu niezaburzonego, opisanego przez Hj, do uktadu zaburzonego,
opisywanego przez H, wiekszos¢ torusow niezmienniczych nie znika, tylko
lekko sie zaburza, i ruch na nich jest prawie okresowy. To, niestety, jeszcze
nie gwarantuje stabilnosci, bo zawsze mozna tak dobraé¢ dane poczatkowe
©(0) 1 I(0), zeby ruch nie lezal na torusie niezmienniczym. Taka sytuacja ma
miejsce dla liczby stopni swobody n > 3.

Istnieje jednak spektakularny przykltad dla n = 2, gdzie teoria KAM daje

tzw. stabilno$¢ w sensie Lapunowa. Jest to tzw. ograniczone zagadnienie 3 cial.
Mozemy przyjac, ze te ciata to Storice S, Jowisz J i Asteroida A. Przy tym
zaktada sie, ze S i1 J poruszaja sie w stalej ptaszczyznie po orbitach kotowych ze
stala czestoscia, natomiast A porusza sie w tej samej plaszczyznie pod wplywem
pola grawitacyjnego wytwarzanego przez S i J. Masa A jest zaniedbywalnie
mata. Po przejsciu do uktadu polozen qi, ¢ i odpowiednich pedéw pq, po, takich
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Rys. 1

Rys. 2

H = const

Rys. 3

ze S i J spoczywaja (oraz wyborze odpowiednich jednostek fizycznych), funkcja
Hamiltona opisujaca ruch A wyglada nastepujaco:

1 2 1 2
H=3 (p1+q2)” + 3 (P2 —q1)” = Va1, q2),
1 1-—
2 2 o
V:§(Q1+‘b)+ +—,
P1 P2

gdzie p = masa(J)/(masa(S) + masa(.JJ)) < 1/2 a py i p2 sa odleglosciami A od S
i J odpowiednio (rys. 1).
Lagrange odkryl szczegdlne rozwigzanie zagadnienia 3 cial przy dowolnych masach. Jego dowdd jest
na tyle geometryczny, ze pozwole sobie go zaprezentowac.
Wystarczy wykazac, ze sita dzialajaca na kazde cialo, pochodzaca od przyciagania przez pozostate
dwa ciala, jest rownowazona przez sile odsrodkowsa skierowana w kierunku wektora laczacego srodek
masy ukladu z danym cialem. Aby uprosci¢ wzory, dobieramy jednostki masy i dlugosci tak, aby
suma mas mi + ma + m3 i dlugos¢ boku tréjkata wynosity 1. Jesli oznaczymy przez r; odleglosé
masy m; od $rodka masy ukladu, a przez w predkos¢ katowa obracajacego sig ukladu, to wartosé sity
odsrodkowej dzialajacej na cialo wynosi |Fi| = miw?ry. Sila grawitacyjna dzialajaca na cialo mi
to Fo = —Gmimaxa — Gmimaxs, gdzie x; jest wektorem laczacym pierwsze cialo z j-ym, a G jest
stata grawitacyjna. Srodek masy uktadu lezy w x. = mj - 0 4+ maoxa + maxs (wzgledem ciata my),
a zatem Fo = —Gmix.. Z drugiej strony 71 = |x.|. Wobec tego, przy w = VG, mamy F; = —F.
Analogiczne rozumowanie zachodzi dla kazdego z pozostalych cial.
Punkty réwnowagi odpowiedniego ukladu hamiltonowskiego, nazywane
punktami libracji, sa punktami krytycznymi funkcji H (lokalne minima,
maksima lub punkty siodtowe). Sa one jednoznacznie wyznaczone przez punkty
krytyczne funkcji V, ktorej poziomice (krzywe, na ktorych wartosé V' jest stala)
sa naszkicowane na rysunku 2. Mamy tzw. wspoétliniowe punkty libracji Ly, Lo
i Ls na osi g1 1 tzw. trojkatne punkty libracji (nazywane tez punktami libracji
Lagrange’a) Ly i Ly w wierzchotkach trojkatow rownobocznych o boku S.J.
Punkty L; 2 3 sa niestabilne dla uktadu Hamiltona juz w przyblizeniu liniowym.
Oznacza to, ze umieszczona w tym punkcie Asteroida bedzie pozostawaé
w spoczynku, ale dowolnie mate wychylenie jej z tego potozenia spowoduje, ze
zacznie oddalaé sie od tego punktu, tak jak pitka polozona na szczycie pagorka
wytracona z potozenia réwnowagi zaczyna staczaé¢ sie po zboczu.

W punktach Ly i Ly rozwiniecie funkcji H w szereg Taylora i zastosowanie
pewnej subtelnej redukcji (pochodzacej of George’a Birkhoffa) daje nowa funkcje
Hamiltona postaci Hy + eH1, do ktorej daje sie zastosowaé twierdzenie KAM.
Scislej, w przyblizeniu kwadratowym mamy

H=wli —wslo+..., wj>(),
gdzie I; = % (G; +pj) a g; 1 pj sa odpowiednimi funkcjami liniowymi (uogélnione
polozenia i pedy) zerujacymi sie w Ly (odpowiednio Ls). Gdyby zamiast
minusa w powyzszym wzorze byt plus, to funkcja H (ktéra nie zmienia sie
w trakcie ruchu) mialaby lokalne minimum w Ly i wlasnosé¢ stabilnosci bytaby
automatyczna. Mogliby$Smy tez przyja¢ Hy = w1l — wals, a wyrazy wyzszego
rzedu potraktowaé jako zaburzenie e Hy, ale wtedy nie byloby spelnione
zalozenie twierdzenia KAM o regularnej zaleznosci czestosci od dzialtan.

Dlatego potrzebna jest dalsza redukcja, w wyniku ktérej dostaniemy H = Hg + . ..
z Hy = w1 —wals + Y wi;I;1;. Przy tym nalezy odrzuci¢ wartosci parametru g,
odpowiadajace rezonansom niskich rzedéw, tj. wy two =1:1,1:2,1: 3, oraz
dodatkowej wartosci p., zwiazanej z warunkiem zdegenerowania zaleznosci w
od I (wyliczonej przez André Deprit i Andrée Deprit-Bartholomé).

Teraz stabilnoé¢ potozeri rownowagi L4 5 wynika z nast¢pujacych rozwazan.
Poniewaz funkcja H jest calka ruchu (jest ona stala na rozwiazaniach), to jej
poziomice {H = h} sa niezmienniczymi 3-wymiarowymi hiperpowierzchniami

w przestrzeni fazowej zmiennych ¢, ¢2, p1, p2. Na kazdej takiej poziomicy mamy
duzo toruséw niezmienniczych i kazdy z nich rozcina poziomice na dwa obszary,
wnetrze i zewnetrze. Punkty z wnetrz nie wychodza z nich w trakcie ewolucji

i pozostaja blisko punktu rownowagi (rys. 3).

Na koniec warto doda¢, ze sa obserwowane gromady asteroid w trojkatnych
punktach libracji zwiazanych zaroéwno z para Stonce—Jowisz, jak i z innymi
parami. W przypadkach silnych rezonansow (jak te wyrdznione powyzej) takich
asteroid brak.
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Rys. 1

Rys. 2

*doktorant, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet
Warszawski

Czy Ziemia jest plaska?
A moze jednak?
Michat MISKIEWICZ*

W artykule Czy Ziemia jest ptaska (Delta 4/2016) pokazalismy, ze sfera
(bedaca uproszczonym modelem powierzchni Ziemi) nie jest plaska, to znaczy
nie daje sie podzieli¢ na fragmenty, z ktorych kazdy bytby izometryczny

z pewnym fragmentem plaszczyzny. Przypomnijmy, ze ta cecha odréznia sfere od
powierzchni bocznych walca i stozka. P6jdzmy wiec dalej — czy jest mozliwa taka
gladka deformacja sfery, aby uzyskaé¢ powierzchnie ptaska?

Pytanie jest o tyle zasadne, ze sama Ziemia nie ma ksztaltu idealnej kuli, tylko
elipsoidy obrotowej, a i to tylko w przyblizeniu. Rysunek 1 pokazuje przyktad
gtadkiej deformacji, w efekcie ktorej otrzymujemy szescian z wygladzonymi
kantami. Istotnie, jego $ciany sa fragmentami ptaszczyzny, a w okolicach
krawedzi mozna wykorzystaé¢ fragmenty powierzchni walca. Jedyne nieptaskie
czescei sa w okolicach wierzchotkow, ale moze i tego da si¢ uniknaé?

Pokazemy, ze taka deformacja nie jest mozliwa. Aby to wykazaé¢, wykorzystamy
niezmiennik zwany charakterystykq Eulera. Mozna juz byto o nim przeczytaé
w artykule Wzor Eulera i balony (Delta 9/2005) oraz w Deltoidzie 3/2016.
Przypomnijmy najpierw twierdzenie Eulera: dla dowolnego wielo$cianu
wypuktego zachodzi wzor

V-E+F=2,
gdzie V, E, F' to odpowiednio liczba jego wierzcholkéw, krawedzi i Scian.
Oczywiscie, wzor ten pozostanie shuszny, jesli wielogcian ,nadmuchamy” w taki
sposob, by jego powierzchnia miala ksztalt sfery. Charakterystyka Fulera
sfery to po prostu liczba 2 pojawiajaca sie po prawej stronie przedstawionej
rownosci. Dlaczego nazwalismy ja niezmiennikiem? Ot6z jesli bedziemy rozwazac
wielosciany na zdeformowanej sferze (na przyklad tej z rysunku 1), wzor Eulera
pozostanie w mocy. Jest tak, gdyz deformacja sfery wraz z rozrysowanym
na niej wieloscianem nie zmienia liczby jego wierzchotkow, krawedzi i Scian.
Obserwacja wydaje sie btaha, ale odnotujmy, ze dla wielo§cianéw na torusie
(powierzchni detki) otrzymujemy inny wynik: V' — E + F = 0. Czytelnik moze to
sprawdzi¢ na rysunku 2. Podobnie jak dla sfery, otrzymana liczba 0 nie zalezy
od wyboru wielo$cianu. W ten sposob przekonujemy sie, ze sfera i torus maja
rozne charakterystyki Eulera, w konsekwencji nie da sie otrzymaé jednej z tych
powierzchni przez deformacje drugiej.

Przypusémy wiec przeciwnie, ze zdeformowana w pewien sposob sfera jest
plaska; dla przejrzystosci ilustracje beda przedstawialy sfere bez deformacji,
ale nie zmniejsza to ogélnosci rozwazan. Ptaskosé oznacza, ze kazdy punkt

ma otoczenie izometryczne z fragmentem plaszczyzny; kazde takie otoczenie
nazwiemy pfatem. Do pokrycia catej sfery mozna wybra¢ pewng skoriczong
liczbe platéw, a nastepnie skupi¢ uwage jedynie na tej kolekcji (na przyklad
powierzchnie boczna walca da sie pokry¢ dwoma platami). Mapg nazwiemy
izometrie przeksztalcajaca ptat we fragment plaszczyzny, a takze obraz tej
izometrii — w przypadku powierzchni Ziemi to pojecie jest zblizone do tego, co
zwyklismy oglada¢ w atlasach.

Skonstruujemy teraz wieloScian spelniajacy ponizsze trzy warunki:

1. Wszystkie Sciany sa trojkatami (maja po trzy krzywoliniowe boki).

2. Kazdy z tych trojkatow zawiera sie w pewnym placie, a wiec jest
izometryczny z pewng figura na plaszczyznie.

3. Tak otrzymana figura na plaszczyznie jest trojkatem prostoliniowym, czyli jej
boki sa odcinkami.

Warunek 1 jest bardzo tatwo spetnié¢, na przyktad rysujac na sferze odmioscian
foremny (powstaje on przez trzy prostopadle ciecia). Dla spelnienia warunku 2
rysunek ten, byé¢é moze, trzeba ,zagesci¢”. W tym celu wybierzmy jedna ze
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Rys. 4

Rys. 3

Scian o$mioscianu i zrzutujmy ja na plaszczyzne tak, aby otrzymac trojkat
prostoliniowy (na przyklad, stosujac rzut srodkowy). W otrzymanym tréjkacie
narysujmy $rodkowe, dzielac go na szesé mniejszych trojkatow (nazywamy

to podziatem barycentrycznym). Z kazdym z powstalych trojkatow mozemy
zrobié¢ to samo, i tak dalej wybrana liczbe razy. Nastepnie otrzymang siatke
umiesémy z powrotem na sferze. Przypomnijmy, ze jest ona pokryta przez
pewna liczbe platow; jesli podzial bedzie dostatecznie drobny (czyli podziatu
barycentrycznego dokonamy dostatecznie wiele razy), kazdy z drobnych
trojkacikow bedzie si¢ miescit w ktoryms z platow.

Na potrzeby ostatniego z warunkéw pozostaje ,wyprostowaé¢ krawedzie”.
Wybierzmy dowolna krawedz; lezy ona w jednym z platéw i w odpowiedniej
mapie jest pewna krzywa taczaca obrazy wierzchotkow. Wystarczy zastapi¢ te
krzywa przez odcinek laczacy te same punkty. Czytelnik Czujny moze tutaj
zrobié¢ zastrzezenie: wybrana krawedz potencjalnie lezy w wiecej niz jednym
placie, wiec mogtoby sie okazaé, ze krawedz wyprostowana w jednej mapie
okaze sie krzywa w innej. Tak jednak nie jest — uzasadnienie opiera sie na
stwierdzeniu, ze ztozenie dwoch izometrii jest izometria, a izometrie ptaszczyzny
przeksztalcaja odcinki na odcinki.

Dla tak skonstruowanego wielo$cianu obliczymy teraz charakterystyke Eulera.
Zbadajmy w tym celu sume wszystkich katow wewnetrznych w Scianach —
rozumiemy przez to, oczywiscie, katy w trojkatach prostoliniowych powstalych
po zmapowaniu $cian. Suma katow przy kazdym wierzcholtku to 27, a wiec
razem otrzymujemy V - 2w. 7 drugiej strony, suma katéw wewnetrznych kazdego
z trojkatow wynosi 7 (to wlasnie tutaj korzystamy z zalozenia plaskosci!), wiec
tacznie dostajemy F - m. Z przyréwnania tych dwoéch wielkosci wynika rownosé
V= %F . Jesli ponadto wezmiemy pod uwage, ze kazda $ciana ma trzy krawedzie,
a kazda krawedz rozdziela dwie $ciany, to otrzymamy F = %F . W rezultacie
obliczamy charakterystyke Eulera

1
V—E+F=§F—2F+F:O.

Otrzymana sprzeczno$é¢ z twierdzeniem Eulera dowodzi, ze nawet zdeformowana
sfera nie moze by¢ ptaska.

Jesli przeanalizowaé¢ powyzszy dowod doktadniej, to okaze sie, ze kazda

plaska powierzchnia zamknieta ma charakterystyke FEulera réwna zeru. Przez
powierzchnie zamknieta rozumiemy ograniczona (a wiec nie plaszczyzne) i bez
brzegu (co wyklucza powierzchnie boczng walca). Zamiast sfery mozemy wiec

z tym samym skutkiem rozwaza¢ dwuprecel (o charakterystyce —2) lub inny
wieloprecel (charakterystyka precla o n dziurach to —2(n — 1)), ale juz nie torus.
Rzeczywiscie, charakterystyka Eulera torusa wynosi 0, a wiec nasze rozumowanie
nie prowadzi do sprzecznosci. To nie jest przypadek! Jesli Czytelnik konstruowat
kiedy$ torus z kartki papieru poprzez sklejenie odpowiednich bokéw (jak na
rysunku 4), to zauwazyl, ze o ile jedna pare bokéw mozna sklei¢ bez trudu,

to sklejenie drugiej bez zalamania kartki jest juz niemozliwe. Okazuje sie, ze

w przestrzeni czterowymiarowej kartke da sie zgiac¢ i sklei¢, otrzymujac w ten
sposob ptaski torus, ale to zupetnie inna historia. . .
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Znalaztem zaiste zadziwiajacy dowdd
tego twierdzenia. Niestety, margines jest
zbyt maty, aby go pomiescic.

Wynikania WTF z hipotezy
Shimury-Taniyamy dowiedziono na
przelomie lat 80. i 90. XX wieku.

*Instytut Matematyki, Uniwersytet
Jagiellonski

Od Prouheta—Tarry’ego—Escotta
do Thuego—Morse’a

Karol GRYSZKA*

Do jednych z najstarszych probleméw w historii matematyki nalezy niewatpliwie
zaliczy¢ rownania diofantyczne, czyli réwnania o dziedzinie rozwiazan
ograniczonej do liczb catkowitych. Obecng nazwe zawdzieczaja one Diofantosowi,
greckiemu matematykowi zyjacemu w III wieku naszej ery w Aleksandrii. Swoje
rozwazania na temat takich rownan Diofantos zawarl w serii ksiag pod tytutem
Arytmetyka. Studiujac jedna z nich, Pierre de Fermat — zyjacy w XVII wieku
francuski prawnik i matematyczny samouk — uznal, ze pewne zawarte w niej
roOwnanie nie moze mie¢ rozwiazai, o czym raczyl poinformowaé przysztych
czytelnikow w stynnej uwadze, zamieszczonej na marginesie (czytanej przezen
ksiazki oraz niniejszego artykutu). Mowa, rzecz jasna, o rownaniu x™ + y" = 2"
dla n > 2, ktore czekalo na rozwiazanie (a wlasciwie dowdd jego braku) ponad
300 lat. Dopiero w 1993 roku, po kilku latach intensywnych prac, Andrew Wiles
zakoniczyl wysitek pokolenn matematykéw, dowodzac postawionej na poczatku
drugiej polowy XX wieku hipotezy Shimury—Taniyamy. Po licznych poprawkach
jego rozumowanie zostato w roku 1995 oficjalnie opublikowane na tamach Annals
of Mathematics, a w 2016 roku zostal on uhonorowany prestizowa Nagroda
Abela.

Wielkie Twierdzenie Fermata dotyczy prostego w sformulowaniu réwnania
diofantycznego, ktorego rozwiazanie wymaga zastosowania bardzo
zaawansowanych narzedzi matematycznych. W niniejszym artykule chciatbym
przedstawi¢ zgola przeciwng sytuacje: pozornie skomplikowane réwnanie
diofantyczne przeanalizujemy przy uzyciu metod elementarnych. Rozwazmy
nastepujacy uktad rownan diofantycznych:

dab=> vt dlak=1,...,n

acA beB
gdzie A oraz B sa pewnymi dwoma réwnolicznymi i roztacznymi skoriczonymi
zbiorami liczb catkowitych oraz n > 1 jest liczba naturalna. Nalezy wiec dla
ustalonego wykladnika n znalezé takie dwa réwnoliczne i roztaczne zbiory
liczb catkowitych A i B, by sumy liczb z tych zbioréw w potegach mniejszych
lub réwnych n byly réwne. Problem ten pochodzi od Eulera i Goldbacha,
wspolczesnie znany jest pod nazwa problemu Prouheta—Tarry’ego—Escotta.
Prouhet zajmowat si¢ tym uktadem w potowie XIX wieku, pozostali na poczatku
XX wieku podali wiele interesujacych rozwiazan.

Przyjrzyjmy sie kilku przykladom. Znalezienie szczegdlnego rozwiazania dla
malych n (dla n = 2 jest nim, na przyktad, A = {0,4,5} oraz B = {1,2,6}) nie
nastrecza wiekszych ktopotow. Dla wiekszych wykladnikéw poziom trudnosci
obliczen wzrasta bardzo szybko, np. dla n = 9 przyktadowe rozwiazanie to

A ={0,12,125,213,214, 412,413, 501, 614, 626},
B = {5,6,133,182, 242, 384, 444, 493, 620, 621}

Polecam Czytelnikowi probe znalezienia jakiegokolwiek rozwiazania dla

n = 3 (przyktadowe mozna znalez¢ na koricu artykutu). Wydaje sie, ze
problem Prouheta—Tarry’ego—Escotta jest trudny do rozwiklania, nawet jesli
postanowimy wspomoc si¢ komputerem. Tymczasem czeka na nas ogromna
niespodzianka. Okazuje sie bowiem, ze jesteSmy w stanie prosto skonstruowac
pewne rozwiazania dla dowolnej potegi n. Ponadto zaden komputer nie bedzie
nam do tego potrzebny.

Zanim przedstawimy rozwiazanie, dla dowolnej liczby naturalnej n okreslmy
rekurencyjnie pewne skonczone ciggi zer i jedynek. Rozpoczniemy od definicji
negatywu ciagu zero-jedynkowego, czyli zamianie kazdego wystepujacego w nim
zera na jedynke i odwrotnie. Negatyw ciggu A bedziemy oznaczali przez A;
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dla przykladu, jezeli A = 01011, to A = 10100. Niech teraz (9) = 01. Gdy mamy
juz zdefiniowane (™), to przyjmujemy =+ = z("z(®) to znaczy do ciagu 20
dopisujemy z prawej strony jego negatyw. Przyktad:

M = 2020 = 0101 = 0110.
Tak zdefiniowane ciagi postuza nam do rozwiazania problemu. Dla ustalonej

liczby naturalnej n podzielimy teraz zbior {0,...,2" Tt — 1} na takie dwa
roztaczne zbiory, ze odpowiednie sumy zgadzaja sie dla poteg od 0 do n. Niech

An:{ign:xz(-n)zm oraz Bn:{ign:xgn)zl};
sa to zatem numery tych wyrazow ciagu (™, ktore sa rowne odpowiednio 0

lub 1. Wtedy A,, i B, sa poszukiwanymi zbiorami. Dow6d bedzie przebiegat
indukcyjnie wzgledem n. Dla n = 0 mamy

™ =01 oraz Ag= {1}, By = {2} i oczywiscie 1° = 2° = 1.

Wykonamy teraz krok indukcyjny. Zaldézmy, ze mamy juz zdefiniowane A,
oraz B, spelniajace teze. Niech

Ay 1 ={2"4i:i€B,1} oraz B, ={2"+i:i€ A, 1}.

Wtedy A, = A,_1 U gn,l i analogicznie B, = B,,_1 U En,l. Roéwnosci te
wynikaja wprost z definicji ciagu (™) i sa kluczows obserwacja wykorzystywana
w kroku indukcyjnym. Jezeli teraz k < n, to, oznaczajac przez S; sume j-tych
poteg liczb ze zbioru A, 1 (dla j < n — 1 réwna sumie j-tych poteg liczb ze
zbioru B,,_1), mamy:

PR A A WA S S A

a€A, a€A,_1 acA, 1 a€A, 1 bEBn 1

2o 2 G0

a€A,_1 beB, 1 “j=0

k—1
- e 3 S (B,
j=0

aCAn_1 bEBn 1

Analogicznie moglibysmy udowodnié¢ te sama rownosé dla sumy k-tych poteg
liczb ze zbioru B,,, co konczy dowod indukcyjny.

Zaprezentowana metoda ma jedna zalete — pozwala w prosty sposob
skonstruowac jakiekolwiek rozwiazanie. Problemem jest jednak jej optymalnosé.
Zwr6émy uwage na to, ze dla n = 9 otrzymujemy w ten sposoéb zbiory A i B
zlozone z 512 elementéw kazdy, a tymczasem widzieliSmy wczesniej rozwiazanie,
w ktorym zbiory A oraz B byly ,zaledwie” dziesiecioelementowe. Okazuje sie,
ze rozwigzania dla wykltadnika n musza by¢ zbiorami ztozonymi z co najmniej

n + 1 liczb catkowitych. Rozwiazanie, ktore spetnia to oszacowanie jako réwnosé,
nazywamy idealnym. Najwickszym wyktadnikiem, dla ktorego znane jest idealne
rozwiazanie, jest n = 11, a jest nim para dwunastoelementowych zbioréw

A = {422,461, 486, +127, +140, +151},
B = {435, +47,4£94, +121, £146, +148}.

Ciagi skonczone z(™) ktore postuzyly nam do konstrukeji rozwiazan, sa
poczatkowymi fragmentami pewnego nieskoriczonego ciagu zero—jedynkowego,
zwanego ciagiem Thuego-Morse’a. Formalnie ciag ten, oznaczany dalej przez z,
mozna zdefiniowa¢ jako x = (x&"))go:l. Jedna z ciekawych wlasnosci ciagu =
jest to, ze nie zmienia si¢ on pod wplywem operacji podstawienn 0 — 01,

1 — 10. Wynika to z faktu, ze wykonanie tej operacji na ciagu (™) daje

nam w rezultacie cigg ("1, czego nietrudno dowiesé za pomoca indukcji.
Oczywiscie, nie jest to jedyna jego interesujaca cecha, jednak na zaprezentowanie
wszystkich nie starczytoby miejsca na marginesie tego artykutu, ani nawet

w calym numerze Delty.

H{or'6ctt =g {11°L7°0} =V :¢ = u ep (ourespr) oruezeimzoy
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Bardzo oszczedny redukt tego artykutu
zamies$ciliSmy w poprzednim, zwigzanym
z jubileuszem Uniwersytetu
Warszawskiego, numerze Delty; dzis
prezentujemy go w pelnej wersji.
Redakcja

(e,
A

*Instytut Matematyki, Wydzial
Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Liczby zespolone i kwaterniony
Zbigniew MARCINIAK

Tak jak problemy praktyczne prowadza do réwnan, tak réwnania prowadza
czasem do nowych rodzajow liczb. Ambitny kmie¢ z czasow Mieszka I, bedacy
wladcicielem trzech krow i marzacy o nabyciu (lub zdobyciu) dodatkowych
sztuk bydla tak, by staé sie szanowanym posiadaczem tuzina kréw, musiat
niewatpliwie rozwiazywaé zadanie matematyczne, ktére dzis zapisujemy
rownaniem 3 + x = 12. Gdy zamienimy wystepujace tu liczby miejscami,
otrzymamy réwnanie x + 12 = 3, ktore ,nie da sie rozwiaza¢”: goltym okiem
widaé, ze wsrod liczb, za pomoca ktorych zwyklismy liczy¢ krowy (czyli

liczb naturalnych), nie znajdzie sie zadna, ktora by spelniala to rownanie.
Ma ono jednak sens praktyczny: opisuje stan posiadania pewnego mieszkainca
sasiedniej wioski przed i po spelnieniu marzen naszego kmiecia. Zeby to
roOwnanie rozwiazaé, potrzebne sa nowe liczby — tu sa to liczby ujemne.

W tak powickszonym zbiorze liczb, zwanym zbiorem liczb catkowitych, kazde
rOwnanie postaci  + a = b, gdzie a i b to liczby caltkowite, ma rozwiazanie.

Zeby rozwiazaé rownanie 22 — 2 = 0, nie wystarcza nie tylko liczby catkowite,
ani nawet wszystkie liczby wymierne, czyli utamki a/b zbudowane z liczb
catkowitych. Aby uzyskaé¢ rozwiazanie, do liczb wymiernych trzeba dotaczy¢
nowe liczby, a wsrod nich liczbe niewymierna v/2.

Dlaczego nie wystarczy dolaczy¢ samej liczby v/2? Bo pojedyncze liczby sa

tak mato uzyteczne, ze nawet nie zastuguja na uwage. W istocie, na pytanie

co to jest liczba? istnieje tylko jedna, matematycznie uzyteczna, cho¢ pozornie
paradoksalna, odpowiedz: liczba to element zbioru, ktorego elementy mozna
dodawaé, odejmowac, mnozy¢ i dzieli¢. Zaktada sie przy tym, ze dziatania

te powinny spelnia¢ pewne naturalne warunki, jak np. przemiennosé¢ i tacznosé
dodawania oraz mnozenia, istnienie odwrotnosci kazdej liczby réznej od zera itp.,
dobrze znane z algebry szkolnej. Zbiory liczb, spetniajace te warunki, algebraicy
nazywaja ciatami.

Do zapisywania wynikéw pomiaréw najlepiej nadaje sie cialo liczb
rzeczywistych R, ktore mozna sobie wyobrazaé¢ jako zbiér wszystkich utamkow
dziesietnych, z (przewaznie) nieskonczong liczba cyfr po przecinku. Prawdziwa
nature tych liczb dobrze oddaje definicja, pochodzaca z jednego z najlepszych
podrecznikow algebry: , Liczby rzeczywiste, cokolwiek by to nie bylo, maja
nastepujace wlasnosci...” — tu nastepuje lista wtasnosci dziatan. Uzytecznosé
liczb polega nie na tym, ze kazda z nich z osobna istnieje, lecz na tym,

ze mozemy na nich dziatac.

Zbior liczb rzeczywistych jest dostatecznie duzy, by mozna bylo w nim znalezé
rozwigzania bardzo wielu uzytecznych rownan, ale jednak nie wszystkich;

na przyklad réwnanie 2% 4+ 1 = 0 nie ma rozwiazan w zbiorze R, gdyz lewa strona
tego réwnania jest dodatnia dla kazdej liczby rzeczywistej x. Ogolniej, z lekcji
algebry pamietamy, ze réwnanie kwadratowe ax? + bz + ¢ = 0 nie ma rozwigzai
rzeczywistych, gdy A = b? — 4ac < 0.

Zatem, gdy upieramy sie przy tym, by réwnanie 22 4+ 1 = 0 jednak

mialo rozwiazanie, musimy powiekszy¢ zbior R do wiekszego ciata, ktore

w szczegblnoscei bedzie zawieraé pierwiastek naszego rownania — tradycyjnie
oznaczymy go symbolem . Jest to pierwsza litera stowa imaginary, czyli urojona,
no bo przeciez nie jest to liczba rzeczywista... Nasze nowe cialo powinno zatem
zawieraé i, wszystkie ,stare” liczby a,b € R oraz wyniki dziatan na nich, a wiec
elementy postaci a, bi, a takze a 4 bi. Zbior wszystkich wyrazen tej postaci
oznaczamy symbolem C (complex numbers) i nazywamy liczbami zespolonymi.

Liczby zespolone mozemy w oczywisty sposob dodawaé i odejmowag:
(a+bi)x(c+di)=(atc)+ (bxd)i.
Mozemy je takze mnozy¢ — w tym celu po prostu ,otwieramy nawiasy”:
(a+ bi) - (¢ + di) = ac + adi + bei + bdi?,

14



@

Rozwigzanie zadania F 914.

Na jednym centymetrze kwadratowym
powierzchni ptytki osadza sie w ciagu
sekundy masa srebra réwna

M = mN = pd, stad d = mN/p, gdzie
N to liczba atomoéw srebra, padajacych
w ciggu sekundy na 1 cm? plytki,

a m — masa jednego atomu. Cisnienie na
powierzchni ptytki, pochodzace od tych
atomow, wynosi p = mNwv, gdzie predkosé
atomoéow to v = \/m Po

przeksztalceniu mamy

mN = p\/m/2W = p\/Nop/2W,

gdzie Ng — liczba Avogadra. Stad
ostatecznie

d = (p/p)

Nop/2W =9 - 107% cm/s.

(a,b)

Czytelnik Dociekliwy spostrzeze, ze
mnozenie liczby zespolonej przez
rzeczywista to jednoktadnosé, a wobec
tego, ze mamy

a+ bt =

a b
= Va2 + b2 ( + i) ,
,/a2+b2 1/0124,172
mnozenie przez dowolne a + bi jest
ztozeniem jednokladnosci i obrotu
o érodku O.

a nastepnie korzystamy z podstawowej wlasnosci i: jest to pierwiastek rownania
22 4+ 1 =0, zatem i?> = —1. Podstawiajac te wartos¢ do powyzszej rownosci,
otrzymujemy wzor
(a+bi) - (c+di) = (ac — bd) + (ad + bc)i € C.
Zauwazmy, ze tak zdefiniowane dziatania rozszerzaja znane nam dzialania
dodawania, odejmowania i mnozenia liczb rzeczywistych, co tatwo sprawdzié
podstawiajac w powyzszych wzorach b = d = 0. Trzy dzialania juz mamy!
A co z dzieleniem? Poniewaz dzielenie to mnozenie przez odwrotnosé dzielnika,
wystarczy znalez¢é odwrotnosé kazdego elementu ¢ + di # 0+ 0i =0 € C.
W tym celu zauwazmy, ze (c + di) - (¢ — di) = ¢® — d%*i* = ¢® + d* € R, skad
. c d . 1 c d .

(c+di)- <c2+d2 R 'Z> sl T v e 2t
Zatem dzielenie liczb zespolonych jest takze wykonalne. Tak stworzylismy
cialo C, ktore zawiera wszystkie liczby rzeczywiste oraz urojona liczbe 1,
speliajaca réwnanie 22 + 1 = 0.

Sceptyczny Czytelnik moze w tym miejscu wyrazi¢ watpliwosé, czy warto
byto wykonywaé te cala prace tylko po to, by uzyskaé pierwiastek jednego
konkretnego réwnania. W istocie nie jest az tak zle; rozwazmy dla przyktadu
rownanie 22 + 2 + 1 =0. Mamy A =12 —4-1-1 = —3, wiec w szkole w tym
miejscu przestalibySmy zajmowacé sie tym réwnaniem. Gdy jednak dopelnimy
lewa strone do pelnego kwadratu:

1 1 3

2 2
T 1 2.2 = - e
+x+ °+2-x +<> + —,

otrzymamy réwnanie
— rT=—-——* —- 1

+12_3
TTy) T 1 2 27 T2 27 2

W ten sposob znalezlismy dwie liczby zespolone, ktore sa pierwiastkami
naszego réwnania. Podobnie bedzie z kazdym innym réwnaniem kwadratowym —
w ciele C zawsze bez trudu znajdziemy jego pierwiastki.

2
3 1 3 1 3
:Z‘Q.(:t\[>, x-l-f::lzi-i, V3

W istocie, jak udowodnit 22-letni Carl Friedrich Gauss w roku 1799, nie tylko
kazdy trojmian, ale takze kazdy wielomian dodatniego stopnia ma w ciele C
pierwiastek; jest to tak zwane Zasadnicze Twierdzenie Algebry. Jest to prawda
takze wtedy, gdy wspoétezynniki naszego wielomianu sa liczbami zespolonymi.

Poniewaz liczba zespolona a + bi € C jest wyznaczona przez pare liczb
rzeczywistych (a,b), mozna ja interpretowaé jako punkt plaszczyzny
kartezjanskiej R? o wspolrzednych = = a, y = b. Woéwezas podciato R liczb
rzeczywistych a 4+ 0i wypelnia 0§ Ox uktadu wspolrzednych, zas liczba urojona i
lezy na osi Oy, na wysokosci 1.

Dodawanie liczby zespolonej ¢ + di do dowolnego punktu plaszczyzny
kartezjanskiej odpowiada w tej interpretacji przesunieciu go o wektor [c, d].
A jakim przeksztalceniem jest mnozenie przez liczbe i? Dla dowolnego punktu
(a,b) € R? otrzymujemy

(a4 bi)-i=ai+bi* = —b+ ai.
Zatem mnozenie przez i przenosi punkt (a,b) na punkt (—b,a). Latwo dostrzec,
ze jest to obrot plaszezyzny wokol punktu O = (0,0) o kat prosty, w kierunku
przeciwnym do kierunku ruchu wskazéwek zegara.

Ogolniej, jesli punkt (¢, d) lezy na okregu jednostkowym o $rodku w punkcie O,
to liczba zespolona z = ¢ + di spelnia warunek

A +d* =1, skad z = cosf + isin#,
dla pewnego kata 6.

Wowcezas mnozenie przez z jest obrotem plaszczyzny wokot punktu O o kat 6,
w kierunku przeciwnym do kierunku ruchu wskazowek zegara.

Na przyktad, dla liczby z = —% + @ -1, ktora pojawita sie wczesniej
jako pierwiastek réwnania 22 4+ 2 + 1 = 0, mamy z = cos 120° + 4 sin 120°,
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Czytelnik Oblatany wie, ze te sze$¢ liczb
to macierz 2 X 2 i wektor, a nawet moze
sie upieraé, ze tych liczb mogloby by¢
mniej (trzy i potl), bo wspoélczynniki
macierzy nie sa niezalezne.

wiec otrzymujemy obrot o 120°. Trzykrotne wykonanie tego obrotu
doprowadzi nas zatem do punktu wyjscia; nie powinno to by¢
zaskoczeniem, skoro przeksztalcenie to odpowiada mnozeniu przez 22, zas
2P —1=0z-1)(E*+2+1)=(2—1)-0=0, skad 2° = 1.

Widzimy zatem, ze liczby zespolone pozwalaja wygodnie reprezentowaé
wszystkie ruchy sztywne plaszczyzny, czyli przeksztalcenia zachowujace
odlegtosci miedzy punktami oraz orientacje ptaszczyzny; z kursu geometrii
wiemy, ze sa one ztozeniami przesunieé¢ i obrotow wokét punktu O. Analityczny
opis takich przeksztalcen w klasycznej geometrii uzywa az szostki liczb; uzycie
liczb zespolonych pozwala na znacznie prostszy opis.

JPrawdziwa” geometria, tj. geometria, ktérej uzywaja mechanicy oraz
astronomowie, rozgrywa sie w przestrzeni tréjwymiarowej R?. Wiadomo,

ze kazdy ruch sztywny tej przestrzeni jest zlozeniem pewnego przesuniecia
oraz obrotu wokot jednej z osi przechodzacych przez punkt O = (0,0, 0);
analityczny opis takiego przeksztalcenia potrzebuje az 12 liczb. W tej sytuacji
musialo pojawi¢ sie bardzo naturalne pytanie: czy tréjwymiarowa przestrzen
kartezjanska R? mozna wyposazyé w strukture ciala tak, by dodawanie oraz
mnozenie przez jego elementy prosto opisywato wszystkie ruchy sztywne tej
przestrzeni?

Irlandzki matematyk, fizyk i astronom William Rowan Hamilton strawit
10 lat na poszukiwaniu odpowiedniej struktury ciata na zbiorze trojek liczb
rzeczywistych, analogicznej do struktury ciata liczb zespolonych na zbiorze par.

7 dodawaniem nie ma problemu: podobnie jak w przypadku dwuwymiarowym
trojki liczb dodajemy po wspotrzednych: (a,b,¢) + (d,e, f) = (a+d,b+e,c+ f);
dodawanie ustalonego elementu (d, e, f) odpowiada wowczas przesunieciu
przestrzeni o wektor [d, e, f]. Natomiast mnozenie trzeba wymysli¢.

Trojki liczb, czyli punkty w R, mozna tez utozsamié¢ z koncami wektoréw,
zaczepionych w punkcie O i szukaé¢ odpowiedniego mnozenia wektordw.
Przywodzi to na my$l znane z zastosowari w mechanice i elektromagnetyzmie
pojecie iloczynu wektorowego v x w pary wektoréw v, w € R3. Wynikiem tego
dziatania jest trzeci wektor, prostopadty do obu wektoréw v, w i skierowany
w taka strone, by trojke wektoréow v, w, v x w mozna bylo ruchem sztywnym
przetozy¢ na dodatnie potosie Oz, Oy, Oz (niekoniecznie prostokatnego) uktadu
wspotrzednych. Ponadto, dtugosé wektora v x w powinna by¢ réwna polu
rownolegloboku, rozpietego przez wektory v, w — tacznie warunki te wyznaczaja
wektor v X w w sposob jednoznaczny. Niestety, to nie jest mnozenie, ktére moze
nas zadowoli¢. Z powyzszej definicji wynika, ze dla dowolnego wektora v mamy
v X v =0, bo para v, v rozpina ,réwnolegtobok” o zerowym polu. Tymczasem
w ciele iloczyn niezerowych elementow jest zawsze réozny od zera; jesli bowiem
a-b=0oraz a # 0, to istnieje 1/a, skad dostajemy

b=1-b= (1-a> ~b=1~(a~b)=1-020.

a a a

Wykazemy, ze w przestrzeni R? w ogéle nie ma takiego mnozenia, jakiego
szukamy. Dowo6d poprowadzimy nie wprost. Zalézmy zatem, ze istnieje szukane
mnozenie, ktore sprawia, ze R? staje sie cialem. Wybierzmy dowolny element
a € R3, ktory nie nalezy do prostej zawierajacej jedynke tego ciala i niech P
bedzie plaszczyzna rozpieta przez punkty O, 1 oraz a. W szczegolnosci, dowolny
element b € P jest postaci b =1r-1+4 s-a dla pewnych liczb r, s € R. Rozwazymy
dwa przypadki:

(I) Punkt a? nalezy do plaszczyzny P. Wobec tego dla by, by € P mamy
by -by=(r1-14+s1-a) (ra-1+s2-a)=
=riry - 1+ (r182 + s172) - a + $182 - a e P,
czyli plaszczyzna P jest podzbiorem zamknietym ze wzgledu na mnozenie.

Ponadto, dla ustalonego b € P przeksztalcenie plaszczyzny P w siebie, dane
wzorem x — b - x, jest roznowartosciowym przeksztalceniem liniowym: jesli
b-xy=b-x9,tob-(x1 —x9) =0, askoro b # 0, to 1 = xo. Wynika stad, ze
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Przez x - Y, gdzie x jest liczba, a Y
zbiorem liczb, rozumiemy zbior
wszystkich liczb, ktére mozna uzyskac
jako iloczyn x przez ktoras z liczb ze
zbioru Y.

w

Rozwigzanie zadania M 1507.
Ciag a, spelnia warunek
An+3 + ang2 = apnt1 + ap. W takim razie

2016

Zak» = (a1 +a2)+ (az +as)+ ...

k=1 + (az2015 + az016) =

= 1008(a1 + az) = 1008.

Podobnie otrzymujemy

2015

Zak =a1 + (a2 +az) + (as +as) + ...

k=1 + (a2014 + a2015) =
= a1 + 1007(az + az) = 2015.

Odejmujac otrzymane wartosci,
dostajemy

2016 2015

az016 = Z ap — Z ap = —1007.
k=1 k=1

obrazem P jest cala plaszczyzna P. W szczegblnosci, istnieje taki element ¢ € P,
ze b-c=1¢€ P. Wynika stad, ze P jest dwuwymiarowym podcialem w naszym
ciele R3.

Wybierzmy teraz dowolny element d € R3, lezacy poza plaszczyzna P. Wowczas
podzbior P’ = d - P takze jest plaszczyzna. Rozwazmy przeciecie PN P'.
Zalozmy, ze dla pewnych niezerowych b,b’ € P mamy d - b = b'. Wowczas
d=1"V-(1/b) € P, wbrew wyborowi d. Wobec tego P N P’ = {0}, co daje
sprzecznosé, gdyz w przestrzeni trojwymiarowej dwie plaszczyzny nie moga
przecina¢ sie w doktadnie jednym punkcie.

(IT) Punkt a? nie nalezy do ptaszczyzny P. Wéwcezas wektory 1, a, a® rozpinaja
przestrzen R3, wiec a® =7-1+s-a+t-a? dla pewnych liczb r,s,t € R. Wielomian
f(x) = 2% —r — sx — ta® przyjmuje dla bardzo duzych x wartosci dodatnie, za$ dla
Lbardzo ujemnych” x — wartosci ujemne. Zatem ma on pierwiastek rzeczywisty A,
skad f(z) = (x — M\)g(z) dla pewnego trojmianu g(x). Podstawiajac do tej
tozsamosci x = a, otrzymujemy
0=a®*—r-1-—s-a—t-a*= f(a) = (a—X\-1)g(a).
Ale g(a) # 0, gdyz a® ¢ P. Zatem a = X - 1, wbrew wyborowi a.

W obu przypadkach uzyskaliSmy sprzecznosé, co dowodzi, ze poszukiwana
struktura ciala na przestrzeni R? nie istnieje.

To, co nie jest mozliwe w przestrzeni tréjwymiarowej, moze sie zdarzy¢

w wymiarze 4. Na przyktad, w przestrzeni R* skladajacej sie z czworek liczb
rzeczywistych jest dosé miejsca na to, by dwie ptaszczyzny mialy dokladnie
jeden punkt wspolny. Oto przyktad: niech P bedzie plaszczyzna rozpicta
przez pierwsze dwie osie ukltadu wspotrzednych, zas P’ — przez ostatnie dwie.
Do plaszezyzny P naleza czworki liczb postaci (z1, 22,0, 0), natomiast do P’
— czworki (0,0, 23, x4). Jedyna czworka, ktora jest obydwu tych postaci, jest,
oczywiscie, (0,0,0,0), skad PN P = {0}.

Hamilton dostrzegt mozliwosci przestrzeni czterowymiarowej w kontekscie
rozwazanego problemu w dniu 16. pazdziernika 1843 roku, gdy zmierzajac

w towarzystwie zony na posiedzenie Royal Irish Academy, przekraczal mostek
Broom Bridge na Royal Canal w Dublinie.

Gdy wersory kolejnych osi Ozx;, i = 1,2, 3,4, nazwiemy 1, i, j, k oraz zazadamy,
by

i? =4 =k* =ijk =1,
otrzymamy niemal idealne czterowymiarowe cialo!

Hamilton byt tak podekscytowany swoim odkryciem, ze pono¢ wydrapat
powyzsze formuly na kamiennej poreczy mostu. Historia milczy, jak zareagowalta
na to zdarzenie towarzyszaca mu maltzonka.

Odczytajmy z powyzszych wzoréow wynik mnozenia kazdej pary liter ¢, j, k.
Mnozac rownosé ijk = —1 z prawej strony przez k, otrzymamy

(ijk)k = —k,  (i)k* ==k, (ij) - (1) = —k,
Wykonujac podobne mnozenie przez ¢, ale z lewej strony, otrzymamy jk = .
7 pierwszej z otrzymanych powyzej rownosci mozna wyliczyé ji:

ji = j(jk) = j°k = k.

Wynika stad, ze ij # ji, czyli nasze mnozenie nie jest przemienne, co ttumaczy
uzyte wyzej okreslenie niemal idealne.

ij = k.

Pozostawiamy Czytelnikom fascynujaca zabawe uzyskania kompletu réwnosci:

=4k, ji=—-k, jk=1i, kj=—i, ki=j, ik=—j.

Kazda czworka (1,22, 23, 74) € R* moze byé¢ zapisana jako kwaternion

r =21 + 22l + x3j + x4k. Takie wyrazenia dodajemy po wspotrzednych — jak
liczby zespolone. Natomiast mnozymy je, otwierajac nawiasy i korzystajac

z szedciu rownosci przedstawionych wyzej. Tak powstaje algebra kwaternionow,

ktora na czes¢ Hamiltona oznaczamy symbolem H.
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Hamilton zauwazyt tez, ze — przy
interpretacji liczb zespolonych jako
punktéw plaszczyzny — ich dziatania
wobywaja si¢” bez liczby i. Mamy bowiem
dlaa, b, c,d € R

(a,b) + (¢;d) = (a+c,b+d)

(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc).
Wzory te, jak zauwazyl pozniej Artur
Cayley, daja sie zinterpretowac takze jako
opisujace dzialania na kwaternionach.
Spostrzegl bowiem, wykorzystujac
rownosé 2 - 2 = 4, ze mozemy kwaterniony
traktowaé jak pary liczb zespolonych.
Wowezas dla a, b, ¢, d € C mamy

(a,b) + (¢,d) = (a+c, b+ d)
(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc),

gdzie x + yi oznacza x — yi.

i Zadania

Czy kazdy niezerowy kwaternion ma element odwrotny? Dla liczb zespolonych
pomogto rozwazenie iloczynu (¢ + di)(¢ — di). Tu postapimy podobnie;
gdy uwaznie wykonamy mnozenie, otrzymamy

(z1 + xoi + 235 + 4k) - (11 — 201 — 135 — 24k) = 22 + 25 + 22 + 22 € R.
Gdy zx jest kwaternionem niezerowym, tj. gdy cho¢ jedna z liczb x; jest rozna
od zera, suma po prawej stronie jest niezerowa. Gdy wszystkie wspotczynniki
drugiego czynnika w powyzszym iloczynie podzielimy przez te sume, uzyskamy
postaé poszukiwanego elementu z~!. Zatem H jest naprawde ciatem, tyle ze
nieprzemiennym.

A co w takim razie z wyjsciowym celem, jakim bylo wyrazenie obrotow
przestrzeni trojwymiarowej za pomoca mnozenia w odpowiednim ciele? Otoz ten
cel tez udaje sie zrealizowa¢ w nastepujacy sposob. Umiesémy nasza przestrzen
trojwymiarowa wewnatrz H, na ostatnich trzech osiach, tj. jako zbiér ,czysto
urojonych” kwaterniondéw xot + x3j + x4k. Niech ugt 4+ usj + ugk bedzie wektorem
dhugosci 1, wskazujacym o§ obrotu, ktory chcemy zrealizowaé oraz niech 6 bedzie
katem, o jaki chcemy obroci¢ przestrzen. Rozwazmy kwaternion

q=cos(0/2) +sin(0/2) - (ugi + usj + usk) € H
oraz przeksztalcenie H — H dane wzorem z +— ¢ -z - ¢~ '. Latwo zauwazy¢, ze
prosta rozpieta przez wektor x = uqi + usj + ugk nie poruszy sie. Okazuje sie,
ze przeksztalcenie to przeprowadza czysto urojona podprzestrzen na siebie
i wykonuje na niej doktadnie ten obrot, ktory sobie zaplanowalismy.

Wobec tego kazdy obrot przestrzeni trojwymiarowej potrafimy zakodowaé za
pomocg czworki liczb rzeczywistych. Jest to na tyle efektywne, ze kwaterniony
znajduja zastosowanie w grafice komputerowej, do kodowania szybkich animacji.

Redagugje Urszula PASTWA

M 1507. Ciag a,, spelnia warunek
Ap4+3 = —Ap42 + Ap+1 + anp,
dla dowolnej liczby naturalnej n. Znalezé wartosé asg16, wiedzac, ze a1 = 1, ag =0
i as = 2.
Rozwiazanie na str. 17

M 1508. Czworokat wypukly ABCD o obwodzie p zostal podzielony
przekatnymi na cztery trojkaty. Srodki okregow wpisanych w te trojkaty tworza
czworokat o obwodzie q. Wykazac, ze pole S czworokata ABC'D jest mniejsze
niz pq/4.

Rozwiazanie na str. 4

M 1509. Obliczy¢ sume
10 10 10
Z Z Z min(z, y, 2).
rx=1y=1z2=1
Rozwiazanie na str. 2

Przygotowat Michat NAWROCKI

F 913. Malerika metalowa kulke o masie m = 1 g, ktéra natadowano tadunkiem
q = +1077C, wystrzelono z duzej odlegtodci z predkoscia v = 1 m/s w kierunku
metalowej sfery, naladowanej tadunkiem @Q = +3-10~7C. Przy jakim
najmniejszym promieniu sfery kulka dotrze do jej powierzchni?

Rozwiazanie na str. 6

F 914. W komorze napylarki ptytka szklana jest pokrywana rozpylonym
srebrem. 7 jaka szybkoscia nastepowalby wzrost grubosci d napylanej warstwy,
jezeli atomy srebra mialyby energic W = 10712 J kazdy i wytwarzalyby

na powierzchni plytki cisnienie p = 0,1 N/ m?? Gestosé srebra wynosi

p=10,5 g/cm?’7 a jego masa atomowa wynosi p = 108.

Rozwiazanie na str. 15
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Rys. 1. Przyktadowy tancuch o n = 10
lampkach i czterech wymaganiach
estetycznych (1,6, 3), (5,7,4), (3,8,1)
oraz (5,9, 2). Ostatnie wymaganie mowi,
ze lampki 5 1 9 musza mie¢ ten sam kolor
oraz lampki 6 i 10 musza mieé¢ ten sam
kolor.
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Rys. 2. Graf odpowiadajacy wymaganiom
z rysunku 1. Ma trzy spojne sktadowe
{1,3,6,8,10}, {2,5,7,9} oraz {4}, wiec
taricuch moze mie¢ co najwyzej 3 réozne
kolory lampek.
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Rys. 3. Zastgpienie wymagan dluzszych
niz 2% = 2 w fazie k = 1.

Informatyczny kacik olimpijski (98): Swiateczny laiicuch

Tym razem omoéwimy zadanie Swigteczny taricuch, ktore rozwigzywali w tym
roku uczestnicy drugiego etapu XXIII Olimpiady Informatycznej. Zadanie jest
nastepujace: nalezy zaprojektowaé tancuch zlozony z n réznokolorowych lampek,
przy czym dane jest rowniez m wymagan estetycznych, kazde w postaci trojki
liczb (a4, b;, £;) oznaczajacej, ze fragmenty taricucha ztozone z lampek o numerach
{aj,...,a; +£; — 1} oraz {b;,...,b; + £; — 1} musza by¢ jednakowe (rys. 1).
Fancuch powinien by¢ tez jak najbardziej urozmaicony; innymi stowy, powinno
byé¢ w nim jak najwiecej réznych koloréw lampek. Wartosci n i m sa rzedu 106.

Rozwiazanie, za ktére mozna byto zdobyé polowe punktéw na konkursie, jest
narzucajace sie. Zbudujmy graf o n wierzchotkach (ponumerowanych liczbami
od 1 do n), ktore odpowiada¢ beda kolejnym lampkom tancucha. Teraz dla
kazdego wymagania estetycznego (a;, b;, ¢;) taczymy krawedziami wierzchotki
dla tych lampek, ktore muszg mie¢ ten sam kolor; innymi stowy, dla kazdego
7=0,1,...,¢; — 1 taczymy krawedzia wierzcholki a; + j oraz b; + j. Zauwazmy, ze
wszystkie lampki nalezace do jednej spojnej sktadowej grafu musza mieé¢ ten sam
kolor. Z kolei lampki z réznych sktadowych moga mieé¢ roézne kolory, wiec aby
zmaksymalizowaé liczbe kolorow w tancuchu, nalezy kazdej sktadowej przypisac
inny kolor lampek (rys. 2). To rozwiazanie dziala¢ bedzie w czasie liniowym od
wielkosci skonstruowanego grafu. Jest zatem zbyt wolne, gdyz liczba krawedzi
grafu moze by¢ bliska iloczynowi n - m, ktéory moze wyniesé nawet 1012

Zauwazmy, ze powyzsze rozwigzanie jest wolne, jesli istnieje duzo wymagan
estetycznych o duzych dlugosciach (wartosciach ¢;). Jednak w takim przypadku
jest nieuniknione, ze spora czes¢ wymagan bedzie redundantna (tzn. bedzie
prowadzila do takich samych wymuszen kolorow). W naszym przykladzie
wymaganie (5,7,4) mowi, ze fragmenty {5,6,7,8} 1 {7,8,9,10} maja takie same
kolory lampek, co moze by¢ spetnione tylko wtedy, gdy krotsze fragmenty {5,6},
{7,8} oraz {9,10} maja te same kolory. Wida¢ zatem, ze wymaganie (5,9, 2)
jest w tym przypadku zawsze spetnione. Chcieliby$my usungé¢ takie redundantne
wymagania. Ponadto, w przypadku wymagan o duzych dtugosciach byé moze
tylko czeé¢ informacji z wymagania jest redundantna — w takim przypadku
dobrym pomystem mogloby by¢ podzielenie takiego wymagania na mniejsze
kawatki.

W szybszym rozwiazaniu wykorzystamy te dwa pomysty: bedziemy sukcesywnie
rozbija¢ wymagania na mniejsze i na biezaco usuwaé redundancje. Rozwiazanie
bedzie przebiega¢ w |log, n| + 1 fazach dla k = |logyn],...,1,0. W fazie k-tej
zakladamy, ze wszystkie wymagania maja dtugosé co najwyzej 281, a nastepnie
kazde wymaganie (a;, b;, £;) o dtugosici wiekszej niz 2% (czyli spetniajace;

2F < 0; < 281 zastepujemy dwoma wymaganiami o dtugosci 2% (rys. 3):

(ai, bi, 2%) oraz (a; +0; — 28, by +0; — 28, 2F).

To spowoduje tymczasowy wzrost liczby wymagarn,

ale pozwoli nam usunaé¢ redundancje wérod wymagan

o dtugosci 2%. Zbudujmy w tym celu graf G}, w ktérym
wierzchotki beda znéw liczbami od 1 do n, ale
bedziemy mieli co najwyzej 2m krawedzi: dla kazdego
wymagania (a;, b;, 2F) stworzymy krawedz taczaca
wierzchotki a; oraz b;. Zauwazmy teraz, ze jesli w grafie
G}, znajduje sie cykl, to znaczy, ze czes¢ wymagan

o dtugosci 2% daje redundantne informacje. Istotnie:
cykl v1 = v9 — ... = vy = v; wymusza, ze dla kazdego
0 < j < 2% kolory lampek ze zbioru {v; +j | 1 <i < s} sa
takie same. Jednak to samo wymuszenie uzyskujemy,
jesli usuniemy dowolne wymaganie odpowiadajace
krawedzi z tego cyklu. Powtarzajac to rozumowanie
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dopoty, dopoki w grafie G istnieja cykle, mozemy
zmniejszy¢ zbior wymagan dtugosci 2% do zbioru
liczacego n — 1 wymagarni. Ten zbiér mozemy znalezé,
wyznaczajac dowolny las rozpinajacy grafu Gy.

Zatem na koniec fazy k-tej uzyskamy réwnowazny zbior
wymagan zawierajacy co najwyzej m + n wymagan
dhugosci co najwyzej 2F. Pojedyncza faze mozemy
zaimplementowaé¢ w czasie O(n + m). Tak wiec po fazie
k = 0 uzyskamy rownowazny zbiér m + n wymagan,

z ktorych kazde jest dtugosci 1. Dla takiego zbioru
nasze pierwotne rozwiazanie zadziata w czasie liniowym.
Ostatecznie ztozonosé czasowa algorytmu wyniesie

O((n +m)logn), a pamigciowa O(n + m).

Tomasz IDZIASZEK
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Genetyka molekularna wobec paleontologii

Odkad na przelomie tysiacleci nauczyliémy sie badaé¢ strukture chemiczna
materiatu genetycznego — sprawnie i automatycznie — trwa wielkie
sekwencjonowanie DNA. Dla wybranych organizmoéw wyzszych, ssakow

i roélin, daty tych osiagnie¢ sa nastepujace: 2000 czlowiek, ryz, rzodkiewnik;
2002 mysz; 2004 szczur; 2005 szympans, pies; 2007 kot, makak; 2009 kon;

2010 Neandertalczyk, panda wielka, krolik; 2011 orangutan, ziemniak; 2012
goryl, szympans bonobo, delfin, Swinia, pszenica; 2013 nietoperz, lew afrykanski,
tygrys syberyjski; 2014 wieloryb; 2015 ston azjatycki; 2016 marchew.

Czy mozna znalez¢ wspolna przyczyne kolejno$ci wybierania gatunku do
sekwencjonowania? Czy wnosi to wazne wnioski ewolucyjne?

Mysz jest wazna, bo to najwazniejszy model badan medycznych. I dla medycyny,
i dla rolnictwa wazna jest Swinia. Sekwencjonowane genomy roslinne, poza
rzodkiewnikiem (model badawczy) — to wszystko wazne gatunki spozywcze.

Do programu marchewkowego zaproszono badaczy z Krakowa, poniewaz

mogli dostarczy¢ danych dla wielu odmian dzikich. Szympansa oczekiwano

z niecierpliwoscia, po oznaczeniu genomu cztowieka. Pandzie, stoniom grozi
wyginiecie. A delfin — madry. Nie jestem pewna, czy genomow psa i kota nie
zawdzieczamy bogaczom, marzacym o klonowaniu swoich ulubienicéw, a ostatnio
oznaczenia genomdw psoéw z roznych czesci Swiata pozwolily na hipoteze
dwukrotnej, niezaleznej ewolucji — selekcji wilka przez hodowcow w Europie

i Azji. Wspolnej przyczyny nie widze.

Ale najwiecej (tysiace) zsekwencjonowano dotychczas gatunkow bakterii,

co wiaze sie znowu z konkretnymi potrzebami medycznymi i poszukiwaniem
nowych zrodet energii. Dla ewolucjonistow wazne okazalo sie odkrycie, przy
okazji sekwencjonowania, ze bakterie przekazuja geny horyzontalnie, nawet
miedzy gatunkami, co bardzo utrudnia tworzenie koncepcji drzewa ewolucyjnego
wczesnego zycia na Ziemi. Aby dowiedzieé sie czego$ o ewolucji organizmow
wyzszych, ,miekkich”, niezachowanych w postaci skamieniatosci, sekwencjonuje
sie geny wspotczesnych organizméw, wybierajac takie, ktore byly konieczne
nawet dla zycia najstarszych organizméw, np. kodujace rybosomalne RNA. Dane
o tych genach pozwalaja takze potwierdza¢ wnioski paleontologdéw o ewolucji
wyzszych zwierzat.

To wtlasnie dzigki wykopaliskom, na Grenlandii i w Chinach, przez ostatnie

15 lat dowiedzieliSmy si¢ nowych faktoéw o ewolucji ssakow. Co najwazniejsze:
ze przebyly dluga droge réznicowania gatunkowego na dtugo przed era
dinozauréw, czego z samych badan genéw chyba by$smy sie nie dowiedzieli.

Po upadku planetoidy zycie musialo startowaé¢ prawie od nowa. Do niedawna
sadzono, ze ssaki wyewoluowaly ,u stép dinozauréw”, a poniewaz byly male, to
wytrzymaly kosmiczng katastrofe 65 mln lat temu. Ale paleontolodzy wykazali,
ze pierwsi przedstawiciele ssakopodobnych pojawili sie wczesniej, juz 200 mln lat
temu, i mieli najwazniejsze cechy pozniejszych ssakow: ciato pokryte futrem,
sprawniejsze w rozgryzaniu pokarmu szczeki, guzki na trzonowych zebach.

U tych zwierzat ewolucja ,postanowita” wymienia¢ dwa pokolenia zebéw (potem
my do protetyka, pieskowi papki do miski) co lepiej sie sprawdza przy mlecznym
karmieniu niemowlat we wrogim i niebezpiecznym otoczeniu. Zmiany w budowie
zebow i1 uszu zdecydowaly o sukcesie ewolucyjnym tej galezi gatunkow, a silny
rozwoj kosci otaczajacych narzad stuchu ttumaczy sie jako korzystna izolacje od
halasliwego miazdzenia pokarmu. Dinozaury byly ogromne, ale to przodkowie
ssakow wykazali najwieksza elastyczno$é w dostosowywaniu sie do réznych nisz
ekologicznych i roznych warunkéw srodowiska! One ewoluowaty, a dinozaury
rosty. ..

Uderzenie planetoidy skutkowato pozarami, gigantycznymi falami oceanow
i niespotykanymi dotad wybuchami wulkanow. Zginelty ogromne dinozaury,
a ze ssakow nie przezyly zadne wieksze ani wyspecjalizowane pokarmowo.
Przezyli nieliczni przodkowie torbaczy i wezesne tozyskowe. A potem
(6 mln lat temu) pewne zwierze poszto w jedna strone az do dzisiejszych
szympansow, a jego rowiesnik w druga — i to jestesmy my.

Magdalena FIKUS
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Losowo$¢é w komputerze

Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Od komputera oczekujemy przede wszystkim precyzji i doktadnosci.

Program szukajacy wzorca w edytowanym tekscie czy arkusz kalkulacyjny
podsumowujacy nasze miesieczne wydatki ma po prostu da¢ poprawny wynik.
Wszelkie przejawy niedeterminizmu, losowosci czy jakiej$ niestabilnosci
przywoluja skojarzenia z dzialaniem niepozadanym. Zwykle to prawda: dobry
program ma obliczy¢, narysowaé¢ czy wyanimowaé doktadnie to, czego od
niego chcemy. Okazuje sie jednak, ze czasem losowosé jest nie tylko wskazana,
ale wrecz niezbedna.

Losowosci potrzebuje komputer chociazby wtedy, gdy uzytkownik ma ochote na
pogranie w niektore gry (jak kultowy Saper czy aktualnie bedacy na topie 2048).
Takze niektore procesy fizyczne najlepiej modeluje sie na komputerze tak zwana

metoda Monte Carlo, ktora jest przeciez silnie niedeterministyczna. Losowosé
jest réwniez niezbedna w kryptologii.

No dobrze, ale skad komputer bierze — jak juz wiemy, niezbedne mu — losowe

bity?

Sprawa wcale nie jest tak banalna, jak by sie mogto
wydawaé. Przeciez w komputerze nie ma ukrytej
monety, ktéra mogtby on w razie potrzeby podrzucaé.
Wiecej: cata jego konstrukcja jest tak pomyslana,

zeby jego zachowanie byto w pelni przewidywalne (bo
opisane przez wykonywane programy). Na losowosé

w komputerze trzeba wiec patrzeé¢ tak, jak na swoisty
zasob, ktory komputer musi jakos pozyskaé. I pozyskuje,
mierzac czy analizujac wszystko co wokol, a co nie jest
w pelni deterministyczne. Trzecia cyfra po przecinku
pomiaru temperatury procesora (w komputerze jest
termometr!) czy krzywizna ruchu myszki, ktora operuje
uzytkownik, to przyktady zjawisk, ktére komputer ma
w zasiegu cyfrowego wzroku. Sa to z pewnoscia zjawiska
w jakiej$ mierze losowe, ale z pewnoscia nie jednostajnie
losowe, a takie beda dla nas najcenniejsze.

Na szczescie nie wszystko stracone. Istnieja metody
pozwalajace (w deterministyczny sposob!) z losowosci
stabej wyprodukowaé losowosé niemal jednostajng!
Podamy prosty przyklad: zal6zmy, ze mamy
niesymetryczna monete (orzel trafia si¢ z szansa p,

a reszka (1 — p)). Potrzebujemy jednego prawdziwie
losowego bitu. Rzuémy moneta dwukrotnie. I tak:

jesli wypadly dwa orty albo dwie reszki, to probe
uznajemy za spalong i eksperyment powtarzamy.
Umowmy sie teraz, ze wynik OR interpretujemy jako
orta, a RO — jako reszke. Jaka jest szansa na cigg OR?
Oczywiscie p(1 — p). A na ciag RO? Wida¢, ze (1 — p)p,
czyli doktadnie tyle samo! A wiec ani ,nowy orzel”, ani
,howa reszka” nie maja zadnej przewagi.

Wszystko jest dokladnie symetryczne, a wiec mozemy
w ten sposéb produkowaé naprawde losowe bity.

Metody takie jak wyzej nazywamy w informatyce
ekstraktorami losowosci. Dobry ekstraktor to taki, ktory
po prostu produkuje co§ bardzo losowego z czegos
stabo losowego. W tym miejscu nalezaloby doktadnie
zdefiniowaé, co rozumiemy pod tymi terminami.

Redaktor Cezary Lasiczka w TOK FM przyrownat ekstraktor do
magicznego urzadzenia, ktére umozliwia poprawna prace silnika
spalinowego, nawet gdy wlejemy do niego mieszanke wody i benzyny.
Matematycy probuja dopusci¢ uzywanie mozliwie najbardziej
rozwodnionej mieszaniny.
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Kluczowym pojeciem, ktore postuzy jako ,miara
losowosci” jest tutaj tak zwana min-entropia rozktadu
prawdopodobienstwa. Dla rozktadu skonczonego
okreslamy

H(X) = min (—log(P(X = x))).

reX

Latwo sprawdzié, ze jesli dopuszczamy 2" réznych
warto$ci pomiaru, to rozktad jednostajny ma
min-entropie réwna n, a rozktad skupiony w jednym
punkcie ma min-entropie zero. Dobry ekstraktor to
taki, ktory ze zrodta (albo kilku niezaleznych zrodet)
o stabej min-entropii (czyli gdy stosunek min-entropii
do logarytmu z mocy nosnika jest maly) generuje
rozktad bliski jednostajnemu (sama min-entropia przy
deterministycznym przeksztalceniu wzrosnaé nie moze,
ale juz opisany stosunek tak, o ile tylko przeciwdziedzina
jest istotnie mniejsza niz dziedzina).

Badania nad ekstraktorami to powazna i ciekawa
dziedzina twardej matematyki. Do niedawna problemem
otwartym byto podanie przyktadu ekstraktora
dwuzrédtowego, ktory oblicza choé jeden niemal losowy
bit, przy zalozeniu, ze oba niezalezne zrédta maja
min-entropie ponizej potowy maksymalnie mozliwej

(a wiec mniejszej niz n/2).

Uwaga: ekstraktor ma by¢ uniwersalny. To znaczy ma dziataé

z dowolnymi rozkladami o podanej min-entropii. Ekstraktory
tworzone dla konkretnego rozkladu sa tatwe do uzyskania.

Pierwszy taki przyklad podat w roku 2005 laureat
medalu Fieldsa, Jean Bourgain. W roku biezacym wynik
ten poprawili spektakularnie Eshan Chattopadhyay
oraz David Zuckerman, podajac konstrukcje, ktora
dziata dla dwoch niezaleznych Zrédet o min-entropii
co najmniej (logn)© dla pewnej (duzej) stalej C. Ich
praca Fxplicit Two-Source Extractors and Resilient
Functions byta prezentowana w czerwcu na konferencji
STOC 2016 (48th Annual Symposium on Theory of
Computing) w Massachusetts Institute of Technology

i zostala wyrézniona jedna z trzech rownorzednych
nagréd przyznawanych za najlepsze prace.

Tomasz KAZANA



Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki
Klub 44 ’ ’

Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrot regulaminu

Kazdy moze nadsyla¢ rozwiazania zadan z numeru n w terminie do kornca miesigca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwiazania czterech, trzech, dwoch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspotczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe o0sob,
ktore nadestaly rozwiazanie cho¢by jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji

(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktorejkolwiek z dwoch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktow jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytutl
Weterana. Szczegélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢

na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 624, 625

Termin nadsytania rozwigzan: 31 XII 2016 Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

624. Ciezarek o masie m zawieszony jest w polu ciezkosci na niewazkiej

T — sprezynie o wspotczynniku sprezystosci k. Diugosé nierozceiagnietej sprezyny

jest zaniedbywalna. Sprezyne odchylono do poziomu, rozciagnieto do dtugosci g
m i puszczono swobodnie. Znalezé najmniejszag dtugosé sprezyny podczas ruchu.

625. Na dnie naczynia znajduje sie cienka metalowa ptytka, ktorej
powierzchnia S jest duzo mniejsza od powierzchni dna naczynia. W naczyniu

Rys. 1

znajduje sie ciecz o gestosci p i statej dielektrycznej . Wysoko$é stupa cieczy
jest duzo mniejsza od rozmiaréw liniowych plytki. O ile podniesie sie ciecz nad
plytka, gdy na plytke wprowadzony zostanie tadunek Q7

Rozwiagzania zadai z numeru 6/2016

Przypominamy tresé zadan:

620. W chwili poczatkowej prostokatna ramka o masie M spoczywa na powierzchni poziomej,

Rys. 2

a mata kulka o masie m porusza sie¢ z predkoscia v wewnatrz ramki, rownolegle do boku o diugosci
a (rys. 1). Kulka zderza sie sprezyscie ze srodkami krotszych bokow ramki. Znalezé czas pomiedzy
kolejnymi zderzeniami z tym samym bokiem ramki. Nie ma tarcia.

621. Dwuwypukla soczewka o promieniach krzywizny R, wykonana ze szkla o wspotczynniku
zalamania ns , zanurzona jest jedna strona w wodzie (rys. 2). Maly przedmiot znajduje si¢ w wodzie

—_—> na osi optycznej soczewki, w odlegltosci & od soczewki. Wysoko$¢ przedmiotu wynosi h. W soczewce

powstaje obraz pozorny. Jakie jest jego powigkszenie liniowe? Wspoélczynnik zatamania szkta jest

n

Rys. 3

TOWNY Ty -

o=1 ne=1

620. W uktladzie $rodka masy predkosci kulki i ramki odpowiednio vi i vy
spehiaja zwiazki: mvy + Mvy =0, vi — vy = v, , gdzie v, jest predkoscia
wzgledna. Stad v, = ML-anw , V2 = 374 Vw- Energia w ukladzie srodka masy
wynosi E = %Mv% +2mu? = 2(;?7%1)“121) Na uktad nie dzialaja z zewnatrz
w kierunku poziomym zadne sily, zatem srodek masy porusza sie ze stata

R predkoscia i jego energia kinetyczna nie zmienia sie. Zderzenia sa sprezyste, wiec

N nie zmienia si¢ réwniez energia w ukltadzie srodka masy, predkos¢ wzgledna kulki

a4 i ramki pozostaje stalta i rowna predkosci poczatkowej kulki v. Szukany czas

Rys. 4

¢ F miedzy dwoma kolejnymi zderzeniami wynosi t = 2a/v.

621. Aby skonstruowac¢ obraz przedmiotu, jaki powstaje w soczewce, musimy
odpowiedzie¢ na pytania: jak biegnie promien réwnolegly do osi optycznej

po przejéciu przez soczewke oraz jak biegnie promien przechodzacy przez
srodek soczewki. W przypadku promienia réwnoleglego mozemy wprowadzié
umieszczony w powietrzu uktad zastepczy, ztozony ze stykajacych sie¢ cienkich
soczewek — szklanej o promieniach krzywizny R oraz plasko-wklestej soczewki

wodnej (rys. 3). Odwrotnosé¢ ogniskowej takiego uktadu  Korzystajac z rysunku 4 i przyblizenia matych katow,

jest suma odwrotnosci poszczegdlnych soczewek: otrzymujemy zwiazki: h = xa, H = |y|3, gdzie y jest
1 nw—1  2ns—1)  2ng—ny, —1 odlegloscia obrazu od soczewki, H wysokoscia obrazu.
? TR R = R . 7 podobienistwa odpowiednich tréjkatow mamy tez:

o . . . .o 2 Sl gy bl Stad |y| = —L2— | a szukane

znaczmy kat padania na $rodek soczewki promienia Y nwf-z

wychodzacego z konica przedmiotu (rys. 4) przez a, a kat powigkszenie dane jest wzorem

zalamania tego promienia przez 5. Poniewaz przedmiot _ E _ 1

jest maly, mamy S8 = n,« zgodnie z prawem zalamania. p= h 11— x%
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Termin nadsylania rozwigzan: 31 XII 2016

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
717 (WT = 3,70) i 718 (WT = 1,03)
z numeru 3/2016

Grzegorz Karpowicz ~ Wroctaw 42,77

Janusz Fiett Warszawa 42,24
Janusz Olszewski Warszawa 42,14
Pawel Kubit Krakow 41,52
Marek Gatlecki USA 37,76
Franciszek S. Sikorski Warszawa 37,29
Piotr Kumor Olsztyn 34,15
Witold Bednarek Lodz 33,95

Zadania z matematyki nr 727, 728
Redaguje Marcin E. KUCZMA

727. Trojkat rownoboczny o boku dlugosci n zostal podzielony (prostymi
réwnolegtymi do bokéw) na n? trojkacikow o boku 1. Kazdy wierzchotek
powstalej siatki (tj. wierzcholek ktoregos trojkacika) jest pomalowany na
biato lub czarno. Wykonujemy ciag ruchéw. W jednym ruchu zmieniamy kolor
wszystkich wierzchotkéw, lezacych na jednej linii prostej, zawierajacej bok
ktoregos trojkacika.

Wyznaczyé wszystkie liczby naturalne n > 2, dla ktorych — wychodzac od stanu:
wszystkie wierzchotki biate — mozna doj$é¢ do stanu: doktadnie jeden wierzchotek
czarny.

728. Czy istnieje funkcja rézniczkowalna f, bedaca réznowartosciowym
odwzorowaniem zbioru wszystkich liczb dodatnich na ten sam zbior, i taka, ze
jej pochodna jest funkcja odwrotna do f7

Zadanie 728 zaproponowal pan Witold Bednarek z Lodzi
Rozwigzania zadai z numeru 6/2016

Przypominamy tresé zadan:

723. Czy kazdy S$ciéle rosnacy ciag arytmetyczny o wyrazach catkowitych ma wyraz, bedacy
jednoczesnie pewnym wyrazem ciagu Fibonacciego (F,,)? (Fy = Fo =1, Fyqp0 = Fpy1 + Fy).

724. Dowies¢, ze liczby zespolone a, b, ¢ spelniaja rownanie
la+b—cl+[b+c—al +lc+a—b| = la| +[b] + ]
wtedy i tylko wtedy, gdy spelniaja réwnanie

la+b—cl+|b+c—a|l+|cta—b=|a+b+c|

723. Odpowiedz: nie. Banalny kontrprzyktad (jeden z wielu): ciag

(1ln+4; n=1,2,3,...). Ciag Fibonacciego — a raczej jego poczatkowy
odcinek — zapisany modulo 11, przedstawia sie tak: 1,1,2,3,5,8,2,10,1,0,1,1,....
Dalej reszty (mod 11) powtarzaja sie cyklicznie, z okresem 10; reszta 4 jest

w tym ciagu nieobecna.

724. Podstawienie a =y+ 2z, b=2z24+x, ¢=x+y przeprowadza dane dwa
roéwnania do postaci

1
(1) el + 1y + |21 = 5 (ly + 2 + |z + 2 + |z + y)
oraz
(2) [ + [yl + [2] = [z +y + 2|

Oczywiste sa nieréwnosci
1
ol + [yl + 12 > S (ly+ 2] + 2+l + o+ yl) > o4y + 2.

Jesli wiec liczby z,y, z spelniaja rownanie (2), to spelniajg tez i rownanie (1).
Pozostaje do wykazania implikacja przeciwna.

Zalozmy wiec, ze spelnione jest rownanie (1), czyli ze zachodzi rownosé
w pierwszej z napisanych nieréwnosci. To wymusza jednoczesne zachodzenie
trzech rownosci:

ly+zl=lyl+1zl,  |ztal=lz+lz, |z+yl=]z]+ ]yl
Liczby |z+yl, |z, ly| sa dlugosciami bokow trojkata (na plaszczyznie zespolonej)
o wierzchotkach 0, y, —z. Rownos¢ |z + y| = |z| + |y| oznacza, ze jest on
zdegenerowany do odcinka o koricach y, —z, czyli ze punkty z,y leza na jednej
potprostej, wychodzacej z punktu 0. Ta sama konkluzja dla par y, z oraz z,x
pokazuje, ze wszystkie trzy punkty x, y, z leza na jednej takiej poltprostej.
A wowcezas zachodzi réwnosé (2). To koriczy rozwiazanie zadania.
Uwaga. Warto moze zauwazy¢, ze dwa podane (rownowazne) rownania nie sq
rownowazne trzeciemu réwnaniu:

la+b+c| = lal +1b| + |c],
czyli (w terminach zmiennych x,y, z) rownaniu, taczacemu prawe strony (1) i (2).
Prosty przyktad: =y =1, z= —1. Rownania (1) i (2) nie sa spelnione, ale
ich prawe strony maja jednakowa wartosc.

23



Prosto z nieba: Akcelerator w centrum Galaktyki

Promieniowanie kosmiczne to rozpedzone do predkosci
bardzo bliskich predkosci swiatta protony, elektrony

i jadra atomowe, a takze fotony gamma — atmosfera
Ziemi jest poddawana ich stalemu bombardowaniu.
Rekordowe czastki maja energie kinetycznag bliska

102V eV, co jest poréwnywalne ze zjawiskami
makroskopowymi, np. energia jabtka spadajacego

z drzewa. Jak kazdy tajemniczy przejaw kosmicznej
aktywnosci, takze promieniowanie kosmiczne jest
szczegoltowo badane przez astronomow. Rozpedzone
czastki 1 fotony wnikajace do atmosfery produkuja
peki optycznego promieniowania Czerenkowa (dzieje
sie to wtedy, gdy czastka porusza sie w osrodku
szybciej niz wynosi predkosé $wiatta w tym osrodku).
Promieniowanie optyczne jest nastepnie rejestrowane
przez ogromne (powierzchnia lustra poré6wnywalna

z polem do gry w tenisa) teleskopy optyczne np.
projektu H.E.S.S (High Energy Stereoscopic System)
w Namibii.

Historycznym odkrywca promieni kosmicznych byt Victor Hess, ktory
w 1912 roku przeprowadzil, uzywajac dopiero co wynalezionego przez
Theodora Wulfa elektrometru, eksperyment balonowy, podczas ktérego
stwierdzil, ze powietrze na duzych wysokosciach jest o wiele silniej
zjonizowane niz przy powierzchni Ziemi. Zrédlo promieniowania

musi zatem znajdowac si¢ ponad atmosfera. Za swoje odkrycie dostal
Nagrode Nobla w 1936 roku.

Niebo w pazdzierniku

Milo$nikom obserwacji lub astrofotografii naszego
naturalnego satelity polecamy zapamieta¢ date

16 X. Tej nocy wystapi zjawisko ,super Ksiezyca:
bedzie mozna obserwowaé Ksiezyc jednoczesnie

w pelni i w perygeum swojej orbity, czyli najblizej
Ziemi. Warto pamietaé, iz nazwa ,super Ksiezyc” lub

z angielskiego ,super full moon” nie jest oficjalnym
terminem astronomicznym. Okreslenie to po raz
pierwszy uzyte zostalo przez astrologa (a nie astronomal)
Richarda Nolle’a w 1979 roku, ktory nazwal tak Ksiezyc
bedacy w polozeniu (lub blisko, z doktadnoscia do 90%)
najblizszym Ziemi. Do dzi$ nie wiadomo, co mial na
mys$li, sugerujac 90% dokladnosé. W zwigzku z tym

rozne zrodta odmiennie kwalifikuja dang pelnie Ksiezyca.

Astronomowie definiujg jedynie Ksiezyc bedacy w pelni
i znajdujacy sie w syzygijnym perygeum swojej orbity
(syzygium oznacza polozenie trzech cial niebieskich

w linii prostej). Nasz naturalny satelita wydaje sie wtedy
o okoto 7% wiekszy 1 16% jasniejszy dla obserwatorow

z Ziemi niz standardowo Ksiezyc w petni. Najciekawsze
zjawisko ,super Ksiezyca” wystapi w listopadzie, warto
wiec wykorzystaé¢ pazdziernik na prébne obserwacje

i fotografie.

Kto w lipcu probowat obserwacji planety kartowatej
(1) Ceres, teraz powinien je zdecydowanie wznowic.
Ceres w pazdzierniku bedzie miala jasnosé¢ okolo 7,5™
i znajdzie sie na granicy gwiazdozbiorow Wieloryba

i Ryb.

W pazdzierniku warto zwroci¢ uwage na planetoidy
(4) Westa oraz (18) Melpomene. Zazwyczaj mate
planetki w najbardziej sprzyjajacych polozeniach
wzgledem obserwatoréw z Ziemi maja jasnosci
powyzej 10™ i do obserwacji konieczne sa co najmniej
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Teleskopy projektu H.E.S.S. od okoto 10 lat obserwowaly
centrum naszej Galaktyki. W trakcie tej kampanii
odkryto mocne, punktowe zZrédto promieniowania
gamma, a takze emisje pochodzaca z oblokéow
molekularnych, otaczajacych zrédto w promieniu 500 lat
$wietlnych. Obloki te sa w sposoéb ciagly bombardowane
przez strumien natadowanych czastek (protonoéow), co
zapewnia ich $wiecenie w dziedzinie gamma. Podobnie
do ziemskich akceleratorow czastek tajemnicze zrodto
rozpedza protony do petaelektronowych energii
(1 PeV = 10'® eV). Wedltug naukowcow z H.E.S.S. zrodio
znajduje sie w centralnym obszarze naszej Galaktyki
o promieniu okoto 30 lat swietlnych i jest aktywne
od co najmniej 1000 lat. W centralnych rejonach
Galaktyki moze znajdowaé sie wiele obiektow zdolnych
produkowaé¢ promieniowanie kosmiczne o tak wysokiej
energii: pulsary i pozostalosci po supernowych, a nawet
zwykle” zgrupowania masywnych gwiazd. Gtéwnym
kandydatem na tajemniczy akcelerator jest jednak
galaktyczna czarna dziura Sgr A* — jej jeszcze wieksza
niz obecnie aktywnos$¢ w przesztosci ttumaczytaby
wiekszos¢ strumienia promieniowania kosmicznego
rejestrowanego obecnie na Ziemi.

Michat BEJGER

matle teleskopy. Tym razem jednak obiekty te beda
osiggalne dla posiadaczy lornetek oraz lunetek.
Czwarta w kolejnosci odkrycia Westa, z jasnoscia,
okoto 8™, znajdzie sie w okolicach gwiazdozbioru Raka.
Stupiec¢dziesieciokilometrowa Melpomene jest jedna

z najwiekszych planetoid Pasa Glownego, czyli obszaru
miedzy Marsem i Jowiszem. Ta, odkryta w potowie
XIX wieku i nazwana imieniem bogini tragedii greckiej
planetka znajdzie sie réwniez w rejonie gwiazdozbioru
Wieloryba. Jasnosé¢ Melpomene bedzie bardzo zblizona
do jasnosci Westy.

Zaczyna sie rowniez dobry sezon polowan na spadajace
gwiazdy. W pazdzierniku mozna obserwowacé kilka rojow
meteoréw. Znane coroczne Drakonidy, z radiantem

w gwiazdozbiorze Smoka (rektascensja 17,5 h,
deklinacja +54°) bedzie mozna obserwowaé od 6

do 10 X, jego spodziewane maksimum to 5 §ladéw na
godzine, ktore przypadnie 8 X. Zwiazane z kometa
Halleya Orionidy beda pojawiaé si¢ od 2 X do 7 XI na
pograniczu konstelacji Oriona i Blizniat (rektascensja
6,3 h, deklinacja +16°), ich najwieksza aktywnosé¢
nastapi 10 X i wyniesie okolo 25 meteorow na godzine.
Kolejnym rojem wartym obserwacji sa Potudniowe
Taurydy (rektascensja 2,1 h, deklinacja +9°), ktorych
szukaé¢ mozemy w gwiazdozbiorze Byka na potudnie od
Plejad. Taurydy sa widoczne od 10 IX do 20 XI, ich
maksimum wypada réwniez 10 X, lowcom meteorow
zyczymy, by pogoda dopisala szczegdlnie 8-10 X.

Dobra wiadomosé dla lubiacych pospaé dtuzej:
tegoroczna zmiana czasu z letniego na zimowy nastapi
29/30 X.

Karolina BAKOWSKA
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Rys. 1. Kolorowy prostopadtoscian i szary
klocek przebity prosta.

on

277. 271
Rys. 2. Na czarno oznaczono usuniety
kwadrat jednostkowy.

e

Zadanie 1 pochodzi z XI Olimpiady
Matematycznej Gimnazjalistow, zadanie 3
z Ligi 44 (nr 409), a zadanie 5 z L. OM.

Budowle z klockéw Joanna JASZUNSKA

Wiele zadan przestrzennych tatwiej rozwiaza¢, gdy najpierw zbada si¢
analogiczny problem ptlaski. Taki dwuwymiarowy odpowiednik czasem sam sie
narzuca, a czasem jego sformutowanie wymaga pewnej pomystowosci. Ponizej
prezentujemy przyktady zadan o przestrzennych klockach, na rézne sposoby
Splaszczane”.

1. Czy z prostopadlosciennych klockow o wymiarach 2 x 3 x 3 mozna ultozy¢
prostopadloscian o wymiarach 8 x 8 x 97

2. 7 kostek domina o wymiarach 2 x 1 ulozono szachownice 6 x 6. Wykaz, ze
istnieje taka prosta rownoleglta do jednego z bokéw szachownicy i przechodzaca
przez jej wnetrze, ktéra nie rozcina zadnej z kostek domina.

3. Z klockéw o wymiarach 2 x 2 x 1 zbudowano szescian 20 x 20 x 20. Wykaz, ze
istnieje taka prosta rownoleglta do jednej z krawedzi szeScianu i przechodzaca
przez jego wnetrze, ktora nie przecina wnetrza zadnego z klockow.

4. Udowodnij, ze po usunieciu z kwadratu o krawedzi 2" dowolnego sposérod
(2™)? tworzacych go kwadratéw jednostkowych powstaje figura, ktora daje
sie szczelnie wypelnié klockami B], zbudowanymi z trzech kwadratow
jednostkowych.

5. Klockiem nazwiemy bryte otrzymana przez usuniecie z sze$cianu o krawedzi 2
jednego sposrod osmiu szescianéow jednostkowych, z ktorych jest on zbudowany.
Udowodnij, ze po usunieciu z szeécianu o krawedzi 2" dowolnego sposrod (27)3

tworzacych go sze$cianéw jednostkowych powstaje bryta, ktéra daje sie szczelnie
wypetnié¢ klockami.

Rozwiazania niektérych zadan

R1. Przyda sie tu ,splaszczenie” polegajace na spojrzeniu na sciane 8 X 8
prostopadloscianu 8 x 8 x 9. Gdyby dalo sie zbudowaé¢ go z opisanych w zadaniu
klockéw, Sciana ta bylaby zbudowana z prostokatéw o wymiarach 2 x 3 oraz

3 x 3. Jednak to jest niemozliwe, gdyz figura ztozona z takich prostokatoéw ma
pole podzielne przez 3, a tymczasem Sciana 8 X 8 ma pole rowne 64. [

R3. Prostych réownoleglych do pewnej krawedzi szescianu, przechodzacych
przez jego wnetrze i biegnacych wzdluz linii podziatu na kostki jednostkowe
jest po 19-19 w kazdym z trzech kierunkéw, a wiec tacznie 3-361 = 1083.

Zatozmy, ze ktoras z nich przebija nieparzysta liczbe klockow. Rozwazmy
prostopadtoscian wyznaczony, w sposéb przedstawiony na rysunku 1, przez
te prosta i dowolna réwnolegla do niej krawedz szescianu. Wowcezas objetosé
tego prostopadto$cianu bytaby nieparzysta, bo zawieralby on po jednej kostce
jednostkowej z kazdego z przebitych klockoéw, a pozostate klocki w caltosci lub
po potowie. Liczba ta jest jednak jednoczesnie wielokrotnoscia 20 (z uwagi

na rozmiar szescianu), co jest niemozliwe.

Zauwazmy, ze kazdy klocek 2 x 2 x 1 moze byé przebity przez najwyzej jedna,

z rozwazanych prostych. Gdyby kazda z nich przebijata co najmniej dwa klocki,
to lacznie przebijatyby one co najmniej 2-1083 = 2166 klockéw. To takze jest
niemozliwe, gdyz klockow jest tacznie 20-20-20/4 = 2000. Wobec tego ktoras

z rozwazanych prostych nie przechodzi przez zaden klocek. [

RA4. Przeprowadzimy dowod indukcyjny. Dla n = 1 teza jest prawdziwa:
rozwazana figura jest pojedynczym klockiem. Zalézmy, ze teza zachodzi dla
pewnego n. Niech K bedzie kwadratem o krawedzi 2" %!, z ktérego usuwamy
jedno pole. Podzielmy K na cztery przystajace mniejsze kwadraty o krawedzi 27,
jeden z nich zawiera usuniete pole. Umiesémy pojedynczy klocek na §rodku
kwadratu K w sposob przedstawiony na rysunku 2. Wowczas na mocy zalozenia
indukcyjnego kazdy z czterech mniejszych kwadratéw bez jednego pola da sie
szczelnie wypetnié klockami, co konczy dowod. [
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