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Geometria dziewieciu punktéow Andrzej SZABLEWSKI*
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Rys. 1. Plaszczyzna dziewigciu punktow
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Rys. 2. Romb, ale czy na pewno kwadrat?
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Czysty zeszyt, cyrkiel, linijka, katomierz, liniuszek — standardowy szkolny
ekwipunek lekeji geometrii. Ale istnieja rowniez inne geometrie, w ktorych do
konstrukeji figur nie jest potrzebne zadne oprzyrzadowanie. Jedna z nich jest
geometria dziewieciu punktéw, gdzie bez linijki czy cyrkla mozna ,konstruowac”
catkiem doktadnie kota, trojkaty i inne figury.

Przyjmijmy, ze owe dziewie¢ punktow tworzy cala ,ptaszczyzne”, ktora bedziemy
dysponowaé. Ulozmy je w ksztalt kwadratu i nadajmy punktom wspotrzedne jak
na rysunku 1.

Jak na kazdej ptaszczyznie, takze na tej mozemy wyr6zni¢ pewne figury.
Zacznijmy od najprostszej figury — prostej. Ustalmy, ze zbioér punktow plaszczyzny
tworzy prosta, jezeli wszystkie punkty maja dokladnie jedna taka sama
wspOlrzedna (znajduja sie w linii pionowej lub poziomej) albo jezeli kazde dwa
punkty z tego zbioru roznig si¢ dwiema wspotrzednymi. Zauwazmy, ze kazda
prosta na dobrze nam znanej plaszczyznie réwniez spetnia ten warunek, jednak nie
kazdy zbidér spelniajacy ten warunek tworzy prosta. Ile punktéw zawiera
zdefiniowana przed momentem figura? Ot6z, powyzszy warunek moga spetniaé
zbiory zawierajace dwa lub trzy punkty. Kazda prosta powinna jednak mieé¢ tyle
samo punktéw — wobec tego do opisu prostej w geometrii dziewieciu punktow
nalezy doda¢, ze musi zawiera¢ dokladnie trzy punkty. To ile jest tych prostych?

Do konstrukeji bardziej zaawansowanych figur przydatna bedzie odlegtosé, ale
zupelnie inna niz ta, o ktorej informuje nas linijka, bo i plaszczyzna jest nieco inna.
Odlegtosé miedzy dwoma punktami zdefiniujmy jako liczbe wspotrzednych,
ktorymi te punkty sie réznia. Czyli odlegtosé miedzy punktami (0,0) oraz (0,2)
wynosi 1, miedzy (0,0) i (1,1) wynosi 2. Tak uzbrojeni mozemy skonstruowaé
trojkat rownoboczny (taki zupelnie ,normalny”, znaczy figure o trzech
wierzchotkach, w ktorej odlegtosé miedzy kazdymi dwoma wierzchotkami jest taka
sama). I niespodzianka: na jednej prostej leza trzy punkty, ktorych odleglosci sa
parami rowne. Na plaszczyznie dziewieciu punktéow mozemy zatem mowic

o ,trojkacie rownobocznym”, ktorego wierzcholki sa wspotliniowe.

Trojkaty réwnoramienne maja dwa ,boki” réwnej dtugosci, wiec, gdy trojkat nie
jest rownoboczny, dtugosci bokéw moga wynosi¢ tylko 2, 2, 1 lub 1, 1, 2. Drogi
Czytelniku, zechciej pobawié sie w konstrukcje takich trojkatow. A co by$
powiedzial na trojkaty réznoboczne?

Przejdzmy do figur o wiekszej liczbie wierzchotkow. Romb, jak wiadomo, ma
cztery ,boki” jednakowej dtugosei (mozliwosci to 1 lub 2), jego konstrukeja nie
powinna przysparza¢ probleméw. Cho¢ po dtuzszym (lub krotszym)
zastanowieniu. .. moze obudzié¢ sie pewna watpliwos¢. Spojrzmy na rysunek 2,
pomocnicza linia laczy sasiadujace ze soba wierzcholki czworokata. Kazdy ,,bok”
ma dlugosé 1, figura jest wiec rombem, ale te same cztery wierzchotki moga
sasiadowa¢ ze soba w inny sposob (rys. 3). Drugi czworokat ma boki parami
rowne 2 i 1, zdaje sie by¢ réwnolegtobokiem; zauwazmy, ze skrzyzowane na
rysunku odcinki nie przecinaja sie! Na standardowej plaszczyznie cztery
wierzchotki réwniez nie musza jednoznacznie wyznacza¢ czworokata. Czy wiesz,
jakich czworokatow dotyczy ta niejednoznacznosé?

Kolejnym wyzwaniem jest zdefiniowanie kwadratu. Chcemy skonstruowaé romb,
ktorego wszystkie katy maja 90 stopni. Musimy wiec zdecydowaé, jak na naszej
dziewieciopunktowej plaszczyznie okresli¢ prostopadtosé. W podrecznikach do
sbrawdziwe]” geometrii mozna znalez¢ wzor mowiacy, ze odcinek o koncach (ag, as)
i (b1, b2) jest prostopadly do odcinka o koncach (¢1,¢2) 1 (dy,ds), gdy zachodzi

réwnosc

(a1 — bl)(cl — dl) + (CLQ — b2)(62 — dg) =0.
Gdy zastosujemy ten przepis do naszej geometrii, okaze sie, ze i u nas daje to
prawdziwa prostopadlosé. Ile zatem kwadratow istnieje na naszej plaszczyznie?

Drogi Czytelniku, konstruuj okregi, trapezy, deltoidy, prostokaty, czy inne figury,
na ktore przyjdzie Ci ochota. Mozna probowaé znalezé wszystkie dziewieciokaty.
Mozna szuka¢ kolejnych odpowiednikéw znanych nam obiektow geometrycznych
lub badaé, czy i na ile zachodza w tej geometrii znane twierdzenia. Nic nie stoi na
przeszkodzie, aby zwiekszy¢ liczbe punktow plaszczyzny tak, aby przedstawienie
dwunastokatow i innych figur stato sie mozliwe. Do dzieta.

1



ek Wy Mt o LM, @dZle matematyka, sztuka i magia
lacza swoje sity, czyli stow kilka o origami

Barbara CIESIELSKA*, Agnieszka KOWALCZYK*

Mowi sie, ze origami powstato dwa tysiace lat temu wraz z wynalezieniem papieru.
W tym kontekscie wydaje sie zaskakujace, ze poczatek odkrywania matematyki
stojacej za sktadaniem papieru przypada dopiero na lata osiemdziesiate zesztego
stulecia. Dzi$ galaz nauki zwana origami obliczeniowe (ang. computational
origami) rozwija sie bardzo preznie.

Origamisci-teoretycy zadaja sobie gtownie dwa pytania: co da sie ztozy¢ ze z gory
zadanego wzoru ztozen (tzw. foldability question) oraz jakie ksztalty mozna
zaprojektowaé (tzw. design question). Bardzo czesto odpowiedzi udzielaja — jesli to
tylko mozliwe — komputery. Origami obliczeniowe w gléwnej mierze rozwija sie
dzieki algorytmom, z ktérych niektore zostaly zaimplementowane w programach
dostepnych bezptatnie online.

Niestety, rzadko méwi sie o tym, ze origami jest silniejsze niz konstrukcje przy
uzyciu cyrkla i linijki (!). Ale co to wlasciwie znaczy? Dwa stawne problemy
starozytnej Grecji — trysekcja kata i podwojenie objetosci szeScianu — okazaly sie
nierozwiazywalne za pomoca cyrkla i linijki. W czym tkwi istota sprawy? Oba
zagadnienia sprowadzaja sie do rozwigzania réwnan stopnia trzeciego. Z kolei

3 3 dzieki linijce i cyrklowi jestesmy w stanie stworzy¢ tylko konstrukcje bedace
rozwiazaniami co najwyzej serii rownan kwadratowych. I tu ukazuje nam si¢ magia
origami — dziecinnie proste sktadanie kartki papieru okazalo sie sposobem na
rozwiazanie powyzszych probleméw, nad ktérymi gltowili sie starozytni. Ponizej
przedstawiamy schematy trysekcji kata i otrzymania odcinka dtugosci /2, ktorego
konstrukcja jest wystarczajaca do rozwiazania problemu podwojenia szescianu.

4 4
Konstrukcja odcinka dtugosci v/2
Chcac podwoié szescian o boku jeden, musimy po prostu skonstruowaé szescian
o krawedzi dtugosci v/2. Wyznaczenie odcinka tej dtugosci za pomoca sktadania
papieru nie jest nadto skomplikowane. Wystarczy najpierw tak zgia¢ kwadratowa
kartke, aby powstale dwa réwnolegle do boku zagiecia podzielilty go na trzy réwne
czesel (rysunek obok). Nastepnie (rysunek ponizej) zaginamy prawy dolny rog
w ten sposob, aby punkt C' lezal na odcinku AB (oznaczmy to miejsce P) punkt @
natomiast na odcinku RR’. Okazuje sie, ze otrzymujemy nastepujacg zalezno$c:
|PB| = /2|AP|. Dlaczego? Zalozmy, 7e odcinki AP, PB i AF maja odpowiednio
Podzial kwadratu na trzy réwne czesci. dtugosci r, ar i d. W tej sytuacji odcinki RA, RP oraz PE mierza w, @
Lﬁg;ﬁ’im‘:ﬁ;ﬁ?zsﬁ;;Oﬁgﬁ‘l’(‘f’;;giona ir(l4 a)— d. Stosujac twierdzenie Pitagorasa do trojkata PEA, otrzymujemy, ze
trzy identyczne prostokaty. Powyzej d wynosi T;((f:aa)). Poniewaz trojkaty PEA i QPR sa podobne, dostajemy rownosé
przedstawiamy dwa z nich. p T (2a-1)

Fa—=d = T(Ta) - Po przeksztalceniach dochodzimy do interesujacego nas

wyniku a = ¥/2. Korzystajac z podobiefistwa trojkatow AXC i FXB oraz
trojkatow BPX i BAC, mozna tatwo wykazaé, ze odcinek BF ma dtugosé /2.

‘ V2 ‘

B B = B S oF

200 Q 3 : 3
R - R R V2r Var
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Rozwigzanie zadania F 908.

60 MeV to mniej niz 1/15 masy
spoczynkowej protonu, a wiec

do oszacowan mozemy zastosowac
przyblizenie nierelatywistyczne.
Oddzialywanie z polem prostopadlym do
toru jest zrodlem sity dosrodkowej. Mamy
wiec: eE = 7nv2/r w przypadku pola
elektrycznego i evB = mv2/r

w przypadku pola magnetycznego,

gdzie e oznacza tadunek elementarny,

a v — predkos$¢ protonéw. Po skorzystaniu
z faktu, ze T = 771112/27 otrzymujemy:

B E . B— \/2Tm.
er er

Po podstawieniu danych liczbowych
mamy E ~ 120 MV/m i B = 1,12 T. Pole
elektryczne o otrzymanym natezeniu jest
technicznie nieosiagalne, natomiast
warto$¢ B odpowiada w przyblizeniu
indukcji tuz przy biegunie magnesu
neodymowego uzywanego, na przyktad, do
pokazow.

Trysekcja kata

Kat CAB moze zosta¢ podzielony na trzy rowne czesci w nastepujacy sposob.
Robimy zagiecia PP’ oraz QQ' rownolegle do podstawy AB, gdzie QQ' lezy
posrodku pomiedzy pozostalymi dwoma (nie oznacza to jednak, ze |AQ)| stanowi
jedna trzecia boku kwadratu). Nastepnie wykonujemy takie zlozenie, w wyniku
ktorego punkt P lezy na odcinku AC oraz punkt A lezy na odcinku QQ’

w pozycji D. Kat DAB jest jedng trzecig wyjsciowego kata C' AB, poniewaz
trojkaty PAQ, DAQ oraz DAR sa przystajace.

c
i
P¢- P’ P’
Q ---- . Q/ QI
A : B B

R
Co ciekawe, inaczej sformutowana aksjomatyka origami pozwala — w teorii —

rozwiazaé rownania n-tego stopnia. Jest to jednak nieefektywne i niestosowane
w praktyce.

Jak wielu z nas zapewne styszalo, w klasycznym origami zabronione jest
przecinanie papieru. Co si¢ jednak stanie, jesli dopuscimy ciecie? Jakie ksztalty
jestedmy w stanie otrzymac za pomoca zlozenia papieru i — powiedzmy — jednego
prostego ciecia? To tak zwany problem fold € one cut pochodzacy z 1721 roku.
Pojawil sie on po raz pierwszy w japonskiej ksiazce z zagadkami. Swego czasu
zagadnienie to bylo nawet przedmiotem magicznych sztuczek. Problem zostat
rozwiagzany dopiero w 1998 roku przez Erika Demaine’a, Martina Demaine’a

i Anne Lubiw. Udowodnili oni, ze za pomoca jednego prostego przeciecia
pojedynczej kartki papieru ztozonej na ptasko mozna otrzymaé kazdy ksztatt

o prostych bokach. Mozemy zatem wycia¢ pojedynczy wielokat, wiele roztacznych
wielokatow, zagniezdzone wielokaty, przylegajace wielokaty...

Spojrzmy na kilka przykladow. Wystarczy wykona¢ wyznaczone zagiecia i jedno
proste ciecie wzdluz powstalej linii, aby otrzymaé tabedzia, rybe czy motyla.

Niektorzy moga spytac, czy to juz wszystko, co moze nam zaoferowac¢ sktadanie
papieru. Ot6z nie! Techniki origami sa réwniez szeroko wykorzystywane

w technologii i medycynie (m.in. przy skladaniu teleskopow kosmicznych, paneli
stonecznych, poduszek powietrznych, stentow). Warto wspomnieé¢, ze w ostatnich
latach niektoérzy z origamistéow pracuja nad matematycznym modelem ,zwijania
biatka” (ang. protein folding) — procesu fizycznego obecnego we wszystkich zywych
organizmach i wirusach, co moze mieé¢ zastosowania w medycynie. Jak widzimy,
origami to nie tylko rodzaj sztuki i rozrywki. To takze potezne narzedzie
matematyczne o szerokim wachlarzu zastosowari.
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Jeszcze jeden (elementarny) dowdd rozbieznoéci
szeregu odwrotnosci liczb pierwszych

Paulina SZYMANSKA*, Bogustaw SZYMANSKI**

Autorka dziekuje ta droga profesorowi
Mariuszowi Skatbie za wyjatkowo ciekawe
prowadzenie wykladu.

Wyrazy podziekowania rowniez dla
Miriam Lipniackiej, uczennicy Gimnazjum
im. Stanistawa Staszica.

=

N

ool

Mikotaj Oresme (~1320-1382), francuski
filozof, biskup Lisieux, doradca Karola V
Madrego

*doktorantka MISDoMP
**absolwent MIM, tata wspotautorki

W tym krotkim artykule autorzy chca zaprezentowaé zwiezly i piekny w swej
prostocie dowod rozbieznosci szeregu odwrotnosci liczb pierwszych. Fakt ten
mozna udowadniaé, razem z innymi fundamentalnymi i bardziej wyrafinowanymi
twierdzeniami teorii liczb przez caly semestr przedmiotu Teoria Liczb, na
Wydziale MIM UW, ale mozna go réwniez wyttumaczyé w sposéb elementarny.

Udowodnimy zatem, korzystajac z podstawowych zalezno$ci, nastepujacy fakt.

Twierdzenie.
oo

S by 1t 1 1
= —=—4-+-F+=+t—+t=-+=+—=+...=
Cepi 235 71113717 19 ’

gdzie p; to kolejne liczby pierwsze.

Przypomnimy, ze suma nieskoriczonej liczby sktadnikéw nie musi byé
nieskonczona. Jesli sktadniki w nieskoniczonej sumie sg coraz mniejsze, to moze
ona by¢ skoniczona. Jako przyktad podamy standardowy szereg

i L1 11

282 4 8 T

k=1
Tego faktu dowodzi rysunek na marginesie.
Wytlumaczywszy sie z tego, ze nieskonczenie wiele sktadnikéw moze sumowaé sie
do skoniczonej liczby, pokazemy teraz, ze nawet jesli wyrazy nieskoriczonej sumy sa

coraz mniejsze, to wcale niekoniecznie suma ta musi by¢ skonczona. Wezmy na
warsztat szereg odwrotnosci liczb naturalnych:

Lemat 1.
oo
n=1

Prosty dowod, pochodzacy od Mikotaja Oresme, polega na ,paczkowaniu” liczb
naturalnych w nastepujacy sposob.

= Q.

S

o0

Zl—1+1+1+1+1+1+1+1+ S14etit =00
n 2 3 4 5 6 7 8 2 2 -
n=1 —_——  ———————

>2d=p  >ai=4

Kazda n-ta paczka zawiera 2" kolejnych liczb naturalnych. Suma wyrazow

W paczce jest szacowana przez najmniejszy z jej wyrazow, czyli 27". W n-tej
paczce znajduje sie ich 2”71 a wiec n-ta paczka sumuje si¢ do co najmniej

2n=1. 277 dla dowolnego numeru paczki, a paczek jest nieskoriczenie wiele (suma
nieskoniczenie wielu potowek jest nieskonczona).

Lemat 2. Kazdg liczbe naturalng n mozna dla pewnej naturalnej liczby | zapisaé
W POStaci Pry *Pry = pr,, - 12, gdzie py, to liczby pierwsze.

Ten fakt jest natychmiastowa konsekwencja Twierdzenia o jednoznacznosci
rozktadu liczb naturalnych na czynniki pierwsze: kazda dodatnia liczbe naturalna
mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci

— %1 2 (a2
n=py Py ‘...~pmm,

gdzie p; sa liczbami pierwszymi, a «; potegami, w ktérych wystepuja. Rozktad ten,
z doktadnoscia do kolejnosci, jest jednoznaczny.

Dowdd. Zeby udowodni¢ Lemat 2, wystarczy rozdzieli¢ kazda liczbe pierwsza p

z powyzszego rozktadu, ktora jest podniesiona do nieparzystej potegi, 2a + 1, na
dwa czynniki p?® i p. Czesé ,parzysta’ grupujemy wraz z tymi liczbami
pierwszymi, ktore podniesione sa do parzystej potegi, w jedna liczbe [2. Zostaja
nam liczby pierwsze w potedze 1. O
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Rozwigzanie zadania M 1498.

Nie!

Zalozmy przeciwnie, ze takie funkcje
kwadratowe istnieja. Wowczas liczby
h(0), h(1),..., , h(7) sa pierwiastkami
wielomianu czwa.rtego stopnia f(g(z)).
Poniewaz h(a) = h(b) dla a # b tylko
wowczas, gdy ”+b jest wierzcholkiem
funkcji h( ), to otrzymujemy h(0) = h(7),
h(1) = h(6), h(2) = h(5) i h(3) = h(4).
Ponadto h(0) > h(1) > h(2) > h(3) lub
h(0) < h(1) < h(2) < h(3).

Liczby g(h(0)), 9(h(1)), 9(h(2)) i g(h(3))
sa pierwiastkami funkcji kwadratowej
f(z), wigc mamy g(h(0)) = g(h(3))
ig(h(1)) = g(h(2)) oraz

h(0) + h(: 2) = h(1) 4+ h(2). Dla funkcji
h(z) = az” + bz + ¢ ostatni warunek
wymusza a = 0, co daje sprzecznosé.

Lemat 3. Niercwnosé
1+z<e”,

jest spetniona dla wszystkich x # 0.

Za dowod niech wystarczy widoczny obok rysunek.

Przyda nam si¢ jeszcze jeden pomocniczy lemat.

Lemat 4.
o0
> g <o
Pt k2

Mimo ze znana jest doktadna suma powyzszego szeregu, tutaj wystarczy fakt, ze
jest ona skoriczona.

Dowad.

1
+3 3t

2.2 -3 +

-4

Dol
k=1
Zmniejszajac mianownik w kazdym wyrazie, dostajemy gorne oszacowanie 1712
1T 1
Prz€z 1) = %—1
i otrzymamy nieré6wnosc

— % Dzieki temu prawie wszystkie wyrazy sie skroca

ii<1+i+i+i+ —
k2 2 4.3
k=1

1

2-1 3-
71+ 1,1 + ,,1 + 1,1 +
N 1 2 2 3 3 4

Dowdd twierdzenia. Mozemy juz udowodni¢ twierdzenie ,,gléwne”. Skorzystajmy
najpierw z lematu 3. Skoro

=2, O

1 ER
kazda liczba pierwsza p; spelnia(l + ) < eri,
i

to mozna oszacowaé nieskonczony iloczyn

T o) (14 2) (14 5) . <t eheh
2 3 5 € e €5 ...

Oznaczmy przez L lewa strone powyzszej nieréwnosci i wymnozmy nawiasy:

D=ttistyly pl 1 D1 11
2 3 5 23 25 27
1 1 1 1 1 1 1 1 1 _
55"5*55'?+§§'ﬁ+~'—
—1+Z . > Ly
#j Pip;j it ik PiDPjPk

Przemnoézmy teraz powyzsze przez skoriczong sume y. 7+ (lemat 4)
1 1 1
LY =1+ —+5y —+ ..,
zl:l2 zzl:plz i;lpipjlz

co wynosi dokladnie Y, 1 (lemat 2). Mamy zatem ostatecznie

X

Dobrym zwyczajem po przeczytaniu artykulu jest samodzielne obliczenie czego$ i zastanowienie
sie¢ nad podobnym problemem. Proponujemy zatem trzy pytania/zadania, o rosnacym stopniu
trudnosci.

=1L- Z—<es 2=5=00.0

1. Czy suma Zzﬁ Sik jest skoriczona, a jesli tak, ile Wynosi?

2. PokazaliSmy w lemacie 4 zbieznos¢ szeregu > 72 k2 , bez wskazania wyniku sumowania.
Polecamy, by, inspirujac si¢ podanym dowodem, obliczy¢ dokladnie sume szeregu

he k(k+1)

3. Liczbami blizniaczymi nazwiemy dwie takie liczby pierwsze, ktorych roznica wynosi 2. Sa to
np.3i5,517,...,71173,...,1997 i 1999. Do dzi$ otwarty pozostaje problem, czy liczb
tych jest nieskoriczenie wiele (tzw. hipoteza liczb pierwszych blizniaczych). Oczywiscie, nie
proponujemy Czytelnikom jako pracy domowej udowodnienia badz obalenia hipotezy, ale
sugerujemy, by zastanowi¢ sie, czy suma odwrotnosci wszystkich liczb pierwszych blizniaczych
jest zbiezna (czyli mniejsza niz 0o), jesli tak, czy mozna ja latwo oszacowaé.



Wedy to wiedza o $wiecie, ktora zostata
objawiona wieszczom-poetom. Wiedza ta
nie byla tworem ludzi, lecz istniata
zawsze. Pierwszg postacia, ktoéra ja
otrzymala, byl bég Brahma, pierwsza
istota we wszechswiecie. On to podzielit
sie nig ze swoimi uczniami i synami.

23
x 23
69
+46
529

*uczennica Zespolu Szkol
Ponadgimnazjalnych w Szprotawie

Matematyka wedyjska
Julia SKAWINSKA*

<Matematyka wedyjska” to umowna nazwa zbioru algorytmoéw, ktére mozna
zastosowaé, aby rozwiaza¢ pewne rachunkowe problemy. Reguly te zostaty
sformutowane w XX wieku przez hinduskiego duchownego Bharatiego Kriszna
Tirtha, ktory twierdzil, ze sa one zapisane w hinduskich $wietych ksiegach,
Wedach. Bharati wyodrebnil szesnadcie sutr i trzynascie powiazanych z nimi sutr
zaleznych (sub-sutr). Wedle dosé swobodnej interpretacji swiatobliwego meza
opisujg one algorytmy rozwiazywania problemoéw matematycznych:
arytmetycznych, algebraicznych, geometrycznych i trygonometrycznych. Byt to
poczatek matematyki wedyjskiej w takiej postaci, w jakiej znamy ja dzisiaj. I choé¢
co do wedyjskiego pochodzenia przedstawionych metod jest wiele powaznych
watpliwoéci, warto zwréci¢é uwage na niektére z tych rachunkowych skrotow.

Jednym z ciekawszych algorytmow jest sposob na podnoszenie do kwadratu
za pomoca sutry Gunita Samuccayah, co po polsku oznacza: ,produkt sumy”.
Dzieki tej formule mozemy w kilka sekund podnosié¢ bardzo duze liczby do
kwadratu. Po odrobinie ¢éwiczenn powinno to zajaé tyle czasu, ile zajmuje zapisanie
wyniku. Jesli chcemy korzystaé z tej sutry, musimy najpierw poznaé twor
nazywany Duplezem. Mozemy to przettumaczy¢ (niekoniecznie najdoktadniej) jako
podwojenie. Dla liczb jednocyfrowych Duplex bedzie ich kwadratem. Dla liczb
dwucyfrowych Duplex tworzymy poprzez pomnozenie obydwu cyfr i podwojenie
ich iloczynu. Tak wiec dla liczby 34 bedzie to: (3-4) -2, co da nam 24; dla liczby
58: (5-8) -2 =80 itd. Dla liczb trzycyfrowych Duplex tworzymy, mnozac pierwsza
i ostatnia cyfre, podwajajac ten wynik i dodajac do niego srodkowsa cyfre
podniesiona do kwadratu. Tak wiec dla liczby 634 tworzymy takie dziatanie:
(6-4) -2+ 32, co da nam 57; dla 452 bedzie to: (4-2) -2 + 52, co bedzie
rowne 41 itd. W oparciu o powyzsze przyktady mozemy stworzy¢ co$ na ksztalt
ogolnej zasady, na podstawie ktorej tworzymy Duplex. Bierzemy pierwsza
i ostatnia cyfre, mnozymy i podwajamy, nastepnie dodajemy do tego wynik
mnozenia drugiej i przedostatniej cyfry, rowniez podwojony. .., a jesli jakas cyfra
zostanie bez pary, podnosimy ja do kwadratu i dodajemy do pozostalych wynikéw.
Teraz mozemy przej$¢ do wlasciwego podnoszenia do kwadratu. Jak Duplex nam
w tym pomoze? Zacznijmy od prostych liczb: dwucyfrowych. Wezmy liczbe 23.
Musimy pracowa¢ nad nig etapami. Pierwszy etap to wyliczenie Duplexu z 2,
drugi to Duplex z 23 i ostatecznie z 3. Jesli na jakim§ etapie otrzymamy liczbe
dwucyfrowa, to cyfre dziesiatek dodajemy do liczby znajdujacej sie po lewej
stronie. Tak wiec, oznaczajac przez d(n) Duplex liczby n:
23% = d(2)|d(23)|d(3) = 4|12]9 = 529; 842 = d(8)|d(84)|d(4) = 64|64]|16 = 7056.
Na razie, by¢ moze, nie wyglada na to, zeby ta metoda miata utatwi¢ obliczenia,
poczekaj jednak, Czytelniku, na podnoszenie wiekszych liczb do kwadratu.
7Z liczbami trzycyfrowymi postepujemy podobnie. Na poczatku obliczamy Duplex
z pierwsze] cyfry, nastepnie z pierwszych dwoéch, kolejny etap to Duplex z catej
liczby, potem z dwoch ostatnich cyfr i na koniec z ostatniej. W ten sposob:

1232 = d(1)|d(12)|d(123)|d(23)|d(3) = 1]4|10/12|9 = 15129,

2362 = d(2)]d(23)|d(236)|d(36)|d(6) = 4]12|33]36]36 = 55696.
Na podstawie tych przyktadéw mozemy dostrzec ogdlna zasade. Bierzemy pierwsza
cyfre, nastepnie pierwsze dwie, pierwsze trzy, i kolejne, az obliczymy Duplex
z calej liczby. Nastepnie opuszczamy kolejno poczatkowe cyfry, az dojdziemy do
ostatniej. Dzieki Duplexowi mozemy bardzo szybko podnosié¢ liczby do kwadratu,
jednak skad mozemy mie¢ pewnos¢, ze metoda ta zadziatla w kazdym przypadku?
Jesli nie mamy do dyspozycji kalkulatora, to podnosimy liczby do kwadratu
za pomoca mnozenia pisemnego. Przyjrzyjmy sie dokladniej podniesieniu do
kwadratu w ten sposéb liczby 23. Zacznijmy od konca. Widzimy, ze ostatnia
cyfra 9 tworzy sie przez pomnozenie 3 i 3. Tak wiec jest to 32, czyli Duplex z 3.
Nastepne sa dwie szostki, ktore po dodaniu dadza nam 12. Jest to pomnozenie
pierwszej i drugiej cyfry oraz ich podwojenie, czyli (2-3) -2, co jest Duplexem z 23.
Pierwsza cyfra jest cztery, ktore jest wynikiem pomnozenia 2 i 2, czyli 22, co, jak
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9x 7 —10

9 — —1

77— —3
61]3=63

7TxX6 —10
7T— -3
6— —4
312=142

83 x 88  —100
83 — —17
88 — —12
71 |2 04 = 7304

11 x 12 —10
11 — +1
12 — 42
132=132

12x8 —10
12 — 42
8§ — -2
10] —4=96

41 x 41 —100/2
41 — -9
41 — =9
/2 32|81
16 | 81 = 1681

wiemy, jest Duplexem z 2. Mozemy przyjrzeé¢ sie podnoszeniu do kwadratu liczb
wielocyfrowych, w kazdym przypadku jest to analogia sposobu wedyjskiego.

Inng ciekawa zaleznoscia jest Nikhilam Navatascaram Dashtah, ktéra po polsku
oznacza ,wszystkie od 9, ostatnia od 10”. Brzmi to nieco niejasno i zapewne
niewielu z Was, drodzy Czytelnicy, zgadlo, ze w formule tej chodzi o mnozenie
liczb. Zacznijmy od prostego dziatania: 9 - 7. W nazwie tej sutry nie bez powodu
pojawila si¢ dziesiatka. Przyjrzyjmy si¢ pierwszej liczbie i wykonajmy na niej
jedno proste dziatanie: 10 — 9 = 1. Teraz to samo zrébmy z druga: 10 — 7 = 3.
Naszym kolejnym krokiem bedzie obliczenie cyfry jednos$ci wyniku mnozenia 9 - 7.
Mnozymy wyniki dwoch poprzednich dziatan: 1 -3, co daje oczywiscie trojke.
Zapisujemy ja w odpowiednim miejscu. Teraz czas na cyfre dziesiatek wyniku.
Tutaj mamy pare mozliwosci. Pierwsza z nich jest dodanie 9 do 7 i odjecie od
wyniku 10. Drugi sposob to odjecie od dziesiatki 1 i 3. Trzecia mozliwoscia jest
odejmowanie krzyzowe, czyli od 9 odejmujemy 3, albo od 7 odejmujemy 1.
Wszystkie te dzialania (wystarczy wykonaé jedno) daja ten sam wynik: 6, co daje
oczekiwany rezultat 63. Ponizej znajduje sie tozsamo$é algebraiczna,
uzasadniajaca stusznosé przedstawionej metody

(z—a)(x—b) =x(x —a—b) + ab.
W tej sutrze, podobnie jak w poprzedniej, gdy w ,mniejszym” wyniku otrzymamy
liczbe dwucyfrowa, cyfre dziesiatek dodajemy do cyfry jednosci liczby znajdujacej
sie po lewej stronie. Przy mnozeniu liczb dwucyfrowych metoda nie zmienia sie
szczegolnie. Jedyna réznica to liczba, do ktorej ,,dopelniamy”, w tym przypadku
bedzie to setka. Gdy ,mniejszy” wynik ma wiecej niz dwie cyfry, ,nadmiar”
dodajemy do liczby znajdujacej sie z lewej strony. Analogicznie dla mnozenia liczb
trzycyfrowych ,dopelnieniem” jest 1000. Spos6b jest bardzo przyjemny. Kiedy
czynniki mnozenia nieznacznie przekraczaja 10 (lub 100, 1000 itd.) warto nie
dopelnia¢ do wiekszej liczby postaci 10, a zajaé sie ,nadwyzka’ czynnikéow
(nadmiarem w stosunku do liczby 10%, mniejszej niz czynniki). Gdy chcemy
pomnozy¢ 12 1 11, co robi¢? Tym razem jednak to od 12 odejmujemy 10
i otrzymujemy dwa. To samo robimy z 11. Historia lubi sie powtarzaé¢, ale tym
razem przy dwojce i jedynce zapisujemy plusy. Aby uzyskac¢ prawa strone (cyfre
jednosci), robimy to samo co poprzednio — mnozymy 2 i 1. Zmiany natomiast
wystepuja po lewej stronie wyniku. Tym razem nie odejmujemy, a dodajemy liczby
krzyzowo. W ten sposéb uzyskujemy nasz wynik: 132. W przypadku, gdy
mnozymy jedna liczbe powyzej dziesiatki i jedna ponizej, np. 12 x 8, musimy
postepowaé wedlug ponizszych krokéw: na poczatku wykonujemy dwa proste
dzialania: 12 — 10 = 2, 10 — 8 = 2. Nastepnie zapisujemy nadwyzke 10 z plusem,
a niedobér z minusem. Kolejnym krokiem jest lewa strona: jest tu kilka drog,
jedna z nich jest odjecie od 12 dwojki, albo dodanie 2 do 8. W obu przypadkach
otrzymujemy dziesiatke. Teraz pora na prawa strone — tu szlak jest tylko jeden:
musimy pomnozy¢ 2 - —2, w zwiazku z czym otrzymujemy —4. Ten minus sugeruje,
ze to jeszcze nie koniec. Kiedy od dziesieciu odejmiemy 4, otrzymamy 6 i bedzie to
nasza prawa strona. Z lewa sprawa jest troszke trudniejsza. Po prawej stronie
mieliSmy liczbe jednocyfrowa, dlatego od 10 odejmujemy 1 i otrzymujemy
dziewiatke, ktora jest nasza lewa strona. W ten sposéb otrzymujemy wynik: 96.

Mowiac o tej sutrze, nie spos6b nie wspomnieé¢ o dwoch sub-sutrach, stworzonych
do tej formuly. Nazywaja sie one: Anurupyena (co w wolnym thumaczeniu oznacza
sbroporcjonalnie” lub ,mnozenia”) oraz Sishyate Seshasanjnah (co oznacza: ,reszta
pozostaje stala”). Te sub-sutry sa uzupelnieniem do wezesniejszej metody. Przy
mnozeniu 41 i 41 wczesniejsza metoda nalezy pomnozy¢ 59 i 59, co nie jest tatwym
dzialaniem (metoda nic nie upraszcza). W takich przypadkach stosujemy sub-sutry.
Dzialtanie 41 x 41 mozemy wykona¢ na kilka sposobdw:

1. Zanim zaczniemy mnozenie, ustalamy ,podstawe pracy” (mnozymy lub
dzielimy 10® przez liczbe naturalna, tak zeby wynik byl zblizony do czynnikéw
dziatania). W tym przypadku bedzie to 100/2, czyli 50. Nastepnie odejmujemy od
niej 41, co daje nam 9. W tym miejscu wykonujemy wszystko analogicznie do
poprzednich przyktadéow. Kiedy wykonamy tradycyjne dziatania, czeka nas jeszcze
jedno. Musimy podzieli¢ lewy ,mniejszy” wynik przez 2. Ostateczny wynik to 1681.

7



48 x 49 —100/2
48 — =2
49 — —1
2 472
23,5 | 2 = 2352

41 x 41  -105
41 — -9
41 — -9
5 32 g1
160 |s 1 = 1681

41 x 41  -104

41 — +1
41 — +1
4 421

168 | 1 = 1681

Moze sie rowniez zdarzy¢, ze dzielenie da wynik utamkowy. Na przyktad, gdy
mnozymy 48 i 49. Podstawe mozemy dobraé taka sama jak w poprzednim
przypadku, czyli 50. Gdy dochodzimy do dzielenia lewej strony, pojawia sie
problem: 47/2 daje nam 23,5. W takiej sytuacji sprawdzamy, na ktora cyfre
przypada utamek — tu cyfra setek. Dlatego mnozymy ja razy sto, zamieniajac 0,5
na 50. Dodajemy je do prawej strony i w ten sposob otrzymujemy wynik: 2352.

2. Drugim sposobem na obliczenie 41 x 41 jest zmienienie podstawy na 10 - 5.
Tutaj, gdy otrzymamy pierwszy wynik, musimy pomnozy¢ lewa strone przez 5,
co na koiicu da 1681.

3. Ostatnim sposobem jest przyjecie jako podstawy 10 - 4. Nastepnie tworzymy
kwadratowy plan i otrzymujemy wstepne wyniki. W tym przypadku ostatnim
krokiem bedzie zwielokrotnienie lewej strony cztery razy.

Wydaje sie, ze wszystkie watpliwosci zwiazane z ta metoda zostaly rozwiane.
Teraz mnozenie kazdych dwoch liczb moze zosta¢ sprowadzone do prostych dziatan.
Matematyka wedyjska odkryta wiele zaleznosci miedzy liczbami, ktore pozwalaja
skracaé obliczenia, sprowadzaé je do prostych rachunkéw na niewielkich liczbach.
Ta galaz krolowej nauk jest standardowym przedmiotem w czesci indyjskich szkot.
Jesli zechcesz sie w nia zaglebié i to wtasnie jej uzywaé do wykonywania obliczen,
musisz o czyms$ pamietaé. Nie wolno ulec stereotypowi, ze wystarczy poznaé
wszystkie sutry i sub-sutry, a staniemy sie ,zywym kalkulatorem”. Ta sztuka
wymaga tyle samo pracy co inne, pokazuje skroty, ale, aby moc z nich swobodnie
korzysta¢, musimy poswieci¢ im wiele czasu i trudu. Warto pamietaé, ze sutry nie
zawsze dzialaja bezwarunkowo. Nie rozwiazemy nimi wszystkich probleméw, warto
je z pewnoscia zglebiaé i scalaé¢, tworzac nowe metody.

Redaguje Urszula PASTWA

M 1498. Cgzy istnieja takie funkcje kwadratowe f(z), g(z), h(z), Ze rownanie
f(g(h(x))) = 0 jest spelnione przez liczby 0,1,2,3,4,5,6,77
Rozwiazanie na str. 5

M 1499. Czy istnieje wielokrotnosé liczby 20162916, ktérej zapis w systemie
dziesietnym zawiera wszystkie dziesie¢ cyfr?
Rozwiazanie na str. 10

M 1500. Boki BC' i C'D prostokata ABCD sa styczne odpowiednio w punktach
K i L do okregu przechodzacego przez A. Na odcinku K L lezy taki punkt M, ze
proste KL i AM sa prostopadte. Obliczy¢ pole prostokata ABC' D, wiedzac, ze
odcinek AM ma dlugosé 1.

Rozwiazanie na str. 11

Przygotowat Andrzej MAJHOFER

F 907. Skolimowana wigzka protonéw ma ksztalt walca o promieniu R. Protony
wiazki poruszaja sie ze stala predkoscia v réwnolegle do osi wiazki. Jaka sita dziata
na proton poruszajacy si¢ w odleglosci r < R? Przyjmujemy, ze wewnatrz wiazki
liczba protonéw na jednostke objetosci jest stala i wynosi p.

Rozwiazanie na str. 15

F 908. Wiazka natadowanych czastek zmienia kierunek, gdy przechodzi przez
obszar dziatania prostopadtego do niej pola elektrycznego lub magnetycznego.
Oszacowac, jakie musialoby by¢ natezenie E pola elektrycznego, zeby odchylana
wiazka protonéw o energii kinetycznej T'= 60 MeV — taka wiazka dysponuje
Cyklotron Instytutu Fizyki Jadrowej w Krakowie — poruszala sie wzdtuz tuku
okregu o promieniu r = 1 m? Jaka musialaby by¢ wartos¢ indukeji B pola
magnetycznego, zeby wywolaé takie samo zakrzywienie toru tej wiazki? Masa
protonu wynosi m ~ 1 GeV/c?, a predkosé §wiatta ¢ ~ 3-10% m/s.

Rozwiazanie na str. 3
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Informatyczny kacik olimpijski (95): Optymalna trasa lazika
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Tym razem na warsztat wezmiemy zadanie Remote Rover, ktére pojawilo sie na jednym
z konkursow TopCoder w roku 2005. Naszym zadaniem jest znalezienie najszybszej
trasy dla marsjanskiego tazika poruszajacego sie po zréznicowanym terenie. Teren ten
mozemy przedstawic¢ jako prostokat, w ktorym poczatkowe potozenie tazika i punkt
docelowy sa jego przeciwleglymi wierzchotkami. Prostokat jest podzielony na n
poziomych paséw o roznej szerokosci; kazdy z pasow charakteryzuje sie inna predkoscia
maksymalng, ktorag moze osigga¢ na nim tazik. A konkretnie: i-ty pas jest ograniczony
prostymi y = y;_1 oraz y = y;, a lazik moze na nim jechaé¢ z predkoscia v;.

Na rysunku obok przedstawiono przyktadowy teren, w ktoérym szukamy najszybszej drogi miedzy
punktami (zo,y0) = (0,0) i (zn,yn) = (10,6). Podzielony jest na n = 3 pasy, o kolejnych
szerokosciach 1, 3 1 2 (wyznaczone przez proste y; = 11 y2 = 4) i predkosciach przejazdu vy = 10,
vg = 5 1wz = 7,5. Czas przejazdu droga w linii prostej wynosi 1,879, najkrétszy zas czas
przejazdu réwny 1,704 uzyskamy, jadac dluzej pasem dopuszczajacym wicksza predkosé tazika,
a konkretnie przejezdzajac przez zaznaczone kolorem punkty (z1,y1) = (6,097,1)

i(z2,y2) = (7,799,4).

Jest jasne, ze najszybsza droga miedzy dwoma punktami na plaszczyznie przebiega po
linii prostej, ale tylko w przypadku terenu o jednakowej charakterystyce. Tak wiec jesli
wyznaczymy punkty (21,y1),..., (Zn—1,Yn—1), przez ktore tazik bedzie przejezdzal,
zmieniajac pasy, to droga bedzie prowadzi¢ odcinkami taczacymi te punkty.

Czas potrzebny na pokonanie tej drogi wyraza sie wzorem

Z Vi —zi—1)2 + (yi — yi71)2.

V3

T(x1,. .., Tp—1) =
1<i<n
Naszym zadaniem jest znalezienie zmiennych x1,...,x,_1 minimalizujacych wartos¢
funkcji T'. Odpowiada to znalezieniu punktu, w ktorym zeruja sie wszystkie pochodne
czastkowe funkcji 7. Pochodna po zmiennej z; jest nastepujaca:

or 0 (\/(mz —zi—1)? + (yi — yi—1)? n V(@ig1 —2)2 + (Yir1 — yi)2>

ox; Oz, v; Vig1
_ b 2(w; — wi—1) 41 —2(wi41 — )
Vi /(@i —2io1)? + (Y —yio1)? 2041 (@i — 20)% + (Y1 — vi)?
Jesli przez 0; oznaczymy kat pomiedzy linig pionowa a odcinkiem laczacym punkty
(i—1,yi—1) 1 (x4,9;), to dostaniemy
Ti — Ti—1

= sin0;,
Vi —2ic1)? + (¥ — yi-1)?
zatem pochodna po x; upraszcza sie do
0T  sinf; sinf;yq
Ow; v Vigl
Jesli wiec pochodne czastkowe wzgledem wszystkich zmiennych z1,...,z,_1 maja by¢
rowne zero, to musi by¢ spelniony nastepujacy uktad rownani:
Vi+1

(%) sinf;y1 = sin 6; dlal <i<n.

Vi
Zauwazmy, ze ustalenie wartosci 61 powoduje jednoznaczne wyznaczenie pozostatych
wartosci katow, a to z kolel wyznacza nam wartosci zmiennych z1(61),...,2,—1(01)
oraz pewna warto$¢ zmiennej xr (61), przy czym niekoniecznie rowna dtugosci
prostokata. Innymi stowy, przy ustalonym 6; uklad (%) okresla, jakie warunki musi
spelnia¢ najszybsza droga do gérnego boku prostokata, a uzyskana wartos¢ zn (61)
oznacza polozenie ostatniego punktu na tej drodze. Wida¢, ze xn(61) jest monotoniczna
funkcja zmiennej 01 (zwickszenie 61 powoduje zwigkszenie wszystkich pozostaltych
katow), wiec mozemy zastosowaé¢ wyszukiwanie binarne, aby znalezé taka wartosé
01 €10, %), ze xn(01) = n. Nalezy jednak pamietac o przypadku, gdy dla duzych
katow przy rozwiazywaniu ukladu () rozwiazanie nie bedzie istnie¢ (gdy prawa strona
jednego z rownan bedzie wigksza niz 1).

Na koniec wspomnijmy, ze wzor (*) moze by¢ znany Czytelnikom z lekcji fizyki, gdzie
pod nazwa prawa Snella opisywal zmiane kierunku biegu promienia §wiatla przy
przejsciu przez granice miedzy dwoma osrodkami o réznych wspoélczynnikach zatamania
(zaleznych od predkosci §wiatta w tych osrodkach). Jaki jest zwiazek miedzy naszym
zadaniem, a zachowaniem si¢ $wiatla w roznych osrodkach, pozostawiamy Czytelnikom

do samodzielnego zbadania.
Tomasz IDZIASZEK
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Przykladowo, maksymalnym fragmentem
ciggu2 —64 —234 —1 -3 jest4 —234
o sumie 9

w

Rozwigzanie zadania M 1499.

Tak!

Niech k bedzie taka liczbg naturalna, ze
10% > 20162°'%. Rozwazmy liczby
1234567890 - 10F 4 1 dla
1=1,2,...,2016%°1%. Zapis kazdej z nich
rozpoczyna si¢ od 1234567890, wiec
zawiera wszystkie dziesieé¢ cyfr.
Jednoczesnie jest to 20162016 kolejnych
liczb naturalnych, wiec jedna z nich jest
wielokrotnoscia liczby 20162916,

O co chodzi w zlozono$ci czasowe]
Jakub RADOSZEWSKI

Jesli mam przyblizy¢ komus pojecie zlozonosci czasowej, zazwyczaj opowiadam mu
nastepujacy problem. Dany jest ciag liczb catkowitych aq,...,a,, a naszym celem
jest znalezé jego fragment — czyli spojny podciag — ktorego suma elementoéw jest
jak najwieksza. Dokladniej, nalezy napisa¢ program, ktéry wezytuje ciag liczb
catkowitych i wyznacza sume elementéow w takim maksymalnym fragmencie.
Zadanie to mozna zinterpretowaé, na przyktad, tak: dla okreslonego ciagu
transakeji na koncie (wplaty, wyplaty) chcemy wyznaczy¢ przedzial czasu,

w ktorym bilans transakeji byl mozliwie najkorzystniejszy.

Nasz ciag najwygodniej reprezentowaé¢ w tablicy. Pierwsze przychodzace na mysl
rozwigzanie moze polegaé¢ na przejrzeniu wszystkich fragmentéw ciagu

i sprawdzeniu, ktory z nich ma maksymalna sume. W jezyku Pascal taka funkcja
moze wyglada¢ nastepujaco:

function max_fragment(var a array of Longlnt;
n : Longlnt) Longlnt;
var i, j, k, wyn, suma Longlnt;
begin
wyn := 0;
for i := 1 to n do
for j := i to n do begin
{rozwazamy fragment ali],...
suma := 0;
for k := i to j do
suma := suma + alk];
if suma > wyn then
wyn := suma;
end;
max_fragment :=
end;

calil}

wyn;

Czy to jest dobre rozwiagzanie? Mozna je chwile potestowaé i stwierdzi¢, ze dla
kilku przyktadéw daje poprawne wyniki. Ale dobre to nie tylko znaczy poprawne.
Czy ten program jest szybki? Sprawdzmy!

Na potrzeby tego zadania wygenerowaliSmy trzy testy zawierajace ciagi

o dtugosciach 100, 10000 i 1000 000. Gdy uruchamiamy na tych testach program
oparty na powyzszej funkcji, to na pierwszym z nich dziala w ulamku sekundy, ale
dla drugiego i trzeciego trudno doczekaé sie konca jego dziatania.

Nie trzeba bylo jednak uruchamiaé¢ tego programu, zeby domysli¢ sie, ze tak
wlasnie bedzie. Sprobujmy ustalié¢, ile operacji wykonuje ten program dla danych
wejéciowych rozmiaru n. W programie wystepuje cata gama réznych operacji —
przypisania, operacje arytmetyczne, warunki, petle... — i trudno bytoby to tak
doktadnie policzyé¢. Warto wiec ustali¢, ktéra operacja jest operacjg dominujgcq,
czyli ktora operacje wykonujemy najczedciej — i te operacje zliczaé. Latwo
zauwazy¢, ze w tym przypadku bedzie to zwiekszanie wartosci zmiennej suma. Ile
razy ma to miejsce? Dla kazdego fragmentu a;, ..., a; wykonujemy j — 7+ 1 takich
operacji, a zatem lacznie bedzie ich:

n n

S G-i+1).

i=1 j=i
Po pracowitym przeliczeniu tej sumy, ktorego ogladania darujemy Czytelnikowi,
wychodzi:

%n?’ + %nQ + %n
Nietrudno teraz sprawdzié, ze dla n = 100, 10 000, 1 000 000 otrzymujemy,
odpowiednio, 171700, mniej wiecej 1,7 - 10'" i mniej wiecej 1,7 - 1017 operaciji.
Biorac pod uwage, ze obecnie komputery moga wykona¢ maksymalnie 10° bardzo
prostych operacji na sekunde, widzimy, dlaczego nasz program dziala tak wolno.

W takim razie warto zastanowié sie nad tym, czy nie ma szybszego rozwiazania.
Najbardziej znaczacy skladnik w powyzszym wzorze to, oczywiscie, sktadnik z n?
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Zlozono$é¢ czasowa nazywa sie takze
ztoZonoscig obliczeniowq lub po prostu
ztozonoscig. Formalnie, notacja O(f(n))
oznacza, ze istnieje taka stata M, ze dla
kazdego n algorytm wykonuje co najwyzej
M f(n) operacji.

Takie bilanse dla ciagu nazywa sie
w algorytmice sumamsi czeSciowymsi lub
prefiksowymsi ciagu.

Rozwigzanie zadania M 1500.

Prosta AM jest prostopadla do KL, wiec
jest nachylona do bokéw prostokata pod
katem 45°. Ponadto kat srodkowy oparty
na cieciwie KL jest prosty, a stad
XKAL = £45° = ¥xBAM.

D L C
M
A B

Czworokat ABK M jest opisany na okregu
o $rednicy AK. W takim razie katy ABM
i AKM sa réowne.
Otrzymujemy, ze trojkaty ABM i AKL
sg podobne. Analogicznie trojkaty AM D
i AKL sa podobne. W takim razie mamy
podobienistwo trojkatéow ABM i AMD,
a stad

AB AM

AM AD’
Bezposrednio stad wynika, ze pole
prostokata ABCD jest rowne
AB-AD = AM? =1.

i to on w decydujacym stopniu wplywa na to, ze nasz program dziata tak wolno.
Z tego wzgledu w analizie liczby operacji wykonywanej przez program (czy raczej
algorytm) pomija sie sktadniki nizszego rzedu, co w przypadku wielomianow
oznacza, ze interesuje nas tylko jednomian o najwyzszym wykltadniku. Dalszym
uproszczeniem jest pominiecie, zazwyczaj nieduzych, staltych czynnikéw.

W ten sposob uzyskujemy funkcje, ktora z nieztym przyblizeniem okresla czas
dziatania wynikowego programu. Powiemy wiec, ze nasz algorytm ma ztozZonosé
czasowq O(n?). Przyktadowo, dla trzech podanych wartosci n funkcja n®
przyjmuje wartogci 106, 10'2 i 10'8, co niezle przybliza doktadnie obliczone liczby
operacji. W dalszej czesci artykutu sprobujemy przekonac sie, ze pojecie ztozonosci
czasowej pomaga w projektowaniu szybkich programow.

Intuicyjnie ztozonosé O(n?) wzigla sie w powyzszym programie stad, ze
rozpatrujemy wszystkie fragmenty ciagu, ktérych jest z grubsza n?, i obliczamy
sume kazdego z nich, co wymaga maksymalnie n dodawari — tacznie, mniej wiecej,
n? dodawari. Gdyby dalo sie szybciej oblicza¢ sume fragmentu, udatoby nam sie
wykonywaé jedynie mniej wiecej n? operacji. . .

Okazuje sie, ze jest to mozliwe. W rozwiazaniu przydaje sie pomyst z zakresu
ksiegowodci: aby tatwo sprawdzaé, na ile dobry byt dany okres na koncie,
wystarczy po kazdej operacji przechowywaé taczny bilans z wszystkich dotychczas
wykonanych operacji. W ten sposéb do okreslenia sumy danego okresu wystarczy
nam znajomos$¢ bilansu na koniec tego okresu oraz bilansu tuz przed jego
rozpoczeciem. Kod odpowiedniej funkceji znajduje si¢ ponizej.

function max fragment2(var a array of Longlnt;
n : Longlnt) LonglInt;
Longlnt;
. MAX N| of Longlnt;

var i, j, wyn, suma
bilans array [0
begin
bilans [0]
for i :=
bilans[i]| :=
wyn := 0;
for i := 1 to n do
for j := i to n do begin
suma := bilans[j] — bilans[i — 1];
if suma > wyn then
wyn := suma;
end;
max_fragment?2
end;

= al0];
1 to n do
bilans|[i — 1] + a[i];

= wyn;

Zbadajmy, na ile szybkie jest to rozwiazanie. Uruchomienie go na naszych trzech
testach wykazuje znaczaca poprawe: dla pierwszych dwéch testow wyniki
otrzymujemy prawie natychmiast, cho¢ dla trzeciego znéw nie udaje si¢ doczekaé
na odpowiedz. A co wykazuje analiza ,teoretyczna” Operacja dominujaca bedzie
teraz dowolna z operacji wykonywanych wewnatrz dwoch zagniezdzonych petli.
Kazda z nich wykonywana jest tyle razy, ile jest mozliwych wyboréw indeksow

1 <1<y <n,czyli
n
(2):5”Z+5”

razy, co odpowiada ztozonosci czasowej O(n?). Obliczenia wstepne polegaja na
wykonaniu zaledwie n — 1 dodawari, wiec mozna je pominaé¢ w opisie ztozonosci.
Dla n = 102,10%,10° mamy zatem mniej wiecej 10, 108 i 10'2 operacji.

Nie moglibysmy jednak tego wszystkiego pozostawié¢, nie przedstawiajac
rozwigzania, ktore poradzi sobie z naszym najwickszym testem. Znoéw, intuicyjnie,
ztozonosé czasowa O(n?) powyzszego rozwiazania bierze sie stad, ze rozpatrujemy
wszystkie poczatki i korice fragmentow, a kazdych z nich jest n. Postawmy Smialte
pytanie: czy daloby sie zamiast tego rozwaza¢ np. tylko poczatki albo tylko korice
fragmentow?. .. Okazuje sie, ze tak!

W tym celu wystarczy zapytaé, jak dla ustalonego korica fragmentu dobraé
poczatek fragmentu, tak aby suma fragmentu byla maksymalna. Bedzie to,
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oczywiscie, taki indeks operacji, przed wykonaniem ktorej bilans na koncie jest
mozliwie najmniejszy!

function max fragment3(var a : array of Longlnt;
n : Longlnt) : Longlnt;
var i, j, wyn, suma, min_bilans : Longlnt;
bilans : array[0 .. MAX N|] of Longlnt;
begin
bilans [0] := a[0];
for i := 1 to n do
bilans[i] := bilans[i — 1] + a[i];
wyn = 0;
min_bilans := 0;
for j := 1 to n do begin
suma := bilans|[j] — min_bilans;
if suma > wyn then
wyn = suma;
if bilans[j] < min_ bilans then
min bilans := bilans[j];
end;
max_fragment3 := wyn;
end;

Tym razem gltowna petla wykonuje jedynie kilka prostych operacji, wiec
standardowo z pominieciem stalej okreslamy ztozono$¢ czasowa ostatecznego
rozwiazania jako O(n). I rzeczywiscie, jak mozna sie juz domysli¢, to rozwiazanie
bez problemu radzi sobie z wszystkimi trzema testami.

W tym artykule sprobowalismy w kilku stowach opowiedzie¢, na czym polega

analiza ztozonosci czasowej algorytmow. Celowo pominelismy kwestie takie jak
Programy i testy opisane w artykule sa dobor odpowiednich typow danych (czy typ LongInt wystarcza?) oraz ztozonosé
dostepne na stronie deltami.edu.pl pamieciowq, czyli — znéw przyblizone — okreslenie zuzycia pamieci przez program.

Hexapawn, czyli czego mozna nauczyé pudetka
Kamila LYCZEK

Zamiast analizowaé, czy gra jest sprawiedliwa, zamiast szuka¢ najlepszych strategii
Maszynq gornolotnie bedzie nazywany graczy, mozna stworzy¢ pewna maszyne, ktora czesé tej pracy wykona za nas.
zestaw pudelek opatrzonych w etykietki, Trzeba iei obiasnié d t . . iekoni . lepiei kori
Koraliki oraz stosowna, instrukcje obstugi. rzeba jej objasni¢ zasady, a potem z nig gra¢, niekoniecznie najlepiej — w korncu

jeszcze nie przeanalizowaliSmy gry. Maszyna, grajac, zapamietujac i wyciagajac

wunioski z przegranych oraz wygranych (co $miato mozna zakwalifikowaé jako

Uczenie sie oznacza adaptacyjne zmiany wczenie si redzei P . C i s . ST . < e .
ze) CzZ 07nie] zorientuje si ak gra¢ mozliwie najlepiej, a wiec
w systemie, w tym sensie, ze w miare @)7 pre ) y P A ) €] g Jiepie], €

postepu procesu te same zadania ogrywaé nas, o ile to tylkO mozliwe.
wykonywane sg przynajmniej tak samo
dobrze jak we wczesniejszych etapach. Instrukcja gry Hexapawn dla ludzkich graczy. Gra rozgrywa sie na

szachownicy 3 x 3. Poczatkowe ustawienie przedstawia rysunek 1. Dwaj gracze
(pierwszy — bialy, drugi — czarny) ruszaja sie na przemian. W kazdym ruchu gracz
‘ ‘ rusza sie jednym ze swoich pionkéw jedno pole do przodu lub, jezeli ma taka

mozliwo$é, moze (nie musi) wykonac bicie pionka przeciwnika jedno pole po skosie
do przodu. Wygrywa ten gracz, ktory jako pierwszy dotrze swoim pionkiem na
przeciwna strone szachownicy (na jedno z poél, z ktorych gre rozpoczynat
przeciwnik) lub ktory uniemozliwi jakikolwiek ruch przeciwnikowi (zbije wszystkie
jego pionki badz go zablokuje).

AFYA

Rys. 1. Poczatkowe ustawienie w grze
Hezapawn.

Rys. 2. Przykladowa rozgrywka zakonczona wygrang gracza czarnego.
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Rys. 3. Etykietki maszyny. Numer pod
kazda etykietka oznacza, w ktéorym z kolei
ruchu w grze dana sytuacja moze
zaistniec.

Faktycznie istnieja wiecej niz 24 rézne
sytuacje w rozgrywce. W drugim ruchu
moga powstac trzy, a nie dwie mozliwosci
(inaczej niz na rysunku 3). Jednak ruch
bialego gracza w pierwszym ruchu
skrajnym pionkiem, niezaleznie czy
prawym czy lewym, prowadzi do
analogicznych sytuacji. Rozwazenie tylko
jednej z nich przyspiesza uczenie.

o090
o B e
o o o

Rys. 4. Przyktadowa rozgrywka wygrana
przez maszyne. Zaden koralik nie jest
usuwany.

355 B

2 4
® ®

Rys. 5. Po wykonaniu czwartego ruchu,
oznaczonego czarng strzaltka, bialy gracz
wygra. Jego jedynym mozliwym ruchem
bedzie poruszenie sie¢ pionkiem
znajdujacym sie na srodku planszy jedno
pole do przodu. Maszyna przegra.

Z powyzszego pudetka z numerem 4
usuwamy czarny koralik.

Artykul Gardnera o maszynie
samouczacej jest przedrukowany m.in.

w ksigzce Knots and Borromean Rings,
Rep-Tiles, and Eight Queens: Martin
Gardner’s Unexpected Hanging, The New
Martin Gardner Mathematical Library,
2014.

Instrukcja gry dla maszyny. Droga Maszyno, w kazdym swoim ruchu (jestes
graczem drugim, czarny kolor pionkow) mozesz znaleZé sie w jednej z sytuacyi
przedstawionych na rysunku 3. Masz wtedy do dyspozycyi tylko te ruchy, ktore sq
oznaczone strzatkami. Wybierasz jeden z dostepnych Ci ruchéw. Nastepnie Tusza
sie gracz biaty. Po mim ponownie wykonujesz Twdj ruch, znowu wybierasz strzatke,
az. .. znajdziesz sie w sytuacyi, ktorej nie ma na rysunku, oznacza to koniec gry.
Powodzenia, Maszyno!

Instrukcja techniczna gry (dla nauczyciela maszyny). Maszyna sklada sie
z 24 pudelek, kazde opatrzone etykieta (rys. 3) przedstawiajaca sytuacje, ktora
moze zaistnie¢ w grze oraz mozliwe do wykonania w tej sytuacji ruchy (kolorowe
strzatki). Do kazdego pudetka nalezy wlozy¢ koraliki w kolorach odpowiadajacych
strzatkom. W kazdym pudetku znajdzie sie¢ tyle koralikow, ile strzalek jest na jego
etykietce, w kolorach takich jak strzatki. W parzystych ruchach nalezy odszukaé
pudetko z odpowiadajaca grze sytuacja, a nastepnie losowo wykonaé¢ ruch
(wylosowac koralik i wykonaé takie posuniecie, jakie przedstawia strzalka w jego
kolorze). Koralik nalezy zostawi¢ przed pudetkiem az do korica partii.

Jezeli gre wygra maszyna, wktadamy wszystkie wyjete podczas partii koraliki

z powrotem do odpowiednich pudetek. Jezeli gre wygra gracz bialy, usuwamy

z ostatniego uzytego pudetka wylosowany koralik (odpowiadajacy ostatniemu

w grze ruchowi maszyny). Rozpoczynamy kolejna gre z jednym koralikiem mniej
lub z taka sama liczba koralikow. Usuniecie koralika z ostatniego pudetka bedzie
skutkowac¢ tym, ze kiedy maszyna ponownie znajdzie sie w analogicznej sytuacji,
nie wykona ruchu, ktory wezesniej doprowadzit ja do przegranej (pamieta porazki).

Jezeli pudetko zostanie puste, usuwamy je z maszyny. Jezeli maszyna znajdzie sie
w takiej sytuacji, oznacza to, ze nie moze wykonaé¢ zadnego ruchu, nalezy
traktowac to jako jej przegrang (mimo ze wedtug regut dla ludzkich graczy istnieja
dozwolone ruchy).

Opisana metoda beda sukcesywnie eliminowane wszystkie ruchy prowadzace do
przegranej drugiego gracza. Pozostana tylko posuniecia nieprowadzace do przegrane;j.
Jak latwo sie przekonaé¢, maszyna staje sie¢ madrzejsza tylko po przegranej partii.
Po dokladnie 11 przegranych (co oznacza okoto 40 gier z myslacym przeciwnikiem)
maszyna nauczy si¢ ogrywa¢ nas zupelnie (w grze Hezapawn strategic wygrywajaca
ma drugi gracz). Nauka bedzie tym szybsza, im lepszy przeciwnik maszyny.

Nieco szerzej. Gra Hezapawn zostala wymyslona przez Martina Gardnera w celu
zilustrowania prostego dziatania maszyny samouczqcej sie, co opisal w rubryce
Mathematical Games w Scientific American w marcu 1962. Maszyne nazwat HER
(ang. Hexapawn Educable Robot) i stworzyt dla niej partnera, samouczacego sie
robota HIM (ang. Hexapawn Instructable Matchboxes), ktory byl graczem
wykonujacym pierwszy ruch (i wszystkie nieparzyste) w ich wspolnych partiach.

Maszyna moze byé zaprojektowana w nieco inny sposoéb. Jezeli zalezy nam nie na
tym, aby jak najszybciej stata sie mistrzem, lecz na tym, zeby np. przegrata jak
najmniejsza liczbe partii podczas 20 rozgrywek, wtedy warto nie tylko karaé¢
(wyjmujac koraliki), ale nagradzaé¢ za wygrana poprzez dokladanie koralikow

w odpowiednich kolorach do wszystkich pudetek uzytych w wygranej rozgrywece.

Analogiczne maszyny moga zosta¢ zbudowane do rozgrywania innych gier.
Pierwsza tego typu maszyna rozgrywalta gre kotko i krzyzyk, sktadata sie¢

z 300 pudelek. Zostata opisana w 1961 roku przez Donalda Michie, biologa
z Uniwersytetu w Edynburgu.

13



FIZYCZNE

Do doswiadczen potrzebne beda: dwie
cienkie listewki, cztery bombki choinkowe
lub niewielkie plastikowe butelki, igta

do szycia recznego, szklanka, gltosnik
elektrodynamiczny niskotonowy

lub kolumna glosnikowa, generator
elektroniczny o czestotliwo$ci akustycznej,
klej epoksydowy, np. Poxipol, néz i linijka,
opcjonalnie: dwa kawaltki sklejki, wkrety
do drewna, mala probéwka i pret
drewniany.

Rys. 1. Najwazniejsze elementy karuzeli
Helmbholtza; 1,2 — cienkie listewki,

3-6 bombki choinkowe, 7 — igta do szycia,
8 — odwroécona szklanka, 9 — glo$nik.
Bombki mozna zastapi¢ malymi,
plastikowymi butelkami o rozmiarach
kilku centymetrow.

Fot. 1. Karuzela Helmholtza. ,Rame¢”
przyrzadu wykonano z dwoéch kawatkow
sklejki — poziomego i pionowego — glosnik
przyklejono bezposrednio do pionowego
kawalka. Lozysko wirnika stanowi mata
proboéwka, odwrécona dnem do gory

i przyklejona od dotu do krzyzaka. Wirnik
opiera si¢ na ostrzu igly, wprowadzonej do
proboéwki i osadzonej tepym koncem we
wsporniku, ktory osadzono w poziomym
kawatku sklejki.

Rys. 2. Schemat rezonatora

Karuzela Helmholtza
Stanistaw BEDNAREK

Wybitny niemiecki fizyk, Hermann von Helmholtz zyt w latach 1821-1894. Nie
sposOb wymieni¢ tu choc¢by w skrocie jego wktadu do nauki. Podziw teoretykow
budzi wspotudzial Helmholtza w sformutowaniu zasady zachowania energii.
Doswiadczalnicy z pewnoscia pamietaja zbudowany przez niego i do dzi§ uzywany
uktad cewek kotowych, pozwalajacy na wytwarzanie w duzej objetosci pola
magnetycznego o staltej indukcji albo o stalym gradiencie. Na kazdym za$ duze
wrazenie robi nieodmiennie skonstruowana przez Helmholtza karuzela obracana
niewidzialnymi falami dzwickowymi, okreslana dzis jego nazwiskiem.

Zbudowanie karuzeli Helmholtza jest bardzo latwe. Dwie cienkie listewki nalezy
polaczyé w polowie dlugosci pod katem prostym, zeby uzyskaé¢ krzyzak o réwnych
ramionach (rys. 1). Najprosciej skleié¢ je klejem epoksydowym. Krzyzak powinien
by¢ mozliwie lekki, dlatego odpowiednie rozmiary listewek to dtugosé okoto 25 cm
i grubosé okoto 3-5 mm. W zbudowanym modelu zastosowano listewki z balsy
(do kupienia w sklepach dla modelarzy i plastykow), ale mozna tez zastosowac
listewki sosnowe, spotykane w hipermarketach technicznych i sklepach meblowych.
W miejscu polaczenia listewek wbijamy prostopadle do nich igte, ktéra bedzie
pelnié role osi. Do konica kazdej listewki przyklejamy klejem epoksydowym po
jednej bombce choinkowej, najlepiej o §rednicy 3-6 cm; bombki moga by¢ szklane
lub plastikowe. Z szyjek bombek nalezy usunaé¢ druciki i naktadki, stuzace do
zawieszania na choince. Otwarte korice szyjek wszystkich bombek powinny by¢
ustawione poziomo i skierowane w te sama strone, prostopadle do listewek.

Po stwardnieniu kleju najwazniejsza cze$¢ karuzeli — wirnik — jest gotowa.

W celu uruchomienia karuzeli na stole ustawiamy szklanke odwrocona do gory
dnem. Na dnie szklanki nalezy oprze¢ ostry koniec igty wirnika. Takie rozwiazanie
daje najprostszy sposéb zminimalizowania tarcia podczas obrotu. Wirnik powinien
znajdowacé sie z dala od wszelkich powiewéw i mieé¢ pozycje pozioma. Jesli wirnik
przechyla sie w strone ktoregos z ramion, to trzeba go zréwnowazyé przez
dociazenie przeciwlegltego ramienia, na przyktad przez nalozenie na nie odrobiny
kleju. Obok wirnika nalezy zamocowaé glosnik, tak zeby jego o$ byta prostopadia
do igly i znajdowala sie na wprost szyjek bombek. Glosnik podtaczamy do
generatora, ustawiajac mozliwie duza amplitude napiecia na jego wyjsciu,
uwazajac jednak, zeby nie przekroczy¢ dopuszczalnej mocy glosnika. Zmieniamy
czestotliwo$é napiecia i w pewnym momencie wirnik z bombkami powinien zaczaé
sie obracaé. Zjawisko to zachodzi, gdy czestotliwo$¢ napiecia na wyjsciu generatora
jest rowna czestotliwodci fali dzwiekowej, dla ktorej wystepuje rezonans masy
powietrza zawartego wewnatrz bombki. Dla sugerowanych bombek

o kilkucentymetrowej érednicy i srednicy szyjki okolo 1 cm ta czestotliwosé wymnosi
kilkaset hercow. W ogdlnym przypadku dla tego typu rezonatora jego czestotliwosé
rezonansowa fye, wyraza sie wzorem

v | S
fI‘CZ - 27'[' Vl,
gdzie v jest predkoscia dzwieku w powietrzu, V', S oraz [ sa za$ odpowiednio
objetoscia bombki oraz polem przekroju poprzecznego i dtugoécia szyjki
rezonatora. Dla przedstawionego na rysunku 2 rezonatora kulistego mamy
S=mnr? oraz V= %RQ.
Wykorzystujac zbudowang karuzele Helmholtza, mozemy przeprowadzi¢ szereg
interesujacych eksperymentéow, m.in. sprawdzi¢ zgodnosé wyznaczonej
doswiadczalnie czestotliwosci rezonansowej z wartoscia obliczona z podanego wyzej
wzoru, zbadaé zalezno$é szybkosci obrotu wirnika od amplitudy napiecia i pradu
zasilania glo$nika oraz od natezenia dzwieku. Bardziej zaawansowani moga
ponadto wyznaczy¢ moment bezwladnosci wirnika i jego energie kinetyczna,
a nastepnie obliczy¢ sprawno$é tego niezwyklego silnika, napedzanego falami
dzwiekowymi. Wszyscy zas beda mieé¢ niewatpliwie wiele satysfakcji przy
demonstracji tego widowiskowego urzadzenia mniej wtajemniczonym.
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Rozwigzanie zadania F 907.
Rozumowanie przeprowadzimy
dla nieskoriczenie dlugiej wiazki.
Protony poruszaja si¢ ze stala predkoscia
roéwnolegle do osi wiazki, a wiec sktadowe
pol E i B wzdluz wiazki sg réwne zeru.
Z symetrii uktadu wynika, ze dla kazdej
wartosci r roézne od zera moga by¢ tylko
skladowa pola E prostopadla do osi
wiazki, skierowana od osi wigzki
na zewnatrz i skladowa pola B
prostopadtla do pola E i do predkosci v.
Wartosci E i B sa przy tym jedynie
funkcjami odleglosci r od osi wiagzki. Na
podstawie prawa Gaussa (obliczamy
strumieni F przez powierzchnie¢ walca)
mamy

2rrhE(r) = mr2hep/<o,
gdzie e oznacza tadunek protonu,
€0 to przenikalnos$é¢ dielektryczna proézni,
a h — ,grubos¢ plasterka"wiazki. Prawo
Ampére’a (obliczamy krazenie wzdluz
okregu o srodku w centrum wiazki)
prowadzi natomiast do rownania

2nrB/po = 7'r7‘26p1),

w ktorym g jest przenikalnoscia
magnetyczna proézni. Podstawiajac
otrzymane w ten sposéb wartosci Ei B
do wzoru na site Lorentza, otrzymujemy,
ze na proton wiazki dziata sita F'
prostopadtla do osi wiazki i skierowana na
zewnatrz wiazki:

782p7“ (l v2>
T 2eg 2 )’

Jak wida¢, wigzka jest niestabilna,

tzn. bez zewnetrznych pol
przeciwdzialajacych obliczonej powyzej
sile protony wiazki beda sie rozbiegac.

Jestem astronomka, ale wieczorem klade sie spa¢ okolo dwudziestej trzeciej,

a wstaje o siddmej rano. Owszem, zajmuje sie obserwacjami, ale moje obserwacje
wykonuja sie zdalnie i pojawiaja w moim komputerze. Zupelnie inny tryb zycia ma
moja kotka. Ta, jesli tylko pogoda pozwala, wybiega z wieczora do ogrodu i spedza
noce na obserwacjach. Wszystkie koty tak robia, jesli tylko im sie na to pozwoli.
Niektore nawet wymieniaja glto$no uwagi na temat zjawisk na niebie, a inne
wspinaja sie na drzewa albo na dachy, aby mieé¢ lepsza widocznosé. Niewielu
milosnikéw astronomii wsréd ludzi wykazuje podobny zapal i poswiecenie. Ten
fakt wywotal u mnie ostatnio refleksje: a moze koty wiedza o astronomii duzo
wiecej niz my? A moze wrecz to koty wymyslity astronomie i nam jako§ — kiedys —
przez przypadek pozwolity co$ uszczknaé z tej wiedzy?

Mogto tak by¢. Astronomia kwitta tez w Grecji, a i tam kotoéw nie brakuje,
widzialam ich sporo w czasie ostatnich wakacji kilka lat temu. To jednak staby
argument. Ale przyszed! mi na mysl Egipt. Moze dlatego koty w Egipcie byty
swiete? W starozytnym Egipcie wierzono w wielu bogow, ale jedna z bogin — bogini
Bastet — miata cialo kobiety, ale glowe kota, a czasami wrecz byla przedstawiana
jako kot. Byta to bogini milosci, radosci, muzyki i ptodnosci. Wraz z Bastet czczone
byly koty. Zabicie kota grozito surowa kara. Po $mierci kota nastepowala zatoba,
a zwloki balsamowano. Astronomia egipska z kolei miala imponujace osiagniecia
— juz okoto 3000 r.p.n.e. wprowadzono kalendarz, w ktérym rok liczyt 365 dni.
Trzeba wielu lat, a pewnie kilku pokolen ludzi, aby ustali¢ czas trwania roku tak
doktadnie. Moze faktycznie zrobity to koty, i dlatego zostaly tak bardzo docenione?
Moja hipoteza, ze koty wymyslity astronomie, ma sie zatem coraz lepie;j.

Wszystko dobrze, ale jednak Egipt nie byl miejscem narodzin astronomii. Poczatki
astronomii siegaja jeszcze glebiej. Prawdziwy poczatek astronomii to tak zwany
obszar zyznego Polksiezyca — Babilon, a wezesniej Sumerowie. Sumerowie
stworzyli w potudniowej Mezopotamii wysoko rozwinieta cywilizacje pod koniec
IV tysiaclecia p.n.e. Sumerowie prawdopodobnie wynalezli pismo, a takze
zapoczatkowali systematyczna astronomie — nazwali gwiazdy, wprowadzili
ilosciowe badania, a nasz dzisiejszy podzial kolta na 360 stopni i godziny na

60 minut pochodzi od nich. Czy tam tez byly koty? Bez tego moj wniosek jest nie
do utrzymania. Zaczetam poszukiwania (w internecie, oczywiscie). I jest! Na jednej
ze stron znalaztam stwierdzenie, ze ,,Wiemy obecnie, ze dzikie koty zyty wsrod
ludzi w Mezopotamii od ponad 100 000 lat i okoto 12 000 r.p.n.e. zostaly
udomowione”. A zatem udomowienie kota nastapilo wczesniej, a astronomia
rozwinela sie nieco pdzniej. To nie moze by¢ przypadek. Ukradliémy kotom ten
wynalazek, dopiero z kociej inspiracji ludzie zaczeli rozwija¢ astronomie a potem —
duzo po6zniej — inne nauki.

Bardzo zadowolona ze swojego przetomowego w skali swiatowej odkrycia
postanowitam sie pochwali¢, a ze akurat bylam na urlopie, nie w pracy,

i siedzialam w domu, to zagadatam do sasiada, pana inzyniera. Sasiad powiedziat:
koty wymyslity astronomie? To jakas glupota. Probowalam argumentowaé: no

a nie widzi Pan tej korelacji? Tam, gdzie jest astronomia, sg koty, i to koty sa
wezesniej! To jest dowod! Ale sasiad swoje: korelacja korelacja, ale sens musi by¢.
Prawdziwy, fizyczny zwiazek. ZaczeliSmy sie zastanawia¢. Czy zawsze korelacja
oznacza zwigzek przyczynowo-skutkowy? Wlasciwie to nie. Mozna sobie wyobrazic,
ze zachodzi silna korelacja miedzy zjawiskiem A i zjawiskiem B, a zwiazku miedzy
nimi nie ma. Tak bedzie, jesli tak naprawde to wazne jest zjawisko C. Jezeli
zjawisko C wywoluje zjawisko A oraz zjawisko B, jako calkiem rdézne konsekwencje,
to zjawiska A i B wystapia razem, ale bez zwiazku przyczynowo-skutkowego
pomiedzy soba. Wiele prowadzonych wspoétczesnie badan, po stwierdzeniu
korelacji, stwierdza fizyczny zwiazek, a ten skok myslowy nie jest uprawniony,
dopdki nie pokazemy mechanizmu wiazacego te dwa zdarzenia.

7 astronomia i kotami tez chyba tak jest. Astronomia to A, koty to B, ale jeszcze jest
C — rolnictwo. Zapewne rozwoj rolnictwa z jednej strony wymusit rozwdj astronomii,
aby lepiej okresli¢, kiedy sia¢, a z drugiej strony rolnictwo to przechowywanie
zywnosci w spichlerzach, plaga gryzoni, i okazja dla kotow na wygodne zycie.

A zatem warto by¢ ostroznym z wnioskami. . .
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*uczen VIII LO i Palacu Mlodziezy
w Katowicach
**student Matematyki, Wydzial MIM UW

Rys. 1. Okrag w metryce miejskiej

Jesli mamy prostokat o bokach
réownoleglych do osi uktadu
wspoélrzednych, a punkty A i B beda
przeciwleglymi wierzchotkami tego
prostokata, to odleglo$¢ w metryce
maksimum miedzy punktami A i B to nic
innego jak dluzszy bok tego prostokata.

r A’—(xﬂi’c)/

A = (20, yo)

Rys. 2. Okrag w metryce maximum

Inwersja w réznych metrykach
Jan EESKI*, Jakub SIERON**

Wiele przedmiotéow zawdziecza swe istnienie kompozycji dwoch pozornie
niewspotistniejacych ze sobg idei. Louis Braille potaczyt koncepcje zapisu
graficznego, czyli odczytywanego za pomoca wzroku, ze sposobem zapisywania
wiadomosci zaprojektowanym dla ludzi niewidomych, ktorzy korzystaja ze zmyshu
dotyku. W rezultacie powstal alfabet dla niewidomych, ktéry mozna odczytaé
takze za pomoca wzroku. Podobnie narodzit sie pomyst na zbadanie obrazéw
inwersyjnych w réznych metrykach. To réwniez byto zespolenie dwoch odlegtych
od siebie tematow. Dzieki potaczeniu inwersji i metryki uzyskaliSmy nowe ciekawe
obiekty matematyczne. Zapraszamy na krotka podréz w kwadratowych okularach
do $wiata inwersji.

Zacznijmy od poczatku: inwersja to przeksztalcenie geometryczne, ,wywiniecie”
wnetrza kola na zewnatrz i ,zawiniecie” zewnetrza tego kota do $rodka. Oczywiscie
nie chodzi tu o wywiniecie byle jakie, punkt X oraz jego obraz inwersyjny X' zawsze
znajduja sie na tej samej polprostej o poczatku w srodku okregu inwersyjnego (O)
oraz zachodzi nastepujaca réwnosé |OX| - |OX'| = r?, gdzie r oznacza promient
okregu. Tym sposobem kazdy punkt z zewnatrz okregu znajduje swoj inwersyjny
odpowiednik w jego wnetrzu i prawie odwrotnie. Prawie — poniewaz istnieje
jeszcze niezreczny $rodek okregu. Umowmy sie, ze go wywijamy do jednego punktu
w nieskoriczonosci. Wedlug powyzszych zasad mozna tworzy¢ obrazy inwersyjne
nie tylko punktow, ale prostych i wszelkich innych figur geometrycznych.

Tak sie sktada, ze obrazem inwersyjnym okregu i prostej (niezaleznie od ich
potozenia wzgledem okregu inwersyjnego) zawsze jest okrag lub prosta

(w niektorych konfiguracjach obrazem okregu jest prosta i odwrotnie). Dowod tego
faktu jest dosé¢ prosty, mozna go znalez¢ m.in. w ksiazce Co to jest matematyka?
R. Couranta i H. Robbinsa. Stwierdzenie ,zawsze jest okrag lub prosta” padto
troche na wyrost, mimo wskazania miejsca, gdzie mozna znalezé tego dowod. Otoz
owo stwierdzenie jest prawdziwe wtedy, gdy przez odleglo$é¢ miedzy dwoma
punktami rozumiemy miare ,zwyklego” taczacego je odcinka (czyli tak, jak nam
przykazano w szkole, co nazywamy metrykq euklidesowq). Odlegtosé, czyli
najkrotsza droga, wcale nie musi mieé¢ zwiazku z tym prostym odcinkiem. Jak

w takich nieszkolnych odleglosciach wyglada wywijanie obrazéw? Sprawdzmy.

Niech pierwszym nieszkolnym sposobem mierzenia odleglosci bedzie metryka
miejska. Odlegtosé miedzy punktami A i B o wspohrzednych odpowiednio (x4, y,)
i (xp,yp) opisuje wzor: d(A, B) = |xp — zq| + |ys — ya|- Odpowiada to poniekad
sposobowi mierzenia odleglo$ci w wielkim miescie, gdzie dwie ulice sa albo
prostopadle, albo rownolegte, a odlegtos¢ miedzy dwoma punktami, czyli
najkrotsza droga miedzy nimi to suma dlugosci tras w obu kierunkach. Okrag
niezmiennie jest zbiorem punktéow réwno odlegltych od pewnego ustalonego punktu
plaszezyzny (Srodka). Przy tak zadanej odleglosci wyglada on tak jak na
rysunku 1. Przyjmujemy tu dla wygody, ze srodek znajduje sie w punkcie (0, 0).

Druga metryka, w jakiej bedziemy poddawaé obiekty inwersji, jest metryka
maksimum. Odleglos¢ dana jest wzorem: d(A, B) = max{|zy — al, [Yp — Yal}-
Okrag o srodku (0,0) w metryce maksimum przedstawiony jest na rysunku 2.

Przejdzmy teraz do meritum naszych rozwazan. Jak beda wygladaty obrazy
prostych i okregow poddane inwersji w metrykach miejskiej i maksimum? Czas na
przystanek nad wzorami. Zal6zmy dla uproszczenia, ze §rodek okregu inwersyjnego
znajduje sie w punkcie (0,0). Inwersji poddajemy punkt o wspolrzeduych (zo, yo).
Chcemy znalezé opis wspolrzednych obrazu inwersyjnego tego punktu (z/,y’).
Rownanie prostej przechodzacej przez srodek okregu inwersyjnego to

ol Ll

[0l [0l

Rownanie okregu w metryce miejskiej jest nastepujace.

|z + [y = 7.
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Warunek inwersji daje

Lo
(lzol + lyol) - (2" + 1y/) = r* = (lzo| + Iyol) - <|33'| iy |x/|) =

|yo|

= (ol +lyol) -Ja'] - 2Ol g2
7ol
o =
(ol + Tl 70k

Analogicznie do powyzszego rozumowania otrzymujemy wspotrzedna, y'.

Zatem ostatecznie punkt bedacy obrazem inwersyjnym punktu to

2 2
2| = 5 |0l W) = vy - ol
, .
s (lzol + [yol)? (lzol +[yol)?
o Teraz metoda dziatania jest prosta: program komputerowy generuje 100 punktow
nalezacych do ksztaltu, ktory chcemy wywinaé (okregow i prostych), a nastepnie
95 korzystajac ze wzoréw, oblicza obrazy tych punktéw. Te dane wprowadzamy do
arkusza kalkulacyjnego, tworzacego wykresy krzywych, ktore dobrze przybliza
2 szukane obrazy. Ponizej mozemy zobaczy¢ najciekawsze z uzyskanych ksztaltow.
15 15
6
10 10
4
2 /
N ~10 1 20
10
Rys. 3
—1
Rys. 4 Rys. 5
Na powyzszych rysunkach przedstawione sa inwersje w metryce miejskiej (kolor
szary — okrag inwersyjny; czarny — ksztalt poddawany inwersji; kolor — obraz
inwersyjny).
10
8 <7 8 8
4 - 4 4 W 4
2 2 2 2
o0 5 4 : : 0 : } : 0 : f : 0 :
—6-4-29] 2.4 6 8 +5 9 5 10 59 5 -0 45, 5
—4 —4 —4 —4
—8
Rys. 6 Rys. 7 Rys. 8 Rys. 9

Czyz podobienstwo miedzy rysunkami 4

i 8 nie jest zastanawiajace? Podobnie
obrazy na rysunkach 3, 6 i 7. A przeciez to
inne metryki. Moze dlatego matematycy
zajmujacy sie analiza funkcjonalna
uwazaja, ze te metryki sg tym samym.

O obrazach inwersyjnych pisaliémy m.in.
w Delcie 5/2013, deltoid 53.

Na powyzszych rysunkach przedstawione sa inwersje w metryce maksimum. Do
utworzenia obrazéw w tej metryce nie podaliémy stosownych wzorow, ale
poradzisz sobie z nimi, drogi Czytelniku, przy niewielkim naktadzie checi i czasu.

Po obejrzeniu rysunkéow od razu nasuwa sie wniosek, ze obrazem okregu lub
prostej nie musi by¢ (w odroéznieniu od metryki euklidesowej) okrag lub prosta.
Czy tak, czy widaé¢? Drogi Czytelniku, jezeli beztrosko uwierzyles w to
stwierdzenie, odpowiedz na pytanie (wcale niebanalne), jak wygladaja proste
w powyzszych metrykach?

Temat nie zostal wyczerpany, a jedynie nakreslony. Liczba kombinacji, w jakich
mozemy ,skrzyzowa¢” rozne ksztalty poddane inwersji oraz metryki, jest
nieprzebrana, przedstawione proby pokazuja jedynie kierunki mozliwych
poszukiwari, do ktorych serdecznie zachecamy.
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6 3
Rys. 1. a = (10,8,3,7,5,2,1,6,3)

Dzieémi wierzchotka o indeksie i sa te

o indeksach 2¢ oraz 2i+ 1. W drugg strone:

dla wierzchotka o indeksie j jego rodzic
ma indeks |j/2]| (pascalowo j div 2).

Oczywiscie, sortujemy tablice a[l...n].
Uzywamy tez pomocniczej zmiennej
globalnej m, ktoérej wartos¢ mowi, jak
dtugi prefiks tablicy a jest kopcowy.

Czytanie i proby dokladnego rozumienia
nieswoich programoéw to zmudne, ale
bezwzglednie konieczne wyzwanie stojace
przed kazdym mlodym programista.

20

/ N\
/\ I\
/B N

6 19 A

1/ \
19/8\12 126\8
6)\\14\ N S0
/ \

@

Rys. 2. Schemat dziatania insert(19)
dla a = (20,18, 16, 14, 12, 10, 8, 6)

Co oznacza dziwna wielka litera O
ttumaczy Jakub Radoszewski na
stronie 10.

Sortowanie przez kopcowanie
Tomasz KAZANA

W tym artykule zaktadam, ze Czytelnik choé troche programowal. W szczegdlnosci
zna podstawy jakiego$ jezyka programowania, np. Pascala. Jesli to podstawowe
zalozenie jest spelnione, to — jestem o tym przekonany — moge $miato zalozy¢, ze
jest mu znane réwniez pojecie tablicy. Tablica to bardzo wygodny sposéb
reprezentowania w programie ciaggu zmiennych. Na potrzeby tego artykultu
niektore takie tablice (czyli reprezentowane przez nie ciagi) bedziemy uwazaé za
lepsze od innych. Wyréznione tablice bedziemy nazywaé tablicami kopcowymi.
Aby na taki tytul zastuzy¢, musza spetnia¢ nastepujacy warunek: elementy tablicy
zapisane na kartce w kolejnych wierszach petnego drzewa binarnego (tytutowego
kopca) muszq zachowaé porzqdek starszenstwa, tzn. zawsze rodzic musi mieé
warto$¢ wieksza badZz réwna swoim dzieciom. Przyklad takiej tablicy znajduje si¢
na rysunku 1. Nietrudno zauwazy¢, ze powyzszy warunek na ,kopcowatos¢” tablicy

all...n] daje sie opisa¢ algebraicznie: zawsze a[ ] > a[2i] oraz a[i] > a[2i + 1], o ile
tylko indeksy mieszcza sie w zakresie 1. ..

Przedstawilismy juz gléwnego bohatera, teraz czas na fabute. Chcemy sortowac.
To znaczy: poprzestawia¢ elementy danej (dowolnej, niekoniecznie kopcowej)
tablicy tak, aby tworzyly ciag niemalejacy. Zadanie wykonamy w dwoch fazach.
Najpierw pomieszamy elementy, aby utworzyty tablice kopcowa. Dopiero wowczas,
w fazie drugiej, zajmiemy sie sortowaniem wtasciwym. Pelny kod naszego
rozwiazania reprezentuja trzy procedury: sortowanie, insert, deletemax, ktore
podajemy zapisane w jezyku Pascal. Na pierwszy rzut oka moga one wydawaé sie
do$¢ skomplikowane. Mam jednak nadzieje, ze ponizsze intuicje pozwola zrozumieé,
jak doktadnie dziata nasz program.

Faza pierwsza realizowana jest za pomoca petli. Po jej i-tym obrocie podtablica
a[l ...i] jest zawsze tablica kopcowa! Zeby sie o tym przekona¢, dokladnie
przemy$l dzialanie procedury insert. Idea jest bardzo prosta: powiekszamy
aktualng tablice kopcowa o jeden element, po czym poprawiamy drzewo binarne,
analizujac $ciezke drzewa od nowego elementu afi] do korzenia a[l1]. Rysunek 2
powinien by¢ pomocny.

Faza druga jest troche podobna. Ponownie najwazniejsza jest petla i nastepujacy
niezmiennik: gdy indeks petli jest rowny j, to podtablica a[l ... j] jest tablica
kopcowa, a elementy a[j 4+ 1...n] sa poprawnie posortowane. Aby w to uwierzy¢,
trzeba oczywiscie przeanalizowaé dzialanie procedury deletemax. Jej zadaniem
jest zamieni¢ najwiekszy element tablicy kopcowej (czyli zawsze a[1]) z ostatnim
(czyli alm]) oraz poprawienie (rysunek 3) reszty tak, aby wciaz stanowila tablice
kopcowa, (cho¢ o jeden element krotsza).

Powyzszy algorytm ma dwie bardzo pozytywne cechy. Po pierwsze: jest bardzo
szybki. Kazde pojedyncze wywolanie procedury insert czy deletemax zajmuje
czas O(logn) (dlaczego?), a wiec taczny czas dzialania sortowania przez
kopcowanie to O(nlogn). Przy pewnych rozsadnych zalozeniach da sie udowodnié,
ze to optymalny wynik. (Wiekszos¢ narzucajacych sie prostych rozwiazan dziata
w czasie O(n?).) Druga zaleta prezentowanego algorytmu jest ztozonosé
pamieciowa. Poza danymi wejsciowymi (tablica a) potrzebujemy ledwie kilku
dodatkowych zmiennych lokalnych. Stad méwi sie czasem, ze sortowanie przez
kopcowanie dziala w miejscu.

18/20\16 /1;\ //x16 — 14/18\16

— B+ 16
/ N\ /0 / /
14 12 14 20 14 20 12 20

Rys. 3. Schemat dzialania deletemax dla a = (20, 18, 16, 14, 12)
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Poza samym zaprezentowanym (do$¢ szybkim i eleganckim) algorytmem
chciatbym zwroécié uwage Czytelnika na pewna idee, ktora za nim stoi. Mysle tu
o idei abstrakcyjnych struktur danych. Przyktadem takiej struktury jest wtasnie
kopiec. Z lotu ptaka o kopcu (tablicy kopcowej) mozna mysle¢ jak o takim
wirtualnym czarnym pudetku, o zawartosci ktérego wcale nie musimy zbyt wiele
wiedzie¢. Pomyslmy o sytuacji, w ktorej nie chcialo nam sie¢ analizowaé dziatania
procedur insert oraz deletemax. Wiemy tylko, ze pierwsza z nich doklada
element do czarnego pudetka, a druga — wyciaga najwiekszy. Dodatkowo
poinformowano nas, ze obie dzialaja szybko (w czasie proporcjonalnym do
logarytmu z liczby elementow w pudetku). To juz wystarczy do zrealizowania nie
tylko sortowania w czasie O(nlogn), ale i napisania np. programu do obstugi
harmonogramu zadan, w ktérym nieustannie pojawiaja sie nowe pozycje,

z réznymi priorytetami, a komputer decyduje, czym si¢ w danej chwili zaja¢. Takie
myslenie (zapominamy o wnetrzu struktury danych i tylko patrzymy na jej
funkcjonalnos¢) nazywamy abstrahowaniem i ono jest absolutnie sola calej
algorytmiki. Nie bez powodu wiekszos¢ kurséw i podrecznikow algorytmiki nosi
tytul ,Algorytmy i struktury danych”.

Swiat abstrakcyjnych struktur danych to nie tylko kopce, ale i stosy, drzewa
czerwono-czarne, kolejki czy miotly. Piekne nie tylko z nazwy, ale i dzieki
pomystowym implementacjom.

procedure sort ; procedure deletemax;
var j integer; var k, p, r integer;
begin begin
m :— 1; r := afm];
for j := 2 to n do insert(a[j]); {faza 1} alm|] := a[l];
for j := n downto 2 do deletemax; {faza 2} all] := r;
end; m:= m — 1;
k = 1;
while (k <= m div 2) do
procedure insert(v: integer); begin
var k, p integer; p = 2 % k;
begin if (p < m) then
m o= m 4 1 if a[p] < a[p + 1] then p := p + 1;
alm] = v; if r >= a[p]| then break;
k := m div 2; alk] = a[p];
P k = p;
while (k > 0) and (alk] < v) do end;
begin alk|] = r;
alp|] = alk]; end ;
p = k;
k := k div 2;
alp] = v;
end;
end;

@
WS

Dziwna liczba gwiazdek foremnych

Gwiazdka foremna to lamana zamknieta, wpisana w okrag i zlozona z jednakowej
dtugosci cieciw, ale niebedaca wielokatem foremnym. Nie trzeba dlugo sie
zastanawiac¢, by stwierdzié¢, ze odcinki takich lamanych musza sie przecinaé.

Kazdy tatwo sprawdzi, ze obok narysowane sa wszystkie gwiazdki majace nie
wiecej niz 8 wierzcholtkow.

Jesli lista wszystkich dzielnikow pierwszych liczby n to p1, pa,. .., pr (uwaga, na
liscie nie ma powtorzen, np. 64 ma liste zlozona z jednej liczby), to liczba
gwiazdek foremnych majacych n wierzchotkéw dana jest wzorem

) () (9
2 D1 D2 Dk ’

Ale dlaczego akurat tyle?
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Cudowne leki, czyli
czy przegramy te wojne?

Na spotkaniu rodzinnym zebrato si¢ nam na wspominki dawnych lat. Jeden pan,
krzepko sie trzymajacy, pamietal, jak w korcu lat 40. grozita mu amputacja nogi,
a lekarz prowadzacy powiedziat ojcu, ze jedynym ratunkiem jest penicylina, ktorej
szpital nie ma i sprowadzi¢ nie ma jak. Ojciec ,stanal na glowie” i wysuptatl
wszystkie oszczednosci — méj powinowaty chodzi dzi§ na obu nogach. Sama
pamietam beznadziejna perspektywe mojego chlopaka, ktéry potem stal sie moim
mezem: gruzlice, na ktora zapisywano jedynie pobyt wieloletni w Zakopanem
(Davos w gre nie wchodzito). Moja mama ,staneta na gtowie”, uruchomita
wszystkie znajomosci ojca i pojawila sie streptomycyna i PAS. Potencjalny
narzeczony corki wyzdrowial raz na zawsze.

Oto wladnie wrocitam z wykladu poswieconego pamieci Profesora Wiadystawa
Kunickiego-Goldfingera (100-lecie urodzin). Zadziwiajaca biografia ptynaca przez
Krakow, Lwow, okolice Archangielska, armie Andersa, po wojnie Lublin, Wroctaw
i Warszawe. W czasie tej tutaczki i osiadania we w miare normalnym zyciu,
Profesor zdazyl zalozy¢ trzy katedry mikrobiologii, za kazdym razem w danej
uczelni po raz pierwszy. Ale powstrzymam sie od dalszej relacji, godnej powiesci
i filmow, zeby zatrzymac si¢ na wyktadzie Profesor Walerii Hryniewicz, Dyrektor
Narodowego Instytutu Lekow, poswieconego sytuacji leczenia antybiotykami dzis,
na $wiecie i w Polsce. Nikt tak jak Pani profesor na tych problemach si¢ nie zna.
Jest najbardziej wiarygodnym postaricem zltej wiadomosci.

Mikroby dziataja szybciej niz ludzie-badacze w laboratoriach chemicznych,
farmaceutycznych, mikrobiologicznych. Czas generacji bakterii to okoto godziny
(zalezy ktorej i jak dobrze jej sie zyje), czas generacji leku dzi$ to przynajmniej
10 lat, wlaczajac wszystkie testy bezpieczenistwa. No i cena uzyskania nowego leku,
ktora ros$nie szybciej, niz dziela sie bakterie. I jeszcze gorzej: pojawiajace sie

w hodowli czy w organizmie chorego mutanty bakterii (moze by¢ ich nawet jeden
na milion) mnoza sie tak samo szybko jak wyjsciowy szczep, ale w warunkach im
sprzyjajacych w ciagu kilku dni opanowuja cala hodowle. W dodatku w ostatnich
latach odkrylismy dzieki badaniom genomowym wiele cech, o ktére bakterii nie
podejrzewalismy (przypomina to stwierdzenia fizykow, ktorzy w koncu XIX wieku
uznawali, ze w nauce wszystko, co bylto do odkrycia, juz zostato odkryte). Otoz
bakterie przekazuja sobie fragmenty DNA rowniez horyzontalnie (od osobnika do
osobnika, nie do potomka) nie tylko wewnatrz gatunku (tak myslano do niedawna),
ale takze miedzygatunkowo. Te procesy sa fizjologicznie rézne, bardzo wymyslne
(jakby bakterie myslaly) i nazwano je transformacja, koniugacja, rekombinacja,
przekazywaniem plazmidéw, transpozonow i tak dalej. Jezeli w przekazywanym
fragmencie znajduja sie geny nadajace bakterii ceche opornosci na antybiotyk, to
cecha ta rozprzestrzenia si¢ w hodowli z szybkoscia blyskawicy. A jakze wspaniate
warunki do takiego rozprzestrzeniania istnieja w ludzkich zbiorowiskach,

w szczegdlnosci w zbiorowiskach ostabionych fizjologicznie ludzi — czyli

w szpitalach. Mechanizmy opornosci bywaja rézne, ale najczesciej jest to
wytworzenie biatka enzymatycznego, ktore rozktada dany antybiotyk. Piekielny
pomyst rodem z najgtebszych zasoboéw ewolucji, matki przypadku i selekcji.

Te same bakterie moga nies¢ geny opornosci na wiele réznych antybiotykow; czy
musze ttumaczy¢, jak bardzo utrudnia to, wrecz uniemozliwia skuteczne leczenie?
Antybiotyki nazwano w swoim czasie ,lekami czyniacymi cuda”. Dzi§ najwieksi
specjalisci w tej dziedzinie ostrzegaja: zjawisko opornosci na antybiotyki jest
grozniejsze niz terroryzm i globalne ocieplenie. Twierdza, ze wiek XXI bedzie era
post-antybiotykowa, stanowiaca realne zagrozenie dla ludzkosci.

Profesor Hryniewicz pokazala wiele wykresow, tabel, statystyk, nazywala coraz to
grozniejszymi skrotami bakterie niosace $mieré, a oporne na wszystkie leki. Starata
sie znalez¢ cienie optymizmu (wszak jesteSmy stworzeniami myslacymi) zaréwno co
do profilaktyki, jak i terapii. Usitowalam ten cienn optymizmu w sobie wzmocni¢
i dosztam do wniosku, ze najlepiej jest by¢ mlodym, picknym, bogatym
i ZDROWYM!

Magdalena FIKUS
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Zaskakujacy metan

Metan ma kolosalne znaczenie. Jest nie tylko jednym

z podstawowych paliw kopalnych, jednym z gléwnych
gazOw cieplarnianych, ale réwniez jednym z najbardziej
efektywnych mediéw odnawialnych.

Chodzacymi zrodtami metanu kiedy$ byty dinozaury,
obecnie zastapione przez np. krowy, ludzi czy termity.
Sama produkcja zajmowaly sie i zajmuja metanogeny
(zaliczane do archeonow) zamieszkujace uktady trawienne
tych zwierzat oraz bagna, oczyszczalnie Sciekow itp. Sa
beztlenowe, a metan jest produktem ich oddychania:
CO3 + 4Hy — CHy4 + 2H50. Reakcja ta jednak, jak
wszystkie reakcje oddychania, nie zachodzi samoistnie,
lecz jest katalizowana poprzez odpowiednie enzymy.

Koncowy etap tancucha reakcji wyglada tak, ze grupa
metylowa (—CHjz) dostarczana jest przez metylo-koenzym
M: CH3—S—CH;—CH3—S0O3 ) doktadnie w miejsce, gdzie
we wlasciwym enzymie znajduje sie atom niklu.
Katalizuje on jej potaczenie z ostatnim atomem wodoru
(dostarczanym przez koenzym B), ktorego brakuje do
utworzenia czasteczki metanu (CHy).

Nad tym, w jaki sposob to polaczenie si¢ dokonuje,
zastanawiano sie od kilkudziesieciu lat. Wygladato na to,
ze reakcja zachodzi zbyt szybko, zeby mozna byto
rozpoznaé, jaka droga zachodzi.

Dominowal poglad, ze na moment grupa metylowa jest
doltaczana do atomu niklu. Wedlug alternatywnej
koncepcji koenzym M zamiast dostarczy¢ atomowi niklu
grupe metylowa, dokuje drugim koncem (tym sulfonowym:
—S03 ), uwalniajac rodnik metylowy, ktory juz
bezposrednio odbiera atom wodoru od koenzymu B. Ta
druga mozliwos¢ byta mniej popularna, bo rodnik
metylowy potrafi narobi¢ nieztego bataganu, szukajac
partnera dla swojego niesparowanego elektronu —
wydawalo sie, ze natura nie poszta na az taki hazard.

W ostatnio opublikowanej pracy [1] udato sie to sprawdzic.

Po pierwsze, spowolniono reakcje o trzy rzedy wielkosci.
Nastepnie, za pomoca spektroskopii elektronowego
rezonansu paramagnetycznego sprawdzono, ze posredni

stan Ni(III) potaczonego z grupa metylowa nie wystepuje.

Natomiast za pomoca magnetycznego dichroizmu
kolowego udato sie stwierdzi¢ wystepowanie potaczenia
Ni(IT) z koenzymem M, co ostatecznie przesadzito

o wykorzystywaniu przez nature rodnika metylowego
w omawianej reakcji.

Reakcja z rodnikiem metylowym w stanie przej$ciowym
zostala rowniez wymodelowana komputerowo. Okazalo sie,
ze jest ona bardzo optacalna energetycznie.

Poniewaz reakcja ta nie powoduje dewastacji archeonu, to
znaczy, ze zachodzi niezwykle precyzyjnie. Zartoczny
rodnik musi od razu trafi¢ na wtasciwa ofiare —

koenzym B.

Poniewaz omawiana reakcja katalityczna moze zachodzié
w obie strony, to zrozumienie stojacego za nia
mechanizmu otwiera droge do poszukiwania efektywnych
schematow przeobrazania metanu.

21

Fotoprodukcja nadtlenku wodoru
z wody morskiej

Metan jest, na poziomie atomowym, najefektywniejszym
sposobem przechowywania wodoru. Niestety, jego spalanie
uwalnia jedna czasteczke dwutlenku wegla na dwie
czasteczki wody. Dlatego czysty wodor jawi sie jako
najczystsze paliwo. Niestety, ani nie jest tak tatwo je

w sposob ekonomicznie oplacalny otrzymywaé, ani (tym
bardziej) przechowywa¢. Dlatego nadtlenek wodoru jest
rozpatrywany jako alternatywne fotosyntetyzowalne
paliwo dla ogniw paliwowych. Gestosé energii
szescdziesiecioprocentowego wodnego roztworu HoOo
wynosi 3,0 MJ/dm3, co jest poréwnywalne ze sprezonym
(35 MPa) wodorem (2,8 MJ/dm?). Niestety,
syntetyzowanie nadtlenku wodoru okazuje sie¢ nie takie
proste.

Ostatnio jednak ukazala si¢ praca [2]|, ktora daje nadzieje
na efektywne fotokatalizowanie tego paliwa z najbardziej
obfitego zrodta, jakim jest morska woda. Reakcja
utleniania wody morskiej potaczona z redukcja
czasteczkowego tlenu zachodzila w fotokomorce

z fotoanoda z mezoporowatego tlenku wolframu (m-WO3)
oraz katoda z porfiny (Cy0H14Ny4) z kobaltem(II)

w srodku. Wyrazny wzrost efektywnosci reakcji z uzyciem
wody morskiej w poréwnaniu ze zwykla woda, zostat
przypisany jonom chloru.

Ostatecznie uzyskano efektywnosé konwersji energii
stonecznej na elektryczng na poziomie 0,28%
(fotokatalityczna produkecja nadtlenku wodoru miata
efektywnosé 0,55%, a ogniwo paliwowe nim zasilane —
50%). Cho¢ caltkowita efektywnosé jest lepsza niz
popularnych Zrédel biopaliw (np. dla prosa rozgowego
efektywnosé ta wynosi 0,2%), to jest nadal wyraznie
nizsza niz konwencjonalnych fotoogniw. Przewaga polega
na mozliwosci magazynowania syntetyzowanego nadtlenku
wodoru.

Autorzy artykutu [2]| obiecuja pracowaé¢ nad opracowaniem
niskokosztowej wielkoskalowej metody produkcji. Maja
nadzieje na poprawienie efektywnosci przez uzycie jeszcze
bardziej zaawansowanych metod produkcji fotoelektrod,
cho¢ juz teraz uzywali np. nanorurek weglowych.

Nie wiadomo, czy w przysztosci przemyst perhydrolowy
ma szanse wyprzeé¢ petrochemiczny, ale perspektywa jest
ciekawa.

Piotr ZALEWSKI

[1] T. Wongnate, D. Sliwa, B. Ginovska, D. Smith, M.W. Wolf,

N. Lehnert, S. Raugei oraz S.W. Ragsdale: The radical mechanism of
biological methane synthesis by methyl-coenzyme M reductase, Science
352 (2016) 953, D0I:10.1126/science.aaf0616;

Chemists settle longstanding debate on how methane is made
biologically, ScienceDaily, 21/05/2016,
www.sciencedaily.com/releases/2016/05/160521071203 . htm

2] K. Mase, M. Yoneda, Y. Yamada oraz S. Fukuzumi: Seawater usable
for production and consumption of hydrogen perozide as a solar fuel,
Nature Communications 7:11470; DOI: 10.1038/ncomms11470
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Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
711 (WT =2,07) i 712 (WT = 1,37)
z numeru 12/2015

Stanistaw Bednarek bodz 43,35
Grzegorz Karpowicz ~ Wroclaw 42,77
Janusz Fiett Warszawa 41,04
Marek Gatecki USA 37,76
Jedrzej Garnek Poznan 37,64
Pawetl Kubit Krakow 37,54

Franciszek S. Sikorski Warszawa 36,09

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skroéot regulaminu

Kazdy moze nadsylaé¢ rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwiazania czterech, trzech, dwoéch

lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1
z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspotczynnik trudnosci danego zadania:

WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sumg ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktore
nadeslaly rozwiagzanie choé¢by jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— 1 tyle punktow otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktorejkolwiek z dwoch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktow
jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegdéltowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Rozwiagzania zadan z matematyki z numeru 3/2016
Redaguje Marcin E. KUCZMA

Przypominamy tresé zadan:

717. Dany jest trojkat ABC, w ktorym |<BCA| =2 - |xCAB|. Odcinek CD (o koricu D € AB) jest
dwusieczng kata BCA. Punkt S jest srodkiem okregu, stycznego zewngtrznie do okregdédw opisanych
na trojkatach ACD i BCD oraz stycznego do potprostej C A~ . Udowodnié, ze proste AB i CS sa
prostopadte.

718. Dowies¢, ze dla dowolnych dodatnich liczb catkowitych a, b, ¢, d zachodzi rownosé

a-b-c-d (a,b,c) - (a,b,d) - (a,c,d) - (b,c,d)

(@bcd) (@0) (@0 (@d) (6,0 bd-(cd

Nawias kwadratowy oznacza najmniejszg wspo6lng wielokrotnosé, zas nawias okragly — najwickszy
wsp6lny dzielnik liczb ujetych w 6w nawias.

717. Niech a = |%CAD| = |xACD| = |xBCD)|. Duzy okrag o srodku S, ktorego
dotyczy zadanie, oznaczmy symbolem k;. Okregi opisane na trojkatach AC'D

i BC'D oznaczmy przez ko i k3. Niech C'E bedzie cieciwa okregu ko, rownolegta
do DA (zatem |[XACE| = «), i niech k bedzie okregiem o srodku C, stycznym do
prostej AB w punkcie T'. Skoro CT 1 AB, teza zadania sprowadza sie do
wykazania, ze punkt S lezy na prostej CT'.

la,b,c,d] =

S

Rozwazmy inwersje wzgledem okregu k. Kazda z potprostych CE~, CA™, CD7,
CT—, CB™ (bez punktu C) jest odwzorowywana na sama, siebie. Prosta AB
przechodzi na okrag ko o $rednicy CT (punkt 7" nie zmienia polozenia). Obrazami
punktow A, D, B sg punkty A’, D', B’, w ktorych potproste CA™, CD~, CB™
przecinaja okrag ko. Okregi ks 1 k3 (bez punktu C, ktory jest srodkiem inwersji)
zostaja przeksztalcone na proste A’D’ oraz D'B’. Obrazem okregu ky jest

okrag ki, styczny do prostych CA’, A’D’' i D'B’.

Prosta C'E’ jest styczna do okregu ko, wiec |XA'D'C| = |xA'CE'| = |XACE| = a.
Takze | A'CD’'| = |xACD| = « oraz |« D'CB’| = |¥*DCB| = «. Zatem cieciwy
CA', A’D’, D'B’ okregu ky sa jednakowej dtugosci. Okrag K/, styczny do tych
trzech cieciw, jest wobec tego wspotsrodkowy z okregiem kg. Prosta CT jest wiec
osia symetrii okregu k.

Stad wynika, ze ta sama prosta C'T' jest tez osia symetrii okregu ky — przechodzi
zatem przez jego srodek, czyli punkt S — a to wtasnie mieliSmy wykazac.
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718. Prawa strona podanej rownosci ma postac ilorazu K/M (licznik K to iloczyn
o$miu czynnikéw, mianownik M to iloczyn siedmiu czynnikéw). Lewa strona to
L = [a,b,c,d]. Wystarczy pokaza¢, ze dowolna liczba pierwsza wchodzi do
rozkladow liczb K oraz LM w jednakowej potedze (by¢ moze zerowej).

Ustalmy wiec liczbe pierwsza p i przyjmijmy, ze liczby a, b, ¢, d, K, L, M sa
podzielne odpowiednio przez p®, p?, p7, p°, p*, p*, p*, ale nie przez p*+*, pP*1,
Pt pO T prtl pAL pr L Wowezas
kK=a+B+y+06+
+ min{a, 8,7} + min{a, 8,0} + min{a, v, 6} + min{f,~, 4},
p = min{a, 8,7,0} +
+ min{e, 8} + min{a, v} + min{«, 0} + min{3, v} + min{B, 6} + min{~y,d},
A =max{«q, 3,7,0}.
Nalezy wykazaé, ze k= A+ pu.

Wobec symetrii rozwazanych wyrazen (wzgledem permutacji a, b, ¢, d) nie tracimy
ogolnosci zakladajac, ze o > 8 > v > 6. Napisane réwnosci uzyskuja postac
k=a+f+y+d+y+5+6+6,
pW=0+B+v+06+v+d+0,
A= q;

teza (k= A+ p) gotowa.

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 3/2016
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

Przypominamy tresé zadan:

614. Znalez¢ ilo$¢ ciepla, jaka wydzieli sie na kazdym z opornikéw po zamknieciu klucza. Jeden
z kondensatorow natadowany byt poczatkowo do napiecia U, drugi nie byt natadowany. Pojemnosci
kondensatoréw sa jednakowe i réwne ¢, wartosci oporéw wynosza Rii Ra.

615. Stosunek liczby zwojéw w uzwojeniu wtérnym transformatora do liczby zwojow w uzwojeniu
pierwotnym wynosi n = 2. Gdy do uzwojenia pierwotnego przylozono napigcie przemienne
o amplitudzie U; = 100V, amplituda napiecia na otwartym uzwojeniu wtéornym wynosita Uy = 197V,
Jaka bedzie amplituda napiecia na otwartym uzwojeniu wtornym, gdy rdzen transformatora
zastapimy rdzeniem o tych samych wymiarach, ale wykonanym z materialu o przenikalnosci
magnetycznej k = 10razy mniejszej niz w pierwszym przypadku? Rozpraszanie strumienia
magnetycznego oraz straty w rdzeniu mozemy zaniedbad.
614. Przed zamknieciem klucza energia natadowanego kondensatora wynosi
W1 = cU?/2 , a jego tadunek jest réwny ¢ = cU. Po zamknieciu klucza napiecie na
rownolegle poltaczonych kondensatorach ma wartosé Us = ¢/(2¢) = U/2. Energia
uktadu kondensatoréw wynosi Wo = cU?/4 i jest mniejsza od poczatkowej
o wielko$é |AW| = cU?/4 , réwna catkowitemu wydzielonemu cieptu Q. Natezenie
pradu plynacego przez oba oporniki podczas przeladowywania kondensatorow jest
w kazdej chwili jednakowe, zatem ciepto wydzielone na oporze R; dane jest
]%l‘CU'2
wzorem Q1 = R1Q/(R; + Ry). Ostatecznie Q; = ————
4(Ry + Ra)
615. Oznaczmy wspotczynnik samoindukeji uzwojenia pierwotnego w pierwszym
przypadku przez L, w drugim przez L’'. Wspolczynnik samoindukcji cewki jest
proporcjonalny do przenikalnosci magnetycznej rdzenia, stad L’ = L/k. Uzwojenie
mozemy traktowaé jako potaczenie szeregowe oporu czynnego R oraz indukcyjnego
Lw, gdzie w jest czestoscia napiecia zasilajacego. Amplituda napiecia na oporze
indukcyjnym wynosi Uy, = LwU; /v/ L?w? + R? . Poniewaz zakladamy, ze
strumienie pola magnetycznego przez uzwojenia pierwotne i wtorne sa jednakowe,
zachodzi zwiazek Uy = nUyp, stad (R/Lw)? = (nU;/Us)? — 1. Po zamianie rdzenia
amplituda napiecia na otwartym uzwojeniu wtérnym dana jest wzorem

U
U} = S Lt WS 100 V. Wida¢ stad, ze dla normalnej pracy transformatora

ER
L+ (52
konieczne jest, aby op6r czynny uzwojenia pierwotnego byl niewielki
w poréwnaniu z oporem indukcyjnym.
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Prosto z nieba: Dzet na dopingu

Astronomowie podgladajacy czarne dziury maja z nimi
zawsze ten sam problem — jak zbadaé¢ cos, co nie Swieci?
Na szczescie potezna grawitacja dziury przyciaga
otaczajaca materie, ktéra stopniowo rozgrzewa sie,
spadajac z dysku akrecyjnego. Polaczenie dysku

i centralnego masywnego zwartego obiektu jest dosé
czesto wystarczajace do powstania dzetu —
relatywistycznego wyplywu strugi materii oddalajacej sie
od czarnej dziury. W jaki sposob czarna dziura i dysk
rozpedzaja materie dzetu do predkosci bliskich predkosci
$wiatla, jest nie do korica jasne, dlatego kazde nowe
obserwacje tego fenomenu sa niezwykle cenne.

Niedawno dowiedzieli$my sie o odkryciu dzetu napedzanego
przez potezna, supermasywna czarng dziure odlegta od
Ziemi o ponad 10 miliardéw lat §wietlnych; w odkryciu brali

udzial polscy astronomowie z Uniwersytetu Jagielloriskiego.

Swiatlo, ktore zarejestrowalo obserwatorium kosmiczne
Chandra, zostalo wyemitowane w czasie, gdy Wszechswiat
byt pie¢ razy mtodszy niz obecnie. Dzet czarnej dziury,
oznaczonej numerem B3 07274409, ma dtugos$¢ co najmniej
300 tys. lat §wietlnych, a jego sktadowa rentgenowska jest
okoto 150 razy jasniejsza niz odpowiednia sktadowa dzetow
znajdujacych sie w naszej okolicy. Dlaczego tak jest?

Niebo w lipcu

4 VII, czyli w amerykanski Dzienn Niepodleglosci, Ziemia
znajdzie sie w aphelium, czyli w punkcie najwiekszego
oddalenia od swojej gwiazdy macierzystej (okoto

1,017 jednostki astronomicznej, czyli 152,1 mln km). Tej
samej nocy przypada lipcowy noéw Ksiezyca, natomiast
pelnia naszego naturalnego satelity bedzie miata miejsce
19 VII. Sympatykom obserwacji planet polecamy Jowisza,
ktory 9 VII znajdzie sie o stopienl na péinoc od Ksiezyca.
Zjawisko bedzie mozna podziwia¢ w godzinach
wieczornych, patrzac w kierunku zachodniego nieba;
Jowisza znajdziemy wtedy na tle gwiazdozbioru Lwa.
Natomiast w drugiej polowie miesigca (23 VII) Neptun
zblizy sie do Ksiezyca na stopieri od strony potudniowe;j.
Wystarczy popatrzeé¢ na gwiazdozbiér Wodnika, czyli

w kierunku potudniowo-wschodniego nieba.

Obserwatorom wyposazonym w male instrumenty
optyczne polecamy w lipcu kilka najjasniejszych planetek.
Planeta kartowata (1) Ceres osiagnie jasno$¢ maksymalna
wynoszaca okoto 7,5™ dopiero w pazdzierniku, kto jednak
lubi prowadzié¢ jej obserwacje w trakcie wakacji letnich,
moze jej szuka¢ w rejonie gwiazdozbioru Ryb. Jasnosé
Ceres w lipcu wynosi¢ bedzie 9. Warto pamietaé, ze Ceres,
ktora zostata odkryta w Nowy Rok 1 stycznia 1801 roku,
poczatkowo zaklasyfikowana zostata jako kolejna

planeta Ukladu Stonecznego. Obiekt ten, majacy prawie
1000 km $rednicy, znajduje sie w obszarze pasa planetoid
lezacego miedzy orbitami Marsa i Jowisza. W polowie
XIX wieku Ceres zostalta przeklasyfikowana na planetoide,
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Okazuje sie, ze dzet jest jasniejszy z powodu oddziatywania
7z fotonami reliktowego promieniowania tta, ktore

w momencie oddzialywania (2,7 miliarda lat po Wielkim
Wybuchu) byty znaczaco bardziej energetyczne niz teraz.
Rozpedzone do relatywistycznych predkosci elektrony
dzetu, zderzajac sie z fotonami tta, przesuwaja ich
energie do wartosci rentgenowskich w odwrotnym procesie
Comptona. Z szacunkéw wynika, ze elektrony podrézuja
z predkoscia bliska predkosci §wiatta w praktycznie catej
dtugosci dzetu, czyli przez setki tysiecy lat swietlnych.
Uktad B3 07274409 jest réwniez ciekawy z tego powodu,
ze nie §wieci w promieniowaniu radiowym, jak to czyni
wiekszos¢ blizszych nam obiektow. Zostal on znaleziony
przez przypadek w danych z teleskopu Chandra, jest zatem
prawie pewne, ze podobnych przypadkéow jest wiecej.

Planowane systematyczne poszukiwania dzetow

z odleglych supermasywnych czarnych dziur umozliwia
lepsze przestudiowanie mechanizméw ich produkceji

we wczesniejszych etapach zycia Wszechswiata. Szczegoly
ich powstawania moga by¢ inne niz te proponowane

do tej pory dla dzetow znajdujacych si¢ blizej nas.

Michat BEJGER

a w roku 2006 na mocy decyzji Miedzynarodowej Unii
Astronomicznej stata sie, tak jak Pluton, planeta kartowata.

W trakcie lipcowych krotkich nocy dobrym celem
obserwacji bedzie znajdujaca sie w obszarze gwiazdozbioru
Koziorozca planetoida (349) Dembowska z jasnoscia
okoto 10™. Jej nazwa pochodzi od wloskiego astronoma
o polskim pochodzeniu Herkulesa Dembowskiego.
Planeta ma zenska nazwe, gdyz wtedy tylko takie

formy nazewnictwa byly przyjete do oznaczania nowych
matych planetek. W pierwszej potowie lipca warto takze
zwroci¢ uwage na planetoide (8) Flora, ktora z taka sama
jasno$cia jak Dembowska bedzie mozliwa do odnalezienia
na tle gwiazdozbioru Weza. Pod koniec miesiaca

mozna prowadzi¢ takze obserwacje (2) Pallas, ktora

29 VII osiagnie jasnosé¢ 9,4™ i znalez¢ ja bedzie mozna

w okolicach stabo widocznego gwiazdozbioru Zrebiecia.

W lipcu warto zwrocié uwage na doniesienia dotyczace
Juno, bedacej bezzalogowa sonda kosmiczna NASA, ktorej
zadaniem jest badanie Jowisza. Sonda ta wystrzelona
zostala 5 sierpnia 2011 roku, a 5 lipca wejdzie na orbite
Jowisza. Jej polozenie oraz informacje dotyczace misji
warto sledzi¢ na stronie NASA. Juno w ramach swojej
misji wykona 33 loty wokot planety w ciagu roku, z ktérych
kazdy bedzie trwal 11 dni. Koniec misji zapowiada

sie spektakularnie: sonda sptonie w atmosferze Jowisza.

Karolina BAKOWSKA
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Czy aby na pewno?

Joanna JASZUNSKA

Na pierwszym etapie XI Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow pojawilo sie
nastepujace pytanie, na ktore tylko 24% uczestnikow odpowiedzialo poprawnie:

1. Trojkat T rozcieto wzdtuz odcinka na dwa trojkaty 17 1 Ts, a trojkat S
— na trojkaty S1 i So. Okazalo sie, ze trojkat T jest przystajacy do trojkata St,

a trojkat Tb jest przystajacy do trojkata S;. Czy wynika z tego, ze trojkaty 71 S

sg przystajace?

Oto jeszcze kilka zadan typu czy wynika to, co zdaje sie,
ze wynika¢ musi?

2. Dane sa trojkaty ABC i PQR, przy czym AB = PQ),
BC = QR oraz ¥ BAC = ¥xQPR. Czy wynika z tego, ze
trojkaty te sa przystajace?

3. Trojkaty ABC' i PQR maja réwne pola oraz

AB = PQ i BC = QR. Czy wynika z tego, ze trojkaty te
sg przystajace?

4. Czworokaty wypuklte ABC'D i PQRS maja rowne
pola oraz AB = PQ, BC = QR, CD = RS i DA=SP.
Czy wynika z tego, ze czworokaty te sa przystajace?

5. Przekatna pewnego czworokata wypuklego dzieli go
na dwa trojkaty rownoramienne. Czy wynika z tego, ze
czworokat ten jest deltoidem lub rownolegtobokiem?

6. Pewien sze$ciokat wypukly ma wszystkie katy
rowne 120°. Czy wynika z tego, ze jest on foremny?

7. Punkt P lezy wewnatrz trojkata ostrokatnego ABC
oraz XAPB = 2xACB. Czy wynika z tego, ze P jest
srodkiem okregu opisanego na trojkacie ABC?

8. Pewna Sciana wielo$cianu ma n bokéw. Czy wynika
z tego, ze $ciana ta graniczy z n innymi Scianami tego
wieloscianu?

9. Dwie sposrod $cian pewnego wieloscianu sg
przystajacymi wielokatami potozonymi w rownolegltych
plaszczyznach, przy czym jedna z nich mozna tak
przesunaé, by uzyska¢ druga. Wszystkie pozostale $ciany
tego wieloscianu sa réwnolegtobokami. Czy wynika

z tego, ze rozwazany wieloscian jest graniastoshupem?

Rozwigzania

Odpowiedzi na wszystkie pytania czy wynika z tego, Ze...? sg negatywne.
Stosowne kontrprzykltady pokazano na ponizszych rysunkach, podanych

w przypadkowej kolejnosci. Czytelnik Domyslny na pewno tatwo przyporzadkuje
rysunki do zadan i uzupelni brakujace szczegoly rozumowan.
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