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Historia zegaréw to historia wielkich
odkryé¢. Juz w XVII wieku, synchronizujac
zegar wahadlowy z ,zegarem” opartym
na obserwacjach astronomicznych,

Ole Rgmer stwierdzil, ze $wiatlo ma
skonczong predkosé. Réwniez

w laboratorium Rgmera, synchronizujac
rézne zegary wahadlowe, przekonano sig
o wplywie temperatury na dlugosé
ramienia wahadta, wprowadzono skale
temperatur i zbudowano termometry.
Kazda kolejna generacja zegaréw dawata
dostep do nowych efektow fizycznych.

Ziemia porusza si¢ wokél Stonca

po elipsie, a nie po okregu. Na dodatek o$
Ziemi jest nachylona wzgledem
plaszczyzny zawierajacej orbite Ziemi.

Te dwa fakty powoduja, ze czas trwania
doby zmienia si¢ w ciggu roku. Definiujac
sekunde jako utamek doby, odnoszono si¢
do ,recznie” zmierzonego czasu trwania
doby zmienionego o obliczone uprzednio
poprawki. Wielko$¢ poprawki zalezy

od daty, istnial wigc kalendarz poprawek.

*Centrum Fizyki Teoretycznej PAN

Co to jest sekunda i jak ja mierzymy
Krzysztof PAWELEOWSKI™

Czym jest sekunda? Dlaczego jej dtugoséé ciagle si¢ zmienia? Jak dziata zegar
atomowy? Dlaczego pojedynczy pomiar sekundy moze trwaé kilkanascie minut?
I dlaczego ostatecznie nigdy nie znamy aktualnego czasu?

Zacznijmy od tego, czym jest zegar. Sprawa wydaje si¢ prosta — w zegarach sa
mechanizmy, ktére dzialaja okresowo. Co sekunde system przekladni albo uklady
scalone aktualizuja czas. Przykladem moze byé wahadto: ramie wahadtla oscyluje,
porusza si¢ w gore i w dot, w gére i w dét, a po kazdym wahnigciu skomplikowany
mechanizm porusza ostatnim z két zebatych, do ktoérego przyczepione sa
wskazowki. Czy to jest zegar? Niekoniecznie — to tylko mechanizm, ktéry rusza
wskazéwkami. Od zegara wymagamy, zeby chodzil dobrze, czyli zeby przesuniecie
sekundowe wskazowki rzeczywiscie odbywato sie co sekunde. I tutaj pojawia sie
pytanie, czym w ogdle sekunda jest.

Definicje sekundy zmieniano juz wielokrotnie. Czesto definicje opieraly sie

na jakim$ zjawisku fizycznym, ktére mozna obserwowac z réznych czesci globu

i co do ktorego spodziewamy sie, ze zawsze trwa tyle samo czasu, ktéry na dodatek
mozna dokladnie zmierzy¢.

Dawna definicja sekundy oparta byta na czasie, jakiego potrzebuje Ziemia, aby
obrocié¢ sie wokot swojej osi, czyli na czasie trwania doby. Dokladniej, sekunda
nazwano 1/86400 ,$redniego czasu stonecznego”, czyli z grubsza sredniego czasu
trwania doby.

Mierzenie czasu w oparciu o te definicje odbywa sie z grubsza tak: mamy
urzadzenia, co do ktérych spodziewamy sie, ze stabilnie wybijaja takt, np. zegary
wahadlowe, zegary kwarcowe, itd. W chwili gdy zaczyna sie doba (poczatek doby
jest arbitralnie okreslony, np. przez pojawienie sie na horyzoncie jakiej$ odlegle;j
gwiazdy), patrzymy na wskazania naszych urzadzen i mierzymy, ile ,sekund” nasze
urzadzenie wskaze, gdy doba sie skonczy. Poréwnujemy wyniki tego pomiaru

z liczba 86400. Po wielu pomiarach moze si¢ okazaé, ze to, co nazywaliSmy
zegarem, nie dziala poprawnie. Na przyklad moze okazaé sig, ze nasze urzadzenie
moze ,wybija¢” wiecej lub mniej ,sekund” niz 86400 w ciagu doby, czyli ze nasze
urzadzenie nie jest dokladne. Moze si¢ zdarzy¢ rowniez, ze nawet jesli urzadzenie
srednio wskazalo 86400 sekund na dobe, to z bardzo duzym odchyleniem,

np. wéréd pomiaréw trwania doby mamy wyniki rézniace si¢ o dziesiatki sekund.
Wtedy méwimy o zegarze, ze jest niestabilny. Zauwazmy, ze zegar moze byé
niedokladny i stabilny jednoczesnie. Jesli zegar wskazuje rzeczywiscie 86400 sekund
na dobe i jest przy tym stabilny, to mozna juz go uzywaé. Pamietaé trzeba jednak,
zeby regularnie sprawdzaé jego stabilnosé i doktadnosé.

Podsumowujac: fizycy nazywaja zegarem urzadzenie, ktére nie tylko przestawia
wskazéwki na tarczy, ale jest regularnie kalibrowane, tzn. regularnie sprawdza sie,
ze sekunda, ktéra mierzy zegar, zgadza si¢ z definicja sekundy.

Obowigzujaca definicja sekundy. Okazatlo sie, ze definicja sekundy oparta

na czasie trwania doby jest niedoskonala. Chociazby z tego wzgledu, ze ruchy wody
na powierzchni Ziemi, np. ptywy, zmieniaja czas trwania doby w praktycznie
niemozliwy do przewidzenia sposéb. Wynikajace stad nieregularnosci sa mate, ale
zauwazalne. Powoduja, ze dtugosé sekundy mierzona w oparciu o dtugosé doby
zmienia sie co kilka lat o okoto 107 s. Ponadto pojawily sie pomysly, jak mierzyé
sekunde znacznie dokladniej. W 1967 roku ogloszono nowa definicje sekundy.

W przyjetym w polskim prawie brzmieniu

sekunda to czas rowny 9192631 770 okresom promieniowania
odpowiadajgcego przej$ciu miedzy dwoma poziomami struktury
nadsubtelnej stanu podstawowego atomu cezu 133.

Domyslam sie, ze definicja moze wydaé si¢ niejasna. Do jej zrozumienia wymagane
sg podstawy mechaniki kwantowej, w szczegdlnosci zas fakt, ze w uktadach
zwiazanych energia nie moze by¢ dowolna, moze przyjaé tylko pewne dyskretne
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Niektoére zegary drugiego rodzaju sa
znacznie dokladniejsze niz pierwszego,
zwlaszcza tzw. zegary optyczne, oparte
na takich poziomach, ktére absorbuja
$wiatto widzialne. Definicja sekundy

wkrotce prawdopodobnie ulegnie zmianie:

atom cezu zostanie zastgpiony innym.
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Graficzne przedstawienie stanéw
kwantowych dla uktadu o dwéch
poziomach. Atom w stanie (a)
(b) F = 4; (c) to przyklad réwnej
superpozycji F' = 3 oraz F = 4, (d) stan
zapoczatkowany w réwnej superpozycji

po czasie réwnym polowie okresu, (e) stan

F =3,

zapoczatkowany w réwnej superpozycji

po czasie réwnym jednej czwartej okresu.

wartosci. Te dozwolone wartosci energii nazywamy poziomami energetycznymi.
Ponad potowa przytoczonej definicji sekundy stuzy do jednoznacznego okreslenia,
o jaki uklad (atom cezu, izotop 133) i jakie jego poziomy (ze struktury
nadsubtelnej stanu podstawowego) chodzi. Z dobrym przyblizeniem energia
pozioméw energetycznych atoméw nie zalezy od tego, gdzie uklad sie znajduje, jest
wiec uniwersalna.

Kazdemu poziomowi energetycznemu odpowiada jakis stan kwantowy, nazywany
stanem stacjonarnym. Jezeli uklad jest w danym stanie, to ma energie
odpowiadajaca poziomowi energetycznemu. Znajac stan uktadu, mozna obliczy¢,
co si¢ w ukladzie tak naprawde dzieje. W duzym uproszczeniu — w stanie
podstawowym cezu elektrony sa najblizej jadra, jak tylko sie da. Struktura
nadsubtelna uwzglednia spin jadra atomu, ktéry mozna sobie wyobrazaé jako
swego rodzaju wirowanie. Poziomy energetyczne sktadajace si¢ na strukture
nadsubtelna to poziomy rézniace si¢ ustawieniem spinu jadra wzgledem elektronéw.

Roéznice miedzy niektérymi poziomami tatwo obserwowaé, bo przektadaja sie¢ na
czestotliwo$é Swiatta, jakie dany atom moze pochtonaé lub wyswiecié, przeskakujac
pomiedzy tymi poziomami. Stad w definicji mowa o $wietle. Czemu wybrano cez?
Céz, ten atom w czasach tworzenia definicji byt popularny, miat dogodna strukture
pozioméw energetycznych, istnialy tez rozwinigte metody manipulowania cezem.
Obecnie oprécz cezu uzywa si¢ innych atoméw, np. rubidu, iterbu czy strontu.
Zegary oparte na innych pierwiastkach i molekutach, a dopuszczone przez
Miedzynarodowe Biuro Miar i Wag, to tzw. zegary drugiego rodzaju.

Praktyczne wykorzystanie definicji. Do zrozumienia, jak rzeczywiscie
mierzona jest sekunda, potrzebny jest dalszy krétki kurs mechaniki kwantowej.
Definicja méowi tylko o dwoch poziomach energetycznych. Wykorzystywane stany
oznacza sie zmienng F', ktora tutaj moze przyjaé¢ wartosci 3 lub 4. Jesli atom jest
w stanie F' = 4, to jego energia E4 jest minimalnie wicksza niz energia stanu

F = 3, oznaczona E3. Mechanika kwantowa dopuszcza jednak stany ,,posrednie”,
tzn. atom moze by¢ w superpozycji stanéw F = 3 oraz F' = 4. Jedli atom jest

w stanie superpozycji, to mierzac jego energie, zmierzymy albo Fs3, albo F4 — wynik
bedzie losowy. Przygotowujac ten sam stan superpozycji wielokrotnie, mierzac

za kazdym razem energie i uéredniajac wyniki, otrzymamy liczbe miedzy F3 a Ej.

Takie uktady, z dwoma poziomami energetycznymi, nazywamy kubitem.

W rzeczywistosci kazdy atom, réwniez cez, ma mnéstwo innych pozioméw, ale
fizycy z dobrym przyblizeniem moga je odizolowaé. Definicja opiera sie wlasnie

na takich poziomach, ze gdy atom jest na ktéryms z nich, to samoistnie nie wskoczy
na inny stan energetyczny spoza tych dwéch wyizolowanych. A jesli z jakich$
powodéw zmieni stan, to uzywajac innych wiazek laserowych i emisji spontanicznej,
tatwo go ,wepchnaé” z powrotem na jeden z dwoch stanéw z definicji.

Uktad o dwéch poziomach energetycznych mozna, na szczeécie, tatwo zilustrowad.
Ot6z kazdy stan w ukladzie o dwéch poziomach mozna jednoznacznie
reprezentowaé¢ za pomocg wektora o dtugosci 1. Zamiast pisaé formule okreslajaca
stan, rysuje sie najczesciej sfere jednostkows (tzw. sfere Blocha), zaznaczajac
strzatka punkt na sferze, tak jak na rysunku obok. Pozwala to tatwo, przynajmniej
w przypadku kubitéw, sprowadzi¢ mechanike kwantowa do geometrii. Uktad
odniesienia wybraliSmy tak, ze jesli atom jest w stanie F' = 3, to odpowiada mu
biegun potudniowy (rysunek (a)), jesli w stanie F' = 4, to biegun péinocny
(rysunek (b)). Wszystkie pozostale stany, stany superpozycji, leza w innych
miejscach sfery. Wsréd nich waznym stanem jest stan zaznaczony strzalka

na rysunku (c). Odpowiada on tzw. réwnej superpozycji stanéw F' =31 F = 4,
tzn. kazdy z poziomdw zostanie zmierzony z tym samym prawdopodobienstwem.
Stan ten jest wazny, bo, po pierwsze, tatwo go przygotowa¢ w doswiadczeniu,

po drugie, jest uzywany przy pomiarze czasu. Ten stan nie jest stanem
stacjonarnym, wiec gdy atom przygotujemy w tym stanie, to za chwile stan ten sie
zmieni. Dokladniej, dynamika takiego stanu wyglada tak, ze pozostaje on

na réwniku, ale okraza oé z z dokladnie taka czestoscia jak ta z definicji sekundy.
Jedli wiec przygotujemy stan z rysunku (c¢) i nic nie bedziemy z atomem robié, to
po czasie 1/9192631770 sekundy stan ukladu wréci do stanu z rysunku (c).
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Rozwigzanie zadania F 905.

‘W celu obliczenia energii kinetycznej
elektronu, niezaleznie od tego, czy mamy
do czynienia z przypadkiem
relatywistycznym, czy

nie relatywistycznym, musimy znac¢ jego
mase spoczynkowsa i predkosé¢ albo ped.
Aby znalezé ped elektronu, zapiszmy

II zasade¢ dynamiki dla ruchu elektronu
w polu magnetycznym. Poniewaz przy
ruchu elektronu w polu magnetycznym
dzialajaca na niego sita Lorentza jest
prostopadla do wektora predkosci v,
warto$¢ predkoéci nie zmienia si¢ i dla
rozwazanego przypadku mozna réwnanie
ruchu napisa¢ w postaci evB = mv?/r.
Stad ped jest réwny p = mv = eBr.
Nalezy teraz rozstrzygnaé, czy

w rozpatrywanym przypadku elektron
nalezy traktowadé jako czastke
relatywistyczng, od tego bowiem zalezy
relacja pomiedzy p i Ex. Podstawiajac
wartosci do wzoru na ped, dostajemy
p=32-10"%2 kg - m/s. Dla elektronu
moc = 2,73 - 10722 kg - m/s. Nie zachodzi
wigc relacja p < moc, co pozwolitoby
stosowaé ,zwykle”, nierelatywistyczne
wzory. Uzywajac wzoru relatywistycznego

Ey = me? — m,U(tz =

= mocz(('l/y/'l — B2 71),

gdzie B = v/c, dostajemy Fyx = 0,28 MeV.

O tym, jak przygotowaé stan wielu
atomow, by zwigkszy¢é dokladnosé
pomiaru, pisal w Delcie 5/2013
Jan Kotodynski.

Czas globalny jest ustalany na podstawie
wskazan kilkuset zegaréw atomowych.
Jesli ktory$ z zegaréw notorycznie ma
duze odchylenie od sredniego czasu,

w konicu spotyka go kara i przy kolejnych
obliczeniach $redniego czasu nadana mu
zostanie mniejsza waga niz pozostaltych
zegaréw. Czas globalny jest wynikiem
demokracji z wagami.

Doswiadczalnicy potrafiag manipulowaé na rézne sposoby takimi atomami, np. moga
wywotaé blyskawiczny obréot wokét osi y. W tym celu potrzebuja swiatta o czestosci
dopasowanej do réznicy energii miedzy poziomami F' = 3 i F' = 4. Zauwazmy, ze
stan z rysunku (c), po obrocie o 90° wokél osi y, bedzie lezal na biegunie
potnocnym, czyli atom bedzie w stanie F' = 4. Z kolei jesli pozwolimy stanowi

z rysunku (c) ewoluowaé najpierw przez polowe okresu, a dopiero potem wykonamy
obrét, to stan wpadnie na biegun potudniowy, czyli atom bedzie w stanie F' = 3.

W zegarach czeka sie przez czas réwny n + % okresu, gdzie n jest duzg liczba
naturalng, a nastepnie wykonuje si¢ impuls obracajacy wokot osi y i ostatecznie
mierzy sie, w jakim stanie jest atom. Stan powinien wtedy pozostaé¢ na réwniku,
czyli powinien byé ponownie w réwnej superpozycji (z nieistotna tutaj wzgledna
fazg miedzy stanami nadsubtelnymi). Pomiar da z réwnym prawdopodobiehstwem
F =3 1lub F = 4. W praktyce wykorzystuje si¢ dziesiatki tysiecy atomoéw naraz.
Wtedy powinno si¢ zmierzy¢, ze okoto polowy atoméw jest w stanie F' = 4.
Wtaénie taki pomiar jest sercem zegara atomowego. Jak widaé, calos¢ opiera si¢
na ewolucji, ktéra, notabene, czesto trwa znacznie krécej niz sekunde (to zalezy
od liczby n — czyli tego, ile pelnych okreséw mozna poczekaé przed impulsem
obracajacym woko! osi y). Zaraz po wytworzeniu stanu z rysunku (c) zaczyna sie
zliczaé takty tzw. lokalnego oscylatora, czyli urzadzenia, ktore niefizyk nazwalby
po prostu zegarem. To urzadzenie ma w sobie uktady elektryczne, w ktoérych
znajdujg sie krysztaly. Drgania tych krysztaléw, o okresach rzedu nawet
pikosekund, przektadaja sie na sygnaly elektryczne wewnatrz obwodow. Czestosé
drgan mozna dodatkowo zmieniaé. To urzadzenie ,kontaktuje” sie z satelitami, aby
uaktualniaé biezacy czas. W momencie kiedy lokalny oscylator, czyli np. drgajacy
krysztal w obwodzie elektrycznym, wykonal tyle taktéw, ze spodziewamy sie, iz
stan atomu cezu obrocil sie o jedna czwarta pelnego obrotu wokét osi z, nastepuje
strzal impulsem laserowym w atomy, ktéry powoduje obrét stanu cezu wokdt osi y.
Zgodnie z tym, co napisaliémy wyzej, oczekuje sie, ze w tym momencie polowa
atoméw bedzie w stanie F' = 4. Prawie nigdy nie jest to jednak dokladnie potowa
atoméw. Wtedy automatycznie, dzieki tzw. petli sprzezenia zwrotnego, czestosé
drgan krysztalu jest odpowiednio korygowana. To wplywa z kolei na czestoéé
Swiatta uzywanego do wykonywania obrotéw wokot osi y. Przez szereg sprzezen
dazy sie do tego, zeby czesto$é drgan lokalnego oscylatora byta najczesciej, jak to
mozliwe, dopasowywana do czestosci wzorcowej okreslonej w definicji sekundy.

Caly eksperyment jest w istocie do$¢ skomplikowany i samo przygotowanie atomow
w stanie z rysunku (c¢) moze trwaé kilkanadcie minut. Najwiecej czasu potrzeba

na schlodzenie atoméw do takich temperatur, zeby mozna byto zaniedba¢ ich ruch
i skupi¢ sie tylko na ich stanach wewnetrznych, F' =31 F = 4.

Obecnie w pomiarach wykorzystuje sie chmury gazu, w ktérych kazdy atom jest
przygotowany w stanie z rysunku (c). Okazuje sie, ze jesli przygotowaé cala chmure
N atoméw tak, ze stany atoméw sa ze soba skorelowane, np. stan superpozycji:
(wszystkie atomy w stanie F' = 3) + (wszystkie atomy w stanie F' = 4), to
doktadno$é mozna poprawié /N razy, zblizajac sie do fundamentalnych ograniczen
wynikajacych z zasady nieoznaczonosci Heisenberga.

Gdy wreszcie jesteSmy pewni, ze zegar dziala poprawnie, mozna go uzy¢ do pomiaru
sekundy. Zawsze jednak pomiar jest obarczony niepewnoscia. Zeby uzgodnié, ile
sekunda trwa, wyniki z najwazniejszych zegaréw atomowych sa wysyltane do satelity,
na ktérym dochodzi do usredniania wskazan z réznych laboratoriéw. Nowg,
sekunde wykorzystuje sie przez pewien czas do aktualizowania czasu globalnego.
Notabene, robi sie to wstecz, zeby obliczy¢, jaki byl czas kilka dni wczesniej.

Okazuje sie, ze czas globalny, bazujacy na zegarach atomowych, rézni sie od
wskazan starszych typow zegaréw, opartych na obrocie Ziemi. Chcemy, zeby te dwa
typy zegardéw tez bylty dos¢ zgodne, bo o ile ,,czas atomowy” jest doktadniejszy,

o tyle ,ziemski” jest bardziej naturalny. Co kilka lat synchronizuje si¢ oba systemy
pomiaru czasu przez dodanie sekundy przestepnej do zegara atomowego. Dokladnie
tak, jak dodaje si¢ czasami dzien przestepny, 29 lutego. W ten sposéb unikamy
tego, ze za kilkaset lat nasz zegarek zsynchronizowany z zegarem atomowym
wskaze poéinoc, mimo ze Stonce bedzie wysoko na niebie, jako ze na zegarze
ziemskim byloby potudnie.
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Delta i fizyka czastek elementarnych (VI):
Od LEP-u do LHC: fizyka zapachu i naruszenie CP

Czysta chromodynamika przewiduje (jak
si¢ przyjmuje, bo obliczy¢ tego si¢ jeszcze
nie daje) istnienie dwéch czastek,

K° (= ds) i K° (= ds), o takich samych
masach i dziwnos$ciach +1 i —1. Dziwno$é
nie jest jednak zachowywana przez
oddzialywania stabe, co powoduje, ze

fizycznymi czastkami sa nie K° i KO,
lecz ich pewne mieszanki Ky i Kg —
dtugo- i krétkozyciowe neutralne kaony.
Gdyby pomingé tamanie CP, tymi
fizycznymi mezonami bylyby czastki

o dobrze okreslonych wartosciach CP.
Przy zamianie czastek na antyczastki

i odwrotnie kombinacja

1 —
Ky = —(K° + K9) zmienia znak, ma
2

wiec CP = —1, za$§ kombinacja
Ky = i(I(0 — KO) pozostaje
V2

niezmieniona, ma wigc CP = +1. Na dwa
mezony 7, ktére razem maja CP = +1,
moglby sie wiec rozpadaé tylko K, a Ko
— tylko na trzy mezony 7 majace

CP = —1 i znacznie mniejszg objetoséé
dostepnej przestrzeni fazowej stanu
trzech m tlumaczy wtedy (zob.

odcinek I), dlaczego K» zyje duzo dluzej
niz K. Lamanie CP komplikuje
powyzszg analize: K o Ko + eKyq,

Ks «x K1 —eKa, gdzie € jest liczba
zespolonag o malym module. Sa wéwczas
mozliwe dwa sposoby zajscia
niezachowujacego CP rozpadu

mezonu K na dwa mezony m: albo
rozpadowi moze ulec sktadowa Ki
mezonu K, (ten efekt mierzy

parametr €), albo na dwa mezony
rozpas¢ si¢ moze bezposdrednio

sktadowa K> (ten efekt jest mierzony
parametrem ¢’).

d W s d u,c,t s
u,c,t u, c,t W% %W
s W 4 s u,ct g

Diagramy Modelu Standardowego
odpowiedzialne za mieszanie K — KO,
Warto$é otrzymywanej z nich amplitudy
silnie redukuje opisany w odcinku IIT
mechanizm GIM. Podobny jest
mechanizm mieszania mezonéw D° — DO
i B — BO. W tym ostatnim przypadku
dominujgcy przyczynek do amplitudy
mieszania daje kwark ¢, co pozwolilo
wnioskowaé o wartosci jego masy jeszcze
przed bezposrednim odkryciem

(odcinek IV).

Unitarno$é macierzy CKM koreluje
przewidywania Modelu Standardowego
dla proceséw rzadkich i tych, w ktérych
niezachowywane jest CP. W szczegdlnosci
sprawia ona, ze o niezerowej wartosci
kata & (czyli o lamaniu symetrii CP)
mozna wnioskowaé¢ takze na podstawie
samych wartosci bezwzglednych
elementéw macierzy CKM wyznaczonych
z proceséw, w ktérych CP jest
zachowywane.

*Wydzial Fizyki,
Uniwersytet Warszawski

Piotr CHANKOWSKI"

Nawet po odkryciu trzeciej rodziny fermionéw (kwarkéw b i ¢, leptonu 7 i neutrina v;)
otwarte pozostawalo pytanie, czy stuszna jest propozycja Kobayashiego i Maskawy
opisana w odcinku ITI, wedtug ktérej za niezachowanie symetrii CP, zamieniajacej
czastki na ich antyczastki, odpowiada tylko jeden parametr — wspomniany w odcinku [
kat . Jeszcze przed powstaniem Modelu Standardowego wysunieta zostata hipoteza,
ze za niezachowanie CP jest odpowiedzialne nie oddzialywanie stabe, lecz jakies inne,
jeszcze stabsze oddziatywanie, ktore zawsze zmienia dziwno$é hadronu o dwie
jednostki. Wedtug tej propozycji rozpad K — 7m zachodzitby tylko poprzez
mieszanie si¢ mezonéow K 0§ KO opisywane parametrem e. Model Standardowy
uwzgledniajacy propozycje Kobayashiego i Maskawy przewiduje natomiast, ze

za rozpad ten odpowiedzialne sa dwa mechanizmy: tamanie CP w mieszaniu i tamanie
bezposrednie opisywane parametrem ¢’. Rozstrzygniecie tej kontrowersji wymagato
zmierzenia €' /e. Sytuacja byta niepewna az do kofica XX wieku, gdyz dwa
eksperymenty, NA31 w CERN-ie i E731 w Fermilabie, dawaly sprzeczne wyniki,

przy czym wynik drugiej grupy byt w granicach bledu zgodny z ¢’ = 0. Dopiero

w roku 1999 nowe eksperymenty, NA48 w CERN-ie i KTeV w Fermilabie, zgodnie
potwierdzily niezerows wartoéé €. Co wiecej, rachunki teoretyczne pokazuja, ze
Model Standardowy przewiduje wartoéé Re(e’/e) zgodna z danymi.

Poki znane byly tylko trzy kwarki u, d i s, fizyka zapachu byta z koniecznosci
ograniczona do badania proceséw, w ktérych zmianie ulega dziwnos¢,

a najciekawszymi czastkami pod tym wzgledem byty neutralne kaony, gdyz tylko w ich
rozpadach i mieszaniu obserwowane byty efekty tamania symetrii CP (Agg, Agg).
Opisane w odcinku IV odkrycie cigzszych kwarkéw ¢ i b i w konicu kwarka ¢ otworzyto
przed badaniami nowe obszary (poniewaz rodzaje kwarkéw nazywa sie zapachami,
ten dzial fizyki nazywa sie zachecajaco ,fizyka ciezkich zapachéw”). Waznym polem
badan zaréwno doswiadczalnych, jak i teoretycznych stalo sie¢ wyznaczanie elementéw
macierzy CKM z rozpadéw, w ktorych zapach kwarka ulega zmianie wskutek
wymiany jednego wirtualnego bozonu W, ktéry przechodzi pézniej w pare leptondéw
(pozwala to wyznaczaé tylko wartosci bezwzgledne elementéw macierzy CKM)

i nastepnie sprawdzanie, czy procesy rzadkie, w tym takze te, w ktérych niezachowane
jest CP, sa poprawnie opisane przez Model Standardowy. Poniewaz procesom rzadkim
odpowiadaja tylko diagramy z zamknietymi petlami, ich amplitudy mogtyby tatwo
by¢ modyfikowane przez dodatkowe petle, ktérych linie odpowiadajg czastkom spoza
Modelu Standardowego. W zwiazku z tym bardzo powaznie liczono na to, ze wtasnie
w fizyce ciezkich zapachéw i naruszenia CP odkryte zostana odstepstwa od
przewidywan tej teorii objawiajace sie niezgodnosciami przy wyznaczaniu elementow
macierzy CKM z kombinacji danych dotyczacych réznych proceséow.

W XXI wieku dzieki uruchomieniu w SLAC (USA) i KEK (Japonia) eksperymentéw
BaBar i BELLE, czyli akceleratoréw stanowiacych ,fabryki” mezonéw B, udatlo si¢
przeprowadzi¢ dokltadne pomiary wielu stabych rozpadéw tych czastek, w tym takze
rozpadéw niezachowujacych CP. Zmierzono zaréwno efekty bezposredniego lamania
symetrii CP, jak tez i efekty tamania CP zachodzacego przez mieszanie mezondéw

BY i BO (A}l A}2), analogiczne do mieszania neutralnych kaonéw. W odréznieniu od
efektéw tamania CP w rozpadach kaonéw (Agg), ktére sa bardzo mate (na poziomie
1073, a wiec wystepuja w jednym rozpadzie na tysiac), w przypadku rozpadéw
mezonéw B efekty takie sa rzedu od 0,1 do 1. W tych przypadkach, w ktérych udaje
sie przeprowadzi¢ wystarczajaco doktadne rachunki (np. dla B —J JYKg),
przewidywania Modelu Standardowego sg zgodne z danymi (Aé%) Badanie proceséw,
w ktorych CP nie jest zachowywane, jest obecnie z powodzeniem kontynuowane przez
eksperyment LHCD przy LHC. W szczegdlnoéci udato sie tam po raz pierwszy
zaobserwowaé efekty bezposredniego tamania CP w rozpadach zawierajacych kwark
¢ lub & mezonéw powabnych D (Al,).

Mimo iz najczesciej rozpatrywane uogdlnienia Modelu Standardowego (zwlaszcza
teorie supersymetryczne) przewidywaly, ze efekty ,nowej fizyki” powinny
najwyrazniej przejawiaé sie w oddzialywaniach najciezszych kwarkéw (b i t), do dzi§
nie zarejestrowano tu zadnych przekonujacych (w sensie statystycznej istotnosci)
odstepstw od przewidywan Modelu Standardowego.
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Informatyczny kacik olimpijski (94): Myszy

Tym razem zajmiemy sie zadaniem, ktére pojawito sie na kolokwium dla studentéow
pierwszego roku informatyki na Uniwersytecie Warszawskim. W korytarzu harcujg,
myszy. Korytarz ma dlugo$é¢ n metrow. Dana jest tablica n nieujemnych liczb
catkowitych a[] opisujaca, gdzie jest ile myszy: dla 1 < ¢ < n na i-tym metrze
korytarza (patrzac od strony wejécia) jest a[¢] myszy. Dysponujesz k kotami (k < n).
Twoim zadaniem jest takie rozmieszczenie kotéw w korytarzu, zeby zlapaty jak
najwiecej myszy. Kazdy kot moze pilnowaé ustalonego przez Ciebie spdjnego
fragmentu korytarza (na przyktad, moze mieé¢ zatozona smycz odpowiedniej dtugosci,
przymocowana do podlogi posrodku pilnowanego fragmentu korytarza). Fragmenty
korytarza pilnowane przez rézne koty nie moga zachodzié na siebie (zeby koty sie
nie pobily, a smycze nie poplataly), cho¢ moga sie stykac. Niektore fragmenty
korytarza moga pozostaé niepilnowane przez zadnego kota. Kot, ktéry pilnuje
@ fragmentu od i-tego do j-tego metra wlacznie (dla ¢ < j), na ktérym znajduje sie

M 5 s =ali] + ali + 1] + - - - + a[j] myszy, ztapie: max(s — (j —i)?,0) myszy. Nalezy
wyznaczy¢ maksymalna liczbe myszy, jakie moga ztapaé koty (patrz rysunek).

Dla k = 2 oraz tablicy

a=1[1,51,4,3,2,7,0] Obojetnie, jak zabierzemy si¢ za to zadanie, przyda si¢ nam tablica sum prefiksowych:
poprawnym wynikiem jest 14. Jeden kot SU] = DJ1¢; <, ali]. Wtedy liczba myszy na fragmencie [i, j] przedstawia si¢ jako
moze pilnowaé fragmentu korytarza S[j] _ S[i _ 1]_
na metrach od 2 do 4 (tapiac
6 z 10 myszy), a drugi moze pilnowac Omawiane zadanie to zadanie na programowanie dynamiczne. Niech d[j, ] oznacza

fragmentu na metrach od 5 do 7 (lapiac

8 7 12 myszy). maksymalng liczbe myszy, jakie moze ztapaé [ kotow na pierwszych j metrach

korytarza. Poniewaz niektore fragmenty moga by¢ niepilnowane, wiec rekurencje
budujemy, rozpatrujac dwa przypadki: albo j-ty metr nie jest pilnowany, albo jest
i I-ty kot pilnuje fragmentu [i, j] (od i-tego do j-tego metra wlacznie):
() dlil) = max(d[j — 1,1, max (dfi — 1,0 — 1] + s[j] — s[i — 1] — (j - i)Q)).
0<i<y
Podstawowa implementacja zadziala w czasie O(n?k). Takie bylo oczekiwane
rozwiazanie na kolokwium, niemniej jednak okazalo sie, ze mozna to zrobi¢ lepiej
(ach, ci studenci). Aby przyspieszy¢ rozwigzanie, nalezy w odpowiedniej kolejnosci
wypelniaé tablice d. Gtéwna petla powinna przebiega¢ po [. Ustalmy [ i zalézmy, ze
mamy obliczone wartosci d[j,l — 1] dla wszystkich j. Bedziemy teraz obliczaé element
d[4,!]. Kluczem do usprawnienia rozwigzania jest poréwnanie mozliwych dwoch
ustawien [-tego kota, mianowicie gdy patroluje on fragment [i1, j] lub fragment [iz, j],
gdzie 71 < i2. Drugie ustawienie jest lepsze od pierwszego, jesli:
dliv — 1,1 = 1] + s[j] — sfir — 1] = (j —i1)® < d[ia — 1,1 — 1] + 5[] — slia — 1] — (j — i2)*.
Po przeksztalceniu nieréwnosé przyjmie postac:
(%) j > (dlin—1,1— 1] —dlis — 1,1 — 1] = s[ir — 1] + s[is — 1] —i1” +i2%) / (2(i2 — in)).
Prawa strona nieréwnosci (xx) zalezy tylko od 41 1 i2 (oraz od l); oznaczmy ja przez
p(i1,42). Widzimy, ze pierwsze ustawienie jest lepsze dla j mniejszych od p(i1,i2),
ﬁ po czym, poczawszy od [p(i1,i2)], lepsze staje sie drugie ustawienie. Ta obserwacja
i umozliwia przegladanie mozliwych ustawien [-tego kota w sposéb bardziej
uporzadkowany tak, ze na biezaco eliminujemy takie ustawienia, ktore sa juz
E od pewnych j gorsze. Trzymamy kolejke dwukierunkowa poczatkéw fragmentow
1<4 < <im < J, taka ze
J < [p(ir,iz)] < [p(iz,i3)] <+ < [p(im—1,im)].
Innymi stowy, dla odpowiednio matych j najlepiej przydziela¢ I-temu kotu fragment
[i1,7], gdy j osiagnie [p(i1,i2)] — fragment [i2, 7], i tak dalej az do j = [p(im—1,im)],
gdzie optymalny przydzial to [im, j]. Przetwarzanie j-tego metra korytarza sklada sie
z nastepujacych krokow:

Rozwigzanie zadania M 1497.

D
1. Jezeli kolejka ma co najmniej dwa elementy oraz j > [p(i1,i2)], to usuwamy
A B z przodu kolejki i1, gdyz od tego momentu lepsze beda fragmenty o poczatku iz.

Zbudujmy taki tréjkat réwnoboczny 2. Jez§11 kolgjka ma wcigz co najmniej dwa elementy, to sprawdzarpy, czy .
ABE, e punkt C lezy w jego wnetrzu. [P(im—1,%m)]| = [P(im,j)]. Jezeli tak, to fragmenty o poczatku in sa zdominowane
Woéwezas punkty C i E leza przez fragmenty o poczatkach im,—1 lub j, usuwamy wiec i,, z konica kolejki
na symetralnej odcinka AB, . krok 2
wiec < AEC = 30°. Ponadto 1 powtarzamy kro :
SCAE = 60° — «CAB — 3. Dodajemy j na koniec kolejki.

4. Obliczamy d[j, ], korzystajac ze wzoru (x), ale mozemy to juz teraz zrobi¢ w czasie
O(1), gdyz wiemy, ze maksimum jest osiagane przy ¢ = i1, gdzie i1 jest aktualnym
elementem z przodu kolejki.

1
= 60° — 5(1800 — X ACB) = 18°.

W takim razie tréjkaty ADB i ACE sa
przystajace, w szczegdlnosci AC = AD.

Stad latwo otrzymujemy W ten spos6b otrzymaliémy rozwiazanie o zlozonosci czasowej O(nk).

1 o Y o o
FACD = 5 (1807 = 20AD) = 78" Jakub PAWLEWICZ



Przelew bitcoinéw w dowolne miejsce

na S$wiecie kosztuje okoto 20 gr, zajmuje
okolo 10 minut i nie wymaga zakladania
zadnego konta. Bitcoiny mozna latwo
kupié na gietdach, a nawet gdzieniegdzie
w bankomatach. Mozna je tez wydobyé
jako gornik.

Skad si¢ bierze warto$¢ pojedynczego
bitcoina? Terminy wydobywanie i gérnik
(uzywane w dalszej czgéci artykulu)
sugerujg podobienstwo do zlota.
Podobnie jak w przypadku tego
szlachetnego kruszcu bitcoiny trudno sig
wydobywa, a ich zasoby na $wiecie sa
ograniczone. Te cechy zupelnie
wystarczaja — z punktu widzenia
ekonomii — do umoéwienia si¢, ze Bitcoin
jest pelnoprawnym $rodkiem platniczym.
(Cho¢ tak naprawde odzwierciedla on nic
wiecej, jak tylko dowéd na wykonanie
pewnej znacznej pracy obliczeniowej.)

Whbrew powszechnej opinii uzytkownicy
Bitcoina nie sg anonimowi. Wrecz
przeciwnie! Ten system jest w pelni
transparentny — kazdy ma wglad

w histori¢ wszystkich transakcji i moze
dokladnie przesledzié przeplyw gotdéwki
w sieci.

Wraz z opublikowaniem nowego bloku

w sieci pojawia si¢ 12,5 nowych
bitcoinéw przeznaczonych na nagrode dla
gérnika, ktéry go wydobyl (ta kwota
maleje dwukrotnie co okoto 3 lata,

przez co laczna ilo$¢ bitcoinéw jest
ograniczona). Poza ta nagroda zwyciezca
otrzymuje réwniez wszystkie oplaty
transakcyjne z tego bloku, co stanowi
motywacje, aby gérnicy uwzgledniali

w swoich blokach wszystkie transakcje
krazace po sieci, a nie publikowali

np. blokéw z pustg lista transakcji.

*Instytut Informatyki, Wydzial
Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Bitcoin: ztoto XXI wieku
fukasz MAZUREK™

Czym jest Bitcoin? Najkrétsza odpowiedz na to pytanie brzmi: kryptowalutq.
Ale nie w takim sensie krypto-, jak w stowie kryptoreklama. Pierwszy czton tego
terminu pochodzi od kryptologii, czyli nauki kojarzacej nam sie gtéwnie

z szyframi i maszyna szyfrujaca Enigma uzywana przez Niemcéw podczas wojny.
To wtlasnie twierdzenia i konstrukcje z tej dziedziny stoja za funkcjonowaniem

i bezpieczenstwem Bitcoina.

Pomysty na wprowadzenie cyfrowej alternatywy dla tradycyjnych walut siegaja
lat osiemdziesigtych ubiegtego wieku. Jednak dopiero w 2009 roku

Satoshiemu Nakamoto udato si¢ stworzy¢ system, ktéry przyciagnal miliony
uzytkownikéw wykonujacych dziennie 100000 transakcji o tacznej wartosci
przekraczajacej 100 milionéw dolaréw. Co takiego zadecydowalo o tym, ze
zaufaliémy Bitcoinowi? Czy naprawde potrzebowaliSmy kryptowaluty? Przeciez
bezpieczenstwo tradycyjnych systeméw bankowych tez opiera si¢ na kryptologii —
ze strong internetowa banku laczymy sie polaczeniem szyfrowanym, dostep

do konta jest zabezpieczony hastem, karty ptatnicze maja chip, ktéry
uniemozliwia ich skopiowanie. .. Czyz nasze pieniadze nie sa bezpieczne?
Oczywiscie, ze sa. Pod warunkiem, ze bank nie postanowi np. zabra¢ nam czesci
oszczednodci lub ograniczy¢ mozliwosci wyplaty, jak to niedawno miato miejsce
w wyniku kryzysu na Cyprze i w Grecji. Gdyby waluta obowiazujaca w tych
krajach byl bitcoin, do takich sytuacji nie mogtoby dojs¢. O sukcesie Bitcoina
zadecydowalo wcale nie to, ze transakcje sa tanie i szybkie, ale przede wszystkim
to, ze jest to pierwsza waluta catkowicie zdecentralizowana, tj. pozbawiona
centralnego emitenta, ktéry moégtby np. dodrukowywaé pieniadze, kontrolowaé
nasze konta, czy w inny sposéb wptywaé¢ na dziatanie systemu.

Skoro nikt tego interesu nie pilnuje, to jakim cudem to wszystko dziala i do tego
jeszcze jest bezpieczne? Ot6z to nie jest do konca tak, ze Bitcoina nikt

nie kontroluje. Nalezaloby raczej powiedzie¢, ze Bitcoina kontroluja wszyscy
uzytkownicy (doktadniej: wszyscy uzytkownicy, ktérzy sa gérnikami, ale o tym
za chwile). T wlasnie to rozproszenie odpowiedzialnoéci pomiedzy uzytkownikéw
sprawia, ze mozemy czu¢ si¢ bezpiecznie. Upraszczajac sprawe, mozna
powiedzie¢, ze aby z Bitcoinem stalo sie co$ ztego, musialaby sie zmdwié¢ ponad
polowa jego uzytkownikéw. Na szczescie taki scenariusz wydaje sie mato
prawdopodobny — wiekszos¢ z nich ma swdj interes w tym, aby system dzialal
prawidtowo.

Jak dokladnie dziata Bitcoin? Sprébujmy odtworzyé rozumowanie
Satoshiego Nakamoto, ktére doprowadzitlo go do skonstruowania tego systemu.

W cyfrowej walucie posiadanie pieniedzy odzwierciedlone jest przez znajomosé
pewnego ciggu zer i jedynek. Taki ciag mozna tatwo skopiowaé¢ — jak wiec
zapobiec sytuacji, w ktérej pewna moneta zostataby wydana dwa razy?

W Bitcoinie problem ten jest rozwiazany przez jedna powszechnie dostepna
ksigge transakcyjna, w ktérej zapisane sa kolejno wszystkie transakcje, ktore
zostaly wykonane od poczatku istnienia systemu. I tu dochodzimy do sedna,
czyli do pytania, jak utrzymaé funkcjonowanie takiej ksiegi, nie powolujac w tym
celu centralnej instytucji za to odpowiedzialnej? Tym wlasnie zajmuja sie
gornicy.

Aby zosta¢ gornikiem, wystarczy mie¢ komputer z wystarczajaca iloScig miejsca
na przechowanie lokalnej kopii ksiegi transakcyjnej. Ksiega ta ma strukture
taricucha blokow i aktualnie sktada sie z okoto 400000 blokéw transakeji

i zajmuje okolo 60 GB. Wydobywanie bitcoinéw polega na rozwiazywaniu
pewnej zagadki matematycznej zwiazanej z transakcjami, ktére pojawily sie

w sieci od czasu opublikowania ostatniego bloku. Na tego, kto pierwszy rozwiaze
zagadke, czeka niemala nagroda — w latach 2016-2019 ma ona wynosi¢

12,5 bitcoina, czyli okoto 20000 zt. Aby odebraé¢ nagrode, zwyciezca publikuje
wydobyty blok, tzn. rozsyla do calej sieci nowy blok zawierajacy: rozwiazanie
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Zgodnie z protokotem Bitcoina
parametr m jest co dwa tygodnie
dostosowywany do aktualnej lacznej
mocy obliczeniowej wszystkich gérnikow,
tak aby wydobycie nowego bloku
zajmowalo calej sieci $rednio

okoto 10 minut.

Rozwigzanie zadania F 906.
Banke stanowi sferyczna, cienka blonka
wody z mydtem. Blonka ta ma dwie

powierzchnie — wewnetrzna i zewnetrzng.
Zaniedbujac grubosé btonki i przyjmujac,
. g yjmujac,

ze promienie obu sfer sg jednakowe,
znajdujemy ich catkowityg powierzchnie

S =247 R? = 87 R?%. Biorac pod uwage,

ze przed powstaniem banki powierzchnia

wody mydlanej, z ktérej banka powstata,

byta zaniedbywalnie mala, mozna
przyjaé, ze powyzszy wzor wyraza
zmiane (przyrost) powierzchni wody
mydlanej. Powigkszenie powierzchni
cieczy o AS wiaze si¢ ze wzrostem
energii powierzchniowej o AFE, zgodnie
ze wzorem AFE = o - AS. Wykonywana
przy nadmuchiwaniu banki praca jest
zuzywana wladnie na powigkszenie
energii powierzchniowej, czyli

A = 87R?0. Podstawiajac wartosci,
otrzymujemy A = 2,5 - 1072 J,

czyli 2,5 mJ.

zagadki, liste nowych transakcji w sieci oraz specjalng transakcje przelewajaca
wydobyte bitcoiny na swoje konto. Nastepnie kazdy z gérnikéw sprawdza, czy
rozwigzanie zagadki podane przez zwyciezce jest prawidlowe, po czym wydtuza
swoja kopie tancucha blokéw o blok zwyciezcy.

W tym momencie uwaznego Czytelnika moze zaniepokoi¢ zalozenie, ze wszyscy
gornicy bezwarunkowo akceptuja nowy blok (o ile tylko zwyciezca nie oszukal

z rozwiazaniem zagadki) i tym samym akceptuja wyplate nagrody dla zwyciezcy.
Nietrudno wyobrazi¢ sobie zlosliwego gornika, ktory nie zamierza godzi¢ sie

z wyplata nagrody komu innemu. Taki gérnik moze postanowi¢, ze nie uzna
ostatniego wydobytego bloku i bedzie kontynuowal rozwiazywanie starej zagadki,
tj. bedzie prébowat dobudowaé¢ swéj blok do przedostatniego bloku z tancucha
uznawanego przez reszte sieci i tym samym doprowadzi¢ do rozgalezienia
tanicucha. Jednak w Bitcoinie nie moga istnie¢ réwnolegle dwie wersje wydarzen
— w przypadku rozgalezienia tancucha za poprawna uznawana jest zawsze
dluzsza z galtezi. Zatem, aby zlodliwy gérnik moégl wykorzystaé¢ nagrode za swéj
blok, musiatby sam zbudowaé dtuzszy tancuch niz cata reszta uczciwych
gbérnikéw pracujacych razem. Dlatego na poczatku artykulu pisalem, ze
musiataby sie zmowic¢ ponad polowa uzytkownikow. Z tego wzgledu kazdemu
gérnikowi oplaca sie akceptowaé wszystkie bloki publikowane przez konkurencje
i zawsze pracowaé na najdhuzszym znanym tancuchu.

Zagadka, ktéra rozwiazuja gdérnicy, brzmi nastepujaco:

Majgc dane: B — ostatni opublikowany blok oraz L — liste transakcji, ktore
pojawity sie w sieci od czasu opublikowania bloku B, znajdZ takie x, Ze
H(B,L,z) < 2™, gdzie H to pewna (znana) funkcja haszujgca, ktéra zwraca
warto$é calkowitq z przedziatu [0,2™ — 1] z rozkladem jednostajnym, a m to
pewna liczba mniejsza od n zwana trudnosciqg.

Funkcja H zachowuje sie losowo — gérnicy sprawdzaja wiec kolejno rézne
wartosci * w nadziei, ze trafia na wynik funkcji mniejszy niz 2. Zauwazmy, ze
im mniejsze m, tym zagadka jest trudniejsza (prawdopodobienstwo sukcesu

w pojedyncze]j probie wynosi 2 /2™), dlatego zmieniajac m, mozna regulowaéd
czas, jaki jest potrzebny, aby kto$ w sieci ja rozwiazal. Wyglada na tatwy sposéb
zarobienia pieniedzy? Nasz komputer cos$ sobie liczy — tak naprawde rzuca
kostka i sprawdza, czy trafil — i jak trafi, to wygrywa. 20 000 zt do wygrania

co 10 minut, taka loteria. Trzeba jednak pamietaé, ze moc obliczeniowa
zwyklego komputera jest okoto 10! razy mniejsza niz moc calej sieci Bitcoina,
wiec szansa, ze to akurat my wydobedziemy najblizszy blok, jest niestychanie
mala. Dlatego do wydobywania bitcoinéw wykorzystuje sie specjalnie do tego
celu stworzone urzadzenia, tzw. koparki bitcoinow, ktore osiagaja o wiele wigksza
moc obliczeniowa od zwyklych komputeréw. Poza tym goérnicy lacza swoje sily,
pracujac w kopalniach — wspélnie rozwiazuja te sama zagadke, a ewentualng
wygrana dzielg sie proporcjonalnie do swojego wktadu w wykonang prace.

Jaki to ma zwiazek z kryptologia? Role funkcji H pelni w Bitcoinie znana
funkcja haszujaca SHA-256. Kryptolodzy wierza (choé nikt tego nie udowodnit),
ze funkcja ta zachowuje sie na tyle losowo, ze nie jesteSmy w stanie przewidzied,
dla jakich argumentéw jej wartos¢ bedzie mniejsza od 2™, a dla jakich wigksza.
Nawet znajomos¢ wartoéci tej funkcji obliczonych wezesniej dla milionéw
réznych argumentéw w zaden sposéb nie utatwia nam odpowiedzi na pytanie,
jaka bedzie wartos¢ dla kolejnego argumentu. Dlatego wierzymy, ze nie ma
sprytniejszych uzytkownikow, ktérzy by lepiej zgadywali rozwigzania zagadki,

i prawdopodobienstwo wygranej jest zawsze proporcjonalne do iloéci wykonanej
pracy, bez wzgledu na to, w jakiej kolejnosci testujemy kolejne wartosci x.

Kolejnym elementem Bitcoina, w ktorym nie obyloby sie bez kryptologii, sa
transakcje. Transakcja w Bitcoinie pelni role przelewu kwoty v miedzy
uzytkownikami A i B. Spodziewaliby$my sie wiec, ze opis transakcji bedzie
wygladal mniej wiecej tak: {nadawca: A, odbiorca: B, kwota: v}.

W rzeczywistosci sytuacja jest troche bardziej skomplikowana — kazdy
uzytkownik posiada swéj tajny klucz prywatny oraz odpowiadajacy mu klucz
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Jedyne dane powigzane z uzytkownikiem
Bitcoina to jego identyfikator — losowo
wygladajacy ciag 34 liter i cyfr. Dlatego
czesto mowi sie¢ o anonimowosci Bitcoina,
cho¢ lepszym okreéleniem bytaby
pseudonimowosé — uzytkownicy
wystepuja pod pseudonimami, nikt

nie zna ich prawdziwych danych
osobowych, jednak ich zachowanie jest

w pelni jawne.

le

15
odbiorca: pkC
kwota: v
zZrédto: T

podpisB

|

T
odbiorca: pkB
kwota: v

zrodto: ...
podpisA

[

Rozwigzanie zadania M 1496.

Zauwazmy, ze kazda z liczb 1,..., 2016
jest wielokrotnoscia co najwyzej jednej
z liczb ai,...,a,. Jednoczesnie wsréd

liczb 1,...,2016 dokladnie \_%J jest

wielokrotnodcia liczby a;. Stad

otrzymujemy
2016 2016 .
+ + < 2016.
a1 an
Poniewaz dla dowolnej liczby =
prawdziwa jest nieréwnos$¢ z —1 < |z],

wiec
2016 2016
— =1 4+...+
al Qn
Dzielac obie strony nieréwnodci przez
2016 i przenoszac czed¢ wyrazéw
na prawg strone, otrzymujemy teze.

— 1) < 2016.

publiczny, ktéry jednoczesnie pelni role identyfikatora uzytkownika. Sa to klucze
systemu cyfrowego podpisu ECDSA, ktory jest wykorzystywany do podpisywania
i weryfikowania transakcji. I tak oto w miejsce odbiorcy mamy klucz publiczny
odbiorcy pkB, a zamiast nadawcy mamy Zrodlo wskazujace na inng transakcje,

z ktoérej pochodza srodki nadawcy. Dodatkowo kazda transakcja jest podpisana
przez nadawce (podpisA) przy uzyciu jego klucza prywatnego.

Aby to sobie zobrazowaé, o Bitcoinie nalezy mysleé¢ jak o sieci, w ktorej
transakcje stanowia wezly, a uzytkownicy to polaczenia pomiedzy nimi,

nie na odwro6t. Aby uzytkownik B mogt zaplacié¢ uzytkownikowi C' kwote v,

w sieci musi istnie¢ (niewydana) transakcja T; o kwocie v zaadresowana do B.
Jedli tylko taka transakcja istnieje, B moze ja wydad, tworzac transakcje 15,
wpisujac pkC (klucz publiczny uzytkownika C) w pole odbiorcy i podpisujac ja
swoim podpisem. Taka transakcja jest nastepnie wysylana do gérnikéw, ktorzy
ja weryfikuja, sprawdzajac, czy podpisB na transakcji T odpowiada kluczowi
publicznemu pkB na transakcji T;. Bezpieczenstwo algorytmu ECDSA
gwarantuje nam, ze transakcja zaadresowana do B nie zostanie wydana przez
nikogo innego niz on sam.

Oczywiscie, gdyby przedstawiony przeze mnie powyzej uproszczony opis byt

w pelni zgodny z rzeczywistoscia, Bitcoin byltby niestychanie niepraktyczny —
wszystkie transakcje musialyby mieé te sama warto$é (jaka?). W rzeczywistosci
bitcoiny mozna w prosty sposéb rozmienia¢ — kazda transakcja moze mie¢ kilku
odbiorcow i dzieli¢ swoja warto$¢ w dowolny sposéb pomiedzy nich. Zatem chcac
wysltaé uzytkownikowi C' tylko cze$é¢ kwoty v, uzytkownik B moze podaé
samego siebie jako drugiego odbiorce transakcji T> i w ten sposéb wziaé sobie
reszte. Kwoty z mniejszych transakcji mozna tez taczyé w wigksze, uzywajac
transakcji z kilkoma zrédlami i w ten sposéb wydaé naraz kilka sposréd swoich
transakcji. Uzytkownicy moga wiec tworzy¢ transakcje o dowolnej wartosci,

a majetnos¢ uzytkownika okreslona jest przez sume niewydanych

i zaadresowanych do niego transakcji w sieci.

7 powyzszego opisu mozna by wywnioskowaé, ze Bitcoin stuzy jedynie do
przelewania pieniedzy z jednego konta na drugie. Tymczasem jego mozliwosci sa
o wiele wigksze! Zamiast odbiorcy kazda transakcja moze mie¢ w sobie warunek
(napisany w specjalnym jezyku programowania), ktéry musi by¢ spelniony, aby
transakcja byta poprawna. Mozna np. opublikowaé¢ transakcje, ktéra moze wydaé
pierwszy uzytkownik, ktéry poda rozklad na czynniki pierwsze jakiejs duzej
liczby i w ten sposéb stworzy¢ konkurs, ktéry sam sie rozstrzyga i sam wrecza
nagrody. Mozna tez o wiele wiecej, ale to juz temat na osobny artykut.

Kwadraty Jarostaw GORNICKI*

Euklides w Elementach pisal: ,,... kwadrat jest tym, co réwnoboczne
i prostokatne...”. Oto kilka niebanalnych obserwacji, w ktérych kwadrat jest
jednym z bohateréw.

b (1) Badanie zwiazkéw miarowych w kwadracie

b—a a doprowadzito Pitagorejezykéw (miedzy innymi
Hippasusa z Metapontu, V w. p.n.e.) do odkrycia, ze
V2, czyli dtugosé przekatnej kwadratu jednostkowego
b nie jest utamkiem zwyklym, a w konsekwencji

do wyrodznienia liczb niewymiernych.
(2) Indyjski matematyk Bhaskara IT (XII w.) w traktacie
Siddhanta Shiromani (Korona nauki) podal dowod

Rys. 1

twierdzenia Pitagorasa w postaci rysunku 1
z napisem: Patrz!
(3) Kwadrat jest ciaglym obrazem odcinka (G. Peano,

*Katedra Matematyki, Politechnika Rzeszowska

1890).
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(4) Wokot kazdej figury (niekoniecznie wypuklej) mozna
opisa¢ kwadrat (rys. 2).

(5) Na kazdej plaskiej krzywej zamknietej istnieja cztery
punkty, ktore sa wierzchotkami kwadratu
(L. Sznirelman, 1929, rys. 2).

(6) Rysunek 3 przedstawia jedyny podzial kwadratu na
najmniejsza mozliwa (21) liczbe réznych kwadratéw
(A.J.W. Duijvestijn, 1978).

7 kwadratem zwiazanych jest wiele pytan, na ktére
nie znamy odpowiedzi. Prezentacje kilku z nich
poprzedzimy wykazaniem nastepujacej obserwacji.

(7) Jezeli kwadraty o rozlgeznych wnetrzach oraz bokach
dlugosci ay,as zawarte s¢ w kwadracie jednostkowym,
to a; + as < 1.

Dowdd. Przy oznaczeniach z rysunku 4 pokazemy, ze
|AE| > a1 V2. 7 twierdzenia sinuséw zastosowanego
do tréjkata AEH,

|AE| _ |AH]|

sin(% —a) sin(% —i—oz)7

Rys. 2

112

gdzie
|AG| = a1 sinae (z A AGJ),

27 a;
(z AKGH),

3 |GH| =

50 ¢
1
8 |AH:|AG+|GH|:a1<Sina+ )
19 Cos «x
15 17 1 Zatem
2 6 (sina + L )sin(E — a)
9|7 oy 112 |AE| = a Siff(sg+ o) - -
i 1
16 :a1ﬁ51?acosa+ 2&1\/5,
sin & + cos &

29

gdyz dla « € [O, g),
42 sinacosa+1—sina —cosa =
=(l—-cosa)(l—sina) > 0.

33 37

Oznacza to, ze

|AE| |BF| 1
el = —_(JAE| 4+ |BF)) <
5ty = 7gABI+IBF)
1 B 1

<—=V2=1.

V2

Ponadto istnieje wiele realizacji réwnoéci ay + as = 1.

Rys. 3 a; +as <

Rozwazmy kwadrat jednostkowy, a w nim n > 2 kwadratow
o roztacznych wnetrzach i bokach dhugosci aq, as, ..., an.

Problem. Jaka jest warto$¢ funkegi f(n) = maxy ;. a;
% a2 dla poszczegdlnych wartosci n=2,3,... ?

1 Poza wybranymi przypadkami odpowiedzi na to pytanie
T o nie znamy! Z przeprowadzonego rozumowania wiemy juz,

ze f(2) = 1.

Obliczmy wartosé f(3). Niech aq, as, as beda dlugosciami
\K bokéw trzech kwadratéw o roztacznych wnetrzach

a zawartymi w kwadracie jednostkowym. Skoro

%704 a1 +ax <1l i a;+a3<1l i as+az<1,

N
Q

wiec

Rys. 4 a1 +az +ag <

N w



Rys. 5

Rys. 6

Rys. 7

Rys. 8

Rys. 9

1 1
2 2
1
2
1 1
2 2
1 1 1
3 3 3
1
3
2
3
1
3
1 1 1
3 3 3
1 1
2 2
1 1
1 1
1
2
1 1
4 4
1 1 1
3 3 3
1 1 1
3 3 3
1 1
3 3
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Poniewaz kwadraty z rysunku 5 realizuja rowno$é¢ a; + as + az = %,

wiec f(3) = 2.

Obliczajac wartosé f(22), pokazemy rozumowanie ogdlniejsze.
Z nieréwnosci Cauchy’ego:

() < () (330)

przy by = by = ... = b, = 1 mamy oszacowanie Z;;l a; < v/n, czyli

(%) f(n) < Vn.

Wynik ten w polaczeniu z podziatem kwadratu jednostkowego
na n = k? przystajacych kwadratéw zapewnia, ze f(k?) = k. Zatem,

f2%) =2, f(3)=3, f(4*) =4, itd
Pokazemy teraz oszacowanie funkcji f(n) od dotu,

() Lvn] < f(n),
gdzie symbol |z | oznacza najwigksza liczbe catkowita nie wieksza
niz x.
Dowdd. Zauwazmy, ze funkcja f(n) jest niemalejaca. Oznacza to, ze
nier6wno$é n > |y/n|? implikuje nieréwnosé

f(n) = f([vn]?).

Gdy podzielimy kwadrat jednostkowy na |/n|? przystajacych
kwadratow, kaZdy o boku dtugosci T}HJ i obliczymy sume dlugosci

ich bokdéw - |v/n]? = |/n], to otrzymamy nieréwnosé

F(Lvn)?) = [nl,

ktéra w polaczeniu z poprzednia nieréwnoscia daje oczekiwane
oszacowanie.

LWJ

W 1932 roku Pal Erdés (jako 19-letni student matematyki
na Uniwersytecie w Budapeszcie) wyrazil przypuszczenie, ktére
do dzi$ nie zostalo rozstrzygniete.

Hipoteza Erdésa. Dla kazdej liczby naturalnej k, f(k? +1) = k.

W 1995 roku (po ponad szesédziesieciu latach) Pal Erdés
i Alexander Soifer uzyskali nastepujacy rezultat.

Twierdzenie. Dla kazdej liczby naturalnej n postaci n = k? +m,
gdzie 0 < m < 2k prawdziwe sq oszacowania:

(a) jezeli m =2t + 1, gdzie 0 <t <k, to f(n)
(b) jezeli m = 2t, gdzie 0 < t < k, to f(n) = k

w\w

>k
+ 25

Dla matych n jest to konsekwencja elementarnych ilustracji. Niech
n = 5. Wtedy oszacowanie f(5) > 2 wynika z rozmieszczenia
kwadratéw na rysunku 6. Dla n = 6 oszacowanie f(6) > % jest
konsekwencja sumy dtugosci bokéw kwadratéw przedstawionych
na rysunku 7. Oszacowanie dla n = 7 w postaci f(7) > g ilustruja
kwadraty z rysunku 8. Sytuacje dla n = 8 i oszacowanie f(8) > %
przedstawia rysunek 9.

Pozostaje wykazaé, ze f(5) =2, f(6) =%, f(7) =3, f(8) =%, itd,,
lub wskaza¢ przyklady, ze wartosci funkcji f moga by¢ wieksze, ale
dotychczas nikt nie napisal, jak to zrobi¢. Mozna rowniez badac
ogoélniejszy problem: dla jakich n zachodzi f(n + 1) = f(n)?



Wyniki
Olimpiad
2015/2016

,1-’\*3. . ° °
o LIX Olimpiada Astronomiczna
&s“’d Laureaci
« 1. Zofia Kaczmarek, II klasa Gimnazjum i Liceum Akademickiego w Toruniu

II. Mateusz Bronikowski, III klasa I LO im. Powstancéw Slaskich w Rybniku
III. Michal Wéjcik, II klasa IIT LO im. Adama Mickiewicza w Tarnowie

IV. ex aequo Patryk Rachwal, II klasa IIT LO im. Adama Mickiewicza we Wroclawiu
IV. ex aequo Cyryl Waskiewicz, 111 klasa XIV LO im. Stanistawa Staszica w Warszawie
VI. Bartosz Dzieciol, II klasa XIII Liceum Ogodlnoksztatcacego w Szczecinie.

Finalisci

e Mateusz Ambrozkiewicz, I1I klasa IV LO im. Krz. Kamila Baczynskiego w Olkuszu
e Jakub Bilski, III klasa I Liceum Ogdlnoksztalcacego w Radzyniu Podl.
e Joachim Borowicz, I1I klasa LO im. Powstaficéw Wielkopolskich w Srodzie Wielkop.
e Dawid Borys, II klasa V LO im. Augusta Witkowskiego w Krakowie

e Tomasz Chady, II klasa XIII Liceum Ogolnoksztalcacego w Szczecinie

e Jacek Gebala, III klasa I LO im. Mikotaja Kopernika w Bielsku-Bialej

e Lukasz Kalina, III klasa V LO im. Augusta Witkowskiego w Krakowie

e Michal Kotlodziej, III klasa I Liceum Ogdlnoksztalcacego w Radzyniu Podl.
e Mateusz Kukuryka, II klasa III LO im. Unii Lubelskiej w Lublinie

e Lidia Lappo, II klasa III LO im. Unii Lubelskiej w Lublinie

e Katarzyna Mikulska, II klasa III LO im. Unii Lubelskiej w Lublinie

e Zbigniew Przygoda, Il klasa XIV LO im. Stanistawa Staszica w Warszawie

Strona internetowa
Olimpiady Astronomicznej:
http://www.planetarium.edu.pl/oa.htm

XI Olimpiada Matematyczna Gimnazjalistow

W zawodach stopnia pierwszego wzigto udziat 13299 uczniéw z 1221 szkédt, do zawoddw stopnia drugiego O
zakwalifikowano 1151 uczniéw z 501 szkédl, a do zawoddéw stopnia trzeciego — 194 uczniéw z 99 szkot.
Komitet Gtéwny Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistéw postanowit przyznaé 76 osobom z 51 szkét
tytul laureata pierwszego, drugiego i trzeciego stopnia. Otrzymali je nastepujacy zawodnicy:

Laureaci I stopnia

Maciej Kacper Dziuba, Jan Wojciech Fornal,
Stanistaw Piotr Hauke, Maciej Wojciech Matowidzki,
Tomasz Slusarczyk

Laureaci II stopnia

Patryk Stanistaw Bartowski, Jakub Jerzy Bazyluk,

Jan Fabrowski, Jakub Famulski, Kamil Kajetan Galewski,
Radostaw Jakub Girul, Grzegorz Gruza, Mikotaj Grzebieluch,
Maria Hiacynta Horodecka, Krzysztof Jerzy Jankowski,
Jakub Kaminski, Katarzyna Dobrawa Kepinska,

Tomasz Kietbasa, Wojciech Kolesinski, Barttomiej Lewandowski,
Roman Madej, Aleksandra Martyniuk,

Zuzanna Gabriela Matuszewska, Mateusz Jakub Nowak,

Iwo Pilecki-Silva, Michal Szumielewicz, Tuan Anh Tran,
Piotr Jacek Tyburski, Lukasz Wasilewski,

Antoni Maciej Wiéniewski, Joanna Maria Wojciechowska,
Jakub Wornbard, Michat Barttomiej Wozny, Radostaw Zak

e Jan Rajchel, III klasa I LO im. Mikotaja Kopernika w Kros$nie
e Blazej Rozwoda, II klasa V LO im. Augusta Witkowskiego w Krakowie
e Mateusz Winny, IIT klasa IT LO im. Andrzeja F. Modrzewskiego w Rybniku
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Laureaci III stopnia —_—

mojsijplzouwi

Adam Bac, Adam Stanistaw Baranski,
Mikotaj Tymon Bardos, Szymon Blida, Jagoda Maria Bracha,
Dominik Bysiewicz, Barttomiej Cieslar, Witold Drzewakowski,
Wojciech Duda, Natalia Magdalena Dziadosz,

Piotr Krzysztof Filipiak, Stawomir Mariusz Fudalej,

Mieszko Jakub Grodzicki, Michal Stanistaw Grudzien,

Dieu Hoa Ha, Iga Rozalia Janik, Jakub Jasinski,

Justyna Joanna Jaworska, Igor Kaminski, Szymon Karpinski,
Aleksander Adam Katan, Aleksandra f.ucja Kowalska,

Mikotaj Adam Kozakiewicz, Piotr Lukasz Kubaty,

Marcelina Marjankowska, Maria Mierzejewska,

Pawel Krzysztof Mocko, Franciszek Stanistaw Nowak,

Jedrzej Olkowski, Lukasz Marek Orski, Malgorzata Teresa Rég,
Radzim Tomasz Sendyka, Krzysztof Sikora,

Maksymilian Maciej Sikorski, Daniel Blazej Sokulski,

Jakub Daniel Sola, Dawid Sula, Piotr Sypula,

Rafal Stanistaw Szulc, Michal Uminski,

Ewa Maria Wagner, Kacper Zieniuk

Komitet Gtéwny OMG pragnie serdecznie podzigkowaé¢ Fundacji mBanku, Instytutowi
Matematycznemu PAN, Szkole Przymierza Rodzin im. Jana Pawla II w Warszawie oraz
Politechnice Warszawskiej za wsparcie w organizacji Olimpiady, a takze Fundacji mBanku,

Zadania oraz pelng wersj¢ komunikatu
mozna znalezé na stronie www.omg.edu.pl.

dla laureatéw OMG.
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Nagrody stopnia pierwszego
Piotr Ambroszczyk (36) — II LO
im. Marii Sktodowskiej-Curie w Konskich

Radomil Baran (36) — LO im. Jana Pawla II Siéstr
Prezentek w Rzeszowie

Grzegorz Dluzewski (36) — Zespdt Szkét Uniwersytetu
Mikotaja Kopernika Gimnazjum i Liceum Akademickie
w Toruniu

Adam Klukowski (36) — XIV LO im. Stanistawa Staszica
w Warszawie

Mateusz Kobak (36) — LO im. Jana Pawta II Sidstr
Prezentek w Rzeszowie

Jakub Ochnik (36) — LO w Kolegium Swietej Rodziny
w Lomiankach

Pawel Piwek (36) — LO im. $w. Jadwigi Krélowej w Kielcach

Nagroda stopnia drugiego

Marcin Massalski (32) — I LO im. Mikotaja Kopernika
w Lodzi

Nagrody stopnia trzeciego

Bartlomiej Bollin (30) — Zespét Szkot Uniwersytetu
Mikotaja Kopernika Gimnazjum i Liceum Akademickie
w Toruniu

Maciej Dziuba (30) — Gimnazjum nr 1 w Konskich
Wojciech Klemens (30) - V LO w Bielsku-Biatej
Adrian Kozluk (30) — XIII LO w Szczecinie

Jan Lebioda (30) — XIV LO im. Stanistawa Staszica
w Warszawie

Michal Lupinski (30) — I LO im. Tadeusza Kosciuszki
w Lomzy

Piotr Pawlak (30) — Ogdlnoksztalcaca Szkota Muzyczna
I i II stopnia im. Feliksa Nowowiejskiego w Gdansku

Wojciech Przybyszewski (30) — LO im. Bolestawa Prusa
w Skierniewicach

Leszek Soldan (30) — XIV LO im. Stanistawa Staszica
w Warszawie

Szymon Stolarczyk (30) — II LO
im. Cypriana Kamila Norwida w Ostrotece

Jan Tabaszewski (30) — XIV LO im. Stanistawa Staszica
w Warszawie

Wojciech Wawréw (30) — LO $w. Marii Magdaleny
w Poznaniu

Wojciech Mitros (29) — XIII LO w Szczecinie

Tomasz Przybylowski (29) — Zesp6l Szk6t Uniwersytetu
Mikolaja Kopernika Gimnazjum i Liceum Akademickie
w Toruniu

LXVII Olimpiada Matematyczna

W zawodach stopnia pierwszego wzielo udzial 1171 uczniow,
do zawodow stopnia drugiego zakwalifikowano 617 uczniéw,
a do zawodow stopnia trzeciego — 113 uczniéw.

Komitet Gtéwny Olimpiady Matematycznej na posiedzeniu

w dniu 8 kwietnia br. postanowil przyznaé¢ 46 osobom tytul
laureata oraz nagrody pierwszego, drugiego, trzeciego, czwartego

i piatego stopnia. Otrzymali je nastepujacy zawodnicy

(w nawiasie podano liczbe uzyskanych punktéw na 36 mozliwych):

Mariusz Trela (29) — V LO im. Augusta Witkowskiego
w Krakowie

Filip Gawron (28) — III LO im. Adama Mickiewicza w Tarnowie

Nagrody stopnia czwartego
Marta Moscicka (26) — V LO w Bielsku-Bialej
Szymon Zwara (26) — Zesp6l Szk6t Uniwersytetu

Mikotaja Kopernika Gimnazjum i Liceum Akademickie
w Toruniu

Jan Fornal (25) — Gimnazjum nr 9 z Oddzialami
Dwujezycznymi im. $w. Krolowej Jadwigi w Rzeszowie

Nagrody stopnia piatego

Jakub Brojacz (24) — VIII LO im. Marii Sklodowskiej-Curie
w Katowicach

Damian Burczyk (24) — III LO z Oddziatami Dwujezycznymi
im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni

Pawel Burzynski (24) — III LO z Oddziatami Dwujezycznymi
im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni

Marcin Korona (24) — XIV LO im. Stanistawa Staszica

w Warszawie

Wiktoria Kos$ny (24) — XIV LO im. Stanistawa Staszica

w Warszawie

Jakub Kubacki (24) — XIV LO im. Stanislawa Staszica

w Warszawie

Jaroslaw Kwiecien (24) — LO Nr XIV im. Polonii Belgijskiej
we Wroclawiu

Piotr Naumowicz (24) — III LO z Oddzialami Dwujezycznymi
im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni

Jakub Perlin (24) — XIV LO im. Stanistawa Staszica

w Warszawie

Michatl Pychtin (24) — XIII LO w Szczecinie

Pawel Sawicki (24) — III LO z Oddzialami Dwujezycznymi
im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni

Michat Szachniewicz (24) — LO nr IIT im. Adama Mickiewicza
we Wroclawiu

Tomasz Urbanski (24) — I LO im. Bolestawa Chrobrego

w Piotrkowie Trybunalskim

Artur Zubilewicz (24) - V LO im. Augusta Witkowskiego

w Krakowie

Grzegorz Ciesielski (23) — LO nr IIT im. Adama Mickiewicza
we Wroclawiu

Radek Emanuel Kusek (23) - XIV LO im. Stanistawa Staszica
w Warszawie

Juliusz Pham (23) — III LO z Oddziatami Dwujezycznymi
im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni

Philip Smolenski-Jensen (23) — XIII LO w Szczecinie

Jakub Wegrecki (23) — III LO im. Adama Mickiewicza
w Tarnowie

Komitet Gléwny Olimpiady Matematycznej dzigkuje wszystkim, ktérzy pomagali finalistom

w przygotowaniach do zawodow.

Zadania oraz pelng wersje komunikatu mozna znalez¢ na stronie www.om.edu.pl.
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LXYV Olimpiada Fizyczna

W dniach 1-5 kwietnia br. odbyl sie w Warszawie final LXV Olimpiady
Fizycznej. Do tegorocznych zawoddw trzeciego stopnia zakwalifikowalo sie

69 zawodnikéw. W sobote 2 kwietnia zawodnicy w dwéch turach rozwiazywali
zadanie do$wiadczalne, polegajace w zasadzie na wyznaczaniu kombinacji
stalych fizycznych he/kp za pomoca zaréwki, pltyty CD i fotodiody.

W przeciwienstwie do lat poprzednich zadanie do$wiadczalne okazalo sie
stosunkowo latwe i wielu uczestnikéw finatu przedstawilo przynajmniej
czeSciowo zadowalajace rozwiazania, niekiedy nawet prostsze niz to
zaproponowane przez organizatoréw.

W niedziele 3 kwietnia zawodnicy zmierzyli si¢ z zadaniami teoretycznymi.
Pierwsze z nich polegalo na analizie ruchu upuszczonego ciezarka na elastycznej
nici. Cho¢ metody potrzebne do rozwigzania tego zadania byly zupelnie
elementarne, ogromng, trudnos¢ sprawita zawodnikom niezbedna separacja skal
czasowych i zauwazenie, ze do analizy rozciggania nici pozostalte aspekty ruchu
mozna pominagé.

W drugim zadaniu nalezalo zbadaé czestos¢ dzwieku emitowanego przez
poruszajace sie po okregu zrédlo i odbieranego przez nieruchomy mikrofon.

I to zadanie mozna byto rozwiazaé¢ elementarnymi metodami, wiekszo$é
uczestnikéw starata sie jednak zapisa¢ kluczowy element rozwiazania w postaci
trudnej do obliczenia caltki.

Trzecie zadanie polegalo na okredleniu momentu sity elektrycznej obracajacej
silnik elektryczny sktadajacy si¢ z czterech dyskéw, ktérych kolejne sektory
podlaczone byly do réznych biegundéw napiecia. Jakkolwiek wielu rozwiazujacych
rozpoznalo w tym silniku uklad potaczonych kondensatoréw o zmiennej
pojemnosci, to tylko nieliczni zauwazyli, ze w bilansie energii nalezy uwzglednié
prace wykonywana przez zrodlo napiecia.

Redaktorzy zadan finalowych Olimpiady Fizycznej staraja sie¢ zawsze, by
rozwigzania skladaly sie z elementarnych krokéw niewykraczajacych poza
omawiany w szkole zakres materiatu, ale wymagajacych ,pogléwkowania”

i uswiadomienia sobie istoty fizycznej rozwazanego problemu. W tym roku
elementarnoé¢ tych krokéw okazala sie, zwlaszcza w zadaniach teoretycznych,
nie lada wyzwaniem dla finalistéw, ktérzy czesto starali sie uzywaé — z réznym
powodzeniem — zaawansowanych metod do analizy prostych probleméw.

Tresci zadan wraz ze wzorcowymi rozwiazaniami mozna znalezé na stronie
Komitetu Gléwnego OF www.kgof .edu.pl.

Laureatami LXV Olimpiady Fizycznej zostali 9. Rafal Bistron
(w kolejnosci zajetych miejsc): V LO im. A. Witkowskiego w Krakowie
10. Blazej Rozwoda

1. Mat R nski
ateusz Taczyns V LO im. A. Witkowskiego w Krakowie

XIII LO w Szczecinie

2. Stanistaw Kurdzialtek 11. Pawel Piotr Czyz ) )

I LO im. S. Staszica w Lublinie XIV LO im. S. Staszica w Warszawie
3. Adam Kucz 12. Karol Niczyj )

II LO im. A. Frycza Modrzewskiego w Rybniku LO im. S. Banacha w Zaganiu
4. Marcin Kozbial 13. Pawel Zakieta

XXVII LO im. T. Czackiego w Warszawie II LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni
5. Bartosz Markowicz 14. Maksymilian Marzec

IV LO im. T. Koéciuszki w Toruniu XIIT LO w Szczecinie
6. Juliusz Neuman 15. Michat Szachniewicz

Publiczne LO Politechniki L6édzkiej w Lodzi III LO im. A. Mickiewicza we Wroctawiu
7. Michal Pestka 16. Andrzej Oreszczuk

IIT LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni VI LO im. J. Kochanowskiego w Radomiu
8. Rafal Ernest Cwiek 17. Mateusz Go$linowski

ZSL im. Boleslawa Chrobrego w Lezajsku XIIT LO w Szczecinie

Nagrody dla nauczycieli zostaly ufundowane przez Hamamatsu, Labis,
Polskie Towarzystwo Fizyczne oraz osoby prywatne.
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Komitet Gléwny przyznal tytuly laureata I, II i III miejsca
zawodnikom, ktorzy w zawodach finalowych uzyskali, odpowiednio,
co najmniej 500, 400 i 250 punktéw, i wyréznil zawodnikéw, ktérzy

XXIII Olimpiada Informatyczna

W dniach 12-16 kwietnia 2016 r. w Warszawie odbyly sie zawody
IIT stopnia XXIII Olimpiady Informatycznej. Zostalo do nich
zakwalifikowanych 96 zawodnikéw. W ciagu dwéch dni zawodéw
finalowych zawodnicy mieli do rozwigzania w sumie szes¢ zadan
programistycznych ocenianych od 0 do 100 punktéw.

Olimpiada
INnformatyczna

w finale uzyskali co najmniej 200 punktéw. Ponizej publikujemy liste
tych zawodnikéw (w nawiasach liczba zdobytych punktéw oraz szkola).
Lista wszystkich finalistéw jest dostepna na http://oi.edu.pl.

laureaci I miejsca

1. Jarostaw Kwiecienn (591, Liceum Ogolnoksztalcace
nr XIV im. Polonii Belgijskiej, Wroctaw)

2. Mateusz Radecki (584, VI Liceum
Ogdlnoksztatcace im. Jana Kochanowskiego, Radom)

3. Pawel Burzynski (538, III Liceum Ogdlnoksztalcace
im. Marynarki Wojennej RP, Gdynia)

4. Juliusz Pham (533, III Liceum Ogdlnoksztalcace
im. Marynarki Wojennej RP, Gdynia)

5. Bartlomiej Karasek (519, Zesp6t Szkét nr 1,
Grodzisk Maz.)

6. Mariusz Trela (516, V Liceum Ogdlnoksztatcace
im. Augusta Witkowskiego, Krakow)

7. Maciej Sypetkowski (513, I Liceum
Ogodlnoksztatcace im. Wiadystawa Jagietty,
Krasnystaw)

laureaci Il miejsca
8. Stanislaw Szczeséniak (470, XIV LO, Warszawa)
9. Franciszek Budrowski (462, I LO, Bialystok)
10. Piotr Kowalewski (458, III LO, Gdynia)
11. Lukasz Kondraciuk (457, IV LO, Rzeszéw)
12. Jan Tabaszewski (447, XIV LO, Warszawa)
13. Michal Tepper (434, ZSO nr 6, Bydgoszcz)
14. Tomasz Ko$ciuszko (431, XIV LO, Warszawa)
15. Michal Gérniak (428, I LO, Legnica)
16. Piotr Grabowski (419, I LO, Lublin)
17. Jakub Boguta (416, I LO, Lublin)

laureaci III miejsca

18. Stanistaw Strzelecki (385, XIV LO, Warszawa)
19. Anadi Agrawal (375, LO nr XIV, Wroclaw)

20. Marek Zochowski (374, 111 LO, Gdynia)

21. Anna Bialokozowicz (366, I LO, Bialystok)
22. Kacper Kluk (357, III LO, Gdynia)

23. Rafal Lyzwa (344, VI LO, Radom)

23. Kacper Walentynowicz (344, III LO, Gdynia)

25. Piotr Pawlak (338, Ogdlnoksztatcaca Szkota
Muzyczna I i IT stopnia, Gdarisk)

26. Jan Lebioda (328, XIV LO, Warszawa)
27. Piotr Borowski (316, I LO, Lublin)
28. Tomasz Grzeskiewicz (311, XIV LO, Warszawa)
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29. Mateusz Gienieczko (309, I1I LO, Gdynia)
30. Mateusz Hazy (308, LO nr XIV, Wroclaw)
31. Cyryl Waskiewicz (304, XIV LO, Warszawa)
32. Mateusz Szpyrka (303, V LO, Krakéw)

33. Tomasz Nowak (296, XIV LO, Warszawa)
34. Jan Olkowski (292, XIV LO, Warszawa)

35. Konrad Staniszewski (288, VI LO, Radom)
36. Maciej Nadolski (284, IIT LO, Gdynia)

37. Piotr Kuczko (280, I LO, Bialystok)

38. Krzysztof Potepa (279, V LO, Krakéw)

39. Jakub Bartminski (273, XIV LO, Warszawa)
40. Agnieszka Dudek (270, LO nr XIV, Wroctaw)
41. Adam Pawlowski (268, VIII LO, Poznan)
42. Lukasz Janeczko (266, V LO, Krakéw)

43. Michat Niciejewski (258, XIII LO, Szczecin)
44. Kamil Cwintal (253, ZSO, Ozaréw)

45. Igor Dolecki (251, XIV LO, Warszawa)

46. Michatl Siennicki (250, XIV LO, Warszawa)

finaliSci z wyré6znieniem

Jakub Zadrozny (248, LO nr III, Wroctaw)
Krzysztof Piesiewicz (247, VIII LO, Warszawa)
Artur Puzio (245, XIV LO, Warszawa)

Kamil Piechowiak (242, VIII LO, Poznan)

Rafal Pragacz (242, ZS Siéstr Nazaretanek, Kielce)
Iwona Kotlarska (237, XIV LO, Warszawa)

Piotr Bujakowski (232, V LO, Krakdéw)

Jakub Obuchowski (232, I LO, Biatystok)

Alicja Chaszczewicz (226, LO nr XIV, Wroctaw)
Tomasz Ponitka (226, LO nr XIV, Wroclaw)
Tomasz Kanas (220, III LO, Gdynia)

Mateusz Maciej Mastowski (215, Gimnazjum nr 24, Gdynia)
Krzysztof Matysa (214, XIIT LO, Szczecin)
Bartosz Rudzki (214, LO nr XIV, Wroctaw)
Barttomiej Wrona (211, XXVII LO, Warszawa)
Mateusz Orda (206, LO nr III, Wroctaw)

Marek Skiba (206, Prywatne Gimnazjum, Lublin)
Wojciech Gotaszewski (205, LO nr XIV, Wroctaw)
Michal Lopata (205, I LO, Bialystok)

Julia Majkowska (205, LO nr XIV, Wroctaw)
Konstanty Subbotko (205, XIV LO, Warszawa)
Pawel Anikiel (204, III LO, Gdynia)

Grzegorz Eugeniusz Uriasz (200, I LO, Krosno)
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Rozwigzanie zadania M 1495.
Rozwazmy wielomian
w(z) = (x4 a1)(z+a2)...(x+an) —
—(x—b1)(z—Db2)...(x— by).
Warto$é w(b;) jest réwna iloczynowi c
liczb wpisanych w j-ta kolumne. Stad
w(by) = ... =w(b,) = c. Poniewaz
stopien wielomianu w jest mniejszy
niz n, otrzymujemy, ze jest to wielomian
stale réwny c.
W takim razie mamy
¢ = w(—a;) =
= (—1)"+1(a,, +b1)...(a; +bn),
a stad iloczyn liczb wpisanych w i-ty
wiersz jest réwny (—1)"T1. ¢ niezaleznie
od 4.

Kluska w uchu wielbtgda
albo arytmetyka moralna

Krzysztof REJMER

Powiada Ewangelia: Latwiej jest wielblgdowr przejs¢ przez ucho igielne, niz
bogatemu wejsé do krolestwa niebieskiego. Lingwisci, i nie tylko oni, prébuja
znalez¢é jakie$ sensowne wyjasnienie tych stéow. Na przyktad Cyryl Aleksandryjski
twierdzil, ze jest to jezykowe nieporozumienie, a Jezus mial w rzeczywistosci

na my$li nie wielblada, lecz line. Oba te wyrazy mogtly by¢ pomylone z powodu
zachodzacego w jezyku greckim procesu nazwanego itacyzmem. Polegal on

na zamianie litery n na litere ¢ (kdunAos to wielblad, natomiast kdutlos to
lina). Jest to tym bardziej prawdopodobne, ze aramejskie stowo gamla oznaczato
zaréwno samego wielblada, jak i wykonana z jego siersci line. Jak to czesto
bywa, winny jest niedouczony interpretator.

Z podobna gra stéw mamy do czynienia w pewnym ciekawym zagadnieniu
dotyczacym rachunku prawdopodobienstwa. Aby je oméwié, zaczniemy od rzeczy
powszechnie znanej, czyli od igly Buffona, opisanej przezen w 1777 roku

w Szkicu o arytmetyce moralnej. Rzucamy igla o dlugosci [ na plaszczyzne
podzielong réwnolegtymi liniami, przy czym odleglosé d migdzy sasiednimi
liniami spelnia warunek d > [. Niech z oznacza odleglos¢ igly od najblizszej linii,
natomiast @ mniejszy z katéw, jaki igla tworzy z ta linig. Mozliwe wartoéci z 1 ©
leza w przedziatach, odpowiednio, [0, %] i [0, g] Przyjmujemy, ze z i O sg
niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladach jednostajnych. Diugosé rzutu
igly na kierunek prostopadtly do linii jest rowna [sin ©. Jezeli $rodek igly jest
odlegly od najblizszej linii o mniej niz %l sin © (rys. 1), to igla przecina linie.
Prawdopodobienistwo przeciecia linii jest wigc réwne stosunkowi pola .S pod

sinusoida %l sin © i pola prostokata o bokach 7 i % (rys. 2).

Pole S mozemy obliczy¢, dzielac odcinek [O, %} na N matlych odcinkéw. Niech

T = 2’]”{[ 7 =0,...,N, beda koncami kolejnych odcinkow. Wtedy S przyblizamy
jako
N—1
[ . Tyl + 2
S ~ 5 sin ('7 5 L) (w41 —xy) =
J=0
l N-1 . . e e
_ b I B A WP o W WL Sy
T2 2 2 sin (L4175
j=0 : 2
I N—-1 Tj41—T,
=— (cosxj —cosxj ) ——2 =
2 ]Z:% J J Sil’l((l/‘/'+l2 J,J)
] m Nl . I
N N—oo
= —— COSX; — COST; —_— =
2 sin ]Z; ( / 5+1) 2

Szukane prawdopodobienstwo jest réwne P = %, a w szczegdlnosci dla | = d

otrzymujemy P = % Wynik ten pozwala ,zmierzy¢” warto$c liczby 7. Nie trzeba
rzucaé prawdziwg igla, wystarczy ,,doswiadczenie komputerowe”. Jesli postuzymy
sie definicja prawdopodobienstwa podana przez Laplace’a, to dla I = d mamy

™~ 2—,

x

gdzie N to liczba rzutéw, a x to liczba przecigé. Poniewaz przyjeliSmy
(arbitralnie?) jednostajnos$¢ obu rozkladéw, mozna tez twierdzié, ze
w rzeczywistosci nie tyle wyznaczamy wartosé , ile testujemy to zalozenie.

Wszystkim, ktérych zdumiewa obecno$é liczby m w zadaniu dotyczacym
rachunku prawdopodobienstwa, Hugo Steinhaus wyjasnial w charakterystycznym
dla siebie stylu, ze jest to ilustracja powiedzenia fortuna kolem sie toczy. Jednak
w rzeczywistosci to nie powinno dziwié¢. Liczba 7 jest zdefiniowana jako stosunek
dlugosci okregu do jego Srednicy. Zauwazmy, ze wszystkie mozliwe polozenia
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Uzasadnienie wzoru Barbiera.

Dla tamanej zlozonej z dwéch odcinkéw
o dlugosciach a i b $rednia liczba
przecieé jest réwna

pa(a+b) = pa(a) + p1(b),
gdzie p1(l) jest $rednig liczba przecigé
w funkcji dlugosci (odpowiednio lamanej
lub odcinka). Wynika stad, ze dla
dowolnej liczby naturalnej n

m1(na) = npa(a),

oraz dla dowolnych liczb naturalnych
nim

npi(a) = pi(na) = (mﬁa)
m

n
= mp1 Ea .

W przypadku odcinka lamanej pi jest
funkcja ciagla jego diugosci a. A zatem
dla dowolnej liczby wymiernej, a przez
to i dla dowolnej liczby rzeczywistej
pa(ra) =rp(a),

a stad

pi(a) = ca,
Wyznaczymy teraz warto$¢ c. Posluzymy
si¢ kluskg zwini¢ta w okrag o $rednicy d.
W tej sytuacji zawsze istnieja dwa
przeciecia. Mamy wiec

gdzie ¢ = p1(1).

2 = pq(dm) = cdm,
a stad
2
wd’
co zgadza si¢ z rachunkiem dla igly
Buffona.

Wigcej o twierdzeniu Barbiera mozna
przeczytaé np. w ksigzce

Jarostawa Goérnickiego Okruchy
matematyki.

jednego konca igly wzgledem drugiego tworzg okrag, ktorego promien jest
dtugoscia tej igly. A zatem jesteSmy w domu.

A teraz zrobimy z liny ewangelicznego wielbtada. A raczej z igly Buffona
uczynimy matematyczna line albo kluske. Podamy rozwiazanie podobnego
zagadnienia, ktérego autorem jest Joseph—Emile Barbier. Ta wersja problemu
igly Buffona (ang. Buffon’s needle) nosi zartobliwa nazwe kluski Buffona
(ang. Buffon’s noodle).

W przypadku I < d, ktéry tu rozwazamy, mozliwe jest co najwyzej jedno
przecigcie igly z linia. Wprowadzimy nowa zmienna losowa przyjmujaca
warto$é¢ 1, gdy igta przecina linig, i 0, gdy igla nie przecina linii. Obliczmy
wartos$é srednia tej zmiennej. Jest ona réwna

up=1-P+0-(1—P)=P.
Widzimy, ze jest to prawdopodobienstwo przeciecia linii przez igle. Wyrazenie
po prawej stronie powyzszego réwnania jest zarazem Srednia liczba przecieé, ;.
Zastapimy teraz igle przez lamana ztozona z n odcinkéw. Niech z4,...,z, beda
liczbami przecieé linii przez te odcinki, natomiast x ich suma, czyli liczba
przecied linii przez tamang. Wielkosci x; nie sa niezaleznymi zmiennymi
losowymi, ale to bez znaczenia, bo érednia liczba przecigé linii przez tamana

i tak jest sumag Srednich liczb przecieé linii przez odcinki
n

(@) = ().
i=1
Przejdziemy teraz z tamang do granicznej krzywej gladkiej (czyli naszej kluski)
o ustalonej dlugosci, zwigkszajac do nieskonczonosci liczbe odcinkéw tamanej.
Srednia liczba przecie¢ kluski jest proporcjonalna do jej dlugosci ! i wynosi
tyle samo co dla igly Buffona:
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pml) = —.
Swoja droga, Barbier udowodnil w rzeczywistosci co$ wiecej, bo nazwane jego
imieniem twierdzenie, ktére moéowi, ze dla dowolnej zamknietej krzywej o stalej
szeroko$ci stosunek jej dtugosci do jej srednicy zawsze jest taki sam i réwny 7,
niezaleznie od ksztaltu tej krzywej.

Rozwiazanie zagadnienia Buffona wielokrotnie testowano eksperymentalnie.
Wspomnimy tu o jednym tylko wyniku, uzyskanym w 1901 roku przez wloskiego
matematyka Mario Lazzariniego, ktéry rzucal 3408 razy igla o stosunku diugosci
do szerokosci paska réwnym 5/6. W tym przypadku 7 = g% Lazzarini uzyskal
robigcy wrazenie rezultat o bledzie mniejszym od 3 - 10~7; bylo to przyblizenie
TR % Podejrzenie wzbudzit jednak fakt, ze powyzsze przyblizenie znane jest
od dawna jako najlepsze wymierne przyblizenie 7, jesli ograniczy¢ sie do liczb

co najwyzej pieciocyfrowych. Jesli spelniony jest warunek x = %N , to
otrzymamy wtaénie owo wspomniane najlepsze przyblizenie. Latwo tego
dokonaé¢. Wystarczy wybraé liczbe n bedaca wielokrotnoscia liczby 213, a wtedy
x jest liczba catkowita. Liczba 3408 = 16 - 213 jest taka wielokrotnoscia. Dzi$
uwaza si¢ wynik Lazzariniego za oszustwo (co jest przeciez rzecza niemoralna)
albo raczej za wyrafinowany zart (a to juz zupelnie inna sprawa).

W tytule oryginalnej pracy Buffona wystepuje nazwa arytmetyka moralna.
Pojecie to wywodzi sie z chetnie praktykowanej przez Anglosaséw (a zwalczanej
przez mysélicieli chrzedcijanskich) filozofii utylitaryzmu (Bentham), ktéra uczy, ze
o moralnej wartosci czynu swiadcza jedynie jego skutki. Stad, podejmujac
decyzje moralne, jesteSmy zmuszeni dokonywaé swoistego rachunku uzytecznosci,
czyli arytmetyki albo buchalterii moralnej, i szacowa¢ miare pozytywnych oraz
negatywnych skutkéw naszych czynéw. Propozycja rozstrzygania konfliktu
wartosci i okreslenia moralnego obowiazku w oparciu o owa buchalterie moralna
opiera sie na (naiwnym z dzisiejszego punktu widzenia) zalozeniu, ze mozliwe
jest odkrycie jakiej$ wspdlnej miary dla wszystkich ludzkich wartosci i ze taki
uniwersalny zbiér niewykluczajacych si¢ wzajemnie wartosci istnieje.

Ewangelista, by¢ moze, powiedzialby, ze miara jest ucho igielne. ..
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Trzy karty

o paradoksie Monty’ego Halla nieco inaczej

Na stole leza, ulozone w losowej kolejnosci koszulkami

do géry, trzy karty: As, Krél i Dama. Jezeli gracz odgadnie
prawidlowo potozenie Asa, wygrywa duzg nagrode. Gracz
wskazal karte, nie obejrzal jej, i wtedy prowadzacy gre méwi:
Chuwileczke. Odkryje jedng z dwdch pozostatych kart, a ty sie
zastanow, czy chcesz zmienié swojq karte na karte, ktora
pozostata nieodkryta. Prowadzacy gre zna polozenie kart

i zawsze odkrywa karte rézng od Asa. Jezeli ma do wyboru
Kréla albo Dame, pokazuje Kréla z prawdopodobienistwem p,
a Dame z prawdopodobienstwem 1 — p, gdzie 0 <p < 1

(np. mozna wyobrazié sobie sytuacje, gdy prowadzacy gre
bardzo lubi Kréla — wtedy p = 1). Nastepnie odkrywa karte

i jest nig Kroél.

Oblicz prawdopodobienstwo sukcesu gracza, ktéry zmieni
swéj pierwotny wybor.

Czesto spotykamy takie rozumowania:

1) Zostaly dwie karty, As i Dama. Jedna z nich ma
prowadzacy gre, a drugg gracz. Jest wigc wszystko jedno,
czy gracz zmieni swoj wybor czy nie, prawdopodobienstwo
wygranej jest réwne 1/2.

2) Prawdopodobieristwo tego, ze gracz pierwotnie wskazal
Asa, jest réwne 1/3 i pokazanie Kréla nic nie zmienia.
Stad wynika, ze prawdopodobienstwo sukcesu gracza,
ktéry zmieni swéj wybdr, jest réwne 2/3.

Sa to dwa rézne rozumowania, ktére znacznie upraszczaja,
problem. Oba pomijaja informacje o odkrytej karcie,

ignorujg preferencje prowadzacego gre i prowadzg do dwboch
réznych wynikow.

Aby rozwiazaé ten problem, zbudujemy model
probabilistyczny dla tego do$wiadczenia.

Mamy cztery mozliwosci, ktére przedstawiamy w tabeli.

Oznaczmy przez A zdarzenie losowe polegajace na tym, ze

gracz nie wskazal Asa i osiagnie sukces po zmianie swojego
pierwotnego wyboru, i przez K zdarzenie losowe polegajace
na tym, ze prowadzacy gre odkryje Krola.

Mamy obliczyé prawdopodobienistwo warunkowe, czyli

P(ANK)

P(K)
Z pierwszego wiersza tabeli mamy P(ANK) =1/3.
Prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze

P(AIK) =

1
prowadzacy odkryje Kréla, jest réwne P(K) = 3 + g = %,
czyli sumie prawdopodobienstw z pierwszego i trzeciego wiersza.

Stad P(A|K) = —28— = ——_
ad P(A|K) T 7 Thp

Prawdopodobienstwo wygranej gracza przy zamianie kart

< P(AJK) < 1.

¢ 1
; zatem —
2

jest nie mniejsze od 1/2.

Gdy p = 1 (prowadzacy bardzo lubi Kréla), to

P(A|K) =1/2; gdy p = 0 (prowadzacy bardzo lubi Dame

i odkryt Kréla, czyli gracz ma Dame), to P(A|K) = 1.

Gdy p = 1/2, mamy P(A|K) = 2/3; przypadek ten oznacza,
ze prowadzacy gre — w sytuacji, gdy ma do wyboru Kréla
albo Dame — wybiera karte losowo.

karta wskazana | karty, ktére pozostaly | karty odkryte przez | prawdopodobienstwo iloczynu zdarzen
przez gracza | dla prowadzacego gre | prowadzacego gre |opisanych w trzeciej i czwartej kolumnie
1 D A K K (1/3)-1
2 K A, D D (1/3)-1
31 A K, D K (1/3)-p=p/3
32 A K, D D (1/3)-(1—p) = (1-p)/3

Edward STACHOWSKI

m Zadania

Przygotowat Michat NAWROCKI

F 905. Ile wynosi energia kinetyczna Fy elektronu
poruszajacego sie po okregu o promieniu 7 =4-107% m
w polu magnetycznym o indukcji B = 5-1072 T? Masa
spoczynkowa elektronu to mo = 9,1 -1073! kg.
Rozwigzanie na str. 3

F 906. Jaka prace A przeciw sitom napiecia
powierzchniowego nalezy wykonaé¢, aby nadmuchaé banke
mydlana o promieniu R =5 cm? Wspélczynnik napiecia
powierzchniowego o dla wody z mydtem wynosi okoto
40-1073 N/m.

Rozwigzanie na str. 7
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Redaguje Urszula PASTWA

M 1495. Majac dane parami rézne liczby a1, a9, ..., an
ibi,ba,..., by, tworzymy tabele n X n, wpisujac w i-tym
wierszu i j-tej kolumnie liczbe a; + b;. Wykazaé, ze jesli
iloczyn liczb wpisanych w kazda kolumne jest jednakowy,
to rowniez iloczyn liczb wpisanych w kazdy wiersz jest
jednakowy.

Rozwigzanie na str. 15

M 1496. Kazda z liczb catkowitych ai,...,a, jest mniejsza
od 2016, a najmniejsza wspdlna wielokrotno$¢ dowolnych
dwdéch z tych liczb jest wieksza od 2016. Wykazad, ze

I S .
ar  az T an 2016°

Rozwigzanie na str. 8

M 1497. W tréjkacie réwnoramiennym ABC kat przy
wierzchotku C' ma miare 96°. Wewnatrz tréjkata lezy taki
punkt D, ze < DAB = 18° i XDBA = 30°. Wyznaczy¢
miare kata ACD.

Rozwigzanie na str. 5



4chan — typ internetowego forum
(anglojezycznego), klon japonskiego
Futaba Channel. Uruchomiony

w pazdzierniku 2003 roku przez
nastolatka Christophera Poole’a,

ps. Moot. Pierwotnie o tematyce mangi
oraz anime.

Hello. We are looking for highly intelligent
individuals. To find them, we have devised
a test.

There is a message hidden in this image.
Find it, and it will lead you on the road fo
finding us. We look forward to meeting the
few that will make it all the way through.

Good luck.

3301

Rys. 1

Szyfr Cezara — jedna z najstarszych

metod szyfrowania uzywana w I w p.n.e.

przez Juliusza Cezara. Szyfrowanie
polega na zamianie kazdej litery tekstu
na inng liter¢ tego samego alfabetu,
oddalong o pewng stata liczbe znakéw.

Rys. 2

Szyfr ksiazkowy polega na zamianie
kazdej litery tekstu na cztery
wspbélrzedne: pierwsza — numer strony
w danej ksiagzce, druga — numer linijki
na stronie, trzecia — numer wyrazu

w linijce, czwarta — numer litery

w wyrazie.

*uczennica VIII LO w Katowicach

Szyfry i kody zagadek Cykady 3301
Aleksandra NOWAK™

Czym jest Cykada 33017 Jest to tajemnicza organizacja, ktéra trzykrotnie

(w roku 2012, 2013, 2014) dala o sobie znaé, publikujac w Internecie cykle
ukrytych tamigléwek. Zostaly one okrzyknigte przez Washington Post
,hajbardziej skomplikowanymi i tajemniczymi zagadkami w dobie Internetu”.

Sa to zagadki, w ktérych rozwigzanie jednej prowadzi do nastepnej. Lamigltowki
Cykady zamieszczane byly na stronach internetowych, na Twitterze, forach
dyskusyjnych. Ukryte byly w réznych plikach graficznych, w tym nawiazujacych
do obrazéw stawnych artystéw, w tekstach powiesci, poematach, manuskryptach,
plikach muzycznych. W réznych miastach na $wiecie (miedzy innymi w Moskwie,
Chicago, Los Angeles, Paryzu, Seulu, Warszawie) mozna bylo znalezé plakaty
przedstawiajace cykade (logo organizacji) oraz kod QR, po ktérego zeskanowaniu
natrafialo sie na kolejna zagadke. Na rozwiazanie kazdego cyklu byl jeden
miesiac.

Intencja Cykady prawdopodobnie byta rekrutacja wybitnych indywidualnosci,
0s6b o wysokiej erudycji, wykazujacych sie ponadprzecietnymi zdolno$ciami

i wiedza z réznych dziedzin nauki, ale przede wszystkim z zakresu kryptologii.
Kto ,rekrutowal” oraz jakie propozycje zlozono tym, ktorzy rozwiazali wszystkie
zagadki cyklu, nie wiadomo. Sa jedynie spekulacje. Moga to by¢ agencje
wywiadowcze (takie jak CTA czy MI6), grupa aktywistéw internetowych
Anonymous, a moze po prostu jest to gra internetowa. OdpowiedZ na druga
cze$¢ pytania rowniez nie jest jasna. Nie wiadomo, co stalo sie z osobami, ktére
rozwigzaly Cykade. Wiadomo, ze w koncowym etapie cyklu najwybitniejsi
dostawali indywidualne zagadki oraz ze ci, ktorzy podzielili sie nimi na forum
Internetu, zostawali wyeliminowani. Sprébujmy przejs¢ choé przez kawalek
cykadowej $ciezki.

Zagadka 1. Poczatek Cykady 3301 siega 5 stycznia 2012 roku, wtedy to
na forum internetowym 4chan pojawila sie wiadomosé (rys. 1). Faktyczny
komunikat zostal zaszyfrowany w tle obrazu tzw. metoda najmniej znaczacego
bitu (najbardziej popularna metoda stosowana w steganografii). Ludzkie oko
widzi bialy tekst na czarnym tle, ktére jednak nie jest jednokolorowe. Niektore
piksele sa w kolorze bardzo zblizonym do czerni i tworza ponizszy tekst (mozna
go otrzymad, uzywajac np. programu Stegdetect).

TIBERIVS CLAVDIVS CAESAR says “Ixxt;33m2maqkyv2gsq3q=w]O2ntk”

Komunikat nie jest jasny, wystapienie stowa CAESAR sugeruje zastosowanie
szyfru Cezara. I faktycznie, po konwersji tekstu na kod ASCII i uzyciu
wspomnianego szyfru wiadomos¢ okazala sie by¢ adresem strony internetowe;j.

http://i.imgur.com/m9sYK. jpg

Zagadka 2. Na stronie znajdowal sie obraz przedstawiajacy kaczke (rys. 2).
Znowu nalezalo uzy¢ steganografii. Na program Outguess, badajacy obraz pod
katem ukrytych w nim informacji, naprowadzaly slowa ,guess” i ,out” wpisane
nad kaczka. Rozwiagzaniem tej zagadki byl tekst: Here is a book code. To find the
book, and more information, go to hitp://www.reddit.com/r/a2e7j6ic78h0j/ oraz
76 linii znakéw postaci 1:20, 2:3, 3:5, 4:20, 5:5, 6:53. .. 1 podpis Good luck. 3301.
To byl szyfr ksiazkowy.

Zagadka 3. Mozna by sie spodziewaé¢ na owej stronie tekstu ksiazki. Zamiast
niego ukazaly si¢ nieskladne ciagi liter. Jesli w ogdle byl to tekst, to
zakodowany. Uwage zwracaly kropki i kreski w nagtéwku strony. Jak sie okazalo,
byly to cyfry w systemie numerycznym Majéw. Po rozkodowaniu okazaly sie
podobne do skroconego adresu URL wyswietlonej strony. Najprawdopodobniej
byt to klucz do rozkodowania wierszy ksiazki. Tylko jak go uzy¢?

Kolejne zagadki Cykady byly ukryte w najrézniejszych miejscach. Rozwiazaniem
jednej z nich byl numer telefonu. Po potaczeniu z tym numerem glos
w shuchawce powtarzal adres strony internetowej. Na stronie pojawial sie zegar
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TOR (The Onion Router) — wirtualna
sie¢ komputerowa, ktéra zapewnia
uzytkownikom zupelnie anonimowe
serfowanie po internecie, daje dostep
do tzw. darknetu — zakamarkéw, ktoére

nie daja si¢ indeksowaé¢ wyszukiwarkom.

Artykuly MP mozna znalezé na stronie
www.mp.uph.edu.pl

W drugim numerze MP mozemy
przeczytaé o perspektywie wedlug
Strzeminskiego, twierdzeniu

o powracaniu i pewnych zagadkach
mechaniki statystycznej. Odnajdziemy
tez matematyczne inspiracje

w szaradziarstwie, poznamy zwiqzki
szeregow liczbowych z liczbg ™ oraz
dowiemy sie, jak pokazaé, ze co$ ma
elementarny dowdéd, nie pokazujac tego
dowodu. Przejdziemy matematycznymsi
mostami miedzy matematykq a sztukqg
i przeczytamy recenzje ksiazki
Edwarda Frenkla pod intrygujacym
tytutem ,Milo$¢ i matematyka”.

[1] OKM w Mordach i Szkola
Matematyki Poglagdowej —
informacje, Marek Kordos,
www.msn.uph.edu.pl/smp/

odmierzajacy czas do 9 stycznia 2012 do godziny 17.00. Po tej godzinie
pojawialy sie ciagi cyfr (zaszyfrowane wspélrzedne 14 réznych miast). Tymi
miastami byly miedzy innymi: Seul, Phoenix, Sydney, Paryz, Miami oraz
Warszawa. W fizycznych lokalizacjach wskazanych w zagadce zostaly
umieszczone plakaty z wizerunkiem Cykady (nawiazujacej do powiesci
Thomasa Harrisa ,,Milczenie owiec”) oraz z kodem QR. Kod ten kierowal

na adres w sieci TOR. Pierwsi, ktorzy tam dotarli, dostali kolejne testy.
Spéznialscy zostali wyeliminowani z gry. Strona znikneta po odwiedzeniu przez
pewna liczbe uzytkownikéw.

Mozna zapytaé, skad wiadomo, ze zagadki byly zamieszczone przez jedna osobe,
czy organizacje. Ot6z kazda opublikowana tamigléowka zawierala podpis PGP,
co pozwalalo jednoznacznie okresli¢ jej autentycznosé. Gdy rozwiazatam trzy
zagadki Cykady, pomyslalam, ze warto podzieli¢ si¢ nimi na szerszym forum

i tak powstala praca na Ogdlnopolski Sejmik Matematykow. Na tym

nie zakonczyltam przygody z Cykada 3301. Dalej sie zastanawiam, jaki ruch
wykonadé, aby znalez¢ rozwiazanie i dotrzeé¢ do kolejnej tajemnicy.

Czasopismo ,,Matematyka Pogladowa”

Matematyka Poglgdowa stanowi kontynuacje zeszytéw
Matematyka—Spoleczenstwo—Nauczanie, ktore towarzyszyly Szkotom Matematyki
Pogladowej od samego poczatku (od ponad éwieré wieku). Artykuly to
zazwyczaj relacje z odczytéw na Szkolach, ale nie tylko. Mozna tam réowniez
znalezé recenzje ksiazek (rzecz jasna, poswieconych matematyce) oraz rézne
perelki, jak, na przyktad, wyktad habilitacyjny Riemanna, ktérego pierwsze
polskie tlumaczenie ukazalo sie wlasnie w MSN.

Nie byloby jednak MSN ani MP bez Osrodka Kultury Matematycznej,
nieformalnej organizacji powotanej do zycia w Siedlcach w grudniu 1987 roku
przez matematykow, naukowcow, pracownikéow uczelni z 11 o$rodkéw w catym
kraju. Postanowiono animowaé ruch na rzecz tego, by matematyka nie kryla sie
za formalizmami, nie odstraszala laikow, aby byla prezentowana ze wskazaniem
jej miejsca w catoksztalcie cywilizacyi © kultury, aby jej rozwadj byt relacjonowany
w powigzaniu z wydarzeniams historii powszechnej [1]. W tym celu matematycy
powinni jednak spogladaé szerzej niz tylko na skrawek nauki, ktorym sie
zajmuja. Z kolei do tego niezbedna jest komunikacja miedzy naukowcami

(nie tylko matematykami). To za$ jest mozliwe tylko, jezeli méwia wspdlnym
jezykiem. Jest jeszcze kwestia umiejetnego przedstawienia matematyki
spoleczenstwu. Krocej rzecz ujmujac, konieczna jest kultura matematyczna.

Jedna z form dziatalnosci OKM sg wspomniane wczesniej Szkoly Matematyki
Pogladowej. Zazwyczaj Szkoty sktadaja sie z 24 trwajacych 45 minut wyktadéw
po$wieconych okreslonej tematyce (np. ,Elementarne, ale niebanalne”,
»Przestrzen”, Porzadek”, ;Wbrew intuicji”). O zwigzkach matematyki,

nie tylko tak oczywistych jak z fizyka czy biologia, podczas Szkdt méwili

(i méwié¢ beda) specjalisci z dziedzin dalekich od matematyki, takich jak
historia, muzyka, socjologia.

Towarzyszacy Szkolom od dwéch lat rocznik Matematyka Poglgdowa rdzni sie
od wydawanego wcze$niej MSN po pierwsze tym, ze wychodzi raz do roku,
a po drugie, w przeciwienstwie do MSN, jest pismem kolorowym. Kolory nie sg
uzyte tylko po to, by przyciagnaé¢ oko czytelnika, wynika to takze z faktu, ze
wystepuja one powszechnie w matematyce. To wladnie taka kolorowa
matematyka jest tematem kolejnej, LIV Szkoty, ktéra odbedzie si¢ w sierpniu
2016 roku.

Agnieszka PRUSINSKA

Uniwersytet Przyrodniczo-Humanistyczny w Siedlcach, Instytut Matematyki i Fizyki
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Zycle na
ZY \~® 68

Serdecznie zapraszamy
wszystkich zainteresowanych

do uczestnictwa

w Drugiej
Miedzynarodowej
Szkole Kosmologicznej,

ktéra odbedzie sie
w dniach 11-24.07.2016
w Kielcach.

Wyktady prowadzi¢ beda cenieni

i znani naukowcy z calego $wiata,
m.in. z Francji, Ukrainy, Wtoch,
Holandii, Wielkiej Brytanii i Polski.

Celem szkoly jest usystematyzowanie
wiedzy na temat kosmologii
teoretycznej i obserwacyjnej

oraz zapoznanie uczestnikéw

z najnowszymi wynikami badan
naukowych w dziedzinie kosmologii.
Szkota przeznaczona jest zaréwno dla
studentéw studiow magisterskich

i doktoranckich, jak i mlodych
naukowcéw zainteresowanych ta
dziedzing nauki. W programie znajda
sie wyktady teoretyczne oraz warsztaty
praktyczne. Strona internetowa szkoty:

www.cosmology-school.ujk.edu.pl

Skutek i przyczyna

Felietonista jednej z gazet zauwazytl, jak bardzo na publikacjach wazy brytyjski
sposOb narracji: nie pisze si¢ ,ogrzewatem roztwér” | ale ,roztwor byt ogrzewany”.
Ma to pomagaé osiagnieciu przez czytelnika wrazenia obiektywizmu. Sa w historii
odkry¢ naukowych pewne wezlowe momenty, ktore mnie zawsze interesowatly,

a o ktérych nie pisze sie w sposéb otwarty w publikacjach naukowych.

Zatem interesuje mnie moment okrzyku odkrywcy: eureka i co po nim nastepuje.
Kazdy doswiadczalnik takie momenty przezywal, nawet jezeli dotyczyly one decyzji,
czy roztwor ogrzac, czy nie, i taki moment, prosze Panstwa, to jest po prostu moment
szczedcia w pracy zawodowej.

Ostatnio uczestniczytam w pracy jury, ktére po rozmowach z dwudziestoma bardzo
mlodymi badaczami miato wytonié¢ tych najlepszych. Swoje badania prowadzili,
bedac jeszcze w szkole. Jeden z nich, poszukujac przyczyn pewnego zjawiska

i odrzucajac po kolei kilka — wreszcie znalazt czynnik, ktory ze zjawiskiem korelowal.
Zapytatam go wtedy, co czul w momencie swojego ODKRYCIA, i poczutam

z uczniem wielka wspélnote, widzac blysk w oku i szybka, entuzjastyczna odpowiedz.
By¢ moze to bylo najwazniejsze moje wrazenie z tych dwudziestu rozméw.

Ta sama praca pobudzila mnie takze do dalszych rozmyslan o drogach, ktérymi
chodza odkrycia korelacji. Jedno z najwazniejszych w moich wspomnieniach dotyczy
do hipotezy stynnego amerykanskiego wirusologa, Petera Duesberga. Dziato sie to

w koncowce lat 80. ubieglego wieku. Méj dwcezesny szef naukowy, profesor

David Shugar, otrzymal z waznego pisma, w ktérym byt recenzentem, stustronicowa
prace Duesberga, w ktorej 6w wywodzil teze, iz wirus HIV nie jest przyczyna AIDS,
a towarzyszy tej chorobie ,przy okazji” ostabienia organizmu. Shugar przekazywatl te
publikacje wielu wspoltpracownikom, proszac o uwagi. Byl to czas, w ktérym
Swszyscy” zgadzali sie z przyczynowa rola HIV i praca Duesberga, idac pod prad
pogladdéw ,wszystkich”, mogla by¢ bardzo wazna i przelomowa. Po kilku tygodniach
Shugar zdecydowal, ze bedzie popieral jej druk. Pamietam, ze byla niezwykle logiczna
i przemawiala takze do mnie.

Choé wystapienie sporadycznych przypadkéw AIDS udokumentowano przed
1970 rokiem, to rozprzestrzenienie zaczelo byé¢ zauwazalne w koncu lat 70.
W 1980 roku AIDS zdiagnozowano na pieciu kontynentach i oceniono liczbe
zakazonych na 100-300 tysigcy.

Co postulowal Duesberg? Warto przypomnieé, ze szybko wzrastajaca liczba chorych
stanowita ponura grozbe dla przezywalnosci duzej czesci populacji. Duesberg
wskazywal na znaczaca korelacje liczby zachorowan ze zwigkszeniem uzycia
narkotykow, rozpasaniem seksualnym, zastosowaniem pierwszego leku jeszcze
nieleczacego, charakterem zakazen przez retrowirusy (material genetyczny to RNA,
nie DNA). Uwazal, ze HIV pojawia si¢ jako pasazer juz rozwijajacego sie AIDS.

Praca Duesberga zmusita wirusologéw na calym $wiecie do dokladniejszego
przyjrzenia sie wynikom badan i przebiegu terapii. Doprowadzita do liczbowo
wielkich, idacych w dziesiatki tysiecy, badan szczegdélowych przyczyn choroby.
Zastrzezenia Duesberga zostaly obalone: tylko infekcje HIV sg stalg przyczyna AIDS,
ktoérej to chorobie sprzyjaja, ale nie powoduja, czynniki opisywane przez Duesberga.
Hipoteza Duesberga odegrata bardzo wazna role zaréwno w poznaniu sposobéw

i drog zakazenia, jak i w poszukiwaniu skutecznych lekéw. W latach 1985-2013 AIDS
zarazilo si¢ na $wiecie okolo 78 mln oséb, z czego okolo 39 mln zmarto; w 2014 roku
z powodu AIDS zmarto 1,2 mln ludzi. Dzi$, przekonuje medycyna, AIDS stalo si¢
chorobg chroniczng, z ktéra, wladciwie leczong, mozna przez wiele lat zy¢.

Praca ucznia, o ktérej wspomnialam, tez moze budzi¢ podobne watpliwosci. Nim
uznamy, ze ma racje i ze warto dalej i8¢ w postulowanym przez niego kierunku, trzeba
dodatkowo zbada¢ dokladniej wzajemng zaleznos¢ zjawiska i czynnika mu
towarzyszacego. Czy ten ostatni jest przyczyna czy skutkiem? Blysk w oku odkrywcy
wecale nie musi zgasnaé. Moze go ta praca nauczy¢ jednak na cale zycie, ze warto
dokladnie przemyé$le¢ swoje wyniki, ze warto o nich rozmawia¢ z osobami ,,z boku”,
ze korelacja nie jest dowodem i ze przyroda stawia nam wiele pytan i zagadek,

na ktére nie od razu znajdziemy odpowiedz.

Magdalena FIKUS
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

7 wyczuciem, czyli po ludzku?

Uzyty w tytule rzeczownik ma bardzo wiele znaczen.

W szczegdlnosci moze odnosié sie do umiejetnosci
heurystycznego rozwiazywania probleméw, czy tez

do kinestetycznej perfekcji ruchéw. Mozliwe, ze to, miedzy
innymi, dzieki wyksztatceniu tych zdolnosci,
pozwalajacych np. na skuteczny rzut kamieniem
(bumerangiem?), cztowiek osiagnal przewage ewolucyjna.

Okazuje sig, ze taka przewage nadal utrzymujemy, ale
tym razem nad najefektywniejszymi algorytmami.

Przewaga ta zaczeta by¢ ostatnio wykorzystywana

do poprawy symulacji kwantowych [1]. Konkretnie chodzi
o dobranie jak najlepszego sposobu przenoszenia
pojedynczego atomu miedzy dwoma weztami sieci
optycznej za pomoca tzw. optycznej pesety (ang. optical
tweezer) — silnie zogniskowanego promienia lasera, ktérym
mozna przesuwaé atomy. Jest to jedno z kluczowych
wyzwan przy konstrukcji komputera kwantowego

z uwigzionych w sieci optycznej atoméw. Problem polega
na tym, ze trzeba to robi¢ bardzo szybko, zeby zdazyé
przed dekoherencja, ale znowu nie nazbyt gwaltownie, zeby
atomy sie za bardzo nie rozmywaly (kwantowo).

Znalezione za pomoca symulacji najlepsze strategie
pewnego przeniesienia (z prawdopodobiehstwem

powyzej 0,99) dawaly czasy nie lepsze niz 0,24 jednostki
(ktéra, w przypadku atoméw rubidu 87, odpowiada 39 ms).

Udziat ludzi stal si¢ mozliwy dzieki specjalnie
przygotowanej grze komputerowej Quantum Moves [2],

w ktorej wyzwaniem jest zadanie nazwane

BringHome Water [1] polegajace na przeniesieniu
zebranego w minimum potencjatu ptynu (kwadratu funkcji
falowej) w okreslone miejsce, z jak najmniejszym
yrozchlapaniem”. Potencjal jest wyobrazony za pomoca
linii na ekranie. Za pomoca kursora mozna przemieszczac
jego minimum (optyczna pesete) i regulowaé gltebokosé
tego minimum (intensywno$é lasera), a kwadrat funkcji
falowej zachowuje sie jak wizualizowany ptyn ograniczony
od dotu linig potencjatu. Dla ludzi czas zostal spowolniony
czynnikiem 30 000.

Okazuje sie, ze najlepsze wyniki ludzi sa lepsze niz
najlepsze wyniki algorytmoéw. Po prostu szybko uczymy sie
intuicyjnie reagowaé na to, co widzimy. Jeszcze lepsze
osiagi daje wspomozenie ludzkiego wyczucia wielokrotnymi
modyfikacjami zarejestrowanego ruchu w poszukiwaniu
najlepszego rozwiazania bliskiego znalezionemu przez
cztowieka. Ta metoda udalo sie skrécié czas ponad
dwukrotnie.

W opiniach na temat omawianych wynikéw pojawila sie
sugestia o udokumentowanej w ten sposéb przewadze
cztowieka nad komputerem. Jest tylko jeden szkoputl.
Quantum Mowves, w odréznieniu od podobnie uzytecznych
zabaw np. w odgadywanie struktury biatek (Foldit) czy
RNA (EteRNA) jest gra (w ostatecznym rozrachunku)
ZreCczZnosciows.

To moze jeszcze lepsze bylyby w tym koty albo foki?
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Lokalny realizm po kompresji

Lokalny realizm, ktérego oczywistos¢ przywotywali
Einstein, Podolski i Rosen w swoim stynnym paradoksie
(EPR) w celu zakwestionowania przewidywan mechaniki
kwantowej, nie wytrzymal doswiadczalnych préb
wykazujacych tamanie wynikajacych z niego nieréwnosci
zaproponowanych (kilkadziesiat lat pdzniej) przez Bella.

Jezeli widaé korelacje miedzy rozdzielonymi przestrzennie
zdarzeniami, to lokalny realizm wymusza konkluzje, ze to
rozdzielenie jest tylko pozorne. Np. odnajdujac w bagazu
tylko lewy kape¢, od razu wiem, ze w domu zostal prawy,
ale tak bylo od momentu zamkniecia walizki! Natomiast
zgodnie z mechanika kwantowa moge np. przygotowaé
tzw. singletowy stan splatany dwéch ortogonalnych
qubitéw, o ktérych nic wiecej (poza ortogonalnoscia)

nie wiadomo. Jednak w momencie pomiaru jednego,
natychmiast wiem jaki jest ten drugi. Zeby qubity
odréznié od kapci, trzeba je mierzy¢ w innej bazie, niz
zostaly przygotowane. Np. jezeli poczatkowo byly to
polaryzacje fotonéw: pionowa i pozioma, to nalezy je
rejestrowaé za pomoca polaryzatorow przekreconych

o pewien (rézny od %) kat wzgledem pionu, zeby
pojedynczy wynik nie byt z géry znany. Wtedy $redni
poziom korelacji miedzy pomiarami bedzie tamat
nieréwnoéci Bella (o ktérych mozna mysleé jak

o nieréwnosciach tréjkata). Wynik jest w takim
przypadku rezultatem analizy statystycznej wielu
pojedynczych pomiaréw.

Okazuje sie, ze mozna to zrobi¢ inaczej: odwolujac sie

do zlozonosci Kolmogorowa ciagéw wynikéow x i y.
ZYozonosci tej, jako odpowiadajacej najkrétszej sekwencji
dzialan uniwersalnej maszyny Turinga generujacej dany
ciag, zazwyczaj nie daje si¢ obliczy¢. Mozna ja jednak
ograniczy¢ od gbry przez dlugoéé C(z) skompresowanego
ciagu x, bo im wigkszy stopien korelacji, tym krétszy
zapis po kompres;ji.

W ten spos6b mozna zdefiniowaé¢ NCD(z, y)
(ang. Normalized Compression Distance), czyli
wznormalizowana odlegtosé kompresyjna” dwdch ciagow
x iy (w tym przypadku sa to binarne ciagi pomiaréw
kazdego qubitu z kolejnych par) w ponizszy sposéb
C(z,y) —min{C(x),C(y)}
max{C(z),C(y)}
gdzie C(x,y) jest skompresowana dlugoscia potaczonych
ciaggébw x 1 y. Pomyst ten zostal pomyslnie
przetestowany [3] z udzialem dwéch polskich fizykéw.
Stosowna nieréwnosé okazata sie by¢ tamana.

Piotr ZALEWSKI

NCD(z,y) =

[1] J.J.W.H. Sorensen, M.K. Pedersen, M. Munch, P. Haikka,
J.H. Jensen, T.Planke, M.G. Andreasen, M. Gajdacz, K. Molmer,
A. Lieberoth i J.F.Sherson; Ezploring the quantum speed limit
with computer games; Nature 532 (2016) 210;
doi:10.1038/naturel7620.

[2] https://www.scienceathome.org/games/quantum-moves/game.

[3] Hou Shun Poh, M. Markiewicz, P. Kurzynski, A. Cere,
D. Kaszlikowski i Ch. Kurtsiefer; Probing the quantum—classical
boundary with compression software;
New J. Phys. 18 (2016) 035011; doi:10.1088/1367-2630/18/3/035011.
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Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koica miesigca n 4+ 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnodcig do 0,1. Oceng mnozymy przez wspoétczynnik trudnoéci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe o0s6b, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

. X . . i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
Termin nadsytania rozwigzan: jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegdélowy
31 VIII 2016 regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

- Zadania z fizyki nr 620, 621
. Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA
M M 620. W chwili poczatkowej prostokatna ramka o masie M spoczywa
na powierzchni poziomej, a mala kulka o masie m porusza sie z predkoscig v
Rys. 1 . , ;. .

wewnatrz ramki, réwnolegle do boku o dlugosci a (rys. 1). Kulka zderza sie
sprezyscie ze srodkami krétszych bokdéw ramki. Znalezé czas pomiedzy kolejnymi

T II zderzeniami z tym samym bokiem ramki. Nie ma tarcia.

<«

621. Dwuwypukla soczewka o promieniach krzywizny R, wykonana ze szkla

o wspélezynniku zatamania ng, zanurzona jest jedna strona w wodzie (rys. 2).
Rys. 2 Maly przedmiot znajduje sie w wodzie na osi optycznej soczewki, w odleglosci x
od soczewki. Wysokosé przedmiotu wynosi h. W soczewce powstaje obraz pozorny.

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 F  Jakie jest jego powiekszenie liniowe? Wspétczynnik zatamania wody jest réwny n,.
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
606 (WT = 2,2), 607 (WT = 2,5), . . ,
608 (WT = 1,4) i 609 (WT = 3) Rozwigzania zadan z numeru 2/2016

z numerdéw 11-12/2015

Przypominamy tres¢ zadan:

Tomasz Wietecha Tarnéw 47,50

Tomasz Rudny Warszawa 37,68 612. Na poziomej powierzchni spoczywa klocek o masie m, do ktérego doczepiono niewazka

Michal Kozlik Gliwice 33,88 sprezyne o wspoélczynniku sprezystosci k. W pewnej chwili wolny koniec sprezyny zaczeto ciggnad

Marian Eupiezowiec  Gliwice 33,32 tak, ze poruszal si¢ on ze stalag pozioma predkoécig v. Jaks droge przebedzie klocek do momentu,

Jacek Konieczny Poznanh 27,92 w ktérym osiggnie on predkosé v? Wspélczynniki tarcia statycznego i kinetycznego miedzy

Ryszard Wozniak Krakéw 22,51 klockiem a podlozem wynosza odpowiednio ps i pg, przy czym ps > pg.

Bogustaw Mlku?lewu:z B'rodmca 22,22 613. Za pomoca ukladu koncentrycznych zwierciadel otrzymano na ekranie ostry obraz Slonca.

Jan Zambrzycki Bialystok 17,14 Promienie krzywizny zwierciadel wynosza R; = 12 cm i Ry = 30 cm. Jaka jest ogniskowa cienkiej
soczewki, za pomocag ktoérej mozna otrzymacé obraz Storica o takiej samej wielkosci?

m 00000 P 612. Klocek ruszy z miejsca, gdy rozciagniecie sprezyny osiagnie warto$é Aly = usmg/k

i przyjmijmy te chwile za poczatkowa. W ukladzie odniesienia zwigzanym ze swobodnym

koncem P sprezyny klocek zacznie oddalaé sie ruchem harmonicznym od potozenia
Rys. 3 réwnowagi (z = 0 na rys. 5), gdzie wydtuzenie sprezyny wynosi Alz = urmg/k. W chwili

poczatkowej predkoséé klocka wynosi v, a jego odlegto$é od potozenia réwnowagi jest
Ry réwna xo = Aly — Als = (us — pg)mg/k. Z zasady zachowania energii maksymalna
odlegloéé klocka od potozenia réwnowagi wynosi A = \/TTL’UQ/]C + m2g2(us — pi)?/k2.
- o W tym potozeniu predkosé klocka wzgledem podtoza osiggnie warto$é v. Ruch klocka
=
RS
E

do chwili, gdy oddali sie na maksymalng odlegto$é A, opisuje wzér x = Asin(wt + ),
gdzie w = \/k/m. Z warunku poczatkowego x(0) = z¢ otrzymujemy przesuniecie fazowe
sin p = zo/A. Czas ta, po ktérym odlegtosé od polozenia réwnowagi osiggnie wartosé A,
dostajemy ze wzoru wta + ¢ = 7/2. Odleglosé klocka od polozenia poczatkowego
f_lz w ukladzie zwigzanym z koncem sprezyny réwna jest A — xo. Szukana droga przebyta
1o przez klocek w uktadzie zwigzanym z podlozem wynosi s = vtqa — (A — x0).

v P
W 613. Z kazdego punktu Stonica na soczewke albo zwierciadto pada wiazka promieni
— rownoleglych. Wiazki wychodzace z réznych punktéw nie sa réwnolegte do siebie
x x“: 0 ! (rys. 6). Obraz Stofica powstaje w plaszczyZnie ogniskowej soczewki albo zwierciadla,
a jego promien wynosi ftga ~ fa, gdzie a jest promieniem katowym Stonca widzianego
z Ziemi, a f ogniskowa soczewki albo zwierciadla. Obraz pozorny Stonca w zwierciadle
wypuklym o ogniskowej fi = —R1/2 ma promien h = |fi|e, jest przedmiotem dla
zwierciadla wklestego o ogniskowej fo = R2/2 i znajduje si¢ w odlegloéci od niego réwnej
22 = R2 — R1/2. Obraz, ktéry powstaje w zwierciadle wklestym, oddalony jest od niego

2Ry — H
£ 0 Y2 = M Powigkszenie tego obrazu wynosi — = v2 R zatem
2(R2 — R1)

h z2 Ro— Ry’
R
jego promien to H = 2 | f1|ee. Szukana ogniskowa soczewki wynosi
1
H RiR2
f==—=

R — R
Rys. 6 a 2(R2 — Rl).
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Klub 44

Zadania z matematyki nr 723, 724

Redaguje Marcin E. KUCZMA

VE1-44

723. Czy kazdy Scisle rosnacy ciag arytmetyczny o wyrazach catkowitych ma
wyraz, bedacy jednoczes$nie pewnym wyrazem ciagu Fibonacciego (F,)?
(Fi=F=1,Fyy=F. 1+ F,)

724. Dowiesé, ze liczby zespolone a, b, ¢ spelniaja réwnanie

la+b—cl+|b+c—a|l+|c+a—0bl=|a|+ |b + ||

Termin nadsylania rozwigzan:
31 VIII 2016

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
709 (WT =1,06) i 710 (WT = 3,44)
z numeru 11/2015

wtedy i tylko wtedy, gdy spelniaja réwnanie
la+b—cl+|b+c—a|l+|lcta—bl=|a+b+|.

Zadanie 724 zostalo opracowane na podstawie propozycji, ktoéra przystat
pan Pawel Najman z Krakowa.

715. Dane sa dwie rézne liczby calkowite dodatnie A, B. Wykazaé, ze zbiér wszystkich liczb

Jerzy Cislo Wroctaw 46,98 . . ,

Grzegorz Karpowicz ~ Wroctaw 41,40 ROZWIQZ&l’lla zadan z numeru 2/2016
Stanistaw Bednarek L.6dz 39,91

Janusz Fiett Warszawa 38,97 Przypominamy tre$é zadan:

Marek Gatecki USA 37,76

Jedrzej Garnek Poznan 37,64

Pawel Kubit Krakéw 36,17

Franciszek S. Sikorski Warszawa 34,72

Jerzy Cislo oto i za czterech Weteranéw
stanie! Dwanascie okrazen — to nie jakies
byleco. Zyczymy wielu dalszych rund!

catkowitych nieujemnych moze byé przedstawiony jako suma rozlacznych zbioréow
tréjelementowych, przy czym w kazdym z tych zbioréw liczba $rodkowa (co do wielko$ci) rézni sie
od jednej z dwoch pozostalych liczb o A, za$ od drugiej o B.

716. Dowies¢, ze jezeli a, b, ¢ sa dlugosciami bokéw tréjkata, to

To nieprzerwane zainteresowanie nasza
zabawg — ze strony matematyka tej klasy
— cenimy ogromnie.

715. Mozna przyjac, ze A < B. Wskazemy indukcyjna
konstrukcje ciagu zbiordw X, = {@n, Yn, 2n}

(n, < yn < 2zn) 0 wymaganych wlasnosciach. Zaczniemy
od tréjki g =0, yo = A, 29 = A + B. Zaldézmy, ze zbiory
Xo, ..., X,—1 zostaly juz okredlone. Wéwczas
definiujemy z,, jako najmniejsza liczbe naturalna jeszcze
niewykorzystang (tzn. nieobecna w zbiorze
XoU...UX,_1) - to juz gwarantuje, ze w wyniku calej
konstrukeji wszystkie liczby naturalne zostana uzyte oraz
ze ciag (x,) bedzie rosnacy.

Aby dokonczyé okreglenie zbioru X, (gdy Xo, ..., Xn—1
juz mamy), patrzymy na liczbe x,, + A. Jezeli jest ona
jeszcze niewykorzystana, przyjmujemy ja jako y,. Jezeli
jest wykorzystana, bierzemy jako y,, liczbe x,, + B;

i z konieczno$ci przyjmujemy z, = z, + A + B (tak wiec
jedna z réznic y, — x,, zn — Yn bedzie réwna A,

a druga B). Tak okreslona liczba z,, jest wigksza od liczb
20, - -+, 2Zn—1, Wiec nie zostala wczesniej wykorzystana.

Pozostaje uzasadnié, ze w przypadku, gdy liczba x, + A
zostala juz wykorzystana, wowczas liczba x,, + B
pozostala niewykorzystana (i moze by¢ uzyta jako y, ).
Przypusémy, ze liczba x,, + B znalazla sie w ktéryms
zbiorze X} o numerze k < n. Skoro x,, > =g, to

Ty + B > x + B > yi; musialaby zaj$¢ rownosé

Ty + B = 2. Ale 2, = xp + A+ B, wigc mielibySmy
x, = xp + A. Liczba x,,, niewykorzystana az do n-tego
kroku konstrukcji, tym bardziej nie byla jeszcze
wykorzystana w momencie konstrukeji zbioru X, wiec
na mocy przyjetego algorytmu powinna byla zostac
uzyta jako yy.

Uzyskana sprzecznosé dowodzi niestusznosci
przypuszczenia, ze x, + B € XoU...U X, _1,
i uzasadnia poprawnos¢ okreslenia y,,; powstaly zbiér
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1
\/(1211 + ab? — abc + \/bzc + bc2 — abe + \/(;Qu + ca? — abc > 5 (a + b+ c) \/a+b-+ec.

Czy wspdélezynnik 1/2 (po prawej stronie) moze byé zastapiony przez liczbe wigksza?

X = A{@n,Yn, 2n} jest rozlaczny ze zbiorami
Xooo X1

716. Przyjmijmy a =y+ 2, b=z+x,c=x +y;
s=x+4+y+z=(a+b+c)/2. Oczywiscie z, y, z to
dlugosci fragmentéw bokéw od wierzchotkow

do punktow stycznosci z okregiem wpisanym.
Oznaczajac przez I, r érodek i promien okregu
wpisanego, mamy zgodnie z twierdzeniem Pitagorasa
|AI> = 2% + 72, |BI*> = y* + 12, |CI|]> = 22 +r%

Lewa strona zadanej nieréwnosci jest sumg trzech
sktadnikéw. Przeksztalcamy wyrazenie
pod pierwiastkiem w pierwszym sktadniku:

(1) abla+b—c)=(z+2)(y+2) 2z = 2xyz + 252>
Pole trojkata wyraza sie wzorami S = v szxyz (wzér
Herona) oraz S = sr; stad zyz = sr?. Kontynuujemy
przeksztalcenie (1):

2wyz + 252% = 2s1? + 252 = 25 - |CI|%
Analogicznie wyrazaja sie pozostate dwa sktadniki.
Dowodzona nieréwnosé przybiera postac
V25 - |CT|2 + \/2s - |AI|? + \/2s - |BI2 > % -25-V/2s;
PO uproszczeniu:
(2) |CI|+ |AI|+ |BI| > s

— co jest banalng prawda, skoro |CI| > z, |AI| > «,
|BI| > y.

Biorac tréjkat, w ktérym najmniejszy kat jest bliski
zeru, uzyskujemy w nieréwnosci (2) stosunek lewej

do prawej strony dowolnie bliski jednosci (tréjkat
niewiele rézni sie od odcinka, a obie strony (2) sa bliskie
dlugosci owego odcinka). Stad wniosek, ze stala 1/2

(w oryginalnej nieréwnosci) jest optymalna.



Prosto z nieba: Skad wzial sie Ksiezyc?

Na tytulowe pytanie planetolodzy odpowiadaja najczesciej,
podajac liste najlepszych teorii: 1) Ksiezyc byt kiedy$
czedcia Ziemi, ale w pewnym momencie na wczesnym etapie
zycia Ukladu Stonecznego nastapilo spontaniczne
oddzielenie (przypuszczalnie w rejonie Oceanu
Spokojnego); 2) Ksiezyc powstal gdzie$ indziej i zostal
przechwycony przez Ziemie; 3) Ziemia i Ksiezyc powstaly
w obecnej konfiguracji, w tym samym momencie

z pierwotnej mglawicy; 4) oddzialywanie Ziemi

7z planetozymalami (skondensowanymi kawatkami materii
protoplanetarnej) dostarczyto materialu do budowy
Ksiezyca; 5) uderzenie protoplanety wielkosci Marsa
doprowadzilo do wyrzucenia czesci ziemskiej materii,

z ktérej podzniej powstal Ksiezyc.

Ostatnia mozliwo$¢ badal niedawno zespét geochemikow
z UCLA. Stwierdzaja oni, ze Ksigzyc powstal podczas
gwaltownego zderzenia Ziemi z protoplaneta wielkosci
Marsa nazwana Theia, mniej wiecej 100 milionéw lat

po powstaniu Ziemi (okolo 4,5 miliarda lat temu).

Co rézni to badanie od przeprowadzanych wczesniej?
Podstawowym zrédlem wiedzy o poczatkach Ziemi

i Ksiezyca jest ich sktad chemiczny, np. zawarto$¢ réznych

Niebo w czerwcu

Czerwiec, pomimo najkrétszych nocy w roku, jest dobrym
miesiagcem do obserwacji spadajacych gwiazd. Rojem,

na ktérym warto skupié¢ uwage, sa Bootydy Czerwcowe,
ktorych radiant znajduje sie w gwiazdozbiorze Wolarza
(RA: 14,9h, Dec: +48°). Aktywnoéé tego roju przypada na
22 VI-2 VII, a jego maksimum wypada 27 VI. Bootydy
charakteryzuja si¢ zmienng i nieregularng aktywnoscia
wynoszaca zazwyczaj okolo 100 meteoréw na godzine.
Jednak warto pamietac¢, ze w latach 1916 i 1922 deszcze
Bootydow byty bardzo obfite, a w 1927 roku ich aktywnos$é
wyniosta az 300 obiektéw na godzine. Niestety, po 1933 roku
r6j wyraznie ostabl. Bootydy sa nadzwyczaj powolnymi
meteorami, z predkosciami okolo 18 km/s. Sa zwiazane

7 kometg 7P /Pons-Winnecke. Kolejnym rojem, ktéry mozna
obserwowaé w czerwcu, sa omega Skorpionidy, ktérych
aktywnosé¢ wypada 23 V-15 VI z maksimum 4 VI

Ich radiant znajduje si¢ w gwiazdozbiorze Skorpiona

na wspélrzednych RA: 16,2h, Dec: —22°. Réj ten znany byt
juz w starozytnej Grecji, a charakteryzuje sie jasnymi,
powolnymi (predkos$é 23 km/s), zéltopomaranczowymi
meteorami. Aktywno$é omega Skorpionidéw jest zmienna

i doé¢ niska, wynosi okoto 5 meteoréw na godzine. Rojem
widocznym w drugiej potowie czerwca sa Lirydy Czerwcowe,
dostepne 11-21 VI, z maksimum przypadajacym na 16 VI.
R6j ten polozony w gwiazdozbiorze Lutni ma swéj radiant
na wspélrzednych RA: 18,5h, Dec: +35°. Lirydy Czerwcowe
sg takze rojem nieregularnym i zmiennym, z aktywnoscig
wynoszaca okolo 5 meteoréw na godzing, ktére poruszaja sie
z predkosciami okoto 31 km/s.

Czerwcowe noce warto réwniez wykorzystaé na obserwacje
planetoid. Ze wzgledu na néw Ksiezyca, przypadajacy 5 VI,
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izotopéw tlenu (160, 170 i 180). Kazda z planet ma wiasna,
charakterystyczna dla niej zawartos$¢ tych izotopow. Jesli
zatem zawarto$ci w probkach ziemskich i ksiezycowych

nie zgadzajg sie, stanowi to podstawe do przypuszczenia, ze
skaly te powstaly w réznych miejscach i warunkach. Zespot
z UCLA zbadal siedem probek skal przywiezionych

z Ksiezyca przez astronautéw misji Apollo 12, 151 17 oraz
szeS¢ prébek skal wulkanicznych skorupy ziemskiej, lecz

nie stwierdzono réznic we wzglednej zawartosci roznych
izotopéw, np. 70/160. Jedli przyjaé teori¢ zderzenia Ziemi
z mniejsza protoplaneta, oznacza to, ze zderzenie byto
czolowe (w przeciwiefistwie do niecentralnego ,otarcia sie”
dwdbch mijajacych sie planet) — co za tym idzie, materia
Thei zostala wymieszana z ziemska i istnieje obecnie

na Ziemi i Ksiezycu w réwnych proporcjach. Hipoteza
zderzenia jest réwniez ciekawa z punktu widzenia obecnosci
wody na mlodej Ziemi — czy podczas zderzenia woda zostata
usunigta, a po pewnym czasie bogate w wode asteroidy
spadly z powrotem na Ziemig¢? W tym celu prowadzi si¢
poréwnawcze badania pokrytej kraterami Ziemi i Marsa,
ktory w swojej historii uniknal wielkich bombardowan.

Michat BEJGER

obserwacje lepiej zaplanowaé¢ na pierwsza potowe miesiaca.
Chociaz te mate ciala Uktadu Stonecznego stanowia wdzieczne
obiekty do obserwacji, to jest to zadanie dla posiadaczy
lornetek, lunetek i matych teleskopéw, ktérzy lubig prowadzié
obserwacje z terenéw malo ,zanieczyszczonych” Swiattem,
gdyz najjasniejsze planetoidy dostepne w czerwcu beda
mie¢ jasnosci z zakresu 9-10"". Dobrym celem do obserwacji
bedzie siédma w kolejnosci odkrycia — planetoida (7) Iris,
ktérej jasnosé w okolicach nowiu to 9,5 . Obiekt, ktérego
nazwa wzigla sie od postanki bogéw greckich, znajdziemy
na tle gwiazdozbioru Wezownika. Kolejng warta uwagi

mala planetka jest (8) Flora (takze w okolicach Wezownika;
jasnos$é 9,4™); jej nazwa pochodzi z mitologii rzymskiej

i opisuje wiosenna bogini¢ zieleni i kwiatéw. Kolejna warta
uwagi planetoida z Gléwnego Pasa Planetoid (czyli majaca
orbite miedzy Marsem a Jowiszem) jest (516) Ambherstia,
ktoérej jasno$¢ w pierwszej potowie czerwca wyniesie

okoto 10,6™ i znalez¢ ja bedzie mozna na tle gwiazdozbioru
Wegielnicy potozonej pomiedzy gwiazdozbiorami Skorpiona
i Centaura. W drugiej polowie czerwca obserwacje planetoid
beda zdecydowanie trudniejsze. Przeszkadzaé¢ bedzie Ksiezyc,
ktorego petnia przypada 20 VI. Dodatkowo, tej samej

nocy, czyli 20 VI rozpoczyna sie astronomiczne lato,

zatem diugosé dnia przekroczy 16 godzin i na obserwacje
nie pozostanie wiele czasu. Jednak dla chcacych prowadzié
wtedy obserwacje proponujemy planetoidy: (354) Eleonora,
ktorej jasnosé 24 VI wynosi¢ bedzie 10,7™ (réwniez

na tle gwiazdozbioru Wezownika), a takze (704) Interamnia
z jasnoscia 10,4™ przypadajaca 19 VI; szukaé

jej mozna miedzy gwiazdozbiorami Wezownika i Strzelca.

Karolinan BAKOWSKA



Boki tréjkata
Joanna JASZUNSKA

Jedli w nieréwnosci, ktéra chcemy uzasadnié, wystepuja dlugosci bokéw a, b, ¢
pewnego trojkata, czesto przydaje sie podstawienie Raviego: a =y + 2z, b=z + x,
c=x+y, gdzie z,y, z > 0. Takie liczby z,y, z zawsze istnieja, sa to bowiem
dtugosci odcinkéw stycznych do okregu wpisanego w tréjkat (rysunek).

Liczby a, b, c sa dlugoéciami bokéw pewnego trojkata. Wykaz, ze:

Nieré6wnos$é érednich dla liczb s, t > 0:

S L ey 2 —b+c)(a+b— +b—c)(—a+b+ —a+b+c)(a—b+
2 Z 2 Z Vst > 1/s+1/t° 1. (a o)(a o), (@ c)(~a o), (za o)la 2 > a+b+c.
. i . —a+b+c a—b+c a+b—c
Srednie te to kolejno: kwadratowa (K), 1 1 1 1 1 1
arytmetyczna (A), geometryczna (G)
i harmoniczna . 2. =z — - —.
harmoniczna (H) —a+b+c+a—b+c+a—|—b—c a+b+c

3. Va+ Vot ezv—atbtctva—btet+vatb—ec
4. abc > (—a+b+c)la—b+c)la+b—c).
5. 2(ab + be + ca) > a® + b* + 2.

b
6. + <2
, b+c c+a a+bd
: 3
‘ 7. Wykaz, ze jesli x,y,z > 0, to v + y + 52

Y+ z :c+y/2

Autorem nieréwnosci 4 jest Alessandro Padoa, natomiast nier6wnosé 7 to nieréwnosé
Alfreda Nesbitta.

z+x

Rozwigzania
RA4. Nalezy pokazaé, ze

(y+ 2)(z + 2)(z +y) > Bayz.
> (G mamy

T +y = 2xy,

We wszystkich rozwigzaniach stosujemy podstawienie:
a=y+z, b=z+4zx,
Wowczas —a+b+c=2x,a—b+c=2y,a+b—c=2z.

c=x+Yy.
Z nieréwnoéci pomiedzy $rednimi A

> 9 > 27
R1. Nalesy dowiesé, 7e ytz22vys 24> eV,

co po wymnozeniu stronami daje teze. O

yz zx xy
Z4Z 4 sty ta o
z Y z R5. Nalezy dowiesé, ze
7 nieréwnoéci pomiedzy érednimi A > G mamy AW+2)z+z)+G+a)z+y) + (@ +y)y+2) >
2T 4 zy xy yz yz 4+ 2z 2 2 2
Yy d >ﬁ/x2’ z + z > /y27 z Y 21/227 >(y+Z) +(Z+‘T) +(,“]s<i>/L'J) .
2 2 2 Roéwnowaznie,

co po dodaniu stronami konczy dowod. O

R2. Nalezy wykazaé, ze

1 n 1 n 1 S 1 n 1 n 1
20 2y 22/y+z z+x xty
7 nieréwnoéci pomiedzy érednimi A > H mamy
11 1,1
vtz 1 she 1 sty
> ) > ) > )
4 y+z 4 z+x 4 T4y

co po dodaniu stronami daje teze. O

R3. Nalezy udowodnié, ze
VYt z+Vztz vty > V22 + /2y + V22,

7 nieréwnoéci pomiedzy érednimi K > A mamy
Vy+z>v2- \/37+\/27
Vitaz>V2- @
vty > \/57\/5;‘\/?3’

co po dodaniu stronami konczy dowod. O
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d(xy 4+ yz + zzx) > 0,
co jest prawda, bo x,y,z > 0. O

R6. Nalezy uzasadnié, ze

Y+ z Z+T Tty <
2e+y+z x+2yt+z wty-+2z '
Zmniejszenie mianownika zwieksza warto$¢ utamka, wiec

Y+ z Z+x r+vy
20 4+y+z zx4+2y+z zx+y+2z
Y+ =z zZ+x Tty —9 0
r+y+z z+y+z x+yt+z
R7. Nalezy wykazaé, ze
—a+b+c a-—0» b—
+ 0+ i +c a+ C>3.
a b
Z nieréwnoéci pomiedzy $rednimi A > G mamy
a b b ¢ c a
—+=-22, -+-22, —+-22
b a c b a ¢

co po dodaniu stronami i odjeciu 3 daje teze. U

Zadania 2 i 7 pochodza odpowiednio z XLV i z VIII Olimpiady
Matematycznej.



