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Politechnika Lédzka

Wahadlo Newtona
Grzeqgorz DERFEL"

Wahadlo Newtona, zwane tez kolyska Newtona, to zabawka, ktéra pozwala
zademonstrowaé osobliwe konsekwencje zasad zachowania pedu i energii przy
zderzeniach. Choé przypisywana jest Newtonowi, nalezaloby nazywac ja ,kolyska
Mariotte’a”, ktéry, na podstawie doswiadczen ze zderzajacymi sie kulami, opisat
i wyjaénil zjawiska warunkujace jej dzialanie. Sktada si¢ z kilku jednakowych
wahadel, utworzonych ze stalowych kul zawieszonych na niciach. Rysunek 1
wyjadnia jej konstrukcje, lecz trzeba zwrdci¢ uwage na wazne cechy, ktore
gwarantuja interesujace nas dzialanie. W stanie réwnowagi srodki kul polozone
sg na jednej poziomej prostej. Wahadla moga wahaé sie tylko w plaszczyznie
pionowej zawierajacej te prosta. Dla wprawienia kolyski w ruch, wahadta
powinny by¢ wychylane i zwalniane w sposéb zapewniajacy centralne zderzenia
kul zachodzace wlasnie na tej proste;j.

Przyjrzyjmy sie dziataniu kotyski ztozonej z sze$ciu wahadel. PrzesledZzmy pieé
tradycyjnie demonstrowanych przypadkow schematycznie pokazanych

na rysunku 2, ktéry przedstawia potozenia kul przed i po obserwowanych
zderzeniach.

(a) Jesli wychylimy skrajna kule (nr 1), a nastepnie puscimy ja swobodnie,
uderzy ona w kule 2 i zatrzyma sie, kule 2-5 nie zmienia swojego polozenia,
a kula 6 odskoczy na te samg wysoko$¢, na ktéra przedtem odchylono kule 1.

(b) Jesli wychylimy razem kule 11 2, to gdy uderza w kule 3, zatrzymaja sie.
Kule 3 i 4 nie zmienia swojego potozenia, a kule 5 i 6 utworzg pare, ktora
wychyli sie tak samo jak para 1, 2.

(¢) Wychylenie trzech kul 1, 2 i 3 spowoduje, ze po zderzeniu z kula 4
zatrzymaja sie one, a wychyla razem kule 4, 5 i 6.

(d) Jesli wychylimy razem cztery kule 1-4, to po zderzeniu z kula 5 czwoérka ta
rozpadnie sie: kule 1 i 2 zatrzymaja sie, a kule 3 i 4 utworza z kulami 5 i 6
nowsg czworke, ktora wychyli sie na wysokoé¢ nadana pierwotnej czwoérce.

(e) Wreszcie rozwazmy wychylenie kul 1-5. Po zderzeniu z kula 6 piatka rozdzieli
sie. Kula 1 zatrzyma sie, a wychyli sie nowa grupa pieciu kul, 2—6.

Dla wyjasénienia tych efektow trzeba uswiadomi¢ sobie wazna konsekwencje zasad
zachowania pedu i energii: dwie kule o jednakowych masach, zderzajace sie
centralnie, wymieniaja sie predkos$ciami (oczywiscie jesli straty energii podczas
ruchu i przy zderzeniu sg zaniedbywalne). W szczegdlnym przypadku, gdy jedna
z kul spoczywa, po zderzeniu przejmuje predkos¢ drugiej, ktora zatrzymuje sie.
Wynik oddzialywan miedzy kulami mozna analizowaé¢ na podstawie zwrotow
predkosci, jaka sasiadujace kule maja na danym etapie zjawiska. Niech A
oznacza kule biegnaca w prawo, A-w lewo, a A — kule spoczywajaca.
A'B oznacza zderzenie biegnacej kuli A ze spoczywajaca kula B, czego wynik
mozna zapisaé jako AB. Podobna wymiana predkosci nastepuje w zderzeniu

— — —r— ——
A B, ktére prowadzi do stanu A B. Po zderzeniu A B kule rozbiegaja sie: A B.
Podobny wynik Wyst(gpuje gdy dw1e kule jednoczeénie uderzaja z obu stron
w trzecia nieruchoma: ABC = AB C. Dwie kule nie oddzialuja ze soba, gdy
biegna w te sama strone, np. AB.
Rozwazmy zjawiska zachodzace w przypadku (a), gdy wychylona zostala kula 1.
Gdy dochodzi do jej zderzenia z kula 2, zostaje zatrzymana, a kula 2 przejmuje
jej predkosé. Kula 2 zderza sie z 3, przy czym nastepuje kolejna wymiana
predkosci miedzy nimi. Ten proces powtarza si¢ dalej z kulami 31 4, 4 i 5, oraz
51 6. Kule 1-5 pozostaja w spoczynku, a kula 6 nie ma si¢ z czym zderzy¢
i odskakuje. Stosujac powyzszy sposéb zapisu, przebieg zderzen mozna
przedstawi¢ nastepujaco:

— — — — — —
(a) 123456,123456,123456,123456,123456,123456.

W analogiczny sposéb mozna zinterpretowaé przypadek (b), w ktérym
odchylamy kule 1 i 2. Podczas ruchu odchylone i puszczone swobodnie kule

1



nie oddziatuja ze soba i zmierzaja ku kuli 3. Zderza si¢ z nia kula 2 i wymieniajac
sie z nig predkoscia, zatrzymuje sie. Kula 1 oddzialuje ze spoczywajaca kulg 2,
w wyniku czego zatrzymuje sie ona, a kula 2 zyskuje jej predko$é. Kula 3
przekazuje predkosé kuli 4 i takze sie zatrzymuje. Nastepuja wymiany predkosci
kul 21 3 oraz 41 5. W ten sam sposob zachodza kolejne wymiany predkosci kul
314 oraz 51i6. Kula 6 wychyla sie. Kula 5 uzyskuje predkos¢ od kuli 4, ktéra
zostaje unieruchomiona. W rezultacie kula 5 podaza za kula 6, tworzac z nia
pare wychylona tak samo silnie jak przedtem para 1i 2, a kule 1-4 spoczywaja.

—— - — — — — — — — ——
(b) 1 23456, 123456,123456,123456,123456,123456.

Podobnie mozna wyjasni¢ wychylenia kul w pozostatych przypadkach:

N

(c) 1273456, 1 23456, 123456,123456,123456,12345 6;
———— —>—>—>—> —— s o S D S — ————

(d) 123456, 123456, 123456,123456,123456,123456;
| e S e S~ > S

() 123456, 123456, 123456, 123456, 123456,123456

Réwnie ciekawe zachowania, lecz inne od opisanych, obserwuje sie, gdy skrajne
kule lub grupy skrajnych kul sa wstepnie odchylone jednocze$nie na obu koncach.
Zilustruje to przyklad (f) wahadla o pieciu kulach. Niech kule 1 oraz 4 i 5
odchylone beda o takie same katy, a kule 2 i 3 pozostaja w polozeniach
rownowagi. Po jednoczesnym uwolnieniu wahadel kula 1 zderza sie z 2
i zatrzymuje, a kula 2 przejmuje jej predkosé. Jednoczesnie do nieruchomej kuli 3
dociera kula 4 i przekazuje jej swa predkosé, zatrzymujac sie. Kule 3 i 2 zderzaja
sie z predkosciami réwnymi, lecz zwrdconymi przeciwnie, po czym rozbiegaja sie
w przeciwne strony. Kula 5 zderza sie z 4 i oddaje jej swa predkosé. Kule 31 4
wymieniaja sie¢ predkodciami i rozbiegaja sie. Kula 2 zderza si¢ z 1 i zatrzymuje,
a kula 1 odskakuje. Kula 4 zderza sie z nieruchomg kula 5, co oznacza, ze
zatrzymuje sig, a kula 5 wychyla. Kula 3 zatrzymuje sie¢, przekazawszy swoja
predkos¢ kuli 2, ktéra dotacza do kuli 1. W rezultacie odchylone sa kule 11 2
oraz 5, a 3 i 4 wisza nieruchomo. Powstaje uklad kul symetryczny wzgledem
pierwotnego.

St e A e e e e —
(f) 12345,12345,12345, 12345, 12345.
Kluczowym procesem, ktéry powtarza sie tu wielokrotnie i decyduje o przebiegu
zjawisk, jest wymiana predkosci mozliwa dzigki zderzeniu centralnemu
jednakowych mas. Gdyby np. wychylone jak w przypadku (b) kule 1 i 2 byly
trwale ztaczone i stanowily jedna mase 2m o predkosci v, to zjawiska
przebiegalyby inaczej. Po pierwszym zderzeniu polaczone kule zachowatyby
predkosé v/3, a kula 3 uzyskalaby 4v/3. Predkos$¢ ta bytaby kolejno
przekazywana w procesach wymiany az do kuli 6 i tylko ta kula wychylitaby sie.
Polaczone kule o predkosci v/3, po ponownym uderzeniu w kule 3, zachowalyby
predkosé v/9, a kuli 3 udzielityby 4v/9. Po kolejnych wymianach predkosci
miedzy kulami 3, 4 i 5 z taka predkoscia odchylitaby sie¢ kula 5. W kolejnym
zderzeniu predkos$é polaczonych kul spadlaby do v/27, a kula 3 przekazalaby
4v/27 do kuli 4, ktéra wychylitaby sie. Na koniec kula 3 otrzymalaby
predkosé¢ 4v/81, a para kul zachowala v/81. W ten sposéb energia i ped
potaczonych kul 1 i 2 rozdzielilyby sie pomiedzy wszystkie kule. Widaé wiec, ze
nie wystapitaby charakterystyczna dla wahadla Newtona symetria wychylen.

7 powyzszych rozwazan wynika, ze dziatanie kotyski Newtona jest rezultatem
serii wielu szybko po sobie nastepujacych zderzen. Za kazdym razem kule stykaja
sig, odksztalcaja sprezyscie i odpychaja. Seria zderzen trwa utamek milisekundy,
wiec nie jesteSmy w stanie ich rozrézni¢. Zauwazamy tylko koncowy efekt.

Liczne filmy i animacje pokazujace wahadlo w akcji mozna znalez¢ w internecie.
Mozna tez obejrze¢ Swietna scenke pochodzaca z filmu ,Rosencrantz

i Guildenstern nie zyja”. Niektére ze sfilmowanych mniej udanych
eksperymentéw ujawniaja, jak wazna jest precyzja wykonania i uruchamiania
wahadta. Dzialanie wahadla jest bowiem poprawne wtedy, gdy jest ono dokladnie
wykonane i starannie wprawione w ruch. Wtedy czas wlasciwego dziatania jest
ograniczony tylko tarciem i stratami energii zachodzacymi, gdy podczas zderzen
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le dziataja na siebie silami odksztalcajacymi je w miejscach styku. Jedli
omiast z powodu niedoktadnosci konstrukeji zderzenia sa niecentralne, to
zachodzi pozadana wymiana predkosci. Np. kula uderzajaca w nieruchoma
zatrzymuje sie, lecz zachowuje niewielka predkosé, a kuli uderzanej przekazuje
dko$¢ nieco mniejsza od swojej predkosci pierwotnej. Obie kule rozbiegaja sie
v tym pod katem prostym. W rezultacie nastepne zderzenia, w ktoérych te

le uczestnicza, sa jeszcze bardziej niecentralne. Roznice mas kul takze sa
odliwe, nawet jesli zderzenia sa centralne. Przy zderzeniu niejednakowych kul
la uderzajaca nie zatrzymuje sie, lecz, zaleznie od réznicy mas, porusza sie
iewielka predkoscia w przod lub w tyl, wskutek czego nie udziela kuli

erzonej swej predkosci poczatkowej, lecz odpowiednio wieksza lub mniejsza.

li wspomniane niedoskonatoséci wahadla sg zbyt wielkie, wywoluja widoczne
stepstwa od idealnego przebiegu zderzen, co niweczy caly efekt eksperymentu.

Redaguje Urszula PASTWA

M 1492. Wyznaczy¢ najwieksza liczbe naturalna m, dla ktérej istnieja takie
liczby naturalne k i I, ze spelnione jest réwnanie

E4+1=1-(2m—1).
Rozwiazanie na str. 19

M 1493. W wierzchotkach dwunasto$cianu foremnego umieszczamy parami
rézne liczby naturalne, a nastepnie kazdej krawedzi przypisujemy najwiekszy
wspdlny dzielnik liczb z jej koncow. Czy mozemy zrobi¢ to w taki sposéb, by
suma liczb w wierzchotkach byta réwna sumie liczb na krawedziach?
Rozwiazanie na str. 5

M 1494. Przekatne czworokata ABCD wpisanego w okrag o srodku O
przecinaja sie¢ w punkcie P. Niech O1, Os, O3, O4 beda Srodkami okregdéw
opisanych odpowiednio na tréjkatach ABP, BCP, CDP i DAP. Wykaza¢, ze
proste OP, 0103 i 0204 przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Rozwiazanie na str. 19

Przygotowat Andrzej MAJHOFER

F 903. Ile razy jasniej Ziemia ,w pelni” oswietla powierzchnie Ksiezyca podczas
ksiezycowej nocy niz Ksiezyc w pelni o$wietla powierzchnie Ziemi? Wspolczynnik
odbicia $wiatla od Ziemi wynosi az = 0,37, a od Ksiezyca ax = 0,14. Odlegtos¢
Ziemia-Storice Rzg = 1,5 - 10® km, odlegtoéé¢ ZiemiaKsiezyc Rzx = 3,8 - 10° km,
promien Ziemi Rz = 6,4 - 10 km, promien Ksiezyca Rx = 1,74 - 103 km.
Rozwiazanie na str. 4

F 904. Zblizajac sie do przejazdu drogowego przez tory, maszynisci jadacych
naprzeciw siebie pociagéw jednoczesnie wlaczajg ostrzegawcze sygnaly
dzwigkowe, kazdy o czestosci fo = 440 Hz. Wartosci predkosci pociagéw w chwili
wlaczenia sygnaléw sa réwne v = 50 km/h. Predkosé dZzwigku w powietrzu
wynosi ¢ = 340 m/s. Przyjmij, ze kazdy z sygnaléw rozprzestrzenia sie jako fala
harmoniczna. Jakiej czestosci dzwiek ustyszy kazdy z maszynistéw przed
spotkaniem pociaggow?

Rozwiazanie na str. 6
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Rozwigzanie zadania F 903.

Niech catkowita moc promieniowania
Stonca wynosi L. W odlegltosci Rzs
od Stonca na jednostke powierzchni pada
moc L/(47R%g). O$wietlona w tej
odlegltosci powierzchnia kuli

o promieniu Rz, wspoélczynniku
odbicia az staje si¢ wtéornym zrédlem
wysylajacym promieniowanie o mocy
arr?L/(47R?) w kat brylowy 2m
(o$wietlona jest pétkula), a wiec

w odleglosci rownej odlegltosci Ksiezyca
od Ziemi przypadajaca na jednostke
powierzchni moc $wiatta odbitego

od Ziemi, Iz wynosi:

aZLRZZ

8TR, g Ry

Izk =

W analogicznym obliczeniu o$wietlenia
powierzchni Ziemi przez Ksiezyc,

Ik z nalezy zastapi¢ az przez ag

i Rz przez Rk, a Rzs przez sume
odlegltodci Ziemia—Stonce

i Ziemia—Ksiezyc (podczas pelni Ksiezyc
jest po przeciwnej stronie Ziemi

niz Stonice), Rzs + Rzx = Rzs.
Ostatnie przyblizenie uwzglednia
niewielka odleglo$é Ziemia—Ksiezyc

w poréwnaniu z odlegloscia
Ziemia—Stonce. Po podstawieniu
odpowiednich wartosci otrzymujemy:

Iz 3 Rz \?2
Zr :”Z< Z) ~ 35.

Ixz ax \ Rk

Pamie¢ w komputerze
Tomasz IDZIASZEK

Wyobrazmy sobie ucznia, ktéry ma napisa¢ esej na temat gospodarki

w poludniowych rejonach Brazylii. Powiedzmy, ze historia ta dzieje sie

w czasach, gdy dostep do Internetu nie byl tak powszechny jak teraz. Uczen

w celu zgromadzenia potrzebnych materialéw udaje sie do biblioteki, z ktorej
wypozycza rocznik statystyczny oraz kseruje potrzebne strony z encyklopedii.
Nastepnie wraca do domu i zabiera sie do pisania. Przyniesione materialy ma
roztozone na biurku, aby w kazdej chwili mégt do nich siegnaé. Co wiecej, czedé
co wazniejszych informacji z ksiazek zapisal sobie na kartce-Sciagawce. Raz

na jaki$ czas musi tez siegna¢ do stownika ortograficznego, ktéry stoi w domowej
biblioteczce. Zapewne uczen nie skonczy pracy jednego dnia, przed pdjsciem
spa¢ schowa ksiazki na potke, skad jutro bedzie musial je $ciggnaé z powrotem.

Ale c6z ta historia ma wspolnego z komputerami — zapyta zniecierpliwiony
Czytelnik. Ano tyle, ze jest znakomita analogia tego, jak zorganizowana jest
pamie¢ w komputerze, i pozwoli nam wyjasnié¢ jej dziatanie.

Pomy$lmy o naszym uczniu jak o procesorze, ktory jest centralnym elementem
kazdego komputera. Tak jak procesor realizuje wydawane mu przez programiste
polecenia, nasz uczen réwniez dostal do wykonania pewne zadanie (napisanie
eseju). Program, ktéry uczen ma wykonaé, znajduje sie juz w jego glowie, ale
do jego wykonania potrzebne sa mu pewne dane (informacje na temat Brazylii).
Dane te znajduja sie w ksiazkach, ktore przechowywane sa w specjalnym
budynku zwanym biblioteka. Uczen moze swobodnie korzysta¢ z tych danych,
wiaze sie to jednak z pewnym kosztem (dojazd do biblioteki, skserowanie lub
przyniesienie ciezkiej ksiazki). W swoim pokoju ma biblioteczke (mniejszy
odpowiednik biblioteki), gdzie moze przechowywaé wypozyczane ksiazki, posiada
tez kilka wlasnych. Zauwazmy, ze dostep do ksiazek w biblioteczce jest
zdecydowanie szybszy, ale moze ona przechowywa¢ duzo mniej ksiazek niz
biblioteka. Aktualnie wykorzystywane ksiazki uczen trzyma na swoim biurku,
aby nie musie¢ wstawaé z krzesta i podchodzié¢ do biblioteczki. Ponadto
najwazniejsze informacje wynotowuje sobie na kartce, zeby nie musie¢ wertowaé
ksiagzek. Kazdy z tych racjonalizatorskich pomystéw powoduje szybszy dostep
do wybranych danych, ale z oczywistych wzgledéw ilosé tych wybranych danych
jest w kazdym przypadku istotnie mniejsza. Na koncu tego tancucha miejsc,

w ktérych uczen przechowuje dane, znajduje si¢ pamieé krotkotrwala jego
mozgu, zawierajaca dane kluczowe w aktualnym momencie (jak choéby kolejne
slowo eseju, ktére uczen ma zapisac).

Procesor w komputerze postepuje podobnie. Powiedzmy, ze wydaliSmy mu
polecenie policzenia liczby stéw w pewnym tekscie zapisanym w pliku. Jak
wiekszo$¢é plikéw, znajduje sie on na dysku twardym (ang. hard disk) komputera,
zatem pierwsza czynnoscia programu bedzie wczytanie tego pliku do pamieci
operacyjnej (pamieci RAM, ang. random access memory). Nastepnie procesor
bedzie przegladal kolejne stowa z tekstu, przenoszac je do swojej niewielkiej
pamieci podrecznej (ang. cache). Najczesciej wykorzystywane wartosci (jak
choéby liczba znalezionych stéw) procesor przechowuje w kilku wewnetrznych
komorkach pamieci, zwanych rejestrami (ang. register).

Tak jak uczen moze korzystaé z réznych rodzajéw dostepu do danych
(biblioteka, ksiazka na biurku, kartka-$ciagawka, mézg), tak procesor réwniez ma
rézne rodzaje pamieci (dysk twardy, pamie¢ RAM, pamieé podreczna, rejestr),
ktére razem tworza tzw. hierarchie pamieci w komputerze. Kazdy z tych
rodzajow charakteryzuje sie innymi wartosciami parametréw, z ktérych
najwazniejsze to pojemno$é (ang. capacity), opéznienie (ang. latency),
przepustowo$é¢ (ang. bandwidth) i cena. Im blizej procesora znajduje sie dany
rodzaj pamieci, tym ma on mniejsze opdznienie i wieksza przepustowosé (co nas
cieszy), ale mniejsza pojemnos$é i wyzsza cene (co cieszy juz nas mniej).
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Pamieé Pojemnosé Przepustowosé Opo6znienie x2-10%  Koszt

rejestr 10° B (1kB) N 1ns 0,2s N

pamieé podreczna | 10 B (1 MB) ~ TB/s 5ns 1s ~ 10002/GB
pamie¢ RAM 10°B (1GB) 10*MB/s (10GB/s) 50ns 10s 30zt/GB
dysk SSD 10 B (100GB) 500 MB/s 5-10%ns (50 us) 3h 2z1/GB

dysk talerzowy 10'2B (1 TB) 100 MB/s 107 ns (10 ms) 23 dni 0,221/GB

O tym, jak pisaé¢ programy komputerowe,
by efektywnie korzystaly z pamieci
podrecznej procesora, mozna przeczytac
w artykutach Pamieé cache w praktyce
(Delta 10/2009) oraz Kolejnosé ma
znaczenie (Delta 9/2011).

]

Rozwigzanie zadania M 1493.
Nie!

Przypusémy przeciwnie i zauwazmy, ze
jesli a > b, to mamy NWD(a,b) < b oraz
NWD(a,b) < a/2. W takim razie
3-NWD(a,b) < a+ b. Poniewaz suma
liczb na krawedziach jest réwna sumie
liczb w wierzchotkach, mamy

3. E a=3- E NWD(a, b) <

aceV a,beE

< Z((L+b):!3-Z(L,

a,beEE A€V
gdzie zbiory V' i E odpowiadaja zbiorom
wierzchotkéw i krawedzi dwunastoscianu.
Dla kazdej krawedzi o koncach a i b
zachodzi wiec réwnosé
3-NWD(a,b) =a+b.

W takim razie kazda krawedz ma
na jednym koncu dwukrotnosé liczby
z drugiego konca.

Ustalmy jeden z wierzchotkow,

z liczbg . W kazdym z trzech
sasiadujacych z nim wierzcholtkéw jest
liczba x/2 lub 2z, co jest sprzeczne

z zalozeniem o przyporzadkowaniu
wierzchotkom parami réznych liczb.

W powyzszej tabelce przedstawiliSmy przykladowe charakterystyki wybranych
pamieci komputerowych. Oczywiscie, konkretne liczby zaleza od konkretnego
sprzetu, ale rzad wielkosci bedzie podobny. Dla zobrazowania réznic miedzy
opéznieniem dla réznych rodzajoéw pamieci wprowadziliémy tez kolumne,

w ktérej czas ten zostal przemnozony przez 2 - 108. Daje to skale szybkoéci
naszego ucznia.

Rejestr procesora jest najszybszym rodzajem pamieci z czasem dostepu

na poziomie jednego cyklu zegara, zatem dla procesora o szybkosci 1 GHz

(109 Hz) bedzie to czas rzedu 1ns (1079 s). W zaleznosci od rodzaju procesora
takich rejestrow jest od kilku do kilkudziesigciu. W skali czasowej ucznia
odpowiada to dostepowi do danych w mdzgu, co zabiera ulamek sekundy.

Pamie¢ podreczna procesora zawiera dane ostatnio pobrane z pamieci
operacyjnej, z czasem dostepu kilku cykli zegara. Zwykle pamie¢ podreczna jest
dodatkowo podzielona na szybsza i mniejsza pamieé¢ (okoto 32kB) oraz wieksza
i troche wolniejsza (kilka MB). Dostep do tego rodzaju pamieci odpowiada
sprawdzaniu przez ucznia informacji na kartce-Sciagawce.

Pamieé operacyjna jest gtéwnym rodzajem pamieci w komputerze, stanowiacym
rozsadny kompromis (ang. trade-off ) miedzy wielkoScia a szybkoscia. Jej rozmiar
to kilka do kilkunastu gigabajtéw. Dostep do komérki pamigci, ktéra nie zostata
dotychczas skopiowana do pamieci podrecznej (ang. cache miss), zajmuje
kilkadziesiat nanosekund. Odpowiada to wyszukiwaniu informacji w ksiazce
lezacej na biurku.

Pamie¢ dyskowa zostala przedstawiona w dwoch wierszach tabelki ze wzgledu
na réznice, jaka dzieli klasyczne dyski twarde (w ktorych dane zapisywane sa
na talerzach pokrytych noénikiem magnetycznym) od nowszych dyskéw SSD
(ang. solid-state disk), zbudowanych w oparciu o pamieé¢ flash. Pobranie danych
z dysku SSD odpowiada wycieczce do biblioteki, podczas gdy pobranie danych
z dysku talerzowego mozna poréwnaé do sytuacji, gdy danej ksiazki nie ma

w lokalnej bibliotece i trzeba ja dopiero sprowadzi¢ z duzego miasta.

Oczywiscie, z uwagi na to, ze rozmiar pamieci podrecznej jest duzo mniejszy niz
rozmiar pamieci operacyjnej, a ten z kolei duzo mniejszy niz rozmiar pamieci
dyskowej, podczas dziatania programu nowe dane beda musialy nadpisywaé¢ dane
poprzednio znajdujace sie w pamieci. Uczen réwniez ma ograniczone miejsce

na kartce-$ciagawce i biurku, zatem czasem bedzie zmuszony wymazaé gumka
stare informacje lub odtozy¢ niektére ksiazki do biblioteczki, zeby zrobi¢ miejsce
na nowe.

Warto zwroci¢ uwage na réznice miedzy opoéznieniem a przepustowoscia pamieci.
Ta pierwsza wartos¢ méwi nam o $rednim czasie, jaki jest potrzebny, aby pobraé
z pamieci jeden losowo potozony bajt danych. Natomiast druga méwi nam, jak
szybko mozemy pobiera¢ dane, jesli bedziemy je czytaé po kolei. Przykladowo
dla dysku talerzowego dostep do losowego bajtu moze zajaé¢ 10 ms (w zaleznosci
od tego, jak daleko od miejsca zapisu znajduje si¢ glowica dysku), zatem
przeczytanie 100 milionéw losowych bajtéw moze trwaé nawet 10° s, czyli prawie
12 dni! Niemniej jednak, jesli bedziemy czytaé kolejne bajty (zgodnie z ruchem
glowicy), to kazde kolejne 100 milionéw przeczytamy srednio w sekunde.
Moéwimy tu, ze dysk talerzowy jest pamiecia o dostepie sekwencyjnym (ang.
sequential access memory).

Zauwazmy, ze jest to catkiem naturalne — znalezienie w ksiazce ustepu
traktujacego o gospodarce Brazylii moze zajaé uczniowi troche czasu, ale jesli
juz go znajdzie, to kolejne stowa z paragrafu bedzie czytal bardzo szybko.
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Rozwigzanie zadania F 904.

Kazdy maszynista ustyszy wynik
interferencji dzwigkéw dwu sygnaléw:
,wlasnej” lokomotywy i lokomotywy
nadjezdzajacej z przeciwka. Czestosé
pierwszego z sygnaléw nie ulegnie
zmianie, a drugi, na skutek zjawiska
Dopplera, bedzie odbierany jako dzwigk
o czestosci f:

. c+ v
j:

c—v

fo-

Zlozenie harmonicznych sygnaléow

o czestosci f 1 fo daje sygnal o czestosci
Fy = (f + fo)/2 o amplitudzie
modulowanej z czestoscia,

Fy = (f — fo)/2. Podstawiajac dane,
otrzymujemy: f &~ 477,5 Hz,

Fy ~ 458,7 Hz i Fy ~ 18,7 Hz.

Cechami charakterystycznymi obiektow
astronomicznych moga byé, miedzy
innymi, ich rozmiary katowe,
przesunigcie ku czerwieni, okres
promieniowania w zadanej dlugosci fali,
natezenie i szeroko$¢ linii widmowych,
czy tez réznica strumieni (zwana
kolorem).

*Narodowe Centrum Badan Jadrowych
w Warszawie

Co prawda, pamie¢ RAM, zgodnie ze swoja nazwa, jest pamiecig o bezposrednim
dostepie do dowolnej komérki, jednak istnieje jeszcze jeden mechanizm, ktéry
powoduje, ze w praktyce réwniez w tej pamieci dostep do kolejnych komoérek jest
szybszy niz dostep zupelnie losowy. Mianowicie, dane przesytane sa pomiedzy
roznymi rodzajami pamieci nie jako pojedyncze bajty, a w blokach zawierajacych
pewna liczbe kolejnych bajtéw. Im wieksza pamieé, tym wieksze rozmiary
blokéw. Przyktadowo, podczas pobierania danych z pamigci operacyjnej

do pamieci podrecznej oprocz potrzebnego nam bajtu sa tez kopiowane 63 kolejne
bajty (zatem dostep do pozostalych bedzie szybszy, bo w przyszioéci beda
znajdowaé si¢ w pamieci podrecznej). Z kolei kopiowanie danych z dysku
twardego odbywa sie w blokach zawierajacych po 512 bajtéw. W przypadku
naszego ucznia odpowiada to kserowaniu calych stron ksigzki, pomimo tego, ze
potrzebne sa mu tylko niektére informacje zawarte na danej stronie.

Oczywiscie, w artykule nie wyliczyliSmy wszystkich mozliwoéci, jakie ma uczen,
gdy chce zdoby¢ informacje na temat Brazylii (moze przeciez zapytaé
nauczyciela, zadzwoni¢ do konsulatu, a w ostatecznosci moze wsias¢ w samolot
i zdoby¢ informacje z pierwszej reki). Podobnie nie oméwili$my wszystkich
sposobow, w jakie uzytkownik komputera moze dostarczy¢ mu dane. Wsrod
pominigtych rodzajéw pamieci mozemy wspomnieé o réznorodnych pamieciach
zewnetrznych, takich jak dyskietki, dyski optyczne (CD, DVD), karty pamieci
lub taémy magnetyczne. Ponadto, aby przyspieszy¢ ich dziatanie, dyski twarde
rowniez moga by¢ zaopatrzone w dodatkowa pamieé¢ podreczna, obstugiwang
przez specjalny uklad zwany kontrolerem dysku. A w dobie Internetu jedna

z podstawowych metod pozyskiwania danych jest ,$ciaganie” ich z sieci (gdzie
przy ograniczonej predkosci $wiatla istotne jest, w ktérym miejscu na $wiecie
znajduje si¢ serwer, z ktérym sie taczymy). Zachecamy Czytelnikéw

do samodzielnego sprawdzenia, jakie charakterystyki maja te pamieci,

i zaproponowania, jaka analogia ze Swiata ucznia im odpowiada.

Na koniec warto wspomnie¢, ze aktualnie kluczowym parametrem przy wyborze
komputera biurowego nie jest wcale szybko$¢ procesora, ale szybko$é¢ dysku
twardego. Zatem to wladnie inwestycja w dysk SSD (lub dwa dyski: maly SSD
zawierajacy partycje z programami oraz wiekszy dysk talerzowy z danymi) moze
znaczaco poprawi¢ komfort pracy z komputerem.

Sztuczna inteligencja w astrofizyce
Aleksandra SOLARZ", Katarzyna MALEK”®

W swojej pracy astronomowie czesto korzystaja z katalogéw bedacych wynikiem
wielkich przegladéw nieba. Zebrane w nich dane poddawane sa réznorakim
analizom. Wazne jest przy tym, aby katalogi charakteryzowaly si¢ jak najwicksza
kompletnoécia i jednorodnoscia. Niejednokrotnie podczas analizy statystycznej
dobrze poznanych typow obiektéow wykrywane sg zréodla rzadko spotykane lub
wykazujace niezwykle zachowanie. Dlatego tez odpowiedni sposéb klasyfikacji
obserwowanych obiektow jest bardzo istotnym, o ile nie najistotniejszym
krokiem, ktéry nalezy wykonaé¢ przed przystapieniem do zaawansowanego
badania wtasciwosci fizycznych obserwowanych obiektéw niebieskich.

Cechy charakterystyczne. Przy tworzeniu przegladéw nieba, badz tych
ukierunkowanych na wykrywanie konkretnych klas obiektéw, badz tych
zbierajacych wszystkie mozliwe dane z zadanego obszaru nieba, bardzo

wazna jest znajomo$¢ cech charakterystycznych obiektow, ktére spodziewamy sie
zaobserwowaé. Ulatwia to proces samej detekeji oraz klasyfikacji zebranych danych
i, co za tym idzie, szybkiego wydobycia waznych informacji z przeprowadzonego
przegladu do dalszej analizy. Czesto zdarza sie, ze unikalna klasa obiektéw,

cho¢ obecna w przegladzie, nie zostaje wykryta, poniewaz wykazuje cechy
charakterystyczne podobne do innych zrédet licznie wykrytych przez przeglad.
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O wyzwaniach dotyczacych pomiaru
przesunigcia ku czerwieni pisali$my
w Delcie 3/2015.

W przegladach obserwujacych skrawek
nieba potozony poza plaszczyzna
ekliptyki typy obiektéw, ktére
spodziewamy sie wykry¢, to gltéwnie
galaktyki, gwiazdy, kwazary oraz obiekty
szczegblne. Te cztery kategorie mozna
podzieli¢ na podklasy ze wzgledu na ich
fizyczne cechy charakterystyczne, tj. typ
morfologiczny badz spektralny rozkiad
energii. Dlatego morfologia, kolor badz
poszczegdlne linie widmowe to
najpowszechniej uzywane kryteria
stuzace do klasyfikacji obiektéw
astronomicznych.

Podczas klasyfikacji nienadzorowanej
algorytm tworzy klasy obiektéw

ze wzgledu na pewien zadany model,
np. ze wzgledu na stopien zageszczenia
obiektéw w danej przestrzeni
parametrycznej. Zaleta takiego podejscia
do identyfikacji obiektéw
astronomicznych jest to, ze wkiad
uzytkownika jest minimalny, co sprawia,
ze wzorce w danych sa wyszukiwane
niezaleznie od pogladéw uzytkownika
na to, jak mialyby one wygladac.

obserwacje

wektorow dyskryminacji

Dlatego jest bardzo wazne, by przeglad nieba byl efektywny w mierzeniu
roznych cech charakterystycznych obserwowanych Zrodet. Jednak takie
obserwacje sa niezwykle trudne i kosztowne. Zatem, chcac uzyskaé jak
najliczniejsze prébki obiektéw z danej klasy, ktére postuza do dalszej analizy,
czesto trzeba poswieci¢ tzw. ,czystos¢” katalogu i pozwoli¢ na pewien procent
btednych identyfikacji.

To jeszcze astronomia czy juz informatyka? Wraz ze wzrostem liczby
przeprowadzanych kosmicznych misji obserwacyjnych oraz wzrostem wydajnosci
procesu zbierania danych pojawil sie problem z przetwarzaniem oraz
identyfikacja istotnych informacji z terabajtéw danych bezustannie
naplywajacych z satelitow. Dlatego zamiast ,recznych” technik klasyfikacji
(takich jak diagramy kolor-kolor badZ kolor-strumien) wykorzystuje sie
automatyczne metody pozwalajace na wykrywanie i separacje réznych typow
obiektow z minimalnym zaangazowaniem uzytkownika przegladu. Jednym

z najbardziej uzytecznych i najpowszechniej wykorzystywanych do tego celu
algorytméw jest obecnie uczenie maszynowe (ang. machine learning).
Metoda ta pozwala wykrywa¢ pewne prawidlowosci we wprowadzonych
wektorach danych.

Z matematycznego punktu widzenia automatyczng klasyfikacje mozna
zdefiniowaé jako przeksztalcanie N-wymiarowego wektora zawierajacego
mierzone parametry okreslajace dany obiekt na tzw. wektor dyskryminacji.
Przeksztalcenie to definiujemy tak, by w pewien sposéb podkreslato lub nawet
wyolbrzymialto charakterystyczne cechy poszczegdlnych obiektéw. Dlatego bardzo
wazny jest wybor przestrzeni cech charakterystycznych obiektéw: optymalna
klasyfikacja bedzie miata miejsce wtedy, gdy rézne typy zrodel beda wystepowaly
w innych obszarach danej przestrzeni wektoréw dyskryminacji i beda si¢ w jak
najmniejszym stopniu przekrywaly. Jezeli wykorzystywany przez nas przeglad
nieba nie byt specjalnie zaprojektowany do wykrywania interesujacych nas
obiektéw, znalezienie odpowiedniego zestawu cech charakterystycznych moze by¢
bardzo trudne. W takim przypadku mozemy uzy¢ klasyfikatorow
nienadzorowanych, stworzonych do wykrywania réznych prawidtowosci w danych
bez uprzedniej wiedzy na temat ich zawartosci. Niestety, ten typ klasyfikacji
bardzo silnie zalezy od wyboru mierzonych parametréw.

Kazdy proces klasyfikacji moze zostaé¢ usprawniony, jezeli
poszukiwane klasy obiektéw zostana sprecyzowane,

a wartosci ich cech charakterystycznych dokladnie
opisane. Wtedy mozna stworzy¢ modele klas
poszukiwanych obiektéw, ktére postuza jako wzor, ktory

nastepnie bedzie poszukiwany w danych. Takie typy
klasyfikacji nazywane sa nadzorowanymi i pozwalaja

na bardzo precyzyjne wyszukiwanie danego typu
obiektow. Jeden z najczesciej obecnie uzywanych

w astronomii klasyfikatoréw nadzorowanych to maszyna
wektoréw nosénych (ang. support vector machine, SVM).
Algorytm ten przeksztalca wektory zawierajace wyniki

>
> '
X P
K

obserwacji do przestrzeni H wektoréow dyskryminacji,
uzywajac nieliniowej funkcji @ : X — H, tak by granice

przestrzen

W przestrzeni tréjwymiarowej nietrudno sprawdzié, czy zadany
punkt o wspélrzednych (X,Y, Z) lezy ,nad” plaszczyzng opisana
réwnaniem az + by + cz = 1. Odpowiedz bedzie twierdzaca, jesli
wyrazenie aX + bY + ¢Z — 1 bedzie mialo taki sam znak jak c.
Jesli zatem potrafimy wymysli¢ odwzorowanie & z przestrzeni
zawierajacej wyniki obserwacji do przestrzeni wektoréw
dyskryminacji rozdzielajace rozwazane obiekty jak na powyzszym
rysunku, zadanie ich klasyfikacji bedzie niemal wykonane.

miedzy klasami mozna bylo opisa¢ w jak najprostszy
spos6b. Na podstawie wektoréow z probki obiektow
wzorcowych SVM dzieli przestrzen H na odpowiednie
klasy. W kolejnym kroku obiekty o nieznanej
przynaleznosci klasowej” zostaja przeksztalcone

do przestrzeni H i w zaleznosci od potozenia obiektéw
wzgledem granicy podzialu — odpowiednio sklasyfikowane.

Algorytm SVM stosowany jest z sukcesami do generalnej identyfikacji obiektow
takich jak gwiazdy, galaktyki, czy kwazary w wielkich przegladach (miedzy
innymi AKARI, VIPERS, WISE), jak tez do poszukiwania ich szczegdlnych

podtypow.
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W kalejdoskopach zazwyczaj stosuje sie
dwa zwierciadla (ustawione pod katem
22,5° 30° albo 45°) lub trzy, tworzace
Sciany graniastostupa prawidlowego
tréjkatnego.

Wielokrotna os symetrii — obréciwszy
obraz wokétl dowolnej prostej o 360°,

zawsze wrocimy do sytuacji poczatkowej.

Moze jednak istnie¢ taka prosta, ze

w trakcie obracania obrazu dookota niej
o kat pelny parokrotnie otrzymamy
rezultat nierozréznialny z poczgtkowym.
Wtedy méwimy o wielokrotnej osi
symetrii.

Plaszczyzna symetrii — plaszczyzna
dzielaca obiekt na dwa, bedace swoimi
lustrzanymi odbiciami.

W przypadku ptlaskiego obrazu méwimy
wylacznie o osiach i plaszczyznach
symetrii prostopadlych do jego
plaszczyzny.

Rys. 1. Uzyskany obraz ma dwukrotna
o$ symetrii. Identyczny obraz zab
uzyskamy, obracajac go o kat

180° i 360°.

Rys. 2. Obraz majacy 34-krotna os
symetrii.

Warto tez zajrzeé¢ do artykutu
Grzegorza Derfla w Delcie 9/2015.

Mota de

Z zabami przez symetrie

Chyba kazdy patrzyt kiedy$ w kalejdoskop — prostokatne lustra odbijajace
roznobarwne wzory powstale z przesypujacych si¢ koralikéw. Nie znam nikogo, kto
majac w reku owo urzadzenie, bylby w stanie powstrzymac sie przed choéby
najmniejszym obrdoceniem nim i zerknieciem przez malte oczko na otrzymany efekt.
A gdyby odwrécié sytuacje i zbadaé, jak zmieni si¢ obraz, gdy zamiast koralikami
poruszymy lustrami znajdujacymi sie w kalejdoskopie? Zacznijmy od wyprawy

do szklarza i wyboru bohatera kalejdoskopowych przygdéd — po starannym castingu
wygrywa zaba.

Lustrami bedziemy manipulowa¢ w ,kalejdoskopowy” sposéb, czyli tak, zeby kazde
bylo prostopadle do plaszczyzny wzoru. Gdy obok zaby zostanie umieszczone jedno
lustro, powstaje oczywiscie obraz dwoch zab. Dokladamy lustro drugie, umieszczajac
je prostopadle do pierwszego (i plaszczyzny obrazu), powstaja cztery portrety.
Uzyskany obraz ma dwie plaszczyzny symetrii oraz o§ dwukrotna.

Zmniejszajac kat miedzy lustrami, otrzymamy wiekszg liczbe portretéw, obrazy

o réznych krotnosciach osi (choé¢ dla wiekszosci katéw obrazy nie beda mialy osi
symetrii). Co druga zaba patrzy w lewo, a pozostale w prawo. Na zdjeciu ponizej
widaé 0§ ,prawie” pieciokrotna (kat miedzy lustrami niedoktadnie odpowiada

1/10 kata pelnego). Manipulujac katem, mozna uzyskaé¢ wlasciwie dowolng krotnosé
osi (zaktadajac, ze obraz zaby moze by¢ dowolnie maly lub ze lustra, ktérymi
dysponujemy, sa dowolnie duze).

Umieszczajac lustra rownolegle, obserwujemy nowy rodzaj przeksztalcenia —
translacje lub inaczej przesunigcie. Lustra (oraz ich odbicia) sa plaszczyznami
symetrii niekonczacego sie widoku zabich twarzy.

Czas na lustro trzecie. Utworzenie obrazu trdjkata réownobocznego nie jest rzecza
latwa. Problem stanowi grubosé szyby oraz fakt, ze warstwa srebra znajduje sie
za nig. Oczekiwane i faktyczne wyniki pracy przedstawione sa na obrazkach ponizej.
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Zmienmy ustawienie tak, aby lustra tworzyly tréjkat o katach 36°, 54° i 90°.

Nie zobaczymy sladu po symetrii translacyjnej. Uzyskany obraz pieciokata
foremnego stwarza nieregularnosci. To dlatego, ze pieciokatami foremnymi nie mozna
pokry¢ plaszczyzny. Takie pokrycie jest mozliwe, miedzy innymi, dla kazdego
tréjkata, kwadratu, prostokata, réwnolegltoboku i szesciokata foremnego. Trzema
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Translacja to przesunigcie wszystkich
punktéw obiektu o ten sam wektor.

To przeksztalcenie mozna zastapi¢ przez
ztozenie dwdéch odbié symetrycznych
wzgledem ptlaszczyzn réwnoleglych.

lustrami mozna uzyska¢ regularne obrazy tréjkatéw rownobocznych, kwadratow
i szedciokatéw (sprawdz, Czytelniku, dlaczego trzema lustrami nie mozna uzyskaé
regularnego obrazu prostokatéw).

Obraz nazywamy symetrycznym, gdy nie potrafimy odréznié, czy zostal on poddany
przeksztalceniu (translacji, obrotowi, odbiciu lub paru z nich) czy tez nie. Zbi6r
wszystkich przeksztalcen danego obiektu, ktore odwzorowuja go na siebie, nazywamy
grupg symetrii. Grupa symetrii pokazanego na marginesie obrazu czterech zab

(rys. 1) jest {Id, Sp,,Sp,, R139°} (obrét o kat 360°, dwie plaszczyzny symetrii, obrét
o kat 180°), a znajdujacej sie pod nim serwetki {Id, R§3600/34}, gdzie k =1,2,...,33.
W przypadku obrazu zab wszystkie elementy symetrii przecinaja si¢ w jednym punkcie,
taka grupe nazywamy punktowq. Istnieje doktadnie jeden punkt, ktéry nie zmienia
swojego polozenia przy poddaniu obiektu dowolnemu przeksztalceniu z grupy.

Symetria translacyjna nie wystepuje w grupach punktowych, bo powoduje
przesuniecie rownolegte wszystkich punktow danego obiektu. Translacja moze by¢
elementem grupy symetrii tylko figury nieograniczonej, to znaczy niezerowe
przesuniecie tylko figury nieograniczonej moze spowodowacé, ze bedzie ona
nierozréznialna z obrazem nieprzesunietym. Patrzac na wytapetowana
(nieograniczona) $ciane poza oczywista translacja, mozna zauwazyé réwniez inne
elementy symetrii. Najmniejszy element wzoru, ktéry powielany i przesuwany (tylko
translacja, zadne inne przeksztalcenie) w rézne strony tworzy calo$é, nazywamy
komorkq elementarng. Komoérka elementarna sama w sobie moze mie¢ wlasnosci
symetryczne. Najmniejszy element wzoru, ktéry poddany przeksztalceniom
symetrycznym tworzy komorke elementarng nazywamy motywem.

Nie wszystkie elementy symetrii moga taczy¢ sie ze soba. Na przyklad symetria
translacyjna moze wspolistnie¢ tylko z osiami o krotnosci 2, 3, 4, i 6. Powoduje to
ograniczenie liczby rodzajéw tapet (majacych rézne grupy symetrii) —

na plaszczyznie wystepuje ich 17. Ponizej przedstawiono 6 tapet, ktérych grupy
symetrii sa rozne. Na kazdym obrazku kolorem szarym zaznaczono komérke
elementarna. Do grupy symetrii tapety w lewym gérnym rogu poza Id (obrotem

0 360°) nalezy tylko translacja, nie obserwujemy zadnej innej symetrii. Na tapecie
w prawym gérnym rogu poza translacja pojawia sie réwniez plaszczyzna symetrii
w komorce elementarnej. Zachecamy Czytelnika do samodzielnego znalezienia
pozostalych jedenastu tapet o innych grupach symetrii niz ponizsze.
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Powyzsze tapety zostaly wygenerowane programem Escher2D (dostepnym na stronie
deltami.edu.pl), ktérym w prosty sposéb mozna tworzyé wlasne wzory w kazdej

z 17 grup symetrii. Program umozliwia réwniez tworzenie obrazéw o dowolnej
krotnosci osi symetrii — no, moze prawie dowolnej, bo najwigksza mozliwa krotnosé
to 1000. Mozliwoéci stworzenia swojego, w jaki§ sposdb symetrycznego wzoru jest
mnoéstwo, a frajdy przy tworzeniu ,tapety” tak samo duzo, jak przy obracaniu
kalejdoskopem.

Symetria wystepuje réwniez w przestrzeni trojwymiarowej, ale to temat na inna
historie. . .

Malg Delte przygotowal Jerzy SOKOLOWSKI

byly pracownik Zakladu Krystalochemii i Krystalofizyki Wydzialu Chemii UJ,
obecnie inzynier oprogramowania



Informatyczny kacik olimpijski (93): Wieza z siana

W tym miesiacu zadanie Tower of Hay, ktore pojawilto sie na konkursie USACO
Open Gold w roku 2009. Z n prostopadlosciennych beli siana, ktére maja te sama
wysoko$é, ale rézne szerokosci wy, wa, . . ., w, chcemy zbudowaé¢ wielopoziomows,
wieze. Na kazdy poziom moze sie sktadaé kilka beli, a sumaryczna szerokosé kazdego
poziomu musi by¢ nie wigksza niz sumaryczna szeroko$¢ poziomu znajdujacego sie
bezposrednio pod nim (o ile taki istnieje). Co wiecej, zadna bela nie moze znajdowaé

O 7 sie na wyzszym poziomie niz inna bela o wyzszym numerze (czyli nalezy je ukladaé
7 2 po kolei) i nalezy wykorzystaé wszystkie bele. Jaka jest najwigksza mozliwa
5 wysoko$é wiezy, ktéra mozna zbudowaé przy takich zalozeniach (patrz rys. 1)?
[ 7 Dosé naturalnym rozwiazaniem zachtannym, ktére moze sie¢ nam narzucié¢, jest
konstr nie kaz ziomu 7z jak najmniejszej licz li sian 7

Rys. 1. Dla n = 6 beli o kolejnych onst uowanie ka dego} poziomu z jak najmniejszej lic by' beli siana, podc as '
szerokosciach 7,6,4,2,1,4 mozna budowania wiezy od gory. Niestety, jest to rozwigzanie niepoprawne, jak mozna si¢
zbudowaé wiezg¢ o wysokosci 4. przekonaé, patrzac na rysunek 2.

Sprébujmy wiec rozwiazania opartego o metode programowania dynamicznego.
4 Niech d[i, j] oznacza maksymalna wysoko$é wiezy zlozonej z beli o szerokosciach
l 4 [ 2 Jt] Witl, ..., Wy, jedli dolny poziom wiezy sktada si¢ z beli o szerokoéciach
7 | 6 w;, . .. ,w;. Wtedy mamy nastepujaca rekurencje, w ktorej iterujemy po wszystkich
mozliwosciach zbudowania drugiego poziomu (przyjmujemy tu oznaczenie

Rys. 2. Algorytm zachtanny dla beli

z rysunku 1 zbuduje wieze w[l,j] =w; +...+ w]‘)I
o wysokosci 3.

dlisj] = s {1 dlj+ 1 K] [wli, 3] > wlj + 1K)
J N
Czas wypelniania tablicy d to O(n?), a odpowiedz to maxi<j<n d[1, j].

Mozna nieco zmodyfikowaé¢ powyzszy pomysl, aby uzyskaé rozwiazanie o ztozonosci
czasowej O(n?). Oznaczmy przez dg[i, j] maksymalng wysoko$é wiezy zlozonej z beli
Wi, . .., Wy, W ktérej dolny poziom nie zawiera beli w;11. Rekurencja przybierze
postaé

da[i, j] = max(da[i,j — 1], 14da[j + 1, kij]),
gdzie k; ; jest maksymalnym indeksem, dla ktérego w(i, j] > w[j + 1, k; ;]. Taki
indeks mozemy oblicza¢ na biezaco, jesli ustalimy indeks i i bedziemy wypelniaé
tablice da kolejno dla rosnacych wartoéci indeksu j. Odpowied? to da[1,n].

Jeszcze lepsze rozwiazanie uzyskamy, korzystajac z obserwacji, ze najwyzsza wieza
bedzie miala tez najmniejsza szerokosé¢ dolnego poziomu. Udowodnijmy to przez
indukcje: pokazemy to dla wiezy zbudowanej z beli w, ..., w,, przy zatozeniu, ze
teza jest spelniona dla wiez zbudowanych z beli o szerokoéciach wj, ..., w, dla j > 1.
Zatézmy, ze wieza o najmniejszej szerokosci dolnego poziomu ma go zbudowanego

z beli w;, ..., w;. Wtedy najwezsza wieza z beli w;i1,...,w, bedzie miala (na mocy
zalozenia indukcyjnego) najwieksza wysokosé h (a zatem cala wieza wysokos$é h + 1).
Teraz dowolna inna wieza majaca dolny poziom w, ..., w; dla j/ > j ma reszte
zbudowang z w41, .., w, o wysokosci h’ (zatem cala wieza ma wysokosé¢ h’' +1).
Ale wtedy istnieje wieza zlozona z wjt1,...,w, o wysokosci b’ (bo wystarczy
rozszerzy¢ dolny poziom), zatem h’ < h (z maksymalnosci h). To konczy dowdd.

Niech zatem ds[i] oznacza taki indeks j, ze najwezsza wieza zbudowana z beli
o szeroko$ciach wy, ..., w, ma dolny poziom zlozony z beli o szerokosciach
w;, . .., w;. Wtedy mamy rekurencje:

dylil = min {5 | wlisj] > wlj + 1,dalj + ).

Wyznaczywszy tablice d3 w czasie O(n?), odpowiedz odzyskujemy, obliczajac
dlugosé ciagu ds[1],ds[ds[1] + 1], ... zawierajacego konce kolejnych pozioméw
W najwezszej wiezy.

Tablice d3 mozna wypelni¢ szybciej. Ustalmy indeks j i niech k; bedzie
maksymalnym indeksem, dla ktérego spelniona jest nieréwnosé

wlkj,j] > wlj +1,ds[j + 1]]. Wiemy zatem, ze ds[i] < j dla wszystkich i < k;.
Algorytm jest nastepujacy: dla kolejnych indekséw j wykonujemy przypisanie
d3[j] == min(ds[j], ds[j + 1]), wyznaczamy wyszukiwaniem binarnym indeks k;
i wykonujemy dslk;] := j. Zlozonos¢ czasowa tego algorytmu to O(nlogn).

A Czytelnikéw Dociekliwych zachecamy do rozwigzania tego zadania w optymalnej
ztozonosci czasowej O(n).
Tomasz IDZIASZEK
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Izogonalne sprzezenie i symediany
Jerzy BEDNARCZUK®

Izogonalne sprzezenie. Jezeli w kacie wypuklym BAC leza takie poiproste
AP i AK, 7e katy BAP i CAK sa réwne, to bedziemy mowié, ze p6lproste

AP i AK sa izogonalnie sprzezone w kqcie BAC. Jesli pélproste AP i AK sa
izogonalnie sprzezone w kacie BAC, to bedziemy mowié, ze punkty P i K sa
izogonalnie sprzezone w tym kacie (rys. 1). Na wiele sposobéw mozna sprawdzié,
czy dane polproste sa izogonalnie sprzezone w pewnym kacie. Pomocne jest tu
nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1. Dany jest kqt wypukly BAC oraz pélproste AP i AK lezgce

w tym kqcie. Rzuty prostokgtne punktu P na proste AB i AC to punkty Q i R,
rzuty prostokgtne punktu K na proste AB i AC to punkty L i M oraz Q # L
1 R # M. Wéwczas nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(1) <QAP = < MAK,

(2) |PQI- |KL| = |PR| - [KM|,

(3) AQPR ~ AMKL (tzn. tréjkety QPR i« MK L sq podobne),

(4) punkty Q, L, M, R lezq na okregu, ktdrego Srodek to $rodek odcinka PK,

(5) QR L AK,

(6) QR L AK i ML L AP.

Uwaga. Dowdd przeprowadzimy w takim przypadku, jak na rysunku 2. Mozliwe sg tez
inne przypadki: kat BAC moze by¢ rozwarty i co najmniej jeden z punktéw Q, R, L, M
moze leze¢ poza ramionami kata BAC lub punkty A, Q i L moga leze¢ w innej
kolejnosci. We wszystkich tych przypadkach dow6d przebiega analogicznie do
zaprezentowanego.

Dowdd. (1)=>(2). Zauwazmy, ze nastepujace pary tréjkatéw sa podobne:
APQA~ AKMA i APRA ~ AKLA. Stad wynika, ze

PQ| _|PA| __ |PA|_|PR

|[KM| |KA] |[KA| |KL|’

a stad, ze
PQl PR
|[KM| |KL|
(2)=(3). Z zalozenia wynika, ze
QP _ MK
|PR| |KL|’

Jednoczesnie QPR = <M KL (wystarczy poréwnaé¢ sumy katéw w czworokatach
AQPR i1 AMKL). Wobec tego AQPR = AMKL.

(3)=-(4). Poniewaz tréjkaty QPR i M KL sa podobne, wigc xRQP = XLMK.
Stad wynika, ze XRQA = XLMA (rys. 3). Wobec tego na czworokacie

o wierzchotkach @, L, M, R mozna opisa¢ okrag. Srodek tego okregu to srodek
odcinka PK, bo tam ,trafiaja” symetralne odcinkéow LQ i M R.

(4)=-(5). Katy ALK i AMK sa proste, wiec punkty A, L, K, M leza na okregu.
Stad wynika, ze X K LM = <K AM. Poniewaz czworokat o wierzchotkach

Q,L, M, R jest wpisany w okrag, wiec XM LQ = XQRA. Lewe strony tych dwoch
rownosci daja w sumie 90°, wiec prawe takze.

(5)=-(6). Katy AQP i ARP sa proste, wiec punkty A, @, P, R leza na okregu
(rys. 4). Stad wynika, ze XQAP = XQRP. Poniewaz QR L. AK i PR 1 AR, wiec
XQRP = <KAM. Poniewaz punkty A, L, K, M leza na okregu, wiec

SKAM = ¥ KLM. Mamy zatem ¥QAP = < KLM i KL 1 AL. Stad wynika, ze
ML 1 AP.

(6)=(1). Poniewaz punkty A, Q, P, R leza na okregu, wiec XQAP = <QRP.
Poniewaz QR 1. AK i PR 1 AR, wiec XQRP = <M AK. 7 tych dwoch réwnosci
wynika teza. O

Jesli dwa punkty nalezace do wnetrza tréjkata ABC' s izogonalnie sprzezone
w kazdym kacie tego trojkata, to bedziemy méwié, ze te punkty sa
izogonalnie sprzezone w trdjkqcie ABC' (rys. 5). Czy w tréjkacie zdarzaja sie
punkty izogonalnie sprzezone? Precyzuje to nastepujace twierdzenie.
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Twierdzenie 2. Jesli punkt P nalezy do wnetrza tréjkgta ABC, to istnieje
dokladnie jeden punkt Q, izogonalnie sprzezZony z punktem P w tréjkgcie ABC.

Dowdd. Niech punkt @ spelnia warunki podane na rysunku 6. Zauwazmy,
ze punkt @) jest wyznaczony jednoznacznie. Musimy jeszcze udowodnié, ze
IXPCA = <xQCB. W tym celu powolamy sie na twierdzenie 1, a dokladniej
na rownowazno$¢ warunkéw 1° z 2°. O

Przyktady punktéw izogonalnie sprzezonych w trojkacie:

— érodek okregu wpisanego w trojkat jest sprzezony z soba,

— w trojkacie ostrokatnym ortocentrum jest sprzezone ze $rodkiem okregu
opisanego.

Dla zilustrowania mozliwosci zastosowania podawanych twierdzen zamie$cimy
kilka zadan. Ich rozwiazania mozna znalez¢ na koncu artykutu.

Zadanie 1. Wykazaé, ze w trojkacie ostrokatnym iloczyn odleglosci srodka okregu
opisanego i ortocentrum od boku tréjkata nie zalezy od wyboru boku.

Zadanie 2. Dany jest trapez ABCD o podstawach BC'i DA. Punkty P i Q sa
srodkami odpowiednio przekatnych AC' i BD. Wykazaé, ze je§li < BAQ = <DAP,
to XABQ = <xCBP.

Zadanie 3. Dany jest trojkat ABC, w ktérym |AC| = |BC|. Punkty P i Q leza
wewnatrz tego tréjkata, przy czym < PAC = X ABQ oraz < PBC = < BAQ.
Wykazaé ze punkty C, P, @ sa wspolliniowe.

Udowodnimy teraz bardzo przydatne twierdzenie.

Twierdzenie 3. Punkt P lezy na zewngtrz okregu o srodku O. Przez punkt P
poprowadzono proste, styczne do tego okregu w punktach A i C. Prosta
przechodzqca przez srodek M odcinka AC przecina ten okrgg w punktach B i F
(rys. 7). Wowczas pélproste PB i PF sq izogonalnie sprzezone w kgcie APC, czyli
XAPB = <CPF.

Dowdéd. Poniewaz na kazdym z czworokatéw BCFA i PCOA mozna opisaé¢ okrag,
wiec: [MB|-|MF| = |MA|-|MC|=|MO|-|MP| (korzystamy z wlasnosci potegi
punktu wzgledem okregu, o ktérej mozna przeczytac, na przyktad, w deltoidzie
2/2012). Z réwnosci [MB| - |MF| = |MO| - |MP| wynika, ze punkty B, F,O, P
leza na jednym okregu. Nazwijmy go o;. Poniewaz |OB| = |OF|, wiec katy OPB
i OPF sa réwne (jako katy wpisane w okrag o1, oparte na przystajacych tukach).
Stad wynika, ze XAPB = <CPF. O

7 powyzszego twierdzenia wynikaja nastepujace wnioski.

Whiosek 1. Punkt P lezy na zewngtrz okregu o $rodku O. Przez punkt P
poprowadzono proste, styczne do tego okregu w punktach A i C. Prosta
przechodzqca przez srodek M odcinka AC przecina ten okrgg w punktach B i F.
Proste PB i PF przecinajq ten okrag odpowiednio w punktach D i E (rys. 8).
Wowczas:

(a) punkty E, M, D sq wspdlliniowe,

(b) czworokgt BEF D jest trapezem réwnoramiennym.

Dla dowodu wystarczy zauwazy¢, ze prosta OP jest osia symetrii calego rysunku.

Whniosek 2. Punkt P lezy na zewngtrz okregu o $rodku O. Przez punkt P
poprowadzono proste, styczne do tego okregu w punktach A i C oraz dwie pélproste
1zogonalnie sprzezone w kqcie APC, przecinajgce ten okrqgg w czterech punktach.
Wowczas te punkty sq wierzchotkami trapezu, ktorego przekgtne przecinajq sie

w Srodku M odcinka AC.

Symediany i punkt Lemoine’a. Jedli w trojkacie ABC punkt M jest
srodkiem boku AC, a punkt D nalezy do boku AC i p6lprosta BD jest
izogonalnie sprzezona z pélprosta BM, to péiprosta BD bedziemy nazywacé
symediang w tréjkacie ABC (rys. 9).

Trzy symediany w trojkacie przecinajg sie w jednym punkcie, bo jest to punkt
izogonalnie sprzezony ze $rodkiem ciezkosci trojkata. Punkt przeciecia symedian
tréjkata nazywany jest punktem Lemoine’a tego trojkata.
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P Symediany maja wiele ciekawych wtasnosci. Kilka z nich podaje nastepujace
twierdzenie.

Twierdzenie 4. Czworokgt ABCD jest wpisany w okrag o, punkt M jest srodkiem
cieciwy AC, ktora nie jest Srednicg okregu o, proste styczne do okregu o w punktach
A i C przecinajq sie w punkcie P (rys. 10). Wowczas nastepujgce warunki sq

rownowazne:
, \ (1) punkt P nalezy do prostej BD,
C A (2) XAMB = <AMD,
M (3) [AB|-|CD| = |BC| - |DA],

(4) pétprosta BD jest symediang w tréjkgcie ABC.

Dowdd. (1)=>(2). Niech prosta PEF spelnia warunek xAPB = XCPE (rys. 11).
Na mocy wnioskéw z twierdzenia 3 czworokat BEF' D jest trapezem
rownoramiennym i jego przekatne przecinaja si¢ w punkcie M. Stad wynika, ze
Rys. 10 XAMB = XCMF = xAMD.

S
]

(2)=-(3). Przypusémy, ze cieciwy ED i BF przecinaja sie w punkcie M (rys. 12).
Wowczas symetralna odcinka AC' jest osig symetrii calego rysunku, skad wynika,
ze |[AF| = |CD| i |CF| = |AD|. Poniewaz punkt M jest $rodkiem odcinka AC,
wiec pola trojkatéw BAF i BCF sa réwne. Jednoczesnie <X BAF = 180° — < BCF,
wiec |AB| - |AF| = |BC| - |CF|. Z tej i z otrzymanych wyzej réwnosci wynika teza.

(3)=(4). Niech punkt E spetia warunki podane na rysunku 13, czyli E € AC
i XEBC = ¥xABD. Wéwczas:
() ADBA ~ ACBE oraz (+) AEBA ~ ACBD.
Stad
|EB| ®) |AB| zal. |CB| () |EB|
|EC] |AD| |CD| |EA|
Wobec tego |EC| = |EA.

(4)=(1). Przeprowadzimy dow6d nie wprost. Niech prosta PB przecina okrag o
w punkcie X. Z udowodnionej implikacji (1)=-(4) wynika, ze pélprosta BX tez
jest symediana w trojkacie ABC. Ale w trojkacie ABC z wierzcholka B mozna
poprowadzi¢ tylko jedng symediane. Wobec tego punkty D i X pokrywaja sie. O

7 twierdzenia 4 wynikaja dwa istotne wnioski.

Whiosek 3. Poniewaz z warunku (3) wynika, Ze Zaden z punktéw A, B, C, D
nie jest wyrozniony, wiec jesli potprosta BD jest symediang w tréjkgcie ABC, to
pélprosta DB jest symediang w trdjkecie ADC, a prosta AC zawiera symediany
trojkgtéow BAD 1 BCD.

Whiosek 4. Czworokqet ABCD jest wpisany w okrgg o. Jesli proste styczne
B do okregu o w punktach A i C przecinajq sie na prostej BD, to styczne w punktach
B i D przecinajq sie na prostej AC (rys. 14).

o A Teraz proponujemy cztery zadania:
E Zadanie 4. Czy w trojkacie nieréwnoramiennym wysokos¢ moze by¢ jednoczes$nie
symediana?
© Zadanie 5. Punkt M jest srodkiem podstawy AC' tréjkata réwnoramiennego
D ABC'. Okrag wpisany w kat ABC jest styczny do jego ramion w punktach A i C.
Rys. 13 Punkt D nalezy do krétszego tuku AC' tego okregu i x DAB = 20°, x DBA = 10°.

Obliczy¢ miare kata M DC.

Zadanie 6. Czworokat ABC D jest wpisany w okrag, punkty M i N sa $rodkami
przekatnych odpowiednio BD i AC. Wykazaé, ze jesli X AND = X ANB, to
IDMA=<<DMC.

Zadanie 7. Dany jest okrag i punkty A i B nalezace do tego okregu. Odcinek AB
nie jest Srednica tego okregu. Rozwazmy takie trojkaty ABX, ze punkt X nalezy
do ustalonego tuku AB. Wykazac, ze proste zawierajace symediany wszystkich
takich tréjkatéw, poprowadzone z wierzchotka X, przecinaja sie w jednym

Rys. 14 punkcie.
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AL||CB

Rys. 15

M

Rys. 19

Dtugosci odcinkéw. Przytoczymy teraz trzy twierdzenia, w ktérych podane
sa wlasnosci punktéw izogonalnie sprzezonych oraz symedian w zaleznoéci od
zwigzkow miedzy dlugosciami odpowiednich odcinkéw.

Twierdzenie 5. Dany jest trojkat ABC. Punkty P i Q nalezg do odcinka AB
(rys. 15). Wéwczas proste CP i CQ sq izogonalnie sprzezone w kgcie AC'B wtedy
1 tylko wtedy, gdy

AP| |AQ| _ |AC

[PB| |QB| |BCJ?

Dowdd. Przez punkt A poprowadzmy prosta réwnolegla do prostej BC. Prosta ta
przecina proste CP i CQ odpowiednio w punktach K i L. Oznaczmy katy:
SACK = a, <xBCL = <CLA = (3. Poniewaz NAPK ~ ABPC, wigc

|AP| |AK]|
[PB| ~ |BCT
Podobnie AAQL ~ ABQC, wiec
14Q| _ |AL|
@Bl |BC|
Wowcezas:
|AP| |AQ| _ |ACJ? |AK| |AL| _ JACP? |AK] _ |AC]

PB|QB| ~ |BCE T |BC||BC| T [BCE T [AC| T |AL
& ANKAC ~ACAL & a=0.0
Twierdzenie 6. Pélprosta CD jest symediang w tréjkgeie ABC wtedy i tylko
wtedy, gdy
|AD|  |AC|?
|BD|  |BC|*

Dowdd. Twierdzenie 6 jest prostym wnioskiem z twierdzenia 5.

Twierdzenie 7. Niech punkt D nalezy do boku AB tréjketa ABC. Punkty E i F
sq rzutami prostokgtnymi punktu D na proste CA i CB (rys. 16). Wowczas
potprosta C'D jest symediang w trojkgeie ABC wtedy i tylko wtedy, gdy
|IDE|  |AC|
|DF| — |BC|
Dowod. W dowodzie skorzystamy z twierdzenia 6. Zacznijmy od zapisania na dwa
sposoby stosunku pdl tréjkatéw ADC i BDC:
|AC|-|DE| _ |AD]|
|BC|-|DF|  |BD|’

Otrzymujemy stad réwno$cé:
|DE|  |AD| |BC]|
|DF|  |BD| |AC|

Zatem
|DE] B |AC| - |AD| ) |BC| . |AC| o |AD]| B |AC|2
|DF| a |BC| |BD| |AC| o |BC| |BD| o |BC|?"

Whniosek 5. Symediana poprowadzona z wierzcholka C w tréjkgcie ABC' jest
zbiorem wszystkich takich punktéw lezgcych wewngtrz kgta AC B, ktorych stosunek
odleglosci od prostych AC i BC jest réwny |AC| : |BC|.

Dla dowodu wystarczy powolaé sie na twierdzenie 7 oraz wlasnosci jednoktadnosci
(tej o srodku w punkcie C).

Na koniec proponujemy jeszcze trzy zadania:

Zadanie 8. Punkt B nalezy do odcinka AC'. Okrag o przechodzi przez punkty
A1 O, proste styczne do okregu o w punktach A i C' przecinaja sie w punkcie P.
Odcinek PB przecina okrag o w punkcie ), dwusieczna kata AQC przecina
odcinek AC' w punkcie R. Wykazaé, ze przy ustalonych punktach A, B,C
potozenie punktu R nie zalezy od wyboru okregu o.
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1
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X
Rys. 21

Rys. 22

Zadanie 9. Nieréwnoramienny trojkat ostrokatny ABC' jest wpisany w okrag o.
Proste zawierajace srodkowe AD, BE,CF tego trojkata przecinaja okrag o
odpowiednio w punktach K, L, M. Prosta przechodzaca przez A, réwnolegla

do BC, przecina okrag o w punkcie P. Analogicznie dla punktéw B i C' definiujemy
punkty @ i R. Wykazaé, ze proste K P, LQ i M R przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Zadanie 10. Dany jest trojkat ostrokatny ABC'. Symetralne bokéw AB i AC
przecinaja srodkowa AD odpowiednio w punktach W i V. Proste BW i C'V
przecinaja si¢ w punkcie T. Wykazaé, ze punkt T nalezy do symediany trojkata
ABC, poprowadzonej z wierzcholtka A.

Rozwigzania zadan

Zadanie 1. Poniewaz w tréjkacie ostrokatnym ortocentrum i $rodek okregu opisanego sa
izogonalnie sprzezone, wiec dla dowodu tej rownosci wystarczy powotaé sie
na twierdzenie 1, a doktadniej na to, ze z warunku 1° wynika warunek 2°.

Zadanie 2. Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku 17. Skorzystamy z twierdzenia 1,
z réwnowazno$ci warunkéw 1° i 2°.

LBAQ = ¥DAP & |QQ1|-|PPi| =|QQ2|  |PP| <
= |QQ1| . |PP1| = |QQ3| . ‘PP3| 54 {ABQ = XCBP.

Zadanie 3. Niech punkt R bedzie obrazem symetrycznym punktu @ wzgledem
symetralnej odcinka AB (rys. 18). Poniewaz punkty P i R sg izogonalnie sprzezone

w katach CAB i CBA, wiec sg takze izogonalnie sprzezone w kacie AC B. Wynika stad,
ze XACP = XBCR. Jednocze$nie XACQ = XBCR. Z tych dwbch réwnosci wynika, ze
XACP = XACQ), co kohczy dowdd.

Zadanie 4. Nietrudno zauwazy¢, ze wysokos¢ dowolnego tréjkata prostokatnego,
poprowadzona z wierzchotka kata prostego, jest takze symediana w tym trdjkacie.
Natomiast z twierdzenia 4, z réwnowaznosci warunkéw (1) i (4), wynika, ze jesli tréjkat
nie jest prostokatny i wysokosé pokrywa si¢ z symediang, to ten tréjkat musi by¢
réwnoramienny.

Zadanie 5. Polprosta BD wyznacza symediane DFE trojkata ADC' (rys. 19). Poniewaz
XEDA = XDAB + XDBA = 20° + 10° = 30°, wigc xMDC = XEDA = 30°.

Zadanie 6. Dla dowodu wystarczy przypomnie¢ wniosek 3 z twierdzenia 4
i réwnowazno$¢ warunkéw (2) i (3) tego twierdzenia.

Zadanie 7. Dla dowodu wystarczy przypomnie¢ twierdzenie 4, a doktadniej
réwnowaznosé¢ warunkéw (1) i (4) tego twierdzenia.

Zadanie 8. Jedli punkt M jest srodkiem tuku AC, to pélprosta QM jest dwusieczna
kata AQC (rys. 20). Wéwczas:

IRA| _ |QA| _ [1BA]

[RC|  |QC] |BC|

Pierwsza rowno$é wynika z twierdzenia o dwusiecznej, a druga stad, ze polprosta QB
jest symediana w tréjkacie AQC. Wobec tego polozenie punktu R zalezy tylko od
punktéw A, B, C.

Zadanie 9. Opiszmy na okregu o taki trojkat XY Z, aby jego boki YZ, ZX, XY byty
styczne do okregu o odpowiednio w punktach A, B,C. Niech M bedzie punktem
przeciecia odcinka AX z okregiem o (rys. 21). Wowczas pdlprosta AM jest symedianag

w trojkacie ABC. Stad wynika, ze X BAM = XCAK. Wobec tego tuki BM i CK sa
przystajace i w rezultacie BC' || M K. Zatem prosta X D jest symetralng odcinka M K.

A poniewaz jest réwniez symetralng odcinka AP, wiec punkty X, K, P sa wspoélliniowe.
Stad wynika, ze potproste X A oraz X P sg izogonalnie sprzezone w tréjkacie XY Z.

W rezultacie otrzymujemy, ze proste K P, LQ i M R przecinaja si¢ w punkcie izogonalnie
sprzezonym w trojkacie XY Z z punktem Lemoine’a tréjkata ABC (ten ostatni punkt
jest takze punktem Gergonne’a tréjkata XY 7).

Zadanie 10 (rozwiazanie Tomasza Ciesli). Okrag o jest opisany na tréjkacie ABC.
Niech styczne do okregu o przecinaja sie w punkcie X, a odcinek AX przecina okrag o
w punkcie M. Punkt 77 jest srodkiem odcinka AM, proste BTy i CT1 przecinaja
srodkowa AD odpowiednio w punktach Wy i Vi (rys. 22). Poniewaz prosta BC zawiera
symediany tréjkatéw ABM i1 ACM, wiec 1 = 2 = ¥3 = ¥4. Wobec tego V1 = V.
Analogicznie dowodzimy, ze W1 = W. Wobec tego 11 = T.
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Wydana w 1963 roku, dla wielu
Hkultowa”, powie$¢ Julia Cortazara
Gra w klasy mozna czytaé ,po kolei”
albo przyjmujac zaproponowang przez
autora alternatywna kolejnos$é
rozdziatéw, ktéra pozwala odkrywad
nowe sensy i znaczenia. Skorzystamy
tutaj tego rozwiazania aby obejsé
ograniczenia techniczne Delty

i pominiemy na razie wynikajacy

z chronologii wydarzen odcinek V
dotyczacy fizyki ciezkich zapachdw.
Ukaze sie on w numerze czerwcowym.

Piszac A%y, odwolujemy si¢ do
numeru n Delty z roku 19XY lub
20XY . Pelna lista przywolywanych
artykuléw jest na stronie
www.deltami.edu.pl.

Wiele wspélczesnych eksperymentéw
neutrinowych, np. CHOOZ Double
CHOOZ, RENO, Daya Bay (A$,),
wykorzystywato lub wykorzystuje wiazki
neutrin produkowanych przez dzialajace
na potrzeby energetyki reaktory jadrowe.

Hipoteza niezerowych mas neutrin byta
juz dawniej rozpatrywana w kosmologii,
poniewaz czastki te odgrywaja wazng role
w ewolucji wszechéwiata (AS,).

W szczegdblnosci, rozwazania
kosmologiczne pozwalajg obliczy¢ gestosé
tzw. neutrin reliktowych, stanowigcych
dzi$ tlto kosmiczne analogiczne do
kosmicznego promieniowania tla
skladajacego si¢ z fotonéw. Mozna stad
znalezé gérne ograniczenia na wartosé
sumy mas lekkich neutrin. Neutrina
spelnialy tez pewna role przy formowaniu
sig¢ we wszech§wiecie obserwowanych dzi$
wielkoskalowych struktur i to stad
pochodzi obecne najostrzejsze gérne
ograniczenie na te sume mas,

réwne 0,66 eV /c2. Ograniczenie to

nie dotyczy hipotetycznych cigzkich
neutrin, ktére uleglyby rozpadowi

w trakcie ewolucji wszechswiata.

Gdy mozna ograniczy¢ si¢ tylko

do oscylacji dwéch zapachéw neutrin,
np. ve < v,, prawdopodobienstwo tego,
ze neutrino powstale jako v. o energii E
przejdzie w v, po przebyciu dystansu L
jest dane wzorem

P(ve = v,) = 4sin”® 015(1 — sin® 612) X

o i (325) (%) ()

Czynnik sin? 015 bierze sie tu z modutu
odpowiedniego elementu macierzy
PMNS.

*Wydzial Fizyki,
Uniwersytet Warszawski

Delta i fizyka czastek elementarnych (V):
Od LEP-u do LHC: fizyka neutrin

Piotr CHANKOWSKI"

Neutrina byly przedmiotem wyjatkowo wielu artykuléw i notek w Delcie. Przypomne
wiec tu tylko, ze na pomyst istnienia neutrina (elektronowego) wpadt W. Pauli w roku
1932, checac ratowaé zasade zachowania energii (wydawalo sig, ze jest ona pogwalcona
w jadrowych rozpadach (3). Zarejestrowaé¢ neutrino udato si¢ jednak dopiero w roku
1956 (Nagrode Nobla otrzymali za to F. Reines i C.L. Cowan, Ajs), gdy zbudowane
po wojnie reaktory atomowe zaczely jako produkt uboczny wytwarzaé ich intensywne
wiazki. Kolejnym krokiem bylo ustalenie, ze neutrina powstajace w stabych rozpadach
mezonéw 7t nie s tozsame z neutrinami pochodzacymi z rozpadéw 3 (AZg),

a po odkryciu trzeciej rodziny fermiondéw jasne sie¢ stalo, ze powinno istnie¢ takze

(nie za cigzkie) neutrino vr — co potwierdzity pomiary rozpadéw Z 9 wykonane

w LEP-ie (Aj$) Jak juz wspominalem w odcinku I, przez dlugie lata przyjmowano,

ze neutrina sg bezmasowe i tak tez zostala skonstruowana oryginalna wersja Modelu
Standardowego.

Przetom w fizyce neutrin rozpoczal sie od trwajacego wiele lat eksperymentu

R. Davisa (zob. A3y, A3, Adg) uhonorowanego w roku 2002 Nagroda Nobla (Ads).
Wykazal on, ze strumienn docierajacych na Ziemie ze Stofica neutrin elektronowych
jest mniej wiecej trzykrotnie mniejszy, niz przewiduje teoria proceséw zachodzacych
w Stoncu (Axg, Adg, A3y, A}3). Trzeba byto jednak wielu lat, by ugruntowato sie
przekonanie, iz winna jest nie teoria Stonca, zwana Standardowym Modelem Storica,
w stworzenie ktérej olbrzymi wktad wniést J.N. Bahcall, lecz zachowanie samych
neutrin.

Podobna zagadke, stwierdzong w latach dziewieédziesigtych XX wieku, stanowity
neutrina produkowane w gérnych warstwach atmosfery przez promieniowanie
kosmiczne (Agg). Powstajace tam mezony ot rozpadaja si¢ na pary uv,, a z kolei
miony p rozpadaja sie na evev,; jak tatwo obliczy¢, stosunek liczby neutrin
mionowych do elektronowych powinien by¢ wiec réwny 2. Tymczasem stosunek ten
mierzony przy powierzchni Ziemi jest bliski 1 (A3y, Al2).

Dzigki wielu eksperymentom przeprowadzonym w wickszosci w XXI wieku znamy juz
w zasadzie rozwigzanie tych zagadek. Od lat szes¢dziesiatych XX wieku wysuwano
my$l (koncepcje B. Pontecorvo, Z. Makiego, M. Nakagawy, S. Sakaty i S. Bilenkiego),
ze gdyby neutrina miaty male, ale niezerowe masy (A3,), powinno wystepowadé
zjawisko oscylacji neutrin, podobne do wspomnianego juz (w odcinku IV) mieszania
sie — czyli wlasnie oscylacji — mezonéw K° i KO (A3g), lub B i BY, polegajace

na tym, ze z pewnym prawdopodobienstwem zmieniaja one w locie swoja tozsamosé
(przyktadowo neutrino v, przechodzi po pewnym czasie w v, itp). Jesli bowiem masy
neutrin nie bylyby zerowe, na przyktad z powodu jakich$ oddzialywan z kondensatem
pola Higgsa, neutrino v. powstajace w wyniku absorpcji wirtualnego bozonu W+
przez elektron (lub emisji wirtualnego W ™) nie odpowiadatoby czastce fizycznej

o dobrze okreslonej masie, lecz bytoby pewna superpozycja neutrin o dobrze
okreslonych masach. Oznacza to po prostu, ze przy absorpcji W+ przez e~ moze
powstaé¢ dowolne z neutrin o dobrze okreslonych masach, kazde z pewng amplituda
prawdopodobienistwa (podobnie jak przy absorpcji W~ przez kwark u moze powstaé
albo d, albo s, albo b, zob. odcinek I). Z kolei tak wyprodukowane neutrino,
absorbujac W™, moze przejs¢ w e, lub u=, lub 7.

7 powyzszego opisu wynika, ze zjawisko zmieniania tozsamosci przez neutrina ma

w zasadzie takie samo podloze jak reakcje stabe, w ktérych zmianie ulega dziwno$é,
powab lub piekno hadronu (tj. zapach jednego z tworzacych hadron kwarkéw).
Odpowiednie amplitudy powstania neutrin o okreslonej masie w wyniku absorpcji W+
przez e, i~ lub 77 tworza unitarna macierz PMNS (od nazwisk Pontecorvo,
Makiego, Nakagawy i Sakaty) o trzech wierszach i trzech kolumnach. Podobnie jak
macierz CKM zalezy ona od trzech katéw i jednej obserwowalnej w oscylacjach neutrin
tzw. fazy, tj. kierunku na plaszczyznie zespolonej. Poniewaz jednak, w odréznieniu

od kwarkéw, neutrina moga niemal swobodnie przebywaé¢ bardzo duze odlegtosci,
zanim zostang zarejestrowane przez swoje oddzialywania stabe, wygodniejszy jest

w ich przypadku inny opis: zamiast méwié, ze w wyniku absorpcji W™ przez e~ moze
powsta¢ dowolne z neutrin o okreslonej masie, przyjmujemy, ze powstaje wtedy ve,
ktére w locie moze zmienié si¢ w v, lub v (lub, o czym pisze dalej, w tzw. neutrino
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Sprzezone wahadla stanowig pogladowy
model oscylacji neutrin. Neutrinom

v1 1 v2 o okreSlonych masach
odpowiadaja dwa typy drgan o dobrze
okreslonych czestotliwosciach sprzezonych
wahadet,

’ v
V1 V2
a powstaniu neutrina v, (v,) odpowiada

wprawienie w t = 0 w ruch tylko lewego
(prawego) wahadta:

t= t=t

7/ / )
"

=0

s s
VE
Po pewnym czasie t; lewe wahadlo
na chwilg zatrzyma sig¢, a z pelng
amplituda drgaé¢ bedzie prawe wahadlo;
po t = 2t zatrzyma si¢ prawe wahadlo,
a drgaé¢ bedzie lewe itd. Mozna
powiedzieé¢ (cho¢ usiluje tu w sposéb
niedoskonaly oddaé efekt kwantowy
za pomoca mechanicznego modelu), ze
w kazdej chwili 0 < t < t; sa niezerowe
prawdopodobienstwa znalezienia tego

ukladu w stanach reprezentujacych
Ve i vy,

W rzeczywisto$ci przemiana w v,
neutrin v, powstajacych przy spalaniu
we wnetrzu Stonca wodoru w hel
zachodzi géwnie w bardziej zewnetrznych
warstwach Stonca. Wskutek duzej
gestosci materii zachodzi tam
wzmocnienie oscylacji podobne

do zjawiska rezonansu w pobudzanych
mechanicznych uktadach drgajacych.
Zwie si¢ to mechanizmem MSW,

od nazwisk S. Michejewa, A. Smirnowa
i L. Wolfensteina.

Zbiorcze analizy danych z réznych
eksperymentéw neutrinowych daja
Amgl = mig — mil ~7,5-10"° eV2/c27
[Am2,| ~ 2,4-1073 eVZ/c?

(od znaku Amgl zalezg przewidywania
wykorzystujace wspomniany wyzej
mechanizm MSW). Wyniki te

nie wyznaczaja samych mas neutrin

i dopiero w polaczeniu z innymi
ograniczeniami pozwalajg stwierdzié, ze
neutrina sa duzo lzejsze od najlzejszego
z natadowanych elektrycznie leptonéw,
czyli elektronu.

sterylne v;); pozwala to skupié sie na zaleznosci prawdopodobienstwa takich oscylacji
od energii lecacego neutrina i od przebytej przez nie odlegtosci. (W podobny sposéb
opisuje sie tez oscylacje neutralnych mezonéw, z tym ze w ich przypadku wchodzace
w gre odleglosci sa rzedu milimetréw.)

Efekty takie, jak obserwowany przez R. Davisa deficyt pochodzacych ze Storica ve,
tlumaczy sie w tym obrazie tym, ze jego detektor mégt rejestrowaé jedynie ve;
tymczasem czegsé tych ve przeszta w v, ktérych detektor zobaczy¢ nie moégt.

W podobny sposéb dziataja(ly) wszystkie eksperymenty typu ,znikanie”

(ang. disappearance experiments) SAGE, GALLEX, Kamiokande, Super-Kamiokande,
KamLAND, AZy. | Znikanie” moze byé¢ uwarunkowane kinematyka reakcji,

np. w Kamiokande neutrina v,, w ktére zmienily si¢ v. ze Stonca, nie mogty
produkowaé p~ z powodu niedostatecznej energii i dlatego nie mogtly zostaé
zarejestrowane. Czytelnicy zaznajomieni ze szczegdlng teoriag wzglednosci moga
pokusi¢ sie o obliczenie, jak duza musi by¢ energia neutrina v,, by zderzajac sie
ze spoczywajacym elektronem, moglo ono spowodowac reakcje v,e~ — p ve
(rozwiazanie na koricu artykutu).

Opisany w odcinkach I i IT Model Standardowy przyjmuje, ze istnieja tylko trzy
rodzaje neutrin, ve, v, 1 vr (czyli ze sg tylko trzy neutrina o dobrze okreslonej masie),
ktére wszystkie oddziatuja z W+ i Z°. W zasadzie moglyby jednak istnieé takze
dodatkowe neutrina v, nieoddziatujace z bozonami posredniczacymi (a wiec
niezostawiajace zadnych $ladéw w detektorach), nazywane sterylnymi, w ktére
neutrina ,aktywne”, ve, v, 1 v, moglyby sie takze zamieniaé. Oznaczaloby to,

iz neutrin o dobrze okreslonych masach jest tez wiecej niz trzy.

Celem prowadzonych w XXI wieku eksperymentéw neutrinowych bylo wiec,
po pierwsze, ustalenie, czy hipoteza niezerowych mas neutrin i oscylacji moze
w sposéb niesprzeczny wyjasni¢ zagadkowe znikanie neutrin i ile jest neutrin
o okreslonych masach (trzy czy wiecej), a nastepnie wyznaczenie kluczowych
parametréow, ktorymi sg réznice kwadratéw mas neutrin i wartosci elementéw
macierzy PMNS.

Dzigki trwajacym juz prawie ¢wieré wieku badaniom eksperymentalnym
(z)realizowanym przez wiele grup uzyskaliémy odpowiedzi na wiele pytan dotyczacych
neutrin. Eksperymenty SAGE, GALLEX, Kamiokande, a p6Zniej Super-Kamiokande
(ostatnie dwa nagrodzone Nagrodami Nobla w latach 2002 i 2015, Ajs, Ai?)
potwierdzily i uscislity wyniki Davisa dotyczace neutrin stonecznych oraz dokladnie
zbadaty znikanie neutrin v, pochodzacych z atmosfery. Kluczowy eksperyment SNO
(Al,), réwniez nagrodzony Nagroda Nobla w 2015 roku (A}2), umozliwil pomiar
catkowitego strumienia ,aktywnych” neutrin pochodzacych ze Stonca i silnie
ograniczyt mozliwos¢ przechodzenia stonecznych v. w neutrina sterylne.
Przeprowadzono tez bardziej kontrolowane eksperymenty (KamLAND, K2K, T2K)
typu ,znikanie”, jak tez i eksperyment OPERA typu ,pojawianie si¢”

(ang. appearance) polegajace na wysylaniu precyzyjnie mierzonej wiazki neutrin

do odlegtych nawet o setki kilometréw detektoréw (A2;, AlY, Al,); poniewaz
prawdopodobienstwo oscylacji zalezy od przebytego przez neutrina dystansu, niektére
efekty moga ujawnic¢ si¢ tylko przy takich odleglosciach. W rezultacie tych badan
ustalona zostata do$¢ dokladnie struktura macierzy PMNS i wyznaczono
determinujace charakter oscylacji réznice kwadratéw mas neutrin. W odréznieniu

od macierzy CKM macierz PMNS jest bardziej ,demokratyczna”: dwa jej katy maja
duze wartosci (dwa z nich sg bliskie 7/4). Niezwykle istotnym wynikiem jest niedawne
zmierzenie niezerowej wartosci trzeciego kata macierzy PMNS (A?Q): wynik ten
oznacza, ze, by¢ moze, uda sie kiedys$ zarejestrowaé w oscylacjach neutrin efekty
tamania symetrii CP.

Jak te wyniki i ich fenomenologiczny opis maja sie do Modelu Standardowego?

Czy konieczne bedzie ,przepisywanie na nowo podrecznikdéw”? Jesli przyjmie sie,

ze jedynymi neutrinowymi ,cegietkami” sa trzy lewochiralne pola neutrin (po jednym
na kazda rodzine fermionéw), to bezmasowos$é neutrin jest konsekwencja zadania
renormalizowalnosci (zob. odcinek IIT) Modelu Standardowego. Bezmasowosé wyklucza
za$ oscylacje. Renormalizowalnosé, cho¢ byla wazng wskazéwka dla twoércéw Modelu
Standardowego, nie jest jednak, jak to dzi$§ rozumiemy, bezwzglednym wymogiem.
Jedli za$ dopusci¢, ze Model Standardowy moze by¢ ,troch¢” nierenormalizowalny

(a z dzisiejszej perspektywy nie ma powodéw, by byl teorig $cisle renormalizowalna),
to masy neutrin (i mieszanie) mozna bardzo latwo uwzgledni¢ w ogélnych ramach

tej teorii przez dopisanie do jej réwnan wyrazéw dajacych oddziatywanie dwdch
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Mozliwe (nierenormalizowalne)
oddzialywanie lewoskretnych neutrin v
(a,b = e, pu,T) z kondensatem v pola
Higgsa.

Zwykle oddzialywanie Yukawy
lewoskretnych v7 i prawoskretnych V%
neutrin z kondensatem generujgce masy
Diraca.
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Mechanizm hus$tawki generowania mas
neutrin w wyniku oddziatywan.
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Jesli neutrina o dobrze okreslonych
masach sa rzeczywiscie fermionami
Majorany (czyli sa same swoimi
antyczastkami), mozliwe sa
procesy (360v, zwane podwdjnymi
bezneutrinowymi rozpadami (3
(zob. ASQ)7 czyli jadrowe rozpady
J(A, Z) = J(A, Z F2) + et 4+ et

p e
n
vy
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Procesy (60v nie sg mozliwe, jesli
neutrina sg fermionami Diraca. Okoto
dziesigciu lat temu byly doniesienia
zarejestrowaniu takich rozpadéw, wyniki
te nie zostaly jednak potwierdzone.

Zadanie to ma krétsze rozwiagzanie, o ile
umiemy postuzy¢ si¢ przeksztalceniami
Lorentza. Sg to wielkosci, ktérych
warto$¢ nie zalezy od uktadu odniesienia
uzytego do ich obliczenia. Jednym z nich
jest niezmiennik s bedacy kwadratem
calkowitego czteropedu uktadu:

s = Efot — Pfotcz. Poniewaz reakcja

nie zmienia catkowitego pedu ani
catkowitej energii ukladu, s po reakcji
ma te sama wartos$é, co przed reakcja.
Po reakcji smin = m c* (Smin obliczamy
w ukladzie $rodka masy); przed reakcja
za$ s = (mc? + |k'[c)? — (K'¢)?

(tym razem obliczamy niezmiennik

w ukltadzie, w ktérym poczatkowy
elektron spoczywa). Stad otrzymujemy
natychmiast

(M? —m?)c?
Ik/llniuc = E‘/’u = T

lewochiralnych pél neutrin z dwoma polami Higgsa, a wiec i z jego kondensatem.
Otrzymane w taki sposdb masy neutrin nazywa si¢ masami Majorany; neutrina

o okreslonej masie sa wtedy neutralnymi fermionami Majorany, ktére same sa swoimi
antyczastkami.

Innag mozliwoscia jest przyjecie, ze na kazda rodzine fermiondéw przypadaja dwa pola
neutrinowe o przeciwnych chiralnosciach. Masy neutrin (i tym samym ich oscylacje)
mozna wtedy otrzymaé w taki sam sposéb, jak masy kwarkéow — z oddziatywania
neutrin z kondensatem pola Higgsa poprzez stale sprzezenia Yukawy vy, (odcinek I)

— a pochodzenie macierzy PMNS jest wtedy takie samo, jak macierzy CKM. Bytyby
wtedy trzy neutrina o dobrze okreslonych masach (kazde mogtoby mieé dwie
skretnosci) i kazde miatoby do pary swoje antyneutrino. Takie neutrina nazywa sig
neutrinami Diraca. Jednak wobec faktu, Zze masy neutrin sa o rzedy wielko$ci mniejsze
niz masy natadowanych leptonéw, najbardziej uzasadniona wydaje sie jeszcze inna
mozliwosé. Poniewaz prawochiralne pola neutrin nie zmieniaja sie pod wpltywem
przeksztalcen z grupy SU(2)w X U(1)y (czyli nie oddziatuja z bozonami wtiz°

— sg wiec sterylne) mozna bez psucia symetrii cechowania i renormalizowalnosci
dopisaé do réwnan uogdlnionego (przez dotaczenie prawochiralnych p6l neutrin)
Modelu Standardowego odpowiednie wyrazy (zwane masami Majorany), ktére, gdyby
nie bylto oddzialywan z kondensatem pola Higgsa, powodowalyby, ze kwantami
prawochiralnych pdl neutrinowych bylyby trzy masywne fermiony Majorany.

W obecnosci dodatkowych oddzialywan neutrin z kondensatem pola Higgsa (przez
sprzezenia Yukawy) dopisane wyrazy powoduja jednak, ze kwantami szesciu pél
neutrinowych jest szes¢ neutrin Majorany o dobrze okredlonych masach. W ogélnosci
neutrina aktywne ve, v, 1 v- moglyby wtedy przechodzi¢ w neutrina sterylne (bedace
kwantami prawochiralnych pél neutrin), co byloby sprzeczne z wynikami eksperymentu
SNO. Jesli jednak masy Majorany prawochiralnych neutrin sa bardzo duze

w poréwnaniu z masami generowanymi przez oddzialywanie z kondensatem, oscylacje
neutrin aktywnych w sterylne stajg sie bardzo mato prawdopodobne i dodatkowo masy
trzech neutrin staja sie bardzo male (trzy pozostale neutrina staja sie za$ bardzo
ciezkie) — uzyskuje siec w ten sposéb naturalne wyjasnienie wyjatkowej lekkosci neutrin.
Mechanizm taki nazywa si¢ ,mechanizmem hustawki”. Cho¢ uzyskana w taki sposéb
modyfikacja Modelu Standardowego jest renormalizowalna, efektywnym opisem fizyki
proceséw zachodzacych z udzialem czastek o niskich energiach (pomijajacym
caltkowicie istnienie trzech ciezkich neutrin Majorany) jest przedstawiona tu jako
pierwsza mozliwos¢ nierenormalizowalna wersja Modelu Standardowego z trzema
lewochiralnymi polami neutrin i ich oddziatywaniem z kondensatem. Rachunki
pokazuja, ze wspomniane masy Majorany powinny byé¢ rzedu (102 — 10'*) GeV,

co wydaje si¢ wiazac je ze skala tzw. Wielkiej Unifikacji. O takich, bardziej
spekulatywnych ideach napisze na zakonczenie cyklu.

Rozwigzanie zadania. Masy neutrin, znacznie mniejsze niz wszelkie inne skale energii
wystepujace w tych rozwazaniach, mozna calkowicie pomina¢, trzeba jednak korzystac

z kinematyki relatywistycznej. W ukladzie srodka masy, w ktérym wektorowa suma pedéw
neutrina v, i elektronu przed reakcjg jest rowna zeru, podobnie jak suma pedéw powstatego
w reakcji mionu g~ i neutrina ve, bilans energii jest oczywisty:

ke + \/m2c4 +k2¢2 = \/M2c4 + p2c2 + |ple,

gdzie m i M sa odpowiednio masami elektronu i mionu, a |k| i |p| sa wartosciami pedéw
czastek przed i po reakcji. Energia |k|c neutrina v, potrzebna do wywolania reakcji, jest
minimalna, gdy energie czastek koficowych sg minimalne, |p|c — 0. stad otrzymujemy

(M2 —m?)c
2M '

Aby znalez¢é minimalng energie v, w uktadzie, w ktérym poczatkowy elektron spoczywa,
trzeba przej$¢ do ukladu poruszajacego sie z odpowiednia predkoscig V' (skierowana wzdiuz
kierunku pedu k). Przy takim przejsciu energia E kazdej czastki i skltadowa jej pedu ¢
réwnolegla do V' przeksztalcaja sie do wartoéci odpowiednio E’ i ¢/ wedlug wzoréw:

1
\/1-V2/c?
Przyjmujac, ze w ukladzie érodka masy dla elektronu jest (Ee,ge) = (Vm2c? + k2¢2, —|k|),
i zadajac, by bylo (E.,q.) = (mc?,0), wyliczamy, ze V/c = (M? —m?2)/(M? + m?).
Poniewaz w uktadzie $rodka masy zachodzi (Eu,,qv,) = (|k|c, [k|), wykorzystujac
znalezione V, obliczamy, ze w ukladzie, w ktérym elektron spoczywa mamy
(M? — m?)c?

2m

|k|min =

E'=y(V)(E+Vq), ¢ =vV)VE/+q), V)=

E! =
Yp

)

co daje okoto 10 GeV. Tymczasem elektrony pochodzace ze Slonica maja energie rzedu MeV.
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Dla poréwnania, lokalna gromada

w Pannie, w sktad ktérej wchodzi okoto
1500 galaktyk, w tym nasza, wazy okoto
1200 bilionéw Mg .

Prosto z nieba: Gromada na poczatku wszechswiata

Wkrétce po Wielkim Wybuchu, po polaczeniu si¢ czastek elementarnych

w lekkie pierwiastki, materia zaczela sie grupowaé¢ pod wpltywem grawitacji

w pierwsze gwiazdy. Pierwsze galaktyki pojawily sie setki milionéw lat

po poczatku wszech$wiata, natomiast wigksze struktury — gromady galaktyk —
potrzebowaly miliardéw lat na uformowanie si¢ w ksztaltcie, w ktérym sa
obecnie obserwowane. Jak wczesnie w historii wszech§wiata powstaja jednak

te najwigksze elementy kosmicznej struktury? Niedawne badania zespotu
amerykanskich astronoméw z uniwersytetéw Missouri, Florydy, Kalifornijskiego
i MIT dotycza obserwacji najstarszej (obecnie) gromady galaktyk, oznaczonej
symbolem IDCS J1426.54+3508. Wedlug oszacowan gromada powstata zaledwie
3,8 miliarda lat po Wielkim Wybuchu (przesuniecie ku czerwieni z > 1,5) 1 jest,
jak na swéj wiek, bardzo masywna: wazy 250 bilionéw Mg, czyli 1000 razy
wiecej niz nasza rodzima Galaktyka.

Elektromagnetyczne obserwacje gromady IDCS 1426 zostaly przeprowadzone

w réznych dlugodciach fal. Zdjecia wykonane teleskopami Hubble’a i Kecka
mozna wykorzysta¢ do zwazenia gromady, analizujac iloé¢ swiatla uginanego

w polu grawitacyjnym gromady, czyli badajac zjawisko soczewkowania
grawitacyjnego. Dane rentgenowskie zarejestrowane przez teleskop Chandra
wykorzystano natomiast do oszacowania calkowitej iloéci Swiecacego gazu
znajdujacego sie w gromadzie. Zmierzono takze efekt Siuniajewa—Zeldowicza,
czyli rozpraszanie promieniowania mikrofalowego tta na energetycznych
elektronach wypelniajacych gromade. Te trzy niezalezne metody zgodnie daja
ten sam, wspomniany wcze$niej wynik 250 bilionéw M. Dodatkowo,
promieniowanie rentgenowskie wy$wiecane przez goracy gaz Swiadczy

o dynamicznych procesach zachodzacych we wnetrzu gromady. Maksimum
promieniowania znajduje sie nieco obok centrum gromady. Fakt ten interpretuje
sie jako niedawna (kilka setek tysiecy lat temu) kolizje z inna masywna gromada
galaktyk, co wywotalo gwaltowny ruch gazu wewnatrz gromady, wzrost jego
temperatury i obserwowane promieniowanie. Jest to istotna informacja o historii
powstania gromady IDCS 1426 i, ogdlnie, o procesach zachodzacych na tak
wezesnych etapach ewolucji wielkich struktur. Kolizja z inna gromada ttumaczy,
czemu IDCS 1426 jest juz bardzo masywna w tak mlodym wieku, w czasie gdy
poszczegdlne galaktyki ja tworzace dopiero nabieraly ostatecznego ksztaltu.

Michat BEJGER

]

Rozwigzanie zadania M 1492.
Zatézmy, ze liczby naturalne k, [, m spelniajg zadane réwnanie. Niech
liczba pierwsza p bedzie nieparzystym dzielnikiem liczby k2 4+ 1.

Woéwezas k2 = —1 mod p, wiec

<_1)(p71)/2 = (/\72)@71)/2 = kp71 = 1 mod p.

Stad (p — 1)/2 jest liczbg parzysta, czyli p = 1 mod 4.

W takim razie liczba 2™ — 1, jako nieparzysty dzielnik k2 4 1, musi
réwniez dawacé reszte 1 z dzielenia przez 4, a stad mamy m < 1.

Dla m = 1 réwnanie jest spelnione, na przyktad, przez liczby k =1
il=2.

w

Rozwigzanie zadania M 1494.
Niech R bedzie punktem przecigcia prostej POz z prosta AD,
a Q réznym od P punktem przecigcia tej prostej z okregiem opisanym
na tréjkacie BCP (rysunek). Wéwczas XDPR = XQPB oraz

XRDP = XADB = XACB = XPCB = ¥xPQB.
W takim razie tréjkaty PDR i PQB sa podobne, w szczegdlnosci
XPRD = ¥PBQ = 90°. Stad prosta POs jest prostopadla do AD,
a wigc rowniez réwnolegta do OO4 — symetralnej AD. Analogicznie
proste PO4 i OO3 sy réownolegte. W takim razie odcinki OP i O304
przecinaja sie w polowie jako przekatne réwnolegloboku.

W podobny sposéb mozemy pokazaé, ze prosta O103 przechodzi przez
$rodek odcinka OP, co daje teze.
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Grozna epidemia XXI wieku

Obecnie 500 milionéw ludzi na $wiecie jest otylych lub ma nadwage. Naktady
na leczenie otytosci w USA przekroczyly juz straty powodowane paleniem
tytoniu i alkoholizmem. W ciagu ostatnich 10 lat liczba otytych dzieci wzrosta
w USA 2 5-krotnie. Otytos¢ kwalifikuje sie jako zespét chorobowy.

Jest zatem powdd do niepokoju, jak réwniez chciatoby si¢ poszukaé innego niz
my winnego: oczywiscie geny!

Poszukiwanie genéw zwiazanych z tym zespolem trwa kilkadziesiat lat.

Te poszukiwania ozdobione sa wykrzyknikami medialnymi: znaleziono gen
otylosci! Po chwilowym wzroscie nadziei grubaséw, ze znajdzie sie tez pastylka,
a je$¢ bedzie mozna nadal do syta, ,gen otylosci” znika z prasy codzienne;j.

Podsumujmy, co na pewno wiemy o tych genach.

Wiemy, ze nie wszystkie jeszcze znalezlidémy, ale okoto 10 z nich to geny
pojedyncze (zespdl monogenowy) wplywajace na sklonnosé do tycia,

a kilkadziesiat (ponad 60) to zestawy gendéw (zespoly poligenowe). Czasem
obszary te nakladaja sie¢ — pojedyncze geny pierwszego typu uczestnicza

w dziataniach poligenowych. W kazdym potencjalnym genie ,,otylosci” moze by¢
wiele (opisano np. 150) réznych mutacji, niektére zasocjowane mutacje leza poza
obszarem kodujacym danego genu. Czesto mutacja polega jedynie na réznicy

w pozycji jednego tylko nukleotydu (elementu sktadowego genu).

W 1999 roku zidentyfikowano jeden z podejrzanych genéw, FTO, jako gen
wplywajacy na otylo$é (np. myszy). Dzis§ widzi sie go jako jeden z waznych
sktadnikéw w réznych zespotach poligenowych. Podobny gen powigzano z ludzka
otyloscig w 2007 roku. I choé¢ ogloszono w 2015 roku, ze wykryto funkcje tego
genu, to zrozumienie dzialania biatka wciaz jeszcze do nas w pelni nie dociera.
U myszy pelny brak aktywnosci FTO prowadzi do wczesnej $mierci. Domyslamy
sie takze, ze wplywa on na prace uktadu krwionosnego, a takze nie ma
watpliwoéci, ze naruszenie aktywnosci kodowanego biatka wiaze si¢ z regulacja
metabolizmu pokarmowego kierowanego przez centralny uktad nerwowy.
Stwierdza sie patologie genu FTO przy cukrzycy typu 2, nadcisnienia,
arteriosklerozy, nawet w nowotworach nerek. Bardzo duzo genéw charakteryzuje
sie¢ podobnie i niekonkluzywnie — w opisie same ogdlniki i brak wyraznego
powiazania z rodzajem aktywnosci zidentyfikowanego biatka kodowanego przez
ten gen. Enzym ten usuwa male podstawniki chemiczne (grupy metylowe)

z pojedynczych nici DNA. Jak to si¢ ma do wzrostu lub spadku masy ciata?
Gdzie jest ta pigutka?

Nie mamy wplywu na rézne czynniki warunkujace podatnosé na otyltosé: pleé,
srodowisko, pochodzenie etniczne, wyksztalcenie. Na razie dietetycy moga zatem
koncentrowaé sie wokol porad zachowan, na ktére mozemy mieé¢ wplyw:

e JP”! (jedz polowe), zmniejsz ilosé tluszczéw! (nie wszystkich, w dodatku sa
tez indywidualne uktady gendéw, przy ktérych duza ilosé ttuszezéw w diecie
pomaga w spalaniu nadmiaru kalorii, o czym wiedza wyznawcy takich diet).

e Zwigksz aktywnos$é fizyczna! (choé przeliczenie liczby kalorii w tabliczce
czekolady i ubytku po pél godzinie intensywnego pltywania nie kazdego
do plywania zacheca).

Tycie nie zawsze oznacza brak tzw. silnej woli, tak jak choremu na depresje

nie nalezy radzié, zeby si¢ ,wzial w garsé¢”. Ilu tyjacych, tyle réznych
indywidualnych przyczyn, z ré6znym naciskiem na rézne. Takze, gdyby juz
znaleziono ,te pigutke”, z podobnych przyczyn dziatalaby réznie na réznych
ludzi. Bytoby dobrze, gdyby istnialy tatwe i tanie genetyczne testy pozwalajace
na przewidywanie zagrozenia otytoscia dla konkretnych osobnikéw, ale do takich
testow chyba jeszcze daleko.

Otylosé, skoro jest choroba, to kwalifikuje sie do leczenia i poszukiwania lekéw.
Nawet to proste powyzsze podsumowanie wyraznie wskazuje na to, ze bedzie
trudno!

Magdalena FIKUS
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Idus Martiae Anno Domini 2016

Pietnastego marca stracona zostata rubiez intelektualnej
przewagi cztowieka nad sztuczng inteligencja, za jaks byta
uznawana maestria gry w Go. Zakoriczyla si¢ ostatnia, piata
partia miedzy AlphaGo, programem firmy DeepMind
(bedacej wlasnoscia Google) i Lee Se-dolem (9dan —
najwyzszy stopien wtajemniczenia), jednym z najlepszych,
jezeli nie najlepszym zawodowym graczem. AlphaGo wygrat
pierwsze trzy rozgrywki. Lee Se-dol wygral czwarty

i, po niezwykle zacietej walce, przegral ostatnia.

Na jesieni ten sam program wygratl, w stosunku 5:0,
analogiczny mecz z europejskim mistrzem Fan Hui (2dan).
Naprzemiennie rozgrywana byla wtedy rowniez seria spotkan
nieoficjalnych, ktéra zostata wygrana przez AlphaGo, ale
tylko w stosunku 3:2. W oficjalnych spotkaniach czas byt
ograniczony do godziny (dla kazdego z graczy)

z rozszerzeniem o trzy trzydziestosekundowe byoyomi, czyli
okresy odnawiajace sie¢ pod warunkiem wykonania w ich
trakcie ruchu. W spotkaniach nieoficjalnych nie byto tej
poczatkowej godziny. Reguly te zostaly ustalone przez

Fan Hui przed rozpoczeciem rozgrywek.

W meczu z Lee Se-dolem poczatkowy czas wynosit dwie
godziny, a trzy byoyomi byly szesédziesieciosekundowe.

Koreanski mistrz przed meczem ,obawial sie przegrania
jednej z pieciu partii”. Eksperci Go réwniez stawiali

na czlowieka. Oczekiwano, ze pokonanie przez sztuczna
inteligencje najlepszych z najlepszych jest odlegte

o co najmniej dekade, jezeli w ogdle mozliwe.

Poglady te byly uzasadniane kombinatoryczna

zlozonodcig Go. Szacuje sig, ze liczba mozliwych sytuacji
na planszy przekracza liczbe atoméw w obserwowalnym
wszechswiecie. Dlatego gra na najwyzszym poziomie opiera
sie w znacznej mierze na wycéwiczonej przez lata intuicji
wykorzystujacej wybitne zdolnosci.

Przypomnijmy, ze chodzi o rozgrywke na kracie utworzonej
z dziewietnastu réwnoleglych i dziewietnastu prostopadtych
do nich linii. Gracze na przemian ktada pojedyncze kamienie,
pierwszy czarne, drugi biate, na wolne przeciecia linii.

W grze chodzi o odgrodzenie jak najwiekszego obszaru

za pomocg swoich kamieni (na koncu zalicza si¢ po punkcie
za odgrodzone przeciecia; jest kilka sposobéw obliczania
koncowego wyniku mogacych dawaé¢ niewielkie réznice —
dlatego przed gra ustala sie, ktéry sposéb zostanie uzyty).
Kamieni nie mozna przesuwac, ale Sciste otoczenie grupy
kamieni przeciwnika (tak, ze zaden z tych kamieni

nie sasiaduje z wolnym przecieciem linii — nie ma

tzw. oddechu) skutkuje zdjeciem calej grupy z planszy.

W omawianych rozgrywkach stosowana byta (powszechnie
uzywana) regula komi, przyznajaca graczowi postugujacemu
sie bialtymi kamieniami (zaczynajacemu jako drugi)
dodatkowe 7,5 punktu.

Po zwyciestwie nad Fan Hui opublikowano prace [1], w ktérej
przedstawiono ogdélne zasady dzialania programu AlphaGo
(oraz jego osiagniecia).

Od dluzszego czasu podstaws programéw wykorzystujacych
sztuczna inteligencje w grach (zwlaszcza tych z pelna
informacja jak Go czy szachy) jest metoda MCTS (Monte
Carlo Tree Search). W tym przypadku polega ona na ocenie
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kolejnego ruchu na podstawie rozegrania szeregu jego
kontynuacji z kolejnymi ruchami (zaréwno swoimi, jak
przeciwnika) wybieranymi w przypadkowy sposéb, ale
sposrod tych mieszczacych sie w ramach aktualnie najlepszej
strategii nasladujacej najlepszych graczy (ludzi lub maszyny,
w tym siebie sama). Metoda ta pozwolila na osiagniecie
przewagi nad profesjonalistami w szeregu gier (w tym

w szachach), ale w Go dawala szans¢ na wygrang zaledwie

z nie najlepszymi amatorami. Jest to, oczywiscie, zwigzane
wlasnie z kombinatoryczna komplikacja Go.

Dodatkowa przewaga AlphaGo zostala osiagnieta poprzez
tworcze wykorzystanie sieci neuronowych o wielu ukrytych
warstwach (deep neural networks, DNN). Przez wiele lat
uwazano, ze mnozenie ukrytych warstw takich sieci niewiele
pomaga. Ostatnio jednak okazalo sie, ze wykorzystywanie ich
do wykonywania hierarchicznych przeksztatcen
wzmacniajacych lokalne regularnoéci danych wejsciowych
daje bardzo dobre wyniki w rozpoznawaniu obrazéow.

A uklad kamieni jest przeciez obrazem! Temat mozna dalej
zglebiaé za pomocy oryginalnej publikacji [1], ale specjalisci
komentuja, ze na jej podstawie i tak nie da si¢ odtworzy¢
nivanséw dziatania AlphaGo (co chyba nie powinno
specjalnie dziwié).

Warto dodaé, ze Fan Hui i Lee Se-dol rywalizowali z tzw.
rozproszonym AlphaGo postugujacym sie (przynajmniej

w meczu z Fan Hui) czterdziestoma watkami uruchamianymi
na 1202 CPU oraz 176 GPU (Graphics Processing Unit).
Ciekawe jest réwniez to, ze liczba sprawdzanych pozycji byta
rzedy wielkosci mniejsza niz w przypadku stynnego meczu
Deep Blue z Kasparowem przed dwudziestu laty, ale (jak
widaé) byly one sprawdzane madrzej i precyzyjniej [1].
Jednoczesne uzycie DNN i MCTS daje najlepsze rezultaty,
ale wyniki uzycia samych sieci neuronowych sa niewiele
gorsze. Uwaza sie, ze jest to sposéb zblizony do intuicyjnej
gry profesjonalistow.

Lee Se-dol podchodzil bardzo emocjonalnie do meczu

z AlphaGo. Wielokrotnie przepraszal, ze nie stanat

na wysokosci zadania. Czwarta partie wygral, wykonujac
niestandardowy ruch, ktérego AlphaGo nie rozpoznal jako
kluczowy. Zorientowal sie dopiero po dziesieciu nastepnych
ruchach. W ostatnim meczu cztowiek mial dlugo niewielka
przewage po bledzie popelnionym przez AlphaGo

na poczatku partii, ale nie zdotal jej utrzymaé¢ w koncéwce
rozgrywanej w rytm byoyomi. Moim zdaniem byto widaé, ze
jest na granicy psychofizycznej wytrzymalosci. Partia zostala
juz uznana za najbardziej niesamowitg z kiedykolwiek
rozegranych.

Do historii przejdzie jednak rozpromieniony usmiech

Lee Se-dola po wygranej partii. By¢ moze byta to ostatnia
taka wygrana cztowieka w pojedynku ze sztuczna
inteligencja. Sam Lee stwierdzil, ze nie zamieniltby jej

na nic innego.

Jezeli chodzi o nasze ewentualne (pozostate) przewagi to
zachecam do przeczytania zakonczenia Rozprawy
Stanistawa Lema.

Piotr ZALEWSKI

[1] David Silver, Aja Huang et al., Mastering the game of Go with
deep neural networks and tree search, Nature 529 (2016) 484.
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Skrét regulaminu
Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koica miesigca n 4 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali
od 0 do 1 z doktadnodcig do 0,1. Oceng mnozymy przez wspétczynnik trudnoéci danego zadania:
® WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
— i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
— jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegdtowy
. regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z matematyki nr 721, 722
Redaguje Marcin E. KUCZMA

qenmin madsylania rozwigzai: 721. Na bokach BC, CA, AB tréjkata ABC leza punkty D, E, F, w ktérych
okregi dopisane do trojkata sa styczne do tych bokéw. Niech R i r beda
Croléwka ligi zadaniowej Klub 44 M Promieniami okregdw opisanego i wpisanego. Dowiesé, ze stosunek pdl trojkatdw

po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan ABC i DEF WYDOSi 2R/T.
707 (WT =1,64) i 708 (WT = 1,71)

z numeru 10/2015 722. Rozwiazaé réwnanie 2% 4 2Y = 6* w liczbach catkowitych dodatnich z, y, z.
Pawel Najman Krakéw 46,20 . . .
Jerzy Cisto Wroctaw 42,48 Zadanie 722 zaproponowal pan Witold Bednarek z Y.odzi.
Grzegorz Karpowicz ~ Wroctaw 40,34
Stanistaw Bednarek  E6dz 38,85 Rozwigzania zadan z numeru 1/2016
Janusz Fiett Warszawa 37,91
Jedrzej Garnek Poznan 37,64 Przypominamy tre$é zadan:
Pawel Kubit Krakéw 36,17

Franciszek S. Sikorski Warszawa 33,77 713. Dany jest czworokat wypukly ABCD, w ktérym boki AB i CD nie sa réwnolegte.
Rozwazamy okrag, przechodzacy przez punkty A i B, styczny do prostej CD w punkcie P oraz
okrag, przechodzacy przez punkty C i D, styczny do prostej AB w punkcie Q. Zakladamy, ze
punkty P i Q leza na odcinkach C'D i AB oraz ze wspolna cigciwa tych okregéw przechodzi przez
$rodek odcinka PQ. Udowodnié, ze proste AD i BC sa réwnolegte.

Pan Najman: 44 p. po raz siédmy.

714. Niech d(m) oznacza liczbe dodatnich dzielnikéw liczby naturalnej m > 1.

(a) Wykazaé, ze istnieje nieskonczenie wiele par réznych liczb naturalnych m,n, spelniajacych
réwnanie d(m)/m = d(n)/n.

(b) Cazy istnieje para liczb naturalnych wzglednie pierwszych m,n > 1, spelniajacych réwnanie
d(m)/m =d(n)/n?

713. Przyjmijmy, ze punkt O przeciecia prostych AB i C'D lezy na pdlprostych

CD~ i BA™ oraz ze prosta PQ przecina okregi (ABP) i (CDQ) odpowiednio

w punktach S i R (réznych od @, P). Wspdlna cieciwa tych okregdw —

nazwijmy ja XY — przechodzi przez srodek M odcinka PQ. Z réwnosci

|MP|-|MS| = |MX]|-|MY| = |MQ| - |MR| oraz |MP| = |MQ| wnosimy, ze

|[MR| =|MS|, astad |PR| =1|QS]|.

Takze |PC|-|PD| = |PQ|- |PR| oraz |QA| - |QB| = |QP| - |QS|. Prawe strony tych
réwnosci sa rowne, wiec lewe tez. Oznaczajac odleglosci punktéw A, B,C, D, P, Q
od punktu O kolejno literami a, b, ¢, d, p, q, przepisujemy uzyskang zalezno$é

w postaci (¢ —p)(p — d) = (¢ — a)(b — ¢). Po wymnozeniu i uwzglednieniu réwnosci
p? = ab, ¢? = cd, otrzymujemy zwiazek p(c + d) = g(a + b). Tak wiec

b b d d
\/E+\/>_a+ :C+ _\/zqt\/».
b a P q d c

Skoro b > a, ¢ > d, wynika stad, ze ¢/d = b/a. To za$ oznacza, ze proste AD i BC
sg réwnolegte.

714. (a) Na przyklad, kazda para postaci m = p, n = 2p, gdzie p jest nieparzysta
liczba pierwsza, ma wymagana wlasnosé, bowiem d(p) = 2, d(2p) = 4.

(b) Przypusémy, ze para liczb wzglednie pierwszych m,n > 1 spelnia podane
réwnanie: nd(m) = md(n). Skoro liczby m, n sa wzglednie pierwsze, wynika stad, ze
m jest dzielnikiem liczby d(m). Wobec tego m < d(m). Taka nieréwnosé zajsé moze
(w formie réwnosci) tylko wtedy, gdy kazda liczba ze zbioru {1,...,m} jest
dzielnikiem liczby m. W szczegd6lnosci m musi dzielié¢ sie przez m — 1. To za$ ma
miejsce jedynie dla m = 2 (rozwazamy, z zalozenia, tylko m > 1).

Role liczb m, n sa symetryczne; to samo rozumowanie pokazuje, ze takze n = 2;
sprzecznosé z zalozeniem, ze m, n sa wzglednie pierwsze. Nie istnieje wiec para,
o jakiej mowa w pytaniu (b).
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Termin nadsylania rozwigzan:

31 VII 2016
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Zadania z fizyki nr 618, 619
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

618. Na kartce papieru narysowano w dziesieciokrotnym pomniejszeniu tor
kamienia wyrzuconego z predkoscia v pod katem « do poziomu. Po narysowanej
krzywej pelznie maly zuczek, ktérego predkoéé ma stala wartoéé u. Ile wynosi
przyspieszenie zuczka w punkcie odpowiadajacym maksymalnej wysokosci,

na jaka wzniést sie kamien. Oporu powietrza podczas ruchu kamienia

nie uwzgledniamy.

619. Calg przestrzen miedzy okladkami kondensatora plaskiego wypelnia plytka
dielektryczna o masie m i stalej dielektrycznej e (rys. 1). Oktadki kondensatora
maja rozmiary Iy X la, odlegto$é miedzy nimi wynosi d (I3 > d, I3 > d). Miedzy
oktadkami utrzymywane jest stale napiecie U. Plytke wysunigto z obszaru
kondensatora wzdluz boku o dlugosci I; na odlegtosé x, a nastepnie puszczono
swobodnie. Zaniedbujac tarcie, znalez¢ zalezno$é¢ przemieszcezenia i predkosci
plytki od czasu.

Rozwigzania zadan z numeru 1/2016

Przypominamy tresé¢ zadan:

610. Mokre koto o promieniu R obraca sie¢ ruchem jednostajnym w ptlaszczyznie pionowej wokoét
nieruchomej osi. Predkos¢ punktéw na obwodzie kota wynosi v. Znalezé granice obszaru suchego.

611. Do naczynia w ksztalcie walca o promieniu R, czeSciowo wypelnionego ciecza, wpada

klocek w ksztalcie walca o promieniu r i wysokosci h (rys. 2). W chwili poczatkowej odlegtosé
dolnej powierzchni klocka od powierzchni cieczy wynosi H, a jego predkosé jest réwna zeru.

Ile ciepta wydzieli si¢ do chwili, gdy ustanie ruch klocka i cieczy? Gesto$¢ klocka wynosi p, gestosé
cieczy pe > p.

610. Gdyby nie byto sity ciezkoéci, krople oderwane od obreczy kota
poruszalyby sie po liniach prostych i po czasie ¢t znajdowaly si¢ na okregu

o érodku w punkcie O (rys. 3) i promieniu 7(t), przy czym r%(t) = R? + v?t2.

W polu ciezkosci $rodek okregu obniza sig i w czasie ¢t przebywa droge gt?/2.
Granica obszaru suchego jest obwiednia okregéw, na ktérych znajduja sie

w kolejnych momentach krople, ktére oderwaly sie jednoczeénie od obreczy.
Przyjmijmy, ze poczatek uktadu wspoétrzednych znajduje sie w srodku
obracajacego sie kota. Réwnanie ,spadajacego” okregu ma w chwili ¢ postac:

22 + (y + gt?/2) = r%(t). Rozwazmy prosta pozioma y = yo (rys. 4). Chcemy
znalez¢ maksymalna warto$é wspélrzednej © odpowiadajacej jednemu z okregéw
przecinajacych te prosta: 22 = R? + v%t? — (yo + gt?/2)%. Po prawej stronie
réwnania mamy tréjmian kwadratowy wzgledem ¢2. Jego wartosé

maksymalna xy spelia réwnanie: 23 = R? + v*/g? — 20v%y,/g. Rozwiazujac to
rownanie wzgledem g, otrzymujemy réwnanie krzywej opisujacej granice
ssuchego” obszaru: yo = —gzd /v? + gR?/(2v%) + v?/(2g). Jest to réwnanie
paraboli, ktorej gatezie sa skierowane w dol, a wierzcholek znajduje sie na osi y
na wysokosci Y = gR?/(2v?) +v%/(2g). Gdy Y > R, czyli spetniony jest
warunek v? > gR, poszukiwana krzywa lezy na zewnatrz obreczy. W przeciwnym
przypadku granica ,mokrego” obszaru przebiega w gérnej czeéci po obreczy
(rys. 5), a nastepnie gltadko przechodzi w galezie paraboli.

611. Oznaczmy przez = gleboko$é zanurzenia klocka po ustaleniu sie rownowagi,
a przez y wzrost poziomu cieczy w naczyniu (rys. 6). Zgodnie z prawem
Archimedesa x = hp/p.. Z rysunku widaé, ze zachodzi zwiazek

mr?(x —y) = 7(R? — r?)y. Stad y = hpr?/(p.R?). Wzrost poziomu cieczy
mozemy tez wyliczyé, wiedzac, ze parcie na dno zwiekszylo sie o ciezar klocka,

a z drugiej strony ci$nienie na dno zwiekszylo sie o warto$¢ p.gy. Zatem
zachodzi zwigzek nr2hpg = mR2p.gy. Po ustaleniu sie réwnowagi energia
potencjalna klocka zmalala o wielkosé¢ AFE; = nr?hpg(H + x — y). Energia
potencjalna cieczy wzrosta o

ABy = mr?(z — y)peg(z —y/2 — (& — y) /2) = 7 peg(x — y)z /2.
Wydzielone ciepto wynosi

_ 1, hp r?
Q=AF,— AF,; = 57T pgh {H—&- 00 (1 R?>]
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Tranzyt Merkurego na tle tarczy Slofica obserwowany w 2006 roku
(zrédto: http://mars.nasa.gov).

JOHANNIS HEVELII

MERCURIUS

In Sole vifus Gedani,
Mﬁnm (‘r}r{jﬁ.zm AL DC LXE d HT N, St i
Cum alus quibufdam rerum Ceeleftium obferva-
tionibus, rarisq; phanomenis

Cums gmnexa off

VENUS

In Sole pariter vifa, Anno 163 9,d. 24 Now. StV
LIVERPOLLE, A JEREMIA HORROXIO:

MUNC FRIMUM EDITA, NOTISQUE TLLUSTRATA,
Qunbas aceedi fuscmila

HISTORIOLA,
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Strona tytutowa dziela Jana Heweliusza z roku 1662, w ktérym
oprécz tranzytu Merkurego opisal takze wyznaczenie $rednic
katowych 19 gwiazd.
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Niebo w maju

Zjawiskiem wartym najwiekszej uwagi w maju bedzie
tranzyt Merkurego, czyli przejScie planety na tle tarczy
Stonca. Tranzyty Merkurego obserwujemy okoto 11 razy

w trakcie jednego stulecia, zatem zdecydowanie czgsciej niz
np. przejscia Wenus na tle naszej macierzystej gwiazdy,
ktore zazwyczaj zdarzaja si¢ rzadziej niz raz na wiek,

a ostatnie trzy, ktére mozna bylo obserwowaé, wystapity
w latach 1882, 2004 oraz 2012. Kolejny tranzyt Wenus
nastapi dopiero w 2117 roku, zatem warto teraz skupié
uwage na przejsciach Merkurego. Zjawisko zaobserwowad
bedzie mozna 9 maja. Pierwszy kontakt, czyli zewngtrzne
zetkniecie Merkurego z tarcza Stonica nastapi o godzinie
13:11:59. Drugi kontakt, czyli wewnetrzne stykanie si¢ tarcz
planety i gwiazdy nastapi o 13:15:10. Niestety, z terenu
Polski nie bedzie mozna obserwowaé trzeciego i czwartego
kontaktu, przeszkodzi w tym zachdd Stonca. Kto lubi
podrézowaé, powinien wybraé si¢ we wschodnie regiony
Ameryki Pélnocnej, ewentualnie péinocne konice Ameryki
Poludniowej, na Arktyke, Grenlandie lub tereny zachodniej
Europy i Oceanu Atlantyckiego, gdzie zjawisko bedzie
mozna obserwowaé w calodci. Ostatnie tranzyty Merkurego
wystapily w latach 1999, 2003 oraz 2006, a pierwszy
moment przejscia planety na tle Slonca zarejestrowany
zostal w roku 1631 przez Pierre’a Gassendiego. Warto tez
pamigtaé, ze 3 maja 1661 roku obserwacji tranzytu
Merkurego dokonal gdanski astronom Jan Heweliusz,

a wyniki opublikowal w ksiazce pt. Mercurius in Sole visus
Gedani. Oszacowana przez Heweliusza $rednica katowa
Merkurego wynosita 11,8 sekundy. Obecnie wiemy, ze
$rednica katowa Merkurego wynosi 13 sekund, doktadnosé
pomiaru gdanskiego obserwatora budzi zatem podziw

i szacunek.

Sympatycy spadajacych gwiazd powinni w maju zwrocié
uwage na eta Akwarydy widoczne na tle gwiazdozbioru
Wodnika. Roj ten, tak jak pazdziernikowe Orionidy,
zwiazany jest z najbardziej znana kometa: 1P /Halley. Jego
radiant znajduje sie do$é nisko nad horyzontem (RA 22h,
Dec —1°), dostepny wiec bedzie dla ,nocnych markéw”,
gdyz widoczny jest w drugiej potowie nocy. Jego aktywnosé
jest wysoka i wynosi okoto 60 meteoréw na godzine,
poruszajacych sie z predkosciami okolo 66 km/s.

Eta Akwarydy charakteryzuja sie jasnymi i szybkimi
meteorami o dtugich sladach. Maksimum roju przypada

w trakcie nowiu Ksiezyca, czyli 6 maja, zatem przy
sprzyjajacych warunkach pogodowych jest to znakomity cel
zaréwno dla obserwatoréw, jak i amatoréw astrofotografii.
Drugim wartym uwagi jest mniej znany réj eta Lirydy
(radiant RA: 19h, Dec: +44°) w gwiazdozbiorze Lutni, przy
granicy z gwiazdozbiorem Fabedzia. Aktywnosé

eta Lirydow jest niezbadana, ale szacuje sie ja

na okoto 3-5 meteoréw na godzing, pedzacych

z predko$ciami okolo 43 km/s. RGj ten powstal na skutek
przelotu komety C/1983 H1 (IRAS-Araki-Alcock), odkryte;
w 1983 roku. Ta dtugookresowa, bo majaca okres orbitalny
wynoszacy az 964 lata, kometa jest jedna z najblizej
przelatujacych koto Ziemi, w odlegtosci raptem 0,0312 j.a.,
czyli okoto 4,7 miliona km od naszej planety.

Karolina BAKOWSKA
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Dwa rozwigzania zadania 6
przedstawiono w deltoidzie 11/2009.
Zadania 3, 7 i 8 pochodzg odpowiednio
z VIII, IT i V Olimpiady Matematycznej
Gimnazjalistow www.omg.edu.pl

W jednym punkcie Joanna JASZUNSKA

W wielu zadaniach nalezy uzasadnié, ze pewne trzy proste przecinaja sie w jednym
punkcie. Czesto mozna wykazaé, ze wszystkie one sa symetralnymi, dwusiecznymi,
wysokosciami albo srodkowymi pewnego trojkata, co oczywiscie konczy dowdd.

1. Punkty K i L sa $rodkami odpowiednio bokéw C'D i BC réwnolegltoboku
ABCD. Udowodnij, ze odcinki BK i DL przecinaja si¢ na przekatnej AC.

2. SzeSciokat ABCDEF jest wpisany w okrag i AB = BC, CD = DE, EF = FA.
Wykaz, ze gléwne przekatne tego szesciokata przecinaja sie w jednym punkcie.

3. Dany jest czworokat wypukly ABCD, w ktérym AD + BC = C'D. Dwusieczne
katéow BCD i CDA przecinaja si¢ w punkcie S. Udowodnij, ze AS = BS.

4. Wszystkie katy wewnetrzne pieciokata ABCDE sa réwne. Symetralne odcinkéw
AB i CD przecinaja si¢ w punkcie S. Wykaz, ze proste ES i BC' sa prostopadle.

5. Na bokach AC i BC tréjkata ABC zbudowano, na zewnatrz, kwadraty ACDE
i BCFG. Udowodnij, ze proste AG, BE oraz wysoko$¢ CS trojkata ABC przecinaja
sie¢ w jednym punkcie.

Rozwigzania

R1. Niech M bedzie punktem przecigcia przekatnych danego réwnolegloboku
(rys. 1). Wéwczas M jest srodkiem odcinka BD i odcinki BK, DL, CM przecinaja
sie w jednym punkcie jako $rodkowe tréjkata BC'D. O

R2. Z warunku AB = BC wynika, ze punkt B jest srodkiem tuku AC danego
okregu i katy wpisane AEB i CEB sa réwne (rys. 2). Prosta BE jest wiec
dwusieczna kata AEC w tréjkacie ACE; analogicznie proste AD i C'F sa
dwusiecznymi pozostalych katow tego tréjkata. O

R3. Niech F bedzie takim punktem boku CD, ze ED = AD, wtedy EC = BC
(rys. 3). Wowczas punkty A i F sa symetryczne wzgledem dwusiecznej kata CDA,
zatem prosta DS jest symetralna odcinka AFE. Analogicznie prosta C'S jest
symetralng odcinka BE. Symetralne bokéw tréjkata ABE przecinaja sie

w punkcie S, a stad AS = BS. O

R4. Niech T'i U beda punktami przeciecia prostej BC' odpowiednio z prostymi
EA i ED (rys. 4). Wobec réwnosei katéw, trojkaty ATB i1 CUD sa réwnoramienne
i podobne, a stad X ETU = < FEUT. Symetralna boku AB jest jednoczes$nie
dwusieczng kata przy wierzchotku T w tréjkacie AT B, a wiec takze w trojkacie
ETU. Podobnie symetralna odcinka C'D jest dwusieczna kata EUT, zatem S jest
punktem przecigcia dwusiecznych tréjkata rownoramiennego ETU. Dwusieczna ES
jest wiec prostopadia do podstawy TU. O

R5. Obr6émy kwadrat ACDE o 90° wokol srodka tak, by punkt A przeszedl

na punkt C, natomiast kwadrat BCFG o 90° wokél swojego srodka tak, by
punkt B przeszedl na punkt C (rys. 5). Przy obydwu tych obrotach odcinek AB
przechodzi na ten sam odcinek o koficu w punkcie C, prostopadly do AB i réwny
AB. Nazwijmy drugi jego koniec T', wéwczas punkty 7', C, S sa wspdlliniowe.

Przy pierwszym obrocie odcinek BE przechodzi na T A, stad BE 1 T A. Przy
drugim obrocie odcinek AG przechodzi na T'B, zatem AG L T B. Wobec tego proste
AG, BE,CS sa wysoko$ciami trojkata ABT. [

Zadania domowe

6. Wykaz, ze w dwunastokacie foremnym A A, ... Ajs przekatne A Ag, AsAg
i A3Aq1 przecinaja sie w jednym punkcie.

7. Miara kazdego kata szesciokata ABCDEF jest réwna 120°. Udowodnij, ze
symetralne odcinkéw AB, CD i EF przecinaja sie w jednym punkcie.

8. Punkt P lezy wewnatrz tréjkata ABC. Punkty D, E, F to punkty symetryczne
do punktu P odpowiednio wzgledem prostych BC,CA, AB. Wykaz, ze jesli tréjkat
DEF jest réwnoboczny, to proste AD, BE, CF przecinaja si¢ w jednym punkcie.

9. Wykaz, ze proste opisane w zadaniu 2 sa tez wysokoéciami tréjkata BDF'.
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