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Czy trzeba dowodzié¢ rzeczy oczywistych?
Wiktor BARTOL

Kazda nauka Scista ma wlasne metody potwierdzania swoich tez. Dla wigkszosci
z nich weryfikacja twierdzen polega na konfrontacji z rzeczywistoscia.
Matematyka jest jedyna z tych nauk, w ktorej owa rzeczywisto$¢ nie jest
ostateczna (ani jakakolwiek) metoda sprawdzania zdan aspirujacych

do wzbogacenia zasobu wiedzy matematycznej. Weryfikatorem twierdzen jest
dowdd. Mowa tu o tzw. matematyce czystej lub teoretycznej; zauwazmy jednak,
ze fizyczna rzeczywistosé weryfikuje stosowalnosé instrumentéw
matematycznych, nie ich warto$¢ matematyczna.

Co to jest dowo6d?

Kazdy, kto uprawia matematyke (na dowolnym poziomie), ma do czynienia

z dowodami. Wszak juz w nauczaniu poczatkowym ,dowodzilidmy”, nie wiedzac
o tym, ze jesli x + 3 = 5, to x = 2 oraz, jeSli x = 2, to x + 3 = 5. Czymze zatem
jest dowéd? Powiedzmy, poprawnym rozumowaniem, w ktérym kazde kolejne
zdanie jest wnioskiem z poprzednich. Co jednak znaczy ,,poprawne
rozumowanie”? Co znaczy ,wniosek”? Wreszcie — co znaczy ,zdanie”? I co zrobié
z pierwszym w kolejnosci zdaniem, dla ktérego nie ma zdan ,,poprzednich”?

Zawodowy matematyk, niezajmujacy si¢ logika lub podstawami matematyki,
nie jest zainteresowany Scistg odpowiedzia na powyzsze pytania. O poprawnosci
rozumowania i wyprowadzonych wnioskéw zaswiadcza Srodowisko, czyli inni
matematycy, ktérzy, czytajac zapis takiego rozumowania, uznaja je

za wystarczajace do stwierdzenia poprawnosci wyniku lub nie. Odwotuja sie
przy tym do intuicyjnego rozumienia terminéw, o ktérych mowa w poprzednim
akapicie. W szczegélnosci znaja odpowiedz na pytanie o pierwsze zdanie
rozumowania (jedno lub kilka): ma to by¢ zdanie wezedniej juz uznane

za twierdzenie lub aksjomat. Dowéd jest zatem rozumowaniem, w ktérym
wychodzimy od zdan juz uznanych i, stosujac poprawne wnioskowanie,
dochodzimy do zdania, ktére chcemy — i mozemy — dotaczy¢ do teorii.

Dopoki jednak odwoltujemy sie do intuicji, musimy sie pogodzi¢ z faktem, ze moze
ona dziata¢ réznie u réznych ludzi. Co robi¢, gdy wystepuje rozbieznosé miedzy
intuicjami? T tu metoda jest mocno ugruntowana w praktyce: nalezy rozbic
dowdd na mniejsze, coraz mniejsze fragmenty tak dlugo, az nikt z oceniajacych
nie bedzie mial watpliwosci, ze kazde zdanie rzeczywiscie daje sie wyprowadzi¢

z poprzednich zgodnie z ogdlnymi regutami. A nizej, jak siatka zabezpieczajaca
wyczyny cyrkowcéw na wysoko zawieszonych linach, jest formalne pojecie
dowodu w teorii formalnej: to ciag formul w (symbolicznym) jezyku tej teorii
taki, ze kazda formula jest albo aksjomatem, albo wynika z poprzednich na mocy
jednej z przyjetych regut wnioskowania. Przypomnijmy, ze uzyte tu pojecia
sktadnikéw teorii formalnej musza by¢ jednoznacznie zdefiniowane (tu tylko

w pogladowym skrécie): dla ustalonego alfabetu formula jest wyrazeniem
zbudowanym z symboli jezyka za pomocsg $cidle okreslonych zasad, aksjomat jest
wybrana formutla, regula wnioskowania to zasada pozwalajaca przej$¢ od jednych
wyrazen (formul) do innych, zwanych wnioskami z poprzednich. Dzialajac

w teorii formalnej, nie odwolujemy sie do znaczen symboli alfabetu, formut itp. —
przeksztalcamy je zgodnie z formalnymi regulami.

Co to jest oczywistos$é?

,Oczywistosé” jest — oczywiScie — sprawa subiektywna, jednak bardzo czesto
jestedmy zgodni co do oczywistosci wielu faktéw matematycznych. Na ogdt
oznacza to, ze albo dowdd takiego faktu jest na tyle prosty, ze od razu go widzimy
oczyma rozumu, albo dowdd twierdzenia widzieliémy juz tyle razy, ze nie musimy
sie wciaz do niego odwolywaé, by uzy¢ danego twierdzenia. Bywaja jednak
sytuacje, kiedy tylko wydaje nam sie, ze sprawa jest oczywista. Podejrzewam, ze
jesli nie kazdy, to prawie kazdy matematyk ma za soba doswiadczenie nadmiernej
wiary w oczywistodc jakiego$ stwierdzenia, ktore okazywalo sie fatszywe,
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a w najlepszym razie — daleko nieoczywiste. Ztudne oczywistosci wynikaja jednak
takze z nadinterpretacji poje¢. Trudno w tej kwestii wysnuwaé ogélne konkluzje,
popatrzmy zatem na przyktad, ktorego dostarcza teoria mnogoéci.

Teoria mnogosci bywa zrédlem wielu pokus uznania rzeczy za oczywiste. Czyz
nie jest oczywiste, ze liczb rzeczywistych jest wiecej niz naturalnych? Po co
dowodzi¢, ze zbiér ma wiecej podzbioréw niz elementéw? Co gorsza, czyz nie jest
oczywiste, ze liczb wymiernych jest wiecej niz liczb naturalnych? Pokusa kryje
si¢ w stowie wigce;.

Za przyklad niech postuzy twierdzenie Cantora—Bernsteina, zastugujace
na miano mlota na biednych (matematycznie) studentéw. Sformutujmy je
w wersji tagodnej (gdzie | X| oznacza moc zbioru X):

Twierdzenie (wersja 1). Jesli |A| < |B| oraz |B| < |4|, to |A| = |B].

Podejrzenie oczywistosci bierze sie, rzecz jasna, z blednej interpretacji
symbolu <, kojarzonego ze ,zwykla’, liczbowa niewigkszoscia, dla ktorej
podobne twierdzenie mamy niemal we krwi. Pokusa znika, gdy sformulujemy
twierdzenie w sposéb ujawniajacy znaczenie tego symbolu:

Twierdzenie (wersja 2). Jesli istnieje funkcja réznowartosciowa ze zbioru A
w zbidr B oraz istnieje funkcja réznowartosciowa ze zbioru B w zbidr A, to
istnieje bijekcja ze zbioru A w zbidr B (czyli polaczenie elementéw zbioru A
i elementéw zbioru B w rozlaczne pary).

Teraz twierdzenie wydaje sie nieco mniej oczywiste — ale moze jednak nie?
W takim razie popatrzmy na dowoéd — w wersji rzadziej pokazywanej
na wykladach z tzw. wstgpu do matematyki.

Dowéd ,,oczywistego” twierdzenia Cantora—Bernsteina

Dowdéd twierdzenia Cantora—Bernsteina wyprowadzimy z dwoch twierdzen
pomocniczych, ciekawych samych w sobie (nizej P(X) oznacza zbiér wszystkich
podzbioréw zbioru X).

Twierdzenie Tarskiego. Niech f : P(A) — P(A) bedzie funkcjq takq, ze jesli
B,C € P(A) oraz B C C, to f(B) C f(C). Wéwczas istnieje punkt staly
funkcji f, czyli istnieje X € P(A) taki, ze f(X) = X.

Szkic (a raczej zacheta do) dowodu. Niech B = {B € P(A): B C f(B)}.
Wéwezas f(|UB) = UB. (IUB oznacza sume wszystkich zbioréw z rodziny B).

Lemat Banacha. Niech f: A — B oraz g: B — A. Wowczas istniejg rozlgczne
zbiory Ag, A1 C A oraz rozlgezne zbiory By, By C B takie, Ze AgU Ay = A,
BO @] Bl = B oraz f(A()) = BO 7 g(Bl) = Al.

Szkic (a raczej zacheta do) dowodu. Niech F(X) = A\ g(B\ f(X)) dla

X € P(A). Wéwczas funkcja F spelnia zalozenia twierdzenia Tarskiego, istnieje
zatem zbiér Ay taki, ze Ag = F(Ap). Wystarczy teraz przyja¢ A; = A\ Ao,

Bo = f(Ao) oraz B1 =B \ Bo.

Dowdd twierdzenia Cantora—Bernsteina. Niech f: A — B oraz g: B — A beda
funkcjami réznowartosciowymi. Wowczas istnieja roztaczne zbiory Ag, A; C A
oraz rozlaczne zbiory By, By C B (na mocy lematu Banacha) takie, ze

|Ag| = |Bo| oraz |A;| = |B1|. Stad wynika réwnolicznosé zbioréw A i B.

Oczywiste?

Konkluzje

Pora wyciagnaé proste wnioski z powyzszych rozwazan. Po pierwsze: nie kazda
oczywistos¢ jest oczywista. Po drugie: jesli co$ wydaje si¢ oczywiste, bo

»t0 widaé”, to ostateczng instancjg jest dowdd, jedyny weryfikator
matematycznych twierdzen. Po trzecie: dowodzac zdania, ktére uwazamy

za kandydata na twierdzenie, upewniamy sie, ze ma ono prawo zostac
twierdzeniem. I po czwarte: poszukiwanie, a raczej wymys$lenie dowodu, jest
jedna z wigkszych przyjemnosci zawodowych matematyka.
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Zycle na
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Paul Berg. Nagrode Nobla otrzymal

za wprowadzenie enzymatycznych metod
przecinania nici DNA w zaplanowanym
rejonie oraz metod sklejania nici
pochodzacych z réznych organizméw.

O pozytkach z lodu w wiaderku

W 1972 roku w Zakladzie Biochemii Uniwersytetu Stanforda wykonano prace,
ktora juz na zawsze zmienila obraz i przysztosé genetyki molekularnej. Pozornie
skromna i bez praktycznego znaczenia — polaczono dwie czasteczki DNA: jedna
pochodzila z bakteriofaga A\ (czyli ze $wiata bakterii), druga z malpiego wirusa
onkogennego SV40 (czyli ze $wiata ssakéw). Planowano préby wprowadzenia tej
hybrydy z jednej strony do bakterii, z drugiej do komérek malp i popatrzenia,
co si¢ stanie.

Ale tego juz nie zrobiono, poniewaz badacze zdali sobie sprawe, ze wynik moze
stanowi¢ zagrozenie, nawet globalne i postanowili najpierw ocenié¢ takie
niebezpieczenstwo. A takze nazwali samg technike inzynierig genetyczna.

Niedhugo okazalo sig¢, ze wycina¢ mozna fragmenty DNA powtarzalnie z danego
preparatu z precyzyjna dokladnoscia. Okazalo sie takze, ze konce fragmentéw
majg budowe chemiczng umozliwiajaca ,sklejanie si¢” réznych fragmentow
wycietych tym samym enzymem. Enzymem — poniewaz procedure nacinania
wykonano enzymem (z grupy enzyméw restrykcyjnych) wypreparowanym

po sasiedzku, w Uniwersytecie w San Francisco. Zrobilo sie ciekawie: jezeli kazdy
DNA nacigty enzymem (nazwanym Eco RI) ma takie lepkie kofice, to nie ma tez
i kresu mozliwosci taczenia w jedna czasteczke DNA otrzymanego z réznych
zrodel. Z zazdroscia mysle o tych ludziach z obu uniwersytetéw — ile mogli mieé
mysli szalonych a prawdopodobnych, w czasach gdy zdali sobie sprawe z implikacji
swojego dziwnego doswiadczenia. Ile nieprzespanych nocy, zarwanych weekendéw!
Sami napisali o perspektywie uzyskiwania lekéw biatkowych za posrednictwem
bakterii, ktérym sie doda ludzki gen. A drugi szalony pomyst to bylo
wprowadzenie do dowolnych roélin uktadu genéw pozwalajacych na przyswajanie
azotu atmosferycznego, co zalatwiloby raz na zawsze konieczno$é wytwarzania
nawozéw azotowych (zegnajcie zaklady azotowe w Pulawach). Insuline do aptek
wprowadzono w 1982 roku, azotowi w powietrzu dano spokéj.

W kampusie harwardzkim, a moze w Bethesdzie, pojawil sie cztowiek

z wiaderkiem z drobno ttuczonym lodem, a w nim probéwki z preparatami Eco RI
i jeszcze kilkoma podobnymi enzymami. Kupujac enzymy, unikalo sie kilkunastu
dni wlasnej preparatyki. Genetycy w kampusie kupowali, bo zdali sobie sprawe, ze
zaczela sie rewolucja molekularna i kto pierwszy, ten lepszy. Nagrode Nobla z tej
grupy uczonych otrzymal w roku 1980 Paul Berg ze Stanfordu, rekomenduje
rozmowe z nim zarejestrowana w ksiazce Wiktora Osiatynskiego Zrozumied Swiat.
Czlowiek z wiaderkiem zalozyl jedna z najwiekszych obecnie firm produkujacych
odczynniki do manipulacji materiatem genetycznym.

W 1976 roku w Instytucie Biochemii i Biofizyki PAN postanowiliSmy zostaé
inzynierami genetycznymi. Wiaderka z lodem nikt po naszej ulicy nie nosil. Trzeba
bylo zdoby¢ odpowiedni szczep E. coli, wytwarzajacy Eco RI. Z tego szczepu
wypreparowaé preparat enzymatyczny tnacy DNA. Uzyskaé szczep bakterii

z plazmidem, ktory mégl by¢ uzyty jako znacznik aktywnosci naszego preparatu
Eco RI. Opanowaé¢ nowa dla nas technike rozdzialu DNA w tzw. zelach
agarozowych. Zdoby¢, tak, zdoby¢, bo to byly czasy przydziatléw dla instytucji

z centralnej puli tzw. dewiz, ograniczonych, z koniecznoscia zaplanowania zakupu
na rok z géry. Nikogo to nie obchodzito, ze rok wczeéniej nikt nie wiedziat

o rewolucyjnym pomysle ze Stanford.

Polak potrafi, trzeba bylo ,uruchomi¢” znajomosci — w jednym zakladzie byt
kolega z réznymi szczepami bakteryjnymi, w innym ktos mial agaroze

i nie wiedzial, do czego moze mu sie kiedy$ przydaé (bo zakupil na wszelki
wypadek rok przedtem), w innym ,chodzily” metody separacji bialek z mieszaniny
substancji. W sumie, jezeli te wszystkie procedury sie udaly za pierwszym
podejsciem, przygotowanie do pierwszego do$wiadczenia musiato trwaé okoto pot
roku. W tym czasie pan w Harvardzie mial juz firme i kilkadziesiat enzymow
restrykcyjnych.

Chetnie opowiedziatabym Czytelnikom za miesigc, co byto dalej. ..
Przeczytacie?
Magdalena FIKUS



Rys. 2

Wieze Hanoi
Joanna JASZUNSKA

Znana lamiglowka wieze Hanoi
ma nastepujace reguly. Na trzech stupkach
(oznaczmy je literami a, b, ¢) rozmieszczono

n krazkéw o réznych rozmiarach (ponumerujmy je

od najmniejszego: 1,2,...,n) w taki sposéb, by nigdy
wiekszy krazek nie lezal na mniejszym. W pojedynczym
ruchu mozna przetozyé gérny krazek z jednego stupka
na gore innego, o ile jest on mniejszy od dotychczas
lezacych tam krazkéw. Oto przykladowe dozwolone
ustawienie dla n = 3 oraz ruchy mozliwe do wykonania
w tym momencie:

bab
a b c
aab</czzbl\bcb
= m
a b c a b c a b c

Kazdy uktad krazkéw na stupkach mozna opisaé ciggiem o dlugosci n
ztozonym z liter a,b,c, w ktérym kolejne znaki koduja polozenie
odpowiednich krazkéw. Zapis ten jest jednoznaczny, gdyz na kazdym
ze stupkéw krazki wieksze leza pod mniejszymi.

Klasycznym problemem zwigzanym z wiezami Hanoi jest
przelozenie wszystkich n krazkéw z jednego stupka

na drugi w jak najmniejszej liczbie ruchéw. Mozna zadaé
wiele innych pytan, na przyktad o liczbe dozwolonych
ustawien krazkow, o liczbe wszystkich ruchéw,

o najwiekszq liczbe ruchdéw, w ktorej mozna przetozyé

n krazkéw z jednego stupka na drugi bez powtarzania
zadnego ustawienia lub o to, czy przy najmniejszej
liczbie ruchéw pomiedzy dwoma ustawieniami
najwickszy krazek zawsze przekladany jest najwyzej raz.

Nietrudno dostrzec, ze na ogdl mozliwe do wykonania sa
doktadnie trzy ruchy, jak na powyzszym schemacie:
najmniejszy krazek zawsze mozna przenie$¢ na dowolny
z dwoch pozostalych stupkdéw, ponadto z jednego z tych
stupkéw na drugi mozna przenies¢ najmniejszy sposérod
lezacych na nich krazkéw, chyba ze oba sa puste (czyli
wszystkie krazki sa na jednym stupku). Wtedy ten
ostatni ruch nie jest mozliwy i w tych i tylko tych
sytuacjach mozna zrobi¢ jedynie dwa rézne ruchy.

Zbudujmy graf ruchéw dla wiez Hanoi. Wierzchotkami
grafu sa wszystkie dozwolone ustawienia krazkéw,
krawedziami zas taczymy te wierzchotki, pomiedzy
ktérymi mozna przejs¢ w pojedynczym ruchu. Na mocy
powyzszej obserwacji w grafie tym sa trzy wierzchotki
(odpowiadajace ustawieniom wszystkich krazkow

na jednym stupku), z ktérych wychodza po dwie
krawedzie, a z kazdego z pozostalych wierzchotkow
wychodza dokladnie trzy krawedzie.

4

Rys. 4

2 A
A L,

oW oW s

&
B3 o L0 2

.i. 2 B0 0D .a,!!é. .6’!’6.

Rys. 5

Ln g



Rysunki 1-5 ilustruja grafy ruchéw dla wiez Hanoi
kolejno dla n = 1 (jeden krazek, przestawiany pomiedzy
stupkami a, b, ¢), dla n = 2 (obok kazdego wierzcholka
przedstawiono ustawienie, ktére mu odpowiada) oraz dla
n=3,416.

A oto kolejne kroki w konstrukeji tréjkata Sierpinskiego:

fa s A A
AnAn LAl
Y
AdbLL

To zaskakujace podobienistwo oczywiscie nie jest
przypadkowe, ale jak je wyjasni¢? Zauwazmy, ze kazdy
z graféw na rysunkach 1-3 sklada sie z trzech czesci,
odpowiadajacych ostatniej literze ciagu, czyli potozeniu
najwiekszego krazka (rys. 7). Kazda z takich czesci to
graf ruchéw dla n — 1 pozostalych krazkéw, a trzy
krawedzie pomiedzy tymi cze$ciami odpowiadaja
przelozeniu najwiekszego krazka na inny stupek.

litera litera

Rys. 7

Rysunek 7 przedstawia wiec metode konstrukeji graféw
dla kolejnych n. Ale to jest takze metoda konstrukcji
tréjkata Sierpinskiego z rysunku 6, co thumaczy ich
podobienstwo.

Analiza graféw ruchéw dla wiez Hanoi pozwala tatwo
odpowiedzie¢ na pytania z poczatku artykuhu.
Pojedynczy ruch ilustrowany jest w grafie jako krawedz,
wiec ciag ruchéw to droga pomiedzy wierzchotkami.

Stad pytania o najmniejsza lub najwieksza liczbe ruchéw
to pytania o najkrétsza lub najdluzsza droge w grafie.

Rozwiazanie klasycznego problemu przestawienia
wszystkich krazkéw z jednego shupka na drugi widaé

na grafie natychmiast: najkrotsza droga prowadzi wzdluz
odpowiedniego boku tréjkata. Ma ona dlugosé 2™ — 1,
gdyz graf dla n = 1 ma bok o dtugosci 2! — 1 (rys. 1),

a dhugo$é¢ boku kazdego kolejnego grafu to dwukrotnosé
dlugosci poprzedniego boku zwigkszona o 1 (rys. 7).

Z rysunku 7 (lub ze schematu z poczatku artykulu)
wynika tez natychmiast, ze wierzchotkéw grafu (czyli
dozwolonych ustawien krazkéw) jest 3™. A ile jest
wszystkich krawedzi grafu? To tez mozna odczytaé

z rysunku 7.

Rysunek 8 ilustruje odpowiedz na pytanie o najdtuzsza
droge dla n = 3,

Rys. 8

a na rysunku 9(a) widzimy, jak na tej podstawie
wyznaczy¢ analogiczna droge dla wiekszego n. Mozna
dostrzec, ze jej dlugosé to 2/3 liczby wszystkich krawedzi
grafu i — zarazem — liczba wszystkich wierzchotkéw
zmniejszona o 1 (co pozwala inaczej niz powyzej
wyznaczy¢ liczbe krawedzi grafu). W podobny sposéb
(rys. 9(b)) uzyskujemy droge zamknieta, przechodzaca
przez kazdy wierzcholek grafu dokladnie raz (tzw. cykl
Hamiltona).

(a) (b)

Rys. 9. Kolorowe tuki symbolizuja najdiuzsze drogi wewnatrz danych
tréjkatéw (jak na rys. 8).

Powréémy do pytania o najkrotsza droge, ale
niekoniecznie pomiedzy dwoma ustawieniami wszystkich
krazkéw na jednym stupku. Zalézmy, ze wierzchotki
poczatkowy i koncowy sa w réznych tréjkatach grafu

z rysunku 7 (jesli sa w tym samym, mozemy rozwazaé
tylko ten tréjkat, czyli graf dla mniejszego n). Sprawa
wydaje sie prosta: wystarczy dojé¢ od wierzchotka
poczatkowego do krawedzi taczacej rozwazane dwa
tréjkaty, przejsé ta krawedzia do drugiego trojkata i —
juz wewnatrz niego — doj$¢ do wierzchotka konicowego.

Rozumowanie to jest proste i... niepoprawne. Zgodnie
z nim droga pomiedzy wierzchotkami aab i bba

na rysunku 3 prowadzi najpierw do wierzchotka ccb

(3 ruchy), nastepnie krawedzia ccb—cca (1 ruch)

i wreszcie do bba (kolejne 3 ruchy), ma wiec dlugosé 7.
Tymczasem droga aab—aac—cac—cbc—bbc—bba jest
kroétsza, a najwiekszy krazek przenoszony jest na niej
dwukrotnie!

Co wiecej, czasem istnieja dwie rézne najkrotsze drogi,
na przyktad od cab do cba. Pozostawiam Czytelnikom
nietrudne juz teraz poprawienie rozumowania oraz
zachecam do wlasnych badan nad wiezami Hanoi.

WykorzystaliSmy tu skojarzenie z tréjkatem Sierpifiskiego do badania
wiez Hanoi, opisane m.in. przez lana Stewarta w ksiazce Another
Fine Math You've Got Me Into... (New York: W.H. Freeman and
Company, 1992). Korzysci plyna takze w druga strong — badanie wiez
Hanoi pomoglo wyznaczy¢ Srednig odleglto$é miedzy punktami
tréjkata Sierpinskiego (The average distance on the Sierpiriski
gasket, A.M. Hinz i A. Schief, Probab. Th. Rel. Fields 87 (1990),
str. 129-138).



Delta i fizyka czastek elementarnych (II):
Nie kazdy wie, jak dziala Model Standardowy

Piszac A%y, odwolujemy si¢ do
numeru n Delty z roku 19XY lub
20XY . Pelna lista przywolywanych
artykuléw jest na stronie
www.deltami.edu.pl.

Z izotropowoscia przestrzeni wiaze sig
symetria wzgledem obrotéw. Oznacza to
np., ze jezeli identycznym pitkom nadamy
takie same predkoéci, ale skierowane

w réznych kierunkach, to ruch jednej pitki
mozna przeksztalci¢ na ruch drugiej,
dokonujac odpowiedniego obrotu.
Wszystkie mozliwe takie obroty tworza
grupe SO(3); jest ona generowana przez
trzy podstawowe obroty wokél trzech
dowolnie wybranych, wzajemnie
prostopadlych osi. W zwigzku z tym
moéwimy, ze grupa obrotéw ma trzy
generatory. Pod dziataniem obrotu wektor
polozenia pitki r = (z1, z2, x3) przechodzi
w wektor r’, ktérego sktadowe (7,5, z53)
wyrazaja si¢ przez (1, T2, 3)

i parametry 0% (ktérych jest trzy — tyle,
ile generatoréw grupy) okreslajace obrét:
xi = ijl R;;(0)x;. Mo6wi sie, ze pod
wplywem obrotu sktadowe wektora
polozenia mieszajg si¢. Wyrazem
izotropowosci przestrzeni jest to, ze

r(t) i v’ (t) spelniaja to samo réwnanie

II zasady dynamiki Newtona, ktére

tym samym jest niezmiennicze wzgledem
przeksztatcen r — r’.

Pole grawitacyjne Ziemi tamie jawnie
symetrie SO(3); w przyblizeniu, w ktérym
mozna je uwazaé za jednorodne
(reprezentowane przez wektor g),
symetriami pozostajg obroty wokél osi
pionowej; grupa obrotéw w trzech
wymiarach jest jawnie naruszona do grupy
SO(2) obrotéw wokét osi réwnolegltych

do pola grawitacyjnego. Jesli jednak
rozpatrujemy rzuty pitki z duza
predkoscig i trwajace krétki czas At,
(takie, ze |g| < |v|/At), to mozna uznaé,
ze symetria obrotowa jest prawie dokladna
— wplyw pola g na ruch pitki jest maty.

Najprostszg teorig z cechowaniem jest
elektrodynamika kwantowa. Grupa jej
lokalnych symetrii jest U(1)gnm. Réwnania
elektrodynamiki sg niezmiennicze
wzgledem mnozenia pol fermionéw przez
czynnik e iR0, gdzie Q jest tadunkiem
czastki bedacej kwantem tego pola,

a 0 moze zaleze¢ od punktu
czasoprzestrzeni, jesli odpowiedniemu
przeksztalceniu ulega takze pole fotonu.
Poniewaz fotony nie oddzialujg miedzy
soba, sitla oddzialywania przenoszonego
przez nie stabnie wraz z oddalaniem si¢
od siebie wymieniajacych fotony
fermionéw (A7)).

Kazdemu kwarkowi przypisuje sig¢ liczbe
barionowa 1/3, a kazdemu

antykwarkowi —1/3. Proton, neutron,
czgstka AY itd., majg liczbe

barionowsg +1, a antyproton —1. Mezony
maja liczbe barionowg réwng zeru. Dotad
nie zaobserwowano w laboratorium
reakcji, w ktérej sumaryczna liczba
barionowa czastek koncowych bytaby inna
niz czastek poczatkowych.

*Wydzial Fizyki,
Uniwersytet Warszawski

Piotr CHANKOWSKI™

W poprzednim odcinku oméwiliSmy najwazniejsze cechy Modelu Standardowego
oddziatywan czastek elementarnych. Tutaj, zgodnie z zapowiedzia, postaram sie
pokazaé¢ bogactwo struktury teoretycznej ukrytej za prostym fenomenologicznym
opisem czastek i ich oddziatywan.

Podstawowymi obiektami, ktérymi operuje kwantowa teoria oddzialtywan czastek
sg pola. Kluczowa role w sformutowaniu Modelu Standardowego odgrywaja
jednak przede wszystkim symetrie (A7;). Sa one réznego rodzaju. Na przyktad
rownania tej teorii nie ulegaja zmianie, jesli trzy pola kazdego z kwarkéw
odpowiadajace trzem kolorom potraktujemy jak (zespolone) skladowe wektora

i dokonamy jego ,,obrotu” w pewnej abstrakcyjnej przestrzeni koloru. Tworzona
przez wszystkie takie obroty grupa SU(3). symetrii ,kolorowej” (to wlasnie
oznacza indeks ¢ — chodzi o niepomylenie réznych, cho¢ w sensie matematycznym
izomorficznych grup, ktére pelnia jednak zupelnie inne role) jest generowana
przez 8 podstawowych ,ruchéw”, czyli ma ona 8 generatorow. W teorii

pola istnieje jeszcze dodatkowa mozliwosé polegajaca na tym, ze wszystkie pola
kwarkowe jednoczesnie obracamy w przestrzeni koloru o ,kat”, ktory nie jest staty,
lecz zmienia sie od punktu do punktu czasoprzestrzeni. Okazuje sie, ze réwnania
moga nadal by¢ niezmiennicze wzgledem takich lokalnych obrotéw, jesli oprécz
obracanych podl istnieja jeszcze inne pola, po jednym na kazdy generator grupy,
ktoére obracaja sie jednoczesnie z tamtymi w odpowiedni sposéb. W przypadku
grupy koloru tymi dodatkowymi polami sa wtasnie pola gluonéw. Teoria, ktorej
rownania wykazuja symetrie wzgledem takich lokalnych obrotéow pél, nazywa

sie fachowo teorig z cechowaniem. Bedaca czescia Modelu Standardowego teoria
oddzialywan kwarkéw i gluonéw, zwana chromodynamika kwantowa (QCD),
ktéora w zasadzie opisuje wszystkie zjawiska zwiazane z oddzialywaniami silnymi
(a wiec i wladciwosci olbrzymiej liczby rezonanséw barionowych i mezonowych
oraz ich oddzialywania), jest zatem teoria z grupa cechowania SU(3).. Symetria
cechowania jednoznacznie wyznacza strukture elementarnych oddziatywan
kwarkow z gluonami i gluonéw miedzy soba. Symetria ta realizuje sie w Swiecie
kwarkow Scisle, co oznacza np. ze kwarki rézniace sie tylko kolorem maja

taka sama mase, a amplitudy rozpraszania kwarkéw o réznych kolorach mozna
jedne z drugich otrzymaé przez odpowiednie przeksztalcenie. Poniewaz symetria
cechowania QCD jest Scista, gluony musza by¢ czastkami o masie rownej zeru.

Wazna cecha oddzialywania gluonéw jest to, ze oddzialywania te staja si¢ tym
silniejsze, im dalej od siebie znajduja sie kwarki wymieniajace miedzy soba
gluony. W duchu zasady nieoznaczonoéci Heisenberga (A3y, Ad2) oznacza to, ze
kwarki oddziatuja tym silniej, im mniejszy jest przekaz pedu i energii pomiedzy
nimi. Skutkiem tego jest zjawisko uwiezienia kwarkéw (A3;) — nie sa one nigdy
obserwowane jako czastki swobodne i zawsze tworzg uklady zwiazane, ktére
nazywa sie hadronami (czastki oddzialujace silnie); wzgledem grupy koloru sa
one tym, czym elektrycznie obojetne atomy wzgledem grupy U(1)gm
elektromagnetyzmu. Ukladami takimi moga by¢ albo g, czyli mezony, albo qqq
(4qq), czyli bariony (antybariony). Ostatnio okazalo si¢ (AY;), choé¢ sygnaty byty
juz wezesniej (A3), ze mozliwe sa takze uklady ggqqq. Hadrony (bariony,
antybariony i mezony) sa wiec wszystkie uktadami zlozonymi (w tym sensie

nie sa one prawdziwie elementarne).

Jedli pominaé¢ masy kwarkow i rozpatrywaé¢ QCD oddzielnie od reszty Modelu
Standardowego, staje sie ona teoria, ktorej wszystkie przewidywania zaleza

od warto$ci jednego parametru bezwymiarowego, jakim jest stala sprzezenia g,
wyznaczana doSwiadczalnie. Wartosé te mozna za pomoca teorii przettumaczyé
na pewng skale energii (lub, zgodnie ze wzorem E = mc?, masy) Aqcp, ktéra
ustanawia bezwzgledna miare energii dla oddzialtywan silnych. Okazuje sie, ze
AQCD ~ 200 MeV.
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Kondensat pola (lub pdl), ktére

pod dzialaniem grupy symetrii
przeksztalca sie w jaki$ nietrywialny
sposéb, narusza te¢ symetri¢ spontanicznie,
gdyz wyrdznia w przestrzeni pol pewien
kierunek. Analogia do pola
grawitacyjnego g naruszajgcego symetrie
obrotéw nie jest tu jednak wilasciwa:
podczas gdy g jest czynnikiem
zewnetrznym, niezaleznym od dynamiki
ruchu, kondensat jest wtasnie skutkiem
dynamiki. Ponadto w przestrzeni pél
istnieje cale kontinuum réwnowaznych
kierunkéw (a wiec réwnowaznych stanéw
prézni), ktére kondensat mégltby
swybrac¢”; symetria nie jest wiec
calkowicie zniesiona, lecz raczej ,ukryta”,
o czym $wiadczy wystgpowanie w takim
przypadku bezmasowych bozonéw NG,
czyli wzbudzen pola o dowolnie malej
energii.

Mechanicznym analogiem spontanicznego
naruszenia symetrii jest stojacy

na twardym podlozu jednorodny
elastyczny pret, na ktéry dziala idealnie
pionowo sila.

1F iF
w ‘WUZO
w . Wy

Jesli pret uderzymy prostopadle

w polowie jego wysokoéci, jak na lewym
rysunku, zacznie on drgaé¢ wokél poltozenia
pionowego z pewng cze¢stotliwoscia, ktéra
nie zalezy od plaszczyzny drgan. Drganie
jest tu analogiem czastki, a czestotliwosé
drgan analogiem masy czastki. Jesli
jednak pionowa sila jest bardzo duza,
polozeniem réwnowagi jest ksztalt
pokazany na prawym rysunku. Wygiecie
preta moze leze¢ w dowolnej plaszczyznie.
Czestotliwosci drgan wokél kazdego

z takich polozen réwnowagi sa dwie: jedna
z nich, réwna zeru, odpowiada obrotowi
wybrzuszenia wokdl osi pionowej — obrét
ten to wlasnie analog bozonu NG.

Dokladnym analogiem roli, jaka

w stosunku do grupy obrotéw pelni

(w przypadku krétkotrwalych ruchéw

z duza predkoscia poczatkows) ziemskie
pole grawitacyjne g, jest za to sytuacja,
w ktérej réwnania teorii kwantowej sa
prawie niezmiennicze wzgledem jakich$
przeksztalcenn — wyrazy réwnan tamigce
pelng ich niezmienniczo$é¢ sa w jakims
sensie male. Oba sposoby naruszenia
symetrii mogg czasem w kwantowej
teorii pola wspélwystepowac: przyblizona
symetria réwnan moze byé zarazem
naruszona spontanicznie.

Przyktad chromodynamiki kwantowej pozwala poznaé jeszcze jeden sposdb,

w jaki symetria moze realizowaé sie¢ w kwantowej teorii pola. Gdyby masy
kwarkéw byly Scisle zerowe, wszystkie kwarki (tego samego koloru) o tej samej
skretnosci bytyby zupelnie identyczne — nie bytoby sposobu, by odréznié

np. lewoskretny czerwony kwark s od lewoskretnego czerwonego u, d, ¢, b lub ¢.
Wprawdzie masy kwarkow ¢, b i ¢ trudno uznaé za zerowe, ale masy kwarkow
u id, a nawet s, mozna uzna¢ za pomijalne w poréwnaniu ze skalag Agcp. W tej
granicy réwnania chromodynamiki sa niezmiennicze wzgledem globalnych

(tj. takich samych w kazdym punkcie czasoprzestrzeni) obrotéw dokonywanych
w przestrzeni rozpinanej przez trzy lewochiralne pola lewoskretnych kwarkow
(obroty pdl odpowiadajacych réznym kolorom sa takie same) i niezaleznych
globalnych obrotéow w przestrzeni rozpinanej przez trzy prawochiralne pola
prawoskretnych kwarkéw. Grupa symetrii réwnan chromodynamiki jest wtedy
SU@3)r, x SUBB)r x U(1)y x U(1)4. Czynnik U(1)y odpowiada niezmienniczosci
réwnan wzgledem pomnozenia lewo- i prawochiralnych pél wszystkich kwarkéow
(takze tych ciezkich) przez wspdlny globalny czynnik fazowy e=*“. W czystej
chromodynamice symetria ta jest Scista. Konsekwencja jej jest zachowywanie
liczby barionowej we wszystkich reakcjach uwarunkowanych oddzialywaniami
silnymi (i elektromagnetycznymi). Nie jest ono jednak, $cisle rzecz biorac,
symetrig catego Modelu Standardowego, ale w warunkach laboratoryjnych
procesy, w ktérych liczba barionowa nie bylaby zachowana, sa praktycznie
niemozliwe; byly one jednak czeste w wysokich temperaturach, jakie panowaly
we wczesnym wszechSwiecie i musialy odegra¢ wazna role w powstaniu
obserwowanej dzi§ przewagi materii nad antymateria.

Przyjmuje sie jednak, ze nawet przy $cidle zerowych masach kwarkow u, d i s

nie cala zapachowa symetria jest odzwierciedlona w $wiecie fizycznych hadronéw
i w ich oddzialywaniach silnych. Jej cze$¢ musi by¢ ,popsuta”’ przez dynamiczne
formowanie sie, wskutek oddzialywan silnych, przenikajacego cala przestrzen
stalego kondensatu pdl reprezentujacych zwiazane pary lewoskretnych kwarkéw
i prawoskretnych antykwarkéw, gdyz inaczej musialyby istnie¢ dodatkowe
multiplety hadronow, ktére w rzeczywistosci nie istnieja. Kondensat ten jest
wlasciwoscig kwantowego stanu o najnizszej energii ukladu pol
kwarkowo-gluonowych. O takiej sytuacji méwi sie, ze cze$é symetrii réwnan jest
spontanicznie naruszona przez stan prézni (zob. A8, Af.).

W ramach relatywistycznej kwantowej teorii pola dowodzi sie, ze konsekwencja
spontanicznego naruszenia niezmienniczosci wzgledem klasy przeksztalcen
odpowiadajacych jakiemus generatorowi grupy symetrii jest istnienie jednej
czastki bezmasowej o spinie zero, tzw. bozonu Nambu-Goldstone’a (NG).
Wskutek istnienia kondensatu liczba ,,dobrych” generatoréw symetrii globalnej
QCD zmniejsza sie o dziewie¢. Mozna by sie wiec spodziewaé istnienia wsrod
hadronéw dziewieciu bezmasowych i bezspinowych stanéw zwiazanych par
kwark-antykwark, czyli mezonéw, bedacych bozonami NG. Poniewaz

w rzeczywistodci masy kwarkdéw nie sa Scisle zerowe, mezony te rowniez

nie powinny by¢ catkiem bezmasowe, ale wyraznie 1zejsze niz inne hadrony.

I rzeczywidcie: istnieje oktet mezonéw: trzy piony 70, 7%, cztery kaony

K% K° K#* oraz mezon 0, ktére sa wyraznie lzejsze niz pozostale hadrony, ale
brak dziewiatego lekkiego mezonu. Rozumowanie oparte na przyblizonej symetrii
jest stuszne, ale symetria réwnan QCD odpowiadajaca czynnikowi U(1) 4 jest
tylko pozorna: likwiduje ja bowiem wystepowanie specyficznie kwantowego
efektu, czyli tzw. anomalii, i dlatego dziewiaty lekki mezon nie istnieje. Podobna
anomalia powoduje, ze w pelnym Modelu Standardowym, tj. po uwzglednieniu
oddzialywan kwarkéw z bozonami W* i Z°, pozorna staje sie symetria U(1)y

i liczba barionowa nie jest $cile zachowana wielkoScig (pozostaje jednak taka

w zwyklych warunkach laboratoryjnych).

Poniewaz anomalia psuje symetrie U(1) 4, a kondensat narusza spontanicznie
cze$é pozostalej (przyblizonej) globalnej symetrii QCD, wszystkie hadrony
grupuja sie w multiplety przyblizonej, ale nienaruszonej spontanicznie grupy
SU(3)y generowanej przez takie same obroty pél lewo- i prawochiralnych

7



Spontaniczne naruszenie (przyblizonej)
symetrii chiralnej SU(2)r x SU(2)r
chromodynamiki do symetrii SU(2)y
izospinu ma bardzo wazne konsekwencje:
powoduje ono, ze nawet w granicy
zerowych mas kwarkéw nie istniatyby,
oprécz oktetu bozonéw NG, bezmasowe
(lub niemal bezmasowe) hadrony. Masy
wszystkich hadronéw zbudowanych

z bezmasowych kwarkéw w, d

z koniecznosci bylyby proporcjonalne
do wspomnianej skali Aqcp. Czasem
formutuje sie to méwiac, ze dzieki
spontanicznemu naruszeniu tej symetrii
kwarki efektywnie staja si¢ masywne

i ich wygenerowane w ten sposéb masy,
tzw. ,masy konstytuentne”, sa rzedu
kilkuset MeV, czyli w przypadku
kwarkéw w i d duzo wigksze niz te, ktore
uzyskuja one dzigki naruszeniu symetrii
cechowania zunifikowanych oddzialywan
elektromagnetycznych i stabych.

Masa wigkszos$ci otaczajacej nas
,widzialnej” (tj. oddzialujacej
elektromagnetycznie) materii, na ktéra
skladaja si¢ gléwnie masy jader atoméw,
czyli protony i neutrony, nie ma swego
zrédla w spontanicznym naruszeniu
symetrii SU(2)w X U(1)y: jest ona
wytworzona przez skomplikowang
wewnetrzng dynamike oddzialywan
silnych prowadzaca do spontanicznego
naruszenia symetrii globalnej chiralnej

SU(2)z x SU(2)x.

Rozpad mionu wedlug Modelu
Standardowego i wedlug oddzialywania
punktowego opisywanego teoriag FFG,
ktéra przyblize Czytelnikom w kolejnym
odcinku:

Vy e Vu, e
gw, y
W 9w ‘ oG Ve

Asm = Arrg + O(|¢%|/M3,).

Amplitudy proceséw rzadkich sa zawsze
reprezentowane przez diagramy
Feynmana z zamknigtymi petlami.

kwarkéw. Symetria ta jest psuta tylko przez réznice mas kwarkéw (bylaby ona
Scista, gdyby kwarki u, d i s mialy dokladnie réwne masy). Oczywiscie, poniewaz
masa kwarka s jest sporo wieksza niz kwarkéw u i d, znacznie lepiej widoczne
jest grupowanie sie hadronéw w multiplety grupy izospinu SU(2)y — wszystkie
czastki tych multipletéw (np. p i n, czy 7, 7% i 77) maja niemal réwne masy.
(Roznica mas 7+ i 70 jest praktycznie w caloéci spowodowana efektami
oddzialywan elektromagnetycznych, a nie bardzo mala réznica mas kwarkdéw

u i d; ta odgrywa jednak role w wyja$nianiu r6znicy mas p i n).

Pozostata czesé Modelu Standardowego opisujaca oddzialywania
elektromagnetyczne i stabe oraz ich wspolgranie z oddzialywaniami silnymi jest,
podobnie jak QCD, rowniez teoria z cechowaniem, ale grupa cechowania jest tu
SU(2)w x U(1)y. Tak jak trzy rézne kolory tego samego kwarka mieszaja sie pod
wplywem lokalnych obrotéw z grupy SU(3). koloru, tak tu pod wplywem
lokalnych obrotéw z grupy SU(2)w (zmieniajacych sie od punktu do punktu

w czasoprzestrzeni) mieszaja sie tworzace pary (tzw. dublety) dwa lewochiralne
pola (np. dwa lewochiralne pola leptonéw v, i e7) lub kwarkéw (tego samego
koloru) typu gérnego i dolnego (np. u i d). Podobnie pole Higgsa to cztery
mieszajace sie ze soba pod wplywem tych obrotéw pola. Czynnik U(1)y
odpowiada niezmienniczosci wzgledem pomnozenia pola kazdego z fermionow

i pola Higgsa przez pewien (zmieniajacy sie w czasoprzestrzeni) czynnik fazowy.
Aby réwnania teorii byly niezmiennicze wzgledem takich lokalnych przeksztatcen,
z kazda z czterech takich transformacji stowarzyszone jest pole bozonu
posredniczacego (cechowania) o spinie 1A. Symetria cechowania jednoznacznie
wyznacza ich elementarne oddzialywania z fermionami, z bozonem Higgsa i ich
oddzialywania miedzy soba. Stalymi sprzezenia analogicznymi do stalej g
oddzialywan silnych sa tu gy i gy. Gdyby symetria réwnan teorii wzgledem tych
przeksztalcen nie byla naruszona przez stan prézni (tj. spontanicznie), nie mozna
by bylo odrézni¢ np. lewoskretnego neutrina elektronowego od lewoskretnego
elektronu, a cztery bozony cechowania grupy SU(2)w x U(1)y bylyby
bezmasowe. Wspomniany juz kondensat v jednej ze sktadowych pola Higgsa
(symetria cechowania oznacza, ze nie jest istotne ktérej!) jest zrodlem
spontanicznego naruszenia symetrii SU(2)y x U(1)y. Skale energii wyznaczana
przez wartos¢ kondensatu, v = 246 GeV, nazywa sie¢ skalg naruszenia tej symetrii,
albo skala Fermiego (uzywana jest tez nazwa ,skala elektrostaba”). Naruszenie
symetrii SU(2)w x U(1)y nie jest jednak calkowite: pozostaja nienaruszone
przeksztalcenia generowane przez sume generatora grupy U(1)y oraz jednego

z generatoréw grupy SU(2)y . Odpowiadajacy tym wciaz ,dobrym”
przeksztalceniom bezmasowy bozon o spinie 14 jest utozsamiony z fotonem.

W odréznieniu od omawianego wyzej spontanicznego naruszenia symetrii
globalnej SU(3)r, x SU(3)r (lub mniej przyblizonej SU(2);, x SU(2)g) QCD,
analogicznemu naruszeniu symetrii lokalnej (cechowania) nie towarzyszy
wystepowanie bezmasowych bozonéw NG; dziala w tym przypadku

tzw. mechanizm Higgsa polegajacy na tym, ze bozony posredniczace
odpowiadajace ,zlamanym” generatorom grupy staja si¢ masywne, a niedoszle
bozony NG staja sie brakujacymi masywnymi bozonami posredniczacymi

o skretnosci rownej zeru. Tak wlasnie dzieje sie z pozostalymi trzema bozonami
posredniczacymi grupy SU(2)w x U(1)y — staja si¢ one bozonami W+ i Z°.
Poniewaz zrédlem spontanicznego naruszenia symetrii cechowania

SU(2)w x U(1)y jest kondensat pola Higgsa, mechanizmem generujacym masy
W+ i Z° jest stale oddzialywanie tych czastek z tym kondensatem (pole fotonu
z kondensatem nie oddzialuje), przy czym (w pierwszym przyblizeniu)

Mw /My = gw/\/ 9% + g3, = cos Oy . Zwiazek ten jest jednym z waznych
przewidywan teorii. Jak juz wspominatem, kwarki i leptony réwniez staja sie
masywne wskutek podobnego oddzialywania.

Oddzialywania przenoszone przez bozony W+ (oraz Z°) maja bardzo krétki
zasieg (A%,) z powodu bardzo duzej masy tych czastek. W pierwszym
przyblizeniu mozna je wiec traktowaé jak punktowe z efektywna stala sprzezenia
Gr =~ g3, /M3, i to wlasnie z powodu proporcjonalnosci G do odwrotnosci
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Diagramy procesu b — sy
(obserwowanego jako rzadki rozpad
hadronu pigknego na foton i grupe
hadronéw o lacznej dziwnos$ci réwnej —1).
W iloSciowym opisie takich proceséw,
uwarunkowanych oddzialywaniami
kwarkoéw i leptonéw z bozonami Wi AR
wazng role odgrywaja tez oddzialywania
kwarkéw z gluonami — bez polaczonej
teorii oddziatywan elektromagnetycznych,
stabych i silnych otrzymanie zgodnosci

z danymi obliczonych na podstawie teorii
charakterystyk takich proceséw nie byloby
mozliwe. Wtasnie krétkozasiggowosé
oddzialywan stabych jest tym czynnikiem,
ktéry umozliwia dokladne obliczanie
poprawek wnoszonych przez
oddzialywania silne do amplitud proceséw
takich jak pokazany tutaj.

Cecha charakterystyczng ,twardych”
zderzen protonéw w zderzaczach takich,
jak Tevatron lub LHC, jest produkcja
czastek o duzym pedzie poprzecznym

w stosunku do osi zderzenia. To wtlasnie
takie zderzenia sg najciekawsze, gdy
chodzi o poszukiwanie ,nowej fizyki”.

i Zadania

duzej masy sa one tak ,stabe”. Jak powinno by¢ jasne z powyzszych rozwazan,
nie sa one jednak na fundamentalnym poziomie istotnie rézne od oddzialywan
elektromagnetycznych: u podstaw jednych i drugich lezy symetria cechowania.
W tym sensie sa one zunifikowane (zob. AS;). Nie jest to jednak unifikacja
pelna, poniewaz na grupe symetrii cechowania Modelu Standardowego, zwiazana
z oddzialywaniami elektromagnetycznymi i stabymi, sktadaja si¢ dwa czynniki
grupowe: SU(2)w i U(1)y, sa tez dwie niezalezne stale sprzezenia gy i gy .
Ladunkiem elektrycznym jest kombinacja e = gw gy /\/giy + 9%,

asin® Ow = g3/ (g3 + 93)-

Opisany tu model standardowy (A}2) jest teoria bardzo skomplikowana i bogata.
Daje on jednolity jakosciowy, a w wielu przypadkach takze znakomity iloSciowy
opis calego mnodstwa reakcji zachodzacych miedzy czastkami. Szczegdlnym jego
sukcesem jest opis tzw. proceséw rzadkich, do ktérych zaliczajg sie takze takie,
w ktérych nie jest zachowywana parzysto$é kombinowana CP (A3;). Takze
wchodzaca w jego sktad QCD, mimo iz pewnych interesujacych wielkosci

nie udaje sie przy jej uzyciu obliczy¢ analitycznie (np. masy protonu czy
przekroju czynnego rozpraszania elastycznego protonu na protonie), stabnigcie
wzajemnych oddzialywan kwarkéw i gluonéw na malych odlegtoéciach (tj. przy
duzych przekazach pedu i energii) pozwala, w polaczeniu z fenomenologiczna
parametryzacja ,zawartosci” protonu za pomoca tzw. funkcji struktury,
wykorzystac¢ ja do iloSciowego opisywania proceséw ,twardych”, czyli takich,
ktére mozna traktowac jak bezposrednie zderzenia indywidualnych sktadnikow
rozpraszanych na sobie dwu protonéw. Dzieki temu QCD wraz z calym Modelem
Standardowym stala si¢ nieodzownym schematem teoretycznym uzywanym przy
poszukiwaniu nowych czastek i oddziatywan w akceleratorach takich jak LHC.

Redaguje Urszula PASTWA

M 1483. Punkty D i E lezg odpowiednio na bokach BC' i C'A tréjkata ABC,
CE BD

przy czym A= 5 oraz Do = 4. Odcinki AD i BE przecinajg si¢ w punkcie S.

W jakim stosunku punkt S dzieli odcinek AD?

Rozwiazanie na str. 1

M 1484. Znalez¢ wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych wszystkie
rozwiazania réwnania

ma?+ (1 —4m)x +9m+2=0
s liczbami naturalnymi.
Rozwiazanie na str. 14

M 1485. Obliczy¢

n=0
gdzie k jest pewng liczba naturalna.
Rozwiazanie na str. 16

Przygotowat Michat NAWROCKI

F 897. Na stalowy walec o promieniu R naciagnieto ciasny, gumowy pierscien.
Sita rozciagajaca pierécien wynosi T'. Jaka sile trzeba przylozy¢, aby przesunaé
pierscien, bez obrotu, wzdhuz osi walca? Wspdtezynnik tarcia miedzy stalg

i guma wynosi u. Przyjaé, ze sila przesuwajaca jest rozlozona réwnomiernie
wzdluz pierscienia.

Rozwiazanie na str. 10

F 898. Z jaka predkoscig mata, nieodksztalcajaca sie kulka powinna zblizy¢ sie
do krawedzi A prostokatnej studni o szerokosci L i glebokosci H, aby w wyniku
odbicia od jej dna trafita dokladnie w jej przeciwna krawedZ B (rysunek)?
Przyjaé, ze $cianki i dno studni sg doskonale gladkie, odbicia sg doskonale
sprezyste i mozna zaniedba¢ wszelkie straty energii.

Rozwiazanie na str. 17
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O podobnych zagadnieniach pisaliSmy
w Delcie 2/2006 w artykule
Kolorowe czapeczki — kontynuacja.

Rozwigzanie zadania F 897.
Podzielmy pierscien na mate odcinki,
takie ze aR — 0.

Na kazdy odcinek dzialajg sity naciagu
pierscienia T' i reakcji walca N. Ich
suma jest rowna zero, bo pierscien

nie obraca si¢. Stad

«@
N = 2T sin —,
2

co dla malych « daje N = aT. Stad
mozemy obliczy¢ sile tarcia, dzialajaca
na taki odcinek, przy przesuwaniu
pierscienia wzdluz walca:

frr = uN = paT.
Sumujac sity tarcia, dzialajace
na wszystkie male odcinki pierscienia,
na ktére podzieliliémy jego dlugosé,
otrzymujemy catkowita sile tarcia:

Pre= Y (frr)i=nT Y (a:) = 2muT.

Wiem, ze co$ wiesz  Wojciech CZERWINSKI

Najwytrwalsi Czytelnicy Delty moga znaé te zagadke. Pojawia sie ona w wielu
wariantach, my zajmiemy sie wersja blotna.

W katuzy bawi si¢ n dzieci. W pewnym momencie przychodzi tata-matematyk,

i méwi: ,Widze, ze co najmniej jedno z Was jest umazane blotem na twarzy”.
Nie trzeba dodawaé, ze zaréwno tata, jak przystalo na matematyka, a takze
wszystkie dzieci sa niestychanie bystre. Nie popelniaja bledéw i umieja
wydedukowaé wszystko, co si¢ da. Po tej wypowiedzi tata pyta: ,To z Was, ktére
wie, czy jest umazane na twarzy, niech podniesie reke do gory”. Dzieci, ktore
wiedza, istotnie podnosza rece. Tata jednak jest uparty i znowu zadaje to samo
pytanie. Dzieci znowu podnosza rece i historia sie powtarza do momentu, gdy
wszystkie dzieci beda wiedzialy, czy sa brudne, czy nie. Pytanie brzmi: jak
rozwinie si¢ sytuacja? W szczegdélnosci, czy moze si¢ zdarzy¢, ze dzieci, razem

z tata, beda siedzialy w blocie przez cala wiecznosé, a przynajmniej do czasu, az
im sie nie znudzi?

Zachecamy bardzo wszystkich Czytelnikéw do proby rozwiazania zagadki przed
przeczytaniem dalszej czesci tekstu!

Zanim dojdziemy do rozwiazania, spréobujmy zastosowaé typowa taktyke:
rozwazmy male przypadki. Co sie wiec stanie, gdy dokladnie jedno dziecko —
Adas — bedzie umazane blotem? Ada$ zorientuje sie natychmiast, ze to o niego
chodzi, bo wszyscy inni maja czyste twarze. Natomiast jego rodzenstwo, widzac
umazanego Adasia, nie bedzie wiedzialo, czy oni sg czySci, czy brudni. A wiec
na pierwsze pytanie taty reke podniesie tylko Adas. Po tym, gdy pozostale dzieci
zobacza, ze Adas podniodst reke, zorientuja sie, ze tylko on jest umazany.

W przeciwnym bowiem przypadku nie moglby sie zorientowaé, ze tak jest.
Zatem na drugie pytanie taty juz wszyscy podniosg rece.

No dobrze, a co bedzie, gdy brudni beda zaréwno Adas, jak i Basia, a pozostali
beda czysci? Przy pierwszym pytaniu taty nikt nie podniesie reki, bo kazde

z dzieci bedzie widzialo kogo$ umazanego: Adas i Basia siebie nawzajem,

a pozostale dzieci ich oboje. Potem zdarzy sie jednak cos ciekawego. Basia
pomysli w nastepujacy sposéb: ,,Gdybym ja byla czysta, to Ada$ widzialby same
czyste twarze i zorientowal sie, ze w zwiazku z tym musi by¢ brudny. I wtedy
podnidstby reke przy pierwszym pytaniu. Nie zrobil tego jednak, wiec moja
twarz musi by¢ umazana”. Basia w zwiazku z tym podniesie reke przy drugim
pytaniu taty, oczywiscie analogicznie pomy$li i zrobi Adas. Pozostate dzieci beda
widzialy dwdjke brudnego rodzenstwa, wiec nie beda mialty powodu, zeby

po pierwszym glosowaniu pomyéleé tak jak Adas i Basia. Nie beda tez mialy
zadnych przestanek (do chwili drugiego pytania), ze one sa czyste, wiec przy
drugim pytaniu nie podniosg rak. Po nim jednak natychmiast zorientuja sie, ze
Adas i Basia mogli przeprowadzié¢ swoje rozumowanie i zrozumieé, ze maja
umazane twarze, tylko o ile jedynie oni byli brudni — czyli wszyscy pozostali sa
czy$ci. A wiec przy trzecim pytaniu taty podniosa rece wszystkie dzieci.

By¢ moze Domysélni Czytelnicy zaczynaja juz powoli podejrzewaé, jak bedzie

w przypadku ogélnym. Przyjrzyjmy sie jednak sytuacji, gdy brudnych jest tréjka
dzieci: Ada$, Basia i Czarek. Czarek widzi, ze (opr6cz, by¢ moze, niego) brudni
sg tylko Adas i Basia. Po drugim pytaniu taty widzi jednak, ze nie podniesli oni
rak, czyli nie sa jedynymi z umazana twarza. Nie mozna juz mie¢ dluzej
watpliwoéci: on tez nalezy do tych ubrudzonych. A zatem Czarek, a takze Adas

i Basia, podniosa rece przy trzecim pytaniu taty. Pozostale dzieci zorientuja sie
dopiero potem, ze ich twarze sa czyste i zglosza to przy czwartym pytaniu.

Nietrudno zauwazy¢, ze powyzsze rozumowanie mozna prowadzié¢ dalej. Przy
doktadnie k brudnych dzieciach podniosg one rece przy k-tym pytaniu, a te
czyste przy pytaniu (k 4 1)-szym. Ale czy to rozwiazuje sprawe? Wielu
Czytelnikéw zapewne zgodzi sie, ze tak konkretnie to ciezko sie przyczepic¢

do jakiego$ argumentu, ale nadal problem wydaje sie skrywaé jakie$ tajemnice.

Mozna przyktadowo mie¢ nastepujaca watpliwos¢. Przypusémy, ze liczba
ubrudzonych dzieci jest wigksza niz jeden, wtedy kazdy wie, ze kto$ jest
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Nagroda Goédla przyznawana jest raz
do roku za wybitne osiaggniecia

w dziedzinie informatyki teoretycznej.

Orzel czy reszka?

Sa trzy symetryczne monety. Pierwsza, Mi, ma orly po obu

umazany btotem, bo po prostu go widzi. Wydaje sie wiec, ze tata — przychodzac
i informujac o tym — nie odkrywa Ameryki, méwi co$, o czym wie kazdy, wiec
nie wnosi zadnej nowej informacji. Czy mégltby zatem ominaé poczatkowe
stwierdzenie i zacza¢ od zadawania pytan, kto wie, czy jest brudny? Chwila
zastanowienia prowadzi do konkluzji, ze nie, samo zadawanie pytan o stan
czystosci do niczego nie doprowadzi. Dzieci, razem zreszta ze zbyt
optymalizujacym tata, spedzityby cale popotudnie na monotonnej grze

w niepodnoszenie rak. Coz wiec wniosto powiedzenie faktu, ktéry znat kazdy?

Okazuje sie, ze jednak co$ istotnego wniosto. Wyjasnijmy to najpierw dla dwojki
brudnych dzieci. Owszem, kazdy wiedzial, ze kto$ jest brudny. Nie kazdy jednak
wiedzial, czy kazdy wie, ze kto$ jest brudny. Przykladowo Ada$ nie wiedzial, czy
Basia wie, ze kto$ jest brudny. No bo gdyby Adas nie byl brudny, to Basia

nie widzialaby nikogo brudnego. A co dla tréjki brudnych dzieci: Adasia, Basi

i Czarka? Wowczas kazdy wie, ze kazdy wie, ze kto$ jest brudny. Ale nie kazdy
wie, czy kazdy wie, czy kazdy wie, ze kto$ jest brudny! Przykladowo Adas

nie wie, czy Basia wie, czy Czarek wie, ze jest kto§ brudny. Bo gdyby Adas byt
czysty, to jedynie Basia i Czarek byliby brudni i wtedy Basia nie wiedzialaby,
czy Czarek widzi kogokolwiek brudnego. Uogélniajac te spostrzezenia, widzimy
wiec, ze to, co tata wnidsl do sprawy to fakt, ze kazdy wie, ze kazdy wie, ze
kazdy wie. .. i tak powtérzone dowolnie wiele razy, ze kto$ jest brudny!

Nasze rozwazania przydaja sie nie tylko do tego, zeby na imprezie u znajomych
zablysnaé nieoczywista zagadka. W roku 1997 Joseph Halpern i Yoram Moses
otrzymali prestizowa Nagrode Godla za prace nad wiedza, a w szczegdlnosci wiedza
powszechna (ang. common knowledge) i zastosowaniem swojej teorii do dziedziny
systemow rozproszonych. Mozemy zamienié¢ dzieci z zagadki na komputery, ktére
razem wykonuja pewne obliczenia i komunikuja sie przez sie¢. Nie zawsze ,,wiedzg’
one, co ,wiedza” inne komputery, moga sie¢ dowiedzie¢ jedynie, jesli dostana jakis
komunikat. W analizie programéw, ktére sa wykonywane przez sie¢ komputerowa
(tzn. przeznaczonych do obliczen rozproszonych), zasadnicza role odgrywa wlasnie
pojecie wiedzy. Kluczowym spostrzezeniem autoréw artykutu byla obserwacja,

ze nieformalne pojecie wiedzy da sie uja¢ w precyzyjne matematyczne ramy.

W szczegolnosci wiedza powszechna zostala doprecyzowana wlasnie jako sytuacja,
gdy dla dowolnego k zachodzi: ,kazdy wie” powtérzone k razy o pewnym
interesujacym nas fakcie. Wezesniej, oczywiscie, trzeba bylo zdefiniowaé¢ formalnie,
co to znaczy, ze komputer co$ wie, ale w to nie bedziemy sie teraz wglebiac.

Praca Halperna i Mosesa miata wielki wplyw na dziedzine obliczen rozproszonych.
Zainspirowala takze nowe badania w kryptografii i sztucznej inteligencji. Moze
czeka nas w przyszlosci jeszcze wiecej waznych odkryé, ktorych podstawa sa
fenomeny mozliwe do dostrzezenia bez zadnego zaawansowanego aparatu
matematycznego. A kto wie, moze nawet dokonane przez Czytelnikéw Delty.

M}, — wylosujemy monete o numerze k,

stronach, druga, M2, ma reszki po obu stronach, a trzecia, O — otrzymamy orta.

M3, jest normalna. Wybrano losowo jedng z tych monet,
podrzucono ja i po upadku na blat stolu na wierzchu ukazat
sie orzel. Nalezy obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze

po drugiej stronie tej monety tez jest orzet. Czesto

spotykamy takie rozwigzanie:

1) Na pewno nie jest to moneta Mo, ktéra ma reszki po obu

stronach. Prawda.

7 tredci zadania wynika, ze P(My) = £ i P(O) =

1
-3 2
obliczy¢ prawdopodobieristwo warunkowe P(M; | O):
P(MinO) 1/3 2
P(M|0)= ——F— b= "1—- = _.
(M ]0) P(O) 12 3
Ten wynik nie powinien by¢ zaskakujacy. Oznaczmy orty
na pierwszej monecie przez O; oraz Oz, a orla na trzeciej

2) Jest to wiec moneta My albo Ms. Prawda.

3) Stad wynika, ze prawdopodobiefistwo tego, ze jest to
moneta M;, jest rowne % Nieprawda. Przypadki opisane
w podpunkcie 2 nie sa jednakowo prawdopodobne.

Aby sie o tym przekonaé, sformalizujmy nasz problem.
Wprowadzmy oznaczenia dla zdarzen:
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monecie przez Os. Prawdopodobienstwo otrzymania orta

z numerem n jest rowne P(Oy,) = ¢ dla n € {1,2,3}.
Otrzymalidémy jedno z trzech jednakowo prawdopodobnych
zdarzen O1,O2,Os. Dwa sposréd nich wskazuja na pierwsza
monete. Czytelnik Dociekliwy zauwazy, ze ten sam wynik
otrzymamy w przypadku, gdy trzecia moneta jest
symetryczna, a pozostate dwie niekoniecznie.

Edward STACHOWSKI



Gwoli precyzji ustalmy, ze trzymajac
przed soba zetknigte poléwki przecigtej
bryly obrotowej (prawa i lews),

obracamy prawg z nich ruchem do siebie.

4-sferostozek 1 to bryla powstala

z obrotu kwadratu wokot jego przekatnej
i przekreceniu polowy o kat 90°.
6-sferostozek 1 to bryla powstala

z obrotu szeéciokata foremnego wokot
jego przekatnej i obrocie potowy

o kat 60°.

Sladem nazywamy ,odcisk” bryty

toczacej si¢ bez poslizgu po plaszczyznie.

—

-—

30-sferostozek 3 i wyrdzniona jedna
z jego Scian.

Mota de

Sferostozki wiecej i bardziej

Taka sobie niewinnie wygladajaca brytka. Ot, powstala z obrotu kwadratu
dookotla jego przekatnej, przeciecia tego, co powstato, na dwie identyczne czesci
(wzdluz plaszczyzny kwadratu), przekreceniu potowy o 90° i doklejeniu

do drugiej czesci (czekajacej w tym czasie w bezruchu). Szczesliwa calosé —
sferostozek (ang. sphericon).

To tylko wierzcholek géry lodowej, jeden z przedstawicieli licznej rodziny, ktorej
cztonkowie powstaja przez podmiane kwadratu (w pierwszym etapie produkcji)
na inne figury foremne — przekatna zastepujemy osia symetrii przechodzaca

przez wierzcholek. W ten sposob otrzymujemy nowe cudaczne dziwolagi

(rodzinne zdjecie ponizej), ktérych przedstawicieli nazywamy n-sferostozkami 1,
gdzie n jest liczba katéw wejsciowego wielokata foremnego (o jedynce za moment).

0eoe

Powyzsze bryly to kolejno (od lewej) 5-, 6-, 7-, 10-sferostozek 1. Po rozc1@c1u
bryly obrotowej potéwka jest przekr@cana o kat 3??
zawsze do siebie pasuja. Kazdy z tych sferostozkéw toczy sie po pochylonym
blacie (czasem z niewielka pomoca ludzkich mie$ni) w doéé spektakularny sposéb
— jak na mozliwe do uzyskania efekty toczacej si¢ bryty. Spréobuj znalezé, Drogi
Czytelniku, wladciciela ponizszego $ladu.

Opisane dotychczas twory to nie wszystko z tego gatunku. Z pewno$cia sam
widzisz pole do tworzenia nowych stworzen. Po przekrojeniu bryly obrotowej,
powstalej przez obracanie wielokata foremnego wokél osi symetrii, potowe

mozemy obraca¢ o dowolng wielokrotnosé ﬂ — otrzymujac w tenze sposéb

n-sferostozki k, gdzie k oznacza obrdt polowy o kat k@. Sferostozki moga
powstaé z dowolnego wielokata foremnego, mozna bada¢ ich krawedzie, $ciany
i slady. Na marginesie znajdziesz 30-sferostozek 3 z wyrdzniong $ciana, po ktérej

bryta moze si¢ toczy¢ bez konca.

Wiesz juz sporo, ale to ciagle nie koniec. .. Wielokat foremny obraca¢ mozna
wokol osi symetrii nieprzechodzacej przez wierzcholek figury (co jest mozliwe
dla parzystych n). Nie zmieniajac dalszych etapéw tworzenia, uzyskamy
n-sferostozki k dualne.

Wiesz wystarczajaco duzo, zeby zmierzy¢ sie z ponizszymi pytaniami.
ROZGRZEWKA

1. Ile $cian ma 4-sferostozek 17 Ile krawedzi ma 4-sferostozek dualny?

2. Ile $cian ma 3-sferostozek?

3. Jaka jest zalezno$é¢ miedzy liczba $cian i krawedzi sferostozka (dualnego
badZ nie) od n, k?

4. Slady jakich sferostozkéw (dualnych badz nie) maja proste fragmenty
(przykladem jest Slad powyzej)?

5. Jakie pary 8-sferostozkéw k beda zostawialy $lady, bedace lustrzanymi
odbiciami?
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4-sferostozek 1 dualny i 8-sferostozek 2
dualny

!
4
‘l
&

Czytajac nazwe n-sferostozki példualne,
doswiadczasz wiekopomnej chwili.

Z prawdopodobienstwem bliskim jedno$ci
czytasz bowiem pierwszg wzmianke

o tego typu brylach, ktéra pojawila si¢
we wszech§wiecie. A w kazdym razie
mimo wielu staran nic na ten temat

w ziemskiej literaturze autorom znalezé
si¢ nie udalo. Jezeli jednak natrafisz

na jaki$ $lad, czym predzej poinformuj
o tym Redakcje!

Zanim przejdziesz do ostatecznego wyzwania, zapoznaj sie z technika
analizowania pewnych wlasnosci sferostozkéw. Dla przyktadu rozwazmy
5-sferostozek 1. Bryla obrotowa powstala z obrotu pieciokata ma trzy Sciany.
Wytez na moment wyobraznie i ponumeruj odpowiednio krawedzie pieciokata.
Krawedzie oznaczone tymi samymi numerami leza na tej samej $cianie. Druga
polowa jest obrécona o kat 72° — numeracja pieciokata zostata zmieniona.

Po polaczeniu czesci (lewej z niezmieniong numeracja i prawej obréconej)
odpowiednie wierzcholki i krawedzie sferostozka zostana sklejone. W obrebie
jednej potowy dwie krawedzie z tym samym numerem sa polaczone $ciana,
natomiast odpowiednie sklejenie wierzchotkéw z réznych poléwek zostato
przedstawione na rysunku za pomoca dodatkowych linii.

OAGOIOACES:

Teraz, nawet bez modelu sferostozka w dloniach, mozna opisa¢ zachowanie
toczacej sie bryly. Zacznijmy od krawedzi z numerem 3 na prawej polowie.
Krawedz ta jest polaczona z krawedzia 2 lewej polowy. Druga krawedz 2 lewej
polowy jest polaczona z krawedzig 1 prawej polowy. Druga krawedz 1 prawej
polowy jest polaczona z krawedzia 1 lewej polowy. Druga krawedz 1 lewej polowy
jest potaczona z krawedzig 2 prawej polowy. Druga krawedz 2 prawej polowy jest
polaczona z krawedzia 3 lewej poltowy i na tym koniec. Krawedz 3 z lewej polowy
nie jest potaczona z zadng inng krawedzig na tej potowie, sferostozek przestaje
sie toczy¢ po pochylonym blacie. Ten nieco mglisty opis mozna zapisaé¢ prosciej
3—42—-1—-1—-2-—3.

Wyttuszczona kolorowa czcionka zaznaczone sa krawedzie wielokata dla prawej
polowy. Oznacza to, ze sferostozek ma jedna Sciane (wlasnie sie po niej
przetoczyl), jednak nie moze toczyé sie bez konca (ile w takim razie ma
krawedzi?).

Czas na WYZWANIE

6. Gdy sferostozek ma tylko jedna Sciane, mozna pokusi¢ sie o pewne
malowanki i pociagna¢ linie wzdluz srodka jego $ciany. Kiedy linia ta bedzie
petla?

7. Czy mozliwe jest zatoczenie petli przy rysowaniu kreski wzdtuz érodka Sciany
sferostozka, gdy nie jest to jedyna jego $ciana (jest to mozliwe, na przyktad,
na $cianie bocznej walca)?

8. Cuzy $lad sferostozka moze by¢ petla? To znaczy, czy toczac sie bez podlizgu
i bez cofania (w intuicyjnym tego stowa znaczeniu) sferostozek moze znalezé
sie w miejscu i pozycji, w ktérych zaczal toczenie?

9. Czy slad sferostozka moze przecina¢ sam siebie?

10. Jakie sferostozki maja slad srodkowosymetryczny?

Po wykonaniu powyzszych ¢éwiczeni (albo chociaz ich czedci) jeste$ gotowy

do dalszych badan. Céz, dlaczegdz by nie skrzyzowaé sferostozkéw dualnych

i niedualnych? Jezeli oba powstaly z obrotu tej samej figury foremnej, to

po przekrojeniu bryt na polowy czesci beda do siebie pasowaé. Takie twory
nazwiemy n-sferostozkami k példualnymi. W tym przypadku réwniez mozna
pokusi¢ si¢ o znalezienie zaleznosci miedzy wyjsciows figura foremna a liczba
krawedzi, wierzcholkdéw czy Scian, mozna analizowad, kiedy takie bryly moga
toczy¢ sie bez konca. Wszelkie opisy dotyczace wlasnosci tych bryl beda dla
$wiata nowe, wiec tym bardziej zachecamy do badan (sami chetnie co nieco sie
dowiemy)!

A czy to koniec? Alez nie. .. Niektére figury nieforemne réwniez beda mialy te
wlasnosé, ze tworzac z nich bryle obrotowa, mozna przekroi¢ ja na dwie pasujace
do siebie czesci. Ale to kolejna historia. . .

Malg Delte przygotowali Przemystaw KICIAK i Kamila £LYCZEK
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Rozwigzanie zadania M 1484.
Dla m = 0 otrzymujemy =z = —2, co
nie spetnia warunkéw zadania.
W przeciwnym przypadku otrzymujemy
rownanie kwadratowe, niech z71 i zo
beda jego rozwigzaniami. Korzystajac
ze wzordéw Viete’a, otrzymujemy
(z1 +2) (22 +2) =

=z122+2(x1 +22) +4 =
I9m + 2 —2+8m
—_— + —_—

m m

+4 =21.

Poniewaz x1 + 2,22 + 2 sa liczbami
naturalnymi wigkszymi od 1

o iloczynie 21, to sg one réwne 31 7,
a stad rozwigzaniami naszego réwnania

sg liczby 1 1 5. Z zaleznosci

1
I9m+2=1-5-m mamy m = — 5

i tatwo sprawdzié, ze ta wartosé
parametru faktycznie spelnia warunki
zadania.

Informatyczny kacik olimpijski (90): Zapis wiezowy

Tym razem omdéwimy rozwiazanie zadania Zapis wieZowy z Akademickich
Mistrzostw Polski w Programowaniu Zespolowym z 2006 roku. Dla ciagu n liczb
naturalnych aq,as, ..., a, oraz liczby naturalnej m nalezy wyznaczy¢ reszte

z dzielenia przez m wiezy potegowej, w ktorej liczby z ciaggu sa kolejnymi
wykladnikami. Innymi stowy, mamy znalez¢ warto$¢ wyrazenia

.an

o
a;’ mod m.

Przyktadowo, 32" mod 7 = 2, gdyz 32" = 38 = 6561 = 937 - 7 + 2. Oczywiscie,
bezposrednie obliczanie poteg nie wchodzi w gre, gdyz ich wartosci rosna coraz

3
szybciej z kazdym dodatkowym wykladnikiem i juz liczba 43" ma 3951 cyfr. Dla
uproszczenia zapisu wieze potegowa bedziemy oznaczali przez aitp.

W rozwigzaniu zadania pomoze nam twierdzenie Eulera, ktére méwi, ze dla
wzglednie pierwszych liczb naturalnych a i m spelniona jest kongruencja

(%) a?m =1

gdzie ¢(m) oznacza liczbe liczb wzglednie pierwszych z m i nie wigkszych niz ta
liczba. Jesli zatem liczby a; i m bylyby wzglednie pierwsze, to mogliby$my:

(mod m),

(1) wyznaczy¢ p(m),

(2) rekurencyjnie obliczy¢ rozwiazanie mniejszego problemu dla ciagu as, ..., a,
i modutu ¢(m), czyli Ay = azp, mod p(m),

(3) korzystajac z twierdzenia Eulera, wyznaczy¢ rozwiazanie

_aan __ye(m) +azp, mod (m) _ yp(m)+ A2 )4
aitn =0y " =a =a =a;’

(mod m).
Przypomnijmy, ze jesli znamy rozklad modulu na czynniki pierwsze
m = p{'---py, to do obliczenia p(m) mozemy wykorzystaé¢ nastepujacy wzor:

-1 p—1

b1 De

Rozklad ten mozemy znalezé w czasie O(y/m), przegladajac wszystkie
potencjalne dzielniki liczby m nie wigksze niz y/m. Zatem w takim tez czasie
wykonamy krok 1 algorytmu. Z kolei potegowanie a‘l42 mod m z kroku 3 mozemy
wykonaé¢ w czasie O(logm), stosujac metode wielokrotnego podnoszenia
do kwadratu. W sumie wykonamy n wywotan rekurencyjnych, w i-tym
wywolaniu obliczajac A; = a1, mod my, gdzie my = m oraz m; = @(m;_1)
dla i > 2, co da algorytm o zlozonosci czasowej O(n/m).

p(m) =

Zauwazmy jednak, ze ze wzoru (x*) widaé, iz p(z) dla nieparzystego x jest
liczbg parzysta, natomiast dla parzystego 2 mamy ¢(z) < 5. Wynika z tego, ze
ciag kolejnych modutéw my, ma, ms,...,1 ma co najwyzej 2logy, m wyrazéw,
zatem wystarczy, ze wykonamy min(n, 2log, m) wywolan rekurencyjnych.

A po drugie, prace wykonang we wszystkich wywolaniach kroku 1 mozna
sumarycznie oszacowaé przez O(y/m). Zatem lepszym oszacowaniem czasu
dzialania naszego algorytmu jest O(y/m + min(n,logm)logm), czyli

po prostu O(y/m).

Niestety, abyémy mieli pewnos¢, ze algorytm dziata poprawnie, nie tylko liczby
a1 1 m musza by¢ wzglednie pierwsze, ale rowniez liczby a; i m; dla wszystkich
1 > 2. Na szczescie twierdzenie Eulera mozna uogélnié, aby dzialalo rowniez
bez zalozenia o wzglednej pierwszosci. Nowa wersja brzmi nastepujaco: dla
dowolnych liczb naturalnych a, m i k spelniona jest kongruencja

as—i—k»tp(m) =a°

() (mod m),

gdzie s jest pewna liczba zalezna od m, jednak nie wigksza niz logy m.
Zanim udowodnimy to twierdzenie, zobaczmy, jak dzieki niemu naprawi¢ nasz
algorytm. Zmodyfikujemy go tak, aby nie tylko obliczal wartosci A;, ale réwniez

dodatkowy bit e; réwny 1 wtedy, gdy a;1n = m;. Znowu pokazemy, jak wykonaé
krok (2) algorytmu: zalézmy zatem, ze m > 2 i obliczyliSmy juz As oraz es.
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Wyznaczmy A;. Jesli ez = 0, to agpy, < @(m), wiec A = agpy 1 wystarczy przyjaé
A = an mod m. Z kolei jesli e; = 1, to agyy, = Az + @(m) > logym > s, czyli

__a21n
A11p = Aq

Zatem w obu przypadkach mamy A; = a;

:al

(y=1Dp(m)+Az+p(m) () af2+9"(m) (mod m).

Azte20(m) 16d m. Z kolei wyznaczyé e

mozna nastepujaco: jesli a; < 2, to e; = 0, a w przeciwnym przypadku mozemy

wykonaé¢ potegowanie afﬁey(m)

, w kazdej iteracji domnazajac jedno a;

i sprawdzajac, czy wynik osiagnal juz m (wykonamy co najwyzej log, m takich
iteracji). Ostatecznie zlozono$é czasowa calego algorytmu nie zmienia sie.

Pozostaje udowodnié¢ dane wzorem (x#x) uogdélnienie twierdzenia Eulera.
Zdefiniujmy ciag d; nastepujaco:

dy = nwd(a,m), d; =nwd | a, _m dlai>1,
do--di_q

oraz niech s bedzie najmniejsza liczba, taka ze ds = 1. Oznaczmy tez

D=dy---ds_;.

Liczba m/D jest liczba powstala po usunigciu z m wszystkich czynnikéw
pierwszych wystepujacych w a, zatem liczby a i m/D sa wzglednie pierwsze.
7 twierdzenia Eulera wynika zatem, ze

a®?m/P) =1 (mod m/D).

Ponadto kazda z liczb a/d; jest calkowita, wiec liczba a®/D réwniez. Mnozac
powyzsze réwnanie przez a®/D, dostajemy

as+k~tp(m/D)/D = aS/D (mod m/D)

Korzystajac z faktu, ze kongruencja = y (mod w) jest spelniona wtedy i tylko
wtedy, gdy spelniona jest D = yD (mod wD), mozemy przemnozy¢ przez D
obie strony i modul powyzszego réwnania:

astHhe(m/D) = g5 (mod m).

Liczby D i m/D sa wzglednie pierwsze, zatem z multiplikatywnosci funkeji ¢
dostajemy @(m) = ¢(m/D)p(D). Ponadto wykladniki w rozkladach na czynniki
pierwsze liczb m/(dy - - - d;—1) zmniejszaja sie, wiec s < log, m. Zatem

Odwracamy, obracamy. ..

Dana jest n-elementowa tablica a[l .. n], ktéra chcemy
odwrécié, czyli spowodowad, ze jej elementy beda
zapisane w kolejnosci a[n], a[n — 1], ..., a[l]. Najlatwiej
to zrobié¢ w miejscu (czyli uzywajac jedynie stalej liczby
komérek pamieci dla zmiennych pomocniczych),
korzystajac z instrukeji swap(a[i], a[j]) zamieniajacej
miejscami wartosci dwoch elementow:

for i :=1to |n/2| do
swap(ali], a[n + 1 —1));
Nietrudno si¢ przekonaé, ze powyzszy kod wywotuje
instrukcje zamiany jedynie L%J razy, co w przypadku
odwrdcenia tablicy jest wynikiem optymalnym.

A teraz trudniejsze zadanie: chcemy te samg tablice
obrocié o k komérek w lewo, czyli ustawié jej elementy
w kolejnosci alk + 1],alk +2],...,a[n],a[1],..., alk].

I tym razem sprobujmy to zrobié, uzywajac jedynie
instrukeji zamiany.
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) ostatecznie dostajemy teze twierdzenia:

as—i—k'tﬂ(m) =a° (mOd m)

Tomasz IDZIASZEK

Mozna w tym celu trzykrotnie wywota¢ omoéwiona przed
chwila procedure odwracania tablicy:

rev(a[l..k]); rev(alk+1..n]); rev(all..n));

Ten kod wykona LgJ + L”?_’“J + LgJ instrukcji zamiany,
co w zaleznos$ci od parzystosci liczb n i k£ da nam n lub

n — 1 instrukcji. Pytanie: czy da si¢ mniej?

Ponizszy kod obraca tablice, dzielac ja na nwd(n, k)
cykli o dlugosci n/nwd(n, k) i wykonujac obrét kazdego
z nich niezaleznie, do czego potrzebuje n/nwd(n, k) — 1
instrukcji zamiany:
for i := 1 to nwd(n, k) do
for j :=1ton/nwd(n,k) — 1 do

swap(ali +n (j —1) - k], ali+n j - k]);
Operacja i 4+, j oznacza tu (i + j — 1) mod n + 1. Zatem
w tym rozwiazaniu uzyjemy w sumie n — nwd(n, k)
instrukeji zamiany. A czy ten wynik da si¢ poprawic¢?

T.1



W czasach przedkomputerowych
zlokalizowanie pierwiastkéw wielomianu
bylo cenna umiejetnoscia. Dzi§ robig to
za nas ustuzne komputery.

Rozwigzanie zadania M 1485.
Rozwazmy nastepujace doswiadczenie
losowe: rzucamy niesymetryczng moneta
tak dlugo, az wyrzucimy orta po raz

(k + 1)-szy. W pojedynczym rzucie
prawdopodobienstwo wyrzucenia orta jest

réwne —. Z prawdopodobienstwem 1
takie do$wiadczenie zakonczy sie

po skonczonej liczbie rzutéw. Z drugiej
strony prawdopodobienstwo zakonczenia
do$wiadczenia po dokladnie

n + 1 rzutach wynosi

n 9\ F+1 1\ n—Fk n\ ok+l
k 3 3 “\ k) 3ntt]

W takim razie

n 1 3 n) 2kt!
Z (k?) 3n T gktl Z (k) 3ntl
n>0 n>0
3
= o

Czegoz to dawniej uczono na wykladach algebry

Twierdzenie Sturma

Rozwazamy wielomian w o wspélczynnikach rzeczywistych stopnia n. Wiadomo,
ze wielomian taki ma n pierwiastkéw zespolonych; niektére z nich (czasami
wszystkie) sa, byé moze, rzeczywiste. Twierdzenie Sturma pozwala obliczyé liczbe
pierwiastkow rzeczywistych wielomianu w nalezacych do wybranego przedziatu
(a,b). Oczywiscie, odpowiedZ na to pytanie mozemy uzyskaé, stosujac metode
badania funkcji wielomianowej w, znana z analizy matematycznej. Metoda
Sturma jest czysto algebraiczna, nie stosuje metod analizy matematyczne;j.

Sprecyzujmy zalozenia. Wielomian w o wspoélczynnikach rzeczywistych nie ma
pierwiastkéw wielokrotnych (gdyby mial, to mozemy je usunaé opisana w Delcie
12/2015 metoda) oraz dla ustalonych liczb a,b (a < b) wartosci w(a) i w(b) sa
rézne od zera.

Ciagiem Sturma dla wielomianu w nazywamy ciag wielomianéw

W, W1, Wa, . . ., ws okreslony przez algorytm Euklidesa dla wielomianu w i jego
pochodnej w’, zmodyfikowany w ten sposéb, ze rozwazamy kolejne reszty

z dzielenia zaopatrzone w znak minus:

wo ‘(= w,

wy = w',

w2 wo = 1w — wa,

w3 w1 = QW2 — W3,

Ws : Ws—2 = (s—1Ws—1 — Ws

dotad az wielomian w, nie bedzie mial pierwiastkéw w przedziale (a,b). Ten
warunek na pewno mozemy spelnié¢, gdyz zmodyfikowany algorytm Euklidesa,
ktéry tu stosujemy, prowadzi do najwiekszego wspolnego dzielnika wielomianu w
i jego pochodnej, a gdyby ten mial pierwiastek, to bytby to wspdlny pierwiastek
w iw', czyli pierwiastek wielokrotny wielomianu w, wbhrew zalozeniu, ze nie ma
pierwiastkow wielokrotnych.

Dla x nalezacego do (a,b) przez z(x) oznaczamy liczbe zmian znaku w ciagu
wo(x), wy(x), wa(x),...,ws(x), tj. liczbe takich sytuacji, gdy kolejne wyrazy sa
liczbami przeciwnych znakdéw, a jesli ktéry$ wyraz jest zerowy, to pomijamy go
i poréwnujemy znaki pozostatych wyrazow sasiednich.
Twierdzenie Sturma. Liczba pierwiastkow rzeczywistych wielomianu w
spelniajgcego sformulowane wyzej zalozenia w przedziale {a,b) jest réwna
z(a) — z(b).
Dowdd. Dwa kolejne wielomiany ciggu Sturma nie moga mie¢ wspélnego miejsca
zerowego w przedziale {(a, b), gdyby bowiem wy(x¢) = wi41(xg) = 0, to wobec
rownosci
Wk = qk+1Wk+1 — Wk42
mieliby$my wg42(zo) = 0 i kolejne wielomiany ciagu Sturma az do ws
zerowalyby sie w punkcie xg, co nie jest mozliwe.
Wszystkie wielomiany ciggu Sturma maja skonczona liczbe miejsc zerowych,
mozemy wiec dany przedzial (a,b) podzieli¢ na skoficzona liczbe podprzedzialéw,
w ktorych kazdy z wielomianéw ma staty znak. Funkcja z jest stata w kazdym
z tych podprzedzialéw i moze zmieniaé swa wartosé tylko przy przejsciu przez
punkt, w ktérym zeruje sie jeden z wielomianéw ciggu Sturma.
Jesli zy jest miejscem zerowym wielomianu wy dla 0 < k < s, to poniewaz
Wk—1 = qk - Wk — Wk+1,
wiec liczby wg—1(xg), wr4+1(zo) maja przeciwne znaki. W poblizu punktu zg
na lewo i na prawo mozliwe sa nastepujace uktady znakéw liczb
wi—1(x), w(x), w1 (x):
-+, —++, +——, ++—
a w samym punkcie xg:
-0+, +0—.
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Rozwigzanie zadania F 898.

Kulka moze trafi¢ do krawedzi B

po jednym lub wiekszej liczbie odbié

od dna i towarzyszacych im ewentualnie
odbiciach od $cianek studni. Jezeli
nastagpito n (n =1,2,3,...) odbié

od dna, to kulka znajdzie si¢

na wysokosci H od dna studni po czasie

tn =2n

g
W tym momencie kulka powinna si¢
znalezé przy prawej $ciance studni.
Oznacza to, ze droga, przebyta przez nig
w kierunku poziomym Sy = (2k + 1)L,
gdzie 2k (k=0,1,2,3,...) jest liczba
uderzen kulki o pionowe $cianki studni.
Stad otrzymujemy, ze predkos$é kulki
w punkcie A powinna by¢ réwna:

Sk:2k+1L i
2H

v = —

tn 2n

W kazdym przypadku mamy tylko jedna zmiane znaku. Jesli wiec xg nie jest
miejscem zerowym wielomianu w, to przy przejsciu przez xo funkcja z nie zmienia
swej wartoéci. Jedli natomiast x¢ jest miejscem zerowym wielomianu w, to

w(z) = (@ —20) - 0(z),  v(z0) £0,
w'(x) = wi(x) =v(z) + (x — x0) - V' (2).

Poniewaz v(xp) # 0, wiec w pewnym otoczeniu xo funkcja v ma staly znak.
Gdy z < z¢, funkcja w ma przeciwny znak niz v, gdy zas x > g, funkcje w i v
maja ten sam znak. Zatem funkcja z przy przejsciu przez xy zmniejsza swa
warto$¢ o 1. Liczba pierwiastkow rzeczywistych wielomianu w lezacych

w przedziale {a, b) jest istotnie réwna z(a) — z(b).

Przyktad 1. Wyznaczymy liczbe pierwiastkéw rzeczywistych wielomianu
w(x) = 23 — 3x — 1 i wskazemy takie przedziaty o koficach w liczbach
calkowitych, z ktérych kazdy zawiera tylko jeden z tych pierwiastkow.

Zamiast pochodnej w'(x) = 32% — 3 mozemy przyja¢ w, () = 22 — 1, gdyz przy
wyznaczaniu liczby zmian znaku wazne sa tylko znaki wartosci wielomianéw
ciggu Sturma. Obliczamy 2® — 3x — 1 = 2 - (22 — 1) — 22 — 1, wiec przyjmujemy
wy(x) =2z + 1, a poniewaz 22 — 1 = (2 — 1)(2z + 1) — 2, wiec ws(z) = 3.
Budujemy tabelke, w ktérej pierwszym wierszu wypisujemy wybrane liczby
calkowite — beda one koncami przedzialow, w ktorych spodziewamy sie
pierwiastkéw wielomianu w, a w pierwszej kolumnie wypisujemy wielomiany
ciggu Sturma. Pod kazda liczba z pierwszego wiersza wypisujemy znaki
kolejnych wielomianéw, a nizej liczbe zmian znaku.

2 -1]0]2
23— 3z —1 — + | - | +

) 22— 1 rlo |-+
2z + 1 - = 1+1+

. + |+ [+ ]+

Liczba zmian | 3 2 110

7 tabeli odczytujemy, ze po jednym pierwiastku wielomianu w zawiera kazdy
z przedziatéw (—2,—1), (—1,0), (0,2). Sa to oczywiscie wszystkie pierwiastki,
gdyz wielomian stopnia trzeciego nie ma wiecej niz trzy pierwiastki.

Przyklad 2. Rozwazmy teraz wielomian w(x) = z® + 3z — 5. Jako w; (x) mozemy
przyjaé 2 + 1. Poniewaz 23 + 3z — 5 = z - (2% + 1) + 22 — 5, wiec przyjmujemy
wy(x) = —2z + 5. Nastepnie obliczamy 2? +1= (=42 — 2) - (—2z + 5) + Z;
zatem w3(z) = —2. Budujemy tabelke podobng, jak w poprzednim przykladzie,
ale zaczniemy od wyznaczenia znakéw granic wielomianow ciagu Sturma

W —00 i +00.

—00 —+00
2 +3x—5 — +
2+ 1 + +
—2x+5 + -
29 _ _

1
2 1

Wynika stad, ze wielomian w ma tylko jeden pierwiastek rzeczywisty. Obliczmy
liczbe zmian znaku na koncach przedziatu (1, 2).

1] 2| 400
43z —-5 | — | +| +
® +1 + 1+ +
—2z+5 |+ [+ ] -
2 [ I
4
2 1] 1

Jedyny pierwiastek wielomianu w nalezy do przedziatu (1,2).

Maciej BRYNSKI
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KlU.b 44 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrot regulaminu

Kazdy moze nadsylaé¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwiagzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume¢ ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb,
ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji

(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F'), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegdtowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 612, 613
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

612. Na poziomej powierzchni spoczywa klocek o masie m, do ktorego
doczepiono niewazka sprezyne o wspotczynniku sprezystosci k. W pewnej chwili
wolny koniec sprezyny zaczeto ciagnaé tak, ze poruszal sie on ze stalg poziomg
predkoscia v. Jaka droge przebedzie klocek do momentu, w ktérym osiagnie on
predkos$é v? Wspdlezynniki tarcia statycznego i kinetycznego miedzy klockiem
a podlozem wynosza odpowiednio pg i pg, przy czym g > fig.

613. Za pomoca uktadu koncentrycznych zwierciadet otrzymano na ekranie
Rys. 1 ostry obraz Stonca. Promienie krzywizny zwierciadet wynosza R; = 12 cm

i Ry = 30 cm. Jaka jest ogniskowa cienkiej soczewki, za pomoca ktérej mozna
otrzymadé obraz Stonca o takiej samej wielkosci?

Ry
— 0 Rozwigzania zadai z numeru 10/2015
. I ,
R Przypominamy tresé¢ zadan:
B 604. Znalezé opor zastepczy miedzy punktami A i B w obwodzie przedstawionym na rysunku 3.
Opér kazdej krawedzi miedzy weztami wynosi r. Sieé¢ jest nieskonczona w obie strony.
Rys. 2 605. Dwa matle ciala o masach m; i my zwigzane sg nicig o dlugosci [ i poruszaja si¢ bez tarcia
po powierzchni poziomej. W pewnej chwili okazalo si¢, ze cialo o masie mi jest nieruchome,
B a predko$é ciala o masie mo ma warto$é v i jest prostopadla do nici (rys. 4). Jakie jest w tym
momencie naprezenie nici?
604. Uklad jest symetryczny wzgledem plaszczyzny zawierajacej krawedzie
AAl i BBll
A B B B B
Rys. 3 r T T T
e C D
my E F = = T r r T
Y r AT T
A A A
l
Potencjaly weztéw na prostych CD i EF sa jednakowe i réwne
ma
v — Va+ Vs
Rys. 4 - 92 ’
gdzie V4 i Vg sa potencjatlami punktéw A i B. Zatem krawedzie miedzy tymi
weztami mozna usunaé. Réwnowazny obwod sklada sie z dwéch nieskonczonych
obwoddéw polaczonych réwnolegle i rownoleglego do nich opornika rap = 7.
Opdr R kazdego z nieskonczonych obwoddéw nie zmieni sie, gdy dodamy do niego
jeden z powtarzajacych sie elementéw (rys. 5). Wynika stad réwnanie:
r
rR
R=2r4+——.
R+
Szukany opér zastepczy R, calego obwodu otrzymujemy z réwnania:
R = T R
1 1 + 2
R, r R
= Wynosi on
R. — T
Rys. 5 z = \/g
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Rozszerzona czoléwka ligi zadaniowej

Klubu 44 F
po 601 zadaniach
Tomasz Rudny 37,68
Tomasz Wietecha 10 — 29,64
Marian Lupiezowiec 1 - 28,11
Jacek Konieczny 27,92
Michal Kozlik 3 - 26,32
Ryszard WozZniak 22.51
Krzysztof Magiera 3 — 14,40
Karol Lukanowski 11,97
Jacek Piotrowski 2 - 10.49
Andrzej Nowogrodzki 3 - 3,08
Jan Zambrzycki 7,34
Jacek Grela 3,02
Pawel Kubit 1,09
Piotr Maslankowski 0,64
Jedrzej Biedrzycki 0,46

Liczba przed pauzg oznacza krotnos$é
zdobycia 44 punktéw.

///Illlmn\‘"‘

605. W plaszczyznie poziomej nie dzialaja na ciala zadne sily zewnetrzne,
zatem Srodek masy ukladu wyznacza pewien inercjalny uklad odniesienia.
Wektory polozenia cial w ukladzie srodka masy r; i r2 spelniaja zwiazki:

miry + maore = 0 oraz [ = r1 + ro. Stad

lm1
rg = ———.
my + ma
Analogiczny zwigzek spelnia w CMS wektor predkosci ciata drugiego:
miv
vy = ————,
mi + mo

gdzie v jest predkoscia wzgledna cial. Szukane naprezenie nici dane jest wzorem:

mov3 o

N== T
gdzie
- mimso
N my + mo
jest masa zredukowana uktadu.
x % ok

Podczas analizy wspolczynnikéw trudnodci oraz liczby nadsylanych w ubieglym
roku rozwiazan poszczegdlnych zadan nasuwa sie refleksja, ze najlepiej wypadaja
zadania z mechaniki. Uczestnicy Klubu czesto nadsytaja ogdlniejsze niz
oczekiwane rozwiazania probleméw. Tak bylo, miedzy innymi, w przypadku
zadania 596 o zblizajacych sie statkach. Tomasz Wietecha podal pelne
rozwiazanie problemu ,krzywej pogoni”, czesé rozwiazan korzystata z gotowych,
dostepnych w literaturze wzoréw. I zostalo to, oczywiscie, uznane za poprawne,
chociaz moja intencjg byto zachecenie do poszukiwan jak najprostszych
rozwiazan, ktore nie wymagaja zaawansowanego aparatu matematycznego.
Zdarzaly sie jednak zadania, gdzie liczba nadsytanych rozwiazan byta bardzo
mala, lub byly one niepoprawne. Do takich nalezaly zadanie 598 na temat
obwodu pradu zmiennego, zadanie 600 z termodynamiki (tu, by¢ moze, w tresci
nie zostalo wyraznie podkreslone, ze utrzymywane sa rézne temperatury

w dwdch czesciach naczynia), czy zadanie 601 z optyki, gdzie nie nadeszly zadne
rozwigzania — by¢ moze z powodu wakacji? Mam nadzieje, ze zamieszczone

w kolejnych numerach rozwiazania wyjaénily zaistniale problemy. Komentarza
wymagaja chyba zadanie 585 z optyki oraz 595 z termodynamiki. Pierwsza czed¢
zadania z optyki dotyczaca przechodzenia promieni przez polaczone czesci
soczewki z wycietym $rodkiem nie sprawila na ogét trudnosci. Nadsytajacy
rozwiazania zauwazyli, ze po przejéciu przez soczewke naktadaja sie dwie
symetryczne wiazki réwnolegle, tworzace kat o # 0 z osia optyczna. Gorzej bylo
ze znalezieniem odleglosci miedzy prazkami interferencyjnymi na ekranie.
Niektérzy autorzy rozwiagzan uznali, ze skoro soczewka jest cienka, mozna
zaniedbaé roznice fazy zwiazanej z przechodzeniem przez rézne czesci soczewki

i skupili sie na réznicy drég geometrycznych poza soczewka. Tymczasem
promienie wychodzace w zgodnej fazie z punktu P przed soczewka spotykaja sie
rowniez w zgodnej fazie w nieskonczenie odleglym punkcie poza soczewka.

W zadaniu 595 przemiana gazu byla adiabatyczna, ale nieodwracalna, nie mozna
wiec byto korzystaé z prawa dla przemiany adiabatycznej odwracalnej

pV" = const. Dobrze ilustruje to przyklad adiabatycznego rozprezania gazu

do prézni, po usunieciu przegrody rozdzielajacej dwie czesci naczynia. Energia
wewnetrzna tego gazu nie zmienia sie, bo nie ma wymiany ciepla i gaz
rozprezajac sie nie wykonuje pracy. Jezeli jest to gaz doskonaly i mozna
zaniedba¢ oddzialywanie miedzy czasteczkami, nie zmienia si¢ jego temperatura.
Punkty poczatkowy i konicowy takiej przemiany lezg na tej samej izotermie,
chociaz przemiana jest adiabatyczna.

Zadanie 585 bylo, niestety, ostatnim, ktérego rozwiazanie nadestal Pan
Andrzej Idzik. Zmagajac sie ze Smiertelng choroba, ostatnie swoje rozwiazania
w imponujacy sposob wykonywal w pamieci. Byl wielokrotnym weteranem ligi
zadaniowe] Delty. Bardzo brakuje jego zyczliwych komentarzy i na ogdt
wzorowych rozwiazan. Pozostaje w cieptej pamieci redaktoréw Klubu.
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Zadania z matematyki nr 715, 716
Klub 44 Y :
Redaguje Marcin E. KUCZMA

® 715. Dane sa dwie rozne liczby catkowite dodatnie A, B. Wykazaé, ze zbior
wszystkich liczb catkowitych nieujemnych moze by¢ przedstawiony jako suma
— roztacznych zbioréow trdjelementowych, przy czym w kazdym z tych zbioréw

liczba $rodkowa (co do wielkosci) rézni sie od jednej z dwdch pozostatych liczb

® o A, za$ od drugiej o B.

) . o, 716. Dowies¢, ze jezeli a, b, ¢ sa dtugo$ciami bokdéw tréjkata, to
Termin nadsylania rozwigzan: 30 IV 2016

Lista uczestnikéw ligi zadaniowej \/a2b + ab2 — abc + \/bQC + bC2 — abc + \/Cza + CCLQ — abc >
Klub 44 M 1
po zakoficzeniu sezonu > = (a +b+ C) vVa-+b+ec.
(roku szkolnego) 2014/15 2
Pawel Najman - 642,85  Czy wspOlczynnik 1/2 (po prawej stronie) moze byé zastapiony przez liczbe
Marek Spychata - 1-42,75 iek 9
Grzegorz Karpowicz - 1-38,86 WICKSZg -
Jedrzej Garnek - 2-37,64
Krzysztof Maziarz - 35,37  Zadanie 716 zaproponowal pan Pawel Najman z Krakowa.
Jerzy Cisto — 11-35,00
Janusz Fiett - 1-34,33 . . L,
Franciszek S. Sikorski 1 33:77 Rozwiazania zadan z numeru 10/2015
Pawel Kubit — 5-32,53
Stanistaw Bednarek - 1-31,37 Przypominamy tre$é zadan:
Witold Bednarek - 6-30,49
Michal Kozlik - 29,50 707. Niech W(z,y,z) =14 9z(z — y)(x z¢ wszystkie tréjki liczb zespolonych a, b, ¢, dla
Jerzy Witkowski 5-27,02 ktoérych spelnione jest réwnanie W(a,b,c) = W(b,c,a) = W(c,a,b) = 0.
Zbigniew Skalik - 2-24,82
Adam Dzedzej - 2-24,55 708. Dane sa dodatnie liczby calkowite nieparzyste k, m. Niech d = nwd(k + 1, m — 1),
Piotr Kumor - 12-24,43 e=nwd(k—1, m+1), f =nww(d,e). Dowies¢, ze licaba k™ + mPF dzieli sie przez f.
Pawel Duch - 1-24,10
gs;sc?nguigoz‘;lk -t fg:g; 707. Niech a, b, ¢ bedzie jedng z szukanych tréjek. Jasne, ze to sg trzy rézne
Tomasz Wietecha —~  10-18,56 liczby. Tak wiec
Krzysztof Kaminski - 2-17,66
Marcin Kasperski - 3-17,53 W(CL, b, C) — W(b, c, a) 9 9
Janusz Wojtal - 16,17 0= =a” + b* — (CL + b)C
Marcin Matogrosz - 1-16,06 g(a - b)
Legenda (przyktadowo): stan konta 6-30,49 Roéwnowaznie:
oznacza, ze uczestnik juz sze$ciokrotnie (a +b+ C)C _ a2 + b2 4 62.

zdobytl 44 punkty, a w kolejnej

i6dmej dzi 30,49 punktéw. . - C 1l . ‘s
(si6dmej) rundzie ma punitow Cykliczne przesuniecie symboli daje taka sama réwnosé, z wylaczonym poza

Zestawienie obejmuje wszystkich nawias czynnikiem a lub b. Skoro liczby a, b, ¢ s rézne, wynika stad, ze
uczestnikéw ligi, ktérzy spelniaja
nastepujace dwa warunki: a+b+c=0 oraz Cl2 + b2 + C2 -0
— stan ich konta (w aktualnie . . . L. . 3 9 , .
wykonywanej rundzie) wynosi Sa to wiec pierwiastki wielomianu z° — Az + Bz — C' o wspOlczynnikach
- co najmniej 14.1 pun}(tow; o A=a +b+c= 0’ C = abc,
przystali rozwigzanie co najmniej
jednego zadania z rocznika 2013, 2014 a b c 2 _ a2 b2 C2
lub 2015. B:ab+bc+ca:( To+ ) 2( T + ):O
Nie drukujemy wiec nazwisk tych o . 3 . 3 3 3
uczestnikow, ktorzy rozstali sie z liga — czyli wielomianu z° — C. To znaczy, ze a®> = b°> = ¢ = C' = abc.
trzy lata temu (lub dawniej); oczywiscie
Jesli ktokolwick 2 nich zdecyduje sig Réwnanie W (a, b, ¢) = 0 daje teraz ciag réwnosci
wrécié do naszych matematycznych
tamigtéwek, jego nazwisko automatycznie 1 9 3 3
wréci na liste. Serdecznie zapraszamy! (1) 75 = a(a — b) (a — C) = a(a — (70‘)0‘ + bc) = 2a° + abc = 3a ,
Weterani Klubu 44 M (w kolejnosci . . . . L. . . . .
uzyskiwania statusu Weterana): i tak samo dla b i c¢. Tak wiec liczby a, b, ¢ to trzy rézne pierwiastki trzeciego
J. Janowicz (8), P. Kamifiski (5), stopnia z liczby —1/27; czyli np.
M. Galecki (5), J. Uryga (4), 1 1 1 1 1 1 1
A. Pawlowski (4), D. Sowizdrzal, (2) a=—= b= —=(—=4+ 7\/57/ c=—-(—2 - 234
T. Rawlik (6), M. Mazur, A. Bonk, 3’ 3 2 2 ’ 3 2 2 ’
K. Serbin, J. Ciach (5), M. Prauza (4), , . ..
P. Kumor (12), P. Gadziiski (7), z doktadnoécia do permutacji.
K. Jedziniak, J. Olszewski (16),
FIE. swk_rzypik ((zllg)HTK;rnafcki,k Na odwr6t, dla kazdej z szesciu tréjek, uzyskanych przez permutacje tréjki (2),
. Wietecha , T. Jézefczyk, . e, . , , . . P . .
J. Witkowski (5), W. Bednorz, mozna odwrdcié ciag réwnosci (1), i tym samym sprawdzié, ze spelnione jest
B. Dyda (5), M. Peczarski, réwnanie W(a, b, ¢) = 0 (oraz jego cykliczne odpowiedniki).
M. Adamaszek, P. Kubit (5),
J. Cisto (11), W. Bednarek (6), . T . .
D. Kurpi(el )P_ Najman (6) ©) 708. Liczba m* — 1 dzieli sie przez m — 1, wiec i przez d. Wobec
M. Kieza (4), M. Kasperski, nieparzystosci m, liczba k™ + 1 dzieli sie przez k + 1, wiec i przez d. Zatem
K. Dorobisz, A. Woryna, T. Tkocz

suma tych dwéch liczb, czyli mF + k™ dzieli sie przez d. Z symetrii warunkéw
(jesli uczestnik praekroczyl barierg zadania wynika, ze m* + k™ dzieli si¢ takze przez e. W takim razie dzieli sie
44 punktéw wiecej niz trzy razy, . ?
sygnalizuje to liczba w nawiasie). przez hCZbQ f = IlWW(d, 6).
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Pozostali cztonkowie Klubu 44 M
(alfabetycznie):

,dwukrotni”: Z. Bartold, A. Czornik,
A. Daniluk, A. Dzedzej, Z. Galias,

. Garncarek, J. Garnek, A. Idzik,

. Jedrzejewicz, K. Kaminski,
H
J. Lazuka, J. Malopolski, J. Mikuta,
M. Miodek, E. Orzechowski, R. Pagacz,
K. Patkowski, K. Piéro, J. Siwy,

. Skalik, S. Solecki, T. Warszawski,
G. Zakrzewski;

»jednokrotni”: R. M. Ayoush,

S. Bednarek, T. Bieganski,

W. Boratynski, M. Czerniakowska,

. Duch, J. Fiett, P. Figurny, M. Fiszer,
. Gasinski, A. Gluza, T. Grzesiak,
Hryniewiecki, K. Jachacy,

. Jastrzebski, A. Jézwik, G. Karpowicz,
Klisowski, J. Kraszewski,

. Krzysztofowicz, T. Kulpa, A. Langer,
. Latata, P. Lipinski, P. Lizak,
Labedzki, M. Lupiezowiec, W. Maciak,
Malogrosz, J. Mandziuk, B. Marczak,
Marczak, M. Matlega, R. Mazurek,

. Mikotajczak, M. Mikucki,

Milczarek, R. Mitraszewski,

. Mostowski, W. Nadara, W. Olszewski,
. Pikuta, B. Piotrowska, W. Pompe,
Roman, M. Rotkiewicz, A. Ruszel,
Sewartowski, F. S. Sikorski, R. Stowik,
. Smolczyk, P. Sobczak, M. Spychala,
Surduka, T. Szymczyk, W. Szymeczyk,
W. Tobis, K. Trautman, P. Wach,

K. Witek, A. Wyrwa, M. Zajac, Z. Zaus,
K. Zawistawski, P. Zmijewski.

L
P

. Kasprzak, T. Komorowski, Z. Koza,
Z

NFPNgIZg-mggd@r=grtd®

Odszedl Andrzej Idzik. To byl szok dla wszystkich — ta tragiczna wiadomoscia
rozpoczal sie rok 2015. Czytelnicy Delty wielokrotnie spotykali jego nazwisko;
korespondowal z czasopismem nie tylko jako uczestnik ligi zadaniowej. Choé

z liga przede wszystkim. W fizycznej byt jedna z czolowych postaci: rozpoczal
udzial w 1996 roku, jedenastokrotnie zdobyl 44p.; dwunastej rundy nie zdotal juz
ukoniczy¢é. Ostatnie prace to byly rozwiazania zadan z numeru 12/2014 (!).

W lidze matematycznej: start w roku 1999, dwie pelne rundy, ostatnie zadania

z numeru 6/2014. Wiele wdzigku mialy jego prace; troche zartobliwej ironii pod
adresem wtasnych nieporadnosci — jak zwykt je nazywad. ..

Karte zalobna musimy kontynuowaé¢. Kazimierz Serbin nie zyje juz od roku
2007, cho¢ wiadomosé o tym dotarta do nas niedawno. Byl wieloletnim
nauczycielem matematyki (w tym licznych olimpijczykéw) oraz dyrektorem
liceum w Sanoku. W lidze matematycznej zostal Weteranem (trzy pelne rundy);
w roku 1995 przystal swoje ostatnie prace ligowe.

ko k *

Teraz doroczne omoéwienie wybranych zadan. Za niektérymi kryje sie kawalek ciekawej
matematyki. (WT to wspdlczynik trudnosci, LPR to liczba poprawnych rozwiazail.)

Zadanie 683 [Przystajace okregi ki1, k2, punkty przeciecia: A, B; X € k1, Y € ko;

A, B oraz $rodek AB nie leza na prostej XY'; réwnolegtobok X BY Z = okregi (AX Z),
(AY Z) przystaja do ki, ko] (WT = 2,48; LPR = 7). To ostatnie rozwiazanie z ligi
matematycznej, jakie (z pieknym kolorowym rysunkiem) przystal Andrzej Idzik. ..

Inne dobre rozwigzania (S. Bednarek, J. Cislo, P. Duch, J. Olszewski,

J. Garnek, J. Fiett) tez nie r6znily sie wiele od firmowego — dostrzezenie paru
réwnolegltobokéw, analiza katéw. W niektérych pracach rozumowanie bylto bezbtedne
w konfiguracji narysowanej przez autora pracy, a w innych wymagato niewielkich

modyfikacji (np. zamiast réwnosci dwéch katéw — dopelnianie do kata péipetnego).
W jeszcze jednej pracy catkiem odmienne rozumowanie, dzialajace w wybranej
konfiguracji, i niestety zatamujace si¢ przy inne;j.

Zadanie 688 [Ostrostup prawidtowy SABC,

|AB| = |BC| = |CA| =1; punkty X € SA, Y € SB, Z € SC;
Pixy + P3yz + Pizx = Piyz; Vsape =?] (WT = 2,08;
LPR = 14). Trzej uczestnicy: J. Cisto, P. Duch,

J. Olszewski siegneli po najbardziej funkcjonalny orez,
rachunek wektorowy. Mozna sie spieraé, czy jest to cos istotnie
odmiennego od trygonometrii (uzytej w firméwce i w pracach
innych uczestnikdéw) — ale zapisuje sie krétko: oznaczajac

— — —

SX =u, Y =v, SZ = w, mamy 4P3yy = (u x v)?

(i analogicznie dla $cian SY Z, SZX; podnoszenie wektora
do kwadratu w sensie iloczynu skalarnego), i dalej

4Phyy = ((v—u) x (w—w))" =

= (Z(uxv)>2 :4ZP§XY+2W7

cycl cycl

gdzie W = chd(w x u) + (u x v). W mysl warunku zadania,
zachodzi réwnos¢ W = 0. Wystarczy teraz zastosowaé znang,
tozsamoéé (ax b)-(cxd)=(a-c)(b:-d)—(b-c)(a-d), by
po krétkim przeksztalceniu sprowadzi¢ wyrazenie W

do postaci W = Ecycl lall? - |v|| - [[w|| - (¢ = t), gdzie t jest
kosinusem kata $cian przy wierzchotku S ostrostupa; ¢ < 1.
Skoro W = 0, wnioskujemy, ze t = 0, czyli krawedzie SA, SB,
SC' sy parami prostopadle. Stad juz szybko wynik

Vsapc = 55V2.

Zadanie 690 [an, € N; ap =1, a1 > 1,

Ant1 = 1+ (a1 .. .an)/atn/zj; b, = 1/(an+1atn/2j) =
bi+ba+bs+...€Q] (WT =245, LPR=29). Nietrudne —
zrobione przez o$miu uczestnikdéw; wszyscy po prostu obliczyli
sume tego szeregu, réwna 1/a1 (to liczba wymierna, skoro

a1 € N). Stanistaw Bednarek udowodnil, ze — nieco ogdlniej
— jesli ciagi liczb rzeczywistych dodatnich (ar), (An) sa
zwiazane zaleznoscia rekurencyjng ant1 =1+ (a1 ...an)/An,
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przy czym An(ant1 — 1) — oo, wéwczas szereg » . by
o wyrazach b, = 1/(Anan4+1) ma sume réwng 1/a;.

Zadanie 694 [Dlan € N: a(n) = min{ |n — k?|:
S(n)=a(l)+...+a(n); f(n)=Sn)/n =
Vm € N: m = f(n) dla doktadnie trzech n] (WT = 2,95;
LPR = 4(77)). L. Garncarek, P. Kumor, J. Olszewski
(oraz, z luka, W. Tobi$) przystali rozwiazania nie réznigce
si¢ istotnie od firmowego. Autor zadania, Przemystaw
Grabowski, proponowal nieco inny sposéb postepowania:
eksperymentujac, tatwo znalezé (dla ustalonego m) trzy
rozwigzania réwnania f(n) = m, mianowicie n = 9m? — 1,
n = 9m? 4+ 2m. To, ze nie ma innych, mozna uzasadnié,
wyznaczajac przedzialy monotonicznodci i lokalne ekstrema
funkcji f(n); szkic wykresu ponizej.

k € N};

275 r e

15t
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Jest to niezbyt trudne, ale ktopotliwe (J. Cislo, J. Fiett —
luki uzupetnialne). Metode posrednia wybral T. Wietecha —
rozwiazanie pelne, cho¢ rozbite na liczne przypadki; za to
praca zawiera, jako zalacznik, tabele wartosci f(n)

(z doktadnoscia 10™%), recznie wypisana, dla n < 106.
Skwapliwie skorzystaliSmy z tej pomocy, sporzadzajac
wykres :)



Ciekawostka: ciaggu S(n) nie udalo si¢ znalezé w OEIS (The
Online Encyclopedia of Integer Sequences). A ciag
f(n) = S(n)/n tadny, jak widaé¢ z obrazka.

Zadanie 696 [Wyznaczy¢ max{n : In punktéw

na plaszczyznie, ktorych kazde trzy rozpinaja trojkat
réwnoramienny}] (WT = 2,86; LPR = 5). Ciekawa geometria
kombinatoryczna. Rozwigzanie prawie identyczne z firmowym
przedstawil Janusz Fiett. Bardziej uciazliwie, ale zasadniczo
poprawnie (liczne przypadki): Janusz Olszewski, Tomasz
Wietecha. Natomiast dwaj uczestnicy zwrdcili uwage, ze
zagadnienie jest znane — Jerzy Cislo wskazal rozwigzanie:

P. Erdds, L. M. Kelly (Problem E735, The American
Mathematical Monthly, vol. 54, no. 4, pp. 227-229, 1947);

ten sam odsytacz dal Piotr Kumor, od ktérego ponadto
dowiedzieliSmy si¢ o analogicznym zagadnieniu

w przestrzeniach wyzszych wymiaréw, rozwigzanym

w pracach: H. Kido Classification of isosceles eight-point sets
wn 3-dimensional Euclidean space (European J. of
Combinatorics, vol. 27, no. 3, pp. 329-341, 2006) oraz H. Kido
On Isosceles Sets in the 4-Dimensional Fuclidean Space
(Hindawi Publishing Corporation, Intl. J. of Combinatorics);
http://www.hindawi.com/journals/ijcom/2010/803210/

W R? (nasze zadanie) szukane maksimum wynosi 6 i jest
realizowane przez wierzchotki pieciokata foremnego i jego
$rodek. Z prac Kido wynika, ze w R® maksimum wynosi 8,

w R* za$ 11; realizacja w R3: bieguny i érodek sfery oraz
wierzchotki pigciokata foremnego na réwniku (trzeba dopuscié
stréjkat” zdegenerowany do tréjki wspotiniowej).

Zadanie 700 [Czy Vg: N—= N (zg(1)=1)3f: N> N
Vm,n e N: (f(n) > gn) & (mLn=

f(mn) = f(m)f(n)) 7] (WT = 2,75; LPR = 5). Konstrukcja
funkcji f identyczna, jak w rozwigzaniu firmowym:

S. Bednarek, J. Cislo, J. Fiett, L. Garncarek,

P. Kumor.

Zadanie 702 [F,(t) = t" 4+ (t + 1)" = istnieje

nieskonczenie wiele n € N, dla ktérych réwnanie

Fs,(x) = Fn(y) nie ma rozwiazan catkowitych z,y > 1]

(WT = 3,44; LPR = 2). To sie zaczelo przed ¢wieréwieczem.
Marcin Mazur, wowczas doktorant w Instytucie
Matematyki UW, postawil hipoteze, ze dla n > 2 réwnanie
Fon(z) = F,.(y) nie ma rozwiazah (z,y) € Z%, w ktérych

|z| > 1 lub |y| > 1. Potrafil wykazaé, ze jesli (dla

ustalonego n) takie rozwiazania istnieja, to jest ich tylko
skonczenie wiele — i taka teze zaproponowal dla naszej ligi.
Zadanie ukazalo si¢ z numerem 194 (Delta 8/1989;
rozwiazanie autora: Delta 5/1992). Nawet tak okrojona tresé
okazata sie za trudna dla éwczesnych uczestnikow. Jako
jedyne w historii ligi otrzymato WT = 4,00. Roczne
omoéwienie tego zadania zaczynalo sie stowami: Ten rekord
jest juz mie do pobicia. . .

Eksploracje problemu podjatl niedawno Piotr Kumor,
uzyskujac wynik, ktéry zaproponowal jako obecne

zadanie 702. I on, i redaktor ligi, byli przekonani, ze
przypomnienie zadania 194 (przy podaniu tresci zadania 702)
stworzy jedyna szanse, by ktokolwiek je rozwigzal. Dwaj
uczestnicy sprostali wyzwaniu. Obaj wykazali, ze réwnanie
nie ma rozwiazan, gdy n > 2 jest liczbg pierwszq. Rozwiazanie
firmowe tez wskazuje te samag serie; metoda z rozwigzania
zadania 194 jest przydatna (fragment tamtego rozwiazania
zostal skopiowany w ,firméwce” 702).

Janusz Olszewski odnalazt 6w numer archiwalny i powotat
sie na szacowanie, uzyte w tamtym rozwiazaniu. Jerzy Cislo
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nie odnalazt owego numeru i zrobil zadanie od zera (ta sama
metoda) — przy okazji zauwazajac, ze teze zadania 194 takze
uzyskal. W latach 1986—2000 pan Jerzy w lidze nie brat
udziatu; widaé, ze gdyby bral, zadanie 194 miatoby

WT <4 (1)

Piotr Kumor kontynuuje badanie tego rownania. Znalazt
inne nieskonczone serie wyktadnikéw n, dla ktérych brak
rozwigzan. Uzyskal dalsze interesujace wyniki, ukazujace
dwoista (analityczno-algebraiczng / teorio-liczbowa) nature
problemu: jesli n > 2 oraz (z,y) € N2 jest rozwigzaniem, to
réznica 7 = y — (2 4 x) speltnia nieréwnosé

vn+l-2<r<(n—2)/2,

przy czym dla ustalonej wartosci r moze istnie¢ co najwyzej
jedno rozwiazanie; jesli ponadto n > 3 jest liczba nieparzysta,
to roznica r dzieli sie przez iloczyn wszystkich liczb
pierwszych p takich, ze p — 1 jest dzielnikiem n — 1; te wyniki
daja znaczace oszacowanie liczby (ewentualnych) rozwiazain.
Dalsze wyniki: jesli iloczyn, wzmiankowany w ostatnim zdaniu,
przekracza (n — 3)/4, to réwnanie ma nie wigcej niz jedno
rozwiazanie; a gdy przekracza (n — 3)/2, rozwiazan nie ma.

No, ale czy dla jakiegokolwiek n > 2 rozwiazania z x,y > 2
w ogolle istnieja? Problem nadal otwarty. . .

Zadanie 703 [Czworokat wypukly ABCD, <A = <C < 90°;
PeAB™, Qe AD™, |CP|=1|CQ| =|CA| =

|PQ| < obwod(AABD)] (WT = 3,00; LPR = 4).

L. Garncarek, P. Kumor, J. Olszewski — firmowo.
Stanistaw Bednarek — inaczej, i bardzo efektownie:
budujemy romby ACPC:, ACQC: (wigc |BC1| = |BC|,
|DC>| = |DCY); powstal réwnolegtobok C1PQC5, a zatem

|PQ| = |C1Ca| < |C1B| + |BD| + |DCa| = obwéd(ACBD).

Teza? Nie — bo to nie ten tréjkat.

No to zamieniamy rolami punkty A i C'. Na potprostych
CB™, CD™ znajdujemy punkty P’, Q' tak, by okrag
(CP'Q’) mial $rodek A (podobnie jak okrag (APQ) mial
srodek C'). Z konkluzji poprzedniej czesci wnosimy, ze

|P'Q’'| < obw6d(AABD). Ale |P'Q’| = |PQ]|, bo to cigciwy
przystajacych okregéw (APQ), (CP'Q’), podpierajace réwne
katy wpisane PAQ, P'CQ’. Teraz to juz naprawde teza — i to
wzmocniona: |PQ)| nie przekracza obwodéw obu tych
tréjkatéow (ABD i CBD).

Autor tej ciekawej pracy zwrocit ponadto uwage, ze w tresci
zadania AB™, AD™ nalezy rozumieé jako pélproste otwarte,
tj. bez punktu A (gdyby dopuscié mozliwosé P = A lub

Q = A, punkt C przestaje byé¢ srodkiem okregu (APQ) i teza
si¢ zalamuje — o przyklady nietrudno).



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Kwantowa nieodwracalnosé

Nieodwracalno$¢ proceséw makroskopowych jest ewidentna. Z jajek tatwo
zrobi¢ jajecznice, a odwrotnego procesu jakos nie udato sie dotad
zaobserwowaé. Z drugiej strony nieodwracalnos¢ jest jednym z najbardziej
zastanawiajacych fenomenéw fizycznych, bo mikroskopowe prawa fizyki,
tak klasycznej, jak kwantowej nie wyrdzniaja strzalki czasu.

Zgodnie z drugim prawem termodynamiki kierunek uptywu czasu jest
wyznaczony przez wzrost $redniej entropii. Otwartym pytaniem pozostaje,
kiedy i jak mikroskopowa odwracalnos¢ przechodzi w makroskopowa

nieuchronnosé.

Jedna z drég prowadzacych do odpowiedzi jest badanie (nie)odwracalnosci
proceséw zachodzacych w ukladach coraz bardziej ,kwantowych”. A pierwszy
prawdziwie kwantowy pomiar zostal wlagnie przeprowadzony [1].

Badanym ukladem kwantowym byt qubit
(poléwkowego) spinu jadra atomu wegla 13C cieklego
chloroformu (CHCl;3). Prébka byta umieszczona

w bardzo silnym jednorodnym polu magnetycznym

i jednoczes$nie wewnatrz cewki umozliwiajacej
sterowanie i pomiar metoda NMR (jadrowego
rezonansu magnetycznego).

Stan poczatkowy byl przygotowywany poprzez
odpowiednig sekwencje pulsow radiowych ustalajacych
temperature na 7' = (75 £ 3) nK (co odpowiada
czestosel kpT'/h = (1,56 £ 0,07) kHz). Nastepnie uklad
wytracano z réwnowagi poprzez impuls o zmieniajacej
sie liniowo amplitudzie i fazie o catkowitym czasie
trwania 7 od 100 do 700 mikrosekund, czyli duzo
krétszym niz charakterystyczne czasy relaksacji
badanego uktadu (nie mniejsze niz 1/3 sekundy).

Po osiagnieciu réwnowagi, ale juz ze zmienionym
ustawieniem kierunku $redniej magnetyzacji, byt
ponownie wytracany za pomocg odwrdconego w czasie
impulsu.

Sredni@ zmiane entropii okreslano na dwa sposoby.

Po pierwsze, trajektoria sredniej magnetyzacji byta
mierzona (21 pomiaréw pokrywalo czas trwania
pojedynczego impulsu) za pomoca tzw. tomografii
stanu kwantowego, co pozwolilo na okreglenie przebiegu
wzglednej entropii Kullbacka—Leiblera miedzy
odpowiadajacymi sobie chwilami procesu i jego
odwroconej w czasie wersji.

Po drugie, mierzona byla $rednia zmiana entropii
poprzez pomiar interferometryczny mozliwy dzieki
wykorzystaniu pomocniczego qubitu spinu jadra
wodoru tej samej czasteczki chloroformu. Detale tego
pomiaru zostaly szczegbélowo opisane w obszernym
dodatku do publikacji [1]. Dzigki temu, ze czestosé
precesji Larmora jest cztery razy wigksza dla jadra
wodoru niz dla jadra wegla, mozliwe jest niezalezne
obracanie obu spinéw pozwalajace na dobieranie czasu,
w ktérym przez oddzialywanie spin-spin informacja jest
przekazywana z badanego qubitu do qubitu
pomocniczego, a nastepnie odczytywana.
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Wyznaczona w ten sposéb srednia wartosé entropii dla
danego czasu trwania impulsu 7 zgadza sie

z odpowiadajacymi mu pomiarami przebiegu wzglednej
entropii Kullbacka-Leiblera. Zgodnie z oczekiwaniem
najwiekszy poziom wzrostu entropii jest widoczny dla
najkrétszego czasu trwania takiego (wytracajacego

ze stanu réwnowagi) impulsu. Dla 7 powyzej 300 us
obserwowany jest zanik zaleznosci — wzrost $redniej
entropii ustala sie (w granicy niepewnosci pomiarowej)
na poziomie okoto pigciokrotnie mniejszym niz dla
najkrétszego z badanych czaséw.

W podsumowaniu pracy [1] autorzy interpretuja
zgodno$¢ pomiaru dodatniej $redniej entropii
produkowanej w trakcie calego cyklu z pomiarem
odlegtosci miedzy stanami obserwowanymi w trakcie
trwania wymuszonego procesu oraz jego odwroconej
w czasie wersji, jako pojawianie sie strzatki czasu

w procesie zrealizowanym w ramach nieréwnowagowej
termodynamiki kwantowe;j.

W dyskusji fizycznych podstaw obserwacji
nieodwracalnosci w zamknietym uktadzie kwantowym
autorzy wskazuja na niezbedno$é¢ uwzglednienia

w opisie nie tylko odwracalnych réwnan ruchu
(r6wnania Schrédingera), ale réwniez postaci
konkretnego stanu poczatkowego.

To wtasnie wybodr stanu poczatkowego prowadzi do
nieodwracalnosci, ktéra jest tym wyrazniejsza,

im bardziej nieréwnowagowy jest wymuszany proces.
Zerowy $redni wzrost entropii mégtby by¢
obserwowany tylko w przypadku przejscia idealnie
rownowagowego.

W wywiadach autorzy jednak przyznaja, ze choé

wykazali ,wylanianie sie strzalki czasu na poziomie

kwantowym”, to nie oznacza to uchwycenia,

na poziomie doswiadczalnym, tego, co ja wywotuje.
Piotr ZALEWSKI

[1] B. Batalhdo, A.M. Souza, S.Sarthour, I.S. Oliveira, M. Paternostro,

E. Lutz, oraz R.M. Serra; Irreversibility and the arrow of time in
a quenched quantum system; PRL 115, 190601 (2015).



Prosto z nieba: Ocean pod lodem

Cassini znowu nadaje! Oto garsé nowych wiadomosci z okolic
Saturna, gdzie sonda Cassini wykonuje od ponad 10 lat
niezwykle ciekawe obserwacje planety i jej ksiezycoéw
(poczatek misji w 1997 roku, jednak prawdziwe badania
zaczely sie po siedmioletniej podrézy w 2004 roku). Wspélna
misja NASA, ESA i wloskiej agencji kosmicznej ASI
dostarczyta m.in. bardzo doktadnych zdjeé pierscieni
Saturna, w ktérych na naszych oczach formuje si¢ nowy
ksiezyc, dynamicznie zmieniajacych sie jezior i okolic
biegunowych Tytana, oraz mnoéstwa detali skalistych

i lodowych powierzchni ksiezycow, np. dziwacznego
réwnikowego zgrubienia (grzbietu gérskiego) na Japecie.

Ostatnie wiadomosci dotycza geologicznie aktywnego,
lodowego ksiezyca Enceladusa. Od pewnego czasu
podejrzewano, ze pod powierzchnia znajduje sie ocean

ciektej wody, poniewaz w okolicy poludniowego bieguna
ksiezyca znajduja sie aktywne obszary, ktére mozna poréwnaé
do lodowych gejzeréw (,,dzetéw” ). Pidropusze krysztatkéw lodu
wyrzucane sa na odlegto$é 2000 km od powierzchni. Mechanizm
napedzajacy ,dzety” jest znany dopiero od niedawna. Analiza
danych ruchu Enceladusa zebranych w ciaggu ostatnich 10 lat
nie pozostawia watpliwosci, ze powierzchnia ksiezyca oscyluje
wokot srodka masy. Mozna sie tego spodziewaé¢ w przypadku,
gdy lodowa skorupa nie jest polaczona z jadrem ksiezyca,

lecz plywa po powierzchni oceanu. Ciekly ocean znajduje

sie, wedtug szacunkéw, okoto 30 km pod powierzchnia.

Niebo w lutym

Luty jest miesigcem, w ktorym prowadzenie obserwacji

nie nalezy do prostych zadan. Wtedy czesto mamy
najostrzejsza zime, wiec noce bywaja bardzo mrozne.
Dodatkowo wystepuje stosunkowo niewiele ciekawych zjawisk
na niebie, a obiekty, ktore mozna obserwowac, sa albo
niewielkiej jasnosci, albo dostepne dopiero tuz przed switem.
Dzisiejszy artykul dedykujemy zatem tym z mitosnikéw
nocnego nieba, ktérym nie sg straszne ani mrozy, ani
obserwacje do samego rana.

7 II Merkury znajdzie si¢ w maksymalnej elongacji
zachodniej (elongacja jest odleglosciag katowa pomiedzy
Stoficem a dang planeta). Merkury jako planeta wewnetrzna
Uktadu Stonecznego nigdy nie znajduje si¢ dalej od Stonca
niz 29°. Osigga wtedy najwieksza mozliwg jasnosé, czyli jest
dobrym celem do obserwacji. Pod koniec pierwszego tygodnia
lutego jasno$¢ Merkurego wyniesie 0™, a bedzie on widoczny
na poludniowo-wschodnim niebie. Warto pamietac

o odpowiednim, cieptym ubraniu oraz termosie z goraca

i mocng kawa, gdyz Merkurego w trakcie jego maksymalnej
elongacji bedzie mozna podziwia¢ dostownie na chwile

przed $witem.

Dtugie lutowe noce zdecydowanie warto wykorzystaé

do obserwacji planetoid i planetek kartowatych. Obiekty te
ze wzgledu na niewielkie jasnosci dostepne beda dla
posiadaczy lornetek lub matych teleskopéw i w zwiazku

z tym stanowig, dobry ,poligon doswiadczalny” do nauki
obserwacji za pomoca malych instrumentéw optycznych.
(1) Ceres, pierwsza odkryta planetoida z Pasa Gtéwnego
Planetoid, czyli z obszaru znajdujacego sie pomiedzy
Marsem i Jowiszem, niestety, obecnie nie bedzie dostepna
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Ruch skorupy wzgledem jadra ksigzyca dziala podobnie
do pompy, zapewniajac dzialanie biegunowych gejzeréw.

Cassini wykonal takze pod koniec pazdziernika ubiegltego
roku przelot bardzo blisko Enceladusa. Satelita przeleciat

w odleglosci jedynie 50 km nad powierzchnia ksiezyca w taki
sposéb, by znalez¢ sie jak najblizej lodowych chmur
wydobywajacych sie spod zamarznigtej skorupy. Poprzednie
bliskie przeloty wykonano w 2008 roku w odlegtosci jedynie
25 km w okolicy réwnikowej oraz w 2012 roku, gdy Cassini
zblizyt si¢ do potudniowego bieguna Enceladusa, przelatujac
w odlegtosci 74 km. Niedawny przelot umozliwit
dokladniejsze niz poprzednie pomiary magnetosfery i plazmy
okotoksiezycowej, a takze zbadanie wlasciwosci czastek
tworzacych piéropusze, m.in. dokladne skatalogowanie
molekut organicznych znajdujacych sie w oceanie. By tego
dokonaé, Cassini zostal wyposazony w specjalny spektrometr
masowy do badania niskoenergetycznych jonéw i czastek
neutralnych. Gaz i czastki wyrzucane spod powierzchni
Enceladusa sa, wedlug planetologbéw, zrédlem materiatu
tworzacego rozlegly, lecz bardzo rzadki pierscienn E. Czas
zycia pierécienia szacuje sie na od 10 tys. do 1 mln lat,
zatem ciagte dostawy mikroskopijnego lodowego pytu
zapewniane przez Enceladusa, ktory znajduje sie wewnatrz
pierscienia, gwarantuja jego istnienie. Dzigki ciagtym
obserwacjom Cassiniego poznajemy zatem coraz lepiej

nie tylko same ksiezyce, ale i caly uklad Saturna.

Michat BEJGER

do obserwacji z terenu Polski. Natomiast trzy kolejne
planetoidy juz zdecydowanie tak. (2) Pallas, druga odkryta
planetoida z Pasa Gléwnego, o jasnosci okoto 10,5™,
znajdowad sie bedzie na tle gwiazdozbioru Orta na wschodnim
niebie. To dla najwytrwalszych obserwatoréw, gdyz
widoczna bedzie tuz przed switem. Trzecig odkryta
planetoida Pasa Gléwnego jest (3) Juno, dostepna w drugiej
polowie nocy, jej jasno$é¢ bedzie wynosi¢ okoto 10,9™

i znalez¢ jg bedzie mozna miedzy gwiazdozbiorami Wagi

i Panny, na wschodnim niebie. Dla tych, ktorzy nie lubig
marzna¢ podczas dtugich zimowych nocy, dobrym obiektem
bedzie (4) Vesta. Dostepna do obserwacji bedzie w pierwszej
potowie nocy, widoczna pomigdzy gwiazdozbiorami
Wieloryba i Ryb, na zachodnim niebie, a jej jasnos¢ bedzie
wynosi¢ okoto 8,3™. Obiekt ten znajdowaé sie bedzie

w bliskim sasiedztwie Urana, na ktérego takze warto zwrdcié
uwage, prowadzac obserwacje tego fragmentu nieba. Kazdy,
kto darzy sentymentem zdegradowanego do planety
kartowatej Plutona, powinien spojrzeé tuz przed $witem na
gwiazdozbiér Strzelca. Plutona bedzie mozna obserwowaé

w towarzystwie Wenus i Merkurego, jednak do obserwacji
zdecydowanie przyda sie maly teleskop, gdyz jego jasnosé
wynosi¢ bedzie zaledwie 14,2™.

Luty nie sprzyja, niestety, mito$nikom spadajacych gwiazd.
Do obserwacji z terenu Polski nadaja sie wtedy tylko dwa
$rednio aktywne roje: Lutowe Leonidy oraz Delta Leonidy.
Oba roje maja swoj radiant w gwiazdozbiorze Lwa, jednak
ich aktywnos¢ na poziomie raptem 2-5 meteoréw na godzine
powoduje, ze mogg stanowic cel obserwacji jedynie dla
najwytrwalszych pasjonatow meteoréw.

Karolina BAKOWSKA



\\ Symbol Newtona (Z) dla liczb catkowitych n, k > 0 oznacza liczbe sposobéw

wybrania zbioru k elementéw sposréd n. W szcezegdlnosci (g) = (Z) =1.

‘O iQ' Trojkatne dowody Joanna JASZUNSKA
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Ze zbioru (n + 1)-elementowego z jednym elementem wyréznionym k + 1 elementéw
mozna wybraé, biorgc wyrdzniony element i k z pozostatych n, albo wybierajac

v
< wszystkie k + 1 spoéréd n niewyréznionych. Stad (Z_ﬁ) = (Z) + (kil)
Z symboli Newtona mozna zbudowaé trdjkgt Pascala (rys. 1), w ktérym w n-tym
Kazda jedynka précz (g) tez spelnia wierszu (numerujac od 0) stoja kolejno wartosci (g), (Tll), ces (Z) Na mocy

warunek (%): jest sumg jedynki nad nia  powyzszych wzoréw liczby wzdluz ramion tréjkata sa rowne 1, a wewnatrz
i trz tréjkata. L . P . .
! umownego zera na zewnatrz trojrata kazda liczba jest sumq dwdch liczb stojgcych nad nig ().

Korzystajac z trojkata Pascala i wlasnosci (x) mozna udowodnié¢ wiele tozsamosci.

()1 1. f: (Z) =2 oraz i(—nk(;’) =0dlan>0.
@1 @ ; ()1 2. i(:@)@i)

2 3

5 5 5 5 5 5 k=1 k=1

-1 G5 G100 ()10 @5 (-1 W s
- <n> (2n>
Rys. 1. Na dalszych rysunkach liczby oznaczamy kropkami. ) =0 k n)

Rozwigzania
. R1. Dla n =0 suma (Z) rowna jest (8) =1 =29 W kolejnych wierszach,
R ° . ° R na mocy (%), suma liczb jest dwukrotnodcia sumy poprzedniego wiersza (rys. 2),
/ / / / uzyskujemy wiec kolejne potegi dwojki.
® Suma (Z) dla k parzystych réowna jest sumie (Z) dla k nieparzystych (i réwna sumie

Rys. 2 wyrazéw poprzedniego wiersza, rys. 3). Stad réznica tych dwdch sum daje zero. O

R2. Sumujemy wyrazy jak na rysunku 4, od géry, korzystajac z (x). O

n n
k 1
° ° ° R3. Z rysunku 4 i z poprzedniego zadania T, = Z k= Z < ) = (n N ) oraz

NN 1 A
n n n—+
Rys. 3 ZTk:Z(k;1>=Z<§>:(ng2).D
k=1 k=1 k=2
o R4. Element (2:) jest drodkowym wyrazem wiersza numer 2n. Na mocy (*) jest
on sumg dwbéch wyrazdéw nad nim, a wiec tez suma trzech wyrazéw o dwa wiersze
. o . wyzej, przy czym srodkowy z nich liczymy dwukrotnie. Stad jest takze suma
° e ° ° czterech srodkowych wyrazoéw jeszcze wyzszego wiersza, liczonych z krotnosciami
odpowiednio 1, 3, 3, 1, itd. Na rysunku 5 zilustrowano uzyskane w ten sposéb dwa
Rys. 4 »przenikajace sie” tréjkaty Pascala — wyjsciowy oraz drugi ,,do gbry nogami”,
oznaczajacy krotnosci, z jakimi liczy¢ nalezy wyrazy z coraz wyzszych wierszy.

° Trojkaty te maja wspélny n-ty wiersz i stad (2:) jest suma wyrazoéw tego wiersza,

° ° ° liczonych z krotnosciami odpowiadajacymi im samym, co konczy dowdd. [

Zadania domowe

° L L k _(n+2
5. Wykaz, ze Z (m>(nk+1) <m+2>'

k=m

6. Niech 0 < a,b € N. Wyznacz sume tych (Z), dla ktorych n — k < a oraz k < b.

Wskazéwka 5 @ 6. Zinterpretuj szukane sumy na trdojkacie Pascala i skorzystaj z zadania 2.

7. Niech S, = @Z) Wykaz, 7 Spy1 =3 23" — S,
k=0

Wskazowka 7. Przyda si¢ zadanie 1 oraz rozumowanie jak w rozwigzaniu zadania 4.
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