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Moja przygoda z najnowsza historig matematyki

O Thurstonie i hipotezie geometryzacyjnej
mozna przeczytaé¢ w Delcie 1/2013.

*Instytut Matematyki, Wydziat
Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Pawel STRZELECKI®

Wybitny rosyjski geometra Michail Gromow powiedzial kiedys w dokumentalnym
programie telewizyjnym po$wieconym Perelmanowi, ze proba opowiadania
zwyklemu odbiorcy o mocno zaawansowanej matematyce jest jak wspélna analiza
chinskiego tekstu z kim$, kto chinskiego nie zna; po prostu nie nalezy tego robic.
Skorzystam tym razem z tej rady (o Perelmanie i historii jego dokonan pisalem

w Delcie 1/2004, a takze w ostatnim rozdziale Matematyki wspdlczesnej dla
my$lacych laikéw 1 od merytorycznej strony nie mam nic istotnego do dodania).

7 Czytelnikiem podziele sie kilkoma wrazeniami, ktore — za sprawg historii
Perelmana i jego dowodu otwartej od 1904 roku hipotezy Poincarégo oraz
pozniejszej o 80 lat hipotezy geometryzacyjnej Thurstona, dowodu uznanego przez
Science za naukowy przetom roku 2006 — sa ze mna od lat i chyba mocniej
ksztaltuja moje poglady niz czysto matematyczna tre$¢ tej historii.

1. W koncu sierpnia 2003 roku, wréciwszy do Bonn, gdzie wtedy przez chwile byt
moj dom, z gérskich wakacji przerwanych tygodniowym pobytem na konferencji
w Oberwolfach, przeczytalem maila od Witka Sadowskiego, 6wczesnego redaktora
dzialu matematyki w Delcie, z pytaniem, czy nie miatbym pod reka jakiegos
artykuhu. Pomyslatem od razu, ze musze napisa¢ o Perelmanie.

Odczuwalem wtedy bardzo intensywnie, ze solidny kawal matematyki zmienia sie
na moich oczach. Podczas sierpniowego tygodnia w Oberwolfach, mimo
koszmarnego upatu i napietego konferencyjnego programu, dlugo w noc
stuchalismy dodatkowych wykladéw; Gerd Huisken i Klaus Ecker, niemieccy
specjaliSci z pogranicza geometrii rézniczkowej i analizy matematycznej, prébowali
zawodowej, ale wcale nie tak wiele rozumiejacej publicznosci wyttumaczyé, co

(a raczej: jakim sposobem) zrobil wlasnie Grigorij Jakowlewicz Perelman. Do dzi$
to zywo pamietam. Chyba nigdy w Zyciu, z zadnej innej okazji nie mialem az tak
silnego wrazenia, ze doSwiadczam czego$ historycznego. Rézne odpryski i aspekty
tamtej historii towarzysza mi do dzis.

Wtedy, w 2003 roku, postapilem wbrew zaleceniu Gromowa i sprobowatem
opowiedzie¢ takze o matematyce. Dzigki Delcie i temu, co w jej nieco
wezedniejszych numerach Czytelnicy mogli znalezé, bylo to mozliwe. Przypomne:

— 7z tekstu Jarostawa Goérnickiego z Delty 6/1995 Czytelnik Delty dowiadywal sie,
jak wyglada pelna lista zwartych, orientowalnych rozmaitosci dwuwymiarowych,
tzn. takich powierzchni, ktére maja dwie strony, ale nie maja ani brzegu, ani
zadnych naktué czy rozcigé¢, ani powyciaganych nieskonczenie daleko odnég;

— po informacje, co to sa rozmaitosci tréjwymiarowe (mozliwe formy naszej
przestrzeni, lokalnie, w matych fragmentach, przypominajace do ztudzenia zwykla
tréjwymiarows przestrzen), moglem odestaé do artykulu Zbigniewa Marciniaka

z Delty 5/1997;

—w Delcie 8/2000 sam napisalem o siedmiu problemach milenijnych Instytutu
Claya, z nagrodami po milionie dolaréw od sztuki;

— wreszcie, w Delcie 4/2003 (tzn. czystym przypadkiem akurat wtedy, gdy sam
Perelman opowiadal o swoim dowodzie na kilku amerykanskich uniwersytetach —
prosze jednak pamietaé, ze cykl wydawniczy Delty jest do§é dlugi) znajduje sie
artykul o ptynacych krzywych i powierzchniach, z opowiastka o tym, co si¢ dzieje,
gdy wprawimy je w ruch ze zmienna, zalezna od krzywizny predkoscia (to akurat
tatwo powiedzieé¢: krzywe zamkniete, choéby najbardziej fantazyjnie poskrecane,
poruszajac sie z predkoscia rowng krzywiznie, zaczynaja stopniowo przypominaé
idealne okregi; powierzchnie dwuwymiarowe wprawione w naturalny ruch
podobnego typu moga doznawaé katastrof i rozpadaé sie na czesci, bo waskie

i dlugie rureczki kurcza si¢ duzo szybciej niz kuliste, duze bable).

2. Perelman uciele$nia irytujace opinie o romantycznych, zdziwaczalych geniuszach
zajmujacych sie matematyka. Jako szesnastolatek zdobyl w 1982 roku zloty medal
(i komplet punktéw!) na Miedzynarodowej Olimpiadzie Matematycznej. W wieku
24 lat obronil w Leningradzie doktorat. Przed trzydziestka pisal sazniste prace
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Gdyby kilkanascie lat wczesniej, gdy sam
konczyltem studia matematyczne, ktos
powiedzial mi, ze w przewidywalnej
przysztoéci owa hipoteza zostanie
udowodniona, i to dzigki pomystowi, zeby
wyréwnac ksztalt rozmaitosci, poddajac
ja naturalnemu ruchowi opisanemu
réwnaniami rézniczkowymi czastkowymi
przypominajacymi réwnanie ciepla i ze
w rozwiagzaniu bedzie wiecej geometrii
rézniczkowej i twardej analizy niz
topologii, z ktérej problem pochodzi,
uznalbym to za marne science-fiction.
Zycie jest jednak bogatsze niz pomysty
marnych autoréw oraz przekonania
niedowiarkéw takich jak ja,

a w matematyce chodzi o rozwiazywanie
probleméw i wszelkie metody, wszelkie
chwyty, wszelkie wariackie i dalekosiezne
pomysly sg dozwolone — pod warunkiem,
ze ma si¢ dos¢ sily, zeby je realizowaé.
Perelman miat.

John Ball, 6wczesny przewodniczacy
Miedzynarodowej Unii Matematycznej,
wspominal o mitych, ale bezskutecznych
rozmowach z Perelmanem, ktérego,
pojechawszy do St. Petersburga, usilowal
naklonié¢ do przyjecia medalu i wizyty
na kongresie.

z najlepszymi, grubo starszymi radzieckimi kolegami po fachu. Lata 1992-95
spedzil w USA, w Nowym Jorku, Stony Brook i Berkeley. Tam poznal

m.in. Richarda Hamiltona, autora pomyshu z pogranicza marzen, aby
tréjwymiarowe rozmaitos$ci wprawiaé w ruch z predkoécia zalezng od tensora
krzywizny (tak zwany potok Ricciego) i udowodnié hipoteze Poincarégo dzieki
temu, ze potok Ricciego lokalnie wygladza ksztalty i niweluje wszelkie faldki
sprawiajace, ze rozmaitos¢ — moze sfera, moze torus, moze inne fantazyjne
dziwactwo — zaczyna wygladaé bardzo symetrycznie i rownomiernie.

Problem w tym, ze po drodze takie fantazyjne dziwactwo doznaje osobliwosci,
wpada samo na siebie, zweza sie i kurczy, wiec trzeba o rozwigzaniach réwnan
ruchu my$le¢ nieszablonowo, zapobiega¢ pojawianiu sie osobliwosci, umieé¢
przewidzie¢ ich nadejécie, umieé zrobi¢ cos pozornie niemozliwego: przedtuzyé¢ ruch
poza osobliwosé, ktora jako taka do gtadkiego swiata geometrii rézniczkowe;j

nie nalezy. Hamilton nie potrafil tego projektu zrealizowaé w calosci.

W 1995 roku Perelman wrécil do rodzinnego miasta (o zmienionej nazwie) i spedzil
kolejne 7 lat w Instytucie Stieklowa, zmagajac sie z realizacja pomystu Hamiltona.
Miedzy listopadem 2002 a lipcem 2003 roku udostepnit w Internecie trzy preprinty,
w ktérych anonsowal dowdd hipotezy geometryzacyjnej Thurstona. W ostatnim,
napisanym juz po pobycie z wykladami w Stanach, wskazywal, jak uprosci¢ dowod
w przypadku, ktéry dotyczy jedynie hipotezy Poincarégo.

3. Miedzy rokiem 2003 a 2006 kilka silnych zespoléw matematykéw przebrneto
przez zwiezle zapisane dowody Perelmana, i napisalto ich swoje, znacznie dtuzsze

i bardziej szczegdlowe wersje. Dlaczego dtuzsze? Czy chodzilo o latanie luk? Otéz,
wydaje sie, ze nie: z lektur i z rozméw z paroma kolegami ze Swiata, ktérzy byli
blisko tego procesu, wyniostem wrazenie, ktére moge najprosciej opisa¢ za pomoca,
poréwnania: bylo tak, jakby sprawdzajacy wspinali sie w goérach droga, skapo przez
zdobywce opisang i ponoé raz przebyta; czasem trzeba si¢ nameczy¢, napocié,
cofnaé, zeby zrozumieé, co znaczy fraza ,teraz 40 m trawersem w prawo w gore
przez gladkie, nastromione plyty”, potem jednak, gdzies wyzej, widaé stary hak
zdobywcy, zostawione przez niego skérki pomaranczy i nastepny fragment Sciany,
weczesniej niewidoczny, lecz idealnie do opisu pasujacy. Po serii takich zdarzen nikt
nie uwaza, ze é6w opis drogi to produkt fantazji ambitnego grafomana, ktéremu sie
tylko wydaje, ze jednak gdzie$ byl. Nie, naprawde tam byt.

W czerwcu 2006 roku dwaj chiniscy matematycy, Xi Ping Zhu i Huai Dong Cao,
opublikowali w Asian Journal of Mathematics ponad dwustustronicowa prace

z takim streszczeniem: Podajemy tu dowod hipotezy Poincarégo i hipotezy
geometryzacyjnej. Niniejsza praca korzysta z sumy osiggnie¢ wielu matematykow,
ktorzy w ostatnich 30 latach zajmowali sie analizg geometryczng. Dowdd nalezy
uznac za ukoronowanie teorii Hamiltona i Perelmana, opisujgcej potok Ricciego.
Czyj dowdd, niestety nie napisali. A w tekscie rézni ludzie znalezli potem, procz
rzetelnej matematyki, takze fragmenty, zywo nadajace si¢ na pogladowy przyktad,
co to jest plagiat.

W lipcu 2006 roku Instytut Claya udostepnil (za darmo, mozna skorzystaé i dzis)
w Internecie pelny tekst monografii Johna Morgana i Ganga Tiana Ricci Flow and
the Poincaré Conjecture.

W tymze 2006 roku Perelmanowi przyznano medal Fieldsa. Odmoéwit jego
przyjecia; 22 sierpnia 2006 krdl Juan Carlos podczas ceremonii otwarcia
Miedzynarodowego Kongresu Matematykéw w Madrycie zobaczyl, zamiast
czwartego z laureatéw, puste krzesto w pierwszym rzedzie.

W tym samym czasie ukazal sie w tygodniku The New Yorker kontrowersyjny
artykul Sylvii Nasar (m.in. autorki stynnej biografii Johna Nasha) oraz

Davida Grubera, zatytulowany Rozmaitosé loséw. Legendarny problem i bitwa o to,
kto go rozwigzal. Zamiast streszczaé, odsytam do oryginatu:

http://www.newyorker.com/magazine/2006/08/28/manifold-destiny.

W grudniu 2006 Science, potwierdzajac doé¢ powszechne wsrod matematykow
przekonanie, ze Perelman nie tylko udowodnil jeden z probleméw milenijnych
Instytutu Claya, ale powaznie zmienil kawal matematyki, uznalo dowéd hipotezy

2



Rozwigzanie zadania M 1482.
Rozwazmy dwa punkty P i Q na naszej
krzywej, dzielace ja na dwie krzywe 1, v2
o réwnych dlugoséciach. Wtedy odleglosé
miedzy P i @, liczona wzdluz tuku okregu
wielkiego, wynosi mniej niz w. Niech N
bedzie §rodkiem tego tuku. Przyjmujemy,
ze jest to biegun péilnocny naszej sfery.
Pokazemy, ze krzywa nie przecina réwnika
sfery, czyli lezy w calosci na pétkuli
po6inocnej.

Zalézmy przeciwnie, ze krzywa 7
przecina réwnik w punkcie A. Niech ~;
bedzie obrazem v; przy obrocie o 180°
wokoét osi wyznaczonej przez bieguny
sfery. Punkty P i Q przy tym obrocie
zamieniajg sie miejscami. Zauwazmy, ze
krzywa vy; U w’i ma taka sama dlugos¢ jak
~1 U 72, czyli mniejszg niz 27. Z drugiej
strony zawiera ona dwa punkty
antypodyczne (punkt A i jego obraz przy
obrocie), co oznacza, ze jej dlugosé
wynosi co najmniej ™ + 7 = 2.

Ta sprzeczno$é konczy dowdd.

Jak dziata, mozna zobaczy¢ na stronie
https://math.berkeley.edu/"sethian/
2006/Applications/ImageProcessing/
Movienoiseremoval-character.lbl.mpeg.

Poincarégo za najwazniejsze wydarzenie naukowe roku. Odkrycia spoza matematyki
— pewnie znacznie bardziej przemawiajace do szerokiej publicznosci niz twierdzenie
gloszace, ze jedyna tréjwymiarowa rozmaitoscia zwarta, na ktérej wszystkie petle
sq Sciggalne, jest sfera S3 — znalazly sie tym razem na dalszych miejscach listy.

4. W 2010 roku Perelman nie przyjechal na doroczna konferencje Instytutu Claya,
zorganizowang w Paryzu. Laudacje poswiecone jego pracy wyglosili Andrew Wiles
z Princeton (autor dowodu Wielkiego Twierdzenia Fermata), Michael Atiyah

z Oksfordu (medalista Fieldsa z 1966 roku), Simon Donaldson z Oksfordu
(medalista Fieldsa z 1986 roku), Michail Gromow (laureat nagrody Abela z 2009
roku) oraz William Thurston (medalista Fieldsa z 1982 roku).

W lipcu 2010 roku Perelman odmoéwit przyjecia przyznanej mu nagrody Instytutu
Claya. Milion dolaréw oraz opinia publiczna byly dlan mniej wazne niz wlasne
przekonanie, ze w matematyce — w nauce — najwazniejsza jest uczciwosé. Nie mam
pojecia, co dokltadnie myslal, choé chyba potrafie to sobie wyobrazi¢. Kto chce
wiedzieé, o co chodzi, niech, zachowujac nalezny dystans, poczyta np. wspomniany
tekst z tygodnika The New Yorker.

5. Czy wolno nam osadzaé¢ wybory Perelmana? Moim zdaniem, nie wolno. Zdarzato
mi sie¢ wprawdzie styszeé, ze taka postawa moégl tylko zaszkodzié matematyce

i temu, jak jest publicznie odbierana; kto chcial widzie¢ w matematykach przede
wszystkim niezyciowych dziwakéw, ktérym wskutek zajmowania sie
abstrakcyjnymi problemami czasem szajba odbija, mial w 2006 i 2010 roku Swieza
pozywke. Niemniej, Perelman nie tylko rozwiazal stynny problem, wedrujac $miala,
wrecz fantastyczna droga. Jak powiedzial w swojej laudacji Thurston: Uczylismy
sie od Perelmana matematyki. MozZe powinnismy zatrzymac sie na chwile,
zastanowié nad sobg i wynie$¢ lekcje takze ze stosunku Perelmana do Zycia.

A 7Ze ta historia wplywa na obraz matematyki wérdéd innych? Céz, to inna sprawa,
troche nasza (kazdy moze opowiadaé o matematyce, jak potrafi najlepiej),
a troche nie.

6. Dla mnie historia Perelmana, czy moze raczej najnowsza historia tych galezi
matematyki, ktére dla jego przelomu byly kluczowe, jest (réwniez) jeszcze jednym
Swiadectwem, ze w gruncie rzeczy nie ma podzialu na matematyke teoretyczna

i matematyke stosowana — to znaczy nie ma ostrej granicy migdzy nimi.

W 2011 roku nagrode ICIAM Pioneer Prize, ufundowana przez amerykanskie
Towarzystwo Matematyki Przemysltowej i Stosowanej (STAM), otrzymal

James Sethian z Berkeley. Za co? Za swoje fundamentalne metody i algorytmy,
ktore wywarty wielki wplyw na takie zastosowania jak rozpoznawanie ksztaltow

1 obrazéw w medycynie, geofizyce, tomografii oraz opis dynamiki kropli

w drukarkach atramentowych. Co sie za tymi stowami kryje? Miedzy innymi pomyst
Sethiana, jaka metoda szybko i sprawnie rozwigzywaé numerycznie, z dobrym
przyblizeniem, réwnania takie jak potok Ricciego albo ewolucja powierzchni

z predkoscia réwna $redniej krzywiznie. Jeden z powszechnie wykorzystywanych,
skutecznych algorytméw oczyszczania obrazéw z szumu wykorzystuje pomysty,
zaczerpniete z geometrii rézniczkowej i analizy matematyczne;j.

W pierwszej polowie lat 90. dwudziestego stulecia Perelman i Sethian mieli szanse
spotykac sie na korytarzach w Berkeley. Ciekaw jestem, czy kiedykolwiek rozmawiali
o matematyce, o tym, gdzie — wbrew dzielacym wielki tort matematyki na drobne,
rozlaczne kawalki — topologia spotyka réwnania rézniczkowe, analize (takze
numeryczna) i algorytmy, ktére jednak maja wplyw na zycie wielu $miertelnikéw.

Znana jest wypowiedz Newtona, ze mogt zrobi¢ to, co zrobil, gdyz stal

na ramionach gigantéw. Nie byloby historii Perelmana, gdyby nie Poincaré,
Thurston, Hamilton. Matematyka jest sztuks pokonywania wlasnych granic,
rozwigzywania probleméw i wyciggania wnioskéw ze znalezionych rozwiazan;
wszelkie proby dzielenia tej dzialalnoéci na odrebne, $cile rozgraniczone
tematyczne dziatki sa koniec koncow skazane na porazke. Prawdziwi odkrywcy
przekraczaja sztucznie stawiane granice.
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Reszta jest dzielem czlowieka, czyli Fermat i inni
*Instytut Matematyki, Wydzial MCLTZUSZ SKALBA*

Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere ist Menschenwerk.

Leopold Kronecker

Nie ma slynniejszego twierdzenia niz Wielkie Twierdzenie Fermata (WTwF) i tego
nie zamierzam tu dowodzié. Zaczne po prostu od sformulowania faktu, ktéry

od 1995 roku jest rzeczywiscie twierdzeniem za sprawa Andrew Wilesa, a wczesniej
przez okolo trzy i pét wieku byl hipoteza zajmujaca glowy najwickszych
matematykow i rzesze amatorow.

Twierdzenie 1. Jezeli n jest liczbg naturalng wiekszq od 2, to rownanie
(1) xn + y7l — Zn
nie ma rozwigzan w liczbach naturalnych x,y, z.

Jak powszechnie wiadomo, wykladnik n = 2 jest zupelnie wyjatkowy, gdyz wtedy
réwnanie (1), zwane réwnaniem Pitagorasa, ma nieskoficzenie wiele
nieproporcjonalnych rozwigzan, a nawet duzo wiecej — ma rozwiazanie
w wielomianach o wspolczynnikach catkowitych:

r=Fk(m?—n?), y==k-2mn, z=k(m?+n?).
Pokazemy przede wszystkim, ze dla ustalonego n > 2 réwnanie (1) nie ma
rozwiazan w wielomianach z(t),y(t), z(t) o wspdlczynnikach zespolonych, chyba ze
wszystkie wymienione wielomiany sa stale! Zal6zmy nie wprost, ze trojka
wielomianéw x(t),y(t), z(t) jest hipotetycznym rozwiazaniem réwnania (1),
przy czym nie wszystkie wielomiany x(t), y(¢), z(t) sa stale oraz (co mozemy
zalozy¢) z(t), y(t), z(t) nie maja wspélnego dzielnika wielomianowego dodatniego
stopnia. Jesli w,, = exp(2mi/n), to mamy tozsamos¢ algebraiczna

2

n 77’71)’

a"—l=(a—1)(a—wy)(la—w;) ...- (a —w]

z ktérej po podstawieniu a = z/y 1 pomnozeniu obu stron przez y™ otrzymujemy

2=y = (2 =) (2 —way)(z —W2Y) - (2 — W),
Nasze hipotetyczne wielomiany spelniaja wiec rownanie

()" = (2(t) = y())(2(t) — wny(®)) (2(t) — wiy(t)) - ... (2(t) — Wi~ y(t)).

Poniewaz czynniki po prawej stronie sa parami wzglednie pierwsze, wiec
z jednoznaczno$ci rozktadu wielomiandow na czynniki wynika, ze istnieja takie
wielomiany u(t),v(t), w(t), ze

2(t) —y(t) =ut)",  2(t) —way(t) =v()",  2(t) —wiy(t) = w(t)".
Po rozwiazaniu pierwszych dwéch z powyzszych réwnan wzgledem z(t) oraz y(t)
i podstawieniu tych wartosci do trzeciego réwnania otrzymujemy po uproszczeniach

—wnpu(t)" + (wn + Do) = w(t)™.
Poniewaz z liczb zespolonych mozna wyciagaé pierwiastki dowolnych stopni, wiec
powyzsza réwnosé mozna zapisaé jako
z1(t)" +y1(t)" = z(1)",

gdzie najwiekszy ze stopni wielomianéw z1(¢),y1(t), z1(t) jest n razy mniejszy niz
najwiekszy ze stopni wielomianéw z(t), y(¢), z(t). To postepowanie mozna
kontynuowaé, ale to oczywista sprzecznosé! Przeprowadzone rozumowanie ilustruje
stynna metode regresji: za pomoca hipotetycznego rozwiazania konstruujemy
rozwiazanie w pewnym sensie mniejsze i to prowadzi do sprzecznosci.
W rozwazonym przyktadzie mieliby$my nieskonczony ciag wielomianow o $cisle
malejacych dodatnich stopniach! Metode te stosowano z pewnym powodzeniem
rowniez do przypadku liczbowego, chociaz pojawiaja sie tu juz dosé szybko
fundamentalne trudnoéci i, jak pokazala historia, nie udalto si¢ ich do konica
przezwyciezyc¢.

n—1
n

Wielkie sukcesy uzyskat jednak Ernst Eduard Kummer w potowie XIX wieku.

Rozwazal on mianowicie pierscieni Zw,|, gdzie n = p jest rozwazanym

wyktadnikiem i zaklada sie, ze p jest liczba pierwsza nieparzysta. Do pierécienia
Aby udowodni¢ WTwF, wyst . . ~ .
rozfjv;;a%wgyﬁg dnikiwpiesvvf;z:rczy Z[w,) naleza liczby zespolone postaci ag + ajwp + agwg 4+ apowh 2. gdzie
nieparzyste i n = 4. ag, a1, ..., ap—2 to zwykle liczby catkowite. W przypadku, gdy w piercieniu Z[wp)
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Rozwigzanie zadania M 1480.
Zauwazmy, ze dla catkowitych & mamy
réwnosc. Ponadto dodanie

do dowolnego « liczby catkowitej k
zmienia kazda ze stron nieréwnoéci o nk,
mozemy zatem zaktadaé, ze x nalezy do
przedziatu (0,1). Niech tx; = k/l dla
takich wzglednie pierwszych liczb
catkowitych dodatnich k i [, ze

k <l < n. Zauwazmy, ze obie strony
nieréwnosci sa w przedziale (0, 1)
niemalejacymi funkcjami x, przy czym
prawa strona zmienia warto$¢ tylko

w punktach tr ;. Wystarczy wiec
sprawdzié¢ nieréwnosé tylko dla tych
punktéw. Niech od tej pory = = ty ;.

Dla kazdego i = 1,2,...,n zachodzi
rownosé ik = g;l + r; dla pewnych
jednoznacznie wyznaczonych liczb
catkowitych 0 < r; <l —11i¢q; >0
(dzielimy ik z reszty przez l). Zauwazmy,
ze liczby ri,..., ri—1 sa dodatnie: r; # 0
dla i < I, bo inaczej | dzielitoby ik.
Ponadto te liczby sg parami rézne — gdy
ri =r; dla 1 < j <l, tol dzieli (i — j)k,
a stad ¢ = j. W takim razie ciag
r1,...,7T1—1 jest pewng permutacjg liczb
1,2,..., I — 1. Stad i z nieréwnosci
miedzy Srednimi dostajemy

ri—1
>1—1.
-1

T1
T+.H+

Zatem

n

n
p T qi

mnglgg —‘:nk‘flg — =
1 (2

i= 1=1

i=1
n
—anltra -1y L
(3
i=1
a stad
n ™ n Lik/1] n
T ik /1 q
§ - :g — :g — <
) ) P
i=1 i=1 i=1

< gn = | nk/l] = |nx].

rozklad na czynniki nierozktadalne jest jednoznaczny, nierozwiazalnosé

réwnania (1) mozna uzyska¢ w podobny sposéb jak wyzej dla wielomianéw. Pewne
komplikacje zwiazane ze skutecznym przeprowadzeniem regresji zwigzane sg

z istnieniem w pierscieniu Z[w,| nietrywialnych elementéw odwracalnych,

tzn. takich elementéw o, ze - 3 =1 dla pewnego § € Z[w,]. Za trywialne
uznajemy elementy postaci :I:w’;; oczywiscie sa one odwracalne. Dla p > 5 istnieja
rowniez elementy odwracalne 7y, ktére nie sa pierwiastkami z jednoéci. Na przyktad
dla p = 7 przyjmijmy v = 1 + w7. Mamy wdwczas

1-— w§

_ _ _ 2 4 6
—m— @—I‘Q‘Qh + w; + wy EZ[LU?],

1+ W7)7l L —owr
a wiec v jest odwracalny i, co tatwo wykaza¢, nietrywialny. Niestety, dla p > 19
w pierécieniu Z[wy] nie ma jednoznacznosci rozkladu na elementy nierozkladalne,
a oto przyktad dla p = 23. Niech w = ws3. Mamy
a=14+w?+w+wd+wl+ W+ o)1 +w+wd + b+ 0w+ +wll) =
= 2(w5 4 0 + w7 4w + w0 4 3wl + w2 4+ W18 4 WIS W6 4 IT).
Zatem liczba « dzieli sie przez 2 mimo tego, ze 2 nie dzieli zadnego z czynnikow
poprzedniego iloczynu. Ponadto mozna wykazac, ze liczba 2 jest nierozkladalna
w Z|was], a wiec w Z[wss] nie ma jednoznaczno$ci rozkladu na czynniki
nierozktadalne! Brak jednoznaczno$ci rozkladu na czynniki to najwigksza trudnosé,
ktéra nalezy pokonaé, adaptujac metode regresji. Genialny pomyst Kummera
polegal na wprowadzeniu do rozwazan nowych obiektéw, tzw. liczb idealnych
i wykazaniu, ze kazda liczba z Z]w,] rozklada si¢ w jednoznaczny sposéb na iloczyn
liczb idealnych. Uzywajac wspélczesnego jezyka (wprowadzonego przez
Dedekinda), zbiory liczb z Z[w,| podzielnych przez dang liczbe idealna Kummera
to po prostu idealy pierwsze pierdcienia Zlw,| — stad zreszta ich nazwal! Miara
niejednoznacznosci rozkltadu na poziomie liczb jest tzw. grupa klas idealow
pierscienia Z[wy|, ktorej definicji tu nie podamy. Nadmienimy tylko, ze Kummer
udowodnil, miedzy innymi, nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2. Jezeli p > 2 jest liczbg pierwszq oraz rzed grupy klas ideatow
nie dzieli si¢ przez p, to réwnanie (1) nie ma rozwigzarn dla wykladnika n = p.

Metody wypracowane przez Kummera, Dedekinda i innych daty poczatek
algebraicznej teorii liczb, waznemu dzialowi matematyki wspolczesnej. Grupa klas
idealow i grupa elementéw odwracalnych sg bardzo blisko spokrewnione

z funktorami K oraz K; algebraicznej K-teorii — nowoczesnego dziatu
wspolczesnej matematyki, ktory probuje taczyé algebre i geometrie na wysokim

i abstrakcyjnym poziomie.

Trzeba zmierza¢ do konca tej historii i dlatego musze przemilczeé wiele ciekawych
czedciowych rezultatow uzyskanych przed rokiem 1983. W tymze roku

Gerd Faltings udowodnit hipoteze Mordella o tym, ze na kazdej krzywej rodzaju
wigkszego od 1 istnieje co najwyzej skonczenie wiele punktéw wymiernych. Wynika
stad, ze dla n > 4 réwnanie (1) ma co najwyzej skoiczenie wiele
nieproporcjonalnych rozwigzan.

To oczywiscie wspanialy wynik, ale przeciez nie tego oczekiwal Fermat. Na szczeScie
historia nabrala tempa, gdy w 1986 roku Gerhard Frey zwiazal z hipotetycznym
rozwigzaniem réwnania (1) x = a, y = b, z = ¢ nastepujaca krzywa eliptyczna
y? = x(z + aP)(z — bP).

Wyréznik tej krzywej wynosi (abc)?” i to nasuneto Freyowi przypuszczenie, ze taka
krzywa. .. w ogéle nie powinna istnie¢ — to oczywiscie zakonczyltoby dowéd WTwF!
Pomyst okazal sie trafiony, ale szczegdly dopinato wielu wybitnych matematykéw.
I tak Jean-Pierre Serre sformutowal precyzyjnie przypuszczenie Freya, a Ken Ribet
wyprowadzil je w tym samym roku ze stynnej hipotezy Taniyamy—Shimury—Weila
o tym, ze kazda krzywa eliptyczna o wspoétczynnikach wymiernych jest modularna.
Te wlasnie hipoteze udowodnil Andrew Wiles w 1995 roku z pomoca swojego
ucznia Richarda Taylora dla tzw. krzywych poélstabilnych — klasa tych krzywych
obejmuje krzywe typu Freya i to... konczy dowéd WTwF. Artykul zakonczymy
omoéwieniem pojecia krzywa eliptyczna modularna. Jest wiele sformulowan tej
wlasnosci — wybieramy wersje arytmetyczna. Z kazda krzywa eliptyczna

y? =234+ A2® + Bx +C, gdzie A,B,C € 7Z



Polecam w tej sprawie znakomity

artykul Zbigniewa Marciniaka

O Wielkim Twierdzeniu Fermata,
Matematyka-Spoleczenstwo-Nauczanie 22,
www.msn.uph.edu.pl/smp/msn/22/10-15.pdf.

i liczba pierwsza p mozna zwiazaé kongruencje
y =23+ A2® + Bz +C  (mod p).

Niech N, oznacza liczbe rozwigzan tej kongruencji modulo p.
Helmut Hasse udowodnil w 1933 roku hipoteze Artina gloszaca, ze

[Np — pl <2/p.
Wynika z niej natychmiast, ze rozwiazania kongruencji istnieja dla dostatecznie
duzych p. Jest to satysfakcjonujacy rezultat ilosciowy, ale byé moze o liczbie
ap := p — N, mozna powiedzie¢ coé wigcej, niz tylko to, ze jest mniejsza od 2,/p?
Okazuje sie, ze tak! Przyjrzyjmy sie najpierw krzywej

y2 =2 + .

Bardzo atwo wykazaé, ze jedli p =3 (mod 4), to ap = 0. Duzo trudniej zauwazy¢,
ze dla p =1 (mod 4) tez istnieje do§é zwarty i dos¢ jednolity wzér na liczbe a,,.
Mianowicie liczbe p przedstawiamy w postaci p = a? + b2, gdzie a, b sa dodatnie,
przy czym a jest nieparzysta (b zas parzysta). Jak wiadomo, takie przedstawienie
liczby pierwszej p = 1 (mod 4) zawsze istnieje 1 jest dokladnie jedno — jest to
twierdzenie Fermata (ani male, ani wielkie, ale wspaniate). Wéwczas a, dane jest
nastepujacym wzorem

2a  gdya=1 (mod4)
A, =
b —2a gdya=3 (mod 4).

Krzywa eliptyczna 32 = 23 + x nalezy do doéé waskiej klasy krzywych eliptycznych
z mnozeniem zespolonym — odwzorowanie (z,y) — (—x,yi) przeprowadza punkty
krzywej na punkty krzywej. Niewiele krzywych ma tego typu algebraiczne
»Symetrie”.

Rozpatrzmy teraz typowa krzywa eliptyczna (bez mnozenia zespolonego)
y? =2 —42? + 16

oraz, jak wyzej, odpowiednie kongruencje modulo rézne liczby pierwsze p. Okazuje
sie, ze ciag liczb a, mozna uzyska¢ w nastepujacy sposéb. Rozwazmy iloczyn
funkcyjny

oo

o) =T[] (1 -1~ 1))

j=1
przy czym dla uproszczenia pominmy kwestie zbieznosci. Jesli zapiszemy teraz
powyzszy iloczyn formalny jako szereg formalny

o) => ol
k=1

to okazuje sie, ze dla kazdej liczby pierwszej p > 3 zachodzi réwnos¢ a, = cp,
a wiec znowu otrzymalismy ,wzoér” na a,. Hipoteza Taniyamy-Shimury—Weila
przewidywala wlasnie, ze tego typu ,wz6r” na a, mozna poda¢ dla kazdej krzywej
eliptycznej o wspdlczynnikach wymiernych. Znaczenie twierdzenia o modularno$ci
znacznie wykracza poza zastosowanie do dowodu WTwF. Daje ono, na przyklad,
fundament do $cistego sformulowania hipotezy Bircha—Swinnertona-Dyera, ktéra
nadal jest jednym z probleméw milenijnych. Do tych zastosowan trzeba przywotaé
sformutowania bardziej geometryczno-analityczne od stosowanych w tym tekscie.

Na koniec odnieémy sie do stynnej mysli wypowiedzianej przez

Leopolda Kroneckera, ze liczby catkowite stworzyl Bog, a reszta jest dzielem
cztowieka. Historia WTwF doskonale ilustruje stara prawde, ze jesli chcemy sie
czego$ dowiedzieé (pozornie prostego!) o bardzo prostych obiektach, musimy wyjsé
ze $wiata tychze obiektéw i mie¢ nadzieje, ze wzbogacona w ten sposéb
perspektywa pozwoli nam dostrzec te powiazania, ktére nie byly widoczne z bliska.
Do lat osiemdziesiatych XX wieku to wyjscie z raju liczb naturalnych bylto bardzo
ograniczone — caly czas obracano sie w $wiecie liczb algebraicznych i ich rozktadow
na czynniki. Pomyst Freya wyrwal badaczy WTwF z zakletego kregu liczb, a swiat
krzywych eliptycznych i form modularnych okazat si¢ wystarczajacym
wzbogaceniem ubogiego i jakze btahego kontekstu WTwF.
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A jednak sie da!

czyli o wspoétczesnej kryptologii

Tomasz KAZANA®

Lubie préznie méwié o sobie, ze jestem matematykiem. Bardziej precyzyjnie to
jestem informatykiem, ale przeciez informatyka to gataz matematyki, wiec

w zasadzie nie oszukuje. Czasem, gdy ktos mnie ciagnie za jezyk, i pojawi si¢ to,
z niejasnych powoddéw nielubiane przeze mnie, stowo na ,i”, to i tak od razu
uscislam: tak, jestem informatykiem, ale informatykiem teoretycznym. Zawsze
mialem to dziwne przekonanie, ze ,teoretyczny” znaczy w jakims sensie lepszy,
wazniejszy, madrzejszy, glebszy.

Podobne bunczuczne myélenie o sobie ma chyba spore grono matematykdw.
Chociazby Karol Gauss (juz za zycia zwany Ksieciem Matematykéw), ktéry choé
badat bardzo rézne dziedziny wiedzy, to pono¢ najbardziej cenit sobie zglebianie
sekretéw teorii liczb. To wtasnie ona wydawala mu sie zupelnie niepraktyczna,

a zatem nieziemsko piekna. L’art pour l’art!

I tak to przez dlugi czas $wiat nauk Scistych dzielitem

na teorie (bosko piekna) i praktyke (ludzko konieczna).
Dzi$ widze to troche inaczej, w duzej mierze dzigki
kryptologii — dziedzinie wiedzy, ktéra sie zajmuje. Wizja ta
ewoluowala, a aktualny stan mojego umystu zartobliwie
przedstawiam obok jako diagram Venna.

Jak widaé, podzielilem teori¢ na te badajaca zlo (negatywne
wyniki) i te badajaca dobro. Ta druga to wyniki pozytywne
— dla mnie nuda, bo najfajniejsze sa przeciez wszelkie
twierdzenia o niemoznoéci lub szacowania z dohu, czyli
pokazywanie $ciSle, ze czego$ sie nie da. I, o ile dopuscilem,
ze teoretyczne wyniki pozytywne (np. algorytmy) moga byé
praktyczne, to najglebsza (czyli niepraktyczna) nauka musi
sie znajdowaé w czesci mrocznej. Kurt Godel, Paul Cohen —
to byli wiec idole mojej mtodosci, a w glowie miatem tylko
saeculum obscurum matematyki.

Wszystko to zburzyta wspdlczesna kryptologia, dzigki ktorej zrozumiatem, ze
wyniki negatywne (czego$ na pewno sie nie da i nigdy to sie nie zmieni) tez moga
by¢ praktyczne. No bo przeciez, jesli udowodnimy (formalnie!), ze podstuchiwacz,
pomimo przechwycenia szyfrogramu, nigdy nie dowie si¢ niczego na temat
wysytanej wiadomoéci, to jest to przeciez ogromnie praktyczne.

I ja tak wlasnie patrze na kryptologie: jako na czeéé twardej matematyki
ulokowanej gdzie$ miedzy klasycznymi twierdzeniami o niemoznosci a teoria
obliczen. Nic nie poradze, ze wole mysle¢ o maszynie Turinga niz o maszynie
Apple’a (cho¢ na swéj sposéb cenig obie).

Koncze ten przydtugi wstep, liczac, ze dostatecznie sie zaasekurowatem

i wyttumaczytem, dlaczego w tym tekscie tak mato bedzie trzyliterowych skrotéw,
a tak duzo twierdzen. Po prostu wszedlem na ten statek tylnymi drzwiami i, by¢
moze, patrze przez inne okulary. Czytelnik sam oceni, czy takie spojrzenie mu
odpowiada.

Dla mnie prawdziwa wspoélczesna kryptologia zaczyna sie w listopadzie 1976 roku,
kiedy to w czasopidmie IEEE Transactions on Information Theory ukazuje sie
artykul New directions in cryptography autorstwa Whitfielda Diffiego

i Martina Hellmana. W tym samym czasie w kioskach mamy Delte numer 35,
pierwszym sekretarzem jest Edward Gierek, a Polska jest potentatem w sportach
zespolowych (zloto siatkarzy i srebro pitkarzy na letnich igrzyskach olimpijskich
w Montrealu). A wspomniani wyzej autorzy publikuja rewolucyjny pomyst
kryptografii klucza publicznego.

Jest to dla mnie rewolucja, bo pojawia sie pomyst, ktory jest zupelnie, ale to
zupelnie nieoczywisty. Ba, podobno Oded Goldreich zawsze swéj kurs kryptologii
(w Instytucie Nauki Weizmanna w Izraelu) zaczyna od pracy domowej, w ktérej
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prosi studentéw o wykazanie, ze kryptografia klucza publicznego jest niemozliwa.
Dopiero na kolejnym wykladzie pokazuje, ze jednak si¢ da!

O co chodzi w tej idei?

Kryptografia klucza publicznego. Pomyslmy chwile o zwyklym, klasycznym
szyfrowaniu. NieSmiertelna w tej branzy Alicja chce wystaé¢ wiadomosé m do Boba.
Nie chca oni, by wiadomosé wpadta w niepowotane rece, a, niestety, kanat
komunikacyjny jest podstuchiwany przez Ewe. W ogélnosci problem rozwiazujemy
nastepujaco: Alicja i Bob zawczasu ustalaja miedzy soba tajny klucz k. I teraz, gdy
Alicja chce wystaé wiadomoéé, to wysyla do Boba warto$é pewnej funkcji E(m, k).
Natomiast gdy Bob odbierze ¢, to oblicza D(c, k). Wszystko jest poprawne, gdy:

e D(E(m, k), k) =m;
e znajomos$é ¢ = F(m, k) nie umozliwia obliczenia m (badZ umozliwia, ale
konieczne obliczenia trwalyby niestychanie dlugo).

Opisany wyzej model jest znany i (mniej lub bardziej skutecznie) stosowany

od tysiecy lat. W ten schemat wpisuje sie zaréwno szyfr Cezara, szyfr Vigeneére'a
czy maszyna szyfrujaca Enigma. Pewna niedogodno$cia jest tu jednak koniecznosé
ustalenia klucza k przed komunikacja. Pomyst Diffiego i Hellmana ociera si¢

o bezczelnosé. Zapytali oni, czy da sie przeprowadzi¢ powyzsza procedure, ale

bez klucza k. Innymi stlowy, chcemy, aby Alicja mogla szyfrowaé¢ wiadomosci

do Boba bez uprzedniego spotkania i ustalania jakiegokolwiek sekretu. Innymi
stowy, funkcja E ma by¢ publicznie znana (takze Ewie) i nie zaleze¢ od k.

»Na oko” widaé, ze zrobi¢ sie tego nie da. Przeciez wystarczy, ze Ewa,
podstuchawszy ¢ = E(m), obliczy odwrotno$é E~1(c) i pozna wiadomosé!

A jednak, czasem sie da! Powodem jest fakt, ze dla pewnych funkcji F obliczenie
funkcji odwrotnej F~! moze byé¢ dla Ewy koszmarnie trudne. Z drugiej strony Bob
da sobie rade, bo zna pewna tajemnice na temat E, ktérej nikomu (nawet Alicji)
nie ujawnil. Szczegdly tej magii zostawiam Czytelnikowi Zaciekawionemu do
wlasnych poszukiwan. Dodam tylko, ze w jednym z rozwiazan (RSA) korzysta sie
(o ironio!) ze zdobyczy teorii liczb, tak wielbionej przez Gaussa za niepraktycznosé!

Dzi§ w matematyce urzeka mnie chyba najbardziej wlasnie to — dowody faktow
nieoczywistych, sprzecznych z intuicja. Nazywam to efektem , A jednak si¢ da!”
i dostrzegam ogrom takich rozumowan w kryptologii. Ostatnie 500 miesi¢cy to
wrecz wysyp takich cudownych peretek, o ktérych sprébuje troche opowiedzied.

Dowody z wiedza zerowa. Wyobraz sobie Czytelniku Sekretny, ze udowodnites,
iz P # NP albo pokazale$ prawdziwosé¢ hipotezy Riemanna. Chcesz teraz:

e przekonaé $wiat, ze rozwazana hipoteza faktycznie jest prawdziwa,
e zachowaé szczegdly dowodu tylko dla siebie.

Sprzeczne? A jednak sie da! Prace z lat 80. XX wieku takich kryptologéw jak
Oded Goldreich czy Shafrira Goldwasser opisuja, jak to zrobic.

Szyfrowanie homomorficzne. Tym razem, Czytelniku Ciekawski, wyobraz
sobie, ze chcesz wyszukaé w Internecie informacje na jaki§ temat T'. Znasz wiele
wyszukiwarek (choéby te na litere G), ktére znajda liste interesujacych Cie stron
w utamku sekundy. Jednakze Ty chcialby$ wiecej:

e pozna¢ liste stron na temat T
e mie¢ gwarancje, ze dostawca ustugi (wyszukiwarka G) zupelnie nic sie nie dowie,
czego szukate$ (czyli T pozostanie dla niego tajne).

Innymi stowy, ustugodawca poprawnie odpowiada na Twoje pytanie, pomimo ze
nie zna pytania. Jak poprzednio: da sie, cho¢, poki co, nie jest to bardzo efektywne.
I Zadna wyszukiwarka tego nie oferuje. Czytelnik Zainteresowany niech wpisze

w G haslo fully homomorphic encryption. No, chyba ze nie chce, zeby ktokolwiek
dowiedzial sig, czego szuka. W takiej sytuacji pozostaje zwyklta czytelnia.

E-gotowka. Czytelnik Kapitalista zapewne zna podstawowa zalete gotéwki.
Anonimowo$é! A teraz wyobrazmy sobie, ze mamy cyfrowy odpowiednik monet
i banknotéw — specjalne pliki, ktére spelniaja nastepujace, pozornie sprzeczne,
warunki:
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W rzeczywistosci podczas procesu
przekazywania plik si¢ lekko zmienia,
za kazdym razem troche inaczej.

i Zadania

e posiadanie pojedynczej kopii takiego pliku nie zdradza (nawet bankowi!)
tozsamosci osoby, ktéra posiadata ten plik wezesniej;

e jesli (nielegalnie) przekazemy nasz plik dwém réznym osobom, to w przyszlodci
bank to wykryje i odkryje nasza tozsamosc.

Ze si¢ da, prosze sie przekonaé, siegajac do pracy Stefana Brandsa Electronic Cash
z roku 1996.

Poker przez Internet. Mozliwo$¢ brania udzialtu w grach hazardowych przez
Internet nie jest zaskakujaca. Dobrze, ale co, jedli chcemy gra¢ bez zaufanej trzeciej
strony (serwera)? Pomys$lmy chociazby o znacznie latwiejszym pytaniu: jak ,rzucié
moneta przez Internet” bez zaufanej trzeciej strony tak, aby zaden z graczy

nie moégt ztosliwie wplynaé na wynik. Intuicja podpowiada, ze z pewno$cia

sie nie da! A jednak: zachecam do siegniecia do pracy Manuela Bluma Coin Flipping
by Telephone z roku 1981 czy podzniejszej pracy Moniego Naora Bit Commitment
Using Pseudo-Randomness z roku 1991. Oczywiscie, nikogo nie zaskocze, gdy
dodam, ze poker przez Internet bez zaufanych trzecich stron tez jest mozliwy.

Wiele przyktadéw, ktore pokazatem w tym artykule, to, prawde powiedziawszy,
troche rubieze (ale jakze piekne) klasycznej kryptologii. Sposérdd tego, co wydarzyto
si¢ w ciagu ostatnich 500 miesiecy, wybratem to, co, moim zdaniem, najciekawsze,
ale, by¢ moze, nie najwazniejsze dla bezpieczenstwa cyfrowego $wiata. Nalezy
dodad, ze klasyczna kryptologia jako taka tez znakomicie rozwijata sie w tym
czasie. Przede wszystkim omawiana dziedzina zaczeta by¢ przedstawiana w rygorze
formalizméw matematycznych. Definicje staly sie ostre, czesto pomystowe.

Oczywiécie, motywacja do rozwoju jest zupelnie jasna: w XXI wieku informacja ma
duza warto$é, a wiec jej ochrona staje sie¢ niezwykle kluczowa. Ludzie chca
bezpiecznie trzymaé, wysylaé, podpisywaé czy odbieraé¢ wiadomosci. Przy tym chca
rowniez chronié¢ swoja prywatnosé, nawet gdy wszystko dzieje sie ,,w chmurze”.

A w epoce digital natives te problemy beda jeszcze wazniejsze.

Tym bardziej jest pocieszajace, ze przy tej okazji rozwija sie ciekawa gataz
prawdziwej matematyki, z niebanalnymi modelami, twierdzeniami i hipotezami.

Redaguje Tomasz TKOCZ

M 1480. Udowodnié, ze dla dowolnej liczby nieujemnej x i dowolnej liczby
calkowitej dodatniej n prawdziwa jest nieréwnosé

lz] | [22] [nz]
z—+—4...+—
[nz] > ==+ 5=+ + =,
gdzie |a] oznacza najwieksza liczbe calkowita nie wieksza od a.
Rozwiazanie na str. 5

M 1481. W tablice n x n wpisano w pewnej kolejnoéci liczby 1,2, ..., n2.

Powiemy, ze para liczb sgsiaduge, jesli znajduja si¢ one obok siebie w pewnym
wierszu lub w pewnej kolumnie. Wykazaé, ze istnieje para sasiadujacych liczb,
ktoére réznia si¢ co najmniej o n.

Rozwiazanie na str. 18

M 1482. Na sferze o promieniu 1 dana jest krzywa zamknieta o dhugoéci mniejszej
niz 27. Wykazaé, ze ta krzywa jest zawarta w pewnej potsferze.

Uwaga. Mozna uwazaé za oczywiste nastepujace stwierdzenie: najkrotsza krzywa
tgczqgea dwa punkty na sferze to tuk okregu wielkiego.
Rozwiazanie na str. 3

Przygotowat Andrzej MAJHOFER

F 895. (a) Ile elektronéw zawiera $rednio 1 g ciala czlowieka?
(b) Ile elektronéw zawiera $rednio 1 g otaczajacej nas materii?
Rozwiazanie na str. 15

F 896. Kondensator powietrzny o pojemnoéci C' = 100 pF wypelniono roztworem
soli kuchennej o oporze wlasciwym p = 0,15 Qm. Ile wynosi op6r elektryczny R
miedzy elektrodami tak otrzymanego opornika? Przenikalnosé elektryczna proézni
to g9 ~ 8,85 - 1072 F/m.

Rozwiazanie na str. 17
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Siec¢
Marcin PECZARSKI

Otworzytem méj pierwszy numer Delty z marca 1979
roku. Czytam adres Redakcji: nazwa ulicy, numer
budynku, numer pokoju, kod pocztowy, nazwa miasta.
Nie podano e-maila ani strony www. Nawet nie ma
numeru telefonu. Wtedy telefon (stacjonarny, bo

o komorkach nikt nie styszal) byl w naszym kraju
trudno osiggalnym dobrem luksusowym. Programy
komputerowe pisato sie na papierze i oddawato

do wyperforowania na kartach lub tasmie, by po kilku
dniach otrzymaé¢ wydruk z wynikami. Komputer
widzieli nieliczni. Sie¢ komputerowa — taki termin
jeszcze nie istniatl w jezyku polskim.

Jest rok 2015. Korzystajac z podtaczonego do sieci
laptopa, pisze artykul do numeru jubileuszowego.
Gotowy tekst przesle do Redakcji mejlem. Opréez
papierowej powstanie wersja elektroniczna, ktéra
zostanie opublikowana w sieci. Moge zdalnie
uruchamiaé¢ programy na komputerach sieci
uniwersyteckiej i prawie natychmiast dostawac ich
wyniki. W kazdej chwili moge wysta¢ w sie¢ zapytanie,
gdy chce sie czegos dowiedzieé, na przyktad, ile
komputeréw jest w sieci. Te i wiele innych informacji
moze Czytelnik wyszukaé sam, jesli tylko starczy mu
cierpliwosci w przegladaniu wynikéw wyswietlanych
przez wyszukiwarke i umie w morzu danych wylowié te
prawdziwe. Zapytania w sie¢ wysylaja nie tylko ludzie.
Duza czesé¢ przesytanych w sieci danych to pytania

i odpowiedzi wymieniane automatycznie miedzy
komputerami. Aby szybko udziela¢ odpowiedzi,
specjalnie do tego przeznaczone farmy komputeréw bez
przerwy, pracowicie przeszukuja sie¢ i indeksuja
pojawiajace sie w niej nowe informacje. Oto zbudowana
przez Ziemian ogdlnoswiatowa sie¢. Bardzo czesto jej
nazwe, jako wlasna, piszemy z szacunkiem, wielka
litera: Internet. Mozna tez ja pisa¢ mala litera:
internet, gdy traktujemy te nazwe jako ,,ogdélna nazwe
nowego medium — tak jak prase, radio czy telewizje”
(opinia Rady Jezyka Polskiego).

O budowie i dziataniu internetu, o jego historii

i wplywie na nasze zycie, rozpatrujac aspekty
biznesowe, spoteczne i techniczne, mozna napisaé¢ kilka
grubych ksiazek. Skupie sie wytacznie na
przedstawieniu najwazniejszych zatozen technicznych.

Obecny internet sktada sie z miliardow urzgdzen
(komputeréw, tabletéw, smartfonéw) i, przynajmniej
teoretycznie, kazda para urzadzen moze si¢
skomunikowac. Z oczywistych powodéw nie mozna
zapewni¢, aby miedzy kazda parg urzadzen istniato
bezposrednie polaczenie (kabel elektryczny, swiattowdd
lub lacze radiowe). W wymianie danych posrednicza
inne urzadzenia sieciowe, a obsluguje ja IP (ang.
Internet Protocol) — podstawowy protokdl internetowy
stuzacy do przekazywania danych z urzadzenia
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do urzadzenia. W uzyciu sa dwie wersje IP: 4 i 6. Aby
moce sie komunikowaé za pomoca 1P, kazde urzadzenie,
a wlasdciwie jego interfejs sieciowy, musi mieé¢ przyznany
adres IP. Jesli urzadzenie ma kilka interfejséw
sieciowych, to maja one na ogoét rézne adresy. Mozna
tez przypisa¢ wiecej niz jeden adres do jednego
interfejsu. W IP 4 adresy sa liczbami 32-bitowymi,

aw IP 6 — 128-bitowymi. To wlasnie zbyt mala pula
dostepnych adreséw w wersji 4 byta gléwnym powodem
opracowania wersji 6, a przy okazji poprawiono drobne
niedociagniecia i wprowadzono mozliwosé szyfrowania

i cyfrowego podpisywania przesytanych danych.
Wewnetrznie IP uzywa wytacznie binarnej reprezentacji
adresow, ale w innych sytuacjach — dla wygody
uzytkownikéw — adres IP 4 zapisuje sie jako cztery
liczby dziesigtne z przedziatlu 0 do 255, reprezentujace
po 8 bitéw adresu, rozdzielone kropkami,

np. 193.0.96.13. Adres IP 6 zapisuje sie jako osiem
16-bitowych liczb w notacji szesnastkowej, rozdzielonych
dwukropkami, np. fe80::222:19:fe81:7¢87 (podwdjny
dwukropek oznacza pominigcie w zapisie kolejnych liczb
o wartosci 0). Urzadzenie moze jednoczednie uzywaé
obu wersji IP, jedli tylko ma przyznane oba adresy.

IP przesyla dane w porcjach, nazywanych pakietami
albo datagramami. Pakiet IP sklada sie z nagléwka

i wlasciwych danych. Nagléwek rozpoczyna sig
numerem wersji IP, aby rozréznié¢ jego format, gdyz
kazda z wersji postuguje sie wlasnym formatem. Mimo
roznic w formatach nagtéwki IP 4 i IP 6 zawieraja
analogiczne pola: caltkowity rozmiar pakietu (IP 4) lub
rozmiar przesytanych danych (IP 6), adres nadawcy,
adres odbiorcy. IP korzysta do przekazywania pakietow
miedzy urzadzeniami (weztami sieci) z taczacych je
interfejsow sieciowych — taczy. Najczesciej spotykane
wspodlczednie technologie taczy sieciowych to Ethernet,
WiFi, DSL i LTE. Kazda technologia tacza okresla
maksymalny rozmiar pakietu, jaki moze przenosic,
oznaczany skrétem MTU (ang. mazimum transmission
unit). Typowa warto§¢ MTU wynosi 1500 oktetdw.
Oktet oznacza 8 bitéw — jest to jednostka
wprowadzona, aby uniezalezni¢ si¢ od rozmiaru bajtu,
ktory, gdy opracowywano standardy internetowe,

nie we wszystkich komputerach miat 8 bitéow. Jesli
rozmiar pakietu mialby przekroczyé MTU, protokdt
przewiduje fragmentacje pakietu, czyli jego podzial

na porcje nieprzekraczajace MTU, a po przestaniu
wszystkich fragmentéw ztozenie w cato$¢ u odbiorcy.

Zwykly uzytkownik internetu ma do czynienia

z weztami, ktore wysylajg tylko wlasne pakiety

i odbieraja jedynie pakiety do nich adresowane. Takich
koncowych weztéw jest wiekszosé. Aby zapewnié
komunikacje miedzy nimi, musza istnie¢ wezly
tranzytowe, nazywane ruterami (ang. router), a czasem
bramami (ang. gateway). Sie¢ IP podzielona jest



na podsieci. Podsie¢ buduje sie za pomoca jednej

ze wspomnianych wyzej technologii taczy sieciowych.
Wszystkie wezty w podsieci maja wspélny prefiks
adresu IP. Ten prefiks definiuje si¢, podajac adres IP
i liczbe wspdlnych bitéw (maske podsieci).
Przykladowo do podsieci 193.0.96.0/24 naleza adresy,
ktore maja wspolne poczatkowe 24 bity z adresem
193.0.96.0, czyli adresy 193.0.96.0 do 193.0.96.255.

Ze wzgledow historycznych adresu 193.0.96.0 nie uzywa
sie. Adres 193.0.96.255 jest adresem rozglaszania:

na niego wysyla sie pakiety, ktére maja by¢
dostarczone do wszystkich wezléw w tej podsieci.
Wezty w obrebie podsieci moga przekazywaé sobie
pakiety TP bezposrednio, korzystajac z zastosowanej
technologii sieciowej. Aby przekazywaé pakiety IP
miedzy podsieciami, musza one mie¢ wspolny wezel —
wspomniany wyzej ruter, ktéry w kazdej z taczonych
podsieci ma interfejs sieciowy z adresem nalezacym
do tej podsieci. Aby pakiet dotart od nadawcy

do odbiorcy, musi zwykle przejsé przez wiele ruteréw.
Istotna role we wiadciwym przekazywaniu pakietow
odgrywaja tablice tras. Kazdy wezel sieci IP musi mieé¢
zdefiniowang tablice tras. Wiersz tablicy tras zawiera:

e docelowa podsied;

e adres rutera, do ktorego nalezy przesta¢ pakiet, aby
osiagnaé te podsieé, albo informacje, ze docelowy
wezel jest w tej samej podsieci i mozliwe jest
bezposrednie dostarczenie pakietu;

e nazwe interfejsu, przez ktory nalezy wystaé pakiet.

Algorytm wyznaczania trasy poréwnuje adres docelowy
pakietu z celami umieszczonymi w tablicy tras.
Napotkawszy zgodnos¢, wysyla pakiet przez podany
interfejs sieciowy bezposrednio do wezta docelowego lub
do kolejnego rutera. Tablica tras wezta koncowego jest
bardzo prosta. Dla wezta o adresie 193.0.96.13 moze
wygladac tak:

Cel Ruter Interfejs
193.0.96.0/24 | bezposrednio eth0
inny 103.0.96.1 ethO

Rozwazany wezel ma tylko jeden (ethernetowy)
interfejs sieciowy: eth0. Wszystkie pakiety sa wysylane
przez ten interfejs. Pierwszy wiersz oznacza, ze pakiety
do wlasnej podsieci nalezy wysyta¢ bezposrednio.
Drugi wiersz méwi, ze inne pakiety nalezy wysylac¢

do wskazanego rutera, ktory bedzie wiedzial, co z nimi
zrobié¢. Tablica tras rutera zawiera wiecej wpiséw. Dla
rozwazanego rutera moglaby ona wyglada¢ tak:

Cel Ruter Interfejs
193.0.96.0/24 | bezposrednio | ethO
193.0.97.0/24 | bezposrednio ethl

89.73.136.0/28 | bezposrednio eth2
inny 89.73.136.2 eth2

Ruter ten ma trzy interfejsy sieciowe: eth0Q, ethl, eth2.
Kazdy z tych interfejsow jest w innej podsieci i dla
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kazdej podsieci tablica zawiera wiersz definiujacy
zakres adresO6w w tej podsieci i okreslajacy, ze
dostarczanie do tej podsieci jest bezposrednie. Ostatni
wiersz opisuje, co zrobi¢ z pakietami o adresach
docelowych niepasujacych do zadnej ze znanych
podsieci: w tym przykltadzie nalezy je wysytac

do rutera 89.73.136.2.

Algorytm dostarczania pakietéw IP jest zawodny.
Dostarczenie pakietu jest mozliwe, jesli istnieje w sieci
$ciezka od wezla Zrédlowego do wezla docelowego, taka
ze wszystkie rutery na tej Sciezce dzialaja i maja
poprawne tablice tras oraz wszystkie lacza sa sprawne
i nie sg przecigzone przesylaniem innych pakietow.
Tablice tras ruterow sg czesciowo konfigurowane
recznie przez administratoréw, a czesciowo
automatycznie za pomoca protokoléw wymiany
informacji o trasach. Struktura internetu nie jest
statyczna: wezly i tacza miedzy nimi pojawiaja sie

i znikaja. Skutkuje to réwniez odpowiednimi zmianami
w tablicach tras. Istotna cechg algorytmu wyznaczania
tras w internecie jest brak globalnej informacji
adresowej: poszczegollne rutery znaja tylko swoje
najblizsze otoczenie. Lokalno$¢ tablic tras moze
doprowadzi¢ do powstania cyklu — zamknietej Sciezki,
w ktérej pakiet, raz do niej wpadlszy, krazyltby

w nieskonczonosé. Kolejne pakiety trafiajace w taki
cykl doprowadzityby niechybnie do wysycenia
przepustowosci taczy i zablokowania dostarczania
pakietéw. W celu uniknigcia takiej sytuacji

naglowek IP zawiera jeszcze jedno, niewspomniane
dotychczas, pole okreslajace maksymalny czas
przebywania pakietu w sieci. Nadawca pakietu ustala
warto$¢ poczatkowa tego pola, np. 64, a kazdy ruter
przetwarzajacy ten pakiet zmniejsza te wartosé o jeden
i jesli jest ona nadal dodatnia, przesyta pakiet dalej.
Jesli wartosé tego licznika osiagnie zero, ruter porzuca
pakiet. Dzigki temu zaden pakiet nie moze krazy¢é

w sieci w nieskonczonosé.

Na bazie IP dziatajg protokoty transportowe internetu.
Dwa podstawowe to UDP i TCP. W rzeczywistosci
dane wymieniane sa nie miedzy urzadzeniami, a miedzy
programami uruchamianymi na tych urzadzeniach.
UDP i TCP rozszerzaja IP o dodatkowy poziom
adresowania proceséw (programéw realizujacych
poszczegdlne ustugi sieciowe). Dodatkowo TCP
wprowadza kontrole przeptywu i zapewnia
niezawodno$¢ dostarczania danych za pomoca
potwierdzania ich dostarczenia i retransmisji danych
zgubionych. Na bazie UDP lub TCP dziataja protokotly
aplikacyjne: do tlumaczenia nazw domenowych

na adresy IP (DNS), do przesylania zawartosci stron
www (HTTP), do przesylania poczty elektronicznej
(SMTP, POP3, IMAP), do konfigurowania weztéw
(DHCP) i wiele innych. Specyfikacje protokotéw
internetowych mozna poznaé oraz przesledzié¢ historie
ich rozwoju, czytajac dokumenty RFC (ang. Request
for Comments), dostepne, a jakze, w internecie.



Piszac A%y, odwolujemy si¢ do
numeru n Delty z roku 19XY lub
20XY; w przypadku pisma o mniej niz
stuletniej tradycji jest to oznaczenie
jednoznaczne. Pelna lista
przywolywanych artykuléw jest

na stronie www.deltami.edu.pl.

Czastki elementarne jako obiekty
mikroswiata podlegaja prawom
mechaniki kwantowej (zob. Aésv

A, AZ;). Przewidywania kwantowych
teorii maja charakter statystyczny

i polegaja na podaniu
prawdopodobienstw zajsScia pewnych
proceséw. Kazdemu zdarzeniu
elementarnemu przypisuje si¢ liczbe
zespolong A — tzw. amplitude
prawdopodobienstwa.
Prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia
jest dane przez |A\24 Jesli caly proces
sklada sie¢ z ciagu zdarzen o amplitudach
A;, i=1,...,n, to amplitudg calego
procesu jest A = Ay ... - A,. Jedli
proces moze zaj$¢ na m sposobdw,

z ktérych kazdy ma amplitude A;, to
amplituda calego procesu jest
A=A+ ...+ A,,. Wladnie ta regula,
ktéra odréznia kwantowa probabilistyke
od klasycznej, prowadzi do
charakterystycznych dla mechaniki
kwantowej zjawisk interferencyjnych.

Zwyczajem fizykéw czastek
elementarnych energie E, ped p

i mase m podajemy w tych samych
jednostkach, traktujac predkosé swiatta c
jako réwnag jednosci. Bez tego
wielko$ciami o tych samych mianach sa
E, pci mc?.

*Wydzial Fizyki,
Uniwersytet Warszawski

Delta i fizyka czastek elementarnych (I):
Model Standardowy jaki jest, kazdy widzi

Piotr CHANKOWSKIT"

Rzeczy nalezy przedstawiaé tak prosto, jak tylko to jest mozliwe. Ale nie prosciej.
niewazne kto, wazne, ze stusznie!

Od swych narodzin z poczatkiem roku 1974 Delta asystowala burzliwemu rozwojowi
fizyki czastek elementarnych. Na jej tamach regularnie pojawialy sie doniesienia

z frontu” oraz artykuly przyblizajace jej Czytelnikom wybrane zagadnienia tej
fascynujacej dziedziny fizyki. Nic wiec dziwnego, ze do jubileuszowego pieésetnego
numeru A}y Redakcja zaméwita artykul podsumowujacy, co sie wydarzylo w fizyce
czastek elementarnych, zwanej dzis czedciej fizyka wysokich energii, przez ponad

40 lat istnienia Delty. Artykul taki Czytelnikom Delty si¢ jak najbardziej nalezy
takze z tego powodu, ze 4 lipca 2012 roku zamknal sie pewien dlugi rozdzial badan
nad oddzialywaniami czastek elementarnych. Tego dnia ogloszono odkrycie

w eksperymentach prowadzonych w CERN-ie przy akceleratorze LHC rezonansu

o masie 125 GeV, ktérego wszystkie charakterystyki sa, w przedziatach osiagnietej
dokladnoéci do$wiadczalnej, takie jak przewidywanego przez teorie tzw. bozonu
Higgsa.

Dzigki tym badaniom opracowany zostal spdjny obraz struktury materii

na odlegtoéciach do 107!° m i zidentyfikowane zostaly jej podstawowe ,cegietki” —
punktowe (jak si¢ wydaje), czyli prawdziwie elementarne czastki (Al,). Stworzona
i przetestowana zostala teoria oddzialywan fundamentalnych, zwana juz od lat
Modelem Standardowym. W ramach jednolitej struktury matematycznej opisuje ona
trzy znane rodzaje oddziatywan czastek elementarnych: silne, elektromagnetyczne

i stabe (nie uwzglednia tylko oddzialywan grawitacyjnych). Teoria ta opiera si¢ na
kilku fundamentalnych ideach fizycznych, ktére wszystkie w zasadzie zostaly
sformutowane jeszcze przed powstaniem Delty, w przetomowych dla fizyki wysokich
energii latach 1957-1973. Dlatego, aby osadzi¢ we wlasciwym kontekscie odkrycia,
jakich dokonywano w fizyce wysokich energii za czaséw istnienia Delty, konieczne
jest bardziej caloéciowe ujecie tematu zadanego mi przez Redakcje. W jakim$ sensie
prawie wszystko, co zdarzyto si¢ w tej dziedzinie po roku 1974, a dotyczylto
formowania si¢ naszego zrozumienia $wiata czastek dostepnego badaniom
laboratoryjnym, miato charakter potwierdzenia idei teoretycznych sformutowanych
w owych przelomowych latach lub nieco weczeéniej. Oczywiscie, po roku 1974
pojawilo sie tez wiele nowych idei teoretycznych, niektore rewolucyjne, o ktoérych
wspomne w tym artykule. Trzeba jednak wyraznie powiedzie¢, ze na razie zadna

z tych idei nie zostala potwierdzona doswiadczalnie i badanie ich konsekwencji oraz
szukanie zwigzanych z tymi ideami zjawisk bedzie przypuszczalnie jeszcze zadaniem
dla dzisiejszych mlodych Czytelnikéw Delty.

Aby lepiej zrozumieé, jaka role w formowaniu Modelu Standardowego i jego
potwierdzaniu spelnily odkrycia dokonane po powstaniu Delty, dobrze jest najpierw
pokrétee przedstawié te teorig. Jak zapewne wszystkim Czytelnikom Delty wiadomo,
podstawowymi skladnikami materii (przynajmniej, jesli nie prébujemy wnikaé
glebiej niz na odlegtoéci rzedu 1071 m) s kwarki i leptony — punktowe czastki

o spinie réwnym h/2. Jak wszystkie czastki o spinie poléwkowym, zwane
fermionami, podlegaja one zakazowi Pauliego (AL3). Grupuja si¢ one w trzy rodziny
po cztery czastki kazda (zob. Ajs, Al3): jeden kwark o tadunku —1/3

(w jednostkach e > 0), jeden o ladunku 2/3, lepton o ladunku —1 i elektrycznie
obojetne neutrino. I tak, pierwsza rodzina to kwarki dolny d i gérny u oraz

elektron e~ i jego neutrino v., druga to kwarki dziwny s i powabny ¢ oraz mion p~
i neutrino mionowe v, i wreszcie trzecia to kwarki piekny b i top ¢ oraz leptony

77 i v,. Kazdy z naladowanych fermionéw moze by¢ lewo lub prawoskretny, tj. mieé
spin skierowany badZ zgodnie, badZ przeciwnie do kierunku jego pedu. Kazdy z nich
ma do pary odpowiadajaca mu antyczastke o takim samym spinie i przeciwnym
tadunku elektrycznym. Kazdy z kwarkéw to wlasciwie trzy kwarki rézniace sie
pewna wewnetrzna cecha zwana kolorem; trzy za$ antykwarki rozréznia antykolor.
Rodzaje kwarkéw nazywa sie zapachami. Odpowiadajace sobie czastki kolejnych
rodzin réznia sie tylko masa (i z definicji zapachem). Czastki i ich antyczastki maja
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Spin jest wewnetrznym momentem pedu
czastki. Wedlug zasad mechaniki
kwantowej czastki moga mieé spin s > 0
albo calkowity, albo potéwkowy

(w jednostkach h). Rzut spinu czgstki
na wybrany kierunek moze przyjmowaé
warto$ci —s, —s+1, ..., s—1, s.

W przypadku czastek elementarnych
wyréznionym kierunkiem jest zawsze
kierunek ich pedu.

Czastka o spinie h/2 spolaryzowana
prawoskretnie

spin
- pd

i lewoskretnie

Osobliwoécia czastek bezmasowych

o spinie s jest to, ze ich skretnos$¢ moze
przyjmowaé tylko skrajne warto$ci

—s 1 +s. Czastki o spinie 1h, takie jak
foton, nie moga zatem mieé skretnodci
réwnej zeru.

Idea, ze oddzialywania polegaja na
znikaniu i pojawianiu si¢ ex nihilo
czastek pochodzi w gruncie rzeczy od
Enrico Fermiego, ktéry jako pierwszy
(w roku 1934) opisal w ten sposéb
rozpady [ jader: wedlug jego teorii

w procesie rozpadu znikal np. neutron,
a na jego miejsce powstawaly proton,
elektron i antyneutrino; wczeséniej, przed
odkryciem neutronu przez

Jamesa Chadwicka w roku 1932,
sadzono, ze po prostu protony

i elektrony sa skladnikami jader.

Oddzialywanie elementarne (,wierzchotek
oddzialywania”) elektrodynamiki
kwantowej czastek o spinie h/2

i oddziatywanie wymienne.

;'>(?NW e e

Mierzalnymi wielko$ciami
charakteryzujacymi czastki elementarne
i ich oddzialywania sg masy, spiny,
liczby kwantowe (takie jak izospin czy
dziwno$é), czasy zycia, przekroje czynne
i szeroko$ci rozpadéw. Ostatnie dwie
grupy wielko$ci wyznacza si¢ teoretycznie,
obliczajac kwantowomechaniczne
amplitudy A odpowiednich proceséw.
Wygodnym narzedziem stuzacym do tego
celu sg diagramy Feynmana, ktére
pozwalajg latwo wypisaé (co nie znaczy
jeszcze obliczyé¢!) w porzadku

od najbardziej do coraz mniej istotnych
przyczynki do takich amplitud
prawdopodobiefistwa. Diagramy te
otrzymuje sig, laczac ze soba

na wszystkie mozliwe sposoby
odpowiednie linie elementarnych
wierzcholkéw oddzialywania i dolaczajac
do tychze wierzchotkéw linie
reprezentujace czastki wystepujace

na poczatku reakcji i na jej koncu.
Kazdemu elementowi tak otrzymanego
diagramu Feynmana odpowiadaja
okreélone wyrazenia analityczne, ktére
zestawione razem w sposOb
jednoznacznie podyktowany struktura
diagramu daja odpowiadajacy mu
przyczynek do amplitudy A. Przekrdj
czynny czy szybko$é rozpadu zalezy

od amplitudy A procesu (czynnik
dynamiczny) i od dostepnej przestrzeni
fazowe] (czynnik kinematyczny).

takie same masy. Jedli zas chodzi o neutrina i antyneutrina, sprawa nie jest wciaz
jasna: przez dlugie lata (kiedy uwazano neutrina za bezmasowe) przyjmowano, ze
istnieja tylko lewoskretne neutrina i prawoskretne antyneutrina. Dzi$, gdy wiadomo
juz, ze masy neutrin nie sa zerowe, bardziej prawdopodobne jest, ze to, co dotad
nazywano lewoskretnym neutrinem i prawoskretnym antyneutrinem jest po prostu
jedna czastka istotnie obojetna. Szerzej sprawe te omoéwie w dalszej czesdci tego
artykutu. (Niejasno$é ta nie ma jednak wplywu na strukture najwazniejszych
oddzialywan czastek).

Uniwersalnym jezykiem teoretycznym opisu czastek elementarnych jest
relatywistyczna kwantowa teoria pola, wedtug ktorej czastki sa ,kwantami”,

tj. elementarnymi wzbudzeniami pewnych pdl. (Zrozumienie tego takze jest jednym
z waznych osiggnieé¢ fizyki wysokich energii; byt bowiem okres, gdy wydawalo sie, iz
kwantowa teoria pola nie nadaje si¢ do opisu oddzialywan czastek elementarnych.)
Pola w strukturze tej teorii sa reprezentowane przez operatory dzialajace na wektory
pewnej przestrzeni Hilberta reprezentujace stany uktadu pél. Operatory te spelniaja
pewne réwnania, ale o ,fizyce” decyduja nie tylko one, lecz takze charakter stanu

o najnizszej energii ukltadu pdl (tj. reprezentujacego go wektora przestrzeni
Hilberta). Stan ten nazywa si¢ préznia. To ona w duzej mierze determinuje rodzaj
elementarnych wzbudzen uktadu pél, ktére utozsamiamy z czastkami.

W pewnym uproszczeniu kwantowa teoria pola opisuje oddzialywania czastek jako
elementarne akty, w ktorych jedne czastki znikaja, a na ich miejsce powstaja inne.
Najprostsze oddziatywanie jednej czastki z drugg polega wiec na wymienieniu
miedzy nimi trzeciej (wirtualnej, tj. takiej, ktérej energia E i ped nie spelniaja
relatywistycznego zwiazku E? = p? + m?) czastki. Np. od czaséw Diraca,
Heisenberga i Pauliego wiadomo, ze majacy niezerowy ladunek punktowy elektron
(fermion o spinie //2) moze w elementarnym akcie wyemitowaé lub pochlonaé foton,
zmieniajac przy tym swoja energie F i ped p. Kazdy taki akt charakteryzuje sie
pewna stala sprzezenia, ktéra w przypadku oddzialywan fotonu jest e — tadunek
elementarny. W kwantowej teorii pola stala sprzezenia jest miara
prawdopodobienstwa tego, jak ,chetnie” czastka emituje lub pochtania foton

— mnozy ona amplitude takiego zdarzenia. Wyemitowany foton moze zostaé
pochloniety przez inng naladowana elektrycznie czastke, co w efekcie daje
oddzialywanie tych czastek na odlegtosé, lub zostaé¢ zarejestrowany przez detektor
(rejestracja przez detektor to tez w gruncie rzeczy oddzialywanie fotonu z atomami
detektora). Foton — bezmasowa czastka o spinie 14 — jest wiec no$nikiem
oddziatywan elektromagnetycznych lub, inaczej méwiac, bozonem posredniczacym
tych oddziatywan (Ad}).

W podobny sposéb no$nikami oddzialywan silnych pomiedzy kwarkami sa gluony

— bezmasowe bozony o spinie 14. O ile jednak fotony nie niosg tadunku elektrycznego
(sa elektrycznie obojetne), gluony nie sa ,kolorowo obojetne”: w pewnym
uproszezeniu (wbudowana w kwantowa teori¢ pola teoria grup ujmuje to precyzyjnie)
gluon ma kolor i antykolor (jest np. czerwono-antyniebieski). W elementarnym akcie
oddziatywania wskutek pochloniecia czerwono-antyniebieskiego gluonu znika kwark
(np. u lub d) niebieski i powstaje kwark tego samego typu (u lub d), ale czerwony.
Charakteryzujaca oddzialywania silne stata g, jest duzo wieksza niz e. Poniewaz
gluony nie sg kolorowo obojetne, mozliwe sg tez oddzialywania gluonéw ze soba.

Opisane wyzej elementarne oddziatlywania fotonéw z natadowanymi fermionami
i gluonéw z kolorowymi kwarkami sg niechiralne, tj. nie zaleza od skretnosci: lewo
i prawoskretny fermion oddziatuja jednakowo ,chetnie”.

Oprécz fotonéw i gluonéw no$nikami oddzialywan sg tez bozony W,

W~ (antyczastka W) i Z° — masywne (odpowiednio 80 i 91 razy cigzsze niz
proton) czastki o spinie 1A. Sa one nos$nikami oddziatywan stabych. Bozony Z°
oddzialuja ze wszystkimi fermionami (i antyfermionami): w elementarnym akcie
fermion emituje lub pochtania Z°, nie zmieniajac przy tym swojej ,tozsamosci”.
Jednak w odréznieniu od oddzialywan z fotonami czy gluonami oddzialtywania

z bozonami Z° zalezg silnie od skretnoéci: fermiony lewo- i prawoskretne oddziatuja
inaczej. Méwimy wobec tego, ze oddzialywania Z° maja nietrywialng strukture
chiralng. Ogélng stala sprzezenia charakteryzujaca oddziatywania bozonéw Z° (jest
ona modyfikowana jeszcze przez czynniki odrézniajace skretnosé) jest e/sin 20y,
gdzie kat Oy jest zwany katem Weinberga (sin? fy ~ 0,23).
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niebieski C e
niebieski

czerwony

e e

Oddzialywania silne kwarkéw i gluonéw.

czerwony,

Chiralno$é¢ (prawa i lewa) nie jest
wlasciwoscig fermionu jako czastki
fizycznej; jest to cecha charakteryzujgca
sposéb przeksztalcania sig przy zmianie
ukladu odniesienia pdl, ktérych
wzbudzeniami sa fermiony. Jesli jednak
masa fermionu jest zerowa, jego stan

o okreslonej skretnosci i stan jego
antyczastki o przeciwnej skretnosci sa
jednoznacznie zwigzane z kwantowym
polem o okreslonej chiralnosci.

Podzial na czastki i noéniki ich
oddzialywan jest, oczywiscie, tylko
pewnym umownym sposobem méwienia
o procesach elastycznych, w ktérych
czastki konicowe sg takiego samego
rodzaju, jak czastki poczatkowe.

Np. w przypadku rozpraszania

e~ v — e~ v mozna powiedzieé, ze
no$nikiem oddzialywania elektronu

z fotonem jest sam elektron.

bas i

Stabe rozpady
1%
m
gw
L e
pt —etv.m, W X 9w

Ve
d——>———d

d U
n-—pe Ue. Wge

Ve

U—>—1U
n{ bo

Macierz CKM jest unitarna, tzn. spelnia
warunek

" 1 gdy j =k,
ViiVik = .
Z ij Vik {0 gdy j # k,

i=u,c,t

gdzie k = d, s, b.

Wierzchotki oddziatywania

w
}VMA(ZO)
o electg Ow)

WTW~A(Z%

w A(2°)
};’{2@2 ctg? O)
w A(Z°

WTW~-AA(Z°Z°)

w A
:}{% ctg Ow
W A

wtw—AZz°.
v v v
h X X X
1 1 1 1 e
1 1 1 1
€L eRr €L €erR €L eRr

Sprzezenia fermionéw do h°
i do kondensatu.

Najbardziej skomplikowane sa oddzialywania bozonéw W+ i W~ (oddzialuja z nimi
wszystkie fermiony i antyfermiony). Po pierwsze, oddzialywania te réwniez w sposéb
charakterystyczny zaleza od skretnosci: gdyby masa fermionu byta $cisle zerowa
(albo gdy jego energia jest na tyle duza, ze w poréwnaniu z nia mozna jego mase
spoczynkowa pominacé), z bozonami W* oddziatywatyby tylko lewoskretne fermiony
i prawoskretne antyfermiony. Zatem oddziatywania bozonéw W= réwniez maja
nietrywialng strukture chiralng. Chiralny charakter sprzezen bozonéw W+ i Z0

do fermionéw jest odpowiedzialny za niezachowanie parzystosci w procesach stabych
(famanie symetrii wzgledem odbicia lustrzanego, ALY, Al2).

Poniewaz bozony W¥ sg natadowane, kwark typu dolnego musi, wyemitowawszy
bozon W~ (lub pochlonawszy W), przej$¢ w kwark typu gérnego, a elektron

w neutrino itp. Oddzialywania bozonéw W+ z kwarkami maja takze nietrywialna
strukture zapachowa: wprawdzie kwark d, emitujac bozon W~ najchetniej
przechodzi w kwark u, moze on jednak przejs¢, troche mniej chetnie, w kwark
powabny ¢, a nawet, cho¢ juz bardzo niechetnie, w kwark ¢. Stala sprzezenia
bozonéw W do leptonéw jest e/+/2sin Oy . Sila za$ ich oddziatywania z kwarkami
jest dodatkowo ostabiana przez czynniki V4, Vis, etc. okreslajace, jak ,chetnie”
kwark u przechodzi w kwarki d, s itd. Czynnikéw takich jest, jak latwo policzyé, 9;
razem tworza one tzw. macierz Cabibbo—Kobayashiego-Maskawy (CKM). Ma ona
wyraznie hierarchiczng strukture: preferowane sa, przy oddzialywaniu z W¥,
przej$cia w obrebie tej samej rodziny (np. s w ¢), zmiana rodziny na sasiednig

(np. u w s) jest mniej prawdopodobna, a najrzadsze sa przejécia z rodziny pierwszej
do trzeciej (np. u w b). Okazuje sie, ze przy trzech rodzinach kwarkéw fazy
elementéw macierzy CKM (jako liczb zespolonych) sa okreslone przez tylko jeden
parametr — kat §. R6zna od zera warto$é tego kata jest odpowiedzialna za
niezachowywanie w niektérych procesach uwarunkowanych oddzialywaniem stabym
parzystosci kombinowanej CP (Ady).

Poniewaz bozony W# maja ladunek elektryczny, oddziatujg one z fotonami
(bozon W moze w elementarnym akcie wyemitowaé lub pochlongé jeden lub dwa
fotony). Istnieja takze oddzialywania W z Z° oraz z Z° i fotonem. Podobnie jak
leptony, foton, kwarki i gluony, bozony W=+ i Z° sa, przynajmniej na ile nam dzis
wiadomo, czastkami punktowymi (niezlozonymi).

Ostatnig czastka nieztozona (?) jest $wiezo zarejestrowany bozon Higgsa h®

— bezspinowa neutralna czastka o masie 125,3 GeV. Pole, ktorego jest ona
wzbudzeniem, pelni bardzo wazng role. Teoria méwi, ze wytwarza ono przenikajacy
cala przestrzen, staly kondensat v majacy wymiar masy (v ~ 246 GeV), analogiczny
pod pewnymi wzgledami do kondensatu Bosego-Einsteina (zob. A$), za ktérego
do$wiadczalne badanie Nagrode Nobla w roku 2001 otrzymali E.A. Cornell,

W. Ketterle i C.E. Wieman (A},). Wystepowanie tego kondensatu jest wiadciwoscia
stanu prézni ukladu pél kwantowych modelu standardowego. Wszystkie czastki

z wyjatkiem fotonu zmuszone sa nieustannie oddzialywaé z owym kondensatem, co
jest zrédlem ich mas (zjawisko zmieniania sie masy czastek wskutek oddzialywan
jest dobrze znane z fizyki ciala statego: elektrony poruszajace sie w sieci
krystalicznej mozna efektywnie traktowac jak czastki swobodne oddziatujace tylko
ze wzbudzeniami sieci — fononami — jesli przypisze si¢ im masy inne niz masa
elektronu w prézni). Poszczegélne fermiony sprzegaja sie z rézna sita do pola Higgsa
i tym samym ich masa jest $cisle proporcjonalna do statych vy, zwanych statymi
Yukawy, charakteryzujacych ich sprzezenia do h°. Pole Higgsa, a tym samym

i bozon h?, oddzialuje tez z bozonami poéredniczacymi W* i Z°, nadajac im
niezerowe masy (ASy).

Chociaz nie mozemy wchodzié¢ tu w matematyczne szczegdly kwantowej teorii pola,
ktéra jest jedna z najbardziej skomplikowana z teorii opisujacych swiat fizyczny, aby
umozliwié¢ lepsze zrozumienie struktury modelu standardowego, postaram si¢ jednak
krétko przyblizy¢ zasady, na ktérych sie on opiera. Mimo, a moze wlasnie z powodu
wyjatkowego charakteru tego numeru Delty, potraktuje Czytelnikéw powaznie i,
nawiazujac do motta tego artykutu, postaram sie w kolejnych odcinkach pokazaé
bogactwo struktury teoretycznej ukrytej za prostym fenomenologicznym opisem
czastek i ich oddzialywan. Dopiero wtedy bedzie mozna bowiem w pelni docenié
rozwéj fizyki wysokich energii w minionym sze$édziesiecioleciu.
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Rozwigzanie zadania F 895.
(a) Liczba elektronéw réwna jest,

oczywiscie, liczbie protonéw w atomach
naszego ciata. Kazdy gramoatom
pierwiastka to Na =~ 6,022 - 10%% atoméw.
Gramoatom to liczba gramoéw pierwiastka
réwna (z bardzo dobrym przyblizeniem
sumie liczb protonéw i neutronéw jadra
atomu). Cialo czlowieka zbudowane jest
gléwnie z atoméw tlenu, wegla wodoru,
azotu. Poza wodorem wymienione
pierwiastki wystepuja niemal wylacznie
w postaci izotopéw o réwnej liczbie
protonéw i neutronéw, a wiec w kazdym
ich gramoatomie mamy Nja /2 protonéw.
Wodér to niemal wytacznie izotop H
najczedciej zwiazany w czasteczkach wody
(stanowigcej sktadnik zywych komoérek).
W czasteczce wody mamy 10 protonéw

i 8 neutronéw, co oznacza, ze jesli
pominiemy niewielka réznice mas protonu
i neutronu, to 5/9 = 0,55 ... masy wody
przypada na protony. Z dokladnosciag

do 10% mozemy wigc przyjacé, ze $rednio
1 g naszego ciala zawiera okoto

0,5 g protonéw, a wigc okoto

Na /2~ 3-10%3 protonéw i tyle samo
elektronéw.

Poza wymienionymi w rozwigzaniu inne
pierwiastki stanowia lacznie mniej
niz 4% masy czlowieka.

(b) Stosunek liczby protonéw do liczby
wszystkich nukleonéw w jadrze jest dla
wiekszoéci naturalnie wystepujacych
izotopéw bliski 0,5 i nieznacznie maleje
ze wzrostem liczby atomowej do

okoto 0,39 dla 225U. Wyjatek (patrz (a))
stanowi wodér, ktéry niemal wylacznie
wystepuje jako izotop 'H, ale stanowi on
niewielka czg$¢ masy otaczajacych nas
substancji (np. tylko 10% masy wody).
Zatem dla otaczajacej nas materii wynik
jest taki sam, jak dla naszego ciala.

*Centrum Astronomiczne
im. Mikotaja Kopernika

Postepy kosmologii po roku 1974
Andrzej KRASINSKI'

1. Stan poczatkowy. W momencie ukazania si¢ pierwszego numeru Delty
kosmologia opierala sie na nastepujacych obserwacjach (o), konkluzjach (k)
i postulatach (p):

() (o) Inne galaktyki, poczynajac od pewnej minimalnej odleglosci, oddalaja sie
od naszej. Kierunek ruchu jest radialny, a predko$é¢ v w przyblizeniu
proporcjonalna do odlegtosci d (prawo Hubble’a).

(k) W przeszlodci $rednia gestosé (a wige réwniez temperatura) materii

we wszechswiecie musiala by¢ wieksza niz obecnie, tym wieksza, im dalej

w przeszlo$é patrzymy. Byl taki okres w historii wszechswiata, w ktérym
temperatura i gestosé byly zbyt wysokie, aby mogty istnie¢ atomy i cata
materia byla zjonizowana. Gdy temperatura spadta ponizej wartosci
potrzebnej do jonizacji atoméw, musiato zosta¢ wyemitowane
promieniowanie, ktére powinno dotrwaé¢ do naszych czasow.

(0) Kosmiczne mikrofalowe promieniowanie tla zostalo zaobserwowane

w roku 1965. Ma ono widmo charakterystyczne dla ciata doskonale czarnego
o $redniej temperaturze 2,73 K i dochodzi do Ziemi ze wszystkich kierunkdw.
Odchylenia od sredniej w poszczegdlnych kierunkach podzielone przez srednia
temperature, AT /T, byly wéwczas niewykrywalne przy bledzie pomiaru 0,01.
(p) Wszechswiat wydaje si¢ w przyblizeniu izotropowy wokét nas. ZalozZono
wiec, ze wszech$wiat jest izotropowy wokoét kazdego obserwatora. Postulat
ten, pod nazwa zasady kosmologicznej, jest do dzi§ dogmatem astronomii.

(IT)

(111

~—

(IV)

Punkt (IIT) wymaga komentarza. Izotropie promieniowania tla na poziomie 102
uznano za ,zdumiewajaco dokladny” dowdd izotropii wszech§wiata. Okazalo sie
potem, ze oddzialywanie promieniowania tta z materia jest bardzo stabe

i fluktuacje mogly ujawnié sie dopiero na poziomie AT/T ~ 10~°. Takie wlaénie
fluktuacje zaobserwowano.

2. Odkrycie pustek w rozkladzie galaktyk (1978). Pierwsza poprawke

do opisanego wyzej stanu wniosto odkrycie ,,dziur” w przestrzennym rozkladzie
galaktyk (S.A. Gregory i L.A. Thompson 1978). Do tamtego momentu zaktadano,
ze elementarna ,.komoérka” wszechdwiata jest pojedyncza galaktyka i ze galaktyki
sa réwnomiernie rozlozone w przestrzeni, zgodnie z zasada kosmologiczna. Okazalto
sie, ze przestrzenny rozklad galaktyk bardziej przypomina piane na powierzchni
wody w wannie, z galaktykami rozmieszczonymi na powierzchniach pecherzykdw
o typowym promieniu okoto 60 Mpc. Wnetrza pecherzykow sa prawie puste —
$rednia gestosé materii w pustce wynosi od kilku do kilkunastu procent $redniej
gestosci w calym wszechswiecie. Ogloszono to jako wielkie odkrycie, chociaz

z pewnych prac, opublikowanych 44 lata wczesniej, wynikato, ze powszechnie
uzywane w astronomii jednorodne i izotropowe modele kosmologiczne sa
niestabilne ze wzgledu na powstawanie zageszczen i rozrzedzen

(R.C. Tolman 1934, N.R. Sen 1934). Gdyby prace te zostaly w pore¢ zrozumiane,
odkrycie pustek nie bytoby niespodzianka.

Skad wziela sie sprzeczno$¢ pomiedzy wczedniejsza wiara a nowym odkryciem?
Przed praca Gregory’ego i Thompsona obserwacje siegaly tylko do niezbyt
dalekich galaktyk i w przyblizeniu potwierdzaly zasade kosmologiczna.
Astronomowie wierzyli, ze ta nieduza objeto$¢ jest reprezentatywna probka calego
wszechswiata, a swoja wiare glosili jako rzeczywista wiedze.

Odkrycie to wymaga jeszcze jednego komentarza. Nie istnieje metoda
bezposredniego pomiaru odlegloéci do najdalszych galaktyk. Przy ocenianiu
odlegloéci do nich zaklada sie, ze prawo Hubble’a jest spelnione i oblicza z niego
odleglosé. Wystepuje wiec paradoks: gdy zakladamy, ze wszech$wiat jest
przestrzennie jednorodny (bo tylko w takim prawo Hubble’a obowiazuje), to

z analizy obserwacji wychodzi nam, ze materia w nim jest roztozona
niejednorodnie. Jesli dopuscimy, ze prawo Hubble’a nie obowiazuje, to jestesmy
bezradni (przynajmniej tymczasowo) wobec problemu wyznaczania odleglosci, ale
przyznajemy na starcie, ze wszech$wiat nie jest jednorodny. Tak czy inaczej,
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Gestosé krytyczna to taka, przy ktorej
przestrzen stalego czasu jest zawsze
plaska (tak astronomowie nazywaja
przestrzenie euklidesowe, czyli o zerowej
krzywiznie).

zasada kosmologiczna jest w klopocie. Oficjalne stanowisko kosmologéw jest
nastepujace: zasada kosmologiczna obowiazuje, ale w wigkszej skali. Elementarna
komorka wszechéwiata jest wicksza niz pojedyncza galaktyka. Jaki jest jej
rozmiar? Tu zapada ktopotliwe milczenie. Tak daleko, jak siegaja obserwacje
rozkladu galaktyk, widaé rozmaite struktury i nie wida¢ powtarzalnosci w ich
przestrzennym rozkladzie.

3. Modele inflacyjne (1981). Niektérzy kosmologowie zauwazyli pozorne
paradoksy, wynikajace z uzywanych wcze$niej modeli wszech§wiata. Jednym

z nich byl ,problem ptaskosci”: nawet jesli uéredniona po przestrzeni gestosé
masy p rézni sie od tzw. gestosci krytycznej pi, o czynnik 100 w obecnej chwili,
to w chwili ¢; = 1073* sekund po Wielkim Wybuchu ulamek (p — pi,)/p musiat
byé¢ mniejszy niz 107°°. Stan poczatkowy wszechéwiata musial wiec byé niezwykle
doktadnie dopasowany do krzywizny przestrzennej bliskiej zera. Drugim byt
,problem horyzontu”: wskutek skonczonej predkosci swiatta w tej samej chwili ¢;
pojedyncza czastka materii mogta otrzymaé sygnal od ograniczonej liczby innych
czastek, nazwijmy te liczbe n;. Obecny obserwator, kilkanascie miliardow lat

po Wielkim Wybuchu, mégl otrzymaé sygnal od wiekszej liczby czastek, No,

przy czym n; /Ny = 10783, Jak to sie stalo, ze obecnie promieniowanie tta jest tak
doktadnie izotropowe, skoro przed jego emisja tylko niewielkie podzbiory czastek
mogly oddzialywaé miedzy soba? Przeciez oddzialywanie bylo konieczne dla
wyréwnania temperatur.

Modele inflacyjne (Alan Guth, 1981) proponuja rozwiazanie tych probleméw,
postulujac, ze w okresie miedzy mniej wiecej 10734 a 10732 sekund po Wielkim
Wybuchu wszech§wiat rozszerzal sie w tempie wykladniczym i w tym czasie
kazda poczatkowa odlegtoéé powiekszyla sie okolo 10%° razy. Umozliwilo to
kontakt, przed emisja promieniowania tta, pomiedzy wszystkimi widocznymi dzi$
na niebie obiektami.

Jesli Czytelnikom podane wyzej rozumowania wydaja sie naciagane, prosze

nie watpi¢ w sile wlasnego rozumu. W chwili ¢; érednia gestosé materii musiata
by¢ wieksza niz 1098 g/ crng, czyli 104 razy wigksza niz w jadrze atomowym.
Takich gestosci nie osiagnieto do dzisiaj w zadnym akceleratorze. Jesli wiec
trzymamy si¢ tradycji, ze fizyka jest nauka empiryczna, to modele inflacyjne
nie s teoriami fizycznymi. Do podobnego wniosku doszedl niedawno jeden

z twércéw idei inflacji, Paul Steinhardt, uzywajac innego argumentu: modele
inflacyjne maja tyle wolnych parametréw, ze mozna je przystosowaé¢ do kazdych
danych eksperymentalnych, a wobec tego nie sg falsyfikowalne.

Modele te zdobytly ogromna popularnosé dzieki nieustajacej kampanii reklamowej,
prowadzonej przez autoréw i entuzjastow, i z tego powodu musiaty by¢
wspomniane w niniejszym artykule. Ostrzegam jednak Czytelnikéw, ze jest to
yodkrycie” z zakresu metafizyki. Wczesniejsze twierdzenia kosmologii

(np. przepowiednia istnienia promieniowania tla) byly oparte na wynikach
do$wiadczen laboratoryjnych. Twierdzenia modeli inflacyjnych mozna byloby
sprawdzi¢ wylgcznie poprzez obserwacje kosmologiczne interpretowane przy
uzyciu spekulacji niemozliwych do sprawdzenia w laboratorium.

4. Odkrycie fluktuacji temperatury w promieniowaniu tta (1992).

Na przelomie lat 80. i 90. ubieglego wieku dwa zespoly astronoméw (ich
kierownikami byli John Mather i George Smoot) przeprowadzily dokladne
pomiary temperatury promieniowania tta dla réznych kierunkéw. Ich wynikiem
ubocznym byto precyzyjne potwierdzenie, ze promieniowanie to ma widmo ciala
doskonale czarnego. Wynikiem gléwnym bylo wykrycie kierunkowych fluktuacji
temperatury o maksymalnej amplitudzie okoto 70 uK, co odpowiada

AT/T =~ 2,5-1075. Odkrycie to umozliwito dalsze badania wtasnoéci materii
wszech§wiata w momencie emisji promieniowania tta, miedzy innymi
rozchodzacych sie w niej fal akustycznych. Smoot i Mather otrzymali za nie
Nagrode Nobla w roku 2006.

5. Przyspieszajaca ekspansja wszech$wiata? (1998, 1999). Gwiazda, ktéra
wyczerpala zapasy swojego ,paliwa” termojadrowego, zaczyna sie zapadaé¢ —
ci$nienie slabnacego promieniowania nie moze zréwnowazy¢ sily grawitacji. Jezeli
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Energia uwalniana w wybuchu
supernowej jest w przyblizeniu réwna
energii, jakg wypromieniuje Stornce

w ciaggu calego swojego ,zycia”.

Rozwigzanie zadania F 896.
W obu przypadkach (kondensatora
i przewodnika) przebieg linii sil pola

elektrycznego jest taki sam: wektor
natezenia pola elektrycznego E

w kazdym punkcie powierzchni kazdej

z elektrod jest do tej powierzchni
prostopadly, a jego wartos$c jest
proporcjonalna do napiecia U miedzy
elektrodami. Powierzchniowa gestos$é
tadunku w kazdym punkcie elektrody
kondensatora jest rowna eoFE, gdyz
przenikalno$é elektryczna powietrza jest
praktycznie réwna przenikalnosci prézni.
Normalna skladowa gestosci pradu jest
takze proporcjonalna do wartosci pola E
i jest réwna E/o. W zwigzku z tym,
przy tym samym napieciu U, calkowity
tadunek zgromadzony na powierzchni
elektrod @Q = CU jest proporcjonalny do
catkowitego pradu I = U/R, ktéry
poplynie po wypelnieniu kondensatora
roztworem soli. Otrzymujemy wiec:

go0

ol

Po podstawieniu danych liczbowych

R ~ 0,0133 Q.

R =

jaki$ inny mechanizm nie powstrzyma zapadania si¢ gwiazdy, to wéréd réznych
mozliwych wariantéw dalszego jej losu jest gwaltowny wybuch, uwalniajacy
wielkg energie, ktora jest wyswiecana w ciggu kilku tygodni lub kilku miesiecy.
Wybuch taki, nazywany gwiazda supernowa, jest zjawiskiem bardzo rzadkim.
Ostatnia supernowsg w naszej Galaktyce zaobserwowano bezposrednio w roku
1604, a potem wykryto $lady po dwéch innych. Z obserwacji supernowych

w innych galaktykach wynika, ze w naszej Galaktyce $rednio powinny zachodzié
trzy takie wybuchy w ciagu stu lat.

Ewolucja gwiazdy prowadzaca do wybuchu supernowej moze przebiegaé¢ inaczej.
W pierwszym stadium powstaje bialy karzet w uktadzie podwéjnym. Jesli
gwiazda-towarzysz wyrzuca materie, to jej cze$¢ opada na powierzchnie biatego
karta, doprowadzajac w koncu do wybuchu. Ten rodzaj supernowych nazwano
typem la. Poniewaz powstaja one zawsze w takich samych warunkach, przyjmuje
sie, ze ich maksymalna jasno$¢ absolutna jest zawsze taka sama. Mierzac strumien
promieniowania supernowej docierajacy do Ziemi, mozna wiec wyznaczy¢
odlegtosé jasno$ciowq dy, do niej. Mozna tez zmierzy¢ przesuniecie ku czerwieni

w jej widmie, przeliczy¢ je na predkosé ucieczki gwiazdy od nas, i obliczyé
odlegto$¢ d drugim sposobem, z prawa Hubble’a.

Wiyniki takich pomiaréw dla duzej liczby supernowych typu Ia opublikowaly

w latach 1998 i 1999 dwa zespoly astronoméw, kierowane przez Adama Riessa

i Saula Perlmuttera. Wyszlo im, ze dy, > d we wszystkich przypadkach: supernowe
byly ,,pociemnione” wzgledem tego, czego oczekiwano na podstawie uzywanego
przedtem modelu ewolucji wszechswiata. Przymierzajac do swoich wynikéw rézne
nowe modele (ale tylko takie, w ktérych gestosé materii jest stala w przestrzeni

i moze sie zmienia¢ jedynie z uptywem czasu), doszli oni do wniosku, ze najlepsze
dopasowanie daje model, w ktérym obecnie przestrzen rozszerza sie ruchem
przyspieszonym. Jest to mozliwe tylko wtedy, gdy istnieje oddziatywanie
odpychajace, przewazajace nad przycigganiem grawitacyjnym. Zrédlo tego
oddzialywania nazwano ,ciemna energia”’ i ogloszono, ze jest to ,najwicksza
zagadka wspolczesnej astronomii”.

Whprowadzanie nowego bytu nie jest jednak konieczne. Wystarczy dopuscié

do konkurencji ogélniejsze modele wszechswiata, w ktorych gestosé materii

nie jest stala w przestrzeni. Najprostszy z nich, nazywany modelem
Lemaitre’a—Tolmana, pozwala wyjasni¢ wyniki obserwacji supernowych Ia na dwa
sposoby. W pierwszym wybuch poczatkowy nie zachodzi réwnoczesnie dla
wszystkich czastek wszech$wiata. Czastki blizsze obserwatora sa z Wielkiego
Wybuchu wyrzucane pdzniej niz dalsze, wobec tego w momencie obserwacji sa
,mtodsze” i oddalaja sie od obserwatora z wieksza predkoscig. W drugim
sposobie czastki blizsze obserwatora ,rodza si¢” z wieksza predkoécia poczatkows,
dajac ten sam efekt w obserwacjach. W obydwu przypadkach ztudzenie rosnacej

z czasem predkosci ekspansji powstaje wskutek zmniejszania si¢ tej predkosci

z odlegtoscia od obserwatora. Przy takim opisie ,ciemna energia” jest
niepotrzebna — wszech§wiat rozszerza sie ruchem opdznionym. Jedyne odstepstwo
od tradycyjnej kosmologii w tym modelu jest takie, ze predkos¢ ucieczki galaktyk
nie jest dokladnie proporcjonalna do ich odleglosci od nas. Wigkszos¢é astronoméw
wierzy jednak w ciemna energie, a odkrycie z lat 1998/99 zostalo wyrdznione
Nagroda Nobla dla Riessa, Perlmuttera i Briana Schmidta w roku 2011.

6. Wiedza a przekonanie. Przez wszystkie etapy historii kosmologii przewija sie
jeden wspolny motyw: ubieranie niewiedzy w pozory wiedzy. Nastepujace potem
zdemaskowanie niewiedzy jest przedstawiane jako zaskakujace odkrycie. Tak bylo
w roku 1928, gdy z obserwacji Hubble’a wyniklo, ze wszech$wiat sie rozszerza.
Przedtem astronomowie wiedzieli, ze jest niezmienny w czasie. Tak bylo w roku
1978, gdy odkryto pustki. Przedtem astronomowie wiedzieli, ze przestrzen jest
rownomiernie wypelniona galaktykami. Tak bylo w roku 1992, gdy odkryto
fluktuacje temperatury promieniowania tta. Przedtem astronomowie wiedzieli, ze
promieniowanie to jest izotropowe ze zdumiewajaca doktadnoscia. Teraz
astronomowie wiedzq, ze wszech§wiat rozszerza sie ruchem przyspieszonym

i nie chcg stuchaé, ze obserwacje supernowych typu Ia mozna wyjasni¢ inaczej.
Pewnie czeka nas kolejne zaskoczenie. . .
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Rozwigzanie zadania M 1481.
Kazdy wiersz i kolumne naszej tablicy

bedziemy nazywali linig. Niech m bedzie

najmniejsza liczba, dla ktérej istnieje

linia zlozona z liczb nie wigkszych od m.

Mozemy zakladaé, ze tg linig jest
pierwszy wiersz, a jego pierwszym
wyrazem jest m.

Wykazemy najpierw, ze w kazdej
kolumnie, poczawszy od drugiej, istnieja
takie dwa jej kolejne wyrazy a i b, ze
a<m—11ib>m+ 1. Dla ustalenia
uwagi wezmy druga kolumne. Jej
pierwszy wyraz nie moze byé wiekszy
od m — 1. Niech b bedzie najwyzej
potozonym wyrazem drugiej kolumny,
ktéry jest wiegkszy od m (musi taki
istnie¢ wobec definicji m). Wyraz
potozony nad b jest szukanym a.

W ten sposéb otrzymalismy n — 1 par
liczb as < m < bs, ..., ap < m < by,.
Najwigksza sposréd liczb b; musi wigc
wynosi¢ co najmniej m +n — 1.

W takim razie a; oraz b; sa
poszukiwanymi liczbami.

Lekkos¢ bytéw kosmologicznych
Krzysztof TURZYNSKI

Z czego sklada sie wszechswiat? Jezeli wierzy¢ temu, co setki kosmologéw pisza

w najpowazniejszych czasopismach naukowych, znana nam materia tzw. barionowa
odpowiada za zaledwie 5% gesto$ci energii we wszech$wiecie, a pozostalta czesé to
tzw. ciemna materia i ciemna energia. O tych tajemniczych substancjach niewiele
da sie obecnie powiedzie¢, poza tym, ze ciemna materia zachowuje sie jak pyt
niewidzialnych, masywnych czastek, ciemna energia za$ ma pewne unikalne, ale
bardzo konkretne wlasnosci, ktére powoduja przyspieszone rozszerzanie sie
wszech$wiata.

Powyzsze stwierdzenia sg dla wielu przejawem triumfu mysli ludzkiej
przejawiajacej sie w wydzieraniu przyrodzie jej tajemnic dzieki postepowi technik
obserwacyjnych potaczonemu z bardzo wnikliwa analizg teoretyczna tych
obserwacji. Sa tez i tacy, ktorzy sadza, ze odwazne twierdzenia wspotczesnej
kosmologii sa zwykla hucpa. Jak osadzié, gdzie lezy prawda i czy $rodowisko
naukowcow jest w stanie wycofywaé sie ze swoich twierdzen, jesli te okazuja sie
bledne lub nie daja sie nalezycie uzasadni¢? Przyjrzyjmy sie¢ tym kwestiom

na przykladzie ciemnej materii.

Klasyczny argument na rzecz istnienia ciemnej materii pochodzi z badania
krzywych rotacji galaktyk i wynika z obserwacji poczynionych przez Vere Rubin
od poczatku lat szes¢dziesiatych XX wieku. Sadzac po natezeniu emitowanego
Swiatta, masa typowej galaktyki spiralnej skupiona jest w jej centrum, mozna wiec
w przyblizeniu traktowaé ruch obiegajacej to centrum gwiazdy jako wywolywany
przez pojedyncza centralng mase. Jesliby wiec sita grawitacyjna owej masy M
dzialajaca na gwiazde o masie m w odlegtosci r od centrum wyrazala si¢ wzorem
Newtona F, = GMm/ r? i stanowila zarazem sile doérodkowa powodujaca ruch
gwiazdy z predkoécia v po okregu, F,. = mv?/r, to predko$é v powinna byé
odwrotnie proporcjonalna do pierwiastka z odlegloéci r. Tak nie jest —
obserwowana zalezno$é v(r) wydaje sie dazy¢ do stalych, ale niezerowych wartosci
przy wzroscie r. Aby to wyja$nié¢, mozna zalozy¢ istnienie nieSwiecacej

i nieoddzialujacej ze $wiatlem materii (zwanej ciemna materia) stanowiacej zrédlo
dodatkowego przyciagania grawitacyjnego i umozliwiajacej gwiazdom na szybsze,
nizby mozna oczekiwaé, okrazanie centrow galaktyk bez obawy ucieczki

w kosmiczna przestrzen. Idea to nieco szalona, ale jako§ trzeba przeciez wyjasnié
obserwowang zaleznosé v(r), skoro przez tyle dekad nie udalo si¢ znalezé jakiego$
bledu w obserwacjach i ich interpretacji. Mozna ewentualnie wymyslié¢ jeszcze
jakas inna szalona idee, na przyktad taka, ze newtonowskie prawo grawitacji

nie stosuje sie w tak wielkich skalach odlegtosci. . .

Uwierzeniu w jedna z takich szalonych idei moze pomoc fakt, ze w latach
trzydziestych XX wieku Fritz Zwicky, badajac rozklady predkosci galaktyk

w gromadzie galaktyk w gwiazdozbiorze Warkocza Bereniki, réwniez zauwazyl, ze
nie sa one zgodne z rozkladem §wiecacej materii. Obecnie mozna niekiedy dzigki
zjawisku soczewkowania grawitacyjnego oceni¢ rozklad masy w gromadzie
galaktyk niezaleznie od rozkladu natezenia swiatla. Najbardziej znanym
przyktadem jest gromada 1E0657-558 w gwiazdozbiorze Kila, zwana Pociskiem.
Powstata ona w wyniku zderzenia dwoch gromad galaktyk; éw kosmiczny
kataklizm znacznie spowolnil materie $wiecaca (przede wszystkim gaz emitujacy
promieniowanie X), ale nie ciemna materie, ktéra oddzialuje przede wszystkim
grawitacyjnie, i obserwowane rozktady obu rodzajéow materii wykazuja wyraznie
rozsuniecie w przestrzeni. Te same obserwacje prébowano takze interpretowaé przy
uzyciu modyfikacji oddziatywan grawitacyjnych, ale préby te nie wydaja sie
prowadzi¢ w tak prosty sposéb do konkluzji jak hipoteza istnienia ciemnej materii.
Tym bardziej ze astronomowie w ciagu ostatniej dekady wzbogacili swa kolekcje
zderzajacych sie gromad galaktyk o jeszcze kilka, moze nieco mniej
spektakularnych obiektéw. . .

Ciemna materia musi by¢ rozlozona we wszech$wiecie w sposéb niejednorodny,
totez szacowanie jej Sredniej gestosci w obserwowalnym wszech$wiecie jest
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fotony s
«—— ,potencjal”
grawitacyjny

bariony

Rys. 1. Uktad mechaniczny
odpowiadajacy zaburzeniom
kosmologicznym. Ciezkie kulki to materia
barionowa, sprezynki to fotony, zas
»dotek”, w ktérym sie¢ one znajduja, to
»potencjal” grawitacyjny. Bariony daza
do skupiania si¢ pod wplywem
oddzialywan grawitacyjnych, czemu
przeciwstawia si¢ ci$nienie fotonéw.

Teorie inflacji przewiduja, ze oprécz
opisywanych tu korelacji zaburzen
temperatury mikrofalowego
promieniowania tla istnieja takze
korelacje jego spolaryzowanych
sktadowych. Sa one wynikiem
wystepowania tzw. fal grawitacyjnych.
Choé oméwienie tego zjawiska wykracza
poza ramy tego artykulu, nalezy
odnotowaé, ze jego odkrycie dodatkowo
wzmacnialoby przekonanie o zajsciu
inflacji. W marcu 2014 roku zespdét
BICEP2 poinformowal o zaobserwowaniu
takiego sygnalu, ale, jak sie okazalo
pézniej, bylo to wynikiem blednej
identyfikacji spolaryzowanego
promieniowania pochodzacego z dysku
naszej Galaktyki.

zadaniem trudnym. Nie powinno zatem dziwi¢, ze najdokladniejsze oszacowania
gestosci ciemnej materii pochodza z zupelnie innego zrédta. Jest nim mikrofalowe
promieniowanie tla, uwolnione w procesie rekombinacji przed miliardami lat —

w chwili, gdy wszech$wiat stal si¢ nazbyt chtodny, by fotony mogly jonizowaé
pierwotne atomy, ale wciaz jeszcze byl w miare jednorodny. Od tego czasu fotony
owe przemierzaja wszech$wiat w zasadzie bez zaklocen, zwickszajac jedynie swa
dhugo$é fali w miare rozszerzania si¢ wszech$wiata, 1 z tego powodu stanowia
bezcenne zrédto wiedzy o wezesnych etapach jego rozwoju. Bardzo wazne jest przy
tym, ze mikrofalowe promieniowanie tla jest z bardzo dobrym przyblizeniem
izotropowe (identyczne dochodzi ze wszystkich kierunkéw), jego widmo jest
najdoskonalsza realizacja widma ciala doskonale czarnego, jaka kiedykolwiek znata
fizyka, a drobne niejednorodnoéci jego natezenia, na poziomie 1 : 100000, maja
bardzo ciekawe wlasnoéci statystyczne.

Zanim przejdziemy do ich oméwienia, musimy zastanowi¢ si¢ nad kilkoma
kwestiami technicznymi zwiazanymi z owymi kosmicznymi fluktuacjami.

Po pierwsze, zaburzenia takie mozemy ,sktadaé” z zaburzen o ksztalcie
sinusoidalnym — dla odpowiednio matych amplitud tych zaburzen we wczesnym
wszech$wiecie kazde z nich bedzie ewoluowalto niezaleznie od pozostatych.

Po drugie, wieksza gesto$é (i temperatura) materii jest zwiazana z silniejsza
grawitacja. Zgodnie z ogblna teoria wzglednosci fotony wyemitowane z miejsc
gestszych sa bardziej energetyczne, ale musza straci¢ wiecej energii na pokonanie
silniejszej grawitacji; szczegdtowy rachunek pokazuje, ze pierwszy z wymienionych
efektéw jest silniejszy. Roznice w natezeniu (i temperaturze) mikrofalowego
promieniowania tta dochodzacego z réznych kierunkéw pozwalajg zatem

na okreslenie réznic gestosci obszaréw wszech$wiata, z ktorych fotony te zostaly
wyemitowane. Wreszcie, w ,normalnie” rozszerzajacym sie wszechswiecie
maksymalny rozmiar obszaru powiazanego przyczynowo rosnie szybciej niz
rozmiary sinusoidalnych zaburzen rozciagane wskutek rozszerzania sie
wszechswiata. Oznacza to, ze dane sinusoidalne zaburzenie o okreslonej dlugosci
ma najpierw dlugo$é¢ przekraczajaca rozmiar obszaru powigzanego przyczynowo;
skoro odlegle czesci tego zaburzenia poczatkowo ,nic o sobie nie wiedza”, to
dopiero w pewnym momencie ewolucji wszech§wiata, odpowiadajacym odwrdceniu
powyzszej nieréwnosci, zaburzenie takie moze zaczaé ewoluowac.

Pojedyncze zaburzenie sinusoidalne odpowiada zaburzeniu gestosci kilku
sktadnikéw: materii barionowej sktadajacej si¢ przede wszystkim z protonéw
(réwnowazace dodatni tfadunek protonéw elektrony maja okolo 2000 razy mniejsza
mase i mozemy je w bilansie masy pomina¢), fotonéw oraz ewentualnie ciemnej
materii — a takze odpowiadajacego im zaburzenia grawitacyjnego. Ewolucje
takiego ukladu mozemy lepiej zrozumieé, korzystajac z analogii zaproponowanej
przez Wayne’a Hu z Uniwersytetu w Chicago — réwnania opisujace dynamike
kazdego ze sktadnikéw maja bowiem takg sama postaé¢ jak réwnania ruchu bardzo
prostego uktadu fizycznego przedstawionego na rysunku 1. Pozostaje pytanie, co
lub kto zapewnia warunki poczatkowe dla tych réwnan — czyli ksztalt zaburzen

na skalach przekraczajacych rozmiar obszaréw przyczynowo powiazanych.
Uchylanie si¢ od odpowiedzi na to pytanie wydaje si¢ malo ambitne intelektualnie,
zwlaszcza ze istnieje klasa teorii, ktore pozwalaja podaé pewien zakres
przewidywan dla warunkow poczatkowych. Sa to teorie inflacji z wolnym
toczeniem, zaproponowane ponad trzy dekady temu przez Andreia Lindego
(notabene rézne od zarzuconych obecnie z powodu niezgodnosci z doswiadczeniem
pionierskich koncepcji Alana Gutha). W teoriach tych pierwotne zaburzenia sa
odpowiednio rozciggnietymi wskutek przyspieszonego rozszerzania sie bardzo
wcezesnego wszech§wiata fluktuacjami kwantowymi; ksztalt wszystkich pierwotnych
zaburzen opisywany jest prosta funkcja zalezna od kilku stalych liczbowych.

Jedno zaburzenie ma szczegdlnie prosta, ale tez wazna historie. Jego ewolucja
zaczyna sie¢ w dobrze okreslonym momencie, gdy jego rozmiar zréwnuje sie

z rozmiarem obszaru przyczynowo powiazanego. Od tej pory powinny zachodzié
oscylacje gestosci barionéw i fotonéw — gdyby nie fakt, ze po jednym pélokresie
takich oscylacji, w chwili odpowiadajacej maksymalnemu $cisnigciu bariondw

w jednych miejscach zaburzenia i maksymalnemu rozrzedzeniu w drugich, doszto
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poczatek oscylacji
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Rys. 2. Ewolucja zaburzenia, dla ktérego
rekombinacja zachodzi po pélokresie
oscylacji gestodci. Zaburzenia

o okreslonym rozmiarze mozemy
zobaczy¢é w réznych odlegto$ciach
katowych w zaleznosci od krzywizny
wszech§wiata okreslajacej tor fotonow

w przestrzeni.

do rekombinacji i wyemitowania fotonéw mikrofalowego promieniowania tta.

W efekcie dla pewnego okreslonego rozmiaru zaburzenia powinno sie daé
zaobserwowa¢ w mikrofalowym promieniowaniu tta wyrazng korelacje — miejsca
cieplejsze powinny by¢ odseparowane o okre$lony kat od innych cieplejszych miejsc
(a zimniejsze od zimniejszych). Ksztalt ramion tego kata odpowiada biegowi
promieni $wietlnych w rozszerzajacym sie wszech$wiecie — okazuje sig, ze pozwala
to na bardzo doktadne oszacowanie, czy wszechswiat odpowiada tréjwymiarowej
(plaskiej) przestrzeni euklidesowej, czy tez nalezy go modelowaé jako przestrzen
tréjwymiarowa o dodatniej lub ujemnej krzywiznie.

Réwnie istotne sa zaburzenia, dla ktérych rekombinacja zachodzi po jednym

i po pottora okresu oscylacji. W przypadku tych pierwszych, im wiecej barionéw,
tym silniejszemu Scisnigciu i stabszemu pézZniejszemu rozrzedzeniu one ulegaja, co
daje si¢ zaobserwowaé jako zmniejszenia antykorelacji zaburzen na skalach

o potowe mniejszych niz dyskutowane poprzednio. Te drugie odpowiadaja zas
ponownemu maksymalnemu $cidnieciu barionéw, ktorego skutecznosé zalezy

od tego, czy ,potencjal” grawitacyjny ulegnie zanikowi od czasu pierwszego
Sci$niecia (tak byloby, gdyby rozrzedzone p6! okresu wezeéniej bariony i fotony
stanowily gléwne 7Zrédlo grawitacji), czy tez nie (jesli zrédlem grawitacji jest
przede wszystkim ciemna materia, nieoddzialujaca z fotonami, a wiec
nieoscylujaca); zanik ,potencjalu” grawitacyjnego usuwa przeszkody

w rozrzedzaniu si¢ bariondéw i pozwala na zwigkszenie amplitudy omawianych
oscylacji w poréwnaniu z poprzednimi.

Nie samym jednak mikrofalowym promieniowaniem tla zyja

Rozmiar katowy kosmologowie. Wspomniane wyzej pierwotne zaburzenia
6000 SO S, L 0.2 0.1° 007 gestosci stanowig nie tylko zrédlo jego nieizotropowodci, ale
) . ) . . takze zarodzie, z ktorych wskutek przyciaggania
Rozmiar katowy Im mniejsze drugie maksimum, tym wiecej . R . o ee .
5000 | pierwszego barionéw we wszechswiecie. grawitacyjnego powstaja miliardy lat pozniej galaktyki

maksimum pozwala
4000 | Wyznaczy¢ krzywizne
U wszechswiata

= 3000
S0

2000

1000

i gromady galaktyk. Oznacza to, ze rozktad takich struktur
e e oo e we wszech§wiecie powinien by¢ éciéle zwigzany
wszechswiecie. z wlasno$ciami mikrofalowego promieniowania tta.
Symulacje formowania sie struktur kosmicznych
prowadzone przy uzyciu superkomputeréw wskazuja, ze tak
wlasnie jest i, co wigcej, ze proces ten jest czuly
na szczegdly ewolucji wszech§wiata takie jak to, czy

2 10 50 500 1000

Rys. 3. Korelacje i antykorelacje
zaburzen temperatury mikrofalowego
promieniowania tla obserwowane przez
satelite Planck. Zrédto: ESA.

1500 2000 200 wgzech§wiat rozszerza sie z przyspieszeniem, czy

z op6znieniem, albo jaki procent materii we wszech$wiecie
stanowi ciemna materia.

Powyzsze rozwazania pozwalaja, moim zdaniem, na wyciggniecie trzech ostroznie
optymistycznych wnioskéw. Po pierwsze, podobnie jak w innych spotykanych

w fizyce sytuacjach (np. w do$wiadczeniach przy akceleratorze LHC) nie spos6b
oddzieli¢ aspektéw teoretycznych i empirycznych badan wszech$wiata (dane
obserwacyjne pozwalaja na testowanie teorii, ale musza by¢ zarazem
interpretowane w ramach tej teorii, a nie w sposéb od niej niezalezny). Nie jest to
jednak sytuacja beznadziejna, gdyz sie¢ wzajemnych powiazan miedzy réznymi
aspektami ewolucji wszech$wiata jest tak gesta, ze niesprzecznosé schematu
teoretycznego z danymi obserwacyjnymi stanowi wazny argument za jego
poprawnoécig. Po drugie, schemat ten jest wyjatkowo oszczedny w proponowaniu
nowych bytéw — potrzebuje zaledwie jednego rodzaju w miare stabilnych czastek
tworzacych ciemna materig, jednego pola odpowiedzialnego za inflacje i zadawane
przez nig warunki poczatkowe dla zaburzen gestosci oraz jednej stalej
(kosmologicznej). Mozna poréwnaé te propozycje z zadaniami fizyki czastek
elementarnych sprzed pélwiecza (nowe pole Higgsa pozwalajace na

tzw. spontaniczne naruszenie symetrii cechowania, nowe czastki — kwarki —
budujace hadrony), ktére doprowadzily do rewolucji w postrzeganiu
fundamentalnych skladnikéw materii i wysypu Nagréd Nobla. Po trzecie zas,
mimo nieustajacych wysitkéw fizykéw teoretycznych, jak dotad nie pojawita sie
zadna inna idea, ktora zapewniataby przy uzyciu podobnie skromnych §rodkow
spéjny schemat teoretyczny pozwalajacy na interpretacje i przewidywanie rownie
szerokiej klasy zjawisk.
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Rys. 1. Przyktadowy graf o n =13
wierzchotkach. Dla k = 2 najbardaziej
oplaca sie zadzwonié do klienta 12 (co
spowoduje, ze o promocji dowiedza si¢
klienci 12, 11, 9 i 10) oraz jednego

z klientéw 5, 7 lub 8 (co poinformuje
dodatkowych pieciu klientéw).
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Rys. 2. Drzewo skonstruowane
na podstawie grafu z rysunku 1.

Rys. 3. Kolejne liscie znajdowane przez
algorytm zachtanny to, na przyktad, 8, 12,
5, 71 13. Kolorem zaznaczono wierzchotki
osiggalne dodawane w kolejnych fazach
algorytmu.

Informatyczny kacik olimpijski (89): Darmowe rozmowy

W tym miesiacu rozwiazemy zadanie Darmowe rozmowy z Obozu Naukowo-
-Treningowego im. Antoniego Kreczmara w roku 2011. Firma telekomunikacyjna,

chcac poinformowaé swoich klientéw o nowej promocji, zlecita jednemu ze swoich
pracownikéw, aby osobiécie zadzwonit on do niektérych klientow. Klientéw jest n,

a ponadto kazdy z nich moze zadzwonié¢ do jednej ustalonej osoby za darmo. Pracownik
wychodzi z zalozenia, ze promocja jest tak $wietna, ze kazdy klient, ktéry sie o niej
dowie, bedzie chciat sie podzieli¢ tg wiedza z kim$ innym, ale ze ludzie sg z natury
oszczedni, poinformuje on tylko te osobe, do ktérej moze zadzwonié bezplatnie.
Pracownik ma czas wykonaé k telefonéw do klientéw. Nalezy wyznaczyé, do ktérych
powinien zadzwonié, aby zmaksymalizowaé liczbe oséb, ktére dowiedzg sie o promocji.

Zbiér klientéw mozemy przedstawié jako graf skierowany o n wierzchotkach, w ktérym
istnieje krawedz od wierzchotka ¢ do wierzchotka j, jesli klient ¢ moze za darmo zadzwonié
do klienta j (rys. 1). Zatem zadzwonienie do klienta ¢ spowoduje, ze klienci odpowiadajacy
wszystkim wierzchotkom osiagalnym z wierzchotka ¢ dowiedza sie o promocji.

Graf skierowany, w ktérym z kazdego wierzchotka wychodzi dokladnie jedna krawedz,
ma do$¢ specyficzna strukture: kazda jego spdjna sktadowa jest cyklem

z podoczepianymi drzewami. W przypadku naszego zadania mozemy te strukture
jeszcze uproscié, konstruujac skierowane drzewo o tej wlasnosci, ze z optymalnego
rozwiazania dla drzewa tatwo odtworzymy optymalne rozwigzanie dla pierwotnego
grafu. Mianowicie kazda skladowa zastepujemy pojedyncza Sciezky o tej samej dlugosci
co cykl w tej sktadowej, a do konca tej Sciezki podczepiamy wszystkie drzewa

ze sktadowej. Na koncu zas wszystkie $ciezki podczepiamy do nowego wierzchotka 0
(rys. 2). Pokazanie odpowiednio$ci miedzy rozwigzaniami dla drzewa i pierwotnego
grafu pozostawimy jako nietrudne éwiczenie dla Czytelnikéw.

W tym momencie nasze zadanie jest nastepujace: chcemy wybraé k wierzchotkéw

w skierowanym drzewie tak, aby liczba wierzchotkéw z nich osiggalnych byta jak
najwieksza. Na poczatek poczynmy dwie oczywiste obserwacje: wybierajac wierzchotki,
wystarczy ograniczy¢ si¢ do lisci w drzewie (w szczegdlnosci bez straty ogdlnosei
mozemy zalozy¢, ze k jest nie wigksze niz liczba lisci). Ponadto w przypadku k = 1
nalezy wybraé ten z lidci, ktéry lezy w najdalszej odleglosci od korzenia drzewa. Okazuje
sie, ze réwniez dalej dziata podejscie zachtanne: kolejne liScie optaca sie wybieraé tak,
aby lezaly jak najdalej od zbioru wierzchotkéw juz zaznaczonych (rys. 3).

Pomyst ten mozemy zaimplementowaé nastepujaco: wykonujemy k faz algorytmu.
Zakladamy, ze na poczatku i-tej fazy mamy zaznaczony w drzewie zbiér S;
wierzchotkéw osiagalnych z lici wybranych w poprzednich fazach. W fazie obliczamy
odlegtosci pozostalych wierzchotkéw do zbioru S;, wybieramy li$¢ o najwiekszej
odlegtosci i zaznaczamy wszystkie wierzchotki z niego osiggalne. Pojedyncza faze
wykonujemy w czasie O(n), zatem caly algorytm dziala w czasie O(kn).

Rozwiazanie to mozna przyspieszy¢. Wierzchotki dodawane w kolejnych fazach tworza
Sciezki. Kazda krawedz takiej $ciezki wchodzaca do danego wierzchotka wychodzi

z jednego z tych jego synéw, ktérych poddrzewa maja najwieksza gltebokosé. Mozemy
zatem obliczyé wszystkie te $ciezki w czasie O(n), przegladajac drzewo od lisci w gore,
dla kazdego wierzchotka pamietajac glebokosé jego poddrzewa. Nastepnie wybieramy
k najdluzszych $Sciezek, sortujac ich dlugosci przez zliczanie.

A jak udowodnié¢ poprawnosé¢ rozwiazania zachtannego? Niech R; bedzie zbiorem
wierzchotkéw, ktore leza w odleglosci j od najblizszego liScia. W szczegdlnosci Ry

jest zbiorem lisci i z tego zbioru chcemy zaznaczy¢ pewne k wierzchotkéw. Poruszajac
sie w gore drzewa z tych wierzchotkéw, zaznaczymy ich rodzicéw, ktérzy znajduja sie

w zbiorze Ri, przy czym oplaca nam sie tak wybraé liscie, aby zbiér tych rodzicéw byt
jak najwiekszy. Oczywiscie, bedzie on mial rozmiar co najwyzej min(|R1], k). W ogdlnosci,
ze zbioru R; zaznaczymy co najwyzej min(|R;|, k) wierzchotkéw. Zalézmy, ze zbiér S; jest
optymalnym rozwiazaniem dla i = k, to znaczy, ze dla kazdego j w zbiorze R; zaznaczamy
doktadnie min(|R;|, ?) wierzcholkéw. Jedli lis¢ wybrany w i-tej fazie algorytmu lezy

w odlegtodci ¢, to znaczy, ze z kazdego ze zbioréw Ry, ..., R¢—1 zaznaczymy po jednym
wierzchotku, natomiast wszystkie wierzchotki w zbiorach Ry, R¢+1,... 83 juz zaznaczone
(wiec ich rozmiary sg nie wicksze niz 7). Wynika z tego, ze zbiér Siy1 jest tez
optymalny, bo dla kazdego j w zbiorze R; zaznaczymy min(|R;|, ¢ + 1) wierzcholkéw.

Co ciekawe, powyzszy dowdd daje nam prostsze rozwigzanie w przypadku, gdy
interesuje nas tylko maksymalna liczba klientéw, ktérzy dowiedza sie o promocji.
Wystarczy bowiem w czasie O(n) wyznaczy¢ rozmiary zbioréw R;.

Tomasz IDZIASZEK
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Klub 44

Termin nadsylania rozwigzan: 31 III 2016
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Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
594 (WT = 2,65), 595 (WT = 4,00),
596 (WT = 2,20), 597 (WT = 3,25),
598 (WT = 3,82), 599 (WT = 3,40),
600 (WT = 4,00) i 601 (WT = 3,25)
z numeréw 3-6/2015

Tomasz Rudny Warszawa 37,68
Tomasz Wietecha Tarnéw 29,64
Marian Lupiezowiec Gliwice 28,11
Jacek Konieczny Poznan 27,92
Michal Kozlik Gliwice 26,32

Ryszard Wozniak Krakéw 22,51

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koica miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiagzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadno$cig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegétowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 610, 611
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

610. Mokre kolo o promieniu R obraca si¢ ruchem jednostajnym w plaszczyznie
pionowej wokol nieruchomej osi. Predkos¢ punktéw na obwodzie kota wynosi v.
Zmnalez¢ granice obszaru suchego.

611. Do naczynia w ksztalcie walca o promieniu R, czesciowo wypelnionego
ciecza, wpada klocek w ksztalcie walca o promieniu r i wysokosci h (rys. 1).
W chwili poczatkowej odlegtosé dolnej powierzchni klocka od powierzchni cieczy
wynosi H, a jego predkos¢ jest réwna zeru. Ile ciepta wydzieli sie do chwili, gdy
ustanie ruch klocka i cieczy? Gestosé klocka wynosi p, gestosé cieczy p. > p.

Rozwigzania zadan z numeru 9/2015

Przypominamy tresé¢ zadan:

602. Dwie przewodzace kule o promieniach r1 i ra, polaczone przewodzacym drutem, znajduja sie
w duzej odlegltosci od siebie. Kula o promieniu rs otoczona jest uziemiona sfera przewodzaca

z malym otworkiem (rys. 2). Odlegloé¢ sfery od kuli wynosi d i jest duzo mniejsza od promienia
kuli. Kule natadowano tadunkiem Q. Wyznacz rozmieszczenie tadunku na kulach.

603. Po ustawionej pionowo sztywnej spirali zsuwa sie z zerowa predkoscig poczatkowsa matly koralik
o masie m. Promien spirali wynosi R, skok spirali (odleglo$¢ migdzy sasiednimi zwojami) wynosi h
(rys. 3). Znalezé warto$é przyspieszenia koralika na konicu n-tego zwoju. Tarcie zaniedbadé.

602. Oznaczmy tadunki na kulach o promieniach r1 i 7o odpowiednio przez qi i g2. Zachodzi
zwigzek

(1) Q=aq +gq.
Kule potlaczone drutem tworzg jeden przewodnik, wiec ich potencjaly sa jednakowe:
@) L_2, 4

ri rz ro+d
gdzie q jest tadunkiem indukowanym na uziemionej sferze. Potencjat sfery jest réwny zeru:
q @
ro+d ro+d
Stad mamy g = —g2. Podstawiajac to do (2) i uwzgledniajac warunek d < ra, otrzymujemy
zwiazek:

@ _ 92 92
1 T2 ro + d’
Uwzgledniajac (1), otrzymujemy:
_ Qrd
w= rod + r% ’

603. Ruch koralika jest zlozeniem ruchu po okregu o promieniu R i ruchu w kierunku
pionowym. Predkos¢ koralika v w danej chwili mozna rozlozyé¢ na skladowe — pozioma
v] =vcosa i pionowg vg = vsina, gdzie o jest katem, jaki tworzy z poziomem styczna
do spirali (rys. 4). Przyspieszenie koralika jest suma wektorows skladowej prostopadlej
do toru, zwiagzanej z ruchem po okregu, ktéra wynosi
_ v2cos? a
an = R 5
oraz skladowej stycznej do toru as. Skladowsa styczng mozna znalezé, rozwijajac myslowo
zw0]j spirali na plaszczyznie. Otrzymamy wtedy réwnie pochyla nachylong do poziomu pod
katem «, o podstawie 2w R i wysokosci h. Sktadowa styczna do toru wynosi
gh
Vh2 + 47 R? ’
Predkosé koralika po przebyciu n zwojéw otrzymujemy, korzystajac z zasady energii
mechanicznej: v? = 2ghn. Szukana warto$é przyspieszenia jest réwna

a5 8hWh?+4r?R? 4 64n2n?R?
¢T Ve ta= h? + 472 R? '

as = gsina =
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713. Dany jest czworokat wypukly ABCD, w ktérym boki AB i C'D nie sa
réwnolegle. Rozwazamy okrag, przechodzacy przez punkty A i B, styczny
do prostej CD w punkcie P oraz okrag, przechodzacy przez punkty C' i D,
styczny do prostej AB w punkcie Q. Zakladamy, ze punkty P i @ leza na
odcinkach C'D i AB oraz ze wspélna cieciwa tych okregéw przechodzi przez
srodek odcinka PQ. Udowodnié, ze proste AD i BC sa rownolegte.

714. Niech d(m) oznacza liczbe dodatnich dzielnikéw liczby naturalnej m > 1

(a) Wykazaé, ze istnieje nieskoniczenie wiele par réznych liczb naturalnych m, n,

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
703 (WT = 3,00) i 704 (WT = 1,05)
z numeru 6/2015

Pawel Najman Krakéw 42,85
Marek Spychata Warszawa 42,75
Grzegorz Karpowicz ~ Wroclaw 38,86
Jedrzej Garnek Poznan 37,64
Krzysztof Maziarz Krakéw 35,37
Jerzy Cislo Wroctaw 35,00

Janusz Fiett Warszawa 34,33
Franciszek S. Sikorski Warszawa 33,77

spelniajacych réwnanie d(m)/m = d(n)/n.
(b) Czy istnieje para liczb naturalnych wzglednie pierwszych m,n > 1,
speliajacych réwnanie d(m)/m = d(n)/n?

Zadanie 714 zaproponowal pan Witold Bednarek z Y.odzi.

Rozwigzania zadan z numeru 9/2015

Przypominamy tres¢ zadan:

705. Niech Ag bedzie ustalonym wierzchotkiem (n+1)-kata foremnego. Numerujemy pozostate

wierzchotki Aq, ..., A,, w dowolnej kolejnosci. Kazdemu bokowi A;A; przyporzadkowujemy liczbe

| — j|. Niech S bedzie sumg n + 1 liczb, przyporzadkowanych wszystkim bokom. Dla zadanej

liczby naturalnej n:

(a) Obliczy¢ najmniejsza osiagalng warto$é¢ sumy S.

owa minimalng wartosc.

706. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n > 1, dla ktérych istnieje wielomian W stopnia n,
o wspoéltcezynnikach catkowitych, ze wspdélczynnikiem wiodacym réwnym 1, i taki, ze réwnanie

, 2 - . . . . . . . ..
W{(z)” =1 ma 2n pierwiastkéw caltkowitych (niekoniecznie réznych).

705. (a) Pewien wierzcholek otrzymuje nazwe A,,. Idac
od Ay do A,, wzdluz brzegu wielokata, w wybranym
kierunku, mijamy kolejno wierzchotki A;,,..., 4;, .
Przechodzimy przez A,, dalej mijamy wierzcholki

Aj, ..., Aj,, 1 wracamy do Ag. Numery 4y,...,%; oraz
J1,- -+, Jm tworza permutacje zbioru {1,...,n—1}. Liczby,
przyporzadkowane wszystkim bokom, sumuja sie

do wartosci

S = (10 —d1| + ix — da| + ... + Jig—1 — ix| + |ik — n|) +

+ (|n—j1|+|j1 _j2|+"'+‘jm71_jm‘+|jm_0|)>

> n+n=2n.
Rownos$¢ w tym szacowaniu jest osiggalna; ma ona miejsce
wtedy i tylko wtedy, gdy i1 < ... <1 oraz j; > ... > jm.
Zatem 2n to szukane minimum.

(b) Zbiér I = {41, ...,i;} moze byé dowolnym podzbiorem
zbioru {1,...,n—1} (réwniez pustym, wtedy pierwszy
skladnik rozpisanej sumy S ma postaé |0 — n|). Zauwazmy
teraz, ze juz sam wybdr zbioru I determinuje
ponumerowanie, realizujace réwnosé S = 2n; liczby

ze zbioru I, uporzadkowane rosnaco, trzeba przypisaé
kolejnym wierzchotkom (przy obieganiu wielokata od Ag
w wybranym kierunku), nastepny wierzchotek trzeba
nazwaé A,, a dalszym wierzchotkom daé niewykorzystane
numery, uporzadkowane malejaco.

Konkluzja: jest tyle mozliwosci optymalnego
ponumerowania n wierzchotkéw, ile podzbioréw ma zbiér
{1,...,n—1}, to znaczy 2" L.

706. Przykladami wielomianow, o jakich mowa, stopni
n =1 oraz n = 2, moga byé W(z) = z oraz

W(z) = 2% + z — 1. Wykazemy, Ze nie istnieje wielomian
o podanych wlasnoéciach, stopnia n > 3.
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Przypusémy, ze W jest takim wielomianem. Zestaw
wszystkich 2n pierwiastkéw wielomianu W (z)? — 1
rozdzielamy na cigg oy < ... < @, pierwiastkéw wielomianu
W(zx) — 1 oraz ciag (1 < ... < (3, pierwiastkéw wielomianu
W(z) + 1. Wéwezas
n n
1) JJe-e)-@—8) = (W(z)-1)—(W(2)+1) = —2.
i=1 i=1
Podstawiajac © = 3, mamy [[;_, (8, — ;) = —2, skad
wynika, ze najmniejszy z czynnikéw tego iloczynu jest
liczba ujemna: 8, — a,, < 0. Wobec tego a,, jest liczba
wieksza od wszystkich §;. Widzimy ponadto, ze liczby «;
nie moga by¢ wszystkie réwne, bo liczba —2 nie jest
iloczynem n réownych liczb catkowitych. Zatem oy < auy.

Podstawiajac z kolei w réwnaniu (1) z = a,, dostajemy
[T, (ew, — B:i) = 2. Jest to iloczyn dodatnich liczb
catkowitych; najwieksza musi by¢ dwdjka, a pozostale
jedynkami — to znaczy,

(2) Gh=a,—2; Bi=a,—1 dlai=2,...,n.
Wracamy do réwnania (1) i podstawiamy x = az;
otrzymujemy rownosé H?Zl(al — B3;) = 2. Zgodnie

ze wzorami (2), przepisujemy ja w postaci

(3) (1 — ap +2)(a; —a, + 1)1 =2,

Skoro n — 1 > 2, czynnik (a1 — @, + 1) musi byé réwny +1.
Gdyby byl réwny 1, znaczyloby to, ze a; = vy, whrew
wczesniejszemu spostrzezeniu. Gdyby byt réwny —1,

w pierwszym nawiasie wzoru (3) mielibysmy 0. Réwnosé (3)
doprowadzita do sprzecznosci.

Wielomiany o postulowanych wtasnosciach istnieja wiec
tylko dla n = 1 i n = 2. (Nietrudno znalezé ich ogdlna
postaé — zostawiamy to jako ¢wiczenie).



Prosto z nieba: Ekstremalne zycie

Czy fakt obecnosci przeréznych form zycia na Ziemi jest
czyms wyjatkowym, czy tez wrecz przeciwnie — zjawiskiem
powszechnym, o ktérym nie wiemy jedynie dlatego, ze
dopiero zaczynamy podbdj przestrzeni kosmicznej?
Mozliwosé wystepowania zycia na innych planetach, a takze
kometach, asteroidach, w atmosferach gwiazd, oblokach
miedzygwiazdowych, a nawet we wczesnej fazie istnienia
wszech$wiata (jako, ze w czasie migdzy Wielkim Wybuchem
a obecnie chtodnymi i pustymi przestrzeniami
miedzygalaktycznymi trwala przez pewien czas chwila,

w ktérej temperatura byla wszedzie bliska 300 K. ..) rozpala
i tak juz bujna wyobraznie astrobiologéw.

Zejdzmy jednak na chwile z nieba na Ziemie, by zastanowié
sie, czy badajgc warunki wystepujace w jej najbardziej
nieprzyjaznych zakatkach, mozemy sie czego$ nauczy¢

o potencjalnym zyciu poza Ziemia. W glebinach oceanéw
pod ogromnym cisnieniem lub pod polarnymi lodowcami
znajdziemy ekstremalnie wytrzymate bakterie, ktére
ewoluowaly przez miliony lat, radzac sobie swietnie w tych
warunkach.

Niedawno odkryto m.in. nieznane wczesniej szczepy bakterii zyjace

w Jeziorze Asfaltowym (jeziorze goracego, plynnego asfaltu)
na wyspie Trynidad w poblizu miasta La Brea.

Jedli chodzi o zwierzeta, sztandarowym przyktadem
ekstremalnego twardziela jest oSmionogi niesporczak
(Tardigrada), pospolicie wystepujacy miniorganizm

o rozmiarze okolo 1 mm, ktéry potrafi przezyé w otwartej
przestrzeni kosmicznej bez wody i pozywienia, w ci$nieniach
przekraczajacych 5000 atmosfer, we wrzacej wodzie i pod

Niebo w styczniu

Juz 2 stycznia Ziemia znajdzie si¢ w peryhelium, czyli

w tym punkcie swojej orbity, w ktérym jest najblizej Stonca.
Od naszej macierzystej gwiazdy bedzie nas dzieli¢ wtedy
okoto 147 milionéw kilometréw. Dla poréwnania

w najodleglejszym punkcie orbity Ziemia znajduje sie od niej
okoto 152 milionéw kilometréw. Bledne jest przekonanie, ze
w trakcie lata Ziemia jest najblizej Stonca, a w zimie
najdalej. Sytuacja jest dokladnie odwrotna, natomiast

na pory roku i ich zmiany wplywa nie orbita naszej planety,
a nachylenie osi dobowej rotacji Ziemi do ptaszczyzny jej
ruchu orbitalnego wokdét Stonca. O$ ta tworzy z plaszczyzng
orbity Ziemi (ptaszczyzna ekliptyki) kat okoto 66,5 stopnia.
W trakcie ruchu rocznego po orbicie Ziemia jest najsilniej
nachylona pétkula péinocng w kierunku Stonca pod koniec
czerwca, czyli w trakcie naszego lata. Natomiast w czasie
zimy panujacej na terenach Azji i Ameryki Pélnocnej oraz
Europy promienie Stonica padaja bardziej pionowo na pbtkule
potudniows, dlatego wtasnie wtedy lato panuje na terenach
Australii, Afryki i Ameryki Potudniowe;j.

Pozostajac w temacie zmian pér roku, warto spojrzeé

na niebo nad ranem 20 stycznia, gdy gwiazda Aldebaran
(o Tauri) znajdzie sie w odlegltosci 0,5° w kierunku
potudniowym od Ksiezyca i bedzie mozna jg podziwiaé¢ nad
zachodnim niebem. Ten najjasniejszy (0,85™) obiekt
konstelacji Byka jest uktadem podwdjnym odlegtym od nas
0 66 lat $wietlnych. Aldebaran razem z trzema innymi
gwiazdami: Antaresem, Regulusem i Formalhaut zostat

w XVIII wieku nazwany ,krélewskimi gwiazdami Persji”
przez francuskiego pisarza Charlesa Francoisa Dupuisa,
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wplywem zabdjczego dla innych organizméw promieniowania
jonizujacego.

Majac wybor, niesporczaki preferujg zazwyczaj miejsca duzo mniej
ekstremalne: réznego rodzaju mchy i porosty.

Astrobiolodzy teoretyzuja, ze w warunkach podobnych

do marsjanskich (pustyni zimniejszej i bardziej suchej

od Atakamy w Chile) potencjalnie istniejace tam
wielokomérkowe zycie bytoby mozliwe w przypadku, gdyby
niezbedna do zycia wode (wypelniajaca przestrzenie
miedzykomorkowe) czesciowo zastepowal nadtlenek wodoru
(H202). Naturalnie przeciwdziala on zamarzaniu i ma
dziatanie higroskopijne (przyciaga wode), co mogloby

byé¢ wykorzystywane w czasie marsjanskich nocy

do pozyskiwania wody z atmosfery.

W jeszcze nizszych temperaturach i z dala od Stonca zycie
na ksigzycach planet gazowych, np. na Tytanie, musiatoby
korzystaé ze zwiazkow innych niz woda. Tytan jest pokryty
oceanami ciektego metanu. Hipotetyczne metanowe
organizmy pozyskiwalyby energie z laczenia wodoru

z atmosferycznym acetylenem (C2H2) w produkcji metanu.
Niskie temperatury sprawiatyby takze, ze tempo zycia oraz
ewolucja organizméw przebiegataby w skali czasowej duzo
dluzszej niz na Ziemi. O tym, czy jest tak w istocie,
przekonamy sie, oczywiscie, dopiero po wystaniu
odpowiedniej sondy, np. projektowanej przez NASA ,lodzi
podwodne;j”, ktéra ma odkry¢ tajemnice najwiekszego
metanowego zbiornika na Tytanie, Jeziora Krakena.

Michat BEJGER

badajacego perskie astronomiczne odkrycia z 3000-2500
roku p.n.e. Na ich podstawie Dupuis stwierdzil, ze Aldebaran
i Antares wyznaczajg wiosenne i jesienne przesilenia,

a Regulus i Formalhaut letnie i zimowe réwnonoce, gdyz
wlasnie te gwiazdy dzielg nocne niebo na cztery réowne czesci
odpowiadajace kolejnym porom roku. Antares (a Scorpii) to
najjasniejszy (1,05™) obiekt gwiazdozbioru Skorpiona,

a 20 stycznia nad ranem bedzie mozna znalezé go

6° w kierunku potudniowo-zachodnim od Saturna. Trzecia

z krolewskich gwiazd Persji”, najjasniejszego

z gwiazdozbioru Lwa Regulusa (1,35™), mozna obserwowad
bez trudu calg noc. Fomalhaut, bedaca najjasniejszym
obiektem gwiazdozbioru Ryb Potludniowych nie jest obecnie
dostepna do obserwacji.

W trakcie styczniowych obserwacji warto pamieta¢ o komecie
C/2013 US10 (Catalina), wspomnianej w grudniowym
numerze Delty. Obecnie prognozowana jasnos¢ komety moze
przekroczyé nawet 4,9™ co powoduje, iz Catalina bedzie
widoczna goltym okiem, stanowi¢ tez bedzie doskonaty cel
dla mitosnikéw astrofotografii. Na poczatku stycznia kometa
bedzie znajdowaé sie na tle gwiazdozbioru Wolarza, by
stopniowo przesuwaé sie wzdluz konstelacji Psy Goncze

i Wielkiej NiedZzwiedzicy, a na koniec stycznia znalezé sie

na obszarze Smoka. Doktadne polozenia mozna znalezé

w Internecie, na stronie Heavens Above. By najlepiej
zaplanowaé obserwacje, warto pamietaé, ze now Ksiezyca

w tym miesigcu wypada 10, natomiast petnia 24 stycznia.

Karolina BAKOWSKA



POl
Q’\\‘ 85
[®)

Z, armaty do muchy
Joanna JASZUNSKA

Ponizsze zadania taczy to, ze do rozwiazania kazdego z nich mozna uzy¢ pewnego
Bardzo Znanego Twierdzenia, udowodnionego catkiem niedawno. Oczywiscie to,

< ze mozna strzela¢ z armaty do muchy nie oznacza, ze zawsze trzeba. . .

n i k wszedzie oznaczaja dodatnie liczby caltkowite.

1. Udowodnij, ze dla n > 2 liczba {/2 jest niewymierna.
2. Wykaz, ze 56 nie jest trzecia potega liczby naturalnej.

3. W dwéch urnach jest po k kul, kazda z kul jest biata
lub czarna. Z kazdej z urn n-krotnie losujemy kule

ze zwracaniem. Dla jakich wartosci n, k i dla jakiego
uktadu koloréw kul prawdopodobienstwo wylosowania
samych bialych kul z pierwszej urny jest réwne
prawdopodobienstwu wylosowania z drugiej urny
wszystkich kul jednego koloru?

4. Znajdz wszystkie tréjki dodatnich liczb catkowitych
2,7, 2, dla ktérych xy(z? + y?) = 22%.

5. Znajdz wszystkie pary liczb catkowitych z,y, dla
ktérych 23 — 6y? = 2.

6. Czy istnieje wielomian o wspolczynnikach catkowitych,
ktéry nie jest réznowartosciowy na zbiorze liczb
rzeczywistych, ale jest roznowarto$ciowy na zbiorze liczb
wymiernych?

7. Niech
fa) = 3987 4365 4472
T 3087z +1 4365z +1 —4472z+1°

a f*) oznacza k-ta pochodna f. Czy fOV(0) = 0?

Rozwiagzania

Dowéd powstal dopiero pod koniec
XX w. Jest zbyt diugi i skomplikowany,
by zmiesci¢ si¢ na tym marginesie.

Stynne Wielkie Twierdzenie Fermata (WTwF') z XVII w. glosi, ze dla n > 2
rownanie x' + y"™ = z" nie ma rozwigzan w dodatnich liczbach catkowitych

x,y, z. Latwo je uogdlnié¢ dla liczb wymiernych z,y, z # 0; prosze sprobowad!

Wiecej o WTwF znalezé mozna w tym numerze Delty na stronach 4-7.

R1. Zalézmy, ze 3/2 = p/q, gdzie 0 < p,q € N. Wtedy
2=p"/q", zatem 2¢" = p", czyli ¢" + ¢" = p",
sprzecznie z WTwF. [J

R2. Gdyby 56 =n?, to n® =56 =64 — 8 = 43 — 23, czyli
n3 + 23 = 43, sprzecznie z WTwF. [J

R3. Niech b; i by oznaczaja liczby bialych kul
odpowiednio w pierwszej i drugiej urnie.
Prawdopodobienstwo, ze z pierwszej urny n-krotnie
wylosowano biata kule réwne jest (by/k)™. Podobnie
wyznaczamy odpowiednie prawdopodobienstwa dla
drugiej urny i réwnosé z treéci zadania przybiera postac
(b1 k)" = (ba/k)" + ((k — bo) /k)", cayli

by = by + (k —b2)™.

Jeslin > 2, to z WI'wF musi by¢ by = by ik —by =0
lub by = k — bg i bs = 0. To prowadzi do rozwiagzan
blzbgzklubblzkibQZO.

Jesli n = 2, réwnanie spelniaja wszystkie trojki
pitagorejskie i dla kazdej z nich sa dwa rozwiazania.

Jesli n = 1, to prawdopodobienstwo, ze wszystkie kule

R7. Niech

gla) = —>

Stad

A (z) = —11!- ((

Zadanie 6 pochodzi z LXIV Olimpiady
Matematycznej, a opisane tu rozwigzanie
przedstawil jej uczestnik.
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axr +1

wylosowane z drugiej urny sa jednego koloru jest
réwne 1, wiec rozwigzaniem jest by = k. [J

RA4. Dany warunek réwnowazny jest rownosci
(z+y)* = (z — y)* + (22)*. Na mocy WTwF, skoro
x,y,z > 0, oznacza to, ze x —y = 0, czyli z = y.
Wéwezas (22)* = (22)* i w rezultacie z =y = 2. O

R5. Przeksztalcajac dane réwnanie, uzyskujemy
3 =6y +2=(1+y)*+ (1 —y)*. Na mocy WI'wF
musi by¢ £ =0, 1+y =01ub 1 —y = 0. To daje
rozwiazania (z,y) = (2,—1) lub (z,y) = (2,1). O

R6. Tak. Niech W (z) = 28 — 829. Wéwczas

W(0) = W(+/2). Przypuéémy, ze W (r) = W(s) dla
pewnych liczb wymiernych r # s. Réwnanie

218 — 829 — W(r) = 0 ma wtedy dwa rézne pierwiastki
wymierne 7, s. Stad takze réwnanie y? — 8y — W(r) =0
ma dwa rézne pierwiastki wymierne 7, s°. Wobec tego

z wzoréw Viete'a r¥ + s? = 8, czyli (r?)? + (s3)% = 23.

Z WTwF dla liczb wymiernych r3, s3 znaczy to, ze
r*=01is3=21lub s® =017 =2, cona mocy zadania 1
prowadzi do sprzecznosci, bo r i s sg wymierne. [

a k+1
wowezas  g®) (z) = (=1)F - k! (ax n 1> .

3987 4365 —4472

12 12 12
39871’+1) +(4365x+1> _(4472:17+1> )

czyli warunek D (0) = 0 réwnowazny jest warunkowi
398712 4 436512 — 447212 = 0. To za$ jest niemozliwe na mocy WTwF. OJ



