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Swiat, w ktérym mamy laptopy i bozon
Higgsa, w ktorym wiemy, ze hipoteza
Poincarégo jest prawdziwa i istniejg
egzoplanety, nie jest moze lepszy, ale jest
bardziej zrozumialy i wygodniejszy.

W nadchodzacym Kolejnym Roku,
zyczac Czytelnikom dalszego postepu,
postanowiliSmy powspomina¢é te
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powstawanie przezywaliSmy w Delcie.
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Dos$wiadczenie Michelsona—Morleya
(1887) mialo stwierdzi¢ obecno$é¢ osrodka,
w ktérym rozchodzi si¢ §wiatlo,

tzn. zmierzy¢ réznice w predkodci swiatta
w interferometrze w zaleznosci od ruchu
uktadu do$wiadczalnego wzgledem eteru.

Jak pamigtamy, szczegdlna teoria
zréwnuje w pewnym sensie role czasu

i przestrzeni, ktére do tej pory byty
uwazane za niezalezne, a ruch ciat
odbywal si¢ w euklidesowej (w zargonie
fizykéw: plaskiej) przestrzeni.

Czy Einstein miat racje?
Michat BEJGER

OdpowiedzZ na tytutowe pytanie nurtuje do dzis nie tylko profesjonalnych fizykéw,
ale réwniez amatorskich milosnikéw nauki, o czym $wiadczy znacznie wieksza niz
w przypadku innych dziedzin liczba alternatywnych teorii i dyskusji na wyktadach
popularnych. Historia teorii wzglednoéci zaczela sie w XIX wieku od problemu
niezgodno$ci réwnan Maxwella z klasyczng mechanika Newtona. Prawa rzadzace
elektromagnetyzmem wydawaly si¢ zalezne od predkosci i potozenia badajacego je
obserwatora. Uwazano wéwczas takze, ze fale elektromagnetyczne, podobnie do fal
mechanicznych, rozchodza sie w oérodku (substancji, ktéra nazwano eterem).
Préby wykrycia eteru konsekwentnie dawaly jednak paradoksalny wynik: predkosé
Swiatta nie zalezy od predkosci obserwatora wzgledem hipotetycznego oérodka.

Przyjecie tego wyniku jako aksjomatu wraz z zalozeniem, ze prawa fizyki

we wszystkich uktadach poruszajacych sie ze stata predkoscia powinny byé
identyczne (wymaganie zgodnosci z teoria Maxwella) byly punktem wyj$ciowym
teoretycznych rozwazan Alberta Einsteina. Wymagalo to jednak fundamentalnej
zmiany sposobu poréwnywania pomiaréw z réznych uktadéow odniesienia.
Bezposredniag konsekwencja stalej predkosci swiatla jest wzglednosé zdarzen — ich
kolejno$¢ moze zalezeé od polozenia i predkosci danego obserwatora. Fizycy musieli
zrezygnowadé z wyobrazenia sobie $wiata fizycznego jako sceny z absolutnym,
niezaleznym od przestrzeni czasem, w ktorej rozne uktady odniesienia zaleza

od siebie poprzez transformacje Galileusza. Musieli za to zaakceptowaé obraz,

w ktérym czas 1 przestrzen sa intymnie powiazane (kolejnosé zdarzen zalezy

od polozenia i predkosci obserwatora, a zwiazek pomiedzy uktadami odniesienia
definiuje transformacja Lorentza, ktéra ,miesza” czas i przestrzen). Jak latwo sie
domyslié, zupelnie nieintuicyjna wzglednosé $wiata na tak podstawowym poziomie
zostala na poczatku XX wieku przyjeta z szokiem i niedowierzaniem.

Wkrétce po ogloszeniu w 1905 roku szczegdlnej teorii wzglednosci pojawilo sie
naturalne pytanie o uwzglednienie jej regul w przypadku wzajemnego
oddzialywania masywnych cial: ruchu z przys$pieszeniem wywolanym grawitacja.
Odpowiedz na to pytanie zajela Einsteinowi kolejne 10 lat. Do swojego odkrycia
dochodzit stopniowo, publikujac w 1907 i 1911 roku prace przedstawiajace opis
ruchu z przyspieszeniem cial w szczegdlnej teorii wzglednoéci, i definiujac m.in.
zasade réwnowaznosci: réwnosci masy bezwladnej, wystepujacej w zasadach
dynamiki Newtona, i masy grawitacyjnej wystepujacej w prawie powszechnego
ciazenia Newtona. W listopadzie 1915 roku Einstein przedstawil przed Pruska
Akademia Nauk nowy opis grawitacji — zbiér réwnan nazywany obecnie jego
nazwiskiem. W przeciwienstwie do klasycznej mechaniki Newtona, w ktorej
masywne ciata dziataja na siebie silg grawitacyjng, proporcjonalna do iloczynu
mas, odwrotnie proporcjonalna do kwadratu odlegtosci, opis Einsteina nie wymaga
istnienia sily. Jak to mozliwe? W tym nowym obrazie zjawiska przypisywane
dziataniu sity grawitacji, np. spadek swobodny w polu grawitacyjnym czy ruch
orbitalny sa przejawem ruchu inercjalnego w zakrzywionej czasoprzestrzeni.

W ogblnej teorii masywne ciata poruszaja si¢ po liniach ,najprostszych”, zwanych
geodezyjnymi, ktore niekoniecznie sg liniami rzeczywiscie prostymi znanymi

z geometrii euklidesowej. Wypadkowy ruch ,po prostej” wyglada jak wywoltany
sila przyciagajaca, poniewaz zakrzywienie czasoprzestrzeni jest proporcjonalne do
znajdujacej siec w niej masy. Te gtéwna zasade ogdlnej teorii wzglednosci mozna,
za J. A. Wheelerem, opisa¢ nastepujaco: geometria czasoprzestrzeni dyktuje
masom, jak maja sie poruszaé, podczas gdy masy zakrzywiaja geometrie.
Otrzymujemy w ten sposéb elegancki opis oddzialywania (z czasoprzestrzenia

w roli przekaznika), w ktérym problematyczne pojecie dzialajacej natychmiastowo
na dowolna odleglosé sity grawitacyjnej jest po prostu niepotrzebne. Ograniczenie
predkosci rozchodzenia si¢ sygnaléw skutkuje za to zalezna od obserwatora
kolejnoéciag nastepowania zdarzen. W rezimie dnia codziennego, w ktorym
predkosci sa znacznie mniejsze od predkosci $wiatta, opis grawitacji Einsteina
sprowadza si¢ do mechaniki Newtona.
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Dla poréwnania, precesja orbity Ziemi
wynosi 3,8" /stulecie.

Wigcej o problemie dwéch i wigcej cial
w teoriach grawitacji Newtona i Einsteina
pisze Szymon Charzynski na str. 6.

Duzo wczeéniej, bo na poczatku

XIX wieku J. G. von Soldner obliczyt,

jak duzy bedzie kat, o ktéry wedlug teorii
Newtona $wiatto gwiazdy zmieni kierunek
w poblizu Stonica: 0,9”. Efekt w ogélnej
teorii wzglednosci jest doktadnie dwa razy
wiekszy.

Rozwigzanie réwnan Einsteina, ktére
opisuje statyczng, nierotujacag czarng
dziure znalazt K. Schwarzschild juz
w 1916 roku.

Fale grawitacyjne to zmienna w czasie
krzywizna czasoprzestrzeni, propagujaca
si¢ w niej z predkodcia $wiatla i unoszaca
energie oraz ped uktadu.

Rozwigzanie zadania M 1479.
Zatézmy, ze graf ma n wierzchotkéw,

n > 2. Zauwazmy, ze stopien kazdego
wierzchotka moze wynosi¢ 0,1,...,n — 1.
Gdyby stopnie wszystkich wierzchotkéw
byly rézne, to w szczegdlnodci istnialby
wierzchotek o stopniu n — 1, potaczony
krawedzig z kazdym z pozostalych
wierzcholkéw. Wtedy jednak nie mégtby
istnie¢ wierzchotek o stopniu 0.

Nowa teoria okazala si¢ bardziej skomplikowana matematycznie i, jak to zwykle
bywa, byta poczatkowo traktowana z podejrzliwoscia przez swiat naukowy.

Bylo tak do czasu pierwszych spektakularnych weryfikacji, ktore okazaly sie
zgodne z przewidywaniami teorii. Sam Einstein zaproponowatl trzy klasyczne testy
ogdblnej teorii wzglednosci: wyjasnienie ruchu peryhelium Merkurego, zakrzywienie
toru $wiatla gwiazd w polu grawitacyjnym Stofca oraz grawitacyjne przesuniecie
koloru $wiatta ku czerwieni.

Historia niezgodnosci precesji orbity Merkurego z obliczeniami mechaniki klasycznej
sigga potowy XIX wieku. Na podstawie 6wczesnych obserwacji wiadomo byto, ze
punkt peryhelium obraca sie wzgledem sfery gwiazd stalych z predkoscia 574 sekund
tuku na stulecie. Efekt ten jest zdominowany przez klasyczny wplyw grawitacji
innych planet (531" /stulecie). Réznica — 43" /stulecie — spedzala sen z powiek
astronoméw XIX i poczatku XX wieku. Jednym z proponowanych wyjasnien byla
np. niesferycznosé Stonica (splaszczenie, czyli niezerowy moment kwadrupolowy
Slofica). Dopiero Einstein pokazal, ze przewidziane przez teorie zakrzywienie
przestrzeni wywolane masa Stonica sprawia, ze tor Merkurego przypomina rozete
(orbita nie jest zamknieta), oraz doskonale odpowiada brakujacej réznicy.

Kolejny sukces przyniost pierwszy pomiar ugiecia toru swiatta odleglych gwiazd
przez masywny obiekt: Stonice. Przeprowadzone przez Arthura Eddingtona
obserwacje pozycji gwiazd podczas catkowitego za¢mienia w 1919 roku
potwierdzity przewidywania nowej teorii, a teoria Einsteina trafila na pierwsze
strony gazet. Pomiary tego typu trapione byly poczatkowo znacznymi bledami
systematycznymi; solidne wyniki zaczeto otrzymywaé dopiero w latach 60.,
obserwujac odlegle obiekty w widmie radiowym przy uzyciu radioteleskopow
potaczonych w sie¢ interferometryczng. Zakrzywienie toru swiatta przez masywne
obiekty — soczewkowanie grawitacyjne — jest w dzisiejszych czasach standardowym
narzedziem poszukiwania obiektéw stabo §wiecacych w réznych skalach, np. planet
w uktadach podwdéjnych lub ciemnej materii w gromadach galaktyk.

Po paru dekadach, podczas ktérych zajmowanie sie relatywistyczna grawitacja byto
traktowane przez czesé fizykéw (i prawie wszystkich astronoméw) jak niegrozne
dziwactwo, nastaly lata 60., ktére byly tak obfite w sukcesy teorii wzglednosci, ze
nazwano je Zlota Erg Teorii Wzglednosci. Pojawily sie m.in. niezwykle ciekawe
wyniki teoretyczne, takie jak rozwiazanie réwnan Einsteina opisujace obracajaca sie
czarng dziure (R. Kerr, 1963) oraz zwiazane z tym pojecie osobliwosci. Dowiedziono
takze, ze zmieniajacy si¢ w czasie uklad mas moze emitowaé fale grawitacyjne.

W roku 1960 przeprowadzono takze trzeci klasyczny test teorii. Eksperyment
Pounda i Rebki byl pomiarem przesuniecia ku czerwieni fotondéw poruszajacych sie
w polu grawitacyjnym (,uciekajacych” ze studni potencjatu). Do zademonstrowania
efektu wystarczyl 22-metrowej wysokosci budynek laboratorium Jeffersona

w Uniwersytecie Harvarda. Eksperyment ten jest uwazany za poczatek ery
precyzyjnych testow ogdlnej teorii wzglednosci.

Okolice Uktadu Stonecznego oraz obserwacje Kosmosu w wielkich skalach
dostarczaja wielu cennych informacji na temat zachowania sie grawitacji

w przyblizeniu stabego pola: maltych predkoéci i niewielkich krzywizn. Wspomniane
wczesniej soczewkowanie grawitacyjne obserwuje si¢ na calym niebie, jako
zaburzenia pozycji gwiazd przez mase Slonca, podczas misji astrometrycznych
(Hipparcos i Gaia), lub jako wielokrotne obrazy gromad galaktyk na zdjeciach
teleskopu Hubble’a. By badaé silne pole (duze krzywizny i predkosci), potrzebne sa
obiekty innego rodzaju: mate i masywne.

Ciekawym zbiegiem okolicznosci w tym samym 1967 roku, w ktérym James Hartle
zaproponowal pierwsze numeryczne rozwiazanie réwnan Einsteina dla rotujacych
relatywistycznych gwiazd (perturbacje sferycznego rozwiazania Tolmana,
Oppenheimera i Volkoffa z 1939 roku), Jocelyn Bell odkryla pierwszy pulsar —
zwarta, rotujaca gwiazde neutronows, ,makroskopowe jadro atomowe” o masie
Storica, sktadajace sie z 10°7 nukleonéw, i dodatkowo obdarzone niezwykle silnym
polem magnetycznym. Gwiazdy neutronowe sa najbardziej ekstremalnymi, obok
czarnych dziur, znanymi obecnie obiektami astrofizycznymi. Niektére z nich sa
sktadnikami ciasnych, relatywistycznych uktadéw podwdjnych, w ktérych dwa
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Obecnie znamy 10 relatywistycznych
uktadéw podwdjnych.

Masy sktadnikéw ukladu PSR B1913+16
to, odpowiednio, 1,441 Mg oraz

1,387 M ; masy gwiazd w takich
ukladach sg najdoktadniej mierzonymi
masami obiektéw astronomicznych.

Ogromna precesja peryastronu

PSR J0737-3039, 17° /rok, oraz inne
efekty, takie jak efekt de Sittera (zmiana
kierunku momentu pedu obiektu
poruszajacego si¢ w zakrzywionej
przestrzeni) sprawily, ze jeden z pulsaréw
jest niewidoczny.

owiednio
lisekund
mas/rok.

masywne obiekty poruszaja si¢ bardzo szybko i bardzo blisko siebie. Pulsar, jako
precyzyjnie tykajacy zegar okrazajacy inng masywna gwiazde, jest niezwykle
cennym (i na razie jedynym tego typu) laboratorium, w ktérym mozna testowac
teorie Einsteina poza przyblizeniem stabego pola. Historycznie pierwszy taki uktad,
PSR B1913+416, zostal odkryty w 1974 roku przez Hulse’a i Taylora. Sktada si¢ on
z pulsara i niewidocznego towarzysza, przypuszczalnie takze gwiazdy neutronowe;j.
Okres orbitalny uktadu to 7 godzin i 45 minut, a p6to$ wielka orbity wynosi nieco
ponad 2,5 promienia Stonca! Pole grawitacyjne obu gwiazd jest tak silne, ze
przewidywane przez teoretykéw poprawki do wynikéw newtonowskich (nazywane
poprawkami postnewtonowskimi, a w przypadku elementéw orbitalnych uktadu
podwdéjnego postkeplerowskimi) sa widoczne w danych praktycznie golym okiem.

Z powodu emisji przez uklad fal grawitacyjnych (7 -10% W, czyli okoto 2%
calkowite] mocy wys$wiecanej w falach elektromagnetycznych przez Stofice), okres
orbitalny zmniejsza si¢ o 76 us na rok, orbita maleje w tym czasie o okolo 3,5 m,

a ruch peryastronu wynosi 4,2°/rok! Gwiazdy spadna na siebie za okolo 300 mln lat.

PSR B1913416 nie jest jednak rekordzista. Odkryty w 2003 roku PSR J0737-3039
o okresie orbitalnym zaledwie 2,4 h (uklad przestanie istnie¢ za 85 mln lat, poniewaz
odleglos$¢ miedzy gwiazdami zmniejsza sie o 7 mm/dzient) jest podwdjnie niezwykly
— w momencie odkrycia oba sktadniki byly obserwowane jako pulsary. Ptaszczyzna
orbity uktadu znajduje si¢ prawie dokladnie wzdtuz linii widzenia, co pozwala na
pomiar efektu Shapiro, czyli opéznienia pulsu jednego pulsara w polu grawitacyjnym
drugiego. W sumie obserwacje PSR J0737-3039 pozwalaja na pie¢ niezaleznych
testéw teorii: tempo kurczenia si¢ orbity, ruch peryastronu, poczerwienienie
grawitacyjne, dwa parametry efektu Shapiro oraz sprzezenie momentéw pedu
gwiazd i orbitalnego (sprzezenie spin-orbita). Jak dotad, ogélna teoria wzglednosci
zgadza sie Swietnie z obserwacjami, ktére sa tak doktadne, ze najwigkszym zrédlem
bledu sg obecnie efekty nierelatywistyczne, np. stabo znany rozktad masy w naszej
Galaktyce. Tak dobra zgodnos¢ pomiaréw z teorig jest uwazana za posredni, ale
mocny argument przemawiajacy za istnieniem fal grawitacyjnych, a w szczeg6lnosci
za tym, ze predkosé rozchodzenia si¢ fal jest réwna predkosci $wiatta.

Postep w weryfikacji teorii grawitacji w ciagu ostatnich paru dekad jest mocno
zwiazany z badaniem gestej materii. Niedawne znaleziska radioastronoméw to dwie
masywne (=~ 2 M) gwiazdy neutronowe w uktadach podwéjnych z bialymi kartami
(PSR J1614-2230 i J0348+0432) oraz milisekundowy pulsar w hierarchicznym
uktadzie potrgjnym PSR J0337+1715, ktérego dalsze obserwacje pozwola na
przetestowanie silnej zasady réwnowaznosci, tzn. zbadania, czy sktad obiektu ma
wplyw na jego zachowanie si¢ w polu grawitacyjnym: masywny pulsar i orbitujacy
blisko niego lekki bialy karzel znajduja sie¢ w polu przyciagania trzeciego obiektu,
roéwniez bialego karta.

Doswiadczalnicy takze maja pelne rece roboty. Pare lat temu misje zakonczyla
sonda orbitalna Gravity Probe B, ktéra zmierzyla efekt precesji de Sittera oraz
drugi, o wiele subtelniejszy efekt Lense’a—Thirringa, polegajacy na zmianie
kierunku momentu pedu zyroskopu ,wleczonego” wraz z rotacja masywnego cialta
(w tym przypadku Ziemi), wokét ktérego orbituje satelita. Oba wyniki sa zgodne
z 0g0lng teorig wzglednodci.

Ostatnim powaznym testem, ktory czeka teorie Einsteina w najblizszej przysztodci,
jest bezposrednia detekcja fal grawitacyjnych. Wtasnie rozpoczeta si¢ kampania
obserwacyjna dwéch laserowych detektorow interferometrycznych amerykanskiej
grupy Advanced LIGO, do ktérych wkrétce dotaczy europejska Advanced Virgo.
Poprawiona czulosé i zasieg detektoréw daje pierwszy raz w historii realng szanse
na rejestracje fal emitowanych przez odlegle kosmiczne katastrofy, takie jak
zlewajace si¢ uktady podwojne gwiazd neutronowych lub czarnych dziur, badz
wybuchy supernowych. By¢ moze juz wkrétce bedziemy swiadkami powstania
nowej dziedziny obserwacyjnej — astronomii fal grawitacyjnych.

Ogolna teoria wzglednoéci nie jest, oczywiscie, jedyna teoria grawitacji — przez
100 lat od jej sformulowania powstalo wiele alternatyw — jest jednak obecnie
najprostsza zgodng z wszystkimi dostepnymi danymi eksperymentalnymi. Czy
teoria Einsteina wyjdzie zwyciesko z nadchodzacych testow? Obie mozliwosci sa
roéwnie ciekawe.
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Eksplodujace smartfony i utracony czas absolutny
Jerzy LEWANDOWSKI*, Krzysztof TURZYNSKI

*Instytut Fizyki Teoretycznej, Wydzial
Fizyki, Uniwersytet Warszawski

W dawnych powiedciach przygodowych, pisanych przed czasami powszechnego
zasiegu sieci komérkowych, zanim bohaterowie udali si¢ na spotkanie przygod,
musieli zsynchronizowaé zegarki. Latwo to zrobié, jesli wszyscy zainteresowani
znajduja sie cho¢ przez chwile w jednym miejscu. Jezeli nie — sytuacja jest
niemal beznadziejna.

Jak to? — zapyta ktos. Chcac zsynchronizowaé wszystkie miejsca na réwniku,
mozna przeciez poruszaé sie wzdluz niego ze stala predkoscia. Jesli wyruszylo
sie, powiedzmy, w poludnie i podrézowalo z predkoscia 10 km/h, to po godzinie
podrézy dociera sie w miejsce oddalone od punktu poczatkowego o 10 km.
Wiadomo przy tym, ze w punkcie poczatkowym jest wéwczas godzina pierwsza
po potudniu, nie ma zatem watpliwosci, jak nastawi¢ zegar u celu podrézy.
Powtarzajac opisane czynnosci odpowiednia liczbe razy, mozemy zapewnié, ze
wszystkie zegary wzdluz réwnika beda wskazywaly te sama godzine.

Jedli synchronizacje taka wykonaé¢ odpowiednio dokladnie, po przebyciu calej
dtugosci réwnika i powrocie do punktu poczatkowego okaze sie, ze ostatni
ustawiany zegar rézni sie od zegara bedacego dla pozostalych punktem
odniesienia o piata czes¢ mikrosekundy. Niby nie jest to duzo, ale taki czas
pozwala $wiattu na przebiegniecie kilkudziesieciu metréw, prowadzac

do niecelnych strzaléw z dziata laserowego lub niedoktadnego okreslania
potozenia obiektéw. Roéznica ta wynika wprost z teorii wzglednodci i nie da sie
jej usunaé¢ nawet najwieksza precyzja i staranno$cig synchronizacji zegarow.

Dlaczego tak jest? Pierwsza przyczyna jest to, ze pojecie zdarzen jednoczesnych
jest w istocie bardziej subtelne, niz podpowiada nam codzienne doswiadczenie.
Szczegblna teorie wzglednosdci mozna wyprowadzié¢ (opierajac si¢ o wyniki
dos$wiadczen) z postulatu stalosci predkosci $wiatta w prézni niezaleznie

od ruchu zrédla swiatla oraz z zasady wzglednosci, czyli wymagania, by prawa
fizyki mialy te sama postaé¢ we wszystkich ukladach odniesienia. Wyobrazmy
sobie teraz nastepujaca sytuacje. Jeden obserwator generuje blysk $wiatta, ktéry
porusza sie po linii prostej, oczywiscie z predkoscig $wiatta. Drugi obserwator
porusza sie wzgledem pierwszego ze stala predkoscia w te sama strone co blysk;
bedac obserwatorem inercjalnym powinien on widzie¢ blysk poruszajacy sie

z ta sama predkoscia co pierwszy obserwator. Jest to mozliwe tylko wéwczas,
gdy porzuci sie zatozenie o absolutnosci czasu — gdyby bowiem ptynat on dla
obu obserwatoréw tak samo, to obserwator goniacy blysk widzialby go

w ustalonej chwili blizej siebie niz pierwszy obserwator, co nie byloby zgodne

z pierwszym postulatem. Oznacza to w szczegdlnosci, ze relacja jednoczesnosci
zdarzen (lub nastepowania po sobie w ustalonym odstepie czasu) dla pierwszego
obserwatora moze réznié¢ si¢ od analogicznej relacji dla drugiego.

Druga przyczyna trudnosci w synchronizacji zegaréw na ziemskim réwniku to ruch
obrotowy Ziemi. Relacja jednoczesnosci zdarzen wzgledem réznych obserwatorow
nie jest przechodnia: jesli jeden obserwator uznaje zdarzenia A i B za jednoczesne,
a drugi uwaza, ze jednoczesne sg zdarzenia B i C, to zdarzenia A i C nie musza
by¢ jednoczesne dla zadnego z tych obserwatoréw (i na og6l nie sa). Tymczasem
kazdy z punktéw réwnika porusza sie ruchem jednostajnym po okregu;

predkosci réznych punktéw maja te sama warto$é, ale rozne kierunki i zwroty,

a wiec punkty te poruszaja sie wzgledem siebie ruchem réznym od jednostajnego
i prostoliniowego. Nic dziwnego, ze jesli w punktach tych umiescimy mierzacych
czas obserwatoréw, to nie da si¢ okredli¢ pary zdarzen zachodzacych jednocze$nie
dla nich wszystkich (wylaczajac trywialny przyklad zdarzen zachodzacych

w tym samym miejscu) lub zachodzacych w ustalonym odstepie czasu.

Predkosé dowolnego przedmiotu lezacego na réwniku Ziemi nieustannie zmienia
swéj kierunek i zwrot. Tymczasem zgodnym z doswiadczeniem postulatem lezacym
u podstaw ogdlnej teorii wzglednosci jest réwnowaznosé skutkow sit bezwladnosci
zwiazanych ze zmianami predkosci oraz sil grawitacyjnych. Oznacza to, ze sita
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Rozwigzanie zadania F 894.
Wprowadzmy uktad wspélrzednych
o poczatku w jednym z wierzchotkéow
podstawy akwarium, na przecieciu
poziomej osi x réwnoleglej do L oraz
osi y skierowanej pionowo w gore.
Srodek cigzkosci wody przez caly czas
ruchu pozostaje w jednakowej odleglosci
od pionowych $cian akwarium
réwnolegltych do ptlaszczyzny zy, a okres
badanych drgan nie zalezy od szeroko$ci
naczynia. Podczas drgan, gdy na bocznej
$ciance o wspélrzednej x = L woda
podnosi sie na wysokos§é¢ y(L) = H + h,
to na sciance x = 0 opada do
y(0) = H — h. Srodek cigzkosci wody
przesuwa si¢ woéwczas z polozenia
réwnowagi (zo,yo0) = (L/2,H/2)
w polozenie:
L Lh H  h?

Tt em YT 2 Tem
Dla malych drgan przyjmujemy, ze
|h| < H oraz |h| < L. Wyprowadzajac
powyzsze wyrazenia, skorzystaliSémy
z faktu, ze dla kazdego h rozklad wody
w naczyniu mozemy otrzymaé, dodajac
do rozktadu réwnowagowego wode
wypelniajaca prostopadiodcian
o podstawie tréjkata prostokatnego
z pozioma przyprostokatnag L/2
i pionowa h — po stronie h > 0
i odejmujac taki sam prostopadloscian
po stronie h < 0. Pamig¢tamy tez, ze
Srodek cigzkosci jednorodnego tréjkata
lezy na przecigciu érodkowych jego
bokéw — dla tréjkata prostokatnego
rzuty prostokatne srodka ciezkosci
wypadaja w 1/3 odpowiednich
przyprostokatnych, liczac od wierzchotka
kata prostego. Kwadrat predkosci ruchu
$rodka masy wynosi wiec:

) Li\? i \? Li\?
=(=) +(—=) ~ (=) ,
6H 3H 6H

gdzie h oznacza pochodnag h wzgledem
czasu. Jako kolejne przyblizenie
przyjmijmy, ze cala masa M wody
porusza sie z ta sama predkoscig v.
Wéwezas zmiany calkowitej energii
mechanicznej E podczas ruchu mozemy
zapisaé jako:

1 L\? . 1 Mg .
E:—M(—) ()% + = 2852,

2 6H

Wyrazenie to ,przypomina” nam wzor
na energie drgan masy m zawieszonej
na sprezynie o stalej sprezystodci k, jesli
przyjmiemy:

L \?2 Mg
m =M N k= —.
6H 3H

Poszukiwany okres drgan wynosi wiec:

( L2 ) wL

T =27 _ | = —

W akwarium o L =1m i H =0,5 m

T ~ 0,82 s, natomiast, na przyklad, dla
Jeziora Genewskiego, dla ktérego mozna
przyja¢ L = 73 km i $rednig glebokosé
H = 154,4 m, obliczone T = 57 minut
(obserwowano fale o h = 0,3 m

i T = 73 minuty).

przyciagania grawitacyjnego powinna wplywaé na tempo biegu czasu. Tak jest
istotnie. Na orbicie geostacjonarnej, znajdujacej sie w odleglosci okoto 42 tysiecy
kilometréw od srodka Ziemi, czas plynie szybciej niz na powierzchni naszej
planety: réznica wynosi okoto 50 mikrosekund na dobe, a spowolnienie biegu czasu
przy powierzchni Ziemi bierze sie wlasnie z silniejszych efektéw grawitacyjnych.

Jeszcze dziwniejsze wlasnosci oddziatywan grawitacyjnych powinno sig
obserwowa¢ dla obiektéw, ktorych masa skupiona jest w bardzo malej objetosci
— czarnych dziur. Jak bardzo matej? Chodzi o kule o promieniu proporcjonalnym
do masy obiektu; dla Ziemi promien taki wynositby nieco ponizej centymetra.
Szczegdlna wlasnoscia czarnej dziury jest to, ze w pewnej odleglosci od jej
srodka czas zwalnia tak bardzo, ze... w pewnym sensie przestaje ptynaé¢ w ogole.
Odpowiadajace temu zjawisku miejsce nazywamy horyzontem czarnej dziury.

Takie ,zatrzymanie czasu” niewatpliwie oddzialuje na wyobraznie, nalezy jednak
bardziej precyzyjnie wyrazi¢, co ono oznacza. Wyobrazmy sobie misje kosmiczng
majaca na celu zbadanie otoczenia czarnej dziury. Jeden z kosmonautéw, tylez
bohaterski co niedouczony, postanawia zdoby¢ stawe pierwszym w historii ludzkosci
przekroczeniem horyzontu, wykrada wiec statek patrolowy z macierzystej rakiety
i zmierza wprost ku czarnej dziurze. (Skoro umiemy wyobrazié¢ sobie postep
techniczny pozwalajacy na misje kosmiczne w skali naszej Galaktyki, mozemy
posunaé sie ciut dalej i przyjac¢, ze naszego bohatera nie rozerwa potezne sily
grawitacyjne w poblizu czarnej dziury.) Z punktu widzenia pozostajacych w rakiecie
kolegow i kolezanek dzialanie naszego chwata moze wydawaé si¢ nieoczywiste —
zobacza, ze bedzie zblizal sie coraz wolniej i wolniej w strone horyzontu, a $wiatta
jego rakiety beda ciemniaty i czerwienialy. Nigdy jednak — wedlug pozostajacych
w rakiecie — nie przekroczy powierzchni horyzontu czarnej dziury. Nawet

po powrocie na Ziemie, jesli tylko beda oni dysponowaé dostatecznie poteznym
radioteleskopem, zobacza swojego kolege nieruchomego, gasnacego gdzies w poblizu
czarnej dziury. Tymczasem nasz bohater po uplywie skonczonego — wedtug niego
— czasu przekroczy horyzont czarnej dziury. I tu czeka go wiele niespodzianek.
Po pierwsze, okaze sie, ze sfera horyzontu zawiera w swym wnetrzu nieskonczona
w jednym kierunku przestrzen. To nieskoniczony czas, jaki ma do dyspozycji
widziana z zewnatrz czarna dziura, zamienia sie wewnatrz niej w nieskonczong
glebie. Po drugie, kosmonauta szybko zauwazy, ze jest rozciagany w tym wtasnie
kierunku, a w pozostalych dwdéch Sciskany. Dla unikniecia tragicznego rozwoju
akcji, zatézmy, ze nasz kosmonauta od poczatku byt nieozywionym, pozbawionym
inteligencji i doskonale plastycznym urzadzeniem. Wiadomo, ze urzadzenie

to niezaleznie od podejmowanych przez siebie dzialan bedzie spadato ku
srodkowi czarnej dziury. W skoficzonym czasie nastapi praktycznie nieskoinczone
rozciggniecie w jednym kierunku i nieskonczone Scisniecie w dwdch pozostalych.
Taki przebieg wydarzen przewidywany jest w nieobracajacej sie czarnej dziurze.

Gdy czarna dziura sie obraca, jej wnetrze moze mie¢ bardzo zlozong konstrukcje
i kosmonauta moze uniknaé¢ rozrywajacych i miazdzacych go sit lub nawet
przedostaé si¢ do innego $wiata. Jednak i w tym przypadku przekroczy¢ musi
pewien nowego rodzaju horyzont, na ktérym wystepuja nowe, niezwykle zjawiska.
Aby je lepiej zrozumieé, zalézmy, ze kosmonauta ma smartfon z niezasilong
karta i moze odbiera¢ wiadomosci przekazywane, tak jak i na Ziemi, za pomoca
promieniowania elektromagnetycznego. Raz na kilka dni wysytana jest na jego
numer wiadomo$¢ i dzieje sie tak w nieskoniczono$é — przynajmniej z punktu
widzenia Swiata, w ktorym pozostali koledzy i kolezanki kosmonauty. Podczas
proby przedostania sie z wnetrza czarnej dziury do drugiego $wiata do smartfonu
kosmonauty wszystkie te wiadomosci (a bedzie ich praktycznie nieskonczenie



Problem dwodch cial
Szymon CHARZYNSKI

Jak wyglada ruch dwéch punktéw materialnych podlegajacych prawom
klasycznej dynamiki Newtona i przyciagajacych sie zgodnie z newtonowskim
prawem powszechnego cigzenia? OdpowiedZ jest stosunkowo prosta i bardzo
elegancka. Poruszaja sie po krzywych stozkowych, przy czym rodzaj krzywej
zalezy od catkowitej energii uktadu. Jezeli energia jest na tyle mala, ze ciala
tworza stan zwiazany, czyli nie moga sie od siebie uwolnié, tylko musza krazy¢
woké! siebie, to robia to po elipsach. Jezeli energia ukladu jest wystarczajaco
duza, zeby mogly oddalié¢ si¢ od siebie dowolnie daleko, to najpierw zblizaja sie
do siebie, a potem uciekaja na ogdt po hiperbolach, chyba Ze energia bedzie
doktadnie na granicy pomiedzy stanem zwigzanym a niezwigzanym, kiedy to
beda poruszaé sie po parabolach.

Zajmijmy si¢ stanem zwiazanym. Ruch po elipsach jest okresowy, co oznacza, ze
co pewien ustalony okres ciata zajmuja te same polozenia w przestrzeni.
Mozemy wyobrazi¢ sobie, ze te dwa ciala to np. Ziemia i Stonce albo uktad
podwéjny gwiazd. Jezeli tylko ciata te maja symetrie sferycznag, to ich ruch jest
doktadnie taki sam, jak ruch punktéw materialnych o tych samych masach.
Teoria Newtona méwi nam, ze te dwa ciala beda krazy¢ po okresowych orbitach
dowolnie dlugo.

A co teoria Newtona powie nam o tym, jak bedzie wygladal ruch trzech cial?
Opis ruchu trzech cial nie jest juz tak prosty i elegancki, jak dla dwéch. Ogdlny
problem opisu ruchu trzech cial o poréwnywalnych masach w teorii Newtona

nie ma ogdélnego rozwiazania analitycznego. Rozwigzania numeryczne maja cechy
chaotyczne, czyli trudno jest przewidzie¢ zachowanie takiego uktadu w dluzszej
perspektywie czasowej, bo jest ono bardzo czule na warunki poczatkowe.
Mozliwe sa zderzenia i ucieczka jednego z cial kosztem zblizenia sie do siebie
dwdéch pozostatych. Daleko wiec takiemu uktadowi trzech ciat do elegancji

i prostoty uktadu ztozonego tylko z dwdch.

A jak to wyglada w ogdlnej teorii wzglednosci (OTW)? W teorii Newtona
najprostszym obiektem jest masa punktowa, czyli wyidealizowany obiekt, ktory
inaczej niz gwiazda czy planeta nie ma objetosci i struktury wewnetrznej.

W pewnym sensie najprostszym odpowiadajacym mu obiektem w teorii
wzglednosci jest czarna dziura — obiekt majacy tylko mase (i ewentualnie
moment pedu lub tadunek elektryczny), przy czym cala jego masa jest skupiona
w jednym punkcie, zwanym ze wzgledu na swe zadziwiajace wlasnosci,
osobliwoscia. Problem jednego ciala, czyli pole grawitacyjne wokél jednej czarnej
dziury, zostal rozwiazany bardzo szybko po sformutowaniu OTW, bo juz w roku
1916 jego rozwiazanie zostalo opublikowane przez Karla Schwarzschilda. Potem
pojawily sie réwniez rozwiazania opisujace natadowana i wreszcie rotujaca
czarng dziure. A co ze stanem zwigzanym dwdch mas? Do tej pory nie znamy
ogblnego analitycznego rozwiazania takiego problemu.

Wyglada na to, ze w OTW nie potrafimy rozwiaza¢ problemu dwdéch cial, tak jak
potrafiliémy to zrobi¢ w teorii Newtona. Dlaczego tak jest? A moze Zle liczymy te
ciala czy tez obiekty fizyczne? Zanim wrécimy do tego pytania, zajmiemy sie
tym, co wiemy o ukladzie zwigzanym dwdch mas w OTW. Wiemy, ze gdy masy
te sa wystarczajaco daleko od siebie, to ich ruch w niewielkim stopniu odbiega
od ruchu po elipsach opisywanego przez teorie Newtona. Jest to szczegdlny
przypadek, ktorego opis daje sie znalezé za pomocy przyblizonych rachunkow,
gdzie oblicza sie poprawki do orbit newtonowskich pochodzace od OTW,
zakladajac, ze sa male. A na czym te poprawki, czy tez mate odstepstwa od orbit
newtonowskich, polegaja? Okazuje sie, ze ruch nie jest juz idealnie okresowy.

Po pierwsze, kierunek wyznaczony przez prosta taczaca punkty, w ktoérych ciata
sa w maksymalnej odleglosci od siebie, powoli sie obraca, a po drugie, ta
maksymalna odleglosé po kazdym okrazeniu staje sie coraz mniejsza — ciala
powoli na siebie spadaja. W teorii Newtona rozmiar orbity jest $cisle zwiazany
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Wigcej o problemach z okresleniem
energii w OTW piszemy w artykule
Energia pola grawitacyjnego na
stronie 9.

Autorem pierwszej udanej symulacji
zlania si¢ czarnych dziur byt

Frans Pretorius. Niedlugo po jego
publikacji wyniki swoich symulacji
opublikowaty zespotly

Manueli Campanelli i Johna Bakera.

z calkowita energia ukladu, ktora pozostaje stata — gdy jedno ciato zbliza si¢
do drugiego, to rosnie ich energia kinetyczna kosztem energii potencjalnej,

a kiedy sie oddala, to rosnie energia potencjalna kosztem energii kinetycznej.
Im mniejsza energia catkowita, tym ciasniejsza orbita. Jezeli wiec orbity sie
zacieSniaja, a ciala na siebie spadaja, to wyglada na to, ze tracona jest energia
ukladu. A co z zasadg zachowania energii?

Ogdlna teoria wzglednosci ma odpowiedz i na to pytanie. Przewiduje, ze energia
jest unoszona przez promieniowanie (fale) grawitacyjne. Promieniowanie to unosi
nie tylko energie, ale takze moment pedu. Dopiero po uwzglednieniu energii
(momentu pedu, a takze pedu — o czym pédzniej) pola grawitacyjnego catkowita
energia (moment pedu, ped) ukladu jest zachowana. Wyglada wiec na to, ze
problem dwdéch orbitujacych mas w OTW przestaje byé¢ problemem dwdéch cial,
poniewaz w opisie musimy uwzgledniaé¢ trzeci pelnoprawny obiekt niosacy
energie, ped i moment pedu, jakim jest pole grawitacyjne. Wyglada to bardziej
jak problem trzech cial i okazuje sie, ze poza sytuacja, kiedy wplyw OTW
stanowi tylko mala poprawke do ruchu newtonowskiego, nie daje sie opisywac
w spos6b analityczny, podobnie jak problem trzech cial w teorii Newtona.

Mimo braku ogdlnego rozwiazania analitycznego problem trzech cial w teorii
Newtona daje si¢ stosunkowo tatwo symulowaé numerycznie na komputerze.
Okazuje si¢ natomiast, ze problem dwéch mas znajdujacych sie na tyle blisko
siebie, ze efekty relatywistyczne staja sie dominujace i nie mozna juz uznawaé
ich za male poprawki do ruchu newtonowskiego, jest problemem niezwykle
trudnym do rozwigzania rowniez za pomoca superkomputeréw. Spodziewano sie,
ze para czarnych dziur wreszcie na siebie spadnie i stworzy jedng czarng dziure,
jednak przebieg tego zjawiska, pomimo ogromnego wysitku wielu badaczy, latami
wymykal sie prébom symulowania na komputerze.

OTW utozsamia grawitacje z zakrzywieniem czasoprzestrzeni. Taka krzywa
geometria jest opisywana za pomoca funkcji gtadkich spelniajacych uktad
rownan rézniczkowych czastkowych. Czasoprzestrzen w otoczeniu czarnej dziury,
gdzie pole grawitacyjne jest silne, jest bardzo mocno zakrzywiona. Numeryczne
modelowanie ewolucji geometrii silnie zakrzywionej czasoprzestrzeni wokol pary
czarnych dziur wymaga zastapienia opisu za pomoca gladkich funkcji przez opis
za pomocy wartosci tych funkeji w weztach skonczonej dyskretnej sieci.
Znalezienie wlasciwej metody dyskretyzacji réwnan OTW okazalo sie zadaniem
bardzo trudnym.

Przetom nastapil dopiero w roku 2005. Wtedy wlasnie pojawily sie pierwsze
publikacje raportujace udane symulacje trzech faz: spiralnego spadku czarnych
dziur na siebie, zlania sie pary czarnych dziur w jedna i dochodzenia powstalej
nowej czarnej dziury do stanu stacjonarnego. Trudnodci, ktére udalo sie wreszcie
przezwyciezy¢, byly réznego rodzaju. Okazuje sie, na przyktad, ze rézne, ale
matematycznie rownowazne sformutowania ewolucji czasoprzestrzeni w OTW
ujawniaja bardzo zréznicowane wlasnosci, gdy na ich podstawie prébuje si¢
znalezé rozwigzania numeryczne. Wigkszosé tych sformutowan jest numerycznie
niestabilna. Kluczem do sukcesu stalo sie sformutowanie znane jako metoda
BSSN (od nazwisk Baumgarte, Shapiro, Shibata, Nakamura), ktére obecnie
wykorzystuje si¢ do stabilnych numerycznie symulacji. Kolejnym problemem jest
fakt, ze czarne dziury obecne w symulacji sa punktami osobliwymi, co objawia
sie miedzy innymi tym, ze wartosci pewnych parametréw moga by¢ rozbiezne
w poblizu takich punktéw. Z problemem tym poradzono sobie, znajdujac
odpowiednie wspdlrzedne i wykluczajac obszar otaczajacy osobliwosé. Pomocny
przy tym okazatl sie fakt, ze osobliwo$ci sa ukryte pod horyzontem zdarzen

i informacja o tym, co sie dzieje w ich otoczeniu, i tak nie wydostaje sie

na zewnatrz horyzontu. Jeszcze inng komplikacja jest koniecznosé symulowania
duzej objetosci przestrzeni wokol uktadu pary czarnych dziur po to, zeby
uwzglednié¢ efekty falowe, poniewaz promieniowanie grawitacyjne odgrywa
istotng role, unoszac energie i ped. Z drugiej strony obszary silnych p6l

w poblizu czarnych dziur muszg by¢ symulowane z duzg rozdzielczoécia, zeby
zapewni¢ odpowiednig doktadnosé¢ i stabilno$é numeryczna. Poniewaz zasoby
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Problemy wymienione w tekscie oraz
wiele innych niewymienionych
rozwiazano i obecnie symulacje zlewania
si¢ pary czarnych dziur staly sig
zadaniem rutynowo wykonywanym.
Dzigki optymalizacji wypracowanych
metod i wzrostowi wydajnosci
komputeréw przeprowadzanie takich
symulacji nie jest juz zarezerwowane dla
superkomputeréw, ale jest mozliwe

do wykonania na pojedynczej stacji
roboczej, jakie stoja w domach lub
biurach. Oprogramowanie stuzace

do tego celu jest dostepne w sieci,

np. pod adresem einsteintoolkit.org.

Rozwigzanie zadania M 1478.
Jesli nv/7 —m > 1, to teza jest
spetniona. Poniewaz liczba N4d jest
niewymierna, to n\/7 —m # 1. Pozostaje
wiec rozwazy¢ przypadek, gdy
n\ﬁ —m < 1. Z zalozenia wiemy, ze

0 < (nV7 —m)(nV7 +m) = 7n? —m>.
Liczba m? przy dzieleniu przez 7 daje
reszte 0, 1, 2 lub 4, wigc 7Tn? — m?
— reszt¢ 0, 6, 5 lub 3. W takim razie
™% —m? >3, a stad

3 -

n\ﬁ —+ 7‘%1

WV

nVv7—m

- - >
2m + (n,\ﬁ —m)
3 3 1

2m + 1 - % m’

nawet najwydajniejszych superkomputeréw sa ograniczone, nie jest mozliwe
symulowanie calej duzej objetosci z wysoka rozdzielczoscia, zastosowano wiec
rozwigzanie polegajace na zageszczaniu sieci, na ktérej prowadzone sa obliczenia
w otoczeniu czarnych dziur — im blizej czarnej dziury, tym siatka staje sie
gestsza, przy czym zageszczenia te ,$ledza” polozenie czarnych dziur, czyli
siatka, na ktérej komputer prowadzi obliczenia, zmienia sie dynamicznie

w czasie symulacji.

Jeszcze przed pierwszymi udanymi symulacjami badacze spodziewali sie, ze dwie
czarne dziury spadna na siebie po spiralnych orbitach, zleja si¢ i powstanie jedna
czarna dziura. Od symulacji oczekiwali doktadnych iloSciowych przewidywan

na temat tego, jaka bedzie masa i moment pedu powstalej czarnej dziury, a jaka
cze$¢ energii i momentu pedu uleci w postaci promieniowania grawitacyjnego

i jak doktadnie to promieniowanie bedzie wygladalo. Symulacje dostarczyty
odpowiedzi na te pytania dla r6znych konfiguracji, rézniacych sie stosunkiem
mas czarnych dziur oraz warto$ciami i kierunkami momentu pedu sktadnikéw
uktadu podwoéjnego. Pewnym zaskoczeniem okazala sie warto$¢ pedu czarnej
dziury powstale] w wyniku zlania sie pary czarnych dziur dla pewnych
szczegblnych konfiguracji. Zjawisko polegajace na tym, ze powstata w wyniku
zlania sie niesymetrycznego ukladu podwdjnego czarna dziura uzyskuje
niezerowy ped wzgledem $rodka masy ukladu podwdjnego przed zderzeniem,
nazwano odrzutem grawitacyjnym. Zasada zachowania pedu pozostaje spetniona,
poniewaz przeciwny ped unosi promieniowanie grawitacyjne. Typowe wartosci
predkosci odrzutu sa rzedu setek km/s, ale dla pewnych szczegdlnych
konfiguracji (odpowiednio dobranego stosunku mas sktadnikéw ukladu
podwdjnego 1 wektoréw ich momentéw pedu) moze siggaé kilku tysiecy km/s, co
stanowi warto$¢ przewyzszajaca predkosé ucieczki nawet z duzych galaktyk.

Tak silnego odrzutu sie nie spodziewano. Problem znalezienia obserwacji
astronomicznych zwiazanych z tym odkryciem pozostaje otwarty.
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Wynik przykladowej symulacji. Dwie
czarne dziury, cigzsza (spirala ciggta)

i lzejsza (spirala przerywana), zlewajg sig,
tworzac jedna czarng dziure, ktéra doznaje
odrzutu i porusza si¢ w lewo po kolorowej
trajektorii z predkosciag okoto 300 km/s.

B 5 4 3 2 10 1 2 3 4

Dzigki symulacjom numerycznym mamy wiec wreszcie pelny obraz tego, jak

w teorii zachowuje sie¢ uktad dwéch czarnych dziur. Takie symulacje sa niezwykle
wazne z punktu widzenia rodzacej sie wlasnie nowej dziedziny astronomii —
astronomii grawitacyjnej, poniewaz proces zlewania si¢ czarnych dziur jest
jednym z potencjalnych Zrodet silnego promieniowania grawitacyjnego, ktore,
by¢ moze, uda sie zarejestrowa¢ za pomoca detektorow, ktére w ostatnich latach
zostaly do tego celu zbudowane. Jak na razie nie udalo si¢ bezposrednio
zarejestrowaé promieniowania grawitacyjnego, jednak symulacje dostarczaja
wzorcow, ktére mozna bedzie ewentualnie poréwnaé z sygnalem zarejestrowanym
przez detektor wtedy, kiedy do takiej detekcji dojdzie. Obecnie najczulszym
detektorem jest Advanced LIGO, ktéry ma zaczgé prace w tym roku, zastepujac
poprzedni detektor LIGO, od ktérego ma by¢ dziesieciokrotnie czulszy. LIGO
przez 8 lat nastuchiwania (2002-2010) nie zarejestrowal promieniowania
grawitacyjnego. By¢ moze teraz Advanced LIGO dostarczy tych przelomowych
obserwacji, ktore bylyby kolejnym wielkim sukcesem przewidywan OTW sto lat
po jej opublikowaniu. A moze zaskoczy jaka$ niespodzianka? Pozostaje czekaé
na wyniki jego pracy.
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*Centrum Fizyki Teoretycznej PAN

Energia pola grawitacyjnego
Jerzy KIJOWSKI*

Patrzac wstecz na rozwdj podstawowych pojeé¢ tworzacych jezyk, w ktéorym
wspbdlcezesna fizyka opisuje otaczajacy nas Swiat, dostrzegamy ogromng role
zasady zachowania energii. Z pewng przesada mozna byloby powiedzie¢, ze
kazdy krok naprzéd w tym odkrywaniu podstawowych praw fizyki polegal na:
1) zalamaniu sie zasady zachowania, to znaczy na konstatacji, ze gdzie§ nam ta
energia ucieka, a potem na 2) odkryciu calkiem nowego pola zjawisk

i zwiazanej z tym nowej formy energii. I zawsze okazywalo sie, ze energia

nie gubi sie, a jedynie zamienia sie w nowsa, nie znana nam dotychczas forme.
Doskonaltym przyktadem na poparcie tej tezy bylo powstanie termodynamiki
w poczatkach XIX wieku. Wtedy okazalo si¢ wlasnie, ze energia mechaniczna
(kinetyczna + potencjalna) nie musi juz by¢ absolutnie zachowywana, bowiem
moze przeksztalcaé sie w energie wewnetrzna (,,cieplna’) cial uczestniczacych
w opisywanych procesach fizycznych. A maszyny cieplne to przyktad

na transformacje odwrotna: zamiany ciepta na prace mechaniczng.

Prawie rownolegle odbywala sie druga wielka rewolucja w fizyce:

od ,mechanicznego” do ,polowego” opisu oddzialywan. Jak pamietamy

ze szkoly, prawo powszechnego cigzenia sformulowane przez Newtona polegato
na przypuszczeniu, ze para dowolnych cial przyciaga sie z dobrze sprecyzowana
sila, zalezna od masy tych cial i ich wzajemnej odleglodci. Myslac

np. o systemie planetarnym woko6t Stonca, mozna byto sobie wyobrazaé, ze
miedzy dowolnymi dwoma ciatami niebieskimi zostata rozpieta niewidzialna
»Sprezynka”, realizujaca to przyciaganie. Analogiczne ,sprezynki” trzeba bylo
sobie wyobrazaé¢, by zrozumieé przycigganie lub odpychanie tadunkow
elektrycznych opisane prawem Coulomba. Podobnie prébowano opisaé
oddzialywanie magnetyczne, ale tutaj sprawa okazata sie bardziej
skomplikowana. Tymczasem badania prowadzone przez Michaela Faradaya
u$wiadamialy fizykom, ze w celu zrozumienia istoty elektrycznosci

i magnetyzmu warto porzuci¢ mechanistyczne wyobrazenia ,sprezynek”.
Zamiast tego Faraday wprowadzil pojecie ,linii sil pola”. Bardzo wyraznie
widaé je, gdy rzucimy garéé¢ opitkéw zelaznych na tafle szklana, pod ktora lezy
magnes. Opitki uktadajg sie wlasnie wzdtuz linii sit pola, ktére mozna wrecz
fotografowac. I cho¢ nie umiemy réwnie spektakularnie wizualizowaé pola
elektrycznego, to kazdy zapewne widzial w jakim$ podreczniku rysunek
reprezentujacy tadunek elektryczny i wychodzace zen koncentrycznie linie sit
pola. Jesli rysunek uwzglednial réwniez drugi tadunek o przeciwnym znaku, to
wladnie w nim zbiegaly sie te linie.

Zreszta same ,linie pola” nie wnosza tu nic istotnego. Wazne jest ,pole”, to
znaczy jaka$ wlasnosé samej przestrzeni otaczajacej poruszajace sie tadunki
(magnesy to tez zamkniete obwody elektryczne, wytwarzajace pole
magnetyczne na mocy prawa Amperal). Wlasno$é te reprezentujemy

za pomocy dwoch strzalek (wektoréw): elektrycznego E i magnetycznego B.
Gdy patrzymy nieuwaznie na pusty z pozoru obszar przestrzeni, mozemy
przegapié¢ ich istnienie. Jednak bardzo tatwo odkry¢ ich obecno$é, a nawet
zmierzy¢ je dokladnie, gdy zaczniemy badaé ruch malutkich (prébnych)
tadunkéw w tym obszarze.

A zatem co sie stanie, gdy pierwotnie obojetna elektrycznie kulka zostanie
natadowana? No c6z, nie odbedzie sie to bez jakiego$ naktadu pracy. Aby
zgromadzié na takiej kulce tadunek elektryczny, mozna ja pocieraé (vide
piekny wiersz Juliana Tuwima ,,... o bursztynie, gdy sie go pociera...”),
mozna tez uzy¢ maszyny elektrostatycznej, albo tez doprowadzi¢ tadunek

z jakiejs zewnetrznej baterii. W kazdym razie proces ten wymaga, by z jakiegos
rezerwuaru energii (np. chemicznej, zmagazynowanej w naszych migéniach)
przeznaczy¢ jej troche na ten cel. I co si¢ teraz z tg energia stalo? Czy zostata
stracona? Ot6z nie! Odnajdujemy ja wlasnie w postaci energii pola
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Dla Czytelnikéw zainteresowanych tak
ekonomicznym zapisem réwnan Maxwella
przytaczamy go:
dF =0,
d*F = J.

Rozwigzanie zadania F 893.

Sita dzialajaca na oplywane ze stalag
predkoscia ciato jest proporcjonalna

do kwadratu predkosci cieczy wzgledem
ciala. W naszym przypadku sila F'
dzialajaca na topatke bedzie miala
postac:

F=A(v—u)?

przy czym stala A zalezy od ksztaltu
oplywanego ciala, jego rozmiaréw

i od gestosci cieczy. ,Pobierana” przez
kolo moc P bedzie wigc réwnas:

2

P =Au(v—u)”.
Jak widzimy, moc ta jest réwna zeru,
gdy w =0 lub u = v. Pochodna P
wzgledem u:
dp Al (2 2 v — ) —
&= A(ﬁz, —u)® — 22u(7 w)) =

3u® — 4dvu + v

przyjmuje wartos¢ 0 dla v = v oraz dla
u = v/3. Jak latwo sprawdzi¢,
maksymalna moc osiggana jest dla
u = v/3 i wynosi:
403
A.
27

> _
Prax =

elektrycznego i magnetycznego. Prawo zachowania energii zostanie ocalone,
jesli tylko zaakceptujemy jej nowa forme: energie polal!!

Mija wtaénie 150 lat od czasu, gdy Maxwell opublikowal ostateczna wersje
elektrodynamiki, w ktérej zaproponowal réwnania rzadzace dynamika pol:
elektrycznego i magnetycznego. Ich niezwykle zlozona posta¢ zostata znacznie
uproszczona przez genialnego samouka Olivera Heaviside’a. Nastepnym krokiem
byla szczegdlna teoria wzglednoéci Einsteina. Wykazal on, ze pole elektryczne E
i magnetyczne B sg jedynie subiektywnymi, zaleznymi od obserwatora,
emanacjami czego$ wiekszego, mianowicie pewnej struktury geometrycznej
niezaleznej od obserwatora, obecnie nazywanej ,polem elektromagnetycznym”.
Mozna sie pochwalié, ze rownania Maxwella, ktére w oryginalnej wersji
zajmowaly cale strony, mozemy teraz zapisa¢ za pomoca zaledwie 9 znakéw.
Ale nie ma to zadnego znaczenia dla problemu energii pola, ktérej gestosé

w prézni wyraza si¢ (w odpowiednich jednostkach) w postaci: £ = 3(E? + B?).
W trakcie ewolucji pola energia ta moze sie przemieszczaé w przestrzeni
(opisuje to tzw. wektor Poyntinga), a takze wymieniaé sie z innymi jej formami,
np. mechaniczng w silniku elektrycznym czy cieplna w grzalce.

W roku 1915 Emma Noether wykazala, ze prawa zachowania w teorii pola
wiaza sie z symetriami teorii (praca zawierajaca ten wynik zostala jednak
opublikowana dopiero w 1918 roku). I tak zasada zachowania energii jest
wyrazem niezmienniczosci elektrodynamiki wzgledem przesunie¢ w czasie.
Moéwiac jezykiem potocznym, oznacza to, ze kazde doswiadczenie z polem
elektromagnetycznym, powtérzone po pewnym czasie w tych samych
warunkach, da ten sam wynik.

Polowy punkt widzenia zwyciezyl réwniez w teorii grawitacji. Jak juz
zauwazyliémy, analogia miedzy prawem Coulomba a newtonowskim prawem
powszechnego ciazenia jest uderzajaca. Podobnie jak w poczatkach
elektrodynamiki, opisywano to pole za pomoca ,potencjatu grawitacyjnego” —
skalarnej funkcji, ktérej skala zmiennosci reprezentowaltaby ,natezenie pola
grawitacyjnego”. Ale, podobnie jak w elektrodynamice, taki opis wystarczal
jedynie do opisu sytuacji statycznych, np. do opisu ruchu planet w statycznym
polu grawitacyjnym wytworzonym przez Stonice. Natomiast zupelnie

zawodzil w sytuacji dynamicznej, np. gdy chcemy uwzgledni¢ wplyw planet
na ruch samego Stonca. W takiej sytuacji potencjat grawitacyjny opisany

po newtonowsku byltby , przylepiony na sztywno” do Stonca. Oznaczatoby to,
ze informacja o tym, ze Stonice nieco si¢ przesuneto, dotartaby do dowolnie
odleglej gwiazdy dowolnie szybko. K1dci sie to z podstawowym zalozeniem
teorii wzglednosci, tzw. postulatem przyczynowosci, w my$l ktorego

zadne oddziatywanie nie moze rozchodzi¢ sie z predkoscia wigksza niz
predkos¢ swiatla.

Podobny paradoks zaistniatby w opisie zjawisk elektrycznych, gdybysmy
zatrzymali sie na réwnaniu Coulomba. Jednak paradoks ten znika, gdy tylko
opuscimy domeneg elektrostatyki. Matematycznie elektrostatyka jest po prostu
teorig rownania Poissona nalozonego na jedna funkcje — potencjal skalarny.
Musimy przej$é do pelnej teorii Maxwella (najlepiej w wersji Einsteinal),

w ktorej do opisu konfiguracji pola nie wystarcza tylko jedna funkcja. Natomiast
w teorii grawitacji kontemplacja tego i innych paradokséw doprowadzila
Einsteina do sformulowania chyba najpiekniejszej i precyzyjnie sprawdzonej
teorii fizycznej, jaka jest ogdlna teoria wzglednoéci. Stulecie jej sformutowania
obchodzimy wtasnie w biezacym roku. W teorii tej ,,pole grawitacyjne”

opisuje sie strukturg geometryczna czasoprzestrzeni, ktéra nie jest juz dana

a priori ,od stworzenia Swiata”, lecz stanowi dynamiczne pole, ewoluujace
wedlug tzw. réwnan Einsteina. W luznej analogii do elektrodynamiki mozna
powiedzieé, ze ,potencjaly grawitacyjne” to po prostu struktura metryczna
czasoprzestrzeni, zas ,sity grawitacyjne” to tzw. struktura powiazania

(czy tez z angielska koneksji). W niniejszym artykule nie bedziemy rozwazaé
tych subtelnosci matematycznych. Interesuje nas natomiast pojecie energii pola
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grawitacyjnego. Czy i tu obowiazuje zasada zachowania? Czy np. przyciagajace
sie, a zatem przyspieszajace, ciala niebieskie, zwickszajac swa energie
kinetyczna, czerpia ja wlasnie z rezerwuaru energii pola zmagazynowanej

w jego poczatkowej konfiguracji? Czy istnieje prosty wzor na gestosé

tej energii, analogiczny do wzoru £ = %(E2 + B?) dla elektromagnetyzmu?

Uczeni spierali si¢ przez lata, jak opisa¢ energie pola grawitacyjnego w sposob
zgodny z procedura przedstawiona przez Noether. Rodzi sie jednak duzo
powazniejsza watpliwosé: czy w ogdle jest mozliwe, by catkowita energia &y
pola grawitacyjnego zmagazynowana w obszarze przestrzennym V mogla mieé¢
sensowne matematyczne wlasnoséci. W szczegdlnoéci, gdyby podzieli¢ obszar V/
na dwie roztaczne czeéci Vi i Ve, nalezaloby oczekiwaé, ze

Ev = &y, + &y,
gdzie £y, €y, sa energiami zgromadzonymi, odpowiednio, w obszarach V; i Va.

Taka wlasno$¢ energii pola grawitacyjnego kloci sie jednak z sama istota
grawitacji! Przeciez juz od pierwszych prac Einsteina w 1905 roku wiemy, ze
energia ,wazy”, to znaczy ma mase! Stynny wzér E = mc? widzial chyba
kazdy przedszkolak, cho¢ jego popularyzatorzy popelniaja zazwyczaj
zasadniczy blad, piszac, ze ,masa moze zmieniaé¢ si¢ w energie”. To nie tak!
Masa jest energia. Wybuch bomby atomowej to nie zamiana masy na energie,
lecz zamiana masy (energii) w inna jej postaé. Wspélezynnik liczbowy ¢ méwi
jedynie o mozliwoéci przeliczania réoznych jednostek fizycznych, w ktérych
mierzymy2 te samg wielkosé. Na przyktad w uktadzie SI, aby przeliczy¢ dzule

m

(J= kgs'én ) na ,czyste” kilogramy, potrzebny jest przelicznik o mianie S—;
Einstein odkryl, ze tym uniwersalnym przelicznikiem jest wlasnie kwadrat
predkoéci $wiatta c?. Tak wiec w teorii grawitacji musimy pogodzi¢ sie
z faktem, ze w obszarze V7 zmagazynowana zostala masa Ev,, a w obszarze Vo
zmagazynowana zostata masa £y,. Czytelnik o konserwatywnych pogladach,
ktory nie lubi mierzy¢ masy w dzulach, moze na swoj uzytek przeliczaé to
wszystko na kilogramy, dzielac nasze wzory przez c?. (Tego rodzaju fobie
mozna poréwnaé do problemu turysty podrézujacego samochodem miedzy
USA a Kanada, ktory nie $émie zapisa¢ wzoru na catkowitg droge w postaci
S = Susa + Skanada, b0 przeciez Sysa mierzy sie w milach, a Skanada jUz
w kilometrach!) Ale grawitacja to prawo powszechnego ciazenia, w my$l
ktérego kazde dwie masy przyciagaja sie. Zatem catkowita energia (masa) pola
zmagazynowana w V' nie moze by¢ sumg energii (mas) zmagazynowanych
w Vi i V4, bowiem musi zosta¢ pomniejszona o energie ich oddzialywania,
jakim jest to przyciaganie. A zatem wiemy na pewno, ze energia nie moze by¢
addytywna, czyli inaczej niz w teoriach pola opartych na twierdzeniu Noether,
w grawitacji musi zachodzi¢ nieréwnosé:

Ev # Ev, + Ev,.
Ten paradoks stanowi powazne wyzwanie dla fizykéw i matematykdw
zajmujacych sie ogélna teoria wzglednosci. Nie mozemy tutaj wglebiaé sie
bardziej w jego istote, bo do tego potrzebny jest zaawansowany aparat
matematyczny. Warto natomiast podkresli¢, ze inaczej niz chociazby
w elektrodynamice, w teorii wzglednosci nie dysponujemy pojeciem gestosci
energii pola, bo energia pola w danym obszarze nie jest suma wktadéw energii
od jego czesci. Energia jest wielkos$cig nielokalng. Okazuje sie jednak, ze nie ma
watpliwosci co do tego, jak opisywaé calkowitq energie (mase) izolowanego
uktadu pdl i mas, to znaczy takiego, ze poza jakim$ ograniczonym obszarem
przestrzen nie zawiera zadnych mas. Te catkowita energie opisuje wielkosé
geometryczna zwana ,masa ADM” od nazwisk badaczy, ktérzy ja
zaproponowali w stynnym artykule opublikowanym w 1962 roku: R. Arnowitt,
S. Deser oraz C. W. Misner. Natomiast préby opisania energii grawitacyjnej
zawartej nie w calej przestrzeni, a jedynie w jej ograniczonym kawalku,
polegaja najczesciej na tzw. konstrukcjach quasilokalnych i wiaza sie
m.in. z nazwiskiem Rogera Penrose’a. Rowniez w Warszawie prowadzone sa
badania takich struktur.
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Rys. 1

Rys. 2

Rys. 3

Rys. 4

M

Od kwadratu Waldemar POMPE

Rozpatrzmy dowolny tréjkat oraz cztery kwadraty zbudowane w sposéb
przedstawiony na rysunku 1. Wéwczas zaznaczone kolorem trzy odcinki, taczace
odpowiednie wierzcholki kwadratéw oraz érodek najnizszego kwadratu,
przecinaja sie w jednym punkcie.

Te ciekawa wlasnos¢ mozna znalezé na stronie www.gogeometry.com/problem/
w dziale Open Geometry Problems (otwarte problemy geometryczne). Jest to
zadanie nr 902 opublikowane 15 lipca 2013 r. W tym przypadku ,otwarte”

nie oznacza, ze zaden dowod tej wlasnosci nie jest znany. Przy pewnej dozie
zamitlowania do rachunkéw mozna zweryfikowaé stusznosé tej zaleznosci

w ukladzie wspolrzednych. Przez ,otwarte” nalezy wiec rozumieé to, ze nie jest
znany dowdd geometryczny. Takie dowody czesto pozwalaja lepiej zrozumieé
fenomen danej wlasnoéci, zwiazki z innymi geometrycznymi konfiguracjami oraz
otwieraja droge do ciekawych modyfikacji i uogélnien.

Tak jest i w tym przypadku. Geometryczny dowdd prezentowanej wlasnosci
przedstawie od razu w nieco ogdlniejszej sytuacji.

Twierdzenie 1. Rozpatrzmy dowolny tréjkgt ABC' oraz prostoket ABDE lezgcy
po zewnelrznej stronie tego tréjkgta (rys. 2). Po zewnelrznej stronie prostokata
budujemy dowolny tréjket DEM. Oznaczamy:

a=<IXDEM oraz [(=<EDM.
Nastepnie, po zewnetrznej stronie trojkgta ABC budujemy takie tréjkgty BCK
i1 ACL, Ze < BCK = <ACL = 90°,

JCAL=a oraz <SCBK =p.
Wowczas proste EK, DL i CM przecinajq sie w jednym punkcie.

Wilasno$é z rysunku 1 jest szczegélnym przypadkiem tego twierdzenia: wystarczy
przyjaé, ze ABDE jest kwadratem oraz ze o« = § = 45°.

Z kolei przypadek a = (8 daje zaskakujace uogdlnienie zaleznosci z rysunku 1:
trzy zacieniowane prostokaty na rysunku 3 sa podobne, podczas gdy czwarty
prostokat jest dowolny — jego ksztalt w zaden sposob nie jest zwiazany

z pozostalymi prostokatami!

Dowdd twierdzenia 1. Oznaczmy przez S punkt przeciecia prostych DL i KE
(rys. 4). Chcemy wykazadé, ze punkty C, S i M leza na jednej prostej.

Niech P bedzie rzutem prostokatnym punktu A na prosta LD. Wowczas

punkt P lezy na okregu w opisanym na prostokacie ABDFE. Niech ponadto
punkty G'i H beda drugimi punktami przecie¢ odpowiednio prostych EM i DM
z okregiem w. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze oba punkty G i H leza

na tym tuku DE okregu w, ktéry nie zawiera punktéw A i B. Rozumowanie

w pozostatych przypadkach przebiega analogicznie.

Z réwnosci X APL = 90° = X ACL wynika, ze punkty A, L, C' i P leza
na jednym okregu. Wobec tego
XCPL =<9CAL=a=<DEM = <GPD,
skad wniosek, ze punkty C, P i G leza na jednej prostej.
Innymi stowy, wykazalidémy, ze proste CG i DL przecinaja si¢ w punkcie P
lezacym na okregu w. Analogicznie wykazujemy, ze proste CH i EK przecinaja

sie w punkcie @ lezacym na okregu w.

Jesli punkt M lezy na okregu w, to G = H = M i w konsekwencji P = @Q = S.
Wobec tego, skoro punkty C, P i G sa wspélliniowe, to takze punkty C', S i M
sg wspdliliniowe.

Jedli z kolei M nie lezy na okregu w, to stosujac twierdzenie Pascala dla
szesciokata GPDHQFE, wnioskujemy, ze punkty GPNHQ =C, PDNQE =S
oraz DH N EG = M leza na jednej prostej. To konczy dowdd twierdzenia 1. O
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Rys. 8

Rys. 10

Przedstawione rozumowanie mozna bez wigkszych klopotow przeniesé na
znacznie ogolniejsza konfiguracje. Do jej opisania potrzebne bedzie nam pojecie
kata skierowanego miedzy prostymi.

Rys. 5 Rys. 6 Rys. 7

Niech a i b beda dowolnymi prostymi przecinajacymi sie w punkcie O (rys. 5).
Kagtem skierowanym miedzy prostg a i prostg b nazywamy kat, o jaki nalezy
obréci¢ prosta a wok6l punktu O (w kierunku przeciwnym do ruchu wskazdéwek
zegara), aby otrzymac prosta b. Kat ten oznaczamy symbolem < (a,b).

Zwr6émy uwage na to, ze wielko$é < (a, b) nie jest zdefiniowana jednoznacznie,
a jedynie z dokladnoscia do 180°. Piszac zatem < (a,b) = «”, rozumiemy, ze
katy stojace po obu stronach tej rownosci réznia sie o pewna calkowita
wielokrotnos¢ kata 180°.

Nastepujace twierdzenie dobrze ilustruje powdd, dla ktorego wprowadza sie
pojecie kata skierowanego miedzy prostymi (rys. 6): Rdézne punkty A, B, C, D
(nielezace na jednej prostej) lezg na jednym okregu wtedy i tylko wtedy, gdy

X (AB,BC) = < (AD, DC). Istota tego sformulowania jest to, ze punkty A, B,
C, D moga by¢ ulozone dowolnie — nie musza by¢ kolejnymi wierzchotkami
czworokata wypuklego (rys. 7).

Twierdzenie 2. Rozpatrzmy dowolny trojket ABC' oraz okrgg w przechodzgcy
przez punkty A i B (rys. 8). Niech D i E bedg punktami lezgcymi na okregu w,
a M dowolnym punktem. Oznaczmy:
a=<X(DE,EA), p=<(ME,ED),
v=<x(BD,DE), ¢6=<(ED,DM).
Punkty K i L sq wyznaczone przez warunki:
a =L (LC,CA), 8 =<<x(CA, AL),
v=<x(BC,CK), ¢§=<x(KB,B().
Wéwczas proste EK, DL i CM przecinajg sie w jednym punkcie (lub sq
réwnolegle).

Dowdéd twierdzenia 2 przebiega w pelni analogicznie do powyzszego
rozumowania, z drobng réznica: punkt P nalezy zdefiniowaé jako drugi punkt
przeciecia prostej LD z okregiem opisanym na tréjkacie ACL. Dalsza czesé
rozumowania pozostaje bez zmian.

Na koniec przyjrzyjmy sie pewnym szczegdlnym przypadkom twierdzenia 2.

Jedli przyjmiemy « = 7, to czworokat ABDE jest trapezem rownoramiennym

o podstawach AB i DE (rys. 9). Uzyskujemy wtedy zaleznosé, ktéra jest
uogdlnieniem powszechnie znanej konfiguracji (nazywanej czasami twierdzeniem
Jacobiego), gdy A=FEiB=D.

Ciekawy jest przypadek, gdy czworokat ABDFE degeneruje si¢ do trojkata, tzn. gdy

A = FE. Wtedy prosta FA nalezy traktowaé¢ jako styczng do okregu opisanego

na tréjkacie ABD, jak to ma miejsce w zdegenerowanych przypadkach twierdzenia

Pascala. Z twierdzenia o kacie miedzy styczna a cieciwa uzyskujemy wowczas
a=<x(DE,EA) =< (DB,BA),

co z pozostalymi rownosciami twierdzenia 2 daje komplet zalozen w tym

przypadku (rys. 10).

Dowolnosé wyboru katéw «, G, v,  oraz okregu w daje swobode w konstruowaniu
wielu ciekawych wlasnosci geometrycznych, podobnych do tej z rysunku 1.

Na oktadce znajduje si¢ kilka takich przykladéw. Kazdy z nich jest szczegdlnym
przypadkiem twierdzenia 2.
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m Zadania

Cykle Hamiltona na wielo$cianach foremnych

Zadanie 44 w ksiazce 100 zadan Hugona Steinhausa dotyczy zamknietych drog
po krawedziach wielo$cianu foremnego, ktére przechodza dokladnie jeden raz
przez kazdy wierzcholek, czyli ztozonych z krawedzi cykli Hamiltona. Chodzi

o to, aby znalezé wszystkie ksztalty takich cykli i policzy¢, ile ich jest

(z dokladnoscig do potozenia) dla kazdego wieloScianu foremnego.

W oczywisty sposéb stwierdzamy, ze dla czworoécianu i szeScianu otrzymujemy
jeden ksztalt, trudniej zauwazy¢, ze dla osmioscianu jest ich trzy (w tym para
lustrzana), a juz catkiem trudno, ze dla dwunastoscianu jest tylko jedna
lustrzana para. Te sg tu narysowane. Polecamy natomiast Czytelnikom
sprawdzenie, ze dla dwudziestoscianu jest 16 par lustrzanych i jeszcze jeden
pojedynczy, a wiec razem 33.

M.K.

Redaguje Tomasz TKOCZ

M 1477. Dany jest ciag dodatnich liczb catkowitych a1, as,...,a,. Ruch polega
na wyborze dwoch takich indekséw i < j, ze a; nie dzieli a;, i zastapieniu

liczb a;, a; przez odpowiednio ich najwigkszy wspdlny dzielnik i najmniejsza
wspdlng wielokrotno$é. Udowodnié, ze nie jest mozliwe wykonanie nieskonczenie
wielu ruchéw.

Rozwiazanie na str. 16

M 1478. Wykazaé, ze jesli liczby catkowite dodatnie m i n spelniaja
0<nV7— m, to woéwczas 7 —m > %
Rozwiazanie na str. 8

M 1479. Wykazaé, ze w grafie prostym (tj. skoniczonym zbiorze wierzchotkéw,
sposrdd ktérych pewne sa polaczone nieskierowanymi pojedynczymi
krawedziami, bez petli) o co najmniej dwéch wierzchotkach istnieja dwa
wierzcholki o tym samym stopniu.

Uwaga. Stopien wierzchotka to liczba krawedzi w nim zaczepionych.
Rozwiazanie na str. 2

Przygotowat Andrzej MAJHOFER

F 893. Koto wodne napedza generator pradu matej elektrowni wodnej.
Umieszczone na obwodzie kota topatki popychane sa przez wode przeptywajaca
pod kotem z predkoscia v. Przy jakiej predkosci u ruchu lopatek kota elektrownia
osiaga maksymalna moc? Dla uproszczenia pominmy efekty zwiazane z zanurzaniem
i wynurzaniem topatek i zmiany ich ustawienia wzgledem predkosci rzeki.
Rozwiazanie na str. 10

F 894. Prostopadlo$cienne naczynie (akwarium) wypelnione jest woda

do wysokosci H. Pchniecie naczynia w kierunku réwnoleglym do jego sciany
bocznej o dlugosci L wywoluje kolysanie wody, ktorej powierzchnia pozostaje
niemal doskonale ptaska. Ile, w przyblizeniu, wynosi okres takich drgan?
Zaktadamy, ze podczas drgan zmiany polozenia powierzchni wody sa male

w poréwnaniu z H i L. Przyspieszenie ziemskie wynosi g.

Wskazowka: Jak porusza si¢ $rodek ciezkosci wody?
Rozwiazanie na str. 5
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Takie proste wahadlo Stanistaw BEDNAREK

FIZYCZNE

Do doswiadczen potrzebne beda: stalowa
nakretka, kawalki mocnej nici, magnes
pierscieniowy o $rednicy kilku
centymetréw (np. wymontowany

ze starego gloénika), kilka malych
magneséw walcowych, kawalek blachy
stalowej, sprezyna, kulka, plastikowa
plytka, kij od szczotki, nozyczki i klej
epoksydowy lub cyjanoakrylowy.

Budowa wahadla magnetycznego;
a — nié, b — nakretka, ¢ — magnes,
d — kij od szczotki.

Wyglad jednego ze zbudowanych
wahadel z uktadem magneséw.

Powszechnie wiadomo, co to jest wahadlo matematyczne i jaki wykonuje ruch.
FLatwo tez odpowiedzie¢ na pytanie, jak zmieni sie ruch tego wahadla, gdy zadziata
na nie dodatkowa sita, np. w przyspieszajacym wagonie. A co sie stanie, gdy ta
dodatkowa sita bedzie sila magnetyczna? Sprébujemy to sprawdzié, wykonujac
kilka prostych doswiadczen.

Kij od szczotki, przywiazany poziomo kawatkami nici wzdluz oparcia krzesta,
postuzy nam za statyw. Do konica innego kawaltka nici przywiazujemy stalowsg,
nakretke $redniej wielkosci (M5-M10), a drugi koniec tej nici przywiazujemy

do wystajacej czesci kija od szczotki. W ten sposob sporzadziliSmy model wahadta
matematycznego. Jezeli takie wahadlo odchylimy od pionu i puécimy swobodnie, to
bedzie ono wykonywalo drgania w ustalonej plaszczyznie. Sprébujmy jednak
umiesci¢ pod nakretka magnes pierscieniowy (rysunek). Miedzy stalowa nakretka

i magnesem bedzie teraz dziala¢ dodatkowa sila przyciagania, zwrécona, podobnie
jak ciezar nakretki, ku dotowi. W wyniku tego sita kierujaca zwrécona ku potozeniu
rownowagi nakretki i powodujaca wystepowanie drgan jest wieksza. Mozna stad
wyciagna¢ wniosek, ze przyspieszenie wzrosnie, a okres wahan bedzie krotszy.
Odchylmy nakretke i sprawdzmy to doswiadczalnie. Okazuje sig, ze puszczona
swobodnie nakretka niespodziewanie zmienia kierunek wahan i tor jej ruchu staje sie
bardzo skomplikowang krzywa. W konicowym etapie ruchu ksztalt toru ustala sig

i dazy do pewnej linii granicznej. Jezeli ponownie odchylimy nakretke dokladnie

o ten sam kat i puscimy swobodnie, to okaze si¢, ze po wykonaniu kilku
poczatkowych wahan tor bedzie mial inny ksztatt, ale réwniez beda wystepowaty
niespodziewane zmiany kierunku i w koncowym etapie uda sie zauwazy¢ pewnag,
krzywa graniczna. Za pomocs telefonu, kamery lub aparatu fotograficznego mozemy
sfilmowaé ruchy nakretki i doktadniej poréwnac ksztaltty tordw.

Zaobserwowany ruch jest przyktadem drgan chaotycznych. Jest to chaos
deterministyczny, a w ruchu mozemy wyrézni¢ dajace sie przewidywaé okreslone
prawidtowosci. Jedng z nich jest istnienie atraktora, czyli pewnej linii granicznej dla
toru. Ksztalt toru bardzo silnie zalezy od warunkéw poczatkowych i od niewielkich,
przypadkowych zakldcen, trudnych do kontrolowania, np. lekkiego powiewu
powietrza. Z tego powodu, mimo puszczenia nakretki z takiego samego potozenia
poczatkowego, prawie niemozliwe jest zaobserwowanie doktadnie dwéch

takich samych toréw. Z matematycznego punktu widzenia przyczyna
obserwowanego chaosu deterministycznego w ruchu naszego wahadta jest to, ze
zaleznosé dzialajacych na nakretke silt nie jest liniowo proporcjonalna do wychylenia
nakretki. W naszym doswiadczeniu sita przyciagania magnetycznego miedzy
nakretka i magnesem (traktowanymi jako dipole) zalezy odwrotnie proporcjonalnie
od trzeciej potegi odlegtosci miedzy ich $rodkami.

Inny wariant wahadta magnetycznego przedstawiony jest na fotografii. Wyposazone
jest w cztery niewielkie magnesy neodymowe przyklejone w naroznikach kwadratu.
Takze w tym przypadku mozna zauwazy¢ pojawianie sie atraktoréw nad réznymi
magnesami i przej$¢ miedzy nimi.

Drgania chaotyczne wystepujg réwniez w sytuacji, gdy na ciato pobudzane
regularnie do drgan dziala sita oporu, zalezna w nieliniowy spos6b od predkosci
ruchu, np. od jej kwadratu. Spiralng sprezyne zaopatrzmy od géry w uchwyt,

a od dotu obciazmy kulka. Trzymajac taks sprezyne za jeden koniec, zanurzmy
kulke catkowicie w cieczy. Jezeli bedziemy wymuszali drgania przez regularne
poruszanie uchwytem z réznymi czestotliwodciami gore i w dot, to zauwazymy
interesujacy efekt. Polega on na tym, ze przy pewnych czestotliwosciach drgania
kulki beda regularne, a przy innych chaotyczne. W miare zwiekszania czestotliwosci
efekt ten moze powtérzy¢ si¢ kilkakrotnie.

Na zakonczenie propozycja zastosowania, ktora pozwoli zdziwié¢ naszych
znajomych. Zbudujmy wahadlo podobne to tego z rysunku, ale magnes
pierécieniowy schowajmy pod nieprzezroczysta, plastikows zakretka. Do gornej
powierzchni zakretki przyklejmy papierowy krazek z wypisanymi na nim w réznych
miejscach stowami opisujacymi pozadane dobra lub zdarzenia, takimi jak pienigdze,
powodzenie, podroze, stawa itd. Osobie zainteresowanej swoja przysztoscig
proponujemy, zeby odchylita kulke i puscita ja swobodnie. Skutecznosé
przepowiedni nie powinna by¢ gorsza niz tych uzyskanych u wroézki.
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Rozwigzanie zadania M 1477.
Poniewaz NWD(a, b) - NWW(a, b) = ab,
to iloczyn P wszystkich wyrazéw ciggu
nie zmienia si¢ po wykonaniu ruchu.

W szczegolnosci kazdy z wyrazéw ciagu
jest ograniczony z géry przez P

i ograniczony z dotu przez 1. Ponadto
w kazdym ruchu, modyfikujacym pewne
wyrazy o indeksach i < j, liczba a; jest
zamieniana na wiekszg (NWW (a;,aj)),
liczba a; za$ — na mniejsza

(NWD(a;, a;)). Zaden wyraz ciagu

nie moze by¢ nieskoriczenie wiele razy
zmniejszany (jako ograniczony z dotu
przez 1) ani zwiekszany (jako
ograniczony z goéry przez P). W takim
razie kazdy wyraz zostanie zmieniony
skonczenie wiele razy, czyli nie mozemy
wykonaé nieskoriczenie wielu ruchéw.

Czego6z to dawniej uczono na wykladach algebry

Dawno, dawno temu, ale nie tylko przed wiekami i nie tylko za gérami, za lasami,
ale rowniez na naszych uczelniach, jakies pét wieku temu, wykladano wiele
ciekawych faktéw matematycznych, o ktérych nie éni si¢ obecnie nie tylko filozofom,
ale réwniez mtodym matematykom. W kolejnych numerach przypomnimy kilka
takich ciekawostek.

Pierwiastki wielokrotne wielomianu

Rozwazamy wielomian w stopnia n o wspoétczynnikach rzeczywistych. Liczba xg jest
pierwiastkiem wielomianu w, jesli wielomian ten jest podzielny przez dwumian

x — xg. Plerwiastek xg jest k-krotny (k jest pewna liczba naturalna), jesli
wielomian w jest podzielny przez (z — x0)¥, ale nie dzieli sie przez (x — )
Na przyktad dla wielomianu w = z3(z + 2)%(z — 1) pierwiastek x; = 0 jest
trzykrotny, xo = —2 jest dwukrotny, 3 = 1 jest jednokrotny.

k+1

Do badania krotnosci pierwiastkéw wielomianu wygodnie jest poshuzy¢ sie pochodna
tego wielomianu. Na wykladzie algebry nie odwolywano si¢ do definicji pochodne;j
znanej z analizy matematycznej, a okreélano pochodna jednomianu arz® w sposéb
formalny, jako k - apz®~', pochodng jednomianu stopnia zero ag jako 0, a pochodna
wielomianu bedacego suma jednomianéw jako sume pochodnych tych jednomianéw.
Na przyktad

(3% — 2% + 42 + 5x — 7)' = 122 — 62% + 82 + 5.
Mozna udowodnié, ze pochodna okreslona w sposéb formalny dla wielomianu ma
wiele wlasnosci przystugujacych pochodnej funkcji znanych z analizy matematyczne;j,
w szczegdlnosei pochodna iloczynu wielomiandéw w i v spelnia zwiazek
(w-v) =w - v4+w-v.

Twierdzenie. Jesli liczba jest pierwiastkiem k-krotnym wielomianu w, to jest
pierwiastkiem (k — 1)-krotnym pochodnej w’.

Dowdd. Poniewaz xq jest pierwiastkiem k-krotnym wielomianu w, wigc
w = (x — x0)* - v, przy czym v(xg) # 0. Wobec tego

w =k(z—20)" v+ (x—z0)* v = (& —20)* kv 4+ (z —z0) - V).
Liczba xq nie jest pierwiastkiem wielomianu wystepujacego w nawiasie
kwadratowym, gdyz jest pierwiastkiem drugiego sktadnika, ale nie jest pierwiastkiem
sktadnika pierwszego. Wynika stad, ze jest ona pierwiastkiem (k — 1)-krotnym
pochodnej w’.

Whniosek 1. Liczba xg jest pierwiastkiem wielokrotnym wielomianu w wtedy i tylko
wtedy, gdy jest wspolnym pierwiastkiem tego wielomianu i jego pochodnej, a zatem
jest pierwiastkiem najwickszego wspdlnego dzielnika NWD (w,w").

Whiosek 2. Dzielgc wielomian w przez NWD(w,w'), otrzymamy wielomian majgcy
te same pierwiastki, co wielomian w, ale wszystkie jednokrotne.

Istotnie, jedli zy jest pierwiastkiem k-krotnym wielomianu w, to jest pierwiastkiem
(k — 1)-krotnym pochodnej w’, jest wigc tez pierwiastkiem (k — 1)-krotnym
wielomianu NWD(w, w'). Dzielenie w przez NWD(w, w’) mozemy nazywaé
usuwaniem pierwiastkow wielokrotnych.

Przyktad. Usuniemy pierwiastki wielokrotne wielomianu
w = 2% — 621 — 42 + 922 + 122 + 4.

Obliczamy pochodng w’ = 6x° — 2423 — 1222 + 18z + 12. Aby obliczyé NWD(w, w'),
zastosujemy algorytm Euklidesa, zastepujac wielomian w’ proporcjonalnym do niego
wielomianem w* = 2° — 423 — 222 + 32 + 2. Najpierw dzielimy w przez w* z reszta
i dostajemy
25 — 62t — 423 + 922 + 120 +4 = - (2° —4a® — 222 + 30 +2) — 2(a* + 23 — 322 — 5z —2),
a nastepnie dzielimy w* przez z* + 23 — 322 — 5z — 2, otrzymujac iloraz = — 1
i reszte 0. Wobec tego NWD(w, w') = 2% 4 23 — 322 — 52 — 2. Po podzieleniu
wielomianu w przez otrzymany wielomian stopnia 4 otrzymamy 2% — x — 2, czyli
(z + 1)(z — 2). Zatem liczby —1 i 2 sa pierwiastkami wielomianu w. Mozna latwo
sprawdzié¢, ze —1 jest pierwiastkiem czterokrotnym, a 2 — pierwiastkiem
dwukrotnym.

Maciej BRYNSKI
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Bestiariusz informatyczny (1)

Postep w dziedzinie komputeréw dokonuje sie¢ niezwykle szybko. Trzydziesci lat
temu komputer byt w polskich domach nowoscia, a dzi§ nie wyobrazamy sobie
bez niego zycia. Rozwdj technologii i oprogramowania powoduje koniecznosé
wymyslania przez producentéw coraz to nowych nazw, w ktérych gaszczu
uzytkownikom komputeréw latwo sie zagubié. Czesto zdarza sie tez, ze pewna
nazwe znamy jedynie jako akronim, ale nie bardzo wiemy, co sie kryje w jego
rozwinigciu. W tej kolumnie sprébujemy przyblizy¢ Czytelnikom choé czesé
informatycznej terminologii. W pierwszym odcinku powiemy dosé ogélnie o tym,
co siedzi w naszym komputerze.

Sercem kazdego komputera jest procesor, czyli centralna jednostka wykonujaca
obliczenia CPU (Central Processing Unit). Komputer wyposazony jest réwniez

w pamig¢ RAM (Random-Access Memory), umozliwiajaca swobodny dostep

do wszystkich komérek. Jest to inaczej niz w przypadku dyskéw twardych,

w ktérych dostep do zapisanych na magnetycznym dysku danych wymaga
przesuniecia w odpowiednie miejsce glowicy dysku. Choé i to sie zmienia, bo coraz
bardziej sa popularne dyski SSD (Solid-State Drive), oparte na pamieci flash.
Zwykle komputer ma tez oddzielny uklad do wy$wietlania grafiki GPU (Graphics
Processing Unit) zlokalizowany na karcie graficznej.

Wspblczednie dodatkowe urzadzenia podtaczane sa do komputera za pomoca kabli
do uniwersalnych portéw USB (Universal Serial Bus), a mlodsi uzytkownicy

nie pamietaja juz komputeréw, w ktérych urzadzenia miaty rézne wtyczki, wiec
np. mysz byla podpinana pod port szeregowy RS-232 lub PS/2, a drukarka pod
port réwnolegly. Wigkszosé z tych urzadzen to urzadzenia wejscia-wyjscia I/O
(Input/Output), stuzace do komunikacji komputera z jego uzytkownikiem.

Najpopularniejszym urzadzeniem wyjsciowym jest monitor. Poczatkowo komputery
mialy monitory kineskopowe, ktérych synonimem stala si¢ nazwa kineskopu, czyli
CRT (Cathode-Ray Tube). Zostaly one wyparte przez wyswietlacze
cieklokrystaliczne LCD (Liquid Crystal Display). Kazdy punkt obrazu

na monitorze uzyskuje si¢ z potaczenia trzech koloréw — czerwonego, zielonego

i niebieskiego RGB (Red, Green, Blue). Dla por6wnania, w drukarkach uzywa sie
komplementarnej przestrzeni barw CMYK (Cyan, Magenta, Yellow, blacK).

Komputer nie bylby uzyteczny bez oprogramowania. Instalujac je, musimy
zapoznal si¢ z warunkami jego uzytkowania, czyli licencja. W przypadku
oprogramowania wlasno$ciowego bedzie to jeden z rodzajéw EULA (End-User
License Agreement), a w przypadku wolnego oprogramowania np. licencja GPL
(General Public License). Oczywiscie podstawowym oprogramowaniem jest
zarzadzajacy komputerem system operacyjny OS (Operating System), czesto
wyposazony w graficzny interfejs uzytkownika GUI (Graphical User Interface),
ktéry do interakcji wykorzystuje okienka, ikony, menu i wskaznik myszy, czyli
paradygmat WIMP ( Windows, Icons, Menus, Pointer).

Poréwnujemy tez osiagi naszego komputera. Jego moc obliczeniows mozemy
mierzyé w jednostce FLOPS (FLoating point Operations Per Second). Z kolei
predkosé wy$wietlania obrazu — w klatkach na sekunde FPS (Frame Per Second).

Z powodu mnogoéci technologii, z ktérych kazda chce zostaé ochrzczona tatwo
zapadajacym w pamieé trzyliterowym akronimem TLA (Three-Letter Acronym),
nierzadko konkretny akronim ma wiecej niz jedno rozwiniecie. Przykladowo, FPS
moze réwnie dobrze oznaczaé¢ gatunek gry komputerowej, w ktérej doswiadczamy
walki z bronia z perspektywy pierwszej osoby (First-Person Shooter).

Na koniec wspomnijmy, ze nazwa jednego z pierwszych komputeréw na Swiecie jest
rowniez akronimem. Tym komputerem byt zbudowany na potrzeby wojska
ENIAC (Electronic Numerical Integrator And Computer), czyli elektroniczna
maszyna do numerycznego catkowania i obliczania. Akronimem jest tez nazwa
jednego z najstarszych koncernéw informatycznych IBM (International Business
Machines), ktérego otwarty standard komputera osobistego PC (Personal
Computer) zdominowal na przelomie wiekéw $wiatowy rynek komputeréw.

Tomasz IDZIASZEK
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Rys. 1. Prawie pusty prostokat dla pola
(8,5) zawiera zabronione pole (7,5) ale
nie zawiera zabronionego pola (3,5),
wiec ma wysokosé¢ od hy =2 do hy = 5.
Kandydaci znajdowani przez algorytm
majg rozmiary: 5 X 2, 4 X 4, 3 X 5 oraz
2 x 8.

1 23 456 738

Informatyczny kacik olimpijski (88): Wykladzina

W zeszlym miesiacu zajmowaliSmy sie uogélnieniem nastepujacego zadania: dla
danego kwadratu rozmiaru n x n podzielonego na n? pél, z ktérych niektére byty
zabronione, nalezato znalez¢ prostokat o najwiekszym polu, ktéry nie zawierat
zadnego zabronionego pola. W tym numerze rozwazymy jeszcze inng wariacje tego
zadania, a mianowicie bedziemy szuka¢ najwiekszych prostokatow, ktére zawieraja
co najwyzej K zabronionych pdl (nazwiemy je prostokatami prawie pustymi).

Na poczatek rozwazymy przypadek K = 1, ktéry byt tredcig zadania Wykladzina

z finatu Potyczek Algorytmicznych 2014. Zakladamy, ze Czytelnicy sa zaznajomieni
z algorytmem szukania najwigkszego pustego prostokata opisanym w poprzednim
numerze (a pomocna moze byé réwniez znajomosé technik opisanych w kaciku

z numeru 12/2013). Przypomnijmy, ze w tamtym algorytmie ustalaliSmy wiersz i
zawierajacy dolny bok szukanego pustego prostokata i rozwazaliémy kolejne
kolumny j, trzymajac na stosie zbior elementéw opisujacych obszar, w ktéorym moze
znajdowad si¢ lewy gérny rég pustego prostokata o prawym dolnym rogu w polu (4, j).

Ustalmy teraz, ze szukamy prawie pustego prostokata o dolnym boku w wierszu i

i zawierajacego jedno zabronione pole w kolumnie j. Zatem prostokat taki bedzie
mial wysoko$é miedzy hy = d[i, j] + 1 a ho = hy + d[i — hq, j], gdzie d[i, j] to liczba
niezabronionych pdl lezacych na i powyzej pola (i, j) do pierwszego zabronionego
pola (rys. 1). Zalézmy tez, ze obliczyliSmy stos dla obszaru obejmujacego kolumny
1,2,...,7 — 1 oraz symetryczny stos dla kolumn n,n —1,...,j + 1, a takze usuneliSmy
z tych stoséw elementy wyzsze niz he (zostawiajac co najwyzej po jednym elemencie
wyzszym niz hs). Wszystkich kandydatéw na prawie pusty prostokat mozemy znalezé

O 3 O Uk W N

Rys. 2. Wysokoéci prostokatéw dla
K = 2 i przedzialu kolumn i =4, j =7
s3 nastepujace:
k o 1 2
rilk, 4, j] 0o 1
raolk, 4, j] 2 4 4

dziata w czasie O(n?).

Zadanie to ma réwniez ciekawe rozwigzanie randomizowane,
w ktorym algorytm szukania najwigkszego pustego
prostokata wykorzystujemy bardziej bezposrednio.
Wykonujemy f iteracji; w kazdej z nich kazde zabronione
pole zamieniamy, niezaleznie z prawdopodobienstwem p,

na pole niezabronione. Nastepnie szukamy najwigkszego
pustego prostokata. Zauwazmy, ze ustalony maksymalny
prawie pusty prostokat, zawiera jedno zabronione pole oraz
opiera sie na trzech zabronionych polach (nie na czterech, bo
ustalamy réwniez dolny bok tego prostokata). Zatem jesli
zamienimy pole w $rodku oraz nie zamienimy pol na bokach
(co wydarzy si¢ z prawdopodobienstwem p(1 — p)3),

to ten prawie pusty prostokat zostanie znaleziony przez
algorytm szukania najwiekszego pustego prostokata.
Prawdopodobienstwo znalezienia jest najwieksze dla p = %
i wynosi okoto 11—0. Zatem po f = 40 iteracjach
prawdopodobienstwo znalezienia ustalonego (a zatem tez
tego o najwiekszym polu) prawie pustego prostokata wynosi
1— () ~098.

Zauwazmy, ze nasz algorytm moze znajdowaé réwniez
prostokaty, ktore zawieraja wiecej niz jedno zabronione
pole. Latwo sobie z tym poradzimy, sprawdzajac ile
zabronionych pdl zawiera kazdy znaleziony kandydat (jak
to zrobi¢ w czasie stalym zostawimy jako nietrudne zadanie
dla Czytelnikéw, wymagajace wykorzystania

tzw. dwuwymiarowych sum prefiksowych). Ostateczna
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podczas usuwania z tych stosow elementéw o wysokosciach pomiedzy hy a hy.

Aby uzyskaé optymalna ztozono$é, wykonujemy jedynie dwa przebiegi oryginalnego
algorytmu (jeden od lewej do prawej, a drugi od prawej do lewej), spamietujac dla
kazdej kolumny j liste prostokatéw usuwanych ze stosu podczas przetwarzania tej
kolumny. Nastepnie kandydatéw na prawie puste prostokaty dla kolumny j
uzyskujemy, przegladajac te listy. Dla ustalonego wiersza ¢ praca algorytmu jest
ograniczona przez O(n) (tylko tyle elementéw bedzie na stosie), zatem caly algorytm

ztozonosé czasowa to O(fn?). Dla petnoéci dodajmy, ze
rozwigzanie randomizowane tatwo uogélni¢ na przypadek
K > 1, ale nie bedzie to zbyt praktyczne, gdyz f rosnie
wtedy wykladniczo wzgledem K.

Aby rozwiazaé ogdlny przypadek K > 1, uzyjemy metody
ydziel 1 zwyciezaj”. Podzielimy kwadrat pozioma prosta,
na dwie réwne czedci, w ktorych rekurencyjnie znajdziemy
najwicksze prawie puste prostokaty w calosci zawarte

w tych czesciach. Pozostana do rozwazenia prawie puste
prostokaty przecinajace prosta (rys. 2). Dla kazdego k < K
oraz dla kazdej pary kolumn 1 < ¢ < j < n znajdzmy
wysoko$é r1[k, 4, j] maksymalnego prostokata znajdujacego
sie w gbérnej czedci, ograniczonego prosta oraz kolumnami
i, j 1 zawierajacego k zabronionych pél — nie jest trudno
zrobié to w czasie O(kn?). Nastepnie zrébmy to samo dla
dolnej czesei, dostajac wartosci rofk, 7, j]. Maksymalny
prawie pusty prostokat przecinajacy prosta ma rozmiar
max; ;(j + 1 — i) - (maxg, 4k, < 71[k1, 3, 5] + 72k, 1, j]).

Jesli oznaczymy przez T'(n) czas dzialania algorytmu dla
kwadratu o boku n, to dostajemy nastepujaca rekurencje:
T(n) = 4T(n/2) + 30(kn?) (najpierw dzielimy kwadrat

na dwie prostokatne czeéci, a potem kazda z nich pionowa
prosta na dwa kwadraty o bokach n/2). Rozwiazanie tej
rekurencji (a zatem zlozono$é czasowa calego algorytmu) to
T(n) = O(kn?logn).

Tomasz IDZIASZEK
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O tej wiezy i podobnych konstrukcjach
pisaliémy w Delcie 11/2012.

Redakcja

Wiez¢ mozna, oczywiscie, obejrzeé

w Internecie, a krétki film muzyczny
nagrano z wiezg w roli gléwnej w 2008
i znajduje si¢ na youtube.

Szalona Wieza Matematykow
czy wirujacy obwarzanek

Wtladze mazowieckiego miasta Ciechanéw znalazly w 1970 roku architekta,
ktéremu zlecity zaprojektowanie i nadzér budowlany wiezy wyréwnujacej
nazwanej w uproszczeniu wieza ci$nien. Miala zaopatrywaé w wode pobliski
rejon przemystowy, postawiono ja w najwyzszym punkcie miasta (143 m n.p.m.).
Architekt nazywa si¢ Jerzy Michal Bogustawski i zeby si¢ nie nudzié, wymyslil
budowle ekonomiczng co do zuzycia materialéw i matematycznie piekna
(prosimy Czytelnikéw o rozszyfrowanie obu matematycznych form stanowiacych
wieze w Ciechanowie). W Ciechanowie jest jeszcze Zamek Ksiazat Mazowieckich,
renesansowy ratusz i $redniowieczny kosciél, ale to szalona wieza wzbudzala

na targach turystycznych w Berlinie najwieksze zainteresowanie.

Zbiornik pomiescié mégt 1500 m3 wody, ale nigdy nie zostal do korica
wypelniony, zmienity si¢ potrzeby technologiczne i wieza, wlasnosé miejskich
Zakladéw Wodociagéw i Kanalizacji, zostala zostawiona samej sobie i rdzy!

Pamieta o niej jej tworca i oto niedawno zaproponowal miastu wersje
romantyczna. Zreszta zaczelo si¢ od rankingu portalu The World Geography,
ktéry umiescil wieze w Ciechanowie na 5. miejscu najbardziej niezwyktych wiez
na swiecie. Dowiedzieli si¢ o tym takze radni ciechanowscy, dowiedzieli
mieszkancy Ciechanowa.

Pan Bogustawski wymyslil, Ze mozna by wieze doprowadzi¢ do stanu
uzywalnosci i oprécz tarasu widokowego zorganizowaé¢ w niej, lub obok,
Interaktywne Centrum Matematyki. Dla Pana Bogustawskiego jest to
zmaterializowana forma matematyki. A bez matematyki wspolczesnego Swiata
pomysleé nie mozna i warto by do tego przekonywaé coraz to mtodszych
obywateli kraju. ,Muzeéw” matematyki jest na Swiecie tylko okoto 20. Te, ktore
istnieja, sa bardzo popularne i pozostaja w pamieci wizytujacych na zawsze!
Matematyke mozna wizualizowaé formami przestrzennymi (sama pamietam
wspaniala ekspozycje wielo$cianéw na Warszawskim Festiwalu Nauki), mozna
zadawaé ciekawe pytania-zagadki, mozna naméwié¢ dzieci i mtodziez do
samodzielnego tworzenia interaktywnych eksponatow. Pracownik CNK,

Pan Lech Nowicki, wymyslit i NIE OPATENTOWAL programu tworzenia
podniecajacych grafik w oparciu o matematyczne nieréwnosci!

Centrum Matematyki bytoby takze interesujace dla wizytujacych Warszawe
uczestnikéw zjazdéw i konferencji — odlegtosé 100 km i dobry dojazd w kierunku
Warszawa—Gdansk — sprzyjalyby takiej mys$li. Zamek Ksiazat Mazowieckich
oferuje ciekawy program edukacyjny. Niedaleko jest rowniez Muzeum
Romantyzmu w Opinogérze. Ciechanéw liczy sobie okoto 40 tys. mieszkancéw, sa
tu szkoty wszystkich poziomdéw edukacji, Panstwowa Wyzsza Szkola Zawodowa

i wiele szko6l na otaczajacym miasto Mazowszu.

O istnieniu tej zadziwiajacej wiezy dowiedzialam si¢ z audycji w radiu RDC.
Pojechalam do Ciechanowa, zeby te wieze zobaczy¢, zaproszona przez
Wiceprezydent miasta, Panig Joanne Potocks Rak. Wieza robi wrazenie, krzaki
wokodl wyrosly na drzewa, podejsé blisko nie mozna (wodociagi), stan nie jest
wspanialy, ale tez i nie beznadziejny. Natomiast wizyta w Urzedzie Miejskim —
ujmujaca. Pani Prezydent pelna energii i chetna do podjecia dyskusji i prac
(to wazne). Pan Bogustawski, choé nie mlody, takze razem z synem, réwniez
architektem — rewitalizacja wiezy jest zainteresowany. Pani Prezydent pokazuje
broszure z rysunkami — wizualizacja przyszlego projektu. Zbudowalaby taras
widokowy na gérze, kawiarnie¢ w otoczeniu i wianuszek nowoczesnych pawilonow
wystawowych tez ,w parterze”. Moéwi o sobie: ja sie nie poddaje sugestiom, Ze
czego$ zrobié¢ nie mozna. Rozmawiamy z zapalem o formie — wiezy, muzeum,
o ewentualnych kontaktach z Centrum Nauki Kopernik, Wydzialem
Matematyki UW.

Magdalena FIKUS
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MiNI Matematyka

‘ ’@ N Jednym z celéw statutowych Stowarzyszenia na rzecz Edukacji Matematycznej jest
A\ wspieranie i rozwijanie zainteresowan mlodziezy szkolnej w zakresie matematyki.
WYDZIAL v Realizujac ten cel, czlonkowie Stowarzyszenia aktywnie uczestnicza w réznych
MATEMATYKI | NAUK dziataniach popularyzujacych matematyke.
INFORMACYJNYCH

W roku 2010 na Wydziale Matematyki i Nauk Informacyjnych Politechniki
Warszawskiej powstal pomyst zorganizowania zaje¢ z matematyki dla uczniéw szkot
warszawskich. Matematycy, ktorzy podjeli sie tego zadania, prowadzili juz wczeéniej
zajecia oraz indywidualny tutoring w programie ,,Mazowieckie talenty”, skierowanym
do uczniéw szkol wojewddztwa mazowieckiego. Takze szkoty warszawskie zglaszaty
zapotrzebowanie na zajecia popularyzujace matematyke. Projektem prowadzenia
zaje¢ z matematyki dla uczniéw zainteresowato sie Biuro Edukacji Miasta Stotecznego
Warszawy i tak, w dniu 13 marca 2010 roku zainaugurowala swoja dziatano$é¢ MiNI

Wiecej szczegétéw na stronie Akademia Matematyki.
http://akademia.mini.pw.edu.pl.
Zajecia z matematyki w ramach MiNI Akademii adresowane sa do uczniéw szkét

ponadgimnazjalnych, nauczycieli i pasjonatéw matematyki. Celem tych zajeé jest
popularyzacja matematyki, pokazanie jej piekna oraz zachecenie do studiowania
na kierunkach $cistych i technicznych. Zajecia odbywaja sie w niektore soboty,
a kazde spotkanie sktada si¢ z dwoch czedci: wyktadu, w ktérym uczestniczy od 80
o do 250 ucznidéw, oraz warsztatéw w mniejszych grupach, podczas ktérych uczniowie
Q%'h‘ ((\?;6 samodzielnie rozwiazuja problemy dotyczace tematyki wyktadu. Projekt jest

'a Mat® wspétfinansowany przez Urzad Miasta Stolecznego Warszawy, a zajecia
przygotowuja i prowadza pracownicy, doktoranci oraz studenci Wydziatu
Matematyki i Nauk Informacyjnych. Do tej pory odbylo si¢ prawie 50 wyktadow

Rok szkolny 2015/2016 na MiNI z réznych dzialow matematyki.
Akademii Matematyki rozpocznie sig
10 pazdziernika 2015 roku. W dniu 15 maja 2015 roku w trakcie Pikniku Naukowego zorganizowanego z okazji

100-lecia odnowienia tradycji Politechniki Warszawskiej odbyla sie¢ uroczystosé
zakonczenia roku szkolnego 2014/2015 na MiNI Akademii Matematyki. Wyktadu
prof. Krzysztofa Chelminskiego ,W geometrii odpowiedni rysunek to potowa
sukcesu” wystuchato ponad 250 uczniéw szkét gimnazjalnych i ponadgimnazjalnych.
Po wykladzie Dziekan Wydzialu MiNI, prof. Irmina Herburt, najbardziej aktywnym
i wytrwalym uczestnikom zaje¢ wreczyla dyplomy oraz nagrody ksiazkowe.
Dyplomami i honorowymi tytutami wyrézniono tez szkotly, ktérych uczniowie byli
najaktywniejszymi uczestnikami zaje¢ MiNI Akademii.

MiNI Akademia Matematyki nie jest jedyna propozycja Wydzialu Matematyki
i Nauk Informacyjnych PW adresowana do mltodziezy szkolnej. Znacznie szerszy, bo

Zapraszamy na strong konkursu ogdlnopolski zasieg ma Powszechny Internetowy Konkurs z matematyki. Specyfika
http://konkurs.mini.pw.edu.pl, gdzic tego konkursu polega na tym, ze poszczegblne etapy uczestnicy pokonuja w domu,
znajduje sie regulamin oraz informacje . g . L i L. R L.
o poprzednich edycjach. przy komputerze rozwiazujac co najmniej 60 zadan o réznym stopniu trudnosci.

) ) . - Dopiero runda finalowa odbywa sie w kontrolowanych warunkach. W kwietniu 2015
Kolejna edycja Konkursu rozpocznie sig . oY .
w listopadzie 2015 roku. roku odbyly sie szesnaste juz zawody finalowe.

Ponizej prezentujemy zadanie, ktére okazalo si¢ najtrudniejszym zadaniem
ostatniego finalu. Poprawnie rozwiazalo je zaledwie kilku uczestnikéw.

Zadanie. Niech z,y, z beda liczbami rzeczywistymi dodatnimi. Udowodnié, ze

a3 n y3 " 23 S r+y+z
(@+y)?  (y+2? (z+2)2” 47
Rozwigzanie. Zauwazmy, ze
x> 222y + zy? 2z +y T Yy
——s =T — = - - ===
(x +y)? (z+y)? 2+2+47 2 4
Dla dodatnich liczb rzeczywistych z,y przy czym nieréwno$é wynika ze znanej nieréwnosci (na marginesie). Analogicznie
zachodzi 3 3
rL Y Yy y _z z T
+, 22 >z — - oraz > - —-.
v (y+22~ 2 4 (z+2)27 2 4

Dodajac teraz trzy otrzymane nieréwnosci stronami, konczymy dowdd.
Na koniec zadanie pochodzace z ligii zadaniowej MiNI Akademii Matematyki.

Zadanie. Udowodni¢, ze nie istnieje 11 liczb pierwszych mniejszych od 20000, ktére
tworza ciag arytmetyczny.
Barbara ROSZKOWSKA-LECH
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Nobel za oscylacje neutrin

Takaaki Kajita i Arthur B. McDonald podziela sie
tegoroczna Nagroda Nobla z fizyki przyznana im

»za odkrycie oscylacji neutrin, wskazujacych na niezerowa
mase tych czastek”.

Nagrodzone prace zostaly opublikowane w lecie 1998 roku
(zespél Super-Kamiokande [1], udokumentowanie oscylacji
tzw. neutrin atmosferycznych; Delta 9/1998 i 2/1999) oraz
na wiosne roku 2002 (zespét SNO [2], rozstrzygajacy
dowdd istnienia oscylacji tzw. neutrin stonecznych; Delta
7/2002). W tym samym 2002 roku przyznano pél
Nagrody Nobla z fizyki wlasnie fizyce neutrin; Delta
1/2003, co sugerowalo, ze praca [2] nie byla bez wplywu
na decyzje Komitetu Noblowskiego, cho¢ akurat zesp6t
SNO byl jednym z ,wielkich pominietych”. Oficjalnie ta
potéwka nagrody zostala przyznana jedynie za ,pionierski
wktad w astrofizyke, w szczegdlnosci za odkrycie neutrin
pochodzacych z kosmosu”. W rezultacie samo brzmienie
tego werdyktu mozna byto uznaé za ,wziete z kosmosu”.
Chociazby dlatego, ze nie nagrodzono wtedy

Johna N. Bahcalla, ktéry byl gléwnym autorem
rozwijanego przez lata modelu Stonca, nieustannie
wskazujacego na deficyt neutrin stonecznych,

a tym samym wnidst co$ istotnego nie tylko do fizyki
neutrin, ale réwniez do astrofizyki.

Neutrina sa najstabiej oddzialujaca forma znanej materii.
Od ponad p6t wieku zbierane sa doswiadczalne dowody
ich oscylacji, ktére zachodza dzieki temu, ze stany wtasne
oddzialywania (czyli rodzaje: elektronowy, mionowy oraz
taonowy) moga by¢ (i sa) rézne od stanéw masowych
(numerowanych 1, 2 i 3). Powstajac, neutrino ma
okreslony rodzaj, ale jest mieszanka stanéw masowych,

z ktorych kazdy ma inng predkos¢ fazowa, wiec neutrina
zmieniajg swéj sktad rodzajowy w trakcie lotu.

Jako pierwsza przekonujaco udokumentowana zostata
oscylacja tzw. neutrin atmosferycznych, powstajacych

w wyniku oddzialywania promieniowania kosmicznego

z atmosfera Ziemi. Produkowanych powinno byé¢ dwa razy
tyle neutrin mionowych co elektronowych (w rozpadach
kaskadowych produkowane sg najpierw miony wraz

z neutrinem mionowym, a nastepnie mion rozpada si¢ na
elektron, neutrino mionowe i elektronowe), a rejestrowano
ich mniej wiecej tyle samo.

Decydujacego dowodu dostarczylo Super-Kamiokande [1],
umieszczony kilometr pod ziemia cylinder wypelniony

50 tysigcami metréw szesciennych bardzo czystej wody

i obtozony kilkunastoma tysiagcami gigantycznych
fotopowielaczy, ktére rejestruja promieniowanie
Czerenkowa pochodzace od naladowanych czastek
poruszajacych sie z predkoscia wigksza od predkosci
$wiatla w wodzie. Super-Kamiokande potrafi odrézniaé
miony od elektronéw, a wiec przypadki oddziatywan
neutrin mionowych od indukowanych przez neutrina
elektronowe, szacowaé energie neutrin oraz w przyblizeniu
okreslac¢ kierunek, z ktorego nadlecialy. Dzigki temu
mozna byto pokazaé, ze caly niedobdér przypada na te
atmosferyczne neutrina mionowe, ktére przylatuja
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od spodu, a produkowane sg po drugiej stronie Ziemi.

W poréwnaniu do tych nadlatujacych z géry maja
wystarczajaco duzo czasu, zeby w wyniku oscylacji
zamieni¢ sie (w znacznej mierze) w neutrino taonowe,
ktére nie moze oddzialaé z materia detektora, produkujac
obserwowalny taon, bo jego masa jest zbyt duza.

Druga cze$¢ tegorocznej nagrody przyznano

za rozwiazanie zagadki tzw. neutrin slonecznych.
Ostatecznego dowodu na rzecz oscylacji dostarczytl
eksperyment SNO (Sudbury Neutrino Observatory), ktéry
dziatal (1999-2006) dwa kilometry pod ziemia

w zarzadzanej przez firme INCO kopalni Creighton
niedaleko Sudbury w Ontario (obecnie jest to osrodek
SNOLAB). Detektor wykorzystywal okragly zbiornik

o $rednicy 12 metréow napelniony ultraczysta ciezka woda
D50. Zbiornik ten byt obtozony prawie tysiacem
fotopowielaczy, a calo$é zanurzona w ultraczystej zwyklej
wodzie HoO. Fotopowielacze rejestrowaly promieniowanie
Czerenkowa tak jak w Super-Kamiokande. Wykorzystanie
wypozyczonej przez Kanade ciezkiej wody pozwalalo
jednak na rejestracje reakcji v, +d — p+n + vy,
inicjowanej przez neutrina stoneczne pochodzace

z przejécia 8B — 8Be + et + v,, ktéra réwnie skutecznie
wykrywa wszystkie trzy rodzaje neutrin, w odréznieniu od
wezesniejszych eksperymentéw wrazliwych (przy tak
malych energiach neutrin) prawie wylacznie na neutrina
elektronowe. Dlatego SNO mogto zmierzy¢ [2] catkowity
strumien neutrin pochodzacych z rozpadu boru,

a nie tylko strumien docierajacy w postaci neutrin
elektronowych. Okazalo sig, ze brakujace od lat neutrina
elektronowe odnalazly sie (w zmienionej postaci) wéréd
pozostatych typow neutrin.

Nagrodzony Artur McDonald kierowat SNO od 1990 roku,
natomiast Takaaki Kajita byl odpowiedzialny za analize
opublikowana jako [1]. Wéréd 121 jej autoréw jest jedna
(i tylko jedna) osoba z europejska afiliacja —

Danuta Kietczewska z Uniwersytetu Warszawskiego.

Jej zaangazowanie w eksperymenty neutrinowe

z czasem zaowocowalo powstaniem preznie dzialajacej
grupy kilkudziesieciu polskich fizykéw pracujacych

w kilku naszych o$rodkach naukowych i uczestniczacych
w wigkszoéci wspotezesnych eksperymentéw neutrinowych.

W samej publikacji [1] nie ma wzmianki o roli pelnionej
przez laureata tegorocznej nagrody. Komitet Noblowski
przytacza jego referat z 1998 roku, w ktérym wyniki tej
analizy zostaly przedstawione po raz pierwszy. Ten
precedens moze sie nam (eksperymentatorom fizyki
czastek) przydaé. Juz nikt nie bedzie mégl twierdzié,

ze publikacja w materialach konferencyjnych (praktycznie
jedyny dla nas sposéb na prezentacje wynikéw
do$wiadczalnych bez litanii wsp6lautoréw) nie ma
zadnego znaczenia.

Piotr ZALEWSKI

[1] Y. Fukuda et al., Evidence for oscillation of atmospheric
neutrinos, Phys. Rev. Lett. 81 (1998) 1562.

[2] Q.R. Ahmad et al., Direct evidence for neutrino flavor
transformation from meutral current interactions in the Sudbury
Neutrino Observatory, Phys. Rev. Lett. 89 (2002) 011301.
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Konkurs polega na przedstawieniu
opracowania jednego z tematéw
zaproponowanych przez Jury (wraz

z bibliografia) lub tematu wlasnego oraz
— w przypadku zakwalifikowania sig

do finalu — krétkim, publicznym
zreferowaniu tego opracowania.

Sejmiki organizuje Pracownia
Matematyki i Informatyki

Patacu Mlodziezy w Katowicach

we wspoélpracy z Uniwersytetem Slqskim;
WWw.spinor.edu.pl.

Jury w sktadzie: prof. dr hab. Maciej Sablik — przewodniczacy Jury,

dr Marian Podhorodynski — zastepca przewodniczacego Jury,

dr Tomasz Bielaczyc, dr Anna Bien, dr Pawel Blaszczyk, dr Adrian Briickner,
dr Damian Briickner, dr Anna Brzeska, dr hab. Wlodzimierz Fechner,

dr Pawel Gladki, dr Maria Kania-Blaszczyk, mgr Renata Kawa,

dr hab. Janusz Morawiec, dr Jolanta Sobera, dr Anna Szczerba-Zubek,
postanowilo przyznaé nastepujace wyrdznienia

I miejsce: Dawid Janulek z I LO w Pszczynie za prace

Teoria grafow, opiekun: mgr Joanna Szczurek;

IT miejsce: Malwina Kubas z VIII LO w Katowicach za prace
Krzywe stozkowe i ich wlasnosci, opiekunowie: dr YLukasz Dawidowski,
mgr Michal Rat;

IIT miejsce: Jakub Czyszczonik z I LO w Prudniku za prace
Magiczna kostka Rubika, opiekun: mgr Tomasz Wéjtowicz;

IV miejsce: Pawel Pomorski z IV LO w Lodzi za prace

Wilasnosci funkcji I' Fulera dla dziedziny dodatnich liczb rzeczywistych
1 niektore jej zastosowania, opiekun: mgr Agnieszka Banadkiewicz.

W glosowaniu publicznoéci na najlepszg prezentacje

nauczyciele nagrodzili Katarzyne Kubik z I LO w Bygdoszczy za prace
Komponowanie matematykq, opiekun: mgr Mariusz Adamczak

oraz

Aleksandre Nowak za prace YDCJWC+CODIGOS czyli szyfry i kody zagadek
CYKADY 3301, opiekun: mgr Renata Suchanek;

a uczniowie Dawida Janulka i Aleksandre Nowak.

Protokét posiedzenia Jury XXXVII Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki

Jury Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki w skladzie:

Antoni Leon Dawidowicz — Przewodniczacy Jury, Wiktor Bartol,

Andrzej Dabrowski, Marek Kordos, Zdzistaw Pogoda, Tadeusz Rzezuchowski,
na posiedzeniu 10 wrze$nia 2015 roku w Warszawie, po wystuchaniu prezentacji
prac dopuszczonych do finatu, biorac pod uwage dobdér tematu, tre$¢ prac

i sposéb ich przedstawienia, postanowito, co nastepuje:

e zlote medale i nagrody w wysokosci 1200 zt e brazowe medale i nagrody w wysokosci 400 z}

otrzymuja ex aequo

otrzymuja ex aequo

Tomasz Przybyltowski z Zespotu Szkot Uniwersytetu Jadwiga Czyzewska z Gimnazjum nr 13

Akademickie w Toruniu za prace
O budowaniu na trojkgcie
oraz

Michal Zawalski z XIV LO im.

Mikotaja Kopernika, Gimnazjum i Liceum im. Stanistawa Staszica w Warszawie za prace
Kolorowanie plaszczyzny, prostych, okregow
oraz
Wojciech Niewiara, Michal Stach z VII L.O
Stanislawa Staszica im. Zofii Natkowskiej w Krakowie i Piotr Sikorski,

w Warszawie za prace

Tobiasz Szemberg z Gimnazjum im. Jana Matejki

Uogdlnione twierdzenie Grinbauma; w Zabierzowie za prace

Kolorowanie plaszczyzny.

e srebrne medale i nagrody w wysokosci 900 zt

otrzymuja ex aequo

Filip Rekawek z Gimnazjum im. C.K. Norwida

w Garwolinie za prace

Opiekunowie prac: Jacek Dymel, Aneta Gatkowska,
Wojciech Guzicki, Piotr Nayar, Henryk Pawlowski
i Tomasz Szemberg otrzymuja dyplomy honorowe.

O réwnobocznym trojkgcie kappa i jego wlasnosciach Finalisci i opiekunowie prac otrzymuja réwniez nagrody

oraz
Krzysztof Zamarski z V LO

ksigzkowe ufundowane przez Wydawnictwa Uniwersytetu
Warszawskiego, Wydawnictwo Aksjomat,

im. Augusta Witkowskiego w Krakowie za prace Wydawnictwo Demart, Wydawnictwo Szkolne Omega

Cliggi komplementarne;

oraz Fundacje mBanku. () podpisy czlonkéw Jury

Prace nadsylane na Konkurs powinny by¢ samodzielnie przygotowanym przez ucznia opracowaniem, zawierajacym
nowe wyniki lub nowe tworcze ujecie tematu. Szczegdltowy regulamin Konkursu znajduje sie na stronie
deltami.edu.pl. Termin nadsytania prac w kolejnej edycji Konkursu to 1 kwietnia 2016 roku.
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KlU.b 44 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Termin nadsylania rozwigzan: 29 II 2016 Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesiagc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadno$ciag do 0,1. Oceng mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére
nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegéltowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

VE1-44

Zadania z matematyki nr 711, 712

Redaguje Marcin E. KUCZMA
Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan  711. Czy istnieje nieskoficzony ciag 1,2, x3,... o wyrazach catkowitych

oL (wr ~ i&fgrt 750/220(145/ T=344 dodatnich, w ktérym kazda dodatnia liczba catkowita wystepuje jednokrotnie,
Marek Spychala Warszawa 42,75 PIZY CZym dla kazdego n suma x1 + ...+ x,, jest podzielna przez n?
S;fvi%‘)ﬁaﬁiﬁ"m }Qvf;ifi?vw 22:23 712. Liczby rzeczywiste a, b spelniaja rownania:
oo T o @ =302+ 51T =0, B3P+ 5h+11=0.
ﬂ?fzuyszcilﬁf ' %ﬁ;iﬁ:ﬁa §§3§ Obliczy¢ warto$é sumy a + b.

Franciszek S. Sikorski Warszawa 33,77 . .
Zadanie 712 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krakowa.

Zadania z fizyki nr 608, 609
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

608. Tasma transportera o dtugosci I porusza si¢ z predkoscig vg. Z jaka
predkoscia v wzgledem Ziemi nalezy popchnaé¢ maty klocek z konca transportera
przeciwnie do ruchu tasmy, aby ilos¢ ciepta wydzielona w wyniku tarcia klocka
o tasme byta najwieksza? Jaka jest warto$¢ tego ciepla, jezeli wspdlczynnik
tarcia wynosi p i spetniony jest warunek v3 < 2ulg.

l

(ONONONO)

609. W szklance znajduja sie dwie niemieszajace si¢ ciecze: czterochlorek wegla
CCly i woda. Pod ci$nieniem normalnym CCly wrze w temperaturze 76,7°C.

W wyniku réwnomiernego ogrzewania szklanki w kapieli wodnej, w temperaturze
65,5° rozpoczyna sie wrzenie na granicy rozdziatu cieczy. Jaki jest stosunek mas
czterochlorku wegla i wody, ktore wykipia w okreslonym czasie przy takim
ygranicznym” wrzeniu? Cisnienie pary nasyconej wody w temperaturze 65,5°
wynosi p; = 25,6 kPa.
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Prosto z nieba: Pulsar w centrum Galaktyki

Pulsar jest stabilnie wirujaca gwiazda neutronowa
otoczona magnetosfera, w ktérej generowane jest
promieniowanie radiowe, rejestrowane w ziemskich
obserwatoriach w postaci pulséw. Niezwykla regularnosé
pulsowania czyni z tego typu obiektéw cenny przyrzad
badawczy. W szczegélnosci zaburzenia cyklicznosci
pulsowania obiektu w uktadzie podwdjnym zdradzaja
wiele szczegdléw na temat ukladu: masy pulsara

i towarzysza, zmiany elementéw orbitalnych itd. Jednym
z marzen astrofizykow zainteresowanych testowaniem
teorii grawitacji jest obserwacja pulsara w ciasnym
ukladzie podwéjnym z czarna dziura. Gdyby taki uktad
zostal odkryty, mozna by z tatwoscia i bardzo doktadnie
wyznaczy¢ mase i moment pedu czarnej dziury. Niestety,
w obecnie znanych relatywistycznych uktadach
podwdjnych z gwiazdami neutronowymi nie ma czarnej
dziury — poszukiwania trwaja.

Istnieje jednak inny, rownie ciekawy przedstawiciel rodziny
gwiazd neutronowych znajdujacy sie blisko czarnej
dziury: jest to magnetar i powtarzalne zrédlo migkkich
promieni v, SGR 1745-2900, znajdujace sie w odleglosci
katowej 2,4 (okolo 0,1 pc) od galaktycznej czarnej dziury
Sgr A*. Pole magnetyczne SGR 1745-2900 jest niezwykle
duze nawet jak na gwiazdy neutronowe: 2 - 1014 G

Niebo w grudniu

Juz od czaséw starozytnych wierzono, ze komety zwiastuja
nieszczescia i kleski, np. probowano wykaza¢ zwiazek
pomiedzy Smiercig Juliusza Cezara a pojawieniem sie

w tamtym okresie komety na niebie. Dzi$ takie zaleznosci
zdecydowanie traktujemy z przymruzeniem oka,

zatem Smialo mozemy polecié¢ jako atrakcje grudniowego
nieba komete C/2013 US10 Catalina, odkryta

31 sierpnia 2013 roku w ramach przegladu nieba Catalina
Sky Survey. Dodatkowo symbolem C przed nazwa
astronomowie oznaczaja komety nieokresowe. Obiekt

w momencie odkrycia mial jasno$¢ 19™, a odkrycia
dokonano teleskopem o $rednicy 70 centymetrow.
Kometa Catalina przejdzie najblizej Ziemi 17 stycznia
2016 roku i jej najwieksza jasno$¢ powinna wtedy
osiagnac¢ okoto 9,5™. W zwiazku z tym zdecydowanie jest
to cel obserwacyjny dla posiadaczy lornetek. Niemniej
jednak prawdziwa jasno$¢ Cataliny jest bardzo trudna
do oszacowania, gdyz bedzie to jej pierwsze zblizenie

do Ziemi po podrézy z odlegltego Obloku Oorta. Komete
bedzie mozna dostrzec nad potudniowo-wschodnim
horyzontem, na tle gwiazdozbioru Panny.

22 XII rozpoczyna sie kalendarzowa zima, okres ten jest
zatem najlepszym czasem do dlugich nocnych kampanii
obserwacyjnych. Dla os6b, ktére chcg wykonaé obserwacje
z uzyciem lornetek (matych lunetek, teleskopow),
polecamy planetoidy. Poniewaz néw Ksiezyca przypada
na 11 XII, wiec poczatek miesigca bedzie stanowic¢
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(210 T), i najprawdopodobniej to ono odpowiada

za obserwowane energetyczne rozbtyski v. Magnetary
krecg sie do$é wolno (okresy obrotu w przedziale 2-12 s),
stopniowo spowalniajac obrot przez promieniowanie
dipolowe i oddzialywanie pola magnetycznego

z otoczeniem. W 2013 roku SGR 1745-2900 zaskoczyt
obserwatoréw skokowym spowolnieniem obrotu — podobne
zjawiska zwane glitchami obserwuje sie u mtodych
pulsaréw, jednak w ich przypadku mamy do czynienia
ze skokowym przyspieszeniem obrotu. Co powoduje
nagle zmiany tempa rotacji? Nie do konca to wiadomo:
teoretycy spekuluja, miedzy innymi, o trzesieniach
gwiazdy, prowadzacymi do przebudowy jej zewnetrznej
skorupy i rekonfiguracji pola magnetycznego.

SGR 1745-2900 jest pierwsza gwiazda neutronowa
obserwowana tak blisko centrum Galaktyki (pierwszy
rozblysk zostal odkryty przez przypadek przez satelite
Swift w 2013 roku, gdy uwaga naukowcéw skierowana
byla na pobliski ,oblok” G2, przelatujacy obok Sgr A*),
istnieje wigc nadzieja, ze centralne czesci Galaktyki
zawieraja réwniez zwyczajne pulsary radiowe, ktore
znajduja sie¢ jeszcze blizej czarnej dziury i sa dostatecznie
jasne, by przydaé sie do pomiaru jej tempa wirowania,

i do innych testow teorii Einsteina.

Michat BEJGER

sprzyjajacy czas do wykonania obserwacji planetoidy
(16) Psyche, ktérej maksymalna jasnos$é bedzie

wynosié¢ okolo 9,4™ (w nocy 7 XII). Psyche lezy w Pasie
Gléwnym Planetoid, czyli w obszarze pomiedzy orbitami
Marsa i Jowisza. Planetka, ktérej imi¢ pochodzi od jednej
z nimf greckich, stanowi jeden z wigkszych (Srednica

~ 230 km) obiektéw Pasa Gléwnego, a jej duza gestosé

i metaliczne jadro powoduja, ze astronomowie zartobliwie
okreslaja ja ,wielkim magnesem lodéwkowym”. Wlasnie
ten nietypowy metaliczny sktad, odkryty za pomoca
obserwacji radarowych spowodowal, ze NASA rozwaza
misje kosmiczna na powierzchnie Psyche. Planetoida
bedzie widoczna na tle gwiazdozbioru Byka na wschodnim
niebie (wspdlrzedne RA: 5 h 07" Dec: 18° 09).

Juz 7 XII bedziemy mieli okazje do podziwiania

na porannym niebie duetu Ksiezyca z Wenus. Planeta
znajdzie sie w odleglosci zaledwie 0,7° od Ksiezyca (czyli
w odlegloéci mniej wiecej réwnej rozmiarowi Ksiezyca)
w kierunku potudniowym, a jej jasnosé wyniesie —4,2™.
Te przepigkng pare bedzie mozna zaobserwowaé

na potudniowym horyzoncie na tle gwiazdozbioru Panny.

Na koniec rzecz niezbedna dla czekajacych na ,pierwsza
gwiazdke”. 24 grudnia ten przywilej naleze¢ bedzie

do Kapelli (o Aurigae) wschodzacej tuz przed godzing
16:00, w gwiazdozbiorze Woznicy nad wschodnim
horyzontem.

Karolina BAKOWSKA



Rys. 1. RG = S; 0 Si, gdzie o oznacza
zlozenie (najpierw stosujemy
przeksztalcenie z prawej strony),

a S, to symetria wzgledem prostej x.

Skladanie przeksztalcen jest lgczne:

(feg)oh=fo(goh).

Katy mierzymy antyzegarowo.

We wszystkich rozwigzaniach
przyjmujemy taka orientacje figur, jaka
przedstawiono na rysunkach.

Wigcej o skladaniu symetrii osiowych
przeczytaé mozna w Delcie 11/2015.

Rys. 3. KQLP jest réwnolegtobokiem
(by¢ moze zdegenerowanym).

Rys. 4

Rys. 5

O obrotach Joanna JASZUNSKA

Na plaszczyznie obrét wokot punktu A o kat 0° < a < 360° (ozn. RY) jest
zlozeniem dwdéch symetrii osiowych (rys. 1). Utozsamiamy obroty o a + 360° i o a.
Fakt (). Dane sq kqty 0° < «, 8 < 360°. ZloZenie RBB o RY jest:

a) przesunieciem (byé moze o wektor zerowy), jesli o+ 3 = 0° lub o+ 5 = 360°,
b) obrotem o kgt o+ 5 w przeciwnym przypadku.

A /2

Rys. 2. Jesli k || m, to Sp, 0 Sk jest przesunieciem, a jesli k = m — identycznoscig (ozn. Id).
Dowadd. W kazdym przypadku wybieramy osie symetrii k, [, m jak przedstawiono
na rysunku 2 i uzyskujemy Rg oR% =85,,08,08508; =8, 08, cow zalezno$ci
od wzajemnego polozenia prostych k i m daje odpowiednie przeksztalcenia. [J

1. Na bokach czworokata wypuklego ABC D zbudowano tréjkaty réwnoboczne

ABK,CDL, BCP i DAQ, pierwsze dwa z nich na zewnatrz czworokata,
pozostale dwa — do wewnatrz. Wykaz, ze KQ = PL oraz KQ || PL.

2. Na bokach trojkata ABC zbudowano, na zewnatrz, trojkaty réwnoboczne
ABF, BCD, CAE. Skonstruuj tréjkat ABC, majac dane tylko punkty D, E, F.
Fakt (xx). Kqty 0° < «, 8,y < 360° dajg w sumie 360°. Jesli rézne punkty A, B,C
spelniajq warunek R/, o R’GB o R% =1d, to tworzq trojkgt o kgtach odpowiednio
@/2,3/2,7/2.

Dowdd mozna odezytaé z rysunku 2(b). O

3. Udowodnij twierdzenie Napoleona: Na bokach tréjkgta zbudowano, na zewngtrz,
trojkaty rownoboczne. Wowczas ich srodki tworzq trojkgt réwnoboczny.

4. Dany jest punkt Py i tréjkat ABC. Niech P, = R{2°°(Py), P, = RZY (Py),

Py = REZY(Py), Py = R°°(Ps) itd. Udowodnij, ze jezeli P3oo = Py, to tréjkat
ABC jest réwnoboczny.

5. Kwadraty ABCD i AEFG o srodkach odpowiednio P i @ sa tak samo

zorientowane i maja roztaczne wnetrza. Punkty R i S sa srodkami odpowiednio
odcinkow BG i DE. Wykaz, ze czworokat PRQS jest kwadratem.

Rozwigzania
R1. Niech ]Z: R%jo o R30° (rxs. 3). Na mocy (*) jest to przesuniecie, ponadto
f(K) =R (R¥(K)) = RY (A) = Q i analogicznie f(P) = L. Oznacza to, ze
— —
K@ = PL (jest to wektor przesuniecia f), co koficzy dowdd. O
R2. Niech f = RS o R%" 0 RS (rys. 4). Na mocy () jest to obrét o 180°. Skoro
F(A) = R (RY" (R (A)) = R (R (C)) = R (B) = 4,

to A jest punktem statym (rodkiem) tego obrotu, czyli f = RE".
Rozwazmy dowolny punkt X i wyznaczmy f(X). Wéwczas otrzymujemy kolejno:
A jako érodek odcinka o koicach X i f(X), C' = R%"(A), B=RY(C). O

120°

R3. Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku 4 i niech f = R}foo o Rgoo o Ry
Na mocy (x) jest to przesuniecie. Poniewaz f(B) = B, to wektor przesuniecia jest
zerowy, czyli f = Id. Zatem na mocy (xx) trojkat PQR jest réwnoboczny. [

R4. Niech f = RZ" o R}?" o R12". Na mocy (x) jest to przesuniecie. Z tresci
zadania wynika, ze f199(Py) = P3go = Py, stad wektor przesuniecia jest zerowy,
czyli f =1d. Wobec tego na mocy (x*) tréjkat ABC ma katy réwne 60°. O

R5. Niech f = R o R%OO o R%” (rys. 5). Na mocy (*) jest to przesuniecie;
f(B) = B, wiec f =1Id. Na mocy (xx) tréjkat PQR jest prostokatny i PR = QR.
Tak samo dowodzimy, ze tréjkat PQS jest druga polowa kwadratu PRQS. O
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