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Twierdzenie o powracaniu i pewne zagadki
nier6wnowagowej mechaniki statystycznej (II)

W poprzednim odcinku sformutowalismy

twierdzenie Poincarégo o powracaniu.

Niech przeksztalcenie T : X — X
zachowuje probabilistyczng miare p.
Wtedy dla kazdego zbioru A o mierze
n(A) > 0 prawie kazdy punkt zg € A
powraca do A, tzn. dla pewnego n > 0
zachodzi T" (zg) € A.

Miara p na zbiorze X jest funkcja
okreslong dla jego podzbioréw
i spelniajaca wlasnosci

a) p(2) =0,
b) dla A C B zachodzi
w(B\ A) = u(B) — pu(A),
c) jesli Ay, Ao, ... sa parami rozlaczne,

to H(U Ai) = ZM(Ai)

Miare¢ nazywamy probabilistyczng, jesli
u(X)=1.

Przeksztalfenie T zachowuje miare,
jesli p(T~(A)) = p(A).

*Instytut Matematyki, Wydzial
Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Krzysztof TURZYNSKI, Henryk ZOLADEK*

Twierdzenie Poincarégo o powracaniu, oméwione w pierwszej czedci artykutu,
wywolywalo (i najwidoczniej nadal wywoluje) dyskusje natury filozoficznej. Sa one
najczesciej zwiazane z probami jego zastosowania do uktadow zlozonych z duzej
liczby czastek. Teraz sprobujemy oméwié niektdére kontrowersje i zaproponowaé ich
wyjasnienia.

Do tej pory zajmowaliSmy sie pojedynczym przeksztalceniem zachowujacym miare.
W wielu zastosowaniach fizycznych mamy tymczasem do czynienia z ciagla —

a nie skokows — ewolucja pewnego uktadu opisywanego ukladem réwnan
rézniczkowych. Sprowadzimy wszakze takie zagadnienia do tych opisywanych
poprzednio, biorac pewien dowolny, acz ustalony krok czasowy ewolucji uktadu

i przyjmujac za T przeksztalcenie stanu uktadu w chwili poczatkowej do stanu uktadu
w chwili zwiekszonej o tenze krok czasowy.

Rozwazmy gaz ztozony z N klasycznych czastek znajdujacych sie w pewnym obszarze

£2 C R? (zbiorniku ograniczonym écianami). Na mocy II zasady dynamiki Newtona

ewolucja takiego ukladu opisywana jest uktadem réwnan rézniczkowych drugiego

rzedu (we wzorze F' = ma wielko$¢ a jest przyspieszeniem, a wigec druga pochodna

polozenia wzgledem czasu), do opisu stanu ukladu potrzebne sa zatem polozenia

i predkodci tworzacych go czastek. Polozenia sg ograniczone do obszaru (2, predkosci

nie sg za$ ograniczone; mozemy powiedzie¢, ze zbior X mozliwych stanéw ukladu
XI{(fl,‘. .,’UN);fiGQOI&ZﬁiERSdlaZ’ZI,‘.‘,N}

jest podzbiorem 6 N-wymiarowe]j przestrzeni euklidesowej. Zakladamy, ze czastki

oddziatuja sitami, dla ktorych mozna okredli¢ energie potencjalng zalezna tylko

od odlegtosci miedzy czastkami, oraz ze przy zderzeniach ze $ciankami kat odbicia jest

rowny katowi padania. Zachodzi wowczas

s IN,UL,y ..

Twierdzenie Liouville’a. 6 N-wymiarowa miara Lebesgue’a jest
niezmiennicza dla przeksztalcenia T przy dowolnym kroku czasowym.

Niestety, nawet jesli czastki s zamkniete w zbiorniku, ich predkosci moga by¢
dowolne, a wiec miara Lebesgue’a (objeto$¢) obszaru mozliwych stanéw rozwazanego
uktadu jest nieskoniczona. Oznacza to, ze opisana powyzej miara nie jest
probabilistyczna. Czy zatem twierdzenie Poincarégo o powrocie nie stosuje si¢

do gazu w zbiorniku?

Aby rozwiaé te watpliwoéé, spojrzymy teraz na nasz uktad okiem fizyka. Skoro
mozemy okresli¢ energie potencjalna oddzialywania czastek, a zderzenia czastek

ze $ciankami zbiornika sa sprezyste, to zachowana jest calkowita energia F uktadu
czastek. Energia ta jest suma energii kinetycznych T; = %mivf poszczegdlnych czastek
o masach m; oraz calkowitej energii potencjalnej. Rozsadnie jest przyjaé, ze ta ostatnia
jest ograniczona od dotu, co wobec staloéci F oznacza, ze predkosci sa wtedy jednak
ograniczone. Gdybysmy zatem potrafili natozy¢ jaki$ warunek ograniczajacy F,
moglibySmy unormowac¢ miare Lebesgue’a w przestrzeni stanéw uktadu i zrobi¢ z niej
miare probabilistyczng. Fizycy stosuja czesto dwa proste sposoby:

1) zakladaja, ze E € [Emin, Emax), I méwia o tzw. zespole mikrokanonicznym,

2) kazdemu punktowi przestrzeni stanéw przyporzadkowuja ,wage” e_%, gdzie
T jest temperatura, k zas stala Boltzmanna, i méwia o tzw. zespole kanonicznym;
wagi punktéw o duzych predkosciach, a wiec i wysokich energiach sa wéwczas
znikomo mate. Czytelnicy umiejacy catkowaé zorientuja sie od razu, ze ta
procedura ma sens, pozostali — musza uwierzy¢ na stowo.

Skoro jednak mozna dla rozwazanego gazu zdefiniowaé¢ miare probabilistyczna
zachowywang podczas ewolucji czasowej, to do uktadu tego powinno si¢ stosowaé
twierdzenie Poincarégo o powrocie. Jak to pogodzi¢ z faktem, ze nie obserwuje sie
samorzutnego gromadzenia sie gazu w jednej poléwce zbiornika (oraz, w nieco bardziej
zlozonych ukladach, samorzutnego odstadzania si¢ raz postodzonej herbaty itp.)?

Wyjaénienia powyzszego ,paradoksu” nalezy upatrywaé w fakcie, ze twierdzenie
Poincarégo o powrocie ma charakter jakosciowy, a nie iloSciowy. Nic nie méwi sie
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Rys. 1. W lewej polowie zbiornika w chwili poczatkowej
znajduje sie 30 czastek o predkosciach opisanych rozkiadem
Maxwella i losowych polozeniach. Czastka trafiajaca na
Scianke zbiornika pojawia si¢ z ta samg predkoscia przy
$ciance przeciwnej. Po 43 krokach ewolucji ukladu cztery
wyrdznione na poczatku kolorem czastki znowu znajduja sie
w lewej polowie zbiornika (przy szacowanej liczbie

24 krokéw do tego potrzebnych). Histori¢ czastek nalezy
czytaé wierszami.

W nim o czasie powrotu. Sprébujmy zastanowié sie, jak oszacowaé
ten czas. Przyjmijmy w tym celu, ze spelnione sg zalozenia
twierdzenia Poincarégo i rozwazmy pewien zbiér A o dodatniej
mierze. Dla z € A zdefiniujmy wielko$¢

ka(z) =min{n > 1:T"(x) € A}
oraz przyjmijmy, ze ka(x) = oo, gdy T"(z) ¢ A dla kazdego n.
Wielko$é k4 (x) jest czasem pierwszego powrotu obrazu punktu x
do zbioru A; za jej pomoca teze twierdzenia Poincarégo
o powracaniu mozemy sformulowaé nastepujaco: ka(z) < oo dla
prawie wszystkich punktéw ze zbioru A. Zachodzi wéwcezas

Lemat Kaca. Iloczyn Sredniej wartosci wielkosci k()
na zbiorze A oraz miary zbioru A jest réwny
p(UT();
n>1
w szczegolnosci, gdy przeksztatcenie T ma wilasnosé
ergodycznosci, iloczyn ow jest réwny 1.

Innymi stowy, im mniejsza miara zbioru A, tym wigksza Srednia
liczba krokéw (a wiec i Sredni czas) do pierwszego powrotu

do zbioru A. O jakich liczbach krokéw moéwimy w przypadku
ukladéw takich jak rozwazany zbiornik z gazem? Warunek
znajdowania si¢ czastki w okreélonej potéwce zbiornika zmniejsza
dwukrotnie miare zbioru mozliwych potozen tej czastki. Jesli czastek
jest N, skupienie sie tych czastek w okreslonej poléwce zbiornika
zmniejsza miare zbioru mozliwych potozen tych czastek

o czynnik 1/ 2NV Dla N = 30 otrzymujemy oszacowanie rzedu
miliarda krokéw; dla makroskopowych ilosci gazu, tj. dla NV rzedu
liczby Avogadra N = 6,02 - 10?3, oczekiwany czas powrotu

do wyjsciowej poléwki naczynia jest superastronomiczny. I nawet
fakt, ze ewolucja czasowa gazu w zbiorniku nie jest ergodyczna
(zachowana jest energia, a wiec orbity odpowiadajace stanom
uktadu o réznych energiach ewoluuja ,niezaleznie”), nie jest w stanie
znaczaco ostabi¢ tego wniosku.

Jezeli oddzialywania miedzy czastkami gazu w zbiorniku maja
bardzo krotki zasieg, mozna uznaé te czastki za swobodne. Wowczas
catkowita energia ukladu jest suma energii kinetycznych
poszczegdlnych czastek, E = Zf\;l %mivf, i opisujacy
prawdopodobienstwo czynnik wykladniczy, wystepujacy w definicji
rozkltadu kanonicznego, mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu takich
czynnikéw dla pojedynczych czastek. Przy opisie rozrzedzonych
gazow wygodnie jest przejs¢ od prawdopodobienstwa do liczby
czastek — wprowadza sie w tym celu funkcje rozkladu f(v,t), taka ze
flv, t)A3z A%y jest uéredniong liczba czastek, jakie w chwili ¢
znajduja sie w otoczeniu polozenia Z o objetosci Az, a ich
predkoéci znajduja sie w otoczeniu predkoéci @ o objetoéci Adwv.
Objetosci A3z oraz A3v powinny byé male, ale nie za male, gdyz
chcielibyémy, aby liczby f(v,t)A3z A3v byty duze. Zmiana liczby
czastek o okreslonej predkoéci w przyblizeniu réwnej ' moze
nastapi¢ na dwa sposoby. Czastka o takiej predko$ci moze
oddzialaé z inng, o predkosci 7', a po oddzialywaniu czastek ich
predkosci beda rézne od wyjsciowych, bedziemy zatem mieé¢

do czynienia ze zmniejszeniem liczby odpowiednich czastek.

7 drugiej strony, w wyniku oddzialywania czgstek o zupelnie
innych poczatkowych predkosciach w; i @y jedna z czastek moze
uzyskaé predkoé¢ w przyblizeniu rowna v, a zatem liczba
odpowiednich czastek sie zwiekszy. Oznacza to, ze aby obliczy¢
zmiane funkcji f w jednostce czasu, nalezy dla kazdej odpowiedniej
konfiguracji predkosci wyznaczy¢ wartoéé¢ odpowiedniej réznicy
iloczynéw f(uq,t)f(ua,t) — f(v,t)f(v',t), pomnozyé przez
prawdopodobienstwo oddziatywania (fizycy nazywaja je przekrojem
czynnym) i w jakis sposob dodaé¢ uzyskane wyniki. Odpowiednie



Mark (Marek) Kac urodzil sig

w 1914 roku w Krzemiencu, gdzie
ukonczyl stynne liceum. Prace doktorska
napisatl pod kierunkiem

Hugona Steinhausa we Lwowie. Krétko
przed wybuchem II wojny $wiatowej
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Rys. 2. Przyklad pierscienia Kaca
o 5 ciatach i dwéch znacznikach oraz
kolejne kroki jego ewolucji.

O pierécieniu Kaca pisal w Delcie
nr 3/2004 Krzysztof Rejmer.

réwnanie realizujace te idee nosi nazwe réwnania kinetycznego Boltzmanna. W calym
naszkicowanym tu rozumowaniu ukryte jest istotne

zalozenie o molekularnym chaosie: usredniona liczba par czastek

o potozeniach w otoczeniu potozenia & (o objetosci A%x) i o predkoéciach

lezacych w otoczeniach predkosci @ i 2 (0 objetosciach A3v) jest réwna
fo, ) A3z A3vf(vg, 1) A3z A,

Jezeli zdefiniowaé za Boltzmannem funkcje H (t) jako sume wyrazen f(v,t)In f(v,t)
dla wszystkich mozliwych konfiguracji predkosci, mozna udowodnié

Twierdzenie H Boltzmanna. Funkcja H(t) jest nierosngca.

Poniewaz funkcja H () jest réwna minus entropii ukladu, otrzymujemy uzasadnienie
IT zasady termodynamiki, orzekajacej, ze entropia nie maleje (a w przypadku
przemian odwracalnych pozostaje stata). Co wiecej, z twierdzenia H oraz z réwnania
kinetycznego Boltzmanna wynika, ze dla ¢ — oo funkcja rozkladu powinna dazy¢é

do réownowagowego rozkladu Maxwella:

folw) = Neme=”,
gdzie N, a oraz vg sg pewnymi statymi.

Wydaje sig, ze uzyskany wynik jest paradoksalny. Z jednej strony, wyrdznia on pewien
kierunek czasu, z drugiej — oddziatywania wszystkich czastek uktadu opisywane sg

IT zasada dynamiki Newtona, ktéra nie zmienia swej postaci po odwréceniu kierunku
uplywu czasu (paradoks Loschmidta). Nie jest tez jasne, jak — w my$l twierdzenia
Poincarégo o powrocie — uktad ma powrdci¢ w poblize stanu wyjsciowego, skoro
wartos$é funkcji H (t) nie rosnie podczas ewolucji (paradoks Zermela). Jak to wyjasnié?
Nie jest to bardzo trudne, cho¢ porzadne uzasadnienie tego argumentu odwotuje sie
do uniwersyteckiego kursu analizy. Omawiajac funkcje rozktadu, podkreslalismy, ze
liczby f(v,t)A3z A3y powinny byé duze. Tymczasem nie ma zadnej gwarancji, ze
rozwazenie najpierw granicy duzej liczby czastek, a potem granicy dlugich czaséow da
te sama wartosé, co uwzglednienie tych granic w odwrotnej kolejnosci.

Aby lepiej zrozumieé ten argument, przyjrzyjmy sie prostemu modelowi mechaniki
statystycznej, zwanemu pierscieniem Kaca. Na okregu umieszczamy N cial,

a miedzy nimi pewna liczbe znacznikéw. Kazde z cial moze wystepowa¢ w dwoch
stanach — czarnym i bialym. W kazdym kroku czasowym ciata przesuwaja sie

na sasiednie miejsca; jezeli ciato przechodzi koto znacznika, to zmienia kolor. Przyktad
takiej ewolucji z N = 5 i dwoma znacznikami przedstawiony jest na rysunku 2.

Po 2N krokach czasowych kazde z cial ukladu przejdzie dwukrotnie koto kazdego
ze znacznikow, dwukrotnie zmieniajac przy tym swoéj kolor, a wiec uktad powrdci
do stanu wyjséciowego. Sprébujmy teraz zanalizowaé pierécien Kaca d la Boltzmann.
W tym celu zalézmy, ze znacznikéw jest bardzo duzo — woéwcezas $redni stosunek liczby
cial biatych, stojacych tuz przed znacznikiem, do liczby wszystkich cial biatych jest
réwna odpowiedniemu stosunkowi dla ciat czarnych oraz stosunkowi liczby znacznikow
do liczby wszystkich cial ukladu. Oznaczmy ten stosunek przez . Zmiana liczby ciat
bialych B(n) w danym kroku ewolucji jest réwna réznicy liczby ¢(n) cial czarnych
znajdujacych sie tuz przed znacznikiem i liczby b(n) cial biatych stojacych tuz przed
znacznikiem; zmiana liczby C(n) cial czarnych dana jest liczba przeciwna. Mozemy
wéwcezas oszacowad, jak zmienia sie réznica liczby cial biatych i czarnych:
B(n+1)—=C(n+1)=B(n)—C(n)+2c(n) —2b(n) = (1 —2X\)(B(n) — C(n)).
Oznacza to, ze tak oszacowane liczby B(n) — C'(n) tworza ciag geometryczny
o module ilorazu mniejszym od 1. Po dostatecznie dlugim czasie powinnismy zatem
obserwowa¢é réwne liczby cial biatych i czarnych. Wniosek ten stoi w jaskrawej
sprzecznosci ze stwierdzeniem w pierwszym zdaniu tego akapitu.

Nietrudno wykry¢, gdzie kryje si¢ réznica miedzy podanymi dwoma sposobami analizy
pierscienia Kaca. Rozumowanie ¢ la Boltzmann wykorzystywalo pojecie wartosci
$redniej, a wigc ,usredniato” po réznych realizacjach naszego modelu. Odpowiada to
wzieciu w pierwszej kolejnosci granicy N — 00, a nastepnie rozwazaniu, jak uktad
ewoluuje w dlugiej perspektywie czasowej. Analiza bezposrednia nie zakladala

N — o0, co pozwolito stwierdzié¢ okresowa ewolucje liczby B(n) — C(n).

Rozmyslajac o matematycznych modelach rzeczywistosci, dobrze jest wigc
zastanawiaé sie takze nad ich zalozeniami.
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Profesor Shugar — twoérca i kreator nie tylko biofizyki

Zycle na
Z Y \~um 60

Przytrafitlo mi sie rzadkie zdarzenie: naukowy szef od ,,poczatku do konca”

ten sam, ktéry w dodatku w 2015 roku konczy 100 lat! Profesor David Shugar.
Pierwszy biofizyk w Polsce. Pytany, czym jest biofizyka, zwyk!l byl odpowiadac:
biofizykq jest to, czym zajmuje sie biofizyk. Jest to odpowiedz wykretna, bo
biofizyki sa rézne — opowiem, czym zajmowal si¢ i zajmuje David Shugar.

7 wyksztalcenia fizyk, z kanadyjskiego uniwersytetu McGill, w dodatku

w zyciorysie przytrafila mu sie wojna $wiatowa i koniecznos¢ naukowego z nia
zmierzenia. A potem — czasy ponurego maccarthyzmu po sgsiedztwu i pozegnanie
z Kanada. Wyladowal w latach 1948-50 w Instytucie Pasteura w Paryzu

i na krotko w Brukseli, gdzie powstala pierwsza publikacja z nowej dla niego

i wielu ludzi na $wiecie dziedziny: biofizyki kwaséw nukleinowych. Byl rok 1952,
a praca ta, jedna z najczesciej cytowanych, dotyczyla spektroskopowych badan
form tautomerycznych sktadnikow kwaséw nukleinowych, puryn i pirymidyn.
Wiedza o ich formach tautomerycznych (w uproszczeniu: o pozycji zajmowanej
w czasteczce przez niektére atomy wodoru) byla nieodzowna twércom modelu
podwdéjnej helisy DNA.

A wiec wyb6r tematyki: kwasy nukleinowe, czasteczki dziedzicznosci; trudno
wyobrazi¢ sobie wazniejsza. Podejscie metodyczne: badania prowadzone od
najprostszych sktadnikéw do coraz bardziej ztozonych. Techniki: spektroskopia
w miare lat coraz bardziej wyrafinowana. To byla biofizyka Davida Shugara.

Shugar wyladowal, majac niecate 40 lat, w dziwnym kraju, za zelazna, bardzo

woéwcezas zelazng kurtyna, w Polsce. Moze na te decyzje wplynal takze fakt, ze to
z tego kraju, gdy mial 3 lata, wyemigrowali za chlebem jego rodzice. Dostal prace
i umozliwiono mu, w bardzo skromnych finansowo i aparaturowo warunkach, robi¢
to, co jemu wydawalo sie wazne. Stowo ,biofizyka” wowczas w Polsce znane nie byto.

Powolutku rozbudowywal swéj zesp6t. Wiedzial, z kim chce pracowaé: fizycy,
chemicy, biochemicy, mikrobiolodzy. Najchetniej mtodzi, ktérym odpowiadala
jego wizja badan. Podejmowal wyzwania wynikajace z nowych odkrywanych
zjawisk. Promieniowania réznych typéw powoduja mutacje? Sprawdzié¢ warto,
jakie zmiany chemiczne powstaja w sktadnikach kwaséw nukleinowych pod
wplywem ultrafioletu, promieni X (K.L. Wierzchowski, M. Fikus,

E. Sztumf-Kulikowska, Z. Zarebska, D. Barszcz). Na ile sa to zmiany odwracalne,
na ile nie. A w komérkach dzialaja na kwasy nukleinowe rézne enzymy — czy
mozna by je ,na miejscu” lokalizowaé (H. Sierakowska)? Nawet z tych dwu pytan
rosty ,shugarowe” szkoty badan uwodnienia i dimeryzacji analogéw sktadnikow
kwaséw nukleinowych i badan cytologicznych. . .

Warto chyba dodaé¢ elementarz chemiczny. Kwasy nukleinowe to dtugie polimery
sktadajace sie z monomeréw, zwanych nukleotydami. Pojedynczy nukleotyd
sklada sie z zasady nukleinowej, cukru (ryboza w RNA, deoksyryboza w DNA)

i fosforanu. W naturalnych kwasach nukleinowych wystepuja 4 rodzaje zasad:
symbolicznie oznaczanych jako A, T, G, C (DNA) i U zamiast T w RNA.

Pojawili sie w laboratorium chemicy. Ich zadaniem byly syntezy sktadnikéw
kwasow nukleinowych, na ktérych kupno nie byto nas sta¢ i — co wazniejsze

— syntezy tzw. analogow, czyli czasteczek podobnych do naturalnie
wystepujacych, komercyjnie niedostepnych, ktérych badania rzuci¢ mogly swiatto
na zachowanie naturalnych kwaséw w naturalnym i modyfikowanym srodowisku.
W tym mniej wiecej czasie opublikowano metode enzymatyczna syntezy diugich
polimeréw skladajacych sie tylko z jednego skladnika kwasoéw nukleinowych,

z cukrem ryboza, a wiec przypominajace RNA (poli rA, poli rU, poli rC itd.).
Polimery z deoksyryboza (czyli analogi DNA) umial robi¢ wéwczas na $wiecie
tylko jeden uczony w USA, Frederic Bollum i do niego wyjechata na 3 miesiace
jedna z pracownic laboratorium Shugara, Basia Zmudzka. Przywiozla z Ameryki
wszystkie wazne deoksy polinukleotydy. Z punktu widzenia nauki zaden
dhugoterminowy wyjazd w tym czasie nie okazal sie réwnie skuteczny i udany.

A my zaczeliSmy polinukleotydy typu RNA produkowaé, w duzym wyborze, jakie
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Pisze najwiecej o tych badaniach

z powodéw egoistycznych. Tez, z dumag —
bralam w nich udzial. Przepraszam
innych autoréw wielu set innych
publikacji.

Naukowiec majacy taki wspdlczynnik
wielkosci h opublikowal h prac, z ktérych
kazda byta cytowana w innych pracach
co najmniej h razy. Wspolczynnik ten
odzwierciedla liczbe¢ publikacji i liczbe
cytowan danej pracy. Laureaci Nagréd
Nobla miewajg wspétczynnik Hirsha
powyzej 45.

tylko wydaly sie interesujace. Pole fantazji wielkie, bo uzywali$my, oczywiscie,
takze réznie chemicznie modyfikowanych zasad nukleinowych w polimeryzowanych
nukleotydach. Staliémy sie Swiatows potega w tej dziedzinie. Od badan
syntetyzowanego u nas polirT (jednoczesny analog DNA i RNA) rozpoczatl

swa wielka kariere w pracowni noblisty, Severo Ochoa, nasz kolega, Wlodek Szer.

Chyba juz jasne jest, ze w zadnym felietonie, ani pojedynczym artykule tego
wspanialego zycia w nauce, Davida Shugara, nie da sie opisa¢. Na koncu dlugiej
listy zainteresowan i dziel Profesora znalazly sie badania wielkiej grupy enzymow:
kinaz biatkowych i nukleinowych, enzyméw, ktére uczestnicza w przenoszeniu
grup fosforanowych (nieorganicznych) na wiele skladnikéw komérkowych.

Na wiele biomolekul, ktérych prawidlowe dzialanie decyduje o zdrowiu, a jego
naruszenie — o chorobach, w tym nowotworowych.

W 1963 roku przyszedl do laboratorium Shugara siwy pan i spedzil tam wiele
godzin, a my bardzo chcieliémy dowiedzie¢ sie, kto to i w jakiej sprawie. (Shugar
nigdy nie zamykal drzwi do swojego pokoju, ale cichutko méwit). Okazalo

sie, ze ten pan to fizyk z Uniwersytetu Warszawskiego, profesor Jerzy Pniewski,
dyrektor Instytutu Fizyki Doswiadczalnej, ktéry postanowil naméwié kolege
fizyka na prowadzenie w UW pierwszej w Polsce Katedry Biofizyki (dlugo jeszcze
byla to jedyna katedra w Polsce, ktéra wyrosta na wydziale fizyki, a nie biologii).
Ta kolejna inicjatywa, zupelnie w naszym kraju nieznana, wymagala namystu

i Shugar nie od razu taka decyzje podjal. Katedra przyjeta pierwszych

studentow w 1966 roku, sa tacy absolwenci, ktorzy od tego czasu zrobili $wiatowe
kariery naukowe. Ro$nie tez pokolenie naukowych ,wnukéw” Shugara, liczba
wypromowanych w Katedrze magistréw przekroczyla setke (to byla raczej elitarna
grupa fizykéw z wyobraZnia). Natomiast liczba Zakladéw Biofizyki w Polsce rosta
lawinowo i rézna, zgodnie z pierwotna definicja, uprawia sie w nich dzi$ biofizyke.

Czas na uogolnienia. David Shugar jest autorem lub wspoétautorem ponad

600 publikacji o tacznym wspotczynniku cytowan >1500, jego wspoOlczynnik
Hirsha wynosi 50. Publikowal z ponad 50 naukowcami z kraju i zagranicy,
pochodzacymi z 19 krajow. Chlubi¢ sie Jego promotorstwem w doktoratach moze
ponad 200 osob, wiele z nich dawno temu zostalo profesorami. Jest doktorem hc
Uniwersytetu w Gandawie (1969) i w Warszawie (1995), otrzymatl wiele nagréd
polskich i zagranicznych. Jest cztonkiem PAN oraz Royal Society w Kanadzie.
Jest Kawalerem Krzyza Komandorskiego Orderu Odrodzenia Polski.

Wspomnieé¢ musze o jeszcze jednym: w 1996 roku Profesor Shugar po powrocie
w naukowej wizyty w Szkocji zaprosit do siebie uczniéw i sympatykdw

i powiedzial: widzialem w Edynburgu wspaniata impreze, cieszaca sie od kilku lat
niestabngcym zainteresowaniem, ktéra nazywa sie festiwalem nauki. Moze bySmy
w Warszawie zrobili kilka spotkan tego typu: naukowcow chcacych rozmawiaé

z publicznodcia i takich, ktérzy chcieliby tez pokazaé jakies zjawiska przyrodnicze
w formie do$wiadczenia.

W 1997 roku odbyl sie w Warszawie pierwszy polski Festiwal Nauki. Po ponad
dziesigciu latach byto ich w Polsce w miastach akademickich kilkanascie,

w szkolach (nawet podstawowych) — kilkadziesiat. Zasieg i typy festiwali stale
rosng. Pierwsi twércy festiwali stali sie takze organizatorami Centréw Nauki
w calej Polsce, w tym Centrum Nauki Kopernik.

David Shugar byl zonaty z piekna Kanadyjka, Grace, ktora odeszta od Niego

i od nas w 2013. Mieli cérke, Basie, tragicznie zmartg w roku, w ktérym uzyskata
mature. Profesor pali fajke, chodzi w muszce i tweedowych marynarkach, whisky
pija tylko po 18. Interesowal si¢ nauka i dtugo, dtugo niczym wiecej, ale lubit
pytac o to, ,co stycha¢” w polityce. Lubi klasyczna muzyke. Przy $cianie
Instytutu Biochemii i Biofizyki PAN (w ktérym pracuje od 1954 roku) rosnie
piekny klon (Kanada!) posadzony w osiemdziesieciolecie Profesora.

Myséle, ze to wspanialy zyciorys Czlowieka, ktérego pasja zycia byla i jest nauka,
tworcy, wychowawcy, inspiratora, popularyzatora. ..Ida Jego sladami dziesiatki
mtodszych.

Magdalena FIKUS



Odbicia w dwoéch zwierciadlach Grzeqorz DERFEL

Odbicie $wiatta od zwierciadla ptaskiego, przerabiane w szkole w ramach optyki
geometrycznej, uwazane jest za zagadnienie banalne. Bywa czasem
uatrakcyjniane rozwazaniem kwestii, dlaczego lustro zamienia strone lewsg

7 prawa, a nie zamienia gory z dolem. Natomiast znacznie ciekawsze —

a architektom niezwykle przydatne w projektowaniu ciekawych wnetrz — okazuje
sie zbadanie zjawiska odbicia Swiatla od pary zwierciadel, ktorych ptaszczyzny
tworzg dowolny kat. Moze wtedy dojsé do wielokrotnych odbié¢, w wyniku
ktérych powstaje wiele obrazéw. Okazuje sie, ze liczba powstatych obrazdw
zalezy nie tylko od kata miedzy zwierciadtami, ale tez od potozenia przedmiotu.

Rozwazmy wiec dwa zwierciadla stykajace sie wzdluz pewnej krawedzi, przed
ktérymi znajduje sie ogladany przedmiot, ktory dla wygody utozsamimy

z pojedynczym punktem. Oznaczmy przez a kat, jaki tworza odbijajace
plaszczyzny zwierciadel. Mozemy przyjaé, ze zachodzi a < 180°, gdyz dla katéw
wigkszych od 180° odbicia wielokrotne nie moga wystapié, a dla o = 180° mamy
po prostu do czynienia z jednym zwierciadtem. Z najprostszym przypadkiem
mamy do czynienia dla o > 120°. Promienie wychodzace z przedmiotu ulegaja
wtedy najmniejszej ilosci odbié. Jako przyktad wybierzmy o = 135°. Rysunek 1
pokazuje, jak zwierciadlo Z1 wytwarza obraz Al przedmiotu A,

a zwierciadlo Z2 — obraz A2; powstaja wiec dwa obrazy. Promienie odbite
trafiaja do oka obserwatora (oznaczonego kétkiem) z dwoch kierunkéw.
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Fot. 1. Kat miedzy zwierciadtami jest réwny o = 135°. Kredka
lezaca w obszarze zacieniowanego klina ma dwa obrazy, kredka
polozona poza klinem — trzy.

Rys. 1. Schemat zjawiska wielokrotnego odbicia dla kata miedzy
zwierciadtami réwnego o = 135°.

Mozliwe jest powstanie trzeciego obrazu widocznego dla tego samego
obserwatora, gdy promienie padajace z punktu A odbijaja sie kolejno

od zwierciadet Z1 i Z2. Punkt przecigcia przedtuzen promieni wychodzacych

z uktadu wyznacza potozenie obrazu A12. Jest to mozliwe, jesli kat odbicia

od pierwszego zwierciadla 3 (a wiec i kat padania na nie) jest wiekszy od a — 90°
(45° w naszym przykladzie), bo tylko wtedy promieni odbity od Z1 trafia na
zwierciadlo Z2. Wynika stad, ze trzy obrazy powstaja, jesli punkt przedmiotu
nalezy do obszaru przylegajacego do zwierciadta Z1 i ograniczonego plaszczyznag
tworzaca z nim kat 90° — 8 = 180° — a, czyli 45°. Zauwazmy, ze podwdjnemu
odbiciu ulegaja tylko promienie zmierzajace ku zwierciadtu Z1, natomiast
promienie wychodzace z tego obszaru w kierunku zwierciadta Z2 odbijaja sie
tylko raz. Oczywiscie, istnieje drugi obszar o takich samych wlasciwosciach
przylegly do Z2. Promienie wychodzace z niego ulegaja podwojnemu odbiciu,
*Instytut Fizyki, Politechnika Lodzka jesli biegna ku zwierciadtu Z2. Wida¢ wiec, ze promienie pochodzace z kazdego
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z tych dwéch obszaréw moga wytworzy¢ trzy obrazy: dwa powstale

z pojedynczych odbi¢ od kazdego lustra i jeden powstaly w wyniku dwukrotnego
odbicia. Jesli natomiast przedmiot znajduje si¢ pomiedzy wyrdznionymi
plaszczyznami, czyli nalezy do obszaru w ksztalcie klina okreslonego katem

¢ =a—2(180° — a) = 3 — 360° (tw: 45°), to mozliwe sa tylko dwa pojedyncze
odbicia. Z ostatniego wzoru wynika, ze dla o = 120° kat ¢ = 0°, a wiec klin
zastapiony jest plaszczyzng dzielacg obszar miedzy lustrami na potowy. Punkt
przedmiotu dowolnie polozony poza ta plaszczyzna ma trzy obrazy.

Jedli kat a jest mniejszy od 120°, lecz nadal jest rozwarty, to réwniez mozna
wyr6znié takie obszary miedzy lustrami, ze promienie z nich wychodzace ulegaja
roznej ilodci odbié. Rysunek 2 ilustruje to dla o = 100°. Podobnie jak poprzednio
promien wychodzacy z wybranego punktu odbija sie dwa razy, jesli pierwszy kat
odbicia spelnia warunek 8 > a — 90°, czyli 8 > 10°. Plaszczyzna ograniczajaca
zbidr takich punktéw przylegajacy do zwierciadla Z1 tworzy z tym zwierciadtem
kat 90° — B = 180° — o = 80°. Punkty przedmiotu nalezace do tego obszaru maja
wiec trzy obrazy, tak jak w poprzednim przykladzie. Drugi obszar, utworzony
przez punkty o tej samej wtasnosci, przylega do zwierciadta Z2 i ma wielkosé
okreslong takim samym katem. Oba obszary pokrywaja sie czeSciowo. Czeséé
wspoélna tworzy klin o rozwartosci ¢ = a — 4(a — 90°) = 360° — 3 = 60°. Kazdy
punkt tego klina ma cztery obrazy: dwa powstate po pojedynczych odbiciach

i dwa utworzone w wyniku podwdjnych odbi¢ w obu zwierciadtach. Rysunek 2
ilustruje takze fakt, ze nie wszystkie obrazy sa widoczne z jednego miejsca:
obserwator O1 nie moze zobaczy¢ obrazu A21. Klin powieksza sie, gdy o maleje,
i przy a = 90° zajmuje caly obszar miedzy zwierciadtami, tj. ¢ = 90°. Jednak przy
tym szczegdlnym kacie oba obrazy uzyskane przez podwojne odbicia dokladnie sie
pokrywaja, tzn. A12 = A21, wiec kazdy punkt przedmiotu ma tylko trzy obrazy.

7\\ .
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Fot. 2. Kat miedzy zwierciadlami jest réwny a = 100°. Widaé
po trzy obrazy kazdej z kredek. Kredka polozona w obszarze

Rys. 2. Schemat zjawiska wielokrotnego odbicia dla kata miedzy zacieniowanego klina moze mieé jeszcze jeden obraz, ale jest on

zwierciadlami réwnego a = 100°.

niewidoczny z wybranego miejsca obserwacji.

Gdy kat miedzy lustrami jest mniejszy od 90°, to podwdjne odbicie od kazdego
zwierciadla zachodzi dla kazdego punktu potozonego migdzy zwierciadtami.
Powstaja wiec zawsze co najmniej cztery obrazy. Ponadto pojawia si¢ mozliwosé
trzykrotnego odbicia zilustrowana dalej na rysunku 3 dla a = 80°. Trzecie
odbicie, wytwarzajace obraz A121, jest mozliwe, jesli promien z punktu
przedmiotu pada np. na zwierciadto Z1 pod katem (3, odbija sie, dociera do Z2
i po drugim odbiciu skierowany jest ku zwierciadlu Z1, tj. pada na nie pod
katem § mniejszym od 90°. Wspomagajac si¢ rysunkiem 3, mozna wykazaé, ze
katy 6 i 8 sa powiazane relacja § = 2a — 3. W granicznym przypadku 6 = 90°
relacja ta okresla kat 8 (w naszym przykladzie réwny 70°), ktéry wyznacza
szeroko$¢ katowa 90° — 8 = 20° obszaru przyleglego do zwierciadla Z1, zlozonego
z punktoéw wysylajacych promienie odbijajace sie trzykrotnie. Drugi taki obszar
przylega do zwierciadta Z2. Pomiedzy tymi obszarami utworzony jest klin
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o rozwartosci ¢ = ba — 360° = 40°. Punkty mieszczace
sie w klinie maja po cztery obrazy, a te na zewnatrz
klina — po pieé. Klin zmniejsza sie, gdy « maleje

i redukuje si¢ do plaszczyzny dwusiecznej dla oo = 72°.

Z2

Fot. 3. Kat miedzy zwierciadlami jest
/@ réwny o = 80°. Kredka potozona

......... ] w obszarze zacieniowanego klina ma

DL 7 e e P e e PO
trzykrotnemu odbiciu przedstawionemu
Rys. 3. Schemat zjawiska wielokrotnego odbicia dla kata miedzy zwierciadtami réwnego o = 80°. na rysunku 3.
Analogiczne rozwazania kontynuowane dla coraz mniejszych katéw o daja
podobne wyniki, pokazujac podzial przestrzeni miedzy lustrami na obszary,
ktérym odpowiadaja rézne liczby obrazéw. Ogdlnie liczba obrazéw rosnie, gdy o
maleje, i zmierza do nieskonczonosci, gdy zwierciadla staja sie réwnolegle.
Wszystkie one, jak réwniez obserwowany przedmiot, leza na okregu o $rodku
potozonym na wspélnej krawedzi zwierciadel.
1
ol -- @ k|l n|m 1)
or <= 135° 2 | 3 | 4b°
L 8F - S — 3a — 360°
2.1 — 120 3121310
<
L6l — 100° 4 | 3 | 60°
g° 4 —1 360° — 3
N hom— 90 4 1 3| —190
2 ’ 80° 4| 5 | 40°
31 5a — 360°
9l [ 72° 51415 | 0°
ir 70° 6 | 5 | 10°
0 : . . . L S — 360° — 5«
0 30 60 90 120 150 180 60 6 5 | — | 60
ol 56° 6 | 7 |32
Rys. 4. Liczba obrazéw ktéra powstaje przy danym 30 ° Tao — 360°
kacie a. Kolorowe linie i punkty dotycza przedmiotéw 517 7 6 7 0
potozonych w obrebie klina, a czarne linie — poza klinem. 5 5
50 8 | 7 |10 360° — Tar
180 45° 8 | 7 | — | 45°
42° 8 | 9 | 18°
150f 100 19 s o [0 | 38
120 F 38° 10| 9 | 18°
360° — 9«
| 36° 109 | — | 36°
© 34° 10 | 11 | 14°
_ o
60p 325 |11 | 10 | 11| oo | 1300
30+ 31° 12 | 11 | 19°
360° — 11«
. ‘ . . 30° 12 [ 11 | — | 30°
% 30 60 90 120 150 180

o
al] Wyrézniajg sie katy, ktérych pewne wielokrotnosci stanowia kat pelny, tj. ar = 360°/k, gdzie
k > 1 jest liczbg naturalng. Liczba n obrazéw powstajacych dla tych katéw dana jest wzorem
n = (360° — ak)/ar =k — 1. Wzér ten jest sluszny tylko dla punktéw mieszczacych sig

w obszarach w ksztalcie klina lub na plaszczyznie dwusiecznej, do ktérej kurczy si¢ on dla
pewnych katéw a. Tabela zawiera takze warto$ci n dla przykladowych katéw wybranych

z przedziatéw zawartych miedzy wartosciami ay. Liczba m oznacza liczbe obrazéw punktéw
znajdujacych si¢ poza klinem.
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Rys. 5. Rozwarto$é¢ klina ¢ w zaleznosci
od kata miedzy lustrami.



Informatyczny kacik olimpijski (85):
Jeszcze dwa zadania do plecaka

Zaktadamy, ze poczgtkowo tablica
d[0..M] jest zainicjowana

warto$ciami —oo. Po i-tej fazie
algorytmu nieujemna wartos$é d[j]
oznacza najwigksza warto$¢ podzbioru
przedmiotéw o sumarycznym
rozmiarze j, wybranego sposrod
przedmiotéw ze zbioru {1,...,4}:

d[0] := 0;
for i :=1 to n do
for j := M downto m[i] do
if d[j — m[i]] # —oco then
we = dlj — mli]] + wlil;
d[j] = max(d[j], w.);

W kaciku kontynuujemy przygode z zadaniami, do ktérych rozwigzania przydaje
sie znajomosé problemu plecakowego. Tym razem w nieco trudniejszej jego
wersji, w ktérej kazdy przedmiot ma swoj rozmiar m[i] oraz wartosé wii].
Standardowe pytanie, ktére mozemy wtedy zadaé, to np. jaka jest najwigksza
sumaryczna warto$¢ przedmiotéw, ktére mozemy zapakowaé do plecaka,

nie przekraczajac jego udzwigu M (patrz pseudokod na marginesie).

Na pierwszy ogien pojdzie zadanie Meble z Obozu Naukowo-Treningowego

im. A. Kreczmara z roku 2013. Chcemy urzadzi¢ mieszkanie i w tym celu
zakupiliSmy n rodzajéw mebli do samodzielnego montazu. Mamy ¢; sztuk mebla
rodzaju 7; zlozenie pierwszej sztuki tego rodzaju zajmie nam t; minut, a wraz

z postepem prac bedziemy nabiera¢ wprawy i ztozenie kazdej kolejnej sztuki zajmie

nam o d; minut krécej niz poprzedniej (zaktadamy, ze t; > (¢; —

1)d;). Chcemy

wiedzie¢, ile minimalnie czasu potrzebujemy, aby ztozy¢ dowolnych M mebli.

Naturalne jest tu zastosowanie programowania
dynamicznego. Jedli oznaczymy przez dpli, j] minimalny
czas zlozenia j mebli, gdy rozwazamy jedynie rodzaje
od 1 do i, to odpowiedzia bedzie dp[n, M], a rekurencja
do niej prowadzacg wzér:

dpli, j] = min dpli — 1,5 — k] + T &),

pli.gl = doin - (dpli = 1,5 — K]+ Ti)

gdzie T; , = kt; — (g) d; jest czasem montazu k mebli
rodzaju i. To rozwiazanie dziata w czasie O(nM?).

Intuicyjnie rzecz biorac, jesli juz zaczeliSmy skladaé
meble danego rodzaju, to optaca si¢ nam wykorzystaé
zdobyte doswiadczenie do maksimum. A formalnie:
istnieje optymalne rozwiazanie, w ktéorym mamy

co najwyzej jeden rodzaj mebla i, ktérego ztozymy
wiecej niz 0, ale mniej niz ¢; sztuk. Istotnie, zalézmy, ze
mamy co najmniej dwa takie nietrywialne rodzaje i1 i s,
ktorych sktadamy odpowiednio #1 i £o sztuk. Jesli ostatni
mebel rodzaju i, sktadamy nie dluzej niz ostatni mebel
rodzaju iz, to skltadajac dodatkowe £ = min(c;, — 1, ¢2)
sztuk rodzaju i zamiast £ sztuk rodzaju i,

nie pogorszymy czasu, a zmniejszymy liczbe
nietrywialnych rodzajéw mebli.

Rozwazmy zatem wszystkie mozliwos$ci wyboru
nietrywialnego mebla 4. Dla ustalonego ¢ pogrupujmy
pozostale rodzaje mebli j w paczki o rozmiarach

m[j] = ¢; i czasach montazu wj] = T} ., i rozwiazmy dla
nich problem plecakowy, w ktérym pytamy sie

0 najmniejsza warto$¢ przedmiotow catkowicie
wypelniajacych plecak o udzwigu M. Dzieki temu

w czasie O(nM) dostaniemy tablice d[0..M], w ktérej d[j]
oznaczaé¢ bedzie minimalny czas potrzebny na zlozenie
doktadnie j mebli, jesli pochodzi¢ beda z pewnej liczby
w calosci ztozonych paczek. Zatem, doktadajac do tego

¢ sztuk mebla i (dla wszystkich wartosci 0 < £ < ¢;),
zmontujemy M mebli w czasie T; ¢ + d[M — {]. Zlozonosé
czasowa tego rozwiazania to O(n?M).

Zauwazmy, ze gtéwny koszt algorytmu to rozwiazanie
problemu plecakowego dla kazdego podzbioru

n — 1 przedmiotow. Uzywajac techniki, o ktérej
pisaliSmy w zeszlym miesigcu, mozemy zmniejszy¢
zlozonosé czasowa do O(nM logn).
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Drugie zadanie pochodzi z Wiosennego Turnieju

w Programowaniu Zespotowym organizowanego przez
Politechnike Poznanska (a konkretnie z 8. edycji z roku
2004) i ma tytul (kto by sie spodziewal) Pakowanie
plecaka. W zadaniu mamy plecak o udzwigu M

i n przedmiotéw, z ktérych kazdy ma swoj rozmiar mi]
oraz uzyteczno$é wli] (przy czym niektére przedmioty
moga by¢ wyjatkowo nieprzydatne i mie¢ ujemna
uzyteczno$é). Cheemy znalezé maksymalne upakowanie
plecaka (tzn. takie, do ktérego nie bedzie mozna dolozyé
zadnego przedmiotu) o najwiekszej sumie uzytecznosci
zabranych przedmiotéw (zatem, byé¢ moze, bedziemy
zmuszeni zabraé jakis nieprzydatny przedmiot tylko

po to, by dociazy¢ plecak).

Zauwazmy, ze jesli bedziemy chcieli zostawi¢ w plecaku
puste miejsce o wielkoéci ¢, to wszystkie przedmioty

o rozmiarach nie wiekszych niz ¢ beda musialy znalezé
sie w plecaku (inaczej mogliby$my dolozyé do plecaka
co najmniej jeden z nich). Posortujmy zatem przedmioty
wzgledem ich rozmiaréw i podzielmy na grupe

j przedmiotéw ,,duzych” i n — j przedmiotéw ,,matych”,
co po ewentualnym przenumerowaniu przedmiotéw

da nam

wllZzw2]>...2wlj]| >C>wi+1] > ... > wnl.

Do plecaka na pewno wezmiemy wszystkie ,mate”
przedmioty o lacznym rozmiarze m. =}, mli]

i uzytecznoscei wy =, ; wli]. Pozostale przedmioty
musza zaja¢ w plecaku miejsce o wielkosci doktadnie

M — m, — {, ale poza tym mozemy je wybra¢ dowolnie.
Zatem wystarczy, ze rozwiazemy dla nich problem
plecakowy maksymalizujacy wartosé zabranych
przedmiotéw — odpowiedzia bedzie d[M — m, — {] + w..

Jesli przeiterujemy po wartoéciach ¢ w kolejnosci
malejacej, to kazdy przedmiot doktadnie raz zmieni swdj
status z ,malego” na ,duzy”. Mozemy wigc na biezaco
rozwigzywaé problem plecakowy i uaktualnia¢ wartosci
my 1 ws. Wtedy koszt kazdej takiej zmiany wyniesie
O(M), a caly algorytm bedzie mial zlozonosé czasowa
O(nlogn +nM).

Tomasz IDZIASZEK



Niewymienialeznosc¢
tukasz RAJKOWSKI

Wyobraz sobie, Czytelniku, ze na skutek wieloletnich éwiczen i poznania kilku
szulerskich sztuczek udalo Ci sie zwigkszy¢ swoje szanse na wygrana w grze

Blackjack jest kasynowym blackjack do %. Kuszony wizja bajecznego bogactwa w koncu zdecydowales sig

gf;’fgf’ijiﬁék:g lf;l;ifjv f’gajke‘"fmancj odwiedzi¢ kasyno, by tam spozytkowaé¢ swoje niesamowite umiejetnosci. Z ming

oczywiscie, nieznaczna przewage zawodowego pokerzysty przysiadles sie do odpowiedniego stolika i zaczales grac.

krupierow. Oznaczmy przez X1, Xo,... wyniki kolejnych gier, tzn. X} wynosi 1, jesli w k-tej
grze odniostes sukces oraz 0 w przeciwnym przypadku. W naszych rozwazaniach
przyjmiemy, ze zmienne X1, Xo, ... sg niezalezne, co w tym prostym przypadku
oznacza dokladnie tyle, ze dla dowolnego zero-jedynkowego ciagu (z1,za,...,z,)
zachodzi

P(Xl = $1,X2 = ZZ?Q,...,Xn = ZL‘n) = ]P(Xl = .Tl) IP(XQ = ZL‘Q) . ]P(Xn = $n),
co, uwzgledniwszy Twoje nadludzkie zdolnosci gry w blackjacka, pozwala nam
stwierdzié, ze

4 Sn 1 n—=sn

gdzie s, = > | x;. Zauwazmy, ze zgodnie z powyzsza réwnoscia
prawdopodobienstwo uzyskania dowolnego skonczonego ciagu wynikow
w kolejnych grach nie zalezy od kolejnosci, w jakiej te wyniki zostana ustawione

— innymi slowy, dla dowolnej permutacji o zbioru {1,2,...,n} zachodzi

P(X1 = 2501), X2 = To2), - -+ X = To(n)) = P(X1 = 21, Xo = 22, ..., Xy = 7).
W przypadku zmiennych losowych Wilasno$é te nazywamy wymienialnoscig (ang. exchangeability) ciagu zmiennych
o dowolnym rozkladzie wymienialno$é : e : . ‘ ’ b :
definiuje si¢ jako nicraloimodé rozktadu X, X23 - Cl@g wymkoyv I.nezale.znyc}l powtorzen dovvoh.lego .do.svvladc?ema
wektora (Xo (1), Xo(2)s - - s Xo(n)) stanowi zatem ciag wymienialny, jak sie jednak zaraz okaze, nie jest to jedyna

od wyboru permutacji o. sytuacja, w jakiej mozemy te ceche zaobserwowac.

Zalézmy bowiem, ze krupier — zaniepokojony Twoimi nadspodziewanie dobrymi
rezultatami w blackjacku — zaproponowal nastepujace urozmaicenie rozrywki.
Tym razem masz rozpoczaé gre od wyboru jednej z dwoch pozornie
identycznych talii, przy czym jedna z nich jest zupelnie uczciwa, a druga —
przeznaczona dla gosci specjalnych — niezupelnie, co objawia sie¢ zmniejszeniem
Twoich szans na wygrana do % Abstrahujac od absurdalnosci opisanej sytuacji,
przypusémy, ze zdecydowales sie przystaé na oferte krupiera. Zauwazmy, ze
tym razem opisane w poprzednim akapicie zmienne Xi, Xo,... sg zalezne —
Dla formalnego uzasadnienia wystarczy  intuicyjnie mozna sie¢ w tym miejscu powola¢ na fakt, ze przegrana w pierwszej
;fa'nggivggéfi’e gstﬁgszziizvjiewzz‘:u "a  grze wplynie na Twoja ocene szans wygranej w drugiej grze (kaze Ci bowiem
przypuszczaé, ze wybrales nieuczciwa talig), a takie wnioskowanie nie moze mieé
miejsca przy zmiennych niezaleznych. Mamy jednak w tej sytuacji do czynienia
2L P(X; = 0)-P(Xo =1) 2 warunkowq niezaleznoscig — jesli bowiem mieliby$my pracujacego w kasynie
4 przyjaciela, ktory zdradzitby nam, czy wybraliémy uczciwa talie, to zadna
informacja o dotychczasowym przebiegu naszych zmagan nie wplynetaby
na oceng szans na sukces w przyszlych rozgrywkach. Istotnie, jesli przyjaciel
opisal talie jako uczciwa, to nawet gdyby$my doswiadczyli 10 przegranych pod
rzad, nasze szanse na powodzenie w 11 rozgrywce wciaz ocenialibySmy na %
(0 ile jeszcze nie zaczeliSmy sie zastanawiaé, czy aby na pewno nasz przyjaciel
jest naszym przyjacielem). Jesli wiec przez @ oznaczymy nasza szanse na sukces
przy grze wybranymi kartami (6@ = % dla uczciwej talii, w przeciwnym

4
P(X1:0,X2:1):%?5

i przypadku @ = %), to dla dowolnej liczby naturalnej n oraz permutacji o zbioru
Rozwigzanie zadania M 1469. {1’ 27 e ,’I’L} mozenty Zaplsaé
Z nieréwnoéci Schwarza otrzymujemy ]P(X] — xa’(l)7 L 7Xn — xa(n)) —
n 2 n n ) - B B . .
YN @z (Z) . =P(X1 = 2601, Xn = To(n) | O = 5)4' P(6 = g)4+
St § 2 w7 sadanin +P(X1 =201, Xn = 2o(n) |0 = 5) ' P(O=3) =
s yﬂc( 1 z warunku z zadanila
. . =P(X;=a1,....Xpn=u,|0=1) PO=1)+

D (wrbr=2) a CP(Xy =21 Xy =2, |6 = 1) PO = 1) =

i=1 i=1
otrzymujemy teze. = P(Xl =T1,... ,Xn = (En)
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Oznacza to, ze podobnie jak w poprzednim przypadku kolejne wyniki tworza
ciag wymienialny. Analogiczne rozumowanie moglibySmy przeprowadzié¢, gdyby
zmienna, pod warunkiem ktérej kolejne gry sa niezalezne z tym samym
prawdopodobienstwem sukecesu, byla duzo bardziej skomplikowana (na przyklad
gdybys$my na poczatku w jednostajny sposéb losowy wybierali z odcinka [0, 1]
prawdopodobienstwo wygranej w kolejnych grach). Rozwazania te prowadza

do naturalnego pytania: czy mozemy skonstruowaé¢ nieskonczony ciag
doswiadczen losowych o wymienialnych rezultatach (w sensie sukcesu lub
porazki) w inny sposob niz poprzez niezalezne kopie tego samego eksperymentu
z losowo wybranym na poczatku prawdopodobienstwem sukcesu?

Zanim odpowiemy na to pytanie, zastanéwmy sie, w jaki sposoéb mozemy

w trakcie rozgrywki z krupierem przekona¢ sie, ktéra z talii wybralidmy — innymi
stowy, jaka wartos¢ zmiennej © wylosowalidémy. OdpowiedZ jest mocno intuicyjna
— spodziewamy sie, ze wraz ze wzrostem liczby gier coraz lepszym przyblizeniem
prawdopodobienstwa wygranej bedzie udzial naszych zwyciestw we wszystkich
dotychczasowych grach. Przektadajac te intuicje na wprowadzone oznaczenia,
mozemy zapisaé

n
X,
(1) O = lim @
n—oo n
Rezultat ten jest znany wéréd Powyzsza zalezno$¢ okaze si¢ wskazowka do uzasadnienia, ze jesli nieskonczony
probabilistéw i statystykéw pod nazwa : dexr ’ oo 3 CSN : f Al : o L
tatordzenia de Fincitiogo, ciag ,dosvvladczen (Xn)S2, 'Jest w;/fm}emaflny, to istnieje zmienna - wyzej
okreslona © — pod warunkiem ktérej zmienne X1, X, ... sa niezalezne i maja

ten sam rozklad.

Wyobraz sobie teraz, Czytelniku, ze krupier zaproponowal Ci nowa gre i z jego
wieloletniego doswiadczenia wynika, ze rezultaty kolejnych rozgrywek tworza
ciag wymienialny. Przypusémy, ze chwile po rozpoczeciu zabawy przysiada sie
do Ciebie wysoki, elegancko ubrany dzentelmen o prawym oku czarnym,

a lewym zielonym. Nachyla si¢ do Twojego ucha i szepcze z cudzoziemskim
akcentem ,,Annuszka kupila juz olej stonecznikowy, a po setnej grze bedziesz
mial dwadzieScia wygranych”, po czym ulatnia si¢ tak nagle, jak si¢ pojawil.
Cos w jego wygladzie kaze Ci zawierzy¢ ustyszanej przepowiedni, dlatego czym
predzej siegasz po co$ do pisania i obliczasz, w jaki sposéb uzyskana informacja

& wplywa na Twoja ocene oplacalnosci gry w kolejnych rundach. Przyjmujac

; oznaczenie S, = Y. | X; na liczbe sukceséw po n-tej rozgrywce oraz dajac

gEZW%ai?nie zadania M 1470. wiare zapewnieniom krupiera o wymienialnosci ciagu wynikéw, stwierdzamy, ze
p. Tak!

Oznaczmy chtopcéw Co, ..., Co, P(Sn = Sn) . n

a dziewczyny — Do, ..., Dg. Niech dla (2) ]P(Xl =, X2 =2,... 7Xn = mn) = 7N (gdZIG Sn = Zi:l‘ri)’

n
kazdego © = 0,...,9, chlopiec C; (Sn)
zadzwoni do D;, D;4y oraz D, 3 (gdzie
Dio = Do, D11 = D1 i D12 = D2). . . n E el s 4 :
Wéwezas sostanie wykonanych Iacznie gdyz kazdy z (Sn) n-wyrazowych ciagéw wynikéw z s, sukcesami jest réwnie
30 polaczeni i pierwszy warunek bedzie  prawdopodobny. Sprébujmy teraz obliczy¢ prawdopodobienstwo uzyskania

spelniony w sposéb oczywisty. Aby , . . . _ . . . . .
sprawdzi¢ drugi warunek, spéjramy k sukceséw w n-tej rundzie, gdzie n < N = 100. Pamietajmy, ze po N-tej rundzie
na tabelg polaczen (,17 oznacza, ze C;  mamy mie¢ na koncie K = 20 zwyciestw. Kazda z permutacji tych N przysztych

zadzwoni do D). L. . . . . .
zadzwoni do Dj) wynikow jest rownie prawdopodobna, zastanéwmy sie zatem, jak wiele z nich

1010000007 . .. : , .
0110100000 oznacza k sukcesow po n rundach. Najpierw musimy wybraé¢ k zwycieskich rund
0011010000 sposérod pierwszych n na (Z) sposobéw, nastepnie K — k pozostalych sukcesow
0001101000 . B _ , o
0000110100 spomiedzy N — n koncowych rozgrywek na (%7:) sposobow. Ponadto zwycieskie
8 8 8 8 8 (1) i ? (1) ? rundy mozemy pomieszaé na K! sposobéw, a przegrane na (N — K)!, co przy
1000000110 N! wszystkich mozliwych permutacji daje nam réwnosé
0100000011
1010000001 ny (N=m\ FI(N — K
- - _ A L n\ (K)g(N — K)p_
Gdyby drugi warunek nie byl spelniony, ]P(Sn =k ‘ Sy = K) = (k) (K k) ( ) = ( )k( )n k
o B : ' b
to na wszystkich 4 wierzchotkach N! k (N)n
pewnego prostokata bylyby jedynki, a to
nie ma miejsca (miedzy jedynkami . _ _ _ - . . . . .z
w jednym wierszu odleglo$ci moga g.d21e/ (m)l - .’IJ({IJ . 1)(‘7’. 2) e (iL’ l +1) Nlestety, w kasyr.ne.} Il/le poyn'lnlsmy
wynosié odpowiednio 1 lub 9, 2 lub 8 liczy¢ na pomoc sit nadprzyrodzonych, jednak uzyskana wyzej réwnos¢ i tak
i 3 lub 7, a kazda z tych odlegloéci jest . Lo , . s . o 21s
Cnp o R B S 0T e N I mogze by¢ uzyteczna dla naszych celow. Zauwazmy bowiem, ze nawet jesli
realizowana przez co najwyzej jedna pare ’
jedynek). nie znamy wartosci Sy, to — korzystajac ze wzoru na prawdopodobienstwo
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catkowite — mozemy uzyskac

N
P(Sy=k) =Y P(S,=k|Sy=K) -P(Sy = K) =
K=k
n\ o= (K)p(N = K)p_s
(1) 2 " om0
Przyjmijmy teraz oznaczenie ©,, = %, co pozwoli powyzsza zalezno$¢ przepisac
w postaci
N
PlO,=-]= P =—.
(e=3)= (1) 2w, ON=R

Jest ona prawdziwa dla dowolnych liczb naturalnych k < n < N. Ustalmy

teraz k,n i zwigkszajmy IN. Niestety, nie mozemy jeszcze stwierdzié, ze
zmienne Oy zbiegaja w jakim$ sensie do jednej zmiennej. Wszystkie jednak sa
zmiennymi na [0, 1] — okazuje sie, ze w tej sytuacji jest im na tyle ciasno, ze
jesteSmy w stanie wybraé z nich podciag (O, ) zbiezny (w pewnym sensownym
Sensownym sensem jest w tym wypadku sensie) do konkretnej zmiennej losowej © na [0, 1]. Wyobrazmy sobie teraz, ze

zbiezno$¢ wedlug rozkladu. Wnioskujemy 3 : R . . . . . . . .
ia 7 twierdzenia. Helly'ego, zastosowanego VSPOIIIIALY Wezesnie] tajemniczy cudzoziemiec zdradzit nam, ze gdybysmy grali

do dystrybuant zmiennych Ox. w nieskonczono$¢, zmienna 6 osiagnetaby wartos¢ 6. Przeprowadzajac
poprzednie rozumowanie, moglibysmy wéwczas dojéé do rownosci
N;
k n N (K)g(N; — K)p—g ( K )
3) PO, =—|0=0)= PlON, =—|O=0).
@ #lon=]]e=0) (k)KZ_ (o N,

dla dowolnej liczby naturalnej i. Okazuje sie teraz, iz wraz ze wzrostem 1

Pod warunkiem © = 6 zmienne Oy, ) P(QM = % ‘ 6= 9) »koncentruje sie” wokot % = 0, tzn. jesli wybierzemy
zbiegaja wedlug rozktadu do statej, . ’ . . ‘ .
a zatem zbiemosé ta jest réwniez wedlug ~ dOWolnie mate otoczenie 0, to suma wspomnianych prawdopodobiefstw dla %
P?awdopolfobizﬁstwa’ co ttumaczy spoza tego otoczenia bedzie zbiegata do 0,
pierwszg kropke. L. . . K)p(Ni—K)p_ k n—k . .
e roznica miedzy % a (%) (1 — NK) zbiega do 0. By sie o tym
przekonaé, wystarczy sprawdzié, ze oba ciagi sa ograniczone, a ich iloraz
zbiega do 1.

Powyzsze uwagi mialy za zadanie sktoni¢ Czytelnika, by uwierzyl, ze dysponujac
odpowiednim zapasem cierpliwosci i zrecznoscia w postugiwaniu sie epsilonami
i deltami, mozna wykazaé, ze prawa strona réwnania (3) zbiega do (7)0%(1 — 6)
n—k

n—k

przy i — 0o, co oczywiscie pociaga za soba P(S, = k|60 = 6) = (7)0%(1 - 6)
Korzystajac z ,warunkowego” odpowiednika réwnosci (2), dostajemy zatem

P(Xy =a1,...,Xp =20 |© =0) = 0* (1 — 0)"*» = [[ 0" (1 — 0)' .
i=1

Oznacza to doktadnie tyle, ze przy ustalonej wartosci zmiennej © wymienialne
zmienne X7, X, ... sa niezalezne oraz wszystkie maja ten sam rozktad

o prawdopodobienistwie sukcesu wskazywanym przez ©. Innymi stowy, pracujacy
w kasynie analityk nie bylby w stanie, bazujac wytacznie na wynikach, odréznié
naszej gry od takiej, ktéra polegalaby na niezaleznych powtorzeniach tej samej
rozgrywki z prawdopodobienstwem sukcesu okreslonym a priori przy uzyciu
zmiennej ©. A skoro tak, to na mocy réwnosci (1) zmienna ta — okreslona

W tym miejscu mowa o granicy ,prawic ~wczesniej jako granica podciagu (O, )2, — jest réwniez granica calego ciagu

na pewno’, o czym doskonale wiedzg (ON)F—1, ktérej istnienia nie moglismy wczesniej zatozy¢.

Czytelnicy znajacy Mocne Prawo
Wielkich Liczb.

Czy jednak krupier bylby w stanie zaproponowa¢ nam gre, w ktorej istnienie
wspomnianej granicy byloby nieoczywiste? Okazuje sie, ze tak, i przyktad nie jest
specjalnie skomplikowany. Wyobrazmy sobie, ze postawiono przed nami urne,

w ktérej znajduja sie dwie kule — jedna biala, druga czarna. W kazdej rundzie
wyciagamy z urny jedna kule, a nastepnie wktadamy ja z powrotem wraz

z jeszcze jedna kula tego samego koloru. Runde uznajemy za wygrana, jesli
wyciagneliSmy w niej kule biala. Oczywiscie, kolejne rozgrywki nie sg
powtarzaniem tego samego doswiadczenia — kazde wyciagniecie biatej kuli
zwieksza prawdopodobienstwo sukcesu w kolejnej rundzie. Latwo mozna jednak
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Okazuje sig, ze jesli na poczatku w urnie
znajdowato si¢ b kul bialych i ¢ czarnych,
to zmienna © ma rozklad beta

o parametrach b i c. W szczegdlnosci dla
b=c=1 (i tylko w tym przypadku) jest
to rozklad jednostajny na [0, 1], o czym
przyjemnie jest sie przekonad,
przeprowadzajac komputerowg symulacje
opisanego procesu. Ponizej znajduje sie
histogram 10000 wartosci $redniej liczby
sukceséw w 1000 poczatkowych rundach.

1,0 - H ATH LA -
0,8
0,6
0,41

0,2

0,0

00 02 04 06 08 10

*doktorant, Instytut Matematyki,
Uniwersytet Jagiellonski

wykazaé, ze otrzymywane wyniki tworza, ciag zmiennych wymienialnych. Aby sie
o tym przekonaé, wystarczy w tym przypadku stwierdzi¢, ze zamiana ostatnich
dwdéch wynikéw w dowolnym ciggu poczatkowych rezultatow nie zmieni nam
prawdopodobienstwa jego uzyskania pod warunkiem wcze$niejszych wynikdw.
Niech zatem X1 = z1, X3 = 23, ..., X,, = z, bedzie ciagiem n pierwszych
wynikow. Jesli z,_1 = x,,, postulowana réwnosc¢ jest oczywista. Bez straty
ogoélnosci przyjmijmy zatem x,_1 =1=1— z, i wowczas otrzymamy

P(Xn—l = xn—l,Xn =Tn | Xl =T1y--- ,Xn—2 = xn—Q) =

14,2 1 248, 2\ (m—1-s5,1)(14+5,2)
N n n+1 N n(n+1) B
- (1 1+Sn72 1+sn72 o
N n n+1

= P(Xn—l = .fEn,Xn = Tnp—-1 |X1 = T1,--- ,Xn_g = LEn_Q).
Zgodnie z naszymi wczesniejszymi obserwacjami oznacza to ich niezaleznosé
i ten sam rozklad pod warunkiem znajomosci (istniejacej) granicy
© =lim) | X;/n — gdyby tajemniczy cudzoziemiec zdradzil nam jej wartos¢ 6, to
szanse na sukces w kazdej kolejnej rundzie ocenialibyémy wlasnie na 6. Wydaje sie
to dosy¢ zaskakujace, zwlaszcza jesli przeprowadzimy podobne rozumowanie przy
zalozeniu, ze poczatkowo w urnie znajdowaly sie jedna kula biata i 100 czarnych
oraz dostaliSmy informacje @ = 0,999 — cho¢ serce drzatoby z trwogi, zimna
kalkulacja nakazywalaby juz w pierwszej rundzie stawia¢ na szali zwyciestwa
wszystkie nasze oszczednoéci, dom, psa i ubranie, gdyz szansa na sukces i tak
wynositaby 99,9%! Caly sekret tkwi w fakcie, ze pozornie duze prawdopodobiefistwo
porazki w pierwszym losowaniu jest ,pozerane” przez informacje o tak duzej
(lecz réwniez tak mato prawdopodobnej) wartosci ©. Przy naszych zalozeniach
prawdopodobiefistwo zdarzenia, ze © jest nie mniejsze od 0,999, jest rzedu. .. 107297,
Nie trzeba wielkiej przenikliwo$ci umystu, by stwierdzié¢, ze w tej sytuacji
nasz cudzoziemiec z pewnoscia nie jest zadnym Buthakowowskim Wolandem,
a jedynie zwyklym hochsztaplerem. No, moze nie z pewnoscig, a prawdopodobnie,
wiec moze na wszelki wypadek uwazajmy na plamy rozlanego oleju. . .

Matematyka jest jedna:
wielomiany mogag wszystko

Tomasz KOBOS™

Jednomiany postaci f(z) = 2" sa jednymi z pierwszych funkcji rzeczywistych,

z ktérymi mamy do czynienia w naszym matematycznym zyciu. Odrobine
pozniej poznajemy ich kombinacje o wspotczynnikach rzeczywistych, czyli
tytulowe wielomiany. Jest wiec to pojecie elementarne, ktére powinno by¢
doskonale znane kazdemu maturzyscie. Tym bardziej moze zadziwiaé, jak czesto
wielomiany i ich podstawowe wlasnosci stanowia klucz do wielu trudnych
probleméw, ktére na pozor nic z wielomianami wspoélnego nie maja.
Zaprezentujemy to na przykltadach z algebry, teorii liczb i kombinatoryki.

Zadanie 1. Niech a, b, ¢, d beda takimi liczbami rzeczywistymi, ze

a+b+c+d>0, ab+ac+ad+bc+bd+cd >0,

abc + abd 4+ acd + bed > 0,  abed > 0.
Wykazaé, ze a > 0,b>0,¢c>0,d > 0.
Rozwigzanie. Czytelnik do$wiadczony w dziedzinie rozwiazywania probleméw
olimpijskich z cala pewnoécia natychmiast skojarzy dany warunek ze wzorami
Viete’a. Jest to istotnie dobry trop. Rozwazmy bowiem wielomian P(x), ktérego
pierwiastkami sa liczby a, b, ¢, d, czyli
P(z) = (z —a)(z —b)(x — c)(x — d) = z* — pa® + q2® —rz + 5.

Z danych zalozen i wspomnianych wzoréw Viete’a wynika bezposrednio, ze
D,q,7,s > 0. Jezeli wiec x < 0, to oczywiscie P(z) > 0. Widzimy zatem, ze zaden
z pierwiastkéw P nie moze by¢ liczba ujemna, co konczy rozwiazanie.
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Rozwigzanie zadania M 1468.
Rozwazmy jednoktadnos$¢ o érodku
w punkcie P, przeprowadzajaca mniejszy
okrag na wigkszy.
l
K/

Obrazem prostej LM jest prosta ¢,
réwnolegta do LM i styczna

do wigkszego okregu w pewnym

punkcie K’ (obrazie punktu K). Punkty
P, K, K' sa wspélliniowe. Poniewaz

£ || LM, punkty L i M sg symetryczne
wzgledem $rednicy wigkszego okregu
przechodzacej przez K’ i zachodzi
réwnoéé K'M = K'L, wiec

XMPK' = xK'PL.

Twierdzenie o pierwiastku wymiernym
glosi, ze jezeli liczba wymierna %
(zapisana w postaci nieskracalnej) jest
pierwiastkiem wielomianu

P(z) = apz™ +an,1xn_1 +...+aix+ag

o wspélezynnikach catkowitych, to p|ag
oraz q|an. W szczegdlnosci, jezeli
wspélczynnik wiodacy wielomianu P jest
réwny 1, to dowolny pierwiastek tego
wielomianu, ktéry jest liczba wymierna,
jest réwniez liczba catkowita.

@

Rozwigzanie zadania F 887.
Powietrze ma mniejszy wspdlczynnik
zalamania niz woda, co oznacza, ze

nie zachodzi calkowite odbicie promieni
padajacych na powierzchnie wody. Zatem
w rozwazanych warunkach rybka zawsze
moze zobaczy¢ wedkarza.

Powyzszy przyklad z cala pewnoscia nie byt zaskakujacy dla ekspertéw, gdyz
pomyst skorzystania z wielomianu pomocniczego nasuwal sie praktycznie sam.
Kolejne zadanie jest duzo bardziej intrygujace.

Zadanie 2. Udowodnié, ze liczba

V10072 + 14 /10082 + 1 4 ... + /20142 + 1

jest niewymierna.

Rozwigzanie. Oznaczmy sume dang w zadaniu przez s. Udowodnimy najpierw,
ze liczba s nie jest catkowita. Zauwazmy w tym celu, ze dla dowolnej liczby
catkowitej n > 1 zachodza nieréwnosci
1
n<yn?+l<n4+——.
n+1
Pierwsza z nich jest oczywista, za$ druga po podniesieniu do kwadratu redukuje
sie do
2n 1

1< :
nr 1 (nt 1)

co jest prawda, gdyz 2n > n + 1.
W szezegblnoscei dla dowolnego n € {1007, 1008, . ..,2014} prawdziwe sa

nieréwnosci )
<Vni+l< —
n n + n+ 1008

Wynika stad, ze suma s nie jest liczba catkowita, gdyz czes¢ utamkowa kazdego

z jej 1008 sktadnikow jest mniejsza niz ﬁ. Dowodzi to naszego stwierdzenia.

Moze si¢ wydawaé, ze do osiagniecia celu jest jeszcze daleko. Liczba, ktéra

nie jest catkowita, nie musi przeciez od razu by¢ niewymierna. W tym jednak
momencie mozna zaczaé podejrzewac, jaka role odegraja wlasnosci wielomianéw.
W nastepnym kroku udowodnimy bowiem, ze istnieje wielomian unormowany P
o wspdlczynnikach calkowitych, taki, ze P(s) = 0. Stad juz natychmiast
otrzymamy teze zadania, gdyz z twierdzenia o pierwiastku wymiernym
wynika, ze kazdy wymierny pierwiastek wielomianu P jest roéwniez catkowity.

W szczegblnodci, skoro s € Z, to tym samym s & Q.

Za pomoca indukcji po n wykazemy ogdlniejsze stwierdzenie: dla dowolnych liczb
catkowitych a1, aq, ..., a, istnieje unormowany wielomian P o wspoélczynnikach
catkowitych, dla ktérego

P(\/a1 + vas + ...+ a,) =0.
Gdy n = 1, wystarczy przyja¢ P(z) = 2% — ay. Zalézmy wiec, ze n > 2 oraz
istnieje wielomian unormowany P(z) o wspolczynnikach catkowitych, dla
ktorego P(s — /a,) = 0, gdzie s = /a1 + /a2 + ... + \/a,. Przyjmijmy, ze
stopiefi wielomianu P to r i ze P zapisuje sie w postaci P(z) = z" + Z::_Ol cixt.
W szczegblnosci

0= P(s— v/am) = (s — van)" + 3 ei(s — v/an)'.
=0

Po rozwinieciu wszystkich poteg ze wzoru dwumianowego Newtona otrzymujemy
réwnanie postaci

5"+ Q(s) + vanR(s) = 0,
gdzie @) i R sa wielomianami o wspétczynnikach catkowitych stopnia mniejszego
niz r. Przenoszac sktadnik ,/a,, R(s) na druga strone i podnoszac obie strony
rownosci do kwadratu, dostajemy

s7" +25"Q(s) + (Q(5))? = an(R(5))*.
W szczegblnosci liczba s jest pierwiastkiem unormowanego wielomianu
22 +207Q(2) + (Q(2))? — an(R(x))*.

Konczy to zaréwno dowod indukeyjny, jak i rozwiazanie zadania.

O trudnosci kolejnego zadania niech $wiadczy fakt, ze na Miedzynarodowej
Olimpiadzie Matematycznej zostalo ono rozwiazane jedynie przez 5 osob.
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Rozwigzanie zadania F 888.
Kierunki biegu fali dZzwiekowej
w powietrzu i w wodzie spelniaja zwigzek

Up

v

sina =

sin 3,
w
gdzie « jest katem padania na
powierzchni¢ wody, za$ 3 — katem
zalamania w wodzie. W skrajnym
przypadku sin 8 = 1, co daje

. Up

sina = — =n
Vay
Dla danego h maksymalna odleglo$é, przy
ktérej dzwigk nie ulegnie catkowitemu
odbiciu od powierzchni wody, to
n

V1—n?
Ale te wzory obowiazuja przy zalozeniu,
ze dzwiek w osrodku jednorodnym
rozchodzi si¢ prostoliniowo (tzn. ze mozna
pomingé efekty falowe, np. dyfrakcje) i sa
prawdziwe dla odlegtosci znacznie
wigkszych niz diugosé fali. Poniewaz
w powietrzu dlugosé fali dzwiekowej
méwigcego czlowieka moze dochodzi¢ do
kilkudziesigciu centymetréow, efektéw
zwigzanych z falowg natura dzwigku
nie mozna pomina¢. Zatem racje
ma Kasia.

htga=nh

Zadanie 3. Rozwazmy zbior

S = {(‘Tvyvz) 1Ty, 2 € {071323 cee an}a (x,y,z) 7é (07070)}
ztozony z (n + 1)® — 1 punktéw w przestrzeni. Wyznaczyé minimalng liczbe
plaszczyzn, ktérych suma mnogosciowa zawiera zbior S, ale nie zawiera
punktu (0,0, 0).

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze 3n plaszczyzn o rownaniach x =1, y =4, z =i dla
1=1,2,...,n spelnia zadany warunek. Wykazemy, ze 3n jest minimalna liczba
o tej wlasnosci.
Zalézmy wiec, ze suma mnogos$ciowa pewnych N plaszczyzn danych rownaniami
a;r+by+cz+d;, =0 gdziel <i< N,

pokrywa zbiér S, ale nie zawiera punktu (0,0, 0). Rozwazmy wielomian trzech
zmiennych P(z,y, z) dany jako

N

P(z,y,2) = [ [ (asx + biy + ciz + dy).
i=1

Jest to wielomian lacznego stopnia N, ktéry spelnia warunek P(zg,yo,20) =0
dla (zo,¥o0,20) € S oraz P(0,0,0) # 0.

Za pomoca wielomianu P udalo sie nam przettumaczy¢ kombinatoryczny
warunek dotyczacy plaszczyzn na jezyk algebry. Dzieki temu mozemy
wykorzystaé jej narzedzia, zapominajac o kombinatorycznej naturze zadania.

Dla dowolnego wielomianu trzech zmiennych Q(z,y, z) okreSlmy operacje A,
zdefiniowana jako

A:Q(2,y,2) = Qz + 1,y,2) — Q(,y, 2).
W analogiczny sposéb definiujemy operacje A, oraz A,.

Za pomoca nietrudnego rachunku na wspétczynnikach sprawdzimy najpierw, ze
operacja A, zmniejsza laczny stopien wielomianu co najmniej o 1. Zalézmy
bowiem, ze stopien pewnego wielomianu Q(z,y, z) to k + 1 + m, przy czym

w rozwinieciu @ pojawia sie jednomian postaci z*y'2™. Korzystajac ze wzoru
dwumianowego Newtona, uzyskujemy

Bl
k, 1. m L. m 1
— iyt =gtz xt.

Otrzymalismy wiec sume jednomianéw o lacznym stopniu nieprzekraczajacym
k+ 14 m — 1. Stosujac to samo rozumowanie do kazdego jednomianu postaci
xPylz", ktéry pojawia sie w rozwinieciu ) i spelnia p+q+r=k+1+m,
widzimy, ze operacja A, redukuje wszystkie jednomiany o tacznym stopniu

k + 1 4+ m. Potwierdza to nasze stwierdzenie.

(x + 1)kylzm

Zauwazmy, ze skoro wielomian P(x,y, z) zeruje si¢ dla dowolnej tréjki (xo, yo, 20)
spelniajacej 0 < yo, 20 < n oraz 1 < zp < n, to A, P(z,y, 2) zeruje sie dla
dowolnej tréjki (zo, Yo, 20), ktéra spelnia 0 < yo, 20 < moraz 1 < xg < n — 1.
Jednoczesnie, mamy A, P(0,0,0) = P(1,0,0) — P(0,0,0) = —P(0,0,0) # 0.

Powtarzajac operacje A, az (n — 1)-krotnie, otrzymujemy wielomian
AL P(2,y, 2), ktéry zeruje sie dla dowolnej tréjki postaci (1, yo, 20), gdzie
0 < yo, 20 < n, oraz nie zeruje sie dla (0,0,0). Uzywajac wiec operacji 4A,, juz
ostatni raz dostajemy

A"P(0,0,0) = A" 1 P(1,0,0) — A" P(0,0,0) =

= —A""1P(0,0,0) # 0.

Wielomian, ktéry otrzymaliSmy z wielomianu P po n-krotnym zastosowaniu
operacji 4,, nie zeruje sie wiec w punkcie (0,0, 0), ale zeruje si¢ dla dowolnego
punktu postaci (0, yo, 20) gdzie 0 < yo, 20 < 1 i co najmniej jedna z liczb yo, 2o
jest rozna od zera.

Mozemy zatem powtorzyé caly powyzszy proces, tym razem wzgledem
zmiennej y, startujac od wielomianu otrzymanego w ostatnim kroku. Wielomian
AP AL P(x,y, 2) zeruje si¢ wige dla dowolnej tréjki postaci (0,0, 29), gdzie
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1 < zp < n, ale nie dla tréjki (0,0,0). Ostatecznie juz, rozumujac w ten sam
sposob wzgledem zmiennej z, dochodzimy do wniosku, ze wielomian
AZAYALP(z,y, 2) nie zeruje si¢ w punkcie (0,0, 0).

Nie jest to zatem wielomian zerowy. Wczesniej udowodniliSémy jednak, ze
dowolna z operacji A redukuje tgczny stopien wielomianu co najmniej o 1.
Stopien wielomianu A AP A7 P(x,y, 2) nie przekracza zatem N — 3n. Stad
N > 3n i rozwiazanie zadania jest zakonczone.

Kolejny problem jest jednym z najbardziej zadziwiajacych, ktére autor artykutu
napotkal w zyciu. Aby w pelni go doceni¢, zdecydowanie nalezy sie z nim
wyprébowaé wezesniej na wlasng reke — do czego bardzo zachecamy!

Zadanie 4. Niech ay, as, . ..,a, oraz by, by, ..., b, beda dwoma réznymi (czyli
rézniacymi sie nie tylko porzadkiem) zestawami liczb catkowitych dodatnich.
Udowodni¢, ze jezeli zestaw liczb postaci a; + a;, gdzie 1 < ¢ < j < n pokrywa
sie z zestawem b; + b;, dla 1 < i < j < n, to n jest potegy liczby 2.

Rozwigzanie. Zadanie moze wydawac si¢ catkiem tajemnicze. W naturalny
sposob nasuwaja si¢ dwa pytania: dlaczego akurat potega liczby 2 i gdzie tu
znalez¢é wielomiany? Jako rozgrzewke mozemy zaproponowaé¢ Czytelnikowi proste
¢wiczenie: dla dowolnej potegi liczby 2 skonstruowaé rézne zestawy liczb

o zadanej wlasnosci.

Odpowiedzmy zatem na drugie. Rozwazmy bowiem wielomiany
fl@)=a" + 2" +... 4+ 2% oraz g(z) =% b2 4

Kluczowa obserwacja polega na potaczeniu danego warunku z operacjg brania
kwadratu wielomianu. Zauwazmy bowiem, ze

n n
(F@)? = f@*) =3 a®+2 3 ante =3 ™ =
i=1 1<i<j<n i=1
=2 ) avtu=2 3 2= (@) - g(a?).
1<i<j<n 1<i<j<n
Przypatrzmy sie teraz wielomianowi f(x) — g(z). Nie jest to wielomian zerowy
oraz f(1) — g(1) =n —n =0, a wiec liczba 1 jest jego pierwiastkiem. Oznaczmy
przez k krotnogé owego pierwiastka, czyli f(z) — g(z) = (x — 1)*h(z) dla
pewnego wielomianu h, takiego, ze h(1) # 0. Wéwczas
Fo) 4 g = £ = 0?) (@ = 14QE)
f(z) —g(x) (z - DFQ(x)
Podstawiajac x = 1 w powyzszej rownosci, dostajemy
2n = f(1) +g(1) = 2",

kQ($2)
Q(x) "

=(z+1)

skad n = 2F 1,

Przyklady zaprezentowane w artykule stanowia jedynie absolutny wierzchotek
gory lodowej, ktora stanowia mozliwe zastosowania wielomianéw w réznych
dziedzinach matematyki. Tradycyjnie juz oferujemy dwa zadania do
samodzielnego rozwigzania. Mamy nadzieje, ze pomoga one Czytelnikowi
skorzystaé¢ z wielomiandéw w jeszcze wielu kolejnych problemach.

Zadanie 5. Liczby rzeczywiste x,y, z spelniaja warunki
r4+y+2=3, zxy+yz+zx=-9
Udowodni¢, ze —27 < zyz < 5.

Podpowied?. Rozwaz pochodng wielomianu, ktérego pierwiastkami sa liczby
T, Y,z

Zadanie 6. Dane jest 2n parami réznych liczb rzeczywistych
a1,a2,...,0n,b1,ba,..., b, oraz tablica n x n. W pole lezace w i-tym wierszu
i w j-tej kolumnie wpisano liczbe a; + b; dla 1 <4, j < n. Udowodnié, ze jezeli
iloczyny liczb we wszystkich kolumnach sg réwne, to réwniez iloczyny liczb
we wszystkich wierszach sa rowne.

PodpowiedZ. Rozwaz wielomian P(z) = (z + a1)(xz + a2) ... (x + ap) — ¢, gdzie ¢
jest wartoscia wspolna iloczynéw liczb w kolumnach.
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Zagadki o wszystkim

Na poczatku wygladalo to nieciekawie. Tata sprzatnat

ze stolika w moim pokoju wystawe moich konstrukcji

z klockéw lego i potozyl tam sterte ksiazek. Nie mam nic
przeciwko ksiazkom, ale wigkszo$¢ z tych, ktoére tata przynosi
do domu, nie nadaje si¢ do niczego. Przynajmniej dla mnie.

O dziwo, te ksiazki daja sie czytaé i sa calkiem ciekawe. Jest
w nich duzo o liczbach, wybuchach, trujacych substancjach,
groznych zwierzetach i dziwnych dzwigkach. Pomiedzy
rzeczami ciekawymi jest tez troche takich, ktére sg chyba

za trudne. Tata chce mi je (oraz wszystkie stowa majace
wigcej niz trzy sylaby) od razu ttumaczyé, ale ja wole
przeskoczy¢ do nastepnych, ktére lubie i rozumiem. Tata
zlosci sie tez na pomytki w tekstach, ale chyba trudno jest
opisa¢ jakas ztozong sprawe w dwudziestu linijkach

bez uproszczen. Mama méwi, ze wybér zagadek ja frasuje

(a moze méwila ,frapuje”?), ale mnie si¢ podoba, zwlaszcza
te o wybuchach. I wreszcie wiem, jakie napiecie dadzg
polaczone w szereg wegorz elektryczny i dwie dretwy. Babcia
nieco sie natomiast skrzywita, kiedy pytatem, co znaczy stowo
»kobieciarz”, bo podobno Kazimierz Wielki nim byl —

a przeciez uczyla w szkole i powinna to wiedziec.

m Zadania

Nie wiem, czy dobrze o tym pisa¢, bo to mial by¢ sekret, ale
moéwitem tacie, ze poprosze dziadka o chloran, ktéry jest mi
potrzebny do pokazu ryczenia misiowych zelkéw. Tata zrobit
dziwng mine, jakby zobaczyl w lesie dzika, wiec chyba bede
musial troche odczekaé przed rozmows z dziadkiem.
Tymczasem poczytam jeszcze troche te ksigzki, zeby
zrozumie¢ wiecej rzeczy — mam przeciez dopiero sze$¢ i pot
roku, a wszyscy mi méwig, ze musze sie rozwijac.

Tymoteusz TURZYNSKI

(notowal i przygotowal do druku K.T.)

Seria ,Poznajemy” Wydawnictwa Demart

e Krzysztof Ciesielski, Zdzistaw Pogoda, Zagadki
matematyczne

e Joanna Olczyk, Zagadki muzyczne

e Krzysztof Szujecki, Zagadki sportowe

e Iwona Paleska, Agnieszka Siporska, Zagadki chemiczne

e Jerzy Kunicki, Zagadki fizyczne

e Filip Basaj, Michat Lis, Zagadki geograficzne

e Beata Jankowiak-Konik, Jacek Konik, Zagadki historyczne

e Jakub Pawel Cygan, Zagadki przyrodnicze

Redaguje Tomasz TKOCZ

M 1468. Dwa okregi o réznych promieniach sg styczne wewnetrznie w punkcie P.

Poprowadzono styczna do mniejszego z nich w pewnym punkcie K, przecinajaca
wiekszy okrag w punktach L i M. Udowodni¢, ze PK jest dwusieczng kata LPM.

Rozwiazanie na str. 14

M 1469. Udowodnié, ze dla dodatnich liczb aq,...,ay, b1, ..

., bn, spelniajacych

a+...+a, =by+ ...+ b,, prawdziwa jest nieréwnosé¢

Rozwiazanie na str. 10

n n

a? 1
Zai—i—bi 252(11

i=1 i=1

M 1470. Rozstrzygnaé, czy mozna tak zaplanowaé¢ 30 polaczen telefonicznych
(kazde pomiedzy jednym z 10 chlopcéw i jedng z 10 dziewczyn) w taki sposdb, aby
zadna para oséb nie rozmawialta ze sobg dwukrotnie oraz aby w kazdej czwoérce
ztozonej z dwéch chlopcow i dwbdch dziewczyn istnialy dwie osoby réznej plci, ktére

ze soba nie rozmawialy.

Rozwiazanie na str. 11

Rozwiazanie na str. 14

W1 Sze] N1z —_—

€ ) T2
Up
an=—

Ponizsze zadania pochodzq z I etapu LXITV Olimpiady Fizyczney.
Wiecej zadan z rozwigzaniams na www . kgof .edu. pl.

F 887. W jakiej odleglosci od brzegu jeziora powinien znajdowaé sie wedkarz
o wysokosci h, aby plywajaca w tym jeziorze rybka nie mogla go zobaczy¢?
Powierzchnia wody jest idealnie ptaska. Pomin krzywizne Ziemi.

F 888. Leszek twierdzi, ze jesli wedkarz znajduje sie w odleglosci od brzegu nieco
, gdzie h jest wysokoscia ust wedkarza ponad poziomem wody,
(vp = 340 m/s — predkoé¢ dzwieku w powietrzu, v,, ~ 1500 m/s

w
— predkos$é dzwieku w wodzie) to nawet mata rybka plynaca tuz przy brzegu, tuz
pod powierzchnig wody nie styszy, co on mowi. Kasia natomiast twierdzi, ze tak by

bylo, gdyby mozna byto pominaé¢ falowe wlasnosci dzwigku, a w tym przypadku
nie jest to stuszne. Kto ma racje?

Rozwiazanie na str. 15
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Zabawy w kacie
Ja’I“OShL”w GORNICK] Katedra Matematyki, Politechnika Rzeszowska

W kazdym zjawisku przyrody mozna dostrzec dazenie do osiagniecia jakiegos
maksimum lub minimum. Umiejetno$é wyznaczania wartosci ekstremalnych
nie powinna wiec by¢ niczym niezwyklym. Oto zadanie z niespodzianka, ktore
proponuje rozwigza¢ samodzielnie (wrécimy do niego na konicu artykutu):

Zadanie 1. Przez dany punkt lezgcy we wnetrzu kgta poprowadzié prostq
o najkrétszym odcinku miedzy jego ramionami.

Tymczasem rozwazymy kilka innych ciekawych problemoéw.

Zadanie 2. Przez dany punkt M leZgcy we wnetrzu kgta o wierzcholku A
poprowadzic¢ prostq, ktora, przecinajgc ramiona kgta w punktach B i C, wyznacza
trojkgt ABC' o nagmniejszym polu.

Rozwigzanie. Wykreslamy réwnolegtobok, ktérego dwa boki leza na ramionach
kata o wierzchotku A, a jego przekatne przecinaja sie w punkcie M. Przekatna
tego réownolegloboku, ktéra przecina ramiona kata (w punktach B i C, rys. 1),
wyznacza trojkat ABC o najmniejszym polu.

Jesli B’C’ # BC jest inna prosta przechodzaca przez punkt M (na przyktad
taka, ze |AB’| < |AB], rys. 2), to, korzystajac z przystawania trdjkatéw
B'BM i DCM, mamy:
|AAB'C'| = |AB'MC| + |ACMD| + |ACDC'| >
> |AB'MC|+ |ACMD| =|AB'MC|+ |AB'MB| = |AABC|.

Zadanie 3. Wykazaé, ze maksymalne pole trojkgta zawartego w kwadracie

jednostkowym jest rowne %, a minimalne pole trojkgta zawierajgcego kwadrat

jednostkowy jest rowne 2.

Rozwigzanie. Pierwsza cze$é jest tatwa. Wezmy kwadrat jednostkowy ABC D

i w nim tréjkat PQR, ktérego wierzcholki leza na réznych bokach kwadratu tak,
ze P,Q,R ¢ {A, B,C, D}. Wéwczas trojkat PQR tatwo zastapié¢ tréjkatem

o wiekszej wysokosci, czyli wiekszym polu (rys. 3):

1
[APQR| < |APBR| < |AABR| = 3.

Druga czeé¢ jest konsekwencja zadania 2. Jedli tréjkat ma najmniejsze pole
wéréd tréjkatéw zawierajacych kwadrat (jednostkowy), to srodki bokéw tego
trojkata musza nalezeé¢ do bokéw kwadratu. Oznacza to, ze jeden bok kwadratu
musi naleze¢ do boku tréojkata, a przeciwlegty bok kwadratu taczy $rodki bokéw
tréjkata (rys. 4). Nietypowe w tym zadaniu jest to, ze istnieje wiele réznych
realizacji warunkéw ekstremalnych.

Zadanie 4. Przez dany punkt M lezgcy we wnetrzu kgta o wierzchotku A
poprowadzic¢ prostq, ktora, przecinajgc ramiona kgta w punktach B i C, wyznacza
trojkgt ABC' o najmniejszym obwodzie.

Rozwigzanie. W kat o wierzchotku A wpisujemy dwa okregi przechodzace przez
punkt M (rys. 5). Do wigkszego z nich, powiedzmy o, w punkcie M

wyznaczamy styczna, ktéra przecina ramiona kata w punktach B i C (rys. 6).
Tak utworzony tréjkat ABC' spelnia warunki zadania i ma najmniejszy obwdd
réwny |AD| + |AE|, gdzie D i E to punkty stycznosci okregu o z ramionami kata
(jest tak, bo |MC| = |CD| i |MB|=|BE)).

Jedli B’C’ # BC jest inng prosta zawierajaca punkt M, to okrag o’ dopisany
do tréjkata AB'C’ jest styczny do ramion kata w punktach D’ i E’ oraz

do odcinka B’C’ w punkcie N # M (rys. 7). Poniewaz punkt M lezy

na zewnatrz okregu dopisanego o', wigc okrag o’ ma wiekszy promien niz
okrag o i obwdd tréjkata AB'C’ jest réwny |AD’| + |AE’'| > |AD| + |AE)|.

Odrobina geometrii pozwolila nam sprawnie rozwiazaé trzy zadania. Kto
probowal rozwiazaé zadanie 1, ten wie, ze jest ono trudniejsze.
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Rozwigzanie zadania 1. Rozpoczniemy od wykazania, ze istnieje najkrotszy
odcinek realizujacy warunki zadania. Niech M bedzie danym punktem

we wnetrzu kata o wierzchotku A. Odcinek, ktérego konce $lizgaja sie

po ramionach kata od potozenia Ui V; przez UsVa, UsVs, itd. do potozenia Us Vs
(rys. 8) i przechodzacy przez punkt M, zmienia swoja dlugosé w sposéb ciagly.
Poniewaz dlugos$¢ ta najpierw maleje, a potem wzrasta, wiec wsrod
rozpatrywanych odcinkdw istnieje taki odcinek UV, ktérego dlugosé jest
najmniejsza.

Sprébujmy ten odcinek scharakteryzowaé. Niech U'V’ # UV bedzie innym
odcinkiem zawierajacym punkt M i laczacym ramiona kata. Niech [T AUM| = «,
|[XMVA|=0,0<a+ <7, amniejszy z katéw o wierzchotku M (miedzy
odcinkami UV, U'V’) ma miare § (rys. 9). Dla maltych katéw ¢ € (—e,¢)
rozwazmy funkcje
fO)=UV'|=|UM|+|MV"].
Z twierdzenia sinuséw, zastosowanego do tréjkatéw UMU’ i VMV’ mamy
|MU’| |MU| |MV'| |MV|

sina  sin(r — (e +9))’  sin(r —p)  sin(r—6— (7 —B))’
wiec . g
sin a sin

10) = MU|sin(a +9) +IMV] sin(8 —6)

Funkcja ta jest rozniczkowalna, osigga minimum dla § = 0, wiec zgodnie
z twierdzeniem Fermata spelnia warunek f’(0) = 0, ktéry po obliczeniu
pochodnej i niezbyt skomplikowanych przeksztalceniach trygonometrycznych
jest réwnowazny warunkowi

|MU| _ ctgf

A Vv

Rys. 9

U
@)
AV
M
Y 1 3
A P \%4
Rys. 11

Vs IMV|  ctga’

Jaki jest sens geometryczny tego warunku? Niech N bedzie rzutem
(prostopadlym) wierzchotka A na odcinek UV (rys. 10). Wyznaczajac

ctg [ i ctga z trojkatéw prostokatnych ANU i ANV, latwo stwierdzamy, ze
vt = 258 = 1. Omacza to, se |[MU| = [NV| i [MV| = |NU], czyli
punkt N jest symetryczny do punktu M wzgledem srodka odcinka UV

Niespodzianka (trudnoscia) w tym zadaniu jest to, ze — poza szczegdlnymi
przypadkami — odcinka UV nie mozna skonstruowac¢ za pomoca cyrkla i linijki.
Dlaczego tak jest? Niech kat przy wierzchotku A bedzie prosty. Wtedy, przy
oznaczeniach takich jak na rysunku 11, jedli UV jest najkrétszym odcinkiem
taczacym ramiona kata i przechodzacym przez punkt M, to

[MU| _ ctg __ ctgf ey
IMV]  ctga  ctg(§ —B)
. . MU MV| . |MU PA .. |PA
7 twierdzenia Talesa ||PA“ = ‘IPVII’ wiec |‘le\ = ﬁ. Poniewaz % = ctg,
IPV] _ ot .
mp] =€ g3, wige
IMU| _ ctgry
IMV|  ctgB’
gdzie 7 jest miara kata M AP. W konsekwencji <87 = ctg? 3, wiec

ctg 8
ctg 8 = ¥/ctgy. Gdyby istniala konstrukcja najkrétszego odcinka UV, to,

biorac |AP| =2 i |M P| = 1, otrzymamy odcinek |PV| = /2, ktéry umozliwia
wykonanie zadania podwojenia szeScianu jednostkowego. Wystarczy teraz
wiedzieé (!), ze jest to niemozliwe do zrealizowania za pomoca cyrkla i linijki
(patrz np. M. Brynski, L. Wlodarski, Konstrukcje geometryczne, Biblioteczka
Delty 1, WSiP, Warszawa 1979).

Puenta niech beda stowa Adama Mickiewicza

PRAKTYKA

»Na co bedq potrzebne, pytato pachole —

Trojkaty, czworoboki, kola, parabole?”

»Ze potrzebne — rzekl medrzec — musisz teraz wierzyc;

Na co potrzebne, zgadniesz, gdy zaczniesz Swiat mierzycé.”
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LXVI Olimpiada Matematyczna

W LXVI Olimpiadzie Matematycznej uczestniczyto 895 uczniéw, wiec az

0 272 osoby mniej niz rok wczesniej, do zawoddéw stopnia drugiego
zakwalifikowano 409 uczniéw, a do zawodéw stopnia trzeciego — 126 uczniéw.
Wiele oséb, w tym nizej podpisany, uznatlo, ze zadania domowe byly za trudne
i nie zachecaly uczniéw spoza szkdl o duzych tradycjach olimpijskich (a raczej
uczniéw nauczycieli, ktorzy ucza matematyki, a nie tylko przygotowuja

do zdania matury) do startowania w tych zawodach.

Niektére okregi obnizyly zwyczajowe progi dopuszczenia do zawoddéw drugiego
stopnia, ale i tak zakwalifikowano do nich o 98 os6b mniej niz rok wczesniej.
Komisja zadaniowa OM starala si¢ wzia¢ pod uwage te czynniki. Jako czlonek
tego gremium uznaje, ze zadania na zawody drugiego i trzeciego stopnia

nie byly za trudne.

Liczby zadan ocenionych na 6 lub

5 punktéw w drugim stopniu:

pierwsze — 330, drugie — 112,

trzecie — 154, czwarte — 217, pigte — 141
i széste — 30.

Liczby zadan finalowych ocenionych na
6 lub 5 punktéw: pierwsze — 100,
drugie — 33, trzecie — 21, czwarte — 50,
pigte — 19, a széste — 26.

Najtrudniejsze z zadan finalowych bylo zadanie piate,

z planimetrii, cho¢ spodziewaliémy si¢, ze bedzie nim
zadanie trzecie, z kombinatoryki. Co wiecej, w czasie
omawiania rozwiazan tuz po zawodach dwoéch bytych
olimpijczykéw przedstawilo swe rozwiazania tego zadania
wykorzystujace wiele twierdzen, czesto nieznanych
wiekszosci stuchajacych.

Oto tres¢ zadania: Dowiesé, Ze przekgtne wypuklego
czworokqgta sq prostopadte wtedy v tylko wtedy, gdy
wewngtrz tego czworokgta znajduje sie punkt, ktorego
rzuty prostokgtne na boki czworokqta sq wierzcholkami
prostokqta.

Podam jego ,antygeometryczne” rozwiazanie. Drobne
luki Czytelnicy wypelnia, jesli zechca, sami.

Zal6zmy, ze rzuty punktu P na boki czworokata ABC D
tworza prostokat i obierzmy uktad wspétrzednych tak,
by P = (0,0) byl jego poczatkiem, a osie byly
rownolegle, odpowiednio, do bokéw prostokata. Niech
rzutem P na AB bedzie punkt @ = (a,b), na bok BC

— punkt R = (¢,b), na bok CD — punkt S = (¢, d)

a na bok DA — punkt T = (a, d), przy czym

a,b> 0> c,d. Prosta AB jest prostopadla do wektora
(a,b), wiec ma réwnanie ax + by = a® + b*. Podobnie
rownaniami prostych BC, CD i DA sa odpowiednio
cx+by=c2+b% cx+dy=c2+d%iazx+dy=a®+d>.
Proste az 4+ by = a? + b i cx + by = ¢ + b? przecinaja
sie w punkcie (a + ¢, b2;“), wiec B = (a + ¢, b2;“).
Podobnie C' = (g_de,bJr d), D= (a +c, dz;“)

iA= (@, b+ d). Prosta AC jest réwnolegla

do osi OX, a prosta BD — do osi OY, wiec przekatne
prostokata ABC'D sa prostopadte.

Czysto geometryczne rozwigzanie mozna
obejrze¢ na stronie
http://www.om.edu.pl/sites/default/
files/zadania/om/om66_3r.pdf.

wspolrzednych.
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Do finalu dopuscilisSmy tych uczniéw, ktérzy uzyskali co najmniej 19 punktéw,
co oznacza rozwiazanie 3,5 zadania (np. 2 -6 + 5 + 2). Obnizenie progu
do 18 punktéw oznaczatoby dopuszczenie dodatkowych 22 oséb do finatu.

Zadania finalowe dobrze rozréznilty czoléwke: tym razem ustalajac sktady
reprezentacji Polski na Olimpiade Miedzynarodowa i inne zawody, nie musielismy
korzystaé z wynikéw zawoddéw okregowych. Tylko 9 finalistéw (okoto 7%)
nie rozwiazalo zadnego zadania (w drugim stopniu bylo to 30 os6b (okoto 7,4%)).

Z kolei gdy czworokat ABC D ma prostopadie przekatne,
mozemy umiesci¢ go tak, by mial wierzchotki na osiach:
A= (a,0), B=1(0,b), C =(c,0)i D =(0,d). Z juz
udowodnionego wiemy, ze jesli rzuty pewnego punktu
tworza prostokat, ma on boki rownolegte do osi.
Roéwnaniem prostej AB jest £ 4+ ¥ = 1, bo spelniaja je
wspolrzedne punktéw A i B. Analogicznie réwnaniami
prostych BC', CD i DA sa odpowiednio £ 4 ¥ =1,
L4+ ¥=1i%2+4%=1 Niech Q= (t,b(1-1)),

Ry = (5,0(1=2)), S = (5,d(1= 7)),

T, = (t, d(l — %)) — wyliczone zostaly kolejno
wspolrzedne tych punktéw w zaleznosci od pierwszej
wspolrzednej punktu @; oznaczonej literg t tak, by
punkt @, lezal na prostej AB, punkt R; — na BC,
punkt S; — na BC, punkt T3 — na DA. Znajdziemy taki
punkt P; = (p,q), ze odcinek P;Q; bedzie prostopadly
do prostej AB, a odcinek P;R; — prostopadly do
prostej BC. Spelnione maja by¢ réwnosci
(p—t)-+—(¢g—b+%) -1 =0o0raz

(p—%)-%— (q—b+%)~%=0. Wynika z nich, ze
p= thTa ig= b—l—t%. W taki sam spos6b
znajdujemy taki punkt P, = (p, §), ze P;Ty L AD

i P,S; LAD: p=10 = pig=d+ e
Obliczymy t z réwnania ¢ = ¢:

_ ,(ac=b*)d—(ac—d?*)d __ , (ac+bd)(d—b)
d—b=t abd =t abd ’

abd
ac+bd "

o . _ (bd(a+c) ac(b+d
P:=P;=PF;, = ( a£+bd)’ a£+bd))'

Rzutami punktu P na proste AB, BC', CD i D A sa punkty

zatem t = Dla tego t otrzymujemy

I _ abd abe I _ bed abe
Q T Qt - (abc—i(-ibd’ ac—&;ibd)’ R:= Rt - (acl-)i;ibd’ ac—i;ibd)7
- _ C ac o _ a ac
S:= St - (achbd7 ac+bd)’ T:= Tt - (achbd’ ac+bd)'

Jedyna trudnoscig w tym rozwigzaniu jest wybranie ,dobrego” ukladu

Michat KRYCH



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Wyniki dopasowania

moga by¢ interesujace. Znaczaca cze$é publikacji naukowych
ga Dy ] Q €SC P ) y

opiera sie na dopasowaniu modelu teoretycznego do danych
do$wiadczalnych. Jest tak w ponizszych przyktadach.

Podwdjnie powabne pentakwarki
o pieknym pochodzeniu

Pentakwarki to poszukiwane od p6l wieku stany zwiazane
pieciu kwarkéw. Kilka razy wydawato sie, ze zostaty
odkryte, ale zawsze doniesienia te byly weryfikowane
negatywnie. Dla porzadku przypomnijmy, ze, standardowo,
hadrony (czastki interpretowane jako stany zwiazane
kwarkow) zawieraja albo pare kwark—antykwark —

tzw. mezony, albo tréjke (anty)kwarkéw —

tzw. (anty)bariony (najlzejszym barionem jest proton).

Ukladem do$wiadczalnym byl detektor LHCb. Jak sama
nazwa wskazuje (i jak wielokrotnie pisaliSmy), stuzy on
do uprawiania fizyki kwarku b (jak beauty, jest to
najmasywniejszy kwark tworzacy uklady zwiazane).
Tym razem jednak najlzejszy piekny barion Ay byt tylko
stanem posrednim (duza prébka tych czastek moze byé
obecnie wytworzona tylko w LHC).

Jednym z kanaléw jego rozpadu jest Ay — J/p+ K~ +p
(gdzie J/v to uklad zwiazany c¢ — kwarku i antykwarku
powabnego). Zazwyczaj rozpad ten jest dwucialowy, bo
kaon (K ) i proton tworza stan rezonansowy A*. Okazalo
sie jednak, ze uwzglednienie wszystkich znanych wzbudzen
barionu A (najlzejszego barionu zawierajacego kwark
dziwny s) nie wystarcza do opisu obserwowanego
wielowymiarowego rozktadu kinematycznego produktow
rozpadu Ap. Udaje sie to natomiast zrobié [1]

po dopuszczeniu mozliwosci, ze rozpad zachodzi réwniez
poprzez kanal PF K™, gdzie P jest wiasnie
pentakwarkiem o sktadzie kwarkowym {c, ¢, u,u, d}.

Odkryto w ten sposéb od razu dwa stany (podwdjnie)
powabnego (zawierajacego kwark c) pentakwarku

(na bardzo wysokim poziomie istotnosci statystycznej).
Wyznaczono ich masy, szerokosci (sa to stany rezonansowe,
czyli natychmiast si¢ rozpadajace) i liczby kwantowe.

Czy ciemna materia oddzialuje?

Tak, grawitacyjnie, o ile oczywiscie istnieje. Praca [2]
nie tylko dostarcza kolejnego na to dowodu, ale réwniez
pokazuje, jak mozna by bylo okredli¢ jej sile
samooddzialywania innego niz grawitacyjne.

Pomyst jest w zasadzie ten sam, co dekade temu

w przypadku gromady (zderzajacych sie¢ gromad) galaktyk
Bullet (Delta 7/2001). Swiecaca materia w gromadach
galaktyk to przede wszystkim goracy gaz, $wietnie widoczny
w zakresie rentgenowskim. Gwiazdy w galaktykach to tylko
kilkuprocentowy dodatek. Natomiast wigkszo$¢ masy
powinna przypada¢ na ciemna materie, oddziatujaca

glownie grawitacyjnie.

Zderzenie gromad galaktyk powinno wplynaé wytacznie

na rozktad gazu, bo on samooddziatuje elektromagnetycznie,
a galaktyki i gwiazdy w galaktykach sa w tak duzych
odleglosciach, ze zderzenia praktycznie nie zachodza.
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Podobnie rozklady ciemnej materii nie powinny ulec
zaburzeniu, ze wzgledu na stabo$é oddziatywania.

Widaé to ,jak na dloni” wlasnie w gromadzie Bullet, ale
obrazy niektérych ukladéw zderzajacych sie gromad
galaktyk sa mniej oczywiste. Jest to czesciowo zwiazane
z réznymi fazami zderzen oraz réznymi katami widzenia.

Autorzy pracy [2] postanowili przebadaé wszystkie takie
uktady, pomierzone tak w zakresie rentgenowskim, jak

w optycznym. W tym drugim przypadku chodzi nie tylko

o rozklad galaktyk, lecz, przede wszystkim, o wykorzystanie
soczewkowania grawitacyjnego do okreslenia rozktadu masy.
Po odrzuceniu tych z jednomodalnymi rozktadami gazu
pozostalo 30 zderzajacych sie uktadéw zawierajacych
tacznie 72 gromady galaktyk.

Najpierw odrzucono hipoteze catkowitego braku ciemnej
materii na poziomie istotnosci odpowiadajacym 7,6 .
Nastepnie zmierzono wartosé ,,pozostawania w tyle

za gromada” halo ciemnej materii wzgledem takiego
,pozostawania” obloku gazu. Pozwolilo to na oszacowanie
przekroju czynnego na samooddzialywanie ciemnej materii
opm/m = 70725f8:j§ cm?/g lub opy/m < 0,47 cm? /g

na poziomie ufnosci 95%. Z pierwszej formy wyniku widad,
jak duzo brakuje do pozytywnego pomiaru
samooddziatlywania (w dodatku blad nie jest tylko
statystyczny; ujemno$¢ wyniku interpretuje sie jako
fluktuacje w granicach niepewnosci pomiarowej).
Whystarczylo to jednak na odrzucenie kilku klas modeli

z ciemng materia o niezaniedbywalnym samooddziatywaniu.

W co inwestowacé?

Wszyscy (prawie) zostali juz przekonani do globalnego
ocieplenia. Niektorzy wieszcza jednak nadejécie matej epoki
lodowcowej zwiazanej ze zmniejszajaca sie aktywnoscia
stoneczna. To nie sa wcale tezy przeciwstawne, bo
mechanizmy sg w zasadzie niezalezne (a sumaryczny wplyw
na temperature niepewny).

Na spotkaniu (brytyjskiego) Royal Astronomical Society
(w lipcu 2015) Valentina Zharkova przedstawita wyniki
dopasowania modelu wnetrza Stonca do pomiaréw pola
magnetycznego naszej gwiazdy zebranych za pomoca
Wilcox Solar Observatory w latach 1976-2008.

Ponoé (wyniki nie byly do lipca opublikowane) model
zawierajacy podwdjne dynamo Swietnie sie zgadza

i przewiduje destruktywna interferencje aktywnosci

z minimum w cyklu 26. czyli okoto 2030 roku.

To moze inwestowaé w opcje na $rednig temperature
za 15 lat?
Piotr ZALEWSKI

[1] The LHCD collaboration, Observation of J/¢ p resonances
consistent with pentaquark states in Ap — J/9 K~ p decays,
arXiv:1507.03414v1;
http://lhcb-public.web.cern.ch/lhcb-public/Welcome.html#Penta.

[2] D. Harvey, R. Massey, T.Kitching, A.Taylor & E. Tittley,

The non-gravitational interactions of dark matter in colliding
galaxy clusters, arXiv:1503.07675v2;
http://astropix.ipac.caltech.edu/image/esahubble/heic1506h.

[3] https://www.ras.org.uk/news-and-press/
2680-irregular-heartbeat-of-the-sun-driven-by-double-dynamo.
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® Skroét regulaminu
Kazdy moze nadsyltaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n 4 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
— przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali
‘ od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspoélczynnik trudnosci danego zadania:

WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
Termin nadsylania rozwigzaii: i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
30 XI 2015 jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegéltowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Croléwka ligi zadaniowej Klub 44 M Zadania z matematyki nr 705, 706
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan

695 (WT =1,77) i 696 (WT = 2,86) Redaguje Marcin E. KUCZMA

2 2/2015
numém / 705. Niech Ag bedzie ustalonym wierzchotkiem (n+1)-kata foremnego.
Janusz Olszewski Warszawa 44,85

Wojciech Tobis Praszka 4421  Numerujemy pozostate wierzchotki Ay,..., A, w dowolnej kolejnosci. Kazdemu
Marek Spychata Warszawa 42,75 hokowi A; A; przyporzadkowujemy liczbe |i — j|. Niech S bedzie suma n + 1
Lukasz Garncarek Opole 37,98 . . o 1e .
Grzegorz Karpowicz Wroclaw 37.05  liczb, przyporzadkowanych wszystkim bokom. Dla zadanej liczby naturalnej n:
Krzysztof Maziarz  Krakow 35,37

Jedrzej Garnek Poznan 3489 (&) Obliczy¢ najmniejszg osiggalna wartosé sumy S.

Pawel Najman Krakéw 33,64 (b) Wyjasnié, ile jest sposobéw ponumerowania n wierzchotkéw (poza Ayp),
Janusz Olszewski — nazwisko moze znane przy ktérych S osiaga owg minima]n% wartosé.
uczestnikom ligi i czytelnikom Delty?
To po raz szesnasty, jakby co. 706. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n > 1, dla ktérych istnieje
Nowy za$§ w szeregach Klubu 44 M: el . W . 51 ikach tkowi h 51 iki
Wojciech Tobi$ — to juz numer 126. wielomian stopnia n, o wspotczynnikach catkowitych, ze wspotczynnikiem

wiodacym réwnym 1, i taki, ze réwnanie W (x)? = 1 ma 2n pierwiastkéw
calkowitych (niekoniecznie réznych).

Zadanie 706 zaproponowal pan Witold Bednarek z Y.odzi.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 5/2015

Przypominamy tresé zadan: Funkcja F), jest rosnaca; stad y > 2 + . Skoro za$

2 _ . . . 2
701. Niech n bedzie ustalong dodatnia liczba nieparzysta. Wyznaczyé ¢ +T =Y (mod p), widzimy, ze y > z° + x4+ p. A zatem
najwigkszg mozliwa liczno$é zbioru ztozonego z liczb calkowitych Fp(y) > Fp(l'2 + x + p). Aby uzyskaé oczekiwana sprzecznosé,

dodatnich, mniejszych od 3n, w ktérym kazde dwa rézne elementy

S . wystarczy wykazaé, ze
majg 1 roznicg, 1 sume rozng od n.

2
702. Niech F, (t) =t" 4+ (t + 1)". Udowodni¢, ze istnieje e Fp(z” + 2 +p) > Fop().
nieskonczenie wiele liczb calkowitych n > 1, dla ktérych réwnanie Oznaczmy: T+ % = z; wtedy z2 + = 22— % > 22 _ %
F5,,(z) = F,,(y) nie ma rozwiazan w liczbach calkowitych z,y > 1. Ponownie korzystajac z wypukloci funkeji P, mamy
’
701. Liczba n jest nieparzysta, zatem zbioér wszystkich liczb nieréwnos$é Fp(t) > 2(t + %)p. Wobec tego

parzystych, mniejszych od 3n, ma wtasnosé, o ktérg chodzi. Jest 2) »
ich (3n — 1)/2. Wykazemy, ze jest to najwieksza mozliwa licznosé. 1 p _
( )/2. Wy y; 7€ ] Jwig Fy(@®+2+p) > Fy (z2—7+p> S 2(z2+p> _ 22 P\ j2p-2k k.
.. o _ . 2 k
Rozbijamy zbiér {1,...,3n—1} na rozlaczne pary: 7 dragior st 0
rugiej strony,

3)
n,2n}, {n+1,2n+1}, ..., {n+(n-1),2n+ (n—1)} 2p 2p P 2k
b 20, A { A S e B e N A
W gérnym rzadku mamy (n — 1)/2 par, w dolnym n par; razem 2 2 2k 2
(3n — 1)/2 par. Zbiér o wigkszej licznosci (zawarty k=0

k=

Nieréwnos$é (1) bedzie udowodniona, jesli pokazemy, ze

w {1,...,3n—1}) musi zawiera¢ jedna z wymienionych par. Ale "R . ) > ’ .
w kazdej parze albo suma, albo réznica elementéw jest réwna n. Wyrgzﬁglku PO prawe; §t}ron1e (2) Wspo%czynmk SJEOJS‘CY .
Stad nasza teza przy z° jest nie mniejszy niz analogiczny wspélczynnik

w wyrazeniu (3); czyli, ze
702. Pokazemy, ze gdy p jest nieparzysta liczba pierwsza, 1
réwnanie Fap(x) = Fp(y) nie ma rozwigzan w liczbach (4) ay = (4p)k P\ (2 >1 dlak=0,...,p.
caltkowitych dodatnich. k 2k

Przypusémy, ze para liczb catkowitych xz,y > 1 jest Latwo przerachowat, ze

rozwiazaniem. Zgodnie z malym twierdzeniem Fermata, Dh+1 _ 4p (2k +1) 4p > 1.
2p — 2k — 1 2p
F = 2p —+ —+ 1 2p = 2 1 2 Od 5 ak
(@) = @ » (@ )p vt (@+1) (modp) Stad 1 =ao < a1 < ... < ap; oszacowanie (4) gotowe, dowdd
By)=y"+y+1)"'=y+(y+1) (modp). zakonczony.

Jesli wiec Fop(z) = Fp(y), to 222 + 2z = 2y, czyli

. y (mod p). Przypominamy komentarz, towarzyszacy tresci zadania

(prop. Piotr Kumor): jest to kontynuacja dawnego zadania 194
Z wypuklosci funkcji ¢ +— ¥ (w zbiorze liczb dodatnich) wynika (prop. Marcin Mazur) z teza: dla n > 2 badane réwnanie ma

nieréwnosé w liczbach catkowitych co najwyzej skoriczenie wiele rozwigzan —
Fp(y) = Fop(z) = (1’2)p + (z® + 2z + l)p > oraz zasygnalizowanym problemem: czy to réwnanie w ogble ma
> (;,32 4 x) + (932 L4 1)p = Fp(z® + ). rozwigzania poza trywialnymi (|z|, |y| < 1)?

22
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Zadania z fizyki nr 602, 603
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

602. Dwie przewodzace kule o promieniach 7 i 79, polaczone przewodzacym
drutem, znajduja sie¢ w duzej odleglosci od siebie. Kula o promieniu ry otoczona
jest uziemiona sfera przewodzaca z malym otworkiem (rys. 1). Odleglosé sfery
od kuli wynosi d i jest duzo mniejsza od promienia kuli. Kule natadowano
tadunkiem Q. Wyznacz rozmieszczenie tadunku na kulach.

603. Po ustawionej pionowo sztywnej spirali zsuwa si¢ z zerowa predkoscia
poczatkowa maly koralik o masie m. Promien spirali wynosi R, skok spirali
(odleglo$é miedzy sasiednimi zwojami) wynosi h (rys. 2). Znalezé wartosé
przyspieszenia koralika na koncu n-tego zwoju. Tarcie zaniedbaé.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 5/2015

Przypominamy tresé zadan:

598. Przez cewke o wspdlczynniku samoindukeji 2L plynie prad staly o natezeniu Ig

z zewnetrznego zrédla (rys. 3). Po zamknieciu klucza K> do cewki podlaczamy réwnolegle cewke

o wspoélezynniku samoindukeji L oraz kondensator o pojemnosci C'. Nastepnie otwieramy klucz Kj.
Znalez¢ maksymalne napiecie na kondensatorze i maksymalne natezenie pradu plynacego w cewce
o wspoélczynniku samoindukcji L. Elementy obwodu uwazamy za idealne.

599. Kolo, ktérego cala masa roztozona jest rownomiernie na obwodzie, moze obraca¢ sie¢ bez tarcia
wokol swojej osi skierowanej poziomo. Wewnatrz kota, wzdtuz jego obwodu biegnie wiewiérka.
Wspéblczynnik tarcia migdzy kolem a wiewiérks wynosi p. Stosunek masy kota do masy wiewidrki
réwny jest n. Jakie maksymalne, stale przyspieszenie liniowe moze nada¢ kotu wiewiérka?

598. Po zamknieciu klucza Ko kondensator nie taduje sie, bo napigcie miedzy
konicami cewki o wspotczynniku samoindukeji 2L wynosi 0, a przez cewke

o wspotezynniku samoindukeji L nie plynie prad, gdyz zmiana natezenia pradu
indukowalaby silte elektromotoryczna na bezoporowej cewce. Po otwarciu obwodu
zewnetrznego, oznaczajac natezenia pradow jak na rysunku 4, mamy dla lewego

d dr
oczka: 2L—— + L—— =0, z warunkami poczatkowymi I3 (0) = Iy, I5(0) = 0. Stad

dt dt
2(Iy — I) = I5. Poniewaz elementy obwodu uwazamy za idealne, w obwodzie nie ma
12 I3 I3 U2
strat energii: QL?O = QLEI + L% + C’?. Gdy natezenia pradéw w cewkach maja

te same wartosci [ = I, = 250, kondensator nie taduje si¢ ani nie roztadowuje

2L
i napiecie na nim jest maksymalne. Stad Unax = lo— . Natezenia pradow
w cewkach sa maksymalne, gdy ich pochodne, a tym samym sity elektromotoryczne
samoindukcji sa réwne zeru. W tym momencie znika réwniez napiecie
na kondensatorze polaczonym réwnolegle z cewkami i cala energia skupiona jest
2 2

I 2 I Al
w cewkach: 2L = 2L =5 + L2825 Stad Iy max = ?0

2

599. Rysunek 5 przedstawia sily dzialajace na wiewiorke. Sa to: sita ciezkosci mg,
sita reakcji Fg i sila tarcia T'. Zgodnie z trzecia zasadg dynamiki na koto dziata

T
stycznie sita o wartosci T, ktéra nadaje mu przyspieszenie a = —, gdzie M jest
masg kota. Przyspieszenie kota ma by¢ state, zatem T rowniez musi by¢ state.

Poniewaz przyspieszenie kota ma mie¢ maksymalng warto$¢, to T'= uFr oraz Fg

tez jest stale. W ukladzie odniesienia zwigzanym z Ziemia wiewiorka porusza sig¢
2

po okregu: me_ Fr — mgcosa, gdzie m jest masg wiewiérki, v jej predkoscia,

a R promieniem okregu. Sila reakcji Fr moze byé stata w dwéch przypadkach: albo
wiewiérka biegnie po okregu tak, ze jej kwadrat predkosci jest suma funkcji
proporcjonalnej do (— cos @) i funkcji stalej, albo jest nieruchoma i Fr = mgcos a.
W pierwszym przypadku dla a = 0 i @ = 7 kwadrat predkosci osiagga odpowiednio
najmniejsza i najwigksza warto$c. Wtedy sktadowa przyspieszenia wiewiérki styczna
do okregu wynosi 0, a zatem i sita tarcia T réwna jest zeru (sita ciezkosci jest

w tych polozeniach skierowana wzdluz promienia). Przypadek pierwszy nalezy wiec
odrzuci¢. Gdy wiewiorka nie porusza sie wzgledem Ziemi, zachodzi zwiazek:

T = mgsina = umg cos a, zatem tga = p. Stad mamy T = Hme

pg V1t u?
n\/1+u2.

. Szukane

przyspieszenie jest réwne a =

23



Prosto z nieba: Kwazikrysztaty

Krysztal to wyjatkowo dobrze uporzadkowana forma
ciala stalego, w ktérej atomy (czasteczki, jony) ulozone
sa wedtug okredlonych, powtarzajacych sie periodycznie
w przestrzeni regut. Rezultatem moga by¢ wyjatkowe
wlasnosci optyczne, elektryczne i mechaniczne
krysztalow, np. dwdjlomnosé, duze przewodnictwo
cieplne i elektryczne lub ogromna twardoéé. Scisle
periodyczne krysztaly bez jakichkolwiek zaburzen
struktury i domieszek (monokrysztaly) byly doceniane
przez ludzko$¢ od zarania dziejow, a obecnie sg
wykorzystywane w wielu dziedzinach techniki (w Delcie
3/2015 pisaliémy np. o niebieskim laserze). Nieco
bardziej subtelna i przez to trudniejsza do studiowania
klasa cial statych sa kwazikrysztaly. Struktura
kwazikrysztatu jest pozornie regularna, jednak

w przeciwienstwie do monokrysztalow nie powtarza sie
regularnie w przestrzeni; kwazikrysztal jest
uporzadkowany, ale nieperiodyczny.

Przykladem modelu kwazikrysztatu jest ukladanka (kafelki)

Rogera Penrose’a, ktory w latach siedemdziesigtych XX wieku bawit
si¢ pokrywaniem plaszczyzny za pomoca dwéch rodzajéw deltoidow.
Ciata o strukturze tego typu zaistnialy w naukowym
$wiecie w 1982 roku, gdy Dan Shechtman zaobserwowat
w mieszaninie manganu i glinu siatke o przyblizonej
pieciokatnej symetrii. Za odkrycie to (nawiasem méwiac
poczatkowo ostro kwestionowane przez $rodowisko
naukowe) zostal uhonorowany w 2011 r. Nagroda Nobla.

Istnienie kwazikrysztalow bylo przez wiele lat podawane
w watpliwo$¢, poniewaz wielu badaczom wydawalo sig, ze
taka struktura jest zbyt nietrwalta, by istnie¢ w przyrodzie
w stanie stabilnym. Tym ciekawsze wydaja sie w tym
kontekécie odkrycia kwazikrysztalow, zlozonych z atoméw
miedzi, zelaza i glinu, w naturalnie wystepujacych skatach.
Mineral taki znaleziono np. na Czukotce — jest on niezwykle
twardy, ale w przeciwienstwie do monokrysztatow

stabo przewodzi cieplo i elektrycznos$é, nadaje sie wiec
$wietnie na ekstremalnie wydajny izolator termiczny.

Kolejnym dowodem na wszedobylsko$é kwazikrysztaldw
jest stwierdzenie ich obecnosci w znalezionym (réwniez
w Rosji) meteorycie. Wiek meteorytu szacowany jest

na 4,6 miliarda lat. Kwazikrysztal o dekagonalnej
(dziesieciokrotnej) symetrii, skladajacy si¢ z atoméw
niklu, zelaza oraz glinu powstal najprawdopodobniej
rowniez wtedy, przy narodzinach Uktadu Stonecznego.
Zarddz kwazikrysztatu otoczona jest warstwa kwarcu,
formujaca sie w warunkach duzych temperatur i cisnien.
Badacze z Uniwersytetu Princeton w USA i Florencji
we Wiloszech (wérdd nich pionier fizyki kwazikrysztalow
Paul Steinhardt) sa przekonani, ze meteorytowy
kwazikrysztal przyczyni si¢ do zrozumienia naturalnego
powstawania tego typu struktur i stanu materii

we wczesnych etapach zycia Ukladu Stonecznego.

Michat BEJGER

Niebo we wrzesniu

Tegoroczny wrzesien bedzie obfitowal w za¢mienia.

13 IX wystapi czedciowe za¢mienie Stonca, ktére,
niestety, nie bedzie widoczne w Polsce. Zjawisko to
polecamy zwolennikom dalekich podroézy, gdyz mozliwoéé
obserwacji bedzie jedynie z terenu poludniowej Afryki
oraz czeSci Antarktydy.

Zdecydowana gratka dla miloénikéw zaémien bedzie
natomiast Ksiezyc. Calkowite zaé¢mienie nastapi 28 IX

i widoczne bedzie z terenu catej Polski. Poczatek nastapi
o godzinie 2:12, natomiast koniec o 7:22, kiedy bedziemy
mieli mozliwos¢ obserwacji Ksiezyca zachodzacego

za horyzontem. Maksymalna faza za¢mienia bedzie

o0 godzinie 4:48 (15 stopni nad horyzontem dla
Warszawy). Chcac podziwiaé za¢mienie Ksiezyca

za pomocg malych instrumentéw astronomicznych,
warto wezedniej sprawdzi¢ lokalne strony Polskiego
Towarzystwa Milosnikéw Astronomii (PTMA), astrobaz
oraz obserwatoriow astronomicznych, gdyz bardzo czesto
przy sprzyjajacych warunkach pogodowych instytucje te
organizuja bezptatne pokazy nieba.

23 IX to poczatek astronomicznej jesieni, ktéra oficjalnie
rozpocznie si¢ o godzinie 10:21. Jesienne noce to okazja
do dtuzszych obserwacji, warto wtedy zwrdcié¢ uwage

na planety. Osoby wyposazone choé¢by w lornetki lub
male lunetki moga obserwowaé Neptuna, ktéry 1 IX
znajdzie si¢ w opozycji, czyli w konfiguracji najlepszej
do obserwacji, a jego jasno$¢ bedzie wynosita 7,8™.

24

Te najdalsza planete Ukladu Stonecznego bedzie mozna
odnalezé w gwiazdozbiorze Wodnika, czyli spogladajac
na potudniowe niebo. Juz podczas kolejnej nocy, czyli

2 IX, w okolicach godziny 20:00, Wenus bedzie

w odlegtosci 9 stopni w kierunku potudniowym

od Marsa. Obie planety beda wtedy na tle
gwiazdozbioru Raka, a ich jasnosci beda wynosity
—4,4™ dla Wenus i 1,8™ dla Marsa, zatem beda
dostepne na wieczornym niebie nawet z terenow
najbardziej o$wietlonych miast.

Wrzesniowe niebo oferuje takze atrakcje dla zapalonych
obserwatoréw spadajacych gwiazd. Warto wtedy zwrodcié
uwage na réj meteorow e-Perseidy, zwanych takze
Wrzesniowymi Perseidami, ktéry bedzie widoczny od 5
do 21 IX, a jego maksimum nastapi 9 IX. Jest to rdj

o Sredniej aktywnosci wynoszacej do 5 meteorow

na godzing, a jego radiant znajduje si¢ na wspélrzednych
RA: 3,1 h, Dec: +40°.

Koniec wrzesnia to okazja do obserwacji planety
kartowatej 4 Vesta (czwoérka oznacza, ze jest to czwarta
odkryta przez ludzko$é planetoida), ktéra 28 IX znajdzie
sie w opozycji i wida¢ bedzie ja w gwiazdozbiorze
Wieloryba. Jasnosé tej planetki wyniesie 6,2™, zatem
jest polecana dla oséb o doskonalym wzroku
wykonujacych obserwacje z terenéw o minimalnym
zanieczyszczeniu swiatlem lub dla posiadaczy matych
instrumentéw astronomicznych.

Karolina BAKOWSKA

doktorantka, Centrum Astronomiczne im. Mikolaja Kopernika, Warszawa



Rys. 1(a) i (b). Twierdzenie o stycznej
i cieciwie oraz twierdzenie odwrotne

do niego.

Rys. 3. a = XAKN = XANK,

4= XCLM = XCML.

Rys. 4

Rys. 5

Joanna JASZUNSKA

Twierdzenie o stycznej i cieciwie () jest niezwykle prostym, a zarazem ogromnie
przydatnym faktem z elementarnej geometrii. Glosi ono, ze kgt miedzy styczng
do okregu a jego cieciwg przechodzacg przez punkt stycznosci rowny jest kgtows
wpisanemu w ten okrgg, opartemu na odpowiednim luku — rysunek 1(a). Dla
dowodu wystarczy rozwazy¢ ten sposrod katéw wpisanych, ktorego ramie jest
prostopadle do stycznej.

Styczna i cieciwa

Zachodzi réwniez twierdzenie odwrotne do (x): jesli odpowiednie katy sa réwne
(rys. 1(b)), to okrag opisany na tréjkacie jest styczny do danej prostej.

1. Okrag wpisany w trojkat ABC jest styczny do bokéw BC, CA, AB
odpowiednio w punktach D, E, F. Prosta réwnolegta do AB, przechodzaca przez
punkt C, przecina proste F'E i F'D odpowiednio w punktach K i L. Udowodnij,
ze na czworokacie K F DL mozna opisa¢ okrag.

2. Czworokat T jest wpisany w okrag I oraz opisany na okregu Is, przy czym
K,L,M, N sa kolejnymi punktami stycznosci T' z I5. Wykaz, z2e KM 1 LN.

3. Dany jest kwadrat ABCD i taki punkt P w jego wnetrzu, dla ktérego
JCAP = <DCP = 19°. Wyznacz < ABP.

4. Okrag I', wpisany w tréjkat ABC, jest styczny do bokéow BC, CA, AB
odpowiednio w punktach D, E, F. Wykaz, ze érodki P, @, R okregéw wpisanych
w trojkaty AEF, BFD, CDFE leza na okregu I'.

Rozwiazania

R1. Korzystajac kolejno z réwnoleglosci prostych AB i KL oraz
z twierdzenia (x), uzyskujemy < FKL = < EFA = <EDF (rys. 2). Stad
IEKL+ <EDL=<FEKL+180° — <xEDF = 180°, co konczy dowdd. [

R2. Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku 3. Skoro czworokat T' jest wpisany
w okrag, to 180° = < BAD + < BC'D = 180° — 2a + 180° — 2+, wiec a + v = 90°.

Jednoczesnie, na mocy twierdzenia (x) dla okregu Iy, mamy < KLN = « oraz
S LKM = ~. Wobec tego < KPL = 180° — a — v = 90°, co konczy dowdd. U

R3. Na mocy danej réwnosci katéw oraz twierdzenia odwrotnego do (x), prosta
CD jest styczna do okregu opisanego na tréjkacie PAC (rys. 4). Wobec tego
srodek tego okregu lezy na prostej BC' (bo BC' L CD). Analogicznie prosta AD
takze jest styczna do tego okregu, gdyz X DAP = S ACP = 26°, zatem $rodek
rozwazanego okregu lezy tez na prostej AB. Stad jest nim punkt B.

Kat ABP jest wiec katem srodkowym opartym na tym samym tuku, co kat
wpisany ACP, zatem < ABP = 2-26° = 52°. [

R4. Oznaczmy $rodek krétszego tuku EF okregu I” przez P’ (rys. 5). Wéwezas
IP'EF = 4P'FE = < P'EA, przy czym druga réwno$¢ wynika

z twierdzenia (x). Wobec tego P’ lezy na dwusiecznej kata AEF. Analogicznie
dla kata AFE, wiec P’ = P. Dowdd dla punktéw @Q i R przebiega podobnie. [J

Zadania domowe
5. Udowodnij twierdzenie o stycznej i cieciwie oraz twierdzenie odwrotne.

6. Dwa okregi przecinaja sie w punktach A i B. Proste styczne do tych okregdéw
w punkcie A przecinaja je w drugich punktach C'i D. Wykaz, ze X ABC = < ABD.

7. Z punktu P poprowadzono prosta przecinajaca dany okrag I' w punktach

A i B oraz prosta styczna do I' w punkcie C. Wykaz, ze PA- PB = PC?.

8. Okrag I jest styczny do prostej k w punkcie D, cigciwa AB tego okregu jest
rownolegla do k, punkt C nalezy do prostej k. Proste AC i BC' przecinaja
okrag I' w drugich punktach E i F'. Wykaz, ze prosta EF przechodzi przez
srodek odcinka C'D.

9. W sytuacji z zadania 4 wykaz, ze proste DP, EQ, F R przecinaja sie

w jednym punkcie J oraz ze punkty F'i J sa symetryczne wzgledem prostej PQ.
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