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Twierdzenie o powracaniu i pewne zagadki
nier6wnowagowej mechaniki statystycznej (I)

Krzysztof TURZYNSKI, Henryk ZOLADEK*

Wymienione w tytule tematy uchodza za trudne. Tym wazniejsze jest zaczaé

od rzeczy prostych i powszechnie znanych. Wezmy pewien zbiér o skonczonej liczbie
elementow i jego réznowartosciowe przeksztalcenie na siebie, czyli permutacje. Dla
lepszego efektu wizualnego bedziemy sobie wyobrazaé zbiér czarnych lub biatych
kwadratéw wypelniajacych pola kwadratowej tablicy 32 x 32 oraz permutacje, dla
ktérej w i-tym wierszu i j-tej kolumnie tablicy umieszczamy kwadrat poprzednio
znajdujacy sie w wierszu o numerze (i + j) mod 32 oraz kolumnie o numerze

(2i 4 j) mod 32. Wyniki wielokrotnego ztozenia takiej permutacji dla pewnego
wyjsciowego utozenia kwadratéw przedstawione sa na rysunku 1: po wykonaniu

32 iteracji otrzymujemy taki sam wzor jak na poczatku.
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Czy podobne efekty — powracanie zbioru do stanu wyjsciowego po wielokrotnym
wykonaniu pewnego przeksztalcenia — mozemy zaobserwowaé takze dla zbioréw
nieskoniczonych? Aby odpowiedzieé na to, intuicyjnie zrozumiale, ale nie do konica
precyzyjne pytanie, przypatrzmy sie¢ jeszcze trzem do$¢ prostym przyktadom.

Obroét na okregu. Niezbyt skomplikowanym przyktadem zbioru nieskonczonego jest
odcinek [0,1]. Zeby uniknaé¢ klopotéw zwiazanych z tym, iz odcinek ma kornce,
mozemy utozsamic jego lewy koniec z prawym — otrzymamy wtedy okrag dtugoéci 1,
ktérego punkty ponumerowane sa liczbami rzeczywistymi od 0 do 1 (tyle ze jedynke
skleiliSmy z zerem). Dla takiego okregu oraz a € (0,1) okreslimy przeksztalcenie R,
nastepujacym wzorem:

Ry(z)=z+a—|z+al.

Symbol czesci catkowitej |- |, wystepujacy w tej definicji, zapewnia, ze gdy liczba

x + « przekracza 1, przeksztalcenie R, umieszcza ja z powrotem na odcinku [0, 1]
w takiej samej odleglosci od 0, w jakiej liczba x + « znajduje sie ,na prawo” od 1.
7 tego wzgledu przeksztalcenie R, mozemy wyobrazaé sobie jako przesuwanie

1 1

/ i i x’,","r punktéw naszego okregu o odcinek « (rys. 2). Jezeli « jest liczba wymierna, ktéra
' ' L mozemy zapisa¢ w postaci utamka nieskracalnego %, nietrudno bedzie przekonad sie,
. . R ze po g-krotnym wykonaniu przeksztalcenia R, kazdy punkt okregu wrdci na swoje
s s / wyjsciowe miejsce. Mozemy te wlasnosé powracania wyrazi¢é w madry sposéb,

[ : : ¥ moéwiac, ze dla dowolnego punktu xg, lezacego na okregu, jego dodatnia orbita

0 I‘Tﬂ 1

O*(z0) = {Ra(z0), B2 (0), B3 (x0), ...}

przechodzi przez punkt x¢ (oznaczamy R2(xg) = Ra(Ra(z0)) = Raa(z0),
R3(20) = Ra(R2a(20)) = R3a(ro) itd.). Dla @ niewymiernego tak sformutowana
wlasnosé powracania nie zachodzi, nie sposéb sie jednak oprze¢ wrazeniu, ze

w wyniku wielokrotnego przeksztalcania punkt xzg powrdci ,w poblize” swego
polozenia wyjsciowego. Mozemy to wyrazi¢ nastepujacym stwierdzeniem

‘Wtasno$é powracania: Dla dowolnego punktu poczatkowego xg
i dowolnego jego otoczenia U orbita O (z) przecina U.

Rys. 2. Obrét na okregu. Uzywajac madrych stéw, moglibySmy powiedzieé, ze R, ma wtasnosé topologicznej
tranzytywnosci oraz ze jest przeksztalceniem prawie okresowym.

Intvtnt Matermatvkt. Wedsial Skosny obrét torusa. Innym prostym przykladem zbioru nieskonczonego jest
ﬁzt}ér;latyk? i?;rymgtykiyizﬁtechamki’ kwadrat o boku 1. Zeby nie klopotaé si¢ jego brzegiem, wykonamy operacje podobna
Uniwersytet Warszawski do sklejania koncéw odcinka, tyle ze teraz nalezy skleié¢ przeciwleglte boki tak, by
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Rys. 3. Sklejenie przeciwleglych bokéw
kwadratu zgodnie z kierunkiem strzalek
daje torus.

Y
y=x
1
y="T(z)
0
B €1 T2 1 T

Rys. 4. Wykres funkcji
1
T(z) =z + A sin? ()

oraz graficzny sposéb znajdowania
wartosci kolejnych iteracji tego
przeksztalcenia.

Przeciwobrazem zbioru A przy
przeksztalceniu T : X — X nazywamy
zbiér T~! = {z € X : T(z) € A}. Symbol
T~" oznacza przeciwobraz przy
przeksztalceniu T.

kierunki strzatek na rysunku 3 sie zgadzaly. W ten sposob otrzymujemy torus.
Punkty tego torusa mozemy opisa¢ dwiema wspélrzednymi (z,y) odpowiednich
punktéw kwadratu, przy czym 0 < x,y < 1. Na torusie mozemy zdefiniowaé
nastepujace przeksztalcenie:

T(z,y) = (v, x+y— [z +y])
przyporzadkowujace danemu punktowi torusa pewien inny punkt. Poniewaz
wspolrzedna x nie zmienia si¢ przy tym przeksztalceniu, dziatanie T sprowadza sie
do przesuwania punktéw odcinka xz = const o z ,w gére” (lub, réwnowaznie, obrotu
odpowiedniego okregu o x), a zatem przeksztalcenia rozwazanego w poprzednim
przyktadzie. Wynika stad, ze sformulowana powyzej wlasno$¢ powracania jest
spelniona takze dla przeksztalcenia 7'

Siodlo—wezel na okregu. Po tej rozgrzewce mozemy przystapi¢ do analizy nieco
trudniejszego przykladu. Rozwazmy przeksztalcenie T : [0,1) — [0, 1) okreSlone
wzorem: 1

T(x)=z+ 3 sin? (7).
Mozemy uwazacé je za réznowartoéciowe przeksztalcenie okregu na siebie. Jak wygladaja
orbity tego przeksztalcenia? Najprosciej przekonaé si¢ o tym, rysujac wykres T'(z)
i pamietajac, ze T"(z) = T(T"(x)). Wynik iterowania przeksztatcenia T dla
pewnego dowolnie wybranego punktu xg przedstawiony jest na rysunku 4. Widzimy,
ze dla dowolnego punktu poczatkowego xg # 0 orbita O () sktada si¢ z wyrazéw
clagu x, = T™(xg), ktéry jest zbiezny do... No wlasnie, powiedzielibysmy odruchowo,
ze jest zbiezny do 1, ale utozsamiliSmy jedynke z zerem. Widzimy zatem, ze punkt 0
ma ciekawa wlasnoé¢: odpycha punkty lezace oden na prawo, a przyciaga te lezace
na lewo. Przez analogie do sytuacji, z jakimi spotykamy sie przy przeksztalceniach
dwuwymiarowych, mozemy nazwa¢ go punktem typu siodio—wezel.

Latwo zauwazy¢, ze jedynie jednopunktowa orbita OT(0) = {0} punktu 0 ma
rozwazang poprzednio wlasnoéé powracania. Dla xg # 0 orbita OT (z) rozmija si¢
z dostatecznie malym otoczeniem punktu xg.

Miara. Na podstawie trzech przyktadéw doszliémy do wniosku, ze jedne
przeksztalcenia majg wlasnosé powracania, a inne jej nie maja, przynajmniej

w wersji, jaka podaliSmy. Czy nie da si¢ lepiej? Czy mozna sformutowaé jakies
ogoblniejsze twierdzenie dotyczace powracania? Okazuje sig, ze mozna. Niezbedne
bedzie do tego pojecie miary zbioru, a doktadniej miary probabilistycznej.

Sama nazwa wskazuje na to, ze pojecie miary wprowadzono po to, by okreslaé, jak
,duzy” jest zbiér. Scista definicja miary jest do$é¢ techniczna, choé intuicyjna,
ograniczymy sie zatem do podania wtasnoéci miary. Ot6z miara na zbiorze X jest
funkcja okre$long na pewnej rodzinie podzbioréw X o odpowiednich wlasnosciach.
Funkcja ta, ktéra bedziemy oznaczaé przez u, spehia:

a) (@) =0,
b) dla A C B zachodzi u(B\ A) = p(B) — u(A),
c) jesli Ay, A, ... sg parami rozlaczne, to p(|J Ai) = D pu(Ai).

Miare nazywamy probabilistyczng, jesli p(X) = 1.

Nikt nie zdziwi sie chyba, ze dobra miarg dla odcinka jest jego dlugo$é¢, miara dla
(otwartego) podzbioru plaszezyzny — jego pole. Rozszerzenie tej intuicji na bardziej
ztozone przypadki prowadzi do pojecia miary Lebesgue’a, w ktore nie bedziemy si¢
bardziej szczegdlowo zagltebiac. Istnieje wszakze jeszcze jeden prosty przyklad miary.
Kazda gospodyni prowadzaca tzw. salon wie, ze o jego randze decyduje nie ogdlna
liczba godci, lecz liczba gosci znamienitych. Najprostszym odpowiednikiem takiego
pomystu jest wyrdznienie w zbiorze X pewnego punktu xy i powiedzenie, ze u(A) =1
wtedy i tylko wtedy, gdy z¢ € A, a w przeciwnym przypadku p(A) = 0. Taka miare
nazywamy miarg Diraca i oznaczamy d,,; jej uogélnienie na dowolng skonczona
liczbe wyrdznionych punktéw jest oczywiste.

Dla przeksztalcenia T : X — X miara u jest niezmiennicza, jedli p(T~1(A)) = p(A).
Dla obrotu na okregu, R, oczywistym przykladem miary niezmienniczej jest miara
Lebesgue’a, w szczegblnosci dlugosé odcinka nie zmienia sie przy réwnomiernym
przesunigciu wszystkich punktéw. Ale dla obrotu postaci R/, sa jeszcze inne miary
niezmiennicze — postaci

1
(*) = O+ 0 oot Oy at).
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Rys. 5. Przeksztalcenie piekarza.

Jedli obrét jest niewymierny, jedyna miarg niezmiennicza jest miara Lebesgue’a.
Ma ona wéwczas nastepujaca

Wtasno$é ergodycznoéci: Jedli T71(A) = A, to u(A) = 0 lub p(A) = 1;
jedyne podzbiory niezmiennicze — zbiér pusty i caly okrag — sa trywialne
W sensie miarowym.

W przypadku skosnego obrotu torusa naturalna miara niezmiennicza dla 7" jest miara
Lebesgue’a: prostokat [a, b] X [, d] jest przeksztalcany na réwnoleglobok o wysokosci
b — a i dlugosci podstawy d — c. Ale istnieja tez miary postaci

p(la, bl x [¢,d]) = 6z, ([a, b]) - pa([c, d]),
gdzie pp jest miara Lebesgue’a na okregu (miary ,skupione” na okregu danym przez
x = xg) lub, dla zy = p/q, miarg dana wzorem (*).

Interesuja nas czesto ,typowe” wlasnosci, spetnione dla prawie kazdego obiektu.
Istnieja dwa sposoby rozumienia tego zwrotu: ,prawie kazdy” oznacza kazdy

z wyjatkiem elementéw skonczonego zbioru punktéw lub kazdy z wyjatkiem
elementow pewnego zbioru miary zero. Bedziemy si¢ dalej postugiwaé drugim
znaczeniem tego zwrotu. Mozemy teraz sformutowaé pewne bardzo wazne
twierdzenie.

Twierdzenie Poincarégo o powracaniu. Niech przeksztalcenie T : X — X
zachowugje probabilistyczng miare pu. Wtedy dla kazdego zbioru A o mierze u(A) > 0
prawie kazdy punkt xo € A powraca do A, tzn. dla pewnego n > 0 zachodzi

" (wo) € A.

Dowdd. Niech B bedzie zbiorem tych punktéw A, ktére nigdy nie powracaja do A.
W szcezegdlnosci, dlan > 012z € B mamy T"(z) ¢ B, czyli x ¢ T~"(B), a wiec
T-"(B)N B =@. Stad

T'B)NT "B =T"YT""(B)nB) =T"Y(2) = 2.
Analogicznie, dla dowolnego k € N zachodzi T~%(B) N T~*~"(B) = @. Zatem
zbiory postaci T~ "(B) sa parami rozlaczne oraz maja taka sama miare. Gdyby
zachodzito p(B) > 0, to z wlasnosci ¢) w definicji miary mieliby$my
p(UT™(B)) = >_", u(B) = o0, co byloby sprzeczne z tym, ze | JT " (B) C X
oraz p(X) = 1. Musi zatem zachodzié¢ p(B) = 0. O

Teraz mozemy na nowo rozwazy¢ siodto-wezel na okregu. Zero musi si¢ znajdowac
w kazdym podzbiorze A C X o dodatniej mierze niezmienniczej. Ale wtedy zwrot
prawie kazdy punkt o € A oznacza, ze xo = 0. Ten punkt nie opuszcza zbioru A.

Przeksztalcenie piekarza. Oméwione na wstepie przyktady ilustruja doscé
szczegblne mechanizmy powracania. Warto uzupelnic te liste jeszcze jednym
przyktadem. Rozwazmy przeksztalcenie kwadratu jednostkowego dane wzorem

T(w,y)—{(zx’g) dlaaz<%,

(2x—1,%1) dla z > %

Dziatanie tego przeksztalcenia pokazano na rysunku 5: splaszcza i rozciaga ono
wyjsciowy kwadrat do prostokata o podstawie 2 i wysokosci %, nastepnie rozcina
uzyskany prostokat na dwa prostokaty o podstawie 1, a w koncu uktada te prostokaty
jeden na drugim, tak ze znowu powstaje kwadrat jednostkowy. Z uwagi na to
rozcigganie i $ciskanie (operacje doskonale znane kazdemu, kto kiedykolwiek wyrabial
ciasto drozdzowe) przeksztalcenie piekarza zachowuje (dwuwymiarowa) miare

Lebesgue’a. Okazuje sig, ze przeksztalcenie to ma nastepujaca

Wtasno§é mieszania: lim,,_,o u(T7"(A) N B) = p(A) - u(B), czyli
po duzej liczbie iteracji przeksztalcenia T obraz T"(A) dowolnego
zbioru A rozklada sie prawie réwnomiernie po calym kwadracie.

Witasnosé mieszania jest silniejsza od wlasnosci ergodycznoéci; ta druga wynika
z pierwszej. W szczegblnosci obrdt niewymierny na okregu nie jest mieszajacy,
chociaz jest ergodyczny.

Podsumowanie. Chociaz dowdd twierdzenia Poincarégo o powracaniu wydaje sie
oczywisty 1 malo subtelny, twierdzenie to wywolywalo (i najwidoczniej nadal
wywoluje) dyskusje natury filozoficznej. Sa one najczesciej zwiazane z probami
zastosowania go do ukladéw ztozonych z duzej liczby czastek — standardowym
przykladem jest gaz skupiony w poléwce zbiornika, z ktérego usuwamy przegrode.
Tymi tematami zajmiemy sie w drugiej czedci artykutu.
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Jakich wieloScian6w nie ma, a jakie sg?

Kubus Fatalista, bohater ksiazki Denisa Diderota,
spotkal pewnego razu rozpaczliwie ptaczace dziecko.
Na pytanie, co mu si¢ stalo, odpowiedzialo, ze kazano
mu powiedzie¢ A. C6z w tym zlego? — dopytywal sie
Kubus. — Bo jak powiem A, to kaza mi powiedzie¢ B —

Ludzie sa jednak optymistami i pot wieku temu
moéwiliby raczej o tym, ze gdy wejdzie sig¢ na kilka
szczebli drabiny, to ma sie ogromng ochote wchodzié
dalej. A dzi$ zapewne byloby o tym, ze gdy zaliczy sie
pewien poziom gry komputerowej, to przechodzi sie

poskarzyl si¢ malec.

A\
&
AN
4

Diagramy Schlegela wielodcianéw
foremnych

do nastepnego.

Tu bedziemy si¢ jednak trzymaé wersji Diderota.

A Wykazaé, Ze nie ma wieloScianu o siedmiu krawedziach.

Jesli wielodcian ma choé¢ jedng $ciane czworokatna, to ma co najmniej osiem
krawedzi, bo z kazdego wierzchotka tego czworokata wychodza co najmniej

trzy krawedzie, z czego dwie do sasiednich wierzchotkéw. Jeszcze wigcej
»przymusowych” krawedzi bedzie, gdy ktoras ze écian bedzie miala wiecej

niz 4 boki. Zostaly nam wielo$ciany o wszystkich Scianach tréjkatnych. Jesli tych
$cian jest n, to krawedzi jest 3n/2 (bo kazda laczy dwie $ciany), a taka liczba
nie chce by¢ rowna 7.

B Istnieje wielo$cian o k krawedziach dla kazZdego k wiekszego od 7
i dla k réwnego 6.

Dla k parzystych taki jest np. ostrostup o podstawie (k/2)-katnej. Jesli
natomiast obetniemy troszke jeden z wierzchotkéw przy podstawie, to liczba
krawedzi zwiekszy sie o 3, a wiec otrzymamy wszystkie liczby nieparzyste,
poczynajac od 9.

C Jakie sq jeszcze ograniczenia na liczbe w — wierzcholkow, s — $cian
1k — krawedzi?

Poniewaz dowolne trzy punkty leza na jakiej$ plaszczyznie, wiec w > 4. Ale
woéwcezas réwniez s > 4. O liczbie k juz bylo. Liczby te sa zwiazane jeszcze
zalezno$ciami 3s < 2k i1 3w < 2k, bo kazda krawedz nalezy do dwoch Scian,
a Sciany te sa co najmniej tréjkatne; podobnie kazda krawedz taczy dwa
wierzchotki, a z kazdego z nich wychodzi ich co najmniej trzy.

D Czy istnieje tylko jeden wieloScian o danych w, s, k?

Oczywiscie nie. Na przyklad szesScian i czworoscian z dwoma obcigtymi rogami
maja te same w =8, s =6, k = 12.

E Dalej bedziemy zajmowali si¢ wieloScianami wypuklymi. WieloScian taki
mozna okresli¢ w ten sposob, ze gdyby dowolna z jego Scian byla przezroczysta,
to mozna byloby tak zblizy¢ do niej oko, ze przez nia widzialoby sie wszystkie
inne $ciany. Taki widok nazywa sie diagramem Schlegela.

Skoro litera jest E, to teraz wzor Eulera: w + s = k + 2.

Korzystajac z diagramu Schlegela, wzér ten uzasadni¢ nietrudno. Na poczatek
uznajmy to, co lezy dokola diagramu, tez za jego $ciane — trzeba tak zrobié, by
diagram mial tyle Scian, co wielodcian, z ktérego powstal. A teraz bedziemy
usuwali z niego krawedzie i wierzchotki, przestrzegajac tego, by nie podzielié
diagramu na roztaczne czesci: stale powinno by¢ mozliwe dotarcie

po nieusunietych jeszcze krawedziach do kazdego z nieusunietych dotad
wierzchotkéw.

A sposoby sa dwa:

1. gdy po obu stronach krawedzi sa rézne Sciany (na poczatku w diagramie
kazda z krawedzi ma te wlasnosé) — usuwamy ja, zostawiajac konczace ja
wierzchotki;

2. gdy krawedz konczy si¢ wierzchotkiem, z ktérego nie wychodzi procz niej
zadna inna krawedz — usuwamy ja wraz z tym wierzchotkiem.



Rozwigzanie zadania M 1467.
Odp. Nie!

Zaltézmy przeciwnie, ze udato si¢ pociaé
nasza figure. Wéwczas jedno z cieé
musiato przebiegaé¢ po poziomej osi
symetrii figury, poniewaz kazda potowa
figury zawiera parzysta liczbe pdl.
Pokolorujmy pola figury jak standardowa
szachownice (kazde pole biale sasiaduje
z polami czarnymi, a pole czarne —

z bialymi). Poniewaz kazdy fragment

1 X 2 zawiera jedno pole bialte i jedno
czarne, to réznica miedzy liczba pdl
biatych i czarnych w kazdej polowie
figury powinna byé réwna zero,

a w naszym przypadku wynosi 4.

Przypadek pierwszy zmniejsza o jeden liczbe krawedzi i liczbe Scian. Przypadek
drugi — o jeden liczbe krawedzi i liczbe wierzchotkéw. Zatem w obu przypadkach
odejmujemy po jedynce od obu stron wzoru Eulera.

A poniewaz w ten sposéb mozemy po kolei usunaé wszystkie krawedzie
(sprawdzcie!), wiec na koficu zostanie nam jeden wierzcholek i ,otaczajaca go”
Sciana. A poniewaz 1 + 1 = 0+ 2, wiec wzér Eulera zostal udowodniony.

Mozna za jego pomoca oszacowac liczbe $cian i wierzchotkéw z drugiej strony.
W C stwierdzilismy, ze 3w < 2k. Wstawiajac to do wzoru Eulera, otrzymujemy
%k+s > k42, czylis > %k—&—?; podobnie w > %k—&—Z.

F Przy odcinaniu wierzchotkéw, w ktérych zbiegaja sie 3 krawedzie (robiliSmy
to juz pare razy) — nazwijmy to operacja OD — liczba krawedzi roénie o 3, liczba
wierzcholkéw o 2 (bo 3 przybyly, a jeden ubyt) i liczba $cian o 1.

Przeciwna operacja: dobudowywanie na tréjkatnej Scianie ostrostupa (uzasadnij,
ze mozna to zrobié, nie psujac wypuklosci!) — operacja DO — zwigksza liczbe
krawedzi o 3, liczbe wierzchotkéw o 1 i liczbe Scian o 2 (znéw 3 —1).

Do wieloscianu majgcego w wierzchotkow, s Scian © k krawedzi udato sie
zastosowacé m operacji OD i n operacji DO. Ile teraz ma on wierzcholkéw, Scian
1 krawedzi?

Prosty rachunek daje w’' =w+2m+mn, s =s+m+2n, k' =k + 3m + 3n.

G (twierdzenie Steinitza) Jesli liczby w, s, k spelniajg warunki w + s = k + 2,
3w < 2k 1 3s < 2k, to istnieje wieloScian majgcy w wierzcholkow, s Scian
1 k krawedzi.

Dla dowodu wygodnie bedzie przyjac, ze k = 3q¢ — r, gdzie r to 0, 1 lub 2.

Z nieréwnosci uzyskanych na koniec E mamy w > ¢+ 2 — %r is>q+2— %r.
Zatem (poniewaz %T < 1) mamy w>q+21is>q+ 2,z czego wynika, ze liczby
m=w—q—21in=s—q— 2 s3 nieujemne i nadaja si¢ na krotnosci operacji
OD i DO.

Inaczej: w=m+q+2is=n+q+ 2. Z wzoru Eulera mamy wiec
m+q+24+n+q+2=3¢q—r+2,czylig=2+r)+m+n.
Podstawiajac to zamiast ¢, otrzymujemy

w=M@A+r)+2m+n, s=@A+r)+m+2n i k=(6+2r)+3m+3n.

Stad twierdzenie bedzie dowiedzione, gdy wskazemy wieloscian, w ktérym
w=s=44rik=064 2r. Ale taki jest ostroslup o podstawie tréj-, czworo- lub
pieciokatnej. Sa w kazdym z nich $ciany tréjkatne (to te boczne) i wierzcholki
tréjécienne (przy podstawie), wiec mozna stosowaé¢ OD i DO.

I I Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, by istnial wielo$cian majgcy
w wierzcholtkow i s Scian, sq nieréwnodci w < 2s —4 1 s < 2w — 4.

Oczywiscie, nalezy to twierdzenie sprowadzi¢ do poprzedniego, a w tym celu
wystarczy porachowaé, ze — gdy jest spelniony wzér Eulera — nieréwnoéci z C sa
réwnowazne nieréwnosciom w sformutowaniu tego twierdzenia.

I I co dalej? Dalsze litery alfabetu trzeba juz sobie samemu wymyslié.

Na przyktad moze to by¢ proba znalezienia odpowiedzi na pytanie, jak — znajac
spelniajace podane tu nieréwnosci liczby w, s, k — obliczy¢, ile jest roznych
wielo$cianéw (to znaczy majacych rézne zestawy Scian) o w wierzchotkach,

s écianach i k krawedziach. Dla 4, 4, 6 jest jeden, dla 8, 6, 12 — jak to juz
sprawdziliémy — co najmniej dwa, a jak jest ,w ogdle”?

To $wietny temat na samodzielng prace (a gdy kto$ jest uczniem — na nasz
Konkurs Uczniowskich Prac z Matematyki).
Marek KORDOS



Prosto w srodek
tukasz RAJKOWSKI

Przecietny uczen rozpoczyna podrédz po fascynujacym Swiecie geometrycznych
konstrukeji uzbrojony w linijke i katomierz. Kiedy juz nauczyciel uzna swojego
podopiecznego za wystarczajaco odpowiedzialnego, by nie rysowat szkolnych tawek
(jakze czesto zbyt naiwne zalozenie), uczen dostaje do reki kolejne narzedzie walki
z czysta kartka papieru, jakim jest cyrkiel. Wraz z nastaniem ery cyrklowej uczen
jest zdolny rysowaé¢ w zeszycie cale mnostwo okregdéw o zadanym srodku, czasem
nawet majac w tym jaki§ wyzszy konstrukcyjny cel. Przykladem tego ostatniego
mogtaby by¢ operacja w pewnym sensie odwrotna — skonstruowanie $rodka okregu,
gdy mamy zadany jedynie sam okrag. Chwila zastanowienia pozwala stwierdzié, ze
gdy jesteSmy wyposazeni w cyrkiel i linijke, zadanie to nie stanowi wigkszego
wyzwania; wystarczy narysowa¢ dwie nieréwnolegle cigciwy okregu, a nastepnie ich
symetralne, ktérych przeciecie wyznaczy nam, oczywiscie, szukany srodek (rys. 1).
Schody pojawiaja sig, jesli zazdrosny o nasze sukcesy kolega z tawki podprowadzi
nam linijke. Skarzenie nauczycielowi jest ponizej naszej godnosci, podobnie
rozwigzanie tej kwestii po lekcjach na szkolnym podwérku, dlatego zaciskamy zeby
i probujemy wyznaczy¢ srodek okregu przy uzyciu samego cyrkla. W rozwiazaniu
przydatna okazuje sie nastepujaca konfiguracja geometryczna (rys. 2): jesli
SA = SP, punkt O lezy na odcinku SP i spelnia AO = AP, natomiast dla
punktu B zachodza réwnosci OB = OP oraz PB = PA, to wéwczas BP = BS.
Istotnie, zauwazmy, ze przy przedstawionych zalozeniach tréjkaty PSA i PAO sa
podobne (jako réwnoramienne tréjkaty o tym samym kacie przy podstawie), dlatego
korzystajac z zatozonych réwnosci, otrzymujemy

PB _PA PO PO

PS PSS PA  PB’
7 powyzszego 1 z zasady ,,bok-kat-bok” wnioskujemy podobienstwo trojkatéw PSB
i PBO, a skoro ten ostatni jest rownoramienny, to musi zachodzi¢ BP = BS.
Przedstawiona obserwacje mozna tatwo wykorzysta¢ do dowodu poprawnosci
niniejszej konstrukeji érodka zadanego okregu o przy uzyciu samego cyrkla. Dla
skrécenia zapisu niech oznaczenie okregu przez ox niesie ze soba informacje, ze X
jest srodkiem tego okregu. Nalezy narysowaé kolejno:

1. wystarczajaco duzy okrag op (wystarczajaco duzy, czyli taki, dla ktérego
XAPK < 2arccos i; mozna nietrudno sprawdzi¢, ze w przeciwnym przypadku
nie uzyskamy punktéw B i L z kroku 3), gdzie P nalezy do okregu o; niech A i K
beda punktami przeciecia o z op (rys. 3),

2. okregi 04 1 0 o promieniu PA = PK; niech O bedzie ré6znym od P przecieciem
tych okregéw (rys. 3),

3. okrag oo o promieniu OP i niech B i L beda przecieciami nowego okregu z op
(rys. 4),

4. punkt S, bedacy przecieciem (réznym od P) okregéw op i o, o promieniu
BP = LP (rys. 4).

Tak skonstruowany punkt S stanowi szukany srodek okregu o. Istotnie, jesli nieufnie
oznaczymy 6w Srodek przez S’, to w trzecim kroku konstrukcji punkty S’, P, A, O, B
tworza konfiguracje przedstawiona na rysunku 2 i w tej sytuacji okrag op z punktu 4
przechodzi przez S’. Analogicznie, przez S’ przechodzi réwniez oy, i dlatego S = S”.

Udalo nam sie utrze¢ nosa niedobremu koledze i zacheceni tym dokonaniem,
postanowiliémy dokonaé tej samej sztuki wylacznie przy uzyciu odzyskanej w glorii
linijki. Poczatkowy entuzjazm predko przeradza sie jednak w niepokdj, a wkrétce
zaczynaja sie pojawia¢ oznaki paniki. Pomimo prezenia intelektualnych muskutéw
i dziesiatek prob dokonanych na kilkunastu wyrzuconych ostatecznie do kosza
kartkach $rodek okregu o skutecznie unika namierzenia przez nasz nowy orez.

Po kolejnym nieudanym podej$ciu w naszej glowie pojawia sie iskierka nadziei —
moze wszystkie niepowodzenia nie sg kwestia naszej umystowej niedyspozycji,

a tego, ze po prostu sie nie da? Jak jednak mogloby wygladaé¢ uzasadnienie tego, ze
czego$ nie da sie skonstruowaé przy uzyciu samej linijki? Po chwili zastanowienia
jedyne, co przychodzi nam do glowy, to pokazanie, ze nawet jesli pewien
konstrukcyjny przepis sprawdzi sie na jednym okregu, polegnie na innym.

Gdzie jednak nalezy szukaé tego drugiego okregu? Okazuje sig, ze na innej kartce!
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Zamalujmy na przezroczystej kartce p kolo x ograniczone okregiem o. Nad kartka p
umiesémy punktowe zrédto swiatta S w taki sposéb, by na pewno nie znajdowalo sie
ono bezposrednio nad $rodkiem okregu o. Pod kartke p podlézmy réwnolegla do niej
kartke ¢ — nietrudno przekonaé sie, ze koto k bedzie rzucato na ¢ cien w ksztalcie
kota. Wyobrazmy sobie teraz, ze ze $rodka o wystaje maszt i niech A, B beda
punktami przeciecia okregu o z przedluzeniem cienia masztu. Miedzy kartki p i ¢
wstawmy teraz na chwile kartke r, prostopadla do dwusiecznej kata < ASB

— wowcezas k rzuca na r cien w ksztalcie elipsy, ktorej srodek symetrii wyznaczany
jest przez przeciecie r ze wspomniana dwusieczna (rys. 5). W tej sytuacji, jesli
przymocujemy S do punktéw A i B kartki p i tak powstala, sztywna konstrukcje
obr6émy o 180° woko6t dwusiecznej kata ASB, to cien k na r nie ulegnie zmianie
(rys. 6). Poniewaz ciefi kK na ¢ mozemy traktowaé jako cief cienia k na r, a ten
ostatni sie nie zmienil, wiec kolo kK w nowym polozeniu réwniez rzuca na ¢ cien

w ksztalcie kota.

Przypusémy teraz, ze udato sie nam wyznaczy¢ srodek okregu o przy uzyciu samej
linijki. Poprosmy kolege z tawki, by zastosowal ten sam przepis dla cienia okregu o
na kartce q. Ze wzgledu na bogate doswiadczenie w niesamodzielnej pracy kolega
szybko zorientowal sie, ze wystarczy wykonywaé ,cienie” operacji przeprowadzanych
przez nas na okregu o. W tej sytuacji uzyskany przez niego kandydat na srodek
cienia okregu o okaze sie cieniem skonstruowanego przez nas srodka tego okregu.
Niestety, obaj nie mozemy mieé racji, gdyz cien srodka odcinka AB z pewnoscia
nie jest Srodkiem cienia tego odcinka, do czego powinien przekonaé¢ nas rysunek 7.
Uzyskana sprzeczno$¢ dowodzi, ze nie jesteSmy w stanie wyznaczy¢ srodka okregu,
poshugujac sie wylacznie linijka. Nasze wczeéniejsze konstrukcyjne niepowodzenia
zostaly wiec usprawiedliwione — niemoznosé ma jednak swoje dobre strony.

Klopoty z komunikacja
Wojciech CZERWINSKI

»W takich Niemczech to maja dobre drogi, a w Polsce. .. No c6z, éredni czas
potrzebny na przejazd np. z Warszawy do Rzeszowa jest stanowczo za dlugi.”
Wielu Czytelnikéw zapewne zgodzi sie z tym stwierdzeniem lub doda, ze jest

zbyt eufemistyczne, inni za$ powiedza, ze przeciez nie jest znowu az tak Zle. Z kolei
kto$ moze konstruktywnie zaproponowaé, zeby zamiast zastanawiaé sie, jak jest,
zastanowi¢ sie, co zrobi¢, by bylo lepiej. , Jak to co? Nic prostszego — trzeba zaczaé
budowaé nowe drogi!” — chcialoby sie odpowiedzie¢. Wydaje sie, ze to naturalne
rozwigzanie, ktére powinno poprawié¢ nasza sytuacje. Spojrzmy jednak na problem
od strony matematycznej, by przekonaé sie, ze nie zawsze musi to by¢ prawda.

Rozwazmy nastepujacy, hipotetyczny Problem Kierowcy Tira. Powiedzmy, ze

z Warszawy do Rzeszowa moze on jecha¢ na dwa sposoby: albo przez Lublin, albo
przez Radom. Droga z Warszawy do Lublina jest szeroka, ale dluga; jedzie sie nig
zawsze 100 minut. Natomiast droga z Warszawy do Radomia jest krétka, ale
waska, wiec czas przejazdu istotnie zalezy od natezenia ruchu na tej drodze.

Na nasze potrzeby przypu$émy (do$é nierealistycznie), ze jesli jedzie nia
jednoczesnie n tirow, to czas przejazdu dla kazdego z nich wynosi n minut.
Analogiczna sytuacja ma miejsce dla dojazdu do Rzeszowa. Tyle ze teraz podréz
z Radomia do Rzeszowa zawsze trwa 100 minut, a z Lublina do Rzeszowa n minut,
jesli droga jedzie n tiréw. Przypu$émy teraz, ze codziennie z Warszawy

do Rzeszowa jedzie 100 tirow. Jesli wszystkie jechalyby przez Lublin, to czas
przejazdu dla kazdego z nich wyniéstby 100 + n minut, gdzie n = 100, czyli

w sumie 200 minut. Analogicznie, gdyby wszystkie tiry pojechaly przez Radom.
Jednak gdyby potowa tiréw pojechala przez Radom, a druga polowa przez Lublin,
to czas przejazdu dla kazdego z nich zmniejszytby si¢ do 150 minut, i tatwo
wykazaé, ze byloby to optymalne rozwiazanie. Powinno wiec powstaé
Stowarzyszenie Kierowcéw, ktore dbatoby o to, zeby codziennie doktadnie potowa
kierowcow jechata przez Radom, a druga potowa przez Lublin.
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Chodzi o tego samego Johna Nasha,
ktoéry zostal przedstawiony w filmie
Piekny umysl. Za swoje pionierskie
badania nad teorig gier zostal nagrodzony
w 1994 roku Nagroda Nobla z ekonomii.

Jako ze przewéz towaréw z Warszawy do Rzeszowa okazal si¢ jednym z filaréw
naszego przemystu, GDDKiA postanowila poprawi¢ sytuacje kierowcow. W tym celu
pomiedzy Radomiem a Lublinem zbudowana zostala droga (niesamowicie) szybkiego
ruchu, ktora, dzigki wykorzystaniu najnowszych technologii, oferuje natychmiastowy
przejazd w czasie 0 minut. Niestety, projekt ten nie zostal skonsultowany

z zadnymi ekspertami-matematykami, co okazalo sie fatalne w skutkach.

Zastanéwmy sie, jak wybudowanie nowej drogi wplyneto na sytuacje kierowcow.
Poniewaz przejazd pomiedzy Radomiem a Lublinem jest natychmiastowy, to droge
z Warszawy do Rzeszowa mozna w praktyce podzieli¢ na dwa odcinki: z Warszawy
do Radomio-Lublina oraz z Radomio-Lublina do Rzeszowa. Jasne jest, ze

na pierwszym odcinku bardziej optaca sie jechaé¢ droga, ktéra zajmuje n minut, niz
ta, ktéra zajmuje 100 minut, bo zawsze n < 100. Na drugim odcinku jest tak samo.
A zatem najprawdopodobniej wszyscy kierowcy, nie zwracajac uwagi na zalecenia
Stowarzyszenia Kierowcow, pojada trasa Warszawa—Radom—Lublin—Rzeszéw,

co zajmie kazdemu z nich n 4+ 0 + n = 200 minut! Co wiecej, zaden

z kierowcéw nie bedzie zatowal swojej decyzji, bedzie bowiem myélal tak: ,,gdybym
pojechal z Warszawy na Lublin, a nie na Radom, to zamiast n = 100 minut

waska droga jechalbym, tak czy siak, 100 minut, tyle ze szeroka droga”. Co prawda
wtedy jego koledzy przejechaliby trase Warszawa—Radom w 99 minut, wigc moze
jeden z kierowcéw dalby sie przekonaé¢ do zmiany trasy, ale kolejni z pewnoscia nie
(gdyz pogarszaliby oni swéj czas przejazdu z n = 99 minut na 100 minut).

Wigc jak to — wybudowaliémy nowa droge i w praktyce czas przejazdu

wydluzyl sie? Niestety, tak wlasnie jest! A to dlatego, ze kazdy z kierowcéw

dziala na wlasna korzys¢ i w ten sposéb szkodzi innym kierowcom. Widaé, ze
warto czasami konsultowaé sie z matematykami w sprawach z pozoru z matematyka
niezwiazanych. A ze zjawisko nie jest czysto wydumane, $wiadcza rzeczywiste
sytuacje. W Stuttgarcie w 1969 roku inwestycje drogowe doprowadzity do istotnego
pogorszenia przejezdnosci centrum, w Nowym Jorku zas w 1990 roku zaobserwowano
efekt odwrotny: zamkniecie 42. ulicy spowodowato zwickszenie ptynnosci ruchu.
Oba zdarzenia ttumaczy sie paradoksem Braessa, bo tak wlasnie (od nazwiska
niemieckiego matematyka Dietricha Braessa) nazywa sie omawiany przez nas efekt.

Paradoks Braessa jest dobra ilustracja zastosowania teorii gier. Opisana

sytuacja jest szczegbdlnego rodzaju gra, w ktérej graczami sa kierowcy rywalizujacy
(a czasem wspdlpracujacy), aby uzyskaé jak najkrétszy czas przejazdu.

Ich strategiami za$ sa rézne wybory drog. Sytuacja, w ktorej zadnemu z kierowcow
nie oplaca sie zmieni¢ swojej strategii, nazywa sie réwnowaga Nasha. Okazuje

sie, ze w naszej grze réwnowaga Nasha nie musi dawaé¢ optymalnego rozwiazania.
Co wiecej, po zbudowaniu dodatkowej drogi nowa réwnowaga Nasha moze daé
jeszcze gorsze rozwiazanie. Teoria gier zna duzo wiecej przykladow, gdy egoistyczne
dziatanie prowadzi do sytuacji niekorzystnych spotecznie, jednym z najbardziej
znanych jest dylemat wieZnia (pisaliémy o nim m.in. w Delcie 5/2015).

Powyzszy przykiad rodzi pytanie o to, jak bardzo moze nam zaszkodzié
nieprzemyslane budownictwo drég. Czy moze sie okazaé, ze na skutek inwestycji
GDDKIiA czas przejazdu z Warszawy do Rzeszowa wydluzy sie np. dwa albo pieé
razy? Na szczescie nie! Przy zalozeniu, ze czas przejazdu dla kazdego odcinka
drogi jest liniowa funkcja natezenia ruchu (czyli jest postaci an + b, gdzie n to
liczba kierowcéw, a a i b to ustalone liczby rzeczywiste), mozna wykazaé, ze
sytuacja moze zostaé¢ pogorszona co najwyzej o jedna trzecia, czyli tak, jak ma to
miejsce w naszym przykladzie (ze 150 minut na 200). Jak to wykazano — to juz
zupelnie inna historia. Co ciekawe, za sformutowanie problemu, rozwiazanie go
oraz kilka wynikéw w poblizu przyznano w 2012 roku bardzo prestizowa nagrode
Godla za wybitne osiggniecia w dziedzinie informatyki teoretycznej.

Okazuje sie réwniez, ze nasze rozwazania maja zwigzek z informatyka. Smiato
mozna sobie wyobrazié¢, ze zamiast miast mamy systemy komputerowe, ktore
przesylaja miedzy soba nie tiry, a informacje i nie po drogach, ale laczami

o pewnych przepustowosciach — a efekty jak w paradoksie Braessa moga by¢
identyczne. Jak widaé¢, matematycy, przynajmniej niektorzy, zajmuja sie wciaz
pytaniami, ktére kazdy z nas moze zrozumieé i sa istotne w praktyce.
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1 m? powierzchni Marsa otrzymuje

od Stofica 1,522 = 2,31 razy mniej energii
niz w przypadku Ziemi. Ilo$¢ energii
przypadajaca na 1 sekunde¢ to tzw. stala
sloneczna. Dla Ziemi wynosi ona

1367 W/m?. Dla Marsa bedzie zatem
réwna 1367/2,31 W/m? = 591,8 W/m?.

Rok marsjanski liczy $rednio 668,61
marsjanskich déb érednich stonecznych.
Dlugos$é marsjanskiej doby jest prawie
réwna ziemskiej i wynosi

24 h 37 min 22 s.

Korzystajac ze wzoru Clapeyrona,
obliczmy gesto$¢ p marsjanskiej
atmosfery, biorac pod uwage tylko COs.
Masa molowa p = 44 kg/kmol.

p =8 hPa=8-10? N/m?. Zalozymy, ze
T =200 K = —73°C. Stala gazowa

R = 8,31 - 10 J/kmol K.

pV = (m/pu)RT, z czego wynika

m/V = p = pup/(RT). Zatem

p = 0,02 kg/m® =20 g/m>.

P A[10* hPa)
6
5
4
3 ciato stale ciecz gaz
2
1
R T[°C]
0 :
—140 —100 —56,6 —20 0 +20

Rys. 1. Diagram fazowy COa.

Wycieczka na Marsa Lech FALANDYSZ

Mimo sporadycznych zapewnien przedstawicieli réznych agencji kosmicznych

i rzadow o planach wystania zalogowej misji na Marsa na miedzyplanetarna
wyprawe i pierwsza stala baze przyjdzie nam chyba troche poczekaé. Jednak juz
teraz mozemy sprobowaé przenie$é¢ sic w myslach na powierzchnie tej pustynnej
planety, positkujac si¢ w naszej podrézy niczym nieokielznana wyobraznia,
prawami fizyki oraz danymi zebranymi przez bezzalogowe sondy i ladowniki.

Powierzchnia Marsa jest geologicznym (a w zasadzie areologicznym) polem
bitwy, jak na boga wojny, Marsa (Aresa) przystalo. Na réwninach porozrzucane
sg wsréd wydm skaly réznych wielkosci. Wydmy z piasku, pyltu i popiotu
wulkanicznego utworzone sa przez wiatry i huragany. W innych miejscach
spotkamy rozpadliny, kaniony, kratery, wulkany i twory przypominajace koryta
wyschnietych rzek, niektore o wiele wigksze od ziemskich. Wulkan Olympus Mons
jest ponad dwukrotnie wyzszy od ziemskiego Mount Everestu. Krater Victoria
ma okoto 800 km $rednicy. Kaniony maja lacznie dtugosé kilku tysiecy km, a ich
glebokosci wynosza kilka kilometréw. Cale to bogactwo krajobrazowe zwienczaja
okazale i wysokie tancuchy goérskie, nad ktérymi widaé czasem dwa niewielkie
ksiezyce, Fobosa i Deimosa, okrazajace planete w plaszczyznie réwnikowe;j

po prawie kotowych orbitach.

Srednia odlegloéé Marsa od Slofica jest 1,52 razy wicksza od sredniej odleglosci
Ziemi od Stonica. W zwiazku z tym (oraz w wyniku braku porzadnego efektu
cieplarnianego) érednia temperatura na Marsie jest znacznie nizsza niz na Ziemi.
Na marsjanskich biegunach temperatura czesto osiaga minus 120°C. W okolicach
rownika noca moze by¢ okolo minus 50°C. Jedynie w ciagu letnich dni temperatura
osiaga dodatnie wartosci — na rowniku nawet 30°C. O$ obrotu Marsa jest
nachylona do plaszczyzny orbity pod katem 25°11’. Takie nachylenie przyczynia
sie do podobnego jak w przypadku Ziemi zréznicowania dtugosci por roku.

Atmosfera Marsa zlozona jest gléwnie z dwutlenku wegla CO4 (okolo 98%).
Znikoma reszte stanowia: tlenek wegla CO, tlen Og i para wodna. Przy
powierzchni planety ci$nienie atmosfery jest bardzo mate, wynosi okoto 8 hPa
(na Ziemi okolo 1013 hPa) i wartosé ta ulega niewielkim wahaniom. Gdyby nawet
sklad atmosfery przypominal ziemski, zbyt niskie ci$nienie uniemozliwialoby
oddychanie. Przy powierzchni Marsa gesto$é¢ atmosfery wynosi 20 g/m?, a wigc
64,5 razy mniej niz ziemskie réwne 1,29 kg/m?3.

Predkoéci czasteczek gazu atmosferycznego sa rézne. Dlatego najczesciej

oblicza sie dla czasteczek warto$é sredniej predkosci kwadratowej vg, = 1/3RT/ .
W najcieplejsze dni na Marsie, gdy temperatura jest w poblizu 30°C, vg, wynosi
okoto 0,4 km /s, czyli jest poréwnywalna ze Srednig predkoscia czasteczek powietrza
ziemskiego, ktére w warunkach normalnych maja srednia predkosé okoto 0,5 km/s.
Jezeli czasteczka gazu osiagnie tzw. predkosé ucieczki z pola grawitacyjnego planety,
to oddali si¢ w przestrzen miedzyplanetarng. Porownajmy wartosci predkosci
czasteczek z wartoscig predkosci ucieczki. Predkosé ucieczki ciata z powierzchni
Marsa (druga predkosé kosmiczna) obliczona ze wzoru vy = /2GM /R,

gdzie M = 6,42 - 10?3 kg i R = 3389 km oznaczaja mase i $redni promiefr Marsa,
wynosi okolo 5 km/s. Wynika stad, ze $rednie predkosci czasteczek sa kilkanascie
razy mniejsze od predkosci ucieczki, dlatego tez Mars utrzymuje stabilng
atmosfere. Mala $rednia predko$¢ czasteczek w poréwnaniu z vy nie oznacza, ze
nie ma czasteczek, ktérym udaje sie uciec z Marsa. Na duzej wysokoéci, na skutek
m.in. reakcji egzotermicznych, dziatania wiatru stonecznego i promieniowania
kosmicznego, czesé gazu atmosferycznego ma wystarczajaca energie kinetyczna,
by uciec z Marsa. Przed kilkoma miliardami lat, w czasach gdy planety

byly mlode i gorace, wysoka temperatura atmosfery sprzyjata ucieczce lekkich
atoméw i czasteczek. Obecnie atmosfera zawiera gtownie ciezsze czasteczki COas.
W przeszlosci sktad atmosfery zmienial si¢ rowniez pod wplywem wulkanow, ktore
przyczynialy sie do uzupelniania atmosfery gazami wyrzucanymi podczas erupcji.

Rysunek 1 przedstawia diagram fazowy ukazujacy, jaki stan skupienia ma COs
w zaleznosci od cisnienia i temperatury. Punkt potrojny dla CO5 odpowiada

9



P A [LPa) ci$nieniu 5180 hPa i temperaturze T'= —56,6°C. Na Marsie ci$nienie oscyluje
S0 1 P W w poblizu 8 hPa, jest wiec ponad 600 razy mniejsze od ci$nienia w punkcie
Clecy? s. . . . . . .
8 \ ) (wodg) y potréjnym. Jezeli temperatura zmienia si¢ w granicach od okoto —130°C
6I 117 Cl‘llosme ________ ‘ ; do okoto 30°C, to z wykresu wynika, ze CO5 na Marsie moze istnieé¢ jako gaz lub
S8 I l 5 jako cialo stale (szron), natomiast nie w stanie ciekltym. Przy wzroscie
4 temperatury szron sublimuje, stajac sie gazem. Za obserwowane sezonowe zmiany
2 : rozmiarow marsjanskich czap polarnych odpowiada wlaénie sublimacja
001 TP O o S A
0 ; zestalonego CO4. Rozwazmy jeszcze, w jakich stanach skupienia moze istnie¢
—120 80 40 0 +40 na Marsie woda, ktéra tam jest, lecz jeszcze nie wiemy, w jakiej iloSci. Rysunek 2
Rys. 2. Diagram fazowy wody. przedstawia diagram fazowy z punktem potréjnym dla wody. Prostokat

zaznaczony przerywang linia wskazuje przyblizone granice, w jakich przy
powierzchni planety zmienia sie ciSnienie atmosferyczne oraz temperatura.
Wynika z tego, ze HoO na Marsie moze istnie¢ w kazdym z trzech standéw
skupienia. Poniewaz temperatura przewaznie jest duzo nizsza od 0°C, wiec
H>0O ma postaé¢ lodu. W letnie noce HyO jest w postaci lodu, ale gdy nastanie
cieply dzien, 16d ten sublimuje do postaci lotnej, albo przy wyzszym ciSnieniu
zamienia si¢ w ciecz, ktéra paruje. W atmosferze Marsa wykryto pojawianie sie
bardzo rozrzedzonych oblokéw pary wodnej. W letni dzienn wieczorem, gdy
temperatura jest juz niska, para wodna sie skrapla, a przy dalszym ochlodzeniu
woda zamarza. Przy ciSnieniu ponizej tego, jakie odpowiada punktowi
potréjnemu, nastepuje resublimacja pary i powstaje szron. Mozliwe, ze

w skladzie czap polarnych oprocz CO; jest pewna ilo$¢ wodnego szronu.

Bezpieczne ladowanie na Marsie wymaga wybrania odpowiedniej pory. Czasami
na powierzchni planety szaleja huragany. Mimo tego, ze gesto$¢ atmosfery jest
niewielka, to jednak wichury dzialajg z wyraznie widocznymi skutkami. Najwieksze
huragany powstaja, gdy Mars znajdzie sie w poblizu peryhelium. Wéwczas burze
piaskowe utrzymujg sie przez kilka tygodni na potudniowej potkuli, czasem siegajac
nawet pdtkuli péinocnej. Widocznoéé jest wowcezas bardzo ograniczona. Obliczmy
moc wiatru podczas huraganu i poréwnajmy ja z moca huraganéw ziemskich.
Predkos$é wiatru w porywach dochodzi na Marsie do v = 300 km/h ~ 80 m/s.
Oszacujmy wplyw wiatru marsjanskiego na przykladowa powierzchnie S. Moc
wiatru przez powierzchnie P/S = %pv3 to okoto 5800 W/m?, a odpowiadajace
j€j cisnienie p = %pv2 wynosi okoto 70 Pa. Na Ziemi odpowiednikiem

Skala Francisa Beauforta, stuzaca marsjanskiego huraganu jest wicher majacy ponad 8 stopni w skali Beauforta.
do opisu sily wiatréw na Ziemi, jest Na Marsie ogromnag predkos¢ wiatru rekompensuje mniejsza niz ziemska

w przyblizeniu dana wzorem L, . . i . o . .

B ~ 1,13v%/3 gdzie v jest predkoscia gesto$é atmosfery, waznym czynnikiem jest jednak nizsze ciazenie — przyszli
wiatru w m/s. marsjanscy osadnicy beda musieli w czasie wichur odpowiednio zabezpieczaé

znajdujace si¢ w rejonie zlej pogody urzadzenia, pojazdy i obiekty mieszkalne.

Przy odpowiednio dobrej pogodzie mozemy wybraé sie na zwiedzanie planety.
Jak jednak podrézowacé? Piesze wedréwki majg na Marsie jedna zalete: wazymy
tylko 38% tego, co na Ziemi. Poza tym udogodnieniem spotkaja nas tylko same
utrudnienia. Po wydmach, pagorkach, wsréd rozpadlin i skalnych rumowisk, wsréd
wawozéw i kanionéw, na stokach wulkanow i w gorach, nasza wedrowka bytaby
ucigzliwa i powolna. Bardzo rozrzedzona atmosfera nie chroni przed szkodliwym
promieniowaniem kosmicznym, musielibyémy zatem nosié¢ specjalne kombinezony
ochronne. Uzyteczny bytby wygodny gasienicowy pojazd przystosowany do ruchu
po wydmach i nieréwnym podlozu. Podréze samolotami takimi, jakich uzywamy
na Ziemi, sg niemozliwe. Samoloty turboodrzutowe oraz turboémiglowe pobieraja
bezposrednio z atmosfery ziemskiej tlen, ktéry wykorzystuja jako utleniacz paliwa.
W atmosferze Marsa jest go o wiele za malo. Ponadto, aby samolot wzniost

sie ponad pas startowy w rozrzedzonej marsjanskiej atmosferze, powinien uzyskaé
szybkosé okolo pieciokrotnie wieksza niz na ziemskim lotnisku, czyli mniej wiecej

Sila nosna balonu zalezy od réznicy rowna predkosci dzwigku w ziemskich warunkach. By¢é moze na podroéze

gestosel gazéw we wnetrzu balonu i wokél o 1y ihardziej odlegle miejsca na planecie nadawalby sie samolot rakietowy,

niego. Na kulisty balon prézniowy N R . .
0 objetosci V w atmosferze ziemskiej dysponujacy wlasnym zapasem utleniacza, np. cieklego tlenu. Na dalsze odleglosci

dziala sila wyporu: Fz = p1Vgz. : s /- . , .
Na Marsie natomiast Fas — paV gar, i do miejsc trudno dostepnych podréze nalezaloby odbywaé w specjalnym module,

gdzie py = 1,29 kg/m?, ps = 0,02 kg/m?, ktéry wznositby sie i dalej przemieszczal dzieki kilku silniczkom napedowym
co pozwala nam oszacowaé stosunek sit 14 pewrowym. A moze oplaca sie polecie¢ balonem? Sita wyporu w atmosferze

wyporu Fz /Fuar = (p1/p2) - (8z/8m) = . .. . .. . . o
=64,5-2,65 ~ 171. ziemskiej przy powierzchni jest 171 razy wigksza od analogicznej sily wyporu
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w atmosferze Marsa. Nie jest zatem oczywiste, czy sila wyporu pokona

ciezar samego balonu i czy on si¢ wzniesie. Aby to rozstrzygnaé, obliczymy cigzar
kulistego balonu prézniowego oraz warto$¢ sity wyporu dzialajacej na ten balon
w atmosferze Marsa. Aby balon zachowal kulisty ksztalt, powinien by¢ wykonany
ze sztywnego materiatu. Zalézmy, ze nasz ,balon prébny” ma promien 1 m

i jest wykonany z nowoczesnego widékna weglowego, majacego niewielka

gestodé p, = 600 kg/m”. Zalézmy, ze Scianka balonu ma grubosé d = 0,1 mm.
Ciezar @) pustego balonu na Marsie wynosi: Q = mgy = 4nr?pydgy ~ 2,8 N.
Sita wyporu jest réwna poVegn = p2(4/3)mr3gar = 0,31 N, jest zatem mniejsza
niz Q. Niewielka gesto$¢ atmosfery jest przyczyna niewystarczajacej sity wyporu.

7 tego samego powodu niektore efekty akustyczne sa na Marsie inne

niz na Ziemi. Obliczmy predko$¢ dzwieku przy powierzchni Marsa,

przyjmujac dane takie, jak przy obliczeniu gesto$ci marsjanskiej atmosfery.
Stosunek ciepel wlasciwych dla CO2 wynosi k = ¢,/¢, = 1,3. Predkosé

dzwieku w temperaturze —73°C wynosi vs pr = /kRT/p = 220 m/s. Dzwick

w atmosferze marsjanskiej rozchodzi sie okoto 1,5 raza wolniej niz w atmosferze
ziemskiej. Czy ma to wplyw na dZzwieki muzyki, ktéra chcielibySmy zagraé

w atmosferze Marsa? WeZzmy pod uwage strune instrumentu muzycznego (rys. 3).
Czestotliwosé podstawowa drgan fi zalezy od wielkosci sity F' naciaggu struny
oraz od masy m i dlugosci | struny wedtug wzoru: fi = v/ F/ml. Jezeli parametry
te beda takie jak na Ziemi, to i czestotliwosé f1 oraz wyzsze harmoniczne
rowniez beda takie same. Inaczej natomiast zagraja aerofony. Wezmy pod uwage
zamknieta piszczatke (rys. 4). Jezeli na Ziemi w temperaturze 20°C wydaje

ona ton podstawowy o czestotliwosci f; = 440 Hz, to ma ona

dlugosé | = v, z/(4f1) = 19,3 cm. Na Marsie, przy mniejszej
predkosci dzwigku piszczatka ta ma ton podstawowy

o czestotliwodcei f; = 287 Hz; na Ziemi ma ton podstawowy
a' réwny 440 Hz, natomiast na Marsie jej ton podstawowy

zblizony jest do tonu d'. Aby piszczalka miata na Marsie

ton podstawowy a', jej dlugoéé powinna wynosié 12,6 cm.

g1 61 f1 d1 61 61 g1 g1 61 f1 d1 61 61
Rys. 5
)
y —— f f f f f
'SJ —— f 1 i ——= i

M
h gis fis a fis fis e gis h

Rys. 6

2r

Rys. 7

Zatézmy, ze w kroplomierzu znajduje

sie woda o temperaturze 20°C,

a $rednica wewnetrzna otworu
wylotowego wynosi d =1 mm.
Wspoétczynnik napiecia powierzchniowego
dla wody w tej temperaturze wynosi

o ="7,27-10"2 N/m, a gestos¢ wody
p=10% kg/m?.

e St 33

h gis gis a fis fis

Piszczalka przeniesiona z atmosfery ziemskiej do atmosfery
marsjanskiej ma podstawowy ton nizszy, a jego czestotliwosé
stanowi 0,65 czestotliwosci na Ziemi. Aby na Marsie zagraé¢
na organach wedlug zapisu nutowego stosowanego na Ziemi, nalezy skorzystac
z piszczatek majacych okoto 65% dlugosci piszczalek uzytych na Ziemi. Gdy
zagramy piszczaltkami takimi samymi jak na Ziemi, tony muzyki beda
transponowane. Na rysunku 5 przedstawiony jest zapis nutowy popularnej
dzieciecej piosenki ,,Wlazl kotek na plotek i mruga...”. Tak gramy na Ziemi.
Jezeli na Marsie nie zmienimy piszczalek i zagramy zgodnie z tym zapisem, to
ustyszymy muzyke wedlug zapisu przedstawionego na rys. 6. Aby na Marsie
muzyka ta brzmiala jak na Ziemi, nalezy wybra¢ do kazdego tonu piszczalke

0 35% krétsza niz na Ziemi i korzystaé z ziemskiego zapisu nutowego (rys. 5).
7Z kolei, jezeli krotsze piszczalki przeniesiemy na Ziemie, to dadza one
czestotliwosci 1,53 razy wigksze niz na Marsie — piszczatka, ktéra na Marsie ma
dlugoéé 12,6 cm i wydaje tam ton podstawowy a' o czestotliwosci 440 Hz,

na Ziemi daje ton podstawowy 674,6 Hz (dis?).

e gic e

Na koniec rozwazmy zjawisko tworzenia sie kropli cieczy wychodzacych

z kroplomierza (rys. 7), znajdujacego si¢ na Marsie w klimatyzowanym
pomieszczeniu. Na wyplywajaca krople dziala sita napiecia powierzchniowego.
Gdy kropla stanie sie odpowiednio duza, jej ciezar przezwyciezy sile napiecia
powierzchniowego i kropla oderwie sie. Jak duza moze by¢ kropla na Marsie?

Dla uproszczenia obliczen zal6zmy, ze kropla ma ksztalt kulisty. Gdy kropla odrywa
sie, jej ciezar @ rowny jest sile F' = wdo napiecia powierzchniowego, proporcjonalnej
do obwodu otworu kroplomierza md i napiecia powierzchniowego o. Z poroéwnania sit
dostajemy promienr Ry = (3do/(4pgar))/?. Po podstawieniu wartosci liczbowych
otrzymamy Rj; = 2,45 mm. Dla Ziemi natomiast, gdzie gz = 2,65 gy, dostaniemy
Rz = 2,45/(2,65)1/3 = 1,8 mm. Wynika stad, ze przecietna marsjanska kropla jest
okoto 2,5 raza wieksza od ziemskiej, co moze mieé¢ znaczenie podczas odmierzania
kropel kroplomierzem, a takze podczas kapieli pod marsjanskim prysznicem.
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Rys. 1. Uporzadkowanie generowane
przez algorytm dla n = 6 budynkéw
o wysoko$ciach b; = i.

Mota delld

Architekci i algorytmy (2)

W marcowym numerze Delty postawiliémy nastepujace pytanie: w jaki sposéb
uszeregowa¢ n budynkéw o wysokosciach danych ciagiem by, bs, ..., b,, aby suma
réznic wysokosci sasiadujacych ze sobg budynkéw ). |b; — b; 11| byta jak
najwigksza. Przyjmijmy dla uproszczenia, ze liczba budynkéw n jest parzysta

i réwna co najmniej 4. Algorytm znajdujacy optymalne uszeregowanie mozna
opisa¢ tak:

Krok 0. Uporzadkuj budynki od najnizszego do najwyzszego. Wysokosci
budynkow utworza niemalejacy ciag by, b, . .., baox, gdzie n = 2k.

Krok 1. ,Przelam” ciag (b;) miedzy wyrazami by i byy1, otrzymujac dwa
pOdCi@gi: bl, bg, ceey bk—l, bk oraz bk+17 bk+2, ey bgk_l, ka.

Krok 2. | Przeléz” wyrazy podciagéw naprzemiennie, tak ze otrzymasz ciag
br+1,b1,bp42,02,...,bok, bg.

Krok 3. Ustaw w dowolnej kolejnosci wyrazy stojace na miejscach
nieparzystych (z wyjatkiem pierwszego), tj. wyrazy bri2, bkt3, - .., bog.

Krok 4. Ustaw w dowolnej kolejno$ci wyrazy stojace na miejscach parzystych
(z wyjatkiem ostatniego), tj. wyrazy by, ba, ..., bg_1.

Wynik dzialania algorytmu dla przyktadowego ciagu zilustrowano na rysunku 1.
Dodajmy pewne uwagi.

Po pierwsze: instrukcja ,ustaw w dowolnej kolejnosci” oznacza, ze w wyniku
wykonania algorytmu mozemy uzyskaé (k — 1)!- (k — 1)! optymalnych
uszeregowan. Oczywidcie wygenerowane uszeregowania beda wszystkie rézne
tylko wéwczas, gdy wszystkie wyrazy podciagéw, o ktérych mowa w krokach 3-4
algorytmu, sg rozne.

Po drugie: rozwigzan jest tak naprawde dwa razy wiecej (chyba ze wszystkie
wysokosci budynkéw sa jednakowe), gdyz po zapisaniu wyrazéw ciagu,
wygenerowanego przez algorytm, w odwrotnej kolejnosci, réwniez otrzymamy
optymalne uszeregowanie.

W efekcie zastosowania krokéw 0-2 dla ciagu 5, 10, 10, 15, 25, 25, 30 i 45
otrzymamy optymalny ciag 25, 5, 25, 10, 30, 10, 45, 15. Wszystkich optymalnych
rozwiazan, ktére uzyskujemy wykonujac kroki 3—4, jest w sumie 36 (dlaczego?).

Jak uzasadnié¢, ze przedstawiony wyzej algorytm daje optymalne rozwigzanie,
czyli takie uszeregowanie budynkéw, ze suma réznic wysokosci sasiednich
budynkoéw bedzie najwigksza z mozliwych?

Zauwazmy, ze jesli dwa budynki b; 1 b; sasiaduja (przy czym b; > b;), to ich
wktad w sume réznic wynosi b; — b;. Zatem dla kazdej pary wklad to réznica
wysoko$ci wyzszego budynku i wysokoéci nizszego budynku. Mamy n — 1 takich
par, a kazdy budynek (oprécz skrajnych) nalezy do dwéch takich par. Zatem
sume réznic mozna zapisaé¢ jako

n
S = Z(bl i+ bi - Yi),
i=1
gdzie wérod wartosci x4, ..., x, oraz yi,..., Yy, dokladnie dwie sa réwne 0,
doktadnie n — 1 wartosci jest rownych 1 i dokladnie n — 1 wartodci jest
rownych —1. Mozna zauwazy¢, ze dla by < by < ... < by, suma S przyjmie
maksymalna warto$¢ wtedy, gdy 1 <y1 <22 < y2 < ... < Ty < Yn.
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1 2 3 4 5 6 Pozostaje wykazaé, ze istnieje uszeregowanie, ktére realizuje te sume. Latwo sie
z | -1 -1 -1 0 1 1 przekonaé, ze jest to, na przyklad, uporzadkowanie uzyskane w kroku 2
algorytmu. Woéwczas wartoéci x; 1 y; dla i < k — 1 sa réwne —1, wartosé

xr = —1, wartodci yg 1 xx41 sa rowne 0, wartod¢ yi1 = 1 oraz wartodci x; i y;
dla i > k + 2 sa réwne 1 (rys. 2). Tak wiec

b3 S = (bk+1 — bl) + (bk+2 — bl) + (bk+2 — bg) + ...+ (bgk — bk)

Zauwazmy réwniez, ze permutacje, ktére wykonujemy w krokach 3-4 algorytmu,
b H nie zmieniaja wartosci x; i y; dla indeksow i < k — 1 oraz i > k + 2, zatem
D nie psuja optymalnosci rozwiazania.

o -1 1 -1_1 -1
1 -1 1 -1 1 0

Jako zadanie dla Czytelnikow pozostawiamy uzasadnienie, ze algorytm generuje

Rys. 2. Pod budynkiem b; zapisano wszystkie mozliwe optymalne uszeregowania budynkdéw, czyli ze wyrazy
odpowiadajgce mu wartoéci x; i y;.

podciagéw, o ktérych mowa w kroku 1, muszg wystepowaé naprzemiennie.
(Mozna tu skorzystaé z obserwacji, ze permutacje z krokéw 3—4 sa jedynymi,
ktére nie zmieniaja wartosci x; i y;, 1 popatrzeé, co sie dzieje z suma S, jesli
ktéres z wartodci zostana zmienione.)

Czytelnik Wnikliwy moze zapytaé: a co w przypadku, gdy n jest liczba
nieparzysta? Czy przedstawiony wyzej algorytm mozna w prosty sposéb
zaadaptowaé dla takiej sytuacji? Okazuje sie, ze tak! W jaki sposéb to zrobié¢?

Gdy n = 2k + 1, dla pewnego naturalnego k > 1, mamy 2k par sgsiadujacych
budynkéw, a kazdy budynek (oprécz skrajnych) nalezy do dwdch takich par.
Postepujac jak poprzednio, sume réznic mozna zapisaé jako

2k+1
S=">(bi-wi+bi- i),
i=1
gdzie wéréd wartosci a1, ..., Zopy1 Oraz yi, ..., Ysg+1 dwie sa rowne 0,

2k wartodci jest réwnych 1, a 2k wartosci jest rownych —1. Znowu dla
niemalejacego ciagu (b;), suma S przyjmie maksymalna wartos¢ wtedy, gdy

1 S Y1 S T2 < Yo < ... < Topg1 < Yokt1- Mozna sig jednak przekonad, ze dla
zadnego k nie istnieje takie uszeregowanie, ze wartosci x; i y; dla i < k sg
rowne —1, wartosci xgy1 1 ygy1 sa rowne 0, a wartosci x; i y; dlai > k+ 2 sa
rowne 1, gdyz wartosci 0 musza by¢ przypisane skrajnym, a wiec réznym,
budynkom (inaczej oznaczaloby to, ze budynek o wysokosci by41 jest skrajnym
zaréwno z lewej, jak i prawej strony). Kiedy zatem suma S bedzie najwieksza?
Sa trzy mozliwosci.

vi[-1 0 -1 1 1 (1) Jesli bgy1 — b < bg2 — biy1, to maksymalna suma bedzie odpowiadaé
) b5 zamianie wartosci yr = 01 yx+1 = —1, a wigc np. uszeregowaniu
4
b3 bk+17bk+2;blabk+37b27"'ab2k+17bk'
b2 (2) Jesdli byy1 — b > bgta — bit1, to maksymalna suma bedzie odpowiadaé
E] H zamianie wartosci xpr1 = 11 2542 = 0, a wigc np. uszeregowaniu
0o 1 -1 1 - bi+2,b1, 043, b2, ..., bagr1, br, b1

(3) Jesli byy1 — b, = bg2 — bit1, to oba wyzej wymienione uszeregowania beda
zwiazane z maksymalna suma (rys. 3).

b; 1 2 3 4 5
zl :} :} é (1) i Przeprowadzajac analogiczne rozumowanie jak w przypadku n parzystego,
! bs mozna pokazaé, ze wykonujac pewne permutacje, mozemy otrzymac wiecej
b optymalnych uszeregowan budynkow. Gdy wszystkie wysokosci budynkdéw sa
bs rézne, to ich liczba jest réwna 2 - k!- (k — 1)! (lub jeszcze dwa razy wieksza, jesli
by mamy do czynienia z trzecia mozliwoscia z powyzszej listy).
b H Przy okazji: ,przelamywanie” ciagu i naprzemienne ,przektadanie” wyrazow
D podciagéw moze Czytelnikowi przypominaé tasowanie kart w grach karcianych.
0 , Ly Ly 1 0 To celne spostrzezenie! Wiecej na temat teorii tasowania kart (i nie tylko)
Rys. 3. Praykiadowe porzadkowania Czytelnik znajdzie w ksigzce lana Stewarta pt. Jak pokroié tort i inne zagadki
dla nieparzystej liczby budynkdéw. matematyczne, Wydanej w j@zyku polskim w 2012 roku.

Malg Delte przygotowali Pawel PEREKIETKA i Tomasz IDZIASZEK
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Rozwigzanie zadania M 1466.
Odp. Nie!

Przypusémy, ze istnieje taki zbiér W.
Woéwecezas istnieja w tym zbiorze okregi
w1, ws,ws, ktére maja punkt wspdlny A,
oraz okrag w, ktéry nie przechodzi przez
A. Oznaczmy punkty wspdlne, rézne

od A, okregéw wi i wa, wo i ws,

ws 1 wy, odpowiednio przez

B, C oraz D. Wéwczas w przechodzi
przez wszystkie te punkty.

ozwazmy pigty okrag w’ ze zbioru W.
R 3 ty ok

Musi on przechodzié¢ przez A lub B
(poniewaz sa to jedyne punkty wspdlne
okregéw w1 i wa). Podobnie okrag w’
musi przechodzi¢ przez co najmniej jeden
z kazdej pary punktéw sposréd A, B,

C i D. Stad w’ przechodzi przez

co najmniej trzy z tych punktéw. To jest
jednak niemozliwe, bo kazda taka tréjka
wyznacza jednoznacznie jeden z okregdéw
w1, W2, W3, W.

Na tytul sktadaja sie stowa

$p. Tadeusza Chrostka — kuglarza
z Bytomia — mojego mistrza sztuk
tajemnych.

*Patac Mlodziezy w Katowicach

Poziom morza na Marsie

Lubie¢ sobie wyobrazaé, ze w przysztosci na skolonizowanym przez Ziemian
Marsie bedzie mozna wybraé sie na wycieczke, np. trekking na gére Olimp
réwnie tatwo jak obecnie w Tatry. Olimp (Olympus Mons) jest olbrzymim
wygastym wulkanem tarczowym o wysoko$ci prawie 22 km ponad poziom morza.
Jest zatem ponad dwukrotnie wyzszy niz Mount Everest, a jego rozmiar

u podstawy jest podobny do rozmiaru Polski.

Chwileczke — méglby tu zglosi¢ uwage Czytelnik Trzezwo Mys$lacy — o ile mi
dobrze wiadomo, na Marsie nie ma morza, wiec w jaki sposéb wyznacza sie jego
poziom? To dobre pytanie: poziom, od ktérego mierzy sie na Marsie wysokosci,
jest w konkretny sposéb zdefiniowany, a definicji byto w historii badan Marsa
co najmniej dwie.

W pierwszych latach pionierskich badan Marsa, od czaséw sondy Mariner 9

do okolo 2001 roku, poziom marsjanskiego morza okreslal punkt potréjny wody.
Jest to miejsce na diagramie fazowym, w ktorym 16d, woda w stanie ciekltym

i para wodna moga wspdélistnie¢ w rownowadze termodynamicznej,

w temperaturze nieco powyzej 0 °C (dokladnie 0,01 °C, czyli 273,16 K)

i cidnieniu 611,73 Pa. Rozumowanie naukowcéw bylo niezwykle proste: dla
ci$nien mniejszych od krytycznego 611,73 Pa woda nie moze istnie¢ w stanie
cieklym, zatem o istnieniu morza nie moze tez by¢ mowy. Ci$nienie punktu
potrojnego wody jest w przyblizeniu rowne éredniemu marsjanskiemu ci$nieniu
atmosferycznemu przy powierzchni. Miejsca o ciSnieniu odpowiadajacym wtasnie
ci$nieniu punktu potréjnego wody moga wiec odpowiadaé powierzchni
hipotetycznego oceanu. Definicja powierzchni okreslajacej punkt zerowy
marsjanskiej areografii za pomoca aeroidu (powierzchni wyznaczonej przez cechy
atmosfery) wydaje mi sie wiec calkiem elegancka.

Druga, nowoczesniejsza definicja uzywana po 2001 r., czyli od czaséw misji Mars
Orbitera (eksperyment MOLA, Mars Orbiter Laser Altimeter) do zdefiniowania
poziomu morza uzywa nieco bardziej ,przyziemnej” konwencji. Skoro wszystkie
miejsca na powierzchni oceanu muszg mie¢ ten sam potencjal grawitacyjny
dyby tak nie bylo, woda przeplywaltaby z miejsc o wyzszej energii do miejsc
izszej energii), to za poziom odniesienia na powierzchni Marsa mozna przyjaé
wierzchnie ekwipotencjalna odpowiadajaca éredniemu promieniowi rownika
uwzglednieniem poprawek zwiazanych z rotacja Marsa).
Michal BEJGER

Logarytm — logika i rytm?
Adam KOLANY”

Dodawanie jest tatwe. Kazdy sie z tym zgodzi. Ot, zapisujemy dodawane liczby
jedna pod druga, dodajemy kolejne cyfry, baczac na przeniesienia i to wszystko.
Gorzej jest z mnozeniem. Wyznaczenie iloczynu liczby n-cyfrowej przez liczbe
m-cyfrowa, gdzie m > n, wymaga co najmniej dodania n liczb o okoto

m + n cyfrach kazda. Zajmuje to duzo miejsca, czasu. Latwo sie pomyli¢.
Zastanéwmy sie zatem, czy nie daloby sie jako$ tak ,zakodowad” liczb, aby
zamiast mnozy¢ liczby jako takie, dodawac ich kody, a nastepnie wynik
odkodowaé, dostajac iloczyn. Innymi stowy, pytamy o istnienie funkcji

k: R — R, ktéra spelnia zwigzek:

(%) k(x-y) = k(z) + k(y), =z,y€eR
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No tak, ale juz na pierwszy rzut oka widac, ze jedyna taka funkcja jest funkcja
stale réwna zeru. Bo przeciez r(z) + k(0) = x(x - 0) = £(0), skad x(z) = 0 dla
dowolnego .

Hmm. .. To moze ztagodZzmy nieco nasze wymagania? Wladciwie po co mamy
kodowaé zero? W koncu wszyscy wiedza, jak sie przez nie mnozy? Wiecej —
wystarczy takie kodowanie znalezé tylko dla liczb dodatnich — przeciez wiemy,
jak znak iloczynu zalezy od znakéw czynnikow.

Tak wiec szukamy funkcji x: (0, +00) — R, ktéra spelnia zwiazek (x) i ktora
nie jest stale réwna zeru. Wiecej, szukaé¢ bedziemy takiego k, ktore jest ciagte,
czyli ktére dla bliskich wartosci argumentéw przyjmuje bliskie wartosci i to

w dodatku tak, aby doktadnoécia tego przyblizenia mozna bylo ,sterowac”.

Bez zalozenia cigglodci réwnanie (x) 7 warunku (*) latwo dostajemy
nie ma jednoznacznego rozwiazania.
Dokladniej rzecz ujmujac, istnieje (*1) H(%) = _H(x) dla x > 0, oraz

nieprzeliczalnie wiele rozwigzan tego N .
réwnania, wéréd ktérych dokladnie jedno (*2) K(LL' ) =T Ii({ﬁ) dlaz>0irel
jest ciagle. Te nieciagle sa jednak bardzo

paskudne. Wraz z warunkiem (*;) otrzymujemy, ze (x3) zachodzi dla x > 0 oraz
r catkowitych. Dalej, jesli r € Q, to r = % dla pewnych k € Z, l e N, [ # 0
i wowezas k - k(z) = k(a®) = k((xT)) = 1- k(zT), skad k(zT) = ko k()

dla z > 0. Czyli (%3) zachodzi dla z > 0 oraz r wymiernego. Poniewaz kazda
liczbe niewymierna mozna z dowolna dokladnoscia przyblizaé liczbami
wymiernymi, postulowana wczesniej ciaglos¢ funkcji x pozwala wywnioskowad,
ze r6wno$é (x9) zachodzi dla dowolnej liczby rzeczywistej r.

Z zalozen, jakie nalozyliSmy na x, mozna latwo wywnioskowaé, ze (1) = 0.
Zauwazmy, ze 1 jest jedyna taka liczba, dla ktérej x sie zeruje. Przypuéémy
bowiem, ze dla pewnego a # 1 zachodzi k(a) = 0. Niech dalej > 0. Poniewaz
funkcja wyktadnicza o podstawie a > 0, a # 1 przyjmuje wszystkie dodatnie
wartosci, wiec istnieje takie w, dla ktorego a® = z. Stad jednak

k(z) = k(a™) = w - k(a) = 0, co przeczy zalozeniom o k.

Udowodniona wtasnie obserwacja implikuje w prosty sposéb réznowartosciowosé

funkcji k. Zaldézmy bowiem, ze x(z) = k(y), wéwczas n(%) = k(z) — k(y) =0,
skad wtasnie % =1, czyli x = y. Co wiecej, jedyno$¢ miejsca zerowego funkcji k

wraz z ci@gloéci@ tej ostatniej (a dokladniej z faktem, ze ma ona wlasnosé
Wlasnoéé Darbous Darboux) implikuje monotonicznosé tej funkeji. Niech bowiem 0 < = < y

Obraz przedzialu jest przedziatem, czyli : 2 _ Yy _ v 4y :
joneli fumlkein f okredlons na procdziale L 0 <z <wv. Wéwezas dlac; = £, co = £ > 1 wartosci s(c1) i k(cz) sa tego samego

przyjmuje dwie rézne wartosci f(a) i f(b) znaku (inaczej jakie$ ¢ miedzy ¢; 1 co zerowaloby warto$é k, co nie jest mozliwe).

w punktach a i b swojej dziedziny, to 4 s 2 2
Pragimmie takie kagdy wartodt smmidujacy 1O 285 dowodzi, ze ’t?zgdz n(x) < k(y), I{(Z) < /s(v)., bacd,z .KJ(’U) < K(2), k(y) < k(x),
sie pomiedzy f(a) i f(b) w jakims co wobec dowolnosci x,y,v i z dowodzi monotonicznosci k.

punkcie migdzy a i b. Wlasnos¢ ta

przysluguje funkcjom ciaglym, ale takze  Zalozyliémy, ze x nie jest stale réwna zeru, co oznacza, ze istnieje ¢ > 0, dla
pochodnym funkeji xozmicakowatnych. ktérego r(c) # 0. Poniewaz r (1) = —x(c), jedna z liczb r(c) i k(1) jest
dodatnia, a druga ujemna. Oczywiscie, mozemy bez straty ogélnosci zalozy¢, ze
£(b) (b, f0)  to wlasnie k(c) > 0. Teraz, skoro x(c) > 0, istnieja takie wymierne a, 3, dla
ktérych o - k(c) < 1 oraz 3 - k(c) > 1, skad x(c®) < 1 < x(c?). Poniewaz & jest
ciagla, spelnia ona wlasnos¢ Darboux, a stad wynika, ze istnieje taka warto$é¢ o

(a, f(a))

f(a) pomiedzy ¢® oraz ¢?, dla ktérej x(d) = 1. Zauwazmy przy tym, ze jedli 6 > 1, to
# jest funkcja rosnaca, bo wowczas dla 2 < y, mamy £ > 1, skad wynika, Ze
y

r(%) oraz k(8) =1 sa tego samego znaku, czyli £(y) — k(z) = k(%) > 0, co
oznacza, ze k() < k(y).

Teraz wlasciwie wszystko staje sie jasne. Niech bowiem x > 0, wéwczas
r(x) = K(8) - r(z) = K(E™),
a stad z réznowartoéciowoéci k dostajemy x = %),
Ksiega kodéw”, stuzaca przekodowaniu  Innymi stowy, x(x) jest ta potega liczby ¢, ktérej wartoscia jest x. Taka liczbe

czynnikéw na sktadniki, jest tablica - 9 s
logarytmiczna, a ,massyna” do tego nazywamy ,logarytmem z x przy podstawie 0” i oznaczamy symbolem logs(z).

stuzaca — suwak logarytmiczny. Ale przeciez o tym wszyscy wiedza — w koncu uczy sie tego w szkolach. ..

PS. Serdecznie dziekuje dr. Tomaszowi Bielaczycowi za cenne uwagi, ktére przyspieszyly
ukonczenie tego tekstu.
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Kwadratura kota — problem polegajacy
na skonstruowaniu kwadratu o polu
réwnym polu danego kota. Algebraicznie
reprezentuje to réwnanie 7r? = a2, gdzie
r jest promieniem danego kotla,

a a dlugoscia boku poszukiwanego
kwadratu. Dla » = 1 bok ten wynosi /7,
a zatem niezbedne jest albo wyznaczenie
warto$ci liczby /7, albo jej przyblizenie
przez odpowiednia konstrukcje
geometryczng.

Thomas Carlyle — zyjacy w okresie
wiktorianskim szkocki pisarz, historyk
oraz filozof historii. Znany wspéliczesnie
z takich ksiazek jak ,Rewolucja
Francuska: historia” oraz ,Sartor
Resartus”.

A= (p,q)

002040608 1 121,416

0,2 \2:1 .
2765 ;

*doktorant, Instytut Matematyki,
Uniwersytet Jagiellonski

Okreg
Karol C

Jednym z najstarszych zagadnien matematyki sa rownania algebraiczne,
wsrod nich problem znalezienia pierwiastkéw trojmianu kwadratowego. Juz

w starozytnoéci pojawily sie zadania, do rozwigzania ktérych nalezalo wyciagnaé
pierwiastek kwadratowy z liczby (to jest rozwiazaé¢ réwnanie 2% = a dla a > 0)
lub odnalez¢ miejsce zerowe tréojmianu kwadratowego. Pojawil sig, miedzy
innymi, klasyczny problem wyznaczenia dlugosci przekatnej kwadratu (oraz
wykazanie niewspétmiernosci przekatnej z bokiem). Jedne z pierwszych zapiskéw
zawierajacych rozwiagzania réwnan kwadratowych oraz szesciennych pochodza
jeszcze z czaséw Babilonii, datowane sa na 1800-1600 p.n.e. Dopiero prawie
3000 lat pézniej, w XII wieku Aczarja Bhaskara wykazal, ze liczba dodatnia ma
dwa pierwiastki.

Wiele problemoéw algebraicznych mozna rozwiaza¢ w sposéb doktadny lub
przyblizony, wykorzystujac narzedzia geometrii. Historia zna wiele przykladéw,
poczawszy od problemu kwadratury kola, przez rozwigzywanie réwnan oraz
uktad6éw réwnan liniowych. Takie graficzne (i dokladne) rozwiazanie jest réwniez
mozliwe dla réwnan kwadratowych. Rozwiazanie graficzne wykorzystuje jedynie
klasyczne konstrukcje oparte na cyrklu i linijce — oraz tytutowe okregi Carlyle’a.

Rozwazmy réwnanie kwadratowe:

(1)
Naszym celem jest znalezienie rozwigzan powyzszego réwnania, za pomoca

pewnej konstrukcji geometrycznej. Oczywiscie, algebraicznie jesteSmy w stanie
natychmiast podaé pierwiastki réwnania (1):

x2—px+q:0, p,q € R.

I p? —4q

2 T 2 '

Jedna z metod przyblizonego poszukiwania pierwiastkow jest proba narysowania
paraboli. Zwykle jednak do tego celu wykorzystujemy wtasnie pierwiastki
rownania. Tego blednego kota mozna szczesliwie uniknaé, wykorzystujac

wspomniane juz okregi Carlyle’a.

_p—VPrP—4g

T

Wprowadzmy formalna definicje. Okregiem Carlyle’a stowarzyszonym
z réwnaniem kwadratowym (1) nazywamy okrag, ktérego $rednica jest odcinek
o koncach w punktach (0,1) oraz (p,q).

Okrag Carlyle’a jest wyznaczony w spos6b jednoznaczny przez réwnanie (1).
Co wiecej, tatwo mozna zaobserwowad, ze dla kazdego okregu przechodzacego
przez punkt (0, 1), istnieja takie wartoéci wspdlezynnikéw p oraz ¢, ze okrag ten
jest okregiem Carlyle’a stowarzyszonym z réwnaniem kwadratowym

2?2 —pr+q=0.

Najwazniejsza cecha okregu Carlyle’a jest jego zwigzek z pierwiastkami
rownania, ktére wyznacza okrag. Okazuje sie bowiem, ze liczba £ jest
rozwiazaniem réwnania (1) wtedy i tylko wtedy, gdy stowarzyszony okrag
Carlyle’a przecina o$ odcietych w punkcie (£,0). Istotnie, srodek takiego okregu
to punkt o wspéirzednych (5,1 + q%l), a z twierdzenia Pitagorasa jego promien

2
jest rowny r = 4/ (§)2 + (qQ;l) . Okrag Carlyle’a opisany jest wiec réwnaniem

N R HONET)

Poniewaz poszukujemy punktéw przeciecia okregu z osia OX, wiec podstawiamy
y = 0 do réwnania (2). Upraszcza sie ono do postaci

r\’ -1\ _(p\*, (a-1)°

£ 1+422) = (£ =) .
o () ) - (6) ()
Po redukcji réwnania (3) otrzymujemy dokladnie réwnanie (1).
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Rozwigzanie zadania M 1465.
Odp. Nie!

Dwudziestoscian foremny jest
srodkowosymetryczny, wigc kazdy jego
przekréj plaszczyzna przechodzaca przez
jego $rodek réwniez. Nie istnieje
natomiast Srodkowosymetryczny
jedenastokat.

?Vz

Nalezy ponadto sprawdzi¢, ze okrag przecina o$ OX w co najmniej jednym
punkcie wtedy i tylko wtedy, gdy wyr6znik tréjmianu (1) jest nieujemny. Mozna
to zrobié¢ niezaleznie od powyzszego rozumowania i to zadanie pozostawiamy
Tobie, Drogi Czytelniku.

Dzieki swoim wtasno$ciom okregi Carlyle’a znalazty zastosowanie

w konstrukcjach wielokatow foremnych. W szczegdlnoéci za ich pomoca,
wykorzystujac wytacznie cyrkiel i linijke, mozna tatwo skonstruowaé pigciokat
oraz siedemnastokat foremny.

Opiszemy teraz konstrukcje pieciokata foremnego
z wykorzystaniem okregéow Carlyle’a.

1. Narysuj okrag (zwany dalej: poczatkowym) o $rodku
w punkcie A = (0,0) oraz promieniu 1. Niech ponadto
B =(-1,0), V4 = (1,0) oraz E = (0,1). Punkt V; jest
jednym z wierzchotkéw konstruowanego pieciokata
foremnego.

2. Narysuj okrag o §rodku w punkcie B przechodzacy przez
punkt A. Okrag ten przecina okrag poczatkowy
w punktach C oraz D.

Wzér de Moivre’a

Pierwiastki stopnia n z jedynki zawsze
wyznaczajg na plaszczyznie wierzchotki
wielokatéw foremnych. Wynika to

ze wzoru de Moivre’a, ktéry pozwala na
wyliczenie pierwiastkéw dowolnego
stopnia z dowolnej liczby, réwniez

zespolonej. Jezeli dane jest réwnanie
n

z" = w, to jego rozwigzaniami sg
" ¢+ 2kw . O+ 2km
z = \/|w| { cos + isin
n n
dla k=0,1,...,n — 1, gdzie ¢ jest

argumentem liczby zespolonej w. Dla
w = 1 rozwiazania te mozna zapisaé

krétko w postaci wykladniczej
2mki
Z =e n

23

z2 20 20

z3 25

Przykltady dla n =4 oraz n = 7.

. Przez punkty C oraz D poprowadz prosta. Punkt jej
przecigcia z osia OX oznacz F.
4. Narysuj okrag o srodku w punkcie F' przechodzacy przez
punkt E. Przecina on 0§ OX w dwéch punktach G oraz H.
. Skonstruuj symetralne odcinkéw H A oraz AG. Oznacz
Vs miejsca przeciecia tych symetralnych z osia OX
odpowiednio przez I oraz .J.
6. Symetralne skonstruowane w punkcie 5. przecinaja
ponadto okrag poczatkowy w czterech punktach
Va, V3, V4, Vs, bedacych jednoczesnie czterema brakujacymi
wierzchotkami pieciokata foremnego.

Wyprowadzimy teraz algebraicznie powyzsza konstrukcje. Konstrukcja ta
wykorzystuje podstawowe wiadomosci dotyczace zbioru liczb zespolonych C.

Liczby zespolone stanowia rozszerzenie liczb rzeczywistych o ,pierwiastek z —17.
Formalnie liczby zespolone definiujemy jako zbiér par liczb rzeczywistych (a, b)
z dzialaniami dodawania oraz mnozenia zdefiniowanymi nastepujaco:

(a,b) + (¢,d) :=(a+c¢,b+d), (a,b)-(c,d):= (ac—bd,ad+ bc).

Tradycyjnie liczbe (0,1) oznacza sie przez 4. Innym sposobem zapisu liczby
zespolonej z = (a,b) jest jej postaé¢ algebraiczna z = a + ib. Definiuje si¢ czesé
rzeczywista Re(z) := a oraz urojona Im(z) := b, ponadto definiuje si¢ modut
liczby zespolonej |z| := va? + b? oraz jej argument ¢ bedacy wartoscia kata
nachylenia wektora [a, b] na plaszczyznie wzgledem osi OX. Argument spelnia
zaleznosci sin ¢ = % oraz cos ¢ = ﬁ Pozwala to na zapisanie liczby zespolonej
w postaci trygonometrycznej z = |z|(cos ¢ + i sin ¢) oraz wykladniczej z = |z|e??,
ktéra wynika ze wzoru Eulera e?* = cost + isint prawdziwego dla dowolnej
liczby rzeczywistej t. Charakterystyczna cecha zbioru liczb zespolonych jest to,
ze wszystkie réwnania algebraiczne maja w nim pierwiastki. Réwnanie 22 = —3
nie ma rozwigzan rzeczywistych, natomiast ma dwa rozwiazania zespolone

Tr1 = 1V3 oraz xo9 = —iV/3.

Przejdzmy do wyprowadzenia konstrukcji. Aby zbudowaé pieciokat foremny,
wystarczy skonstruowaé pierwiastki pigtego stopnia z jedynki, czyli rozwiazac
w zbiorze liczb zespolonych réwnanie

(4) 2> =1.

Jednym z pierwiastkéw réwnania (4) jest, oczywiscie, zo = 1, pozostale
natomiast spelniajg rownanie

(5) A4 B4 4z241=0.
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Algebraiczna metoda wyznaczenia
wartosci kosinélsa

Oznaczmy u = —m oraz a = cosu. Wtedy

cos4u = cos(2m — u) = cosu. Z drugiej
strony, korzystajac ze wzoréw

cos 2z = cos? x — sin?  oraz jedynki
trygonometrycznej, otrzymujemy

cosdu = 8cos u — 8cos? u + 1. Aby
wyznaczy¢ warto$é cosu, wystarczy teraz
rozwiazaé réwnanie 8a* — 8a? +1=a.
Réwnanie to ma dwa wymierne

pierwiastki a; = 1 oraz as = ——,

pozostate dwa sg pierwiastkami
tréjmianu 4a® + 2a — 1. Poniewaz
T T

§<u<5,zatcm - >a>0, czyli a
jest pierwiastkiem tréjmianu. Ale tylko

jeden z nich jest dodatni, jest nim

1
a = ———. Stad ostatecznie

V541
2 1

COsS — T =

5 VE+1

m Z.adania

Rys. 1
- —
A
B
M
C
m

Rys. 2

Niech teraz z, = 5~ dla k = 1,2,3,4 beda pierwiastkami réwnania (5).

Zdefiniujmy

2 4
(6) w1 :=21 4 24 = 2Re(z1) = 2cos 377, way := 29 + 23 = 2Re(z2) = 2 cos gﬂ'.
Ze wzoru Viete’a na sume pierwiastkéw wynika, ze wi + wy = —1, ponadto
WiWo = 2129 + 2123 + 2429 + 2423 = 23 + 24 + 21 + 22 = —1. Ponownie

korzystajac ze wzoréw Viete'a, stwierdzamy, ze wi oraz ws sg pierwiastkami
réwnania kwadratowego z2? + x — 1 = 0. Konstruujemy zatem okrag Carlyle’a

o $rednicy opartej na punktach (—1,—1) i E = (0,1). Jego $rodkiem jest punkt
F= (—%7 0), a punktami przeciecia z osia odcietych, zgodnie ze wzorem (6) sa
H = (2 cos %71’, 0) oraz G = (2 cos %77, 0). Symetralne odcinkéw AG oraz AH
przecinaja wiec 0§ OX w punktach J oraz I odpowiednio, ktorych odcigte sg
rowne czesciom rzeczywistym odpowiednich pierwiastkéw. Poniewaz symetralne
maja stala odcieta, przecinaja one okrag kazda w dwdch punktach, bedacych
jednoczesnie poszukiwanymi pierwiastkami réwnania (5).

Wielokaty foremne majace 257 oraz 65537 bokéw rowniez daja sie skonstruowaé
z wykorzystaniem okregéw Carlyle’a. Fizyczny model wymagalby jednak bardzo
doktadnego oraz bardzo duzego cyrkla. O ile konstrukcja pieciokata wymaga
zaledwie jednego okregu Carlyle’a, a konstrukcja siedemnastokata czterech, to
konstrukcja 257-kata wymaga 24 okregéw; jeden z nich jest rozwiazaniem
réwnania 22 + 2 — 64 = 0 (a wiec ma promien kilkadziesiat razy wickszy niz
okrag jednostkowy, na ktérym budowany jest wielokat). W przypadku
65537-kata jeden z okregéw bedzie stowarzyszony z rownaniem

22 + 2 — 8192 = 0. W 1991 roku stwierdzono, ze liczba wymaganych w tym celu
okregéw nie przekracza 1332 (!). Dokladna i wystarczajaca ich liczba nie jest
niestety znana autorowi artykutu.

Redaguje Tomasz TKOCZ

M 1465. Czy istnieje przekroj dwudziestoscianu foremnego plaszczyzna
przechodzacy przez jego srodek, bedacy jedenastokatem?
Rozwiazanie na str. 17

M 1466. Czy istnieje co najmniej 5-elementowy zbidr okregéw na plaszczyznie,
taki, ze kazde trzy okregi ze zbioru maja punkt wspélny, ale nie istnieje punkt
wspOlny wszystkich okregbéw ze zbioru?

Rozwiazanie na str. 14

M 1467. Czy mozna pociaé¢ na plytki o wymiarach 1 x 2 () figure
przedstawiong na rysunku 17
Rozwiazanie na str. 5

Przygotowat Michat NAWROCKI

F 885. Do wahadla AB o dtugosci L z kulka o masie M podwieszono wahadlo
BC z kulka o masie m (rys. 2). Punkt zawieszenia A wykonuje poziome drgania
o okresie T'. Znalezé dtugo$é nici BC, jezeli wiadomo, ze ni¢ AB podczas wahan
wahadta zachowuje caty czas kierunek pionowy.

Rozwiazanie na str. 24

F 886. Kamera rejestrujaca f = 24 obrazy na sekunde sfilmowano drgania
wahadla matematycznego. Jeden pelny okres wahan zajmuje N = 48 kadrow.
Dlugo$é obrazu wahadla na kliszy filmowej wynosi L' = 10 mm. Ogniskowa
obiektywu kamery wynosi F' = 70 mm. 7Z jakiej odlegtosci D sfilmowano

wahadlo?
Rozwiazanie na str. 23
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d[0] :=1;
for i:=1 to n do

for j := m downto b; do
if d[j — b;] = 1 then d[j] :=1;

0
— T
[1,2] (3,4]
VRN VRN
[1,2,3] [1,2,4] [3,4,1] [3,4,2]

Tlustracja algorytmu generujacego
struktury danych opisujace podzbiory
o n — 1 elementach dla n =4
przedmiotéw.

d[0] :=1;
for i:=1ton—1do
for j :== m downto —m + b} do
if d[j — b}] = 1 then d[j] := 1;
for j:= —m to m — b, do
if d[j + b;] = 1 then d[j] :=1;

Informatyczny kacik olimpijski (84): Sklep ze stodyczami

Tym razem zadanie Candies z Baltyckiej Olimpiady Informatycznej z 2010 roku.
W sklepie znajduje si¢ n paczek z cukierkami, i-ta z nich zawiera b; cukierkéw.
Sklepikarz moze sprzedawaé jedynie cale paczki, wiec jesli w sklepie sg cztery
paczki zawierajace 1, 3, 4 i 4 cukierki, to moze on obstuzy¢ nastepnego klienta
tylko wtedy, gdy ten zlozy zamdéwienie jednego z 9 rozmiaréw (konkretnie gdy
poprosi o 1, 3,4, 5,7, 8,9, 11 lub 12 cukierkéw). Sklepikarz zastanawia sie, jak
bardzo mégltby zwickszy¢ liczbe mozliwosci, gdyby zamienit liczbe cukierkow

w jednej z paczek. Przyktadowo, po wyrzuceniu jednej paczki z 4 cukierkami

i dodaniu paczki z 9 cukierkami, liczba mozliwych do zrealizowania zamdwien
zwiekszy sie do 13 (beda to 1, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 10, 12, 13, 14, 16, 17). Jedli istnieje
wiecej niz jedno optymalne rozwiazanie, w ktérym sklepikarz zamienia paczke

z p cukierkami na paczke z ¢ cukierkami, nalezy podaé¢ to, w ktérym para (p, q)
jest minimalna leksykograficznie.

Zatézmy na poczatek, ze wyrzuciliSmy ktoras z paczek, a zestaw pozostatych n — 1
paczek umozliwia zrealizowanie zaméwien o wielkosciach zg,x1, ...,z (zakladamy
przy tym, ze zaméwienie xo = 0 réwniez jest poprawne). Jesli dodamy do tego
zestawu paczke ¢ cukierkéw, to bedziemy mogli dodatkowo zrealizowaé zamoéwienia
¢, 1+ q,...,TL + q, a zatem jedli ¢ nie jest réwne zadnej réznicy x; — xj,

to liczba zamoéwien wzrosnie dwukrotnie. Mozemy to sobie zagwarantowaé¢, dodajac
wystarczajaco duza paczke, np. rozmiaru g = by + ... + b, + 1. Rozwiazanie zadania
mozna zatem podzieli¢ na dwie czedci: znalezienie paczki p, ktérej wyrzucenie

jak najmniej zmniejszy liczbe mozliwych zaméwien, oraz znalezienie jak najmniejszej
paczki q, ktora spowoduje dwukrotne zwigkszenie liczby mozliwych zamdwien.

Zadanie to jest pewna wariacja na temat problemu plecakowego (o ktérym
pisaliémy m.in. w numerze 6/2013). W szczegdlnosci wyznaczenie liczby

zamowien mozliwych do zrealizowania przez poczatkowy zestaw paczek to
zastosowanie tego algorytmu do n przedmiotéw rozmiaréw by, ..., b, i plecaka

o udzwigu m = by + ... + b,. Pseudokod algorytmu znajduje sie na marginesie.
Przypomnijmy istotne dla nas kwestie: czas dzialania algorytmu wynosi O(nm),
analizuje on przedmioty pojedynczo (w czasie O(m) kazdy), aktualizujac tablice
d[0..m] (w wynikowej tablicy mamy d[j] = 1, jesli zamdwienie rozmiaru j moze by¢
zrealizowane), oraz dla ostatecznego wyniku nie ma znaczenia kolejnosé, w ktérej
przedmioty sg analizowane. Mozemy abstrahowaé od szczegétéw implementacyjnych
i zamknaé go w strukturze danych, ktéra w czasie O(m) bedzie umozliwiala
wykonywanie trzech operacji: zrobienie kopii struktury, dodanie nowego przedmiotu
oraz wyznaczenie liczby zaméwien realizowanych przez dodane przedmioty.

Aby znalezé paczke p, potrzebujemy rozwiazaé problem plecakowy dla kazdego
podzbioru n — 1 przedmiotow. Jesli rozpatrzymy kazdy z tych podzbioréw
niezaleznie, dostaniemy algorytm o zlozonosci czasowej O(n?m).

Mozemy postapi¢ nieco sprytniej. Bedziemy utrzymywaé liste struktur danych

(na poczatek zaczynamy z jedna pusta struktura danych). Teraz, dopdki struktury
na liscie zawierajg mniej niz n — 1 przedmiotéw, to dla kazdej struktury B dzielimy
zbiér przedmiotéw S niewystepujgcych w tej strukturze na dwa w miare réwne
podzbiory S7 i Sa, a strukture B zastepujemy jej kopiami By i Be, do ktérych
dodajemy przedmioty odpowiednio z podzbioréw Sy i So (patrz rysunek). Jesli

dla uproszczenia zalozymy, ze n jest potega dwdjki, to w i-tej fazie tego algorytmu
wygenerujemy 2¢ struktur, do kazdej z nich dodajac n/2! przedmiotéw. Zatem
zlozono$é czasowa kazdej z log, n faz wyniesie O(nm), czyli rozwiazanie problemu
plecakowego dla wszystkich podzbioréw n — 1 przedmiotéw zajmie czas O(nm logn).

Pozostaje teraz znalezienie minimalnej liczby ¢, ktéra nie bedzie réwna zadnej
roznicy x; — x;. Poniewaz x; sa zaméwieniami generowanymi przez wybrany
podzbiér by, ...,b),_; paczek, to wszystkie réznice beda generowane przez zbiér

s =b, . b g, —b), 1. Wystarczy zatem rozwiazaé problem plecakowy dla
takich przedmiotéw (w naszej wersji tego problemu przedmioty o ujemnym
rozmiarze nie stanowia problemu, nalezy jednak zwroci¢ uwage na rozmiar tablicy
i poprawng kolejnosé petli) i zwrécié jako ¢ minimalng dodatnia liczbe, dla ktérej
d[j] = 0. Czas dzialania tej czesci rozwiazania to O(nm).

Tomasz IDZIASZEK

19



Zycle na
ZY \~m 59

Chinczycy nadchodza

Wiadomosci, ktére przyszty z Chin, sa bulwersujace. Mimo iz Profesor Bralczyk
w tegorocznym tekscie analizowanym przez maturzystow przestrzega przed
nadmiarem egzaltacji w slowie pisanym, tym razem ,bulwersujace” jest jak
najbardziej na miejscu. Zetknetam sie z poczatkiem tych wiadomosci, ogladajac
film DNA dreams pokazywany na festiwalu dokumentéw w 2012 roku. W filmie
poznajemy ogromny Instytut Genetyki z Szanghaju, w ktérym dokonuje sie
bardzo wielu waznych manipulacji genetycznych (staram sie nie naduzywaé
przymiotnikéw) skoncentrowanych pozornie na zwierzetach. Wiec klonuje sie
$winki, w najblizszym czasie (2012) sa takie same zamiary w stosunku chyba

do kréw, a moze owiec — pewno do wszystkiego tego dobra. Te prace sa

w naukowym sensie wtérne — doé¢ dawno urodzita sie owca Dolly — ale robione
sg z przemystowym rozmachem i z uwzglednieniem najnowszych osiagnie¢ nauki
i techniki. Instytut wyposazony jest w najnowoczeéniejszy sprzet, pracuje tu
kilka tysiecy ludzi, w wiekszoéci bardzo mltodych, tacy przed trzydziestks kieruja
duzymi zespotami. Do domu daleko, a mieszkanka takie male, ze gotowanie

i mycie robi sie na balkonach, wiec czeé¢ z tych ludzi po prostu przynosi kapcie
i poduszki i przesypia na swoich biurkach.

Chinczycy nam i Swiatowemu genetycznemu Kongresowi opowiedzieli o projekcie
poszukiwania genu inteligencji czlowieczej. Nie, nie my$lcie, ze oni nie wiedza, ze
na inteligencje sktada sie wiele genéw i takze sposéb zycia po urodzeniu. Ale
mozna zawsze poszukaé réznic miedzy DNA ludzi przecietnych i ludzi wybitnie
zdolnych. Nie, nie my$lcie, ze oni nie wiedza o niedoskonalosci kryterium
»wspélezynnika inteligencji” (IQ), ale lepszej szybkiej diagnozy jeszcze nikt

nie wymys$lit i mozna zawsze poszukac¢ réznic miedzy DNA ludzi przecietnych

i ludzi z wysokim (ponad 150) IQ. T to wlasnie robia: pobieraja patyczkiem

z watg Sluz z wnetrza policzkéw kilkuletnich dzieci i sekwencjonujg DNA. Maja
kilkaset najnowocze$niejszych maszyn-sekwenatoréw i zasuwaja po jednym
genomie w pare godzin (pierwsza analiza calego genomu ludzkiego zajeta okolo
3—4 lata w koncu XX wieku).

Gdybyécie takie informacje uzyskali — jednoczesnie te Swinki i te geny — to co
byécie sobie pomysleli? Na jaka droge weszla genetyka chinska? To proste:
ulepszanie czlowieka i tatwe tych ulepszonych pomnazanie. Od trzech lat

w bakteriologii znana jest metoda wprowadzania korekt genetycznych

w pojedynczych komorkach z dobrze zdefiniowana wydajnoscia i precyzja. Tylko
ze w przypadku bakterii wykonuje sie¢ procedury na milionach komérek, odrzuca
i nie dba o komorki niemodyfikowane. Ta sama metoda zastosowana

w do$wiadczeniu chinskim w stosunku do 86 zarodkéw ludzkich w zasadzie
zawiodla — nie we wszystkich doszto do korekty i nie byta ona precyzyjna.

Do préb uzyto ludzkie wadliwe zarodki (byly wynikiem polispermii, i jako takie
nie mialy szans na przetrwanie). Na do$wiadczenia uzyskano akceptacje
komitetow etycznych, przeprowadzono je zgodnie z Deklaracja Helsinska.

Problemem jest takze publikowanie takich osiggnie¢, poniewaz w ,naszej” czesci
Swiata (gdzie lezy ta ,nasza”? na zachodzie, na pélnocy?) manipulacje genomem
ludzkim nie sa dozwolone, a prace takie nie sa (gdyby powstaly) oglaszane.

W tym roku w czasopismach Nature i Science opublikowano takze dwa rézne
apele, roznych grup ekspertéw z tej dziedziny i z ,naszej” czeSci Swiata

o wstrzymanie sie od modyfikacji ludzkich zarodkéw i przystapienie do dyskusji
na ten temat. Tak jak informacje plynace z filmu DNA dreams sg juz w duzej
mierze nieaktualne, tak samo procedura modyfikowania ludzkich embrionéw jest
juz bez watpliwoéci ulepszana. Chyba nie mamy wyboru: jezeli ludzie cos umieja
zrobié, to zrobia. Gorzej — jezeli wiedza, ze czego$ zrobié¢ nie mozna, to predzej
czy p67niej znajdzie sie ktos, kto tego nie wie i to zrobi (chyba Einstein). No, to
czas postuchaé ekspertéw z Nature i Science i zaczaé dyskusje.

Magdalena FIKUS
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Krytyczny umyst

Przywyklidmy do przenikania sie jak najwiekszego, czyli wszechswiata,

z jak najmniejszym, czyli mikro$wiatem (front badan doswiadczalnych jest

na poziomie, ktéry — w systemie metrycznym — nalezatoby nazywaé
atto$wiatem), czesto zapominajac o czyms najbardziej ztozonym, czyli naszym
umys$le, bez ktérego pozostalych dwoch ekstreméw nie mialby kto rozwazaé.

Jednym z kluczowych probleméw interdyscyplinarnej neurobiologii (okreslanej
w literaturze angielskojezycznej jako neuroscience) jest pytanie o to, jak w sieci
prostych elementéw (neuronéw) pojawia sie myslenie.

Trzeba uczciwie przyznaé, ze cho¢ niemal z kazdym
dniem wiemy coraz wiecej, to w sumie nadal jest to tyle
co nic. Dlatego naukowcy zajmuja sie odpowiadaniem
na prostsze pytania. Od okolo dekady umacnia si¢
przekonanie, ze sie¢ neuronéw pracuje najefektywniej

w warunkach krytycznych, ktore osiaga poprzez
samoorganizujacy sie¢ proces nieréwnowagowy.
Pojedynczy neuron ma szereg wejsé¢ (dendrytéw) oraz
(na ogdl) jedno, rozgalezione na koficu, wyjscie (akson).
Jezeli chwilowa suma sygnaléw wejsciowych przekroczy
pewien poziom, to jest wysylany sygnal. Po jego
wystaniu komoérka potrzebuje czasu do uzyskania
gotowoéci do wystania nastepnego. To ten prosty
mechanizm ma sta¢ za ustalaniem sie warunkow
krytycznych, czyli sytuacji, w ktérej nie mozna
stwierdzié, czy sie¢ jest podkrytyczna — mato neuronéw
bliskich wystania sygnatu, czy nadkrytyczna — duzo
takich neuronéw.

Odpowiednikiem termodynamicznym takiej sytuacji jest
punkt krytyczny np. wody, czyli taka wartos¢
temperatury i ci$nienia, w ktérej nie mozna odrédznié
cieczy od gazu. Dla ci$nienia i temperatury zblizonych
do wartosci krytycznych rozktad fluktuacji gestosci staje
sie potegowy, czyli tréjwymiarowa mapa gestosci jest
samopodobna — wyglada tak samo niezaleznie od skali.

Sie¢ neuronéw generuje kaskady sygnatéw. Mechanizm
jest podobny do powstawania lawinek piasku

w klepsydrze. W warunkach krytycznych rozktady, tak
wielkosci kaskad, jak i czasu ich trwania, sa potegowe.
Taka niezaleznosé¢ od skali zostata wielokrotnie
stwierdzona dla fragmentéw tkanki nerwowej badanych
in vitro. Autorzy pracy [1] postanowili natomiast zbadad,
jak tkanka nerwowa zachowuje si¢ wtedy, gdy ma

co robié.

W tym celu poéwigcili dziewie¢ mozgéw z6twi dla dobra
nauki. Chodzilo o sprawdzenie zachowania kory
wzrokowej pod wplywem optycznej stymulacji siatkéwki.
Oczywiscie, wszystko odbylo sie w zgodzie

ze stosownymi przepisami o traktowaniu zwierzat, ale
dla nieprzygotowanego obserwatora procedura moze
wygladaé¢ dos¢ makabrycznie. Zotwie byly najpierw
usypiane, a nastepnie dekapitowane. Z ich gtéw
wydobywano moézgi wraz z gatkami ocznymi, z ktérych
jedna odcinano, a druga przepotawiano, odstaniajac
siatkéwke. Tak spreparowany organ umieszczano

w sztucznym plynie rdzeniowo-mébzgowym.
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Do odpowiedniej czedci kory mézgowej podtaczano
zestaw elektrod i czekano, az skonczy sie dziatanie
znieczulenia. Sytuacja zostatla w artykule okreélona jako
ez vivo, ale laik moze mie¢ watpliwosci, czy to na pewno
nie bylo in vivo w potocznym rozumieniu tych stéw.

Na tak spreparowana siatkdéwke kierowano serie obrazdw
i zliczano pojawianie sie kaskad aktywnosci neuronowe;j
kory wzrokowej, jednoczesnie mierzac ich wielkosé oraz
czas trwania.

We wszystkich przypadkach, ktérych w sumie zbadano
trzynascie (niektére moézgi byly poddane wiecej niz
jednej serii stymulacji), stwierdzono, co nastepuje.
Poczatkowo, zaraz po wlaczeniu stymulacji, dziatanie
badanego fragmentu mézgu byto nadkrytyczne, ale dosc¢
szybko przechodzito w stan, w ktérym nie tylko
zalezno$¢ czestosci wystepowania kaskad, tak od ich
wielkosci, jak i od dtugosci trwania, byly potegowe, ale
rowniez zaleznos¢ wartoséci wyktadnikéw odpowiadala
przewidywaniom dotyczacym wystgpowania warunkow
krytycznych.

Druga czescia eksperymentu byto zbudowanie modelu
sieci neuronowej wykazujacego takie samo zachowanie.
Zaprojektowany i przebadany zostal model zbudowany
z 1000 sztucznych neuronéw potaczonych kazdy

z kazdym. Jedna piata neuronéw zostala zaprogramowana
jako takie, ktorych synapsy dendrytowe sa hamujace
zamiast pobudzajacych. Dochodzenie do mozliwosci
wysltania kolejnego sygnalu zostato zaprogramowane
jako wyktadnicze. Wszystkie neurony byly poddane
zewnetrznej stymulacji odpowiadajacej zestawowi
obrazéw wyswietlanych w rzeczywistym eksperymencie.

Po dopasowaniu parametréow symulacji udato sie
odtworzy¢ wyniki eksperymentu ex vivo.

W opinii autoréw do$wiadczenie dowodzi
automatycznego dochodzenia sieci neuronowe;j

do warunkéw krytycznych nawet podczas intensywnej
zewnetrznej stymulacji.

To prawdopodobnie dzieki temu jesteSmy w stanie
nie tylko widzieé¢, ale réwniez rozumieé, co widzimy.
Albo przynajmniej mie¢ wrazenie, ze rozumiemy.

Piotr ZALEWSKI

[1] W.L. Shew, W.P. Clawson, J.Pobst, Y. Karimipanah, N.C. Wright
oraz R.Wessel, Adaptation to sensory input tunes visual cortex to
criticality, Nature Physics (2015) doi:10.1038/nphys3370.
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Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsyltaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch

lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z dokladnosciag do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspoélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegéltowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
590 (WT = 1,97), 591 (WT = 2,12),
592 (WT =1,60) i 593 (WT = 3,40)

2 numeréw 1/2015 i 2/2015 Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 4/2015
Tomasz Rudny Warszawa 37,68 Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA
Jacek Konieczny Poznan 27,92
Marian Lupiezowiec Gliwice 1 - 26,26 : A 2.
Michal Kozlik Gliwice 3 - 2444 [ TZypominamy tres¢ zadan:
Ryszard Woz.n.lak A KrakoW 22,51 596, Od prostoliniowego fragmentu brzegu odplynely jednoczesnie dwa statki A i B, ktére
Bogustaw Mlklelewwz BrOdfuca 1-2222 & chwili poczatkowej znajdowaly sie w odlegloséci a. Statek A poruszal si¢ po prostej prostopadtej
Tomasz WIEtegha Tar?,ow 10 - 17,69 do brzegu. Statek B przez caly czas trzymal kurs na statek A. Wartosci predkosci obu statkéw
Krzysztof Magiera Losiéw 3 — 14,40

byty state i jednakowe. Jaka byta odleglo$é miedzy statkami, gdy mozna bylo juz uznaé, ze

Karol Lukanowski Niemcz 11,97 gtatek B zaczal plynaé¢ za statkiem A?

Jacek Piotrowski Rzeszéow 2 — 10,49

597. Trzy plytki metalowe o powierzchniach S ustawiono réwnolegle. Pierwsza natadowana jest
tadunkiem @, druga i trzecia polaczone sa drutem przewodzacym (rys. 1). Rozmiary liniowe
plytek sg duzo wigksze od odleglosci migdzy nimi. Jaka sila dziala na $rodkowa plytke?

1] 2| 3
596. Rozwazmy sytuacje przedstawiong na rysunku 2, gdy predko$é¢ statku B

tworzy z prostopadty do brzegu kat «. Statek B zbliza si¢ do statku A
z predkodcia o wartosci
UB/A = U — VCOS Q.

Statek A oddala sie od punktu C (rzut statku B na tor statku A) z predkoscia
o tej samej wartodci. Zatem suma dlugosci odcinkéw |AB| + |AC]| jest stala.
Rys. 1 W chwili poczatkowej punkt A pokrywa sie z punktem C, zatem suma ta
wynosi a. W chwili, ktérag uznajemy za koncowa, punkt B pokrywa sie
z punktem C' z dowolnie ustalong doktadnoscia (tzn. odleglo$é miedzy
punktami B i C' dazy do zera w miare uptywu czasu), czyli

[AB| = |AC], 2|AB| =,

a
szukana odlegtos¢ miedzy statkami wynosi 5

597. Natezenie pola elektrycznego miedzy plytkami 2 i 3 wynosi zero, bo sa one
polaczone przewodnikiem i ich potencjaly sa jednakowe. Ze wzgledu na duze
rozmiary ptytek w poréwnaniu z odleglo$ciami miedzy nimi mozemy przyjaé, ze
pole elektryczne wytwarzane przez ptytke jest takie, jak od nieskonczonej
powierzchni. Z prawa Gaussa natezenie pola od pierwszej plytki wynosi

Q

E =
! 25‘057
natezenie od drugiej i trzeciej ptytki w obszarze miedzy nimi
E2 = &a
Rys. 2 €05
gdzie Q1 oznacza ladunek na trzeciej ptytce réwny co do wartosci
Ql -Qi i o przeciwnym znaku niz ladunek na ptytce drugiej. Wektory E; i Fs
P w obszarze miedzy plytkami maja przeciwne zwroty i jednakowe wartosci. Stad
1
_Q
Pl Q1=
Piytka srodkowa jest przyciagana przez ptytki zewnetrzne sitami
Q? QE;  @Q?
F = E = —, F = = .
=eh=pe BT s
Wypadkowa sila skierowana jest do pierwszej plytki i ma wartosé
Q2
Rys. 3 - 8605.
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Klub 44

VE1-44

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
693 (WT =1,72) i 694 (WT = 2,95)
z numeru 1/2015

Marek Spychata Warszawa 42,75
‘Wojciech Tobis Praszka 42,44
Janusz Olszewski Warszawa 40,50
Lukasz Garncarek Opole 37,98

Grzegorz Karpowicz Wroctaw 37,05
Krzysztof Maziarz — Krakéw 35,37
Pawet Najman Krakéw 33,64
Jedrzej Garnek Poznan 33,12

®

Rozwigzanie zadania F 886.

Okres wahadla T'= N/f, a stad jego
dtugosé L = g1V2/47r2f2 ~ 1 m. Dlugosé
obrazu wahadla jest wiec znacznie
mniejsza od jego dlugodci rzeczywistej
(L’ < L). Oznacza to, ze poszukiwana
odlegtoéé D od kamery do wahadta
wielokrotnie przewyzsza ogniskowa
obiektywu (D > F'). Stad z kolei
wynika, ze obraz wahadla znajduje sie
bardzo blisko ogniska obiektywu, a wigc
odleglto$é od obiektywu do kliszy,

na ktorej powstaje obraz, jest

w przyblizeniu réwna F'. Stad wynika,
ze L/D ~ L'/F, czyli

D~ FL/L = FgN?/4rx?f°L' ~ 7 m.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 4/2015
Redaguje Marcin E. KUCZMA

Przypominamy tresé zadan:

699. Cztery rézne punkty na plaszczyznie wyznaczajg sze$¢ odcinkéw. Zaldézmy, ze trzy sposréd
tych odcinkéw maja jednakows diugos$é a, za$ pozostale trzy maja jednakows dlugosé b,
przy czym a < b. Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartosci stosunku b/a.

700. Czy dla kazdej funkcji g: N — N, spelniajacej warunek g(1) = 1, istnieje funkcja f: N — N,
spelniajgca warunki f(n) > g(n) dla n € N oraz f(mn) = f(m)f(n) dla kazdej pary liczb
wzglednie pierwszych m,n € N? (N to zbiér wszystkich liczb calkowitych dodatnich).

699. Jezeli trzy odcinki jednakowej dtugosci tworza trojkat, to pozostale trzy
odcinki (tez jednakowej dlugosci) spotykaja sie¢ w pozostalym z czterech danych
punktéw, ktéry wobec tego musi by¢ srodkiem owego tréjkata réwnobocznego.
W tym przypadku b/a = V/3, i jest to jedna z mozliwych wartoéci rozpatrywanego
stosunku. Dalej przyjmijmy, ze nie pojawia sie trojkat réwnoboczny. Trzy odcinki
dlugosci a tworza woéwczas lamana (nie zamknieta), i tak samo trzy odcinki
dtugosci b. Mozna tak ustali¢ oznaczenia A, B, C, D danych punktéw, by

|AB| = |BC|=|CD|=a, |BD|=|DA|=]|AC|=0.
W tréjkacie rownoramiennym ABC podstawa AC jest dtuzsza niz ramiona.

W tréjkacie réwnoramiennym ABD podstawa AB jest krotsza niz ramiona.
Zatem |XBAC| < 60° < |XBAD|.

Odcinek AD jest wspélnym bokiem przystajacych tréjkatow réwnoramiennych
ABD oraz ACD (o podstawach AB, CD). Te tréjkaty musza by¢ polozone
symetrycznie — albo wzgledem srodka odcinka AD, albo wzgledem symetralnej
tego odcinka. W pierwszym z tych przypadkéw powstalby réwnolegtobok
ABDC} to jednak nie jest mozliwe, skoro kat BAC' jest mniejszy od kata BAD.

W drugim przypadku tworzy si¢ trapez rownoramienny ABCD o podstawach
AD (dtuzszej) i BC (krétszej). Potproste AB™ i DC™ przecinaja sie w punkcie,
ktéry nazwiemy K. Trojkaty réwnoramienne ADB i BKC maja réwne
podstawy (|AB| = |BC| = a) i réwne katy przy podstawie (|[<BAD| = |<CBK]|)
— sa wiec przystajace. Stad |BK| = |AD| = b. Tréjkat BKC jest ponadto
podobny do AK D. Otrzymujemy proporcje

|AD|  |AK]| I b a+b

B~ BE]T T T Ty
Stosunek A = b/a spelnia zatem réwnanie A = A~! + 1, ktérego jedynym
dodatnim pierwiastkiem jest A = (1 + v/5)/2. Realizacje tej wartosci
uzyskujemy, biorac jako A, B, C, D cztery wierzcholki pieciokata foremnego.

Stad odpowiedZ: mozliwymi wartosciami stosunku b/a sa liczby /3 oraz

(1++/5)/2.

700. Tak, dla kazdej funkcji g tatwo wskazaé¢ funkcje f o wymaganych
wlasnosciach. Niech (ar) bedzie rosnacym ciagiem wszystkich poteg liczb
pierwszych:

(a1,as,a3,...) = (2,3,4,5,7,8,9,11,16,...) = (2,3,2%,5,...).
Funkcja f (o wlasnosci f(mn) = f(m)f(n) gdy nwd(m,n) = 1) jest wyznaczona
przez ciag wartosci f(ag); za$ podany warunek multyplikatywnosci nie stawia

na owe wartosci zadnych ograniczen. Wobec tego konstruujemy taki ciag
indukcyjnie. Niech f(a1) bedzie dowolna liczba naturalna wigksza od g(aq).

Zalézmy, ze liczby f(ay), ..., f(ak—1) zostaly juz okre$lone. Patrzymy na zbi6r
wszystkich liczb postaci g(s), gdzie s jest iloczynem réznych liczb ze zbioru
{a1,...,ar}. OkreSlamy f(ax) jako dowolna liczbe naturalna wieksza

od wszystkich takich liczb g(s).

Wybrany ciag wartosci f(ax), wraz z warunkiem multyplikatywnosci,
jednoznacznie generuje funkcje f: N — N. Spelnia ona takze pozostaly

z zadanych warunkow; jesli bowiem liczba n € N zostanie zapisana jako iloczyn
n=a ...a;., gdzie iy < ... <i,, wowczas

fn) = flaiy) .. flai,) > flai,) > g(ai, .. ai,) = g(n).
23
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Rozwigzanie zadania F 885.

To, ze ni¢ AB pozostaje caly czas
pionowa, oznacza, ze na mase M podczas
ruchu uktadu nie dziala sita pozioma.

To z kolei oznacza, ze sity poziome

nie dzialajg takze na uklad, skladajacy si¢
z dwéch mas M i m, a kulki musza
poruszac sie tak, aby ich $rodek masy

nie poruszal si¢ w poziomie (rysunek).

A

M

Warunek ten bedzie spelniony, gdy
masa m bedzie si¢ poruszala tak, jakby
byla zawieszona w $rodku masy uktadu
na nici o dlugosci X, gdzie X jest
odlegtoécia $rodka kulki od $rodka masy
uktadu. Okres takiego wahadla wynosi
T = 274/ X/g. Okres ten jest réwny
okresowi drgan punktu A. Korzystajac
z wyrazenia na potozenie srodka mas
Xm = (L — X)M znajdujemy

X = LM/(m + M). Podstawiajac to
wyrazenie do wzoru na okres dostajemy

LM
T =27y ———,
g(m + M)~

I T?g(m + M)
- 4m2M

a stad

Niebo w sierpniu

Prosto z nieba: Galaktyczne dinozaury

Historia wczesnego Wszechéwiata w telegraficznym skrocie przedstawia sie
nastepujaco: Wielki Wybuch, inflacja i stworzenie barionéw, pierwotna
nukleosynteza i w koncu epoka rekombinacji, czyli oddzielenie sie swiatta

od materii (wtedy pojawily sie tez atomy wodoru i helu). Pierwsze swobodnie
podroézujace fotony obserwujemy dzi§ w postaci mikrofalowego promieniowania
tta. Okres pomiedzy momentem ostatniego rozproszenia a czasem, w ktorym
zaplonely pierwsze gwiazdy, nazywa si¢ Ciemnymi Wiekami. Jedna z wielu
tajemnic ewolucji Wszech$wiata w tamtych czasach (do okoto 800 mln lat

po Wielkim Wybuchu) jest wyja$nienie powstania wielkoskalowej struktury,
w tym, miedzy innymi, pochodzenia masywnych, zwartych i sferycznych

w ksztalcie galaktyk — tytutowych dinozauréw.

Najbardziej popularna hipoteza glosi, ze proces zderzen galaktyk stopniowo
transformowat obiekty sferyczne w duzo masywniejsze galaktyki o eliptycznym
ksztalcie, ktére obecnie obserwujemy. Na pierwszy rzut oka jest to
prawdopodobne, jednak problemem jest pogodzenie przewidywan teoretycznych
z obserwacjami. Obserwacje dalekich sferycznych galaktyk poréwnuje sie z tymi
w lokalnym otoczeniu; okazuje sie, ze w poblizu Drogi Mlecznej jest ich niewiele.
7 drugiej strony, z oszacowan ewolucyjnych wynika, ze galaktycznych zderzen

w historii Wszechswiata bylo niewystarczajaco wiele, by wyjasni¢ niewielka
liczbe obserwowanych galaktyk sferoidalnych w naszym sasiedztwie. Gdzie zatem
zniknely galaktyczne dinozaury?

Rozwiazanie zagadki okazuje sie, jak to czasem bywa, trywialne — doktadna
analiza danych przeprowadzona przez astronoméw z Uniwersytetu Technicznego
w Swinburne prowadzi do wniosku, ze duza czgsé populacji galaktyk sferoidalnych
jest po prostu stabo widoczna i dlatego zostala wczesniej przegapiona. Obiekty
sferoidalne sa bardzo czesto przestonigte przez gwiazdowy dysk, ktéry powstat
podczas pdzniejszej ewolucji poprzez gromadzenie si¢ gazu i akrecje mniejszych
galaktyk. Liczba ,ukrytych” galaktyk sferoidalnych odpowiada w przyblizeniu
liczbie obserwowanych podobnych obiektow we wezesnym Wszech$wiecie.

Wspominamy wynik australijskich astronoméw, poniewaz jest on jednym
z nielicznych przykladéw porzadnie przeprowadzonej analizy danych,
a nie popularnym ostatnio tlumaczeniem wynikéw obserwacji (badz ich braku)

za pomoca egzotycznej niestandardowej fizyki.
Michal BEJGER

Sierpien jest tradycyjnie miesigcem obserwacji meteoréw.
Perseidy, pochodzace z resztek pylu pozostawionego
przez komete Swifta—Tuttle’a, beda widoczne najlepiej
w pierwszej polowie sierpnia (maksimum 12, 13 VIII,
liczba zdarzen 60 w ciagu godziny). Przewidujemy, ze
niektore z bolidéw beda bardzo jasne. R6j obserwowac
mozna przez caly miesiac — radiant roju

w gwiazdozbiorze Perseusza pojawia sie nad
potnocno-wschodnim horyzontem w pierwszej polowie
nocy. Obserwacjom maksimum sprzyja dodatkowo faza
Ksigzyca — néw wypada 14 VIII. W okolicy pierwszej
kwadry (8 VIII) Ksiezyc zakryje Aldebarana

(o Tauri, —0,85™); niestety, zjawisko zajdzie podczas
dnia dla obserwatoréw w Europie (dobra widocznosé
w Azji). Sierpniowa pelnia (29 VIII), nazwana
super-Ksiezycem, bedzie wyjatkowa, poniewaz Ksiezyc
znajdzie si¢ wtedy nieco blizej Ziemi niz zwykle,

w zwiazku z czym bedzie wydawal sie wiekszy

i jadniejszy niz podczas ,zwyklej” pelni.
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Obserwatoréw planet czeka w sierpniu pare potencjalnie
ciekawych wydarzen. Tuz przed zachodem Stonca 7 VIII
w gwiazdozbiorze Lwa nastapi spotkanie Merkurego
(—0,5™) i Jowisza (1,25™) z Regulusem (« Leonis,
1,35™), natomiast 19 VIII Mars (1,9™) znajdzie

sie na tle gromady otwartej M44 (Zl(’)bek, gwiazdozbiér
Raka), niezbyt, niestety, korzystnie dla obserwatoréw
europejskich, bo bedzie widoczny rano, nisko nad
wschodnim horyzontem, przyémiewany przez wschodzace
Stonce. Podobny los spotka w sierpniu Wenus — mimo

ze do$é jasna (—3,4™), bedzie ukryta w $wietle Stonca,
na granicy gwiazdozbioréw Sekstantu, Hydry, Lwa i Raka.

Amatorom astronomii wyposazonym w teleskop lub silng
lornetke polecamy obserwacje niewidocznego gotym
okiem Neptuna (7,6™), ktéry bedzie w sierpniu
w opozycji. Mozna go odnalez¢ w gwiazdozbiorze
Wodnika, pomiedzy do$é jasnymi gwiazdami A (3,7™)
io (4,8™) Aquarii.

M. B.
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Gdyby taki podzial byl mozliwy

i wymagal np. 100 lub 1000 kawatkéw,
to tego rodzaju ukladanki znalibySmy
zapewne z poélek sklepowych.

Rys. 1

Gdyby mozliwe bylo ,podwojenie
szescianu” zwyklymi nozyczkami, mozna
by pokroi¢ sztabke zlota tak, by

z otrzymanych czesci zlozyé sztabke
dwukrotnie wigksza.

Lepiej znana wersja paradoksu
Banacha—Tarskiego orzeka, ze mozna
roztozy¢ kule na pieé czedci i ztozyé
z nich dwie kule takie same, jak
wyjsciowa.

Nozyczki matematyczne Joanna JASZUNSKA

Jedna z najstynniejszych niemozliwych rzeczy w matematyce jest konstrukcja
samym cyrklem i linijka kwadratu o polu réwnym polu danego kota. Problem ten,
zwany kwadraturg kola, rozwazano juz w starozytnej Grecji, ale rozwiazano go,
czyli udowodniono niekonstruowalnosé, dopiero w XIX wieku.

Twierdzenie Wallace’a—Bolyaia—Gerwiena orzeka, ze dowolny wielokqgt
mozna pocigé nozyczkami na skonczenie wiele kawalkow, a nastepnie ulozycé z nich
dowolny inny wielokgt o tym samym polu. Moze da si¢ wykonaé tego rodzaju
ykwadrature kota”?

Czy mozna tak pocigé¢ kolo nozyczkami na skonczenie wiele czesci, by
nastepnie ulozy¢ z nich kwadrat?

Pokazemy, ze nie jest to mozliwe. Rozetnijmy koto nozyczkami na skonczenie
wiele czesci. Mozna przyjac, ze kazdy fragment brzegu kazdego z obszaréw jest
»porzadny”: wypuktly, wklesly lub prosty i ze ma okreslong dlugosé. Niech

w kazdej czesci tak podzielonego kola mieszka krasnoludek. Kazdy

z krasnoludkéw maluje od swojej strony plot otaczajacy jego teren: na kolorowo
fragmenty wypukle, na szaro — wklesle, na czarno — proste (rys. 1).

Zauwazmy, ze jesli fragment plotu jest z jednej strony czarny, to jest czarny
rowniez z drugiej strony. Z kolei jesli krasnoludek pomalowal czesé ptotu na szaro,
to jego sasiad pomalowal te cze$¢ od swojej strony na kolorowo. I na odwrét,

za wyjatkiem fragmentéw plotu ograniczajacych cate koto, ktore sa pomalowane
tylko z jednej strony, na kolorowo. Stad taczna dlugosé¢ wszystkich kolorowych
czedci plotu jest wieksza od tacznej dlugosci szarych czes$ci wlasnie o obwod kota.

Przypus$émy, ze mozna z rozwazanych kawaltkéw kota ulozyé kwadrat. Jego brzeg
jest prosty, wiec aby czesci wewnatrz do siebie pasowaly, musiataby by¢ taka sama
taczna dlugosé kolorowych i szarych fragmentow ich brzegoéw, sprzecznie

7 powyzsza obserwacja. Wobec tego nie da sie wykona¢ takiej ,kwadratury kota”. [

W obliczu poniesionej porazki, siggnijmy po silniejsze narzedzie — ,nozyczki
matematyczne”. R6znig sie one od zwyklych tym, ze pozwalaja dzieli¢ figure

na dowolne podzbiory, rowniez te niemozliwe do wyciecia zwyklymi nozyczkami, jak
pojedyncze punkty, odcinki etc. Uwzgledniamy przy tych podziatach przynaleznosé
wszystkich punktow figury, rowniez tych z ewentualnych linii podziatu.

Czy mozna tak podzieli¢ kolo na skonczenie wiele czesci, by nastepnie
ulozyé¢ z nich kwadrat?

Pytanie to postawil w 1925 roku Alfred Tarski, a odpowiedzi udzielit
Miklés Laczkovich w roku 1990. Udowodnit on, ze taka ,kwadratura kota” jest
mozliwa przez podzial kota na. .. mniej wiecej 10°° czesci!

W starozytnej Grecji rozwazano réwniez inny stynny problem — podwojenie
szescianu, czyli konstrukcje szedcianu o objetosci dwukrotnie wiekszej od danego
szescianu. Ona réwniez okazala sie niemozliwa do wykonania cyrklem i linijka.

Czy mozna podzieli¢ szeScian na skonczenie wiele czesci i zbudowac
z nich szeScian o dwukrotnie wiekszej objetosci?

Na podzialy zwyklymi nozyczkami (lub nozem) nie ma co liczyé, bowiem
zachowuja one objetosé figur, a my objetosé chcemy podwoi¢. Wydawaé by sie
moglo, ze z tego wlasnie powodu zadany podzial szeScianu w ogéle nie jest mozliwy.

Jedna z wersji stynnego paradoksu Banacha—Tarskiego méwi, ze dla dowolnych
dwéch ograniczonych podzbioréw R3 o niepustym wnetrzu, jeden mozna tak podzielié
na skonczenie wiele cze$ci, by zloZyc z nich drugi. Mozna zatem podzieli¢ szescian
na skonczenie wiele fragmentéw, a nastepnie zbudowacé z nich szeScian o objetosci
dwukrotnie wigkszej. Wszystko dzigki temu, ze ,nozyczkami matematycznymi”
(tym razem w wersji tréjwymiarowej) da sie wycinaé przedziwne zbiory,

takze np. niemierzalne. Z takimi nozyczkami niemozliwe staje si¢ mozliwe!
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