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Kopalnia wiedzy o za¢mieniach Stonca
jest strona prowadzona przez NASA:
http://eclipse.gsfc.nasa.gov.

Demon Laplace’a Szymon CHARZYNSKI

7 pazdziernika 2135 roku Ksiezyc na 4 minuty i 43 sekundy przestoni Storice

i wigkszos¢ terytorium naszego kraju na chwile ogarnie ciemnosé. Wezesniej
zdarza si¢ za¢mienia czeSciowe. Wszystkich za¢mien Stonca, widocznych

w roznych cze$ciach swiata, beda w biezacym tysiacleciu setki i szczegdlowy
przebieg kazdego z nich mozna przewidzie¢ na kilkaset lat do przodu. Jak to sie
dzieje, ze potrafimy tak precyzyjnie te zjawiska przewidywacé?

Sukces przewidywan opiera sie na dwoch fundamentach. Po pierwsze, dzieki
bardzo dokladnym obserwacjom astronomicznym znamy bardzo precyzyjnie
aktualny stan Uktadu Stonecznego, czyli masy jego gtéwnych sktadnikéw oraz ich
potozenia i predkosci. Po drugie, od czaséw Isaaca Newtona znamy prawa
rzadzace ruchem cial niebieskich, czyli zasady dynamiki i prawo powszechnego
ciazenia. Prawa te maja te wlasnos¢, ze zadanie warunkéw poczatkowych
jednoznacznie determinuje cala przyszla (ale réwniez przeszla) ewolucje uktadu
fizycznego. Méwimy, ze te prawa sa deterministyczne. Opierajac sie¢ zatem

na znajomosci aktualnego stanu Ukladu Stonecznego, mozemy, rozwiazujac
réwnania ruchu, przewidzieé jego stan w przyszltosci, a w szczegblnosci znalezé te
chwile, kiedy Stonce, Ksiezyc i Ziemia ustawig sie (prawie) w jednej linii

i Ksiezyc catkowicie lub czgsciowo przestoni nam Stonce.

Nasuwa si¢ naturalne pytanie, czy przebieg wszystkich zjawisk daje si¢
przewidywa¢ w taki deterministyczny sposob. Bardzo $miala hipoteze, ze
odpowiedz na to pytanie jest twierdzaca, sformulowal w 1814 roku
Pierre-Simon Laplace. Stwierdzil on, ze gdyby pewien intelekt byt w stanie
poznaé stan wszystkich sktadnikéw naszego wszechéwiata, znat wszystkie prawa,
ktérym podlegaja, i gdyby byt w stanie przeanalizowaé te wszystkie dane, to
moéglby przewidzieé losy wszystkich tych sktadnikéw. Taki intelekt znalby cala
przeszlosé i calg przyszlosé. Cho¢ sam Laplace nie nazwal tego intelektu
demonem, to obecnie jego koncepcja funkcjonuje w kulturze jako tytulowy
demon Laplace’a. Tak narodzit sie paradygmat klasycznego determinizmu.

Byta to wizja $wiata rzadzonego Scisle deterministycznymi prawami, ktérych, by¢
moze, jeszcze do kohca nie znamy, ale bylo to swoiste wyznanie wiary, ze takie
deterministyczne prawa istnieja. Poznanie tych praw mialoby natomiast pozwoli¢
na nieograniczona moc przewidywania przebiegu zjawisk. Paradygmat
klasycznego determinizmu wywart ogromny wptyw na kolejne pokolenia
przyrodnikow, czego przejawem jest chociazby powszechnie znany fragment listu
Einsteina do Maksa Borna: Ty wierzysz w Boga, ktory gra w kosci, ja

w panowanie i porzgdek w Swiecie obiektywnie istniejgcym, ktory probuje ujgd

na drodze dzikiej spekulacji. Nie jest to wyznanie wiary w Boga, w ktorego
Einstein nie wierzyl, i uzywal tego pojecia tylko jako metafory, lecz wladnie
wyznanie wiary w determinizm.

Nie wszystkim jednak podobala sie idea absolutnego determinizmu. Swiat,

w ktérym jest miejsce dla demona Laplace’a, podaza jedyna mozliwa trajektorig
wyznaczona przez deterministyczne prawa. Realizuje sie tylko jedna mozliwa
historia. Czy w takim $wiecie jest miejsce dla istoty obdarzonej wolng wola? Dla
niektérych idee klasycznego determinizmu i wolnej woli sa nie do pogodzenia, bo
skoro cala przyszlo$é jest jednoznacznie zdeterminowana i mozliwa

do przewidzenia, to i wynik kazdego naszego zyciowego wyboru mozna zawczasu
obliczy¢. Gdzie tu miejsce na akt woli? Sprzeczno$¢ ta nie dla wszystkich jest
jednak oczywista, zalezy to bowiem od tego, co sobie kto$ wyobraza pod
pojeciem wolnej woli, bo o ile pojecie klasycznego determinizmu jest dosy¢
jednoznacznie zdefiniowane, to pojecie wolnej woli moze wywolywaé rézne
skojarzenia.

Jezeli mamy uktad podlegajacy Scisle deterministycznym prawom, ktory
potrafimy w laboratorium przygotowaé¢ w powtarzalny sposob, za kazdym razem
w tym samym stanie, to on za kazdym razem zachowa sie tak samo. Jezeli,

na przyktad, bedziemy identyczne piteczki pingpongowe upuszczaé z tej samej
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Klasyczny prosty przyktad chaotycznej
dynamiki stanowi uklad dyskretny oparty
na odwzorowaniu logistycznym, danym
wzorem f(z) =k -z (1 —z), dla

k € [0, 4] przeksztalcajacym przedzial

[0, 1] w siebie. Warunkiem poczatkowym
jest liczba zg € [0, 1]. Trajektorie uktadu
stanowi cigg zadany rekurencyjnie

Tpn+1 = f(zn). Tak zdefiniowany uklad
dynamiczny przejawia zasadniczo rézne
zachowania w zaleznosci od wartosci
parametru k. Dla k € [0, 3] wszystkie
ciggi, niezaleznie od wartosci z¢ daza do
tej samej granicy (zaleznej jedynie od k).
Dla k > 3 dynamika si¢ komplikuje

i w pewnych zakresach staje sie
chaotyczna. W szczegdlnosci np. jest
chaotyczna dla k = 4, co przejawia sig,
miedzy innymi, tym, ze jezeli wybierzemy
dwie dowolnie bliskie wartosci
poczatkowe, np. g = 0,3 oraz

yo = 0,300001, to ciagi, ktére z nich
powstang, beda si¢ niewiele poczatkowo
réznity, ale od pewnego miejsca zupelnie
sig¢ rozjada. W szczegdlnosci mamy

z10 = 0,043422, y10 = 0,042968, czyli
réznica jest wcigz stosunkowo niewielka,
ale juz w20 = 0,941785, y20 = 0,033125

i tutaj réznica jest juz znaczna.
Gdybys$my wzieli warto$ci poczatkowe
rézniace sie jeszcze mniej niz o 0,000001,
to by¢ moze trajektorie pozostawalyby
do siebie zblizone przez wigksza liczbe
iteracji, ale i tak predzej czy pdzniej sig
rozjada.

PisaliSmy o tym m.in. w Delcie 10/2010.

Zachecam Cig, Czytelniku, do
poeksperymentowania z tym
odwzorowaniem. Jest to bardzo
pouczajaca zabawa.

wysokoéci w tym samym polu grawitacyjnym na podloge, ktéra ma za kazdym
razem te same wlasnodci elastyczne, i powietrze bedzie mialo zawsze ten sam
sklad, ci$nienie i temperature, to piteczka po odbiciu wzleci zawsze na te sama
wysoko$¢. Tak dziala klasyczny determinizm.

Nie da sie takich calkowicie powtarzalnych eksperymentéw przeprowadzaé

na uktadach fizycznych, ktore podejrzewamy o posiadanie wolnej woli, poniewaz
uktady te zwykle maja réwniez pamieé, dlatego kazdy kolejny eksperyment jest
przeprowadzany na uktadzie bogatszym, chociazby o do$wiadczenie poprzedniego
eksperymentu. Gdy zapytamy dwa razy licealiste, ktéra z dwdch, znanych tylko
z widzenia kolezanek, chetniej zaprositby do znajomych na portalu
spolecznoéciowym, to mozemy uzyskaé¢ dwie sprzeczne odpowiedzi. Czasem
wystarczy skwitowaé pierwsza odpowiedz dezaprobujacym grymasem twarzy,
zeby, pytajac drugi raz, uzyskaé przeciwstawna odpowiedz. Wyobrazmy sobie
jednak nastepujacy eksperyment myslowy — uwspotczesniong wersje demona
Laplace’a, czyli mogacego zapisaé stan wszechdwiata w jakiej$ chwili (tak jak

w grach komputerowych ,zasejwowaé”) i nastepnie wezytywaé i puszczaé
wielokrotnie od tej zapisanej chwili. Demon wykona eksperyment na naszym
licealiscie. Wyobrazmy sobie, ze naszemu kroélikowi doswiadczalnemu wpadty

w oko dwie kolezanki z innej klasy i waha sie, ktora zaczepié¢, az wreszcie
ktérego$ wieczoru rozdarty wewnetrznie mlodzieniec decyduje sie zaprosi¢

do znajomych na portalu spolecznosciowym jedna z nich. Znajomos$¢ sie rozwija,
po latach jest Slub, dzieci, wnuki itp. Zal6zmy teraz, ze demon zapisal stan
calego wszech$wiata, np. w przeddzien podjecia decyzji przez licealiste, wezytuje
ten stan i puszcza historie w ruch jeszcze raz, a nawet wiele razy. Oczywiscie,
wedlug pogladu Laplace’a historia potoczy sie za kazdym razem tak samo. Czy
jezeli jednak licealista podejmie za kazdym razem te sama decyzje, bedzie to
oznaczalo, ze decyzja ta nie byla ,wolna”?

Laplace przedstawil swoja koncepcje w czasach, kiedy mechanika klasyczna
stanowila trzon fizyki, a jej sformulowanie bylo jednym z najwazniejszych
przeloméw w historii nauki, z czego zapewne zdawal sobie sprawe. Trudno sie
zatem dziwié, ze on i jemu wspélczedni ulegli pokusie przyjecia przekonania, ze
oto dotarli do pewnej ostatecznej prawdy o $wiecie. Laplace nie mogt oczywiscie
wiedziec¢, jakie kolejne przelomowe odkrycia po mechanice klasycznej przyniesie
przyszlosé i ze odkrycia te spowoduja odestanie jego koncepcji do lamusa.

Jakie odkrycia przyczynily sie do unicestwienia demona Laplace’a? Zanim
zajmiemy sie tym, ktore zadato mu decydujacy cios, przyjrzymy sie odkryciu,
ktére znacznie jego demoniczna moc ostabito. W XX wieku stwierdzono, ze
determinizm i przewidywalno$é to nie to samo. Odkryto chaos deterministyczny.
Okazuje sie, ze nawet jesli prawa opisujace dany uktad sa deterministyczne, to
w pewnych sytuacjach Scisle przewidzenie zachowania ukladu jest praktycznie
niemozliwe. Jedna z manifestacji chaosu jest duza wrazliwos¢ zachowania uktadu
chaotycznego na dowolnie mate zmiany stanu poczatkowego. Jezeli mamy dwie
kopie takiego uktadu, ktore w chwili poczatkowej réznia sie dowolnie mato, ale
nie sa dokladnie takie same, to ich ewolucja przebiega w taki sposéb, ze réznice
miedzy nimi bardzo szybko rosna i po pewnym czasie dwie kopie uktadu
zachowuja sie w sposéb zupelnie niepodobny. Poniewaz rzeczywiste pomiary
wykonuje sie zawsze z pewna skonczona doktadnoscia, to w praktyce nigdy

nie znamy poczatkowego stanu uktadu doktadnie. W konsekwencji, nawet jezeli
znamy $cidle deterministyczne prawa, ktorym podlega nasz uktad, to

nie bedziemy w stanie przewidzieé¢ zachowania si¢ uktadu w dlugiej perspektywie
czasowej, wlasnie dlatego, ze nie wiemy doktadnie, do ktérego ze standéw
poczatkowych mieszczacych sie w ramach naszej niepewnosci pomiarowej te
prawa zastosowac.

Opisane zjawisko oznacza, ze jest niezwykle istotne, w jaki sposéb nasz demon
zapisuje stan wszech$wiata. Jezeli zapisujac, dokonuje jakichs przyblizen,

np. zaokragla liczby, uzywajac liczb binarnych o skoniczonej precyzji, tak jak to
sie robi standardowo w pamieci komputera, to moze sie okazac¢, ze po wezytaniu
tych danych i puszczeniu historii od nowa, potoczy sie¢ ona inaczej, nawet jezeli
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Rozwigzanie zadania F 883.
Czestotliwo$é fotonéw emitowanych przez
spoczywajacy atom wodoru i, podobnie,
deuteru jest proporcjonalna do iloczynu
masy zredukowanej uktadu
elektron-jadro, p. Masa zredukowana
uktadu elektron-jadro o masie M wynosi

me M
Me + M
Wynika stad, ze wszystkie czestotliwosci
widma deuteru sg A razy wigksze od
czestotliwodci wystepujacych w widmie

wodoru:
Me m
A= (1422 14 2.
mp my
otrzymujemy A = 1,0002723, a wiec

Po podstawieniu wartosci mas

warto$¢ bardzo bliskg 1. Gdyby
zinterpretowaé wzrost obserwowanych
czestotliwodcei o czynnik A jako skutek
zjawiska Dopplera (postepowego ruchu
atomu z predkoscig v), to A powinno byé
réwne 1 + v/c, gdzie c jest predkosScig
Swiatla, i dla A = 1,0002723 otrzymamy
warto$¢ v = 81,7 km/s, odpowiadajaca
ruchowi atomu wodoru w kierunku
obserwatora (taka predko$é érednia atomu

wodoru odpowiada temperaturze

ok. 2,7-10° K).

B=

jest Scisle deterministyczna. Zreszta w taki, mniej wiecej, sposob ta wlasnosé
uktadéw chaotycznych zostata odkryta. Edward Lorenz w 1961 r. badat
wlasnosci pewnego uktadu trzech réwnan rézniczkowych zwyczajnych, ktéry stat
sie potem bardzo znany i nosi dzi$ jego nazwisko. Znajdowal rozwiazania tego
ukladu na komputerze. Pewnego razu powtérzyt numeryczna procedure dla, jak
sadzil, tego samego zestawu danych poczatkowych, w celu sprawdzenia
poprawnoéci metod numerycznych. Rozwiazania znalezione przez komputer
poczatkowo sie pokrywaly, ale po pewnym czasie zaczely sie rozjezdzaé, az
wreszcie staly sie zupelnie niepodobne. Lorenz w pierwszej chwili zinterpretowatl
te wyniki jako skutek bledu, ale szybko zrozumial, ze zadnej pomytki nie byto.
Okazalo sie, ze powtarzajac obliczenia, jako stan poczatkowy wprowadzil liczby,
ktére byly zaokragleniem do czesci tysiecznych liczb, ktére pierwotnie byly

w pamiegci komputera zapisane z dokladnoscia do 6 cyfr po przecinku. Ta drobna
réznica w danych poczatkowych okazala sie mie¢ kluczowe znaczenie.

Edward Lorenz zajmowal sie modelowaniem proceséw zachodzacych

w atmosferze, czyli meteorologia. Atmosfera ziemska jest wladnie przyktadem
uktadu chaotycznego, ktorego zachowania w dluzszej perspektywie czasowej
nie da si¢ przewidzie¢. Dlatego mozemy dokladnie obliczy¢, o ktérej godzinie
zacznie sie za¢mienie 7 pazdziernika 2135 roku, ale absolutnie niemozliwe jest
dzi$ przewidzenie, czy w podziwianiu tego pieknego widowiska nie przeszkodza
nam chmury.

Moze jednak, gdyby nasz demon znal aktualny stan wszechswiata z nieskonczona
dokladnoscia, to bylby w stanie przewidzie¢ doktadnie cala jego przysztosé
(wliczajac w to np. pogode za 120 lat)? Niestety, nie. Wedlug naszej obecnej
wiedzy o wszech$wiecie nie ma w nim miejsca dla demona Laplace’a.

Decydujacego argumentu przeciwko demonowi dostarcza mechanika kwantowa.
Teoria ta przewiduje istnienie w przyrodzie zjawisk czysto losowych. Rozwazmy
prosty przyklad i wyobraZzmy sobie nietrwale jadro atomowe (np. jadro uranu,
czyli pierwiastka naturalnie wystepujacego w skorupie ziemskiej). Nietrwalo$é
oznacza, ze jadro to ulega spontanicznemu rozpadowi promieniotworczemu,

w wyniku ktérego powstaje inne jadro i emitowane sa jakie$ czastki.
Spontaniczno$é rozpadu oznacza, ze konkretna chwila, w ktérej on nastapi,

nie jest w zaden sposéb okre$lona. Okreslone jest prawdopodobieristwo

na jednostke czasu zajscia takiego rozpadu, ktére wyznacza sie, obserwujac duze
probki takich pierwiastkéw. Majac, na przyklad, kilogram atoméw takiego
pierwiastka, mozemy zmierzy¢, po jakim czasie zostanie polowa poczatkowej
liczby atoméw. Jest to czas polowicznego zaniku, czyli parametr rézny dla
roznych pierwiastkow, okreslajacy statystyczne wlasnosci duzych prébek,
pozwalajacy wyznaczy¢ wspomniane prawdopodobiefistwo rozpadu na jednostke
czasu. Mozemy wiec okresli¢, po jakim czasie jaka cze$¢ naszej probki ulegnie
rozpadowi, ale nie da si¢ okresli¢, ktére konkretnie jadra z probki sie rozpadna.
Oznacza to, ze gdyby nasz demon zapisywal stan wszech$wiata w jakiejs chwili

i wybral sobie do obserwacji jakies konkretne nietrwale jadro, to puszczajac
historie od tej chwili, mogtby za kazdym razem zaobserwowaé inny czas,

po jakim jadro sie rozpadto. Mechanika kwantowa pozwala jedynie Scisle
przewidzie¢, do jakiego rozkladu bedzie dazyt rozktad wynikéw tych pomiardw,
jezeli wykonamy takich eksperymentéw bardzo wiele. Teoria chaosu nauczyla nas
juz, ze drobne zmiany w ukladzie w jakiej$ chwili moga przelozy¢ si¢ na ogromne
zmiany za jaki$ czas. Wiec istnienie losowych proceséw nawet na poziomie
mikroskopowym powoduje, ze historia Wszech$wiata zapisanego przez demona
w jakiej$ chwili i puszczana wielokrotnie od nowa od tego momentu moze
przebiec za kazdym razem inaczej.

Przeciwko takiej probabilistycznej interpretacji mechaniki kwantowej protestowat
Albert Einstein we wspomnianym liécie. Préba ratowania determinizmu

byty teorie parametrow ukrytych. Pomyst byl taki, ze mechanika kwantowa

jest niepelna teoria, a prawa, ktore $cisle determinuja wszystkie pozornie losowe
procesy, takie jak rozpady promieniotwércze, sa przed nami na razie ukryte.
Gdyby nasz demon znal wartosci tych ukrytych parametréw, to wiedziatby, kiedy
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Wigcej o nieréwnosciach Bella mozna
przeczyta¢ w Delcie 5/2001 w artykule
Andrzeja Dragana A moze jednak
ukryty determinizm?

ktére jadro sie rozpadnie. Okazalo sie, ze hipoteza istnienia parametréw ukrytych
daje sie testowaé do$wiadczalnie, dzieki twierdzeniu udowodnionemu w 1964 roku,
znanemu jako nieréwnoé$ci Bella. Twierdzenie to méwi, ze jezeli wyniki

pewnych pomiaréw bylyby determinowane przez jakie§ ukryte parametry, to
czestoéci wystepowania tych wynikéw spelnialyby pewne nieréwnosci. Mechanika
kwantowa przewiduje tamanie tych nieréwnosci. W wielu przeprowadzonych
eksperymentach wykazano, ze rzeczywiste uklady fizyczne zachowuja

sie zgodnie z przewidywaniami mechaniki kwantowej, tamiac nieréwnosci Bella.

Musimy sie wiec pogodzi¢ z tym, ze w przyrodzie wystepuja pewne
niedeterministyczne procesy, ktérych losowo$é nie jest odzwierciedleniem naszej
niepelnej wiedzy o ukladzie, ale jest ich wewnetrzna, nieusuwalng cecha. Swiat
nie jest calkowicie deterministyczny. Hipoteza Laplace’a okazata si¢ zbyt daleko
idaca. Czy uratowalidémy zatem wolna wole? Czy zastapienie czystego
determinizmu determinizmem z domieszka czystego przypadku kogo$ pociesza?

Na czym stoi matematyka?
Wiktor BARTOL

Matematyka bardzo si¢ w XIX wieku zmienita. Algebra, badajaca dotad przede
wszystkim metody rozwiazywania réwnan wielomianowych, dzieki pracom
Evariste’a Galois, George’a Boole’a i innych wytworzyla struktury abstrakcyjne:
grupy, pierscienie, algebry Boole’a, oderwane od obliczen liczbowych,
reprezentujace za to pewne ogélne wlasnosci dzialan (na dowolnych obiektach).
Geometria utracita euklidesows jednoznaczno$¢, odnajdujac sie w swiatach dotad
nieznanych i nieprzewidywanych, zwanych geometriami nieeuklidesowymi.
Analiza, nabierajac coraz bardziej potrzebnej $cistosci, wyszla poza granice
intuicji, uwzgledniajac szerszy repertuar funkcji (niegdy$ uwazanych za ciagte

z definicji) i dopuszczajac zaskakujace konstrukeje, jak choéby funkcje wszedzie
ciagle i nigdzie nierézniczkowalne. I wreszcie w drugiej potowie XIX wieku
badania Georga Cantora nad reprezentacjami funkcji za pomoca szeregéow
doprowadzitly do otwarcia matematycznych drzwi dla starannie dotad omijanej
nieskonczono$ci aktualnej, nieskonczonosci ,istniejacej”, danej w catoséci —

w odréznieniu od potencjalnej, czyli takiej, ktéra oznacza jedynie mozliwoéé
nieograniczonego powiekszania zbioru. Cantor pokazal, ze mozna sensownie
poréwnywaé wielkosci zbiorow nieskonczonych, operowaé nimi tak, jakby byty
dobrze okre$lonymi obiektami matematycznymi.

Niestety, okazalo sig, ze pojecie zbioru (w szczegdlnosci nieskoniczonego) dobrze
okreslone nie bylo. Bertrand Russell wskazal na sprzeczno$é¢ wyrosta

z nieprecyzyjnego rozumienia zbioru. Istotnie, jesli mozemy dowolnie tworzy¢
zbiory, to w szczegdlnoéci mozemy utworzyé zbiér Z wszystkich tych zbiorow,
ktére nie sa swoimi wlasnymi elementami. Inaczej méwiac, Z = {X : X ¢ X}.
Proba odpowiedzi na pytanie, czy Z € Z, jak nietrudno stwierdzi¢, prowadzi

do sprzecznosci. Nieco wezesniej, pod koniec XIX wieku, Cesare Burali-Forti
pokazal, ze nie istnieje, ze nie mozna utworzy¢ zbioru wszystkich liczb
porzadkowych. Sprzecznosci tego rodzaju pojawily sie takze w logice. Czy zatem
swoboda uzywania nader abstrakcyjnych poje¢, w tym nieskonczonosci aktualnej,
powinna by¢ matematykom odebrana?

Zagrozenie pojawieniem sie sprzecznosci wywotalo rézne reakcje w srodowisku
matematycznym. Leopold Kronecker zaproponowal, by za fundament
matematyki przyjac¢ liczby naturalne, unikajac w ten sposéb wszystkiego, czego
nie da sie¢ z nich wyprowadzié¢. Wielu matematykow gotowych bylo zrezygnowac
z tej czesci matematyki, ktéra dopuszczata zbiory aktualnie nieskonczone,

a nawet ze wszystkiego, czego nie dawalo sie konstruktywnie pokazaé (nie tylko
wykazad). Intuicjonisci, jak okresla si¢ zwolennikéw jednej z takich
konstruktywistycznych filozofii, nie uznawali tzw. prawa wylaczonego érodka,
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Rozwigzanie zadania F 884.

Zamiana jader atomow czasteczki na jadra
ich ciezszych izotopéw praktycznie

nie zmieni stanéw elektronowych (patrz
rozwiazanie zadania 883), tym samym
zaréwno odleglos¢ réwnowagowa R jader
atomowych, jak i energia wigzania
czasteczki nie ulegna zmianie. Zalezno$é
energii wigzania U od odlegloéci r
atomow ma wiec dla niewielkich wychylen
z polozenia réwnowagi postaé:

U(r) = %k'(r- - R)?

z takimi samymi warto$ciami k£ i R.
Czestosé charakterystyczna w takiego
ukladu odpowiada zatem czestosci drgan
mas mc i mo, o masie zredukowanej
uw=mcmo/(mc + mo), polaczonych
»Sprezyng” o stalej sprezystosci k. Mamy
wiec w? = k/u. Z kolei stata B, jak

w mechanice klasycznej, jest
proporcjonalna do odwrotnoéci momentu
bezwtadnoéci obu mas obiegajacych
wspoélny srodek ciezkosci, a wiec B jest
odwrotnie proporcjonalne do pR?.
Oznaczajgc literami primowanymi
odpowiednie wartosci dla czasteczki
ciezszej, a bez znaku prim dla lzejszej,
otrzymujemy:

14 -18(12 + 16)

w

= PE T ) 4,
& 12-16(14 + 18) ’
a wiec:
N !
2r B8
AR I
oraz
N, ’
v B o7,
)\v 12

czyli uznawali zdanie ,a lub nie a” za prawdziwe wtedy, gdy udowodnito sie a lub
udowodnito nie a; o poréwnywaniu zbioréw nieskonczonych nie bylto mowy.
Przyjecie takiego punktu widzenia oznaczaloby utrate wielu waznych twierdzen.

David Hilbert, wybitny niemiecki matematyk przetomu wiekéw XIX i XX, autor
przedstawionych w 1900 roku na II Miedzynarodowym Kongresie Matematykdw
23 probleméw, ktore mialy wytyczy¢ kierunki rozwoju matematyki w XX wieku,
nie godzil sie z takim okrojeniem matematyki. Zaproponowal sposéb dzialania,
ktéry mogltby przeciaé wszelkie watpliwosci, a jednoczeénie pozwolitby pozostaé
w, jak to okreslil, ,raju Cantora”, czyli w Swiecie bezpiecznej nieskoniczonosci.

Na czym polegal ten sposéb, nazwany programem Hilberta? Przede wszystkim
na uczynieniu z teorii matematycznych przedmiotu badan, w efekcie ktérych
mozna byloby udowodnié kilka pozadanych ich cech, przede wszystkim
niesprzeczno$c i zupelnosé. Teoria jest niesprzeczna, gdy nie istnieje takie
zdanie «, Ze i «, 1 negacja « sg twierdzeniami teorii (réwnowaznie, gdy istnieje
zdanie niemajace dowodu). Teoria jest zupelna, gdy kazde zdanie prawdziwe

w dowolnym modelu teorii jest jej twierdzeniem, a wiec istnieje dla niego dowdd
wychodzacy od aksjomatéw (réwnowaznie, gdy dla kazdego zdania « jest tak, ze
albo a, albo negacja « jest twierdzeniem tej teorii).

Pierwszym krokiem do badania teorii matematycznej jest jej sformalizowanie,

a wiec: okreslenie zbioréw symboli reprezentujacych obiekty, ktérymi teoria ma
sie zajmowac, symboli logicznych, symboli reprezentujacych dziatania

na obiektach i relacje miedzy nimi, Scista identyfikacja uznawanych za poprawne
wyrazen zapisanych za pomoca tych symboli, wybdr niektérych wyrazen

i uznanie ich za niezbedny poczatek kazdego dowodu (aksjomaty) oraz dokladny
opis regul przetwarzania wyrazen (regulty wnioskowania). Oczywiscie, samo
pojecie dowodu musi by¢ rownie Scisle zdefiniowane jako pewien cigg wyrazen,
w ktérym kazde jest albo aksjomatem, albo jest skutkiem zastosowania reguly
wnioskowania do wczesniejszych wyrazen.

Do tak sformalizowanej teorii mozna zastosowaé¢ metody matematyczne

i wykazaé owe dobre wlasnosci. Hilbert pisal o metodach ,finitystycznych”,

nie precyzujac doktadnie znaczenia tego terminu; chodzito o metody wymagajace
wskonczenie wielu krokow”. Od takich metod nalezaloby wymagaé
zachowawczosci, co oznacza, ze gdy zredukujemy je do zbioréw skonczonych —
cho¢ obejmowacé¢ maja wszystkie — to tak uzyskane wnioski beda zgodne z tym,
co o zbiorach skonczonych juz wiemy.

Prébe takiej konstrukeji matematyki podjeli Bertrand Russell

i Alfred North Whitehead w publikowanym w latach 1910-1913 (choé
niedokonczonym) dziele Principia Mathematica. Céz. . . Kilkanadcie lat p6Zniej,
w 1931 roku, ukazala sie praca Kurta Friedricha Gédla Uber formal
unenstcheidbare Sdtze der Principia Mathematica und verwandter Systeme I

(O formalnie nierozstrzygalnych zdaniach Principia Mathematica i podobnych
systemoéw I). Godel udowodnil w niej m.in. dwa kluczowe dla sprawy twierdzenia.
Po pierwsze, dla kazdej dostatecznie bogatej (dokladniej, takiej, w ktérej mozna
wyrazié¢ arytmetyke liczb naturalnych) niesprzecznej teorii matematycznej
istnieje zdanie «, takie ze ani «, ani negacja « nie jest twierdzeniem tej teorii.
Inaczej méwiac, nie mozna w takich przypadkach osiagnaé¢ zupetnosci.

A po drugie — wniosek z pierwszego twierdzenia — metodami takiej teorii

nie mozna udowodni¢ jej niesprzecznosci. Innymi stowy, aby udowodnié¢
niesprzecznos$¢ pewnej teorii, trzeba wyjs¢ poza nig i uzy¢ srodkow teorii
bogatszej. Skad jednak pewnosé¢, ze bogatsza teoria jest niesprzeczna? Trzeba
jeszcze bogatszej teorii. .. Matematyka funkcjonuje zatem w warunkach, ktore
mozna okresli¢ jako niesprzecznosé warunkowa.

Program Hilberta pozostal wiec nierealizowalna mrzonka. Trudno jednak
obarcza¢ Davida Hilberta wing za to niepowodzenie. Jego oczekiwania wydawaly
si¢ tak naturalne... A matematyka wzbogacila sie o dwie nowe dyscypliny:
metamatematyke i teorie dowodu, a takze o twierdzenia Godla, ktére mozna

z pewna swoboda jezykowa okresli¢ jako ,kultowe”.
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Burzliwe poczatki cyfrowego tysigclecia
Tomasz IDZIASZEK

Rozpoczynajac na poczatku lat 80. XX wieku studia doktoranckie na
Uniwersytecie w Erlangen, Karlheinz Brandenburg raczej nie przypuszczal, ze
wyniki jego pracy przyczynia sie¢ do zrewolucjonizowania branzy muzycznej

na calym Swiecie. A zaczelo sie od tego, ze jego promotor, profesor Dieter Seitzer,
rozwazal zagadnienie przesylania muzyki liniami telefonicznymi. Ze wzgledu

na znaczne pogorszenie jakosci dzwigku analogowy przesyl nie wchodzit w gre,
nalezalo wiec uzy¢ technologii ISDN (Integrated Services for Digital Network)
umozliwiajacej jednoczesne przesylanie tymi liniami sygnalu cyfrowego (co

w niedalekiej przysztosci wykorzystano do dostarczenia Internetu do masowego
odbiorcy). Problemem byta zbyt mala przepustowos$é tego kanalu wynoszaca

128 kb /s (kilobitéw na sekunde). Swiezo wypromowany standard plyty
kompaktowej opisywal kodowanie dzwieku, w ktérym na jedng minute potrzebne
jest okoto 10 MB (pisaliémy o tym w Delcie 10/2011), zatem wymagana
przepustowo$é¢ wynosila 1411,2kb/s, czyli nieco ponad 11 razy wiecej niz
umozliwiata ISDN. Prébujac opatentowaé swéj pomyst, Seitzer zostal odestany

z kwitkiem z biura patentowego, gdyz ,nie patentuje si¢ rzeczy niemozliwych”.

Brandenburg, prébujac zrealizowaé wizje Seitzera, postanowil zmniejszy¢ iloéé
danych potrzebnych do zapisu dzwieku, czyli dokonaé jego kompresji. Niestety,
metody kompresji bezstratnej (ktére redukuja liczbe bitéw potrzebna do
przestania redundantnych informacji, ale w taki sposob, ze nadal jest mozliwe
wierne odtworzenie pierwotnych danych) nie za duzo moga poméc w przypadku
cyfrowej muzyki ($rednio mozna przyjaé, ze pozwalaja zmniejszy¢ rozmiar
danych o polowe). Potrzebna byla kompresja stratna, polegajaca na usunieciu
czedci informacji, ale w taki sposéb, by zostalo to niezauwazone przez odbiorce.

Aby podjaé decyzje, ktére dane moga by¢ usuniete, Brandenburg skorzystat
z modelu psychoakustycznego, ktéry opisuje, jak dzialaja uszy i moézg
w odbieraniu dzwigku. Przyktadowo, choé¢ cztowiek styszy dzwieki w zakresie

i Zadania

Redaguje Tomasz TKOCZ

M 1462. Na plaszczyznie dany jest zbior punktéw S. Mowimy, ze punkt P jest
widoczny z punktu A, jesli odcinek AP jest zawarty w S. Zbiér S jest widoczny
z punktu A, jedli kazdy jego punkt jest widoczny z A.

Wykazaé, ze zbiér S jest widoczny z kazdego punktu tréjkata ABC, jesli jest
widoczny z kazdego wierzcholka tego tréjkata.
Rozwiazanie na str. 8

M 1463. Udowodnié, ze dla liczby catkowitej dodatniej n oraz liczb
rzeczywistych x,y spelniajacych = + y = 1, prawdziwa jest tozsamosé

n n
S M (P PR ol (e FOY
k=0 k=0
Rozwiazanie na str. 9

M 1464. Kazda sposrod n oséb zna dokladnie jedna wiadomo$é i kazda z tych
n wiadomosci jest inna. Co jaki$ czas pewna osoba dzwoni do innej i przekazuje
jej wszystko, co wie (nie poznajac zadnej informacji w zamian). Ile co najmniej
rozméw telefonicznych musi sie odby¢, zanim wszystkie osoby beda znaé
wszystkie informacje?

Rozwiazanie na str. 11
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od 12Hz do 20kHz, to maksymalna czulos¢ wystepuje w zakresie od 2 kHz

do 4kHz. Zatem mozna rozdzieli¢ sygnal dzwickowy na kilka pasm obejmujacych
rozne zakresy czestotliwosci i zakodowaé z mniejsza dokladnoscia pasma
odbierane przez ludzkie ucho z mniejsza czutoscia. Model opisuje tez zjawisko
maskowania, ktére polega na tym, ze glosny dzwiek potrafi zagtuszy¢ cichsze
dzwieki o podobnej czestotliwosci, a takze cichsze dzwieki, ktore wystepuja zaraz
po nim lub tuz przed nim. Dzieki temu te cichsze dZzwigki rowniez mozna zapisaé,
uzywajac mniejszej liczby bitow.

W 1988 roku powotano migdzynarodows grupe standaryzacyjna MPEG
(Moving Picture Experts Group) zrzeszajaca inzynieréw z réznych o$rodkéw
naukowych, ktérych celem bylo wypracowanie algorytmoéow kompresji obrazu
i dzwigku. W ramach jednego z jej zespoléw kontynuowal swe badania
Brandenburg. W wywiadach przywoluje on rézne anegdoty z tego okresu, jak
chocby to, ze dobierajac parametry algorytmu kompresji, przestuchal niemal
tysiac razy piosenke Suzanne Vegi Tom’s Dinner, lub to, ze kolejne nieudane
proby zaimplementowania teoretycznie poprawnego algorytmu spowodowane
byty bledem w uzywanym przez niego kompilatorze. Ostatecznie prace zespotu
zaowocowaly przyjetym trzy lata pozniej standardem kompresji dzwieku
nazwanym oficjalnie MPEG-1 Audio Layer III, ktéry urzeczywistnil marzenie
Seitzera, gdyz umozliwial kompresje dZwieku z przepustowoscia 128 kb /s bez
znacznego pogorszenia jego jakosci.

Poczatkowo opracowany standard nie przyjal sie w przemyéle jako zbyt
skomplikowany i wymagajacy zbyt duzej mocy obliczeniowej, jak na mozliwosci
éwezesnego sprzetu (do uzytku wszedl prostszy standard MPEG-1 Audio

Layer II, aktualnie nadal stosowany do przesylu audycji radia cyfrowego). Ale
gdy w 1997 roku firma Intel wypuscita na rynek procesor Pentium MMX,
komputery osobiste staly sie wystarczajaco silne, by podotaé¢ zadaniu kompresji.
Jedna z decyzji, ktére musieli podja¢ koledzy Brandenburga, bylo przyjecie
trzyliterowego rozszerzenia plikéw, w ktérych zapisywane bylyby dane
zakodowane ich algorytmem. Tak narodzit si¢, dzis§ znany chyba wszystkim
uzytkownikom komputeréw, skrét MP3.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 883. Linie widma promieniowania elektromagnetycznego wysytanego przez
atomy deuteru sa nieznacznie przesuniete w stosunku do analogicznych linii
emitowanych przez standardowy wodér (z protonem jako jadrem atomu). Jaka
predkos¢ v ruchu przypisze atomowi astronom, jesli badal widmo spoczywajacego
deuteru w przekonaniu, ze to wodér? Masa elektronu m, = 0,511 MeV /c?, masa
protonu m,, = 938 MeV/c?, masa deuteronu (jadra deuteru) mgy = 1876 MeV /c?,
a predkoéé dwiatta ¢ = 3 - 10° km/s.

Rozwiazanie na str. 3

F 884. Czasteczki chemiczne poza ruchem postepowym wykonuja, takze
oscylacje i rotacje. Energie wzbudzen oscylacyjnych i rotacyjnych zalezg od
skladu atomowego i stanu elektronéw. Dla czasteczki dwuatomowej energie
oscylacji wynosza Ey = hw(v + 1/2), gdzie liczba v = 0, 1,2, 3, ... numeruje
kolejne stany oscylacyjne, a energie stanéw rotacyjnych to Er = BJ(J 4+ 1), dla
J=0,1,2,3,..., k= h/27m, za$ h oznacza stala Plancka. Wielko$¢ B nazywa sie
stala rotacyjna czasteczki w danym stanie atomowym. Dla czasteczki tlenku
wegla 12C'%0 w stanie podstawowym powtok elektronowych odpowiednie stale
wynosza: w = 2169,8 hc/cm, B = 1,931 hc/cm, gdzie ¢ oznacza predkos$é swiatla.
Odleglo$é réwnowagowa jader wegla i tlenu wynosi R = 1,128 - 10~8 cm. Jakiej
zmianie ulegnie widmo promieniowania, gdy zamienimy atomy wegla i tlenu

na ich ciezsze izotopy, otrzymujac czasteczke '4C80?

Rozwiazanie na str. 5
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Rozwigzanie zadania M 1462.
Pokazemy, ze je$li S jest widoczny
z A1 B, to jest widoczny z kazdego
punktu odcinka AB. To wystarczy,

bowiem dowolny punkt X z tréjkata

ABC lezy na pewnym odcinku C'D,
dla pewnego D z odcinka AB.

Réwniez w 1997 roku zadebiutowal program Winamp, ktéry umozliwial
odtwarzanie plikéw zapisanych w tym standardzie, a same pliki mozna byto
znajdowaé¢ w Internecie za posrednictwem strony mp3.com. Poczatkowo naukowcy
chcieli zarobi¢ na swoim wynalazku, sprzedajac kosztowna licencje na
oprogramowanie kompresujace dzwiek, a jednoczes$nie utatwi¢ powstawanie
oprogramowania dekodujacego. Szybko sie jednak okazalo, ze taki model
biznesowy si¢ zupelnie nie sprawdzi, gdyz w Internecie pojawito si¢ darmowe
oprogramowanie kompresujace. Spowodowato to lawinowy wzrost liczby plikéw
MP3. W 1999 roku powstal serwis Napster, ktéry umozliwial wyszukiwanie

i wymienianie sie plikami MP3 bezposrednio miedzy komputerami uzytkownikéw
(peer-to-peer file sharing). Popyt na ,darmowa’ muzyke z komputera byl

tak duzy, ze w pewnym momencie fraza ,mp3” byla najczesciej wyszukiwanym
hastem w Internecie.

Na odpowiedz branzy muzycznej nie trzeba byto dtugo czekaé. Na wtascicieli
Napstera i podobnych witryn internetowych, ktore pojawialy sie jak grzyby

po deszczu, posypaly sie pozwy o naruszanie praw autorskich, a konkretnie
dopiero co przeglosowanej amerykanskiej ustawy DMCA (Digital Millennium
Copyright Act). W zasadzie do dzi$ dzialalnos$é organizacji takich jak RIAA
(Recording Industry Association of America) na polu muzyki w Internecie zdaje
sie ogranicza¢ do pozywania autoréw i indywidualnych uzytkownikéw programow
do wymiany plikéw oraz publikowania mato wiarygodnych raportow
dokumentujacych rzekome straty branzy muzycznej spowodowane ta wymiana.

Pierwszy sklep internetowy, w ktérym mozna byto legalnie zakupié pliki

z cyfrowa muzyka, zostal otworzony przez firme Apple dopiero w 2003 roku, a to
tez tylko dzieki determinacji Steve’a Jobsa. Niestety, sprzedawane tam pliki byly
zabezpieczone mechanizmami DRM (Digital Rights Management), ktére w teorii
mialy przeciwdziala¢ odtwarzaniu plikéw na nieuprawnionych urzadzeniach

(a zatem ukréci¢ udostepnianie ich w Internecie), a w praktyce sprawiaja jedynie
ktopot legalnym nabywcom.

Mechanizmy DRM sa krytykowane za to, ze pod pretekstem ochrony praw
autorskich ograniczaja one uprawnienia nabywcy (np. te powszechnie stosowane
w filmach na ptytach DVD i Blu-ray uniemozliwiaja wykonanie kopii zapasowej,
odtworzenie filmu na sprzecie pochodzacym z innego regionu geograficznego czy
pominiecie reklam). Czasem moga tez dziala¢ na szkode nabywcy, jak to miato
miejsce w glosnej sprawie plyt kompaktowych produkowanych przez firme Sony,
ktére instalowaly na komputerach uzytkownikow niebezpieczne oprogramowanie.
A w $wietle ustawy DMCA tworzenie i rozpowszechnianie programéw, stuzacych
obchodzeniu tych mechanizméw (niewazne jak uciazliwe lub szkodliwe by one
byly) takze jest niezgodne z prawem.

Dopodki wiec muzyka lub film ,$ciggniete za darmo” z Internetu beda mniej
problematyczne w obstudze od legalnie zakupionych egzemplarzy, nie ma co
liczy¢ na zmiane przyzwyczajen internautow, ktorzy nieskrepowany dostep

do cyfrowych tresci, zapoczatkowany przez upowszechnienie sie formatu MP3,
uwazaja dzi$ za co$ naturalnego.

Ustalmy punkt Z na odcinku AB i wezmy
dowolny punkt P z S§. Chcemy wykazad,
ze odcinek ZP lezy w S. Niech Y bedzie

D 7 dowolnym punktem na odcinku ZP.

Poniewaz S wida¢ z B, to kazdy punkt
Q odcinka BP lezy w S, w szczegdlnosci Q

c A — punkt przeciecia odcinka BP
z prosta AY . Poniewaz S widac tez z A,
to kazdy punkt odcinka AQ nalezy do S,
P w szczegdlnosci punkt Y.



O zaskakujacym podobienstwie
szympanséw zwyczajnych (Pan
troglodytes) i bonobo (Pan paniscus)

do Homo sapiens sapiens w dziedzinach
naturalnie przypisywanych tylko naszemu
rodzajowi (empatii, abstrakcyjnego
mys$lenia i uczué, moralnosci, $wiadomoséci
$mierci, metod przekazywania tradycji)
pisze Frans de Waal w doskonalej ksigzce
»2Bonobo i ateista” (recenzja w Delcie
2/2015).

w

Rozwigzanie zadania M 1463.
Zalézmy najpierw, ze x € [0,1]

i rozwazmy doswiadczenie losowe
polegajace na rzucaniu moneta tak dtugo,
dopdéki n + 1 razy wypadnie orzel lub

n + 1 razy reszka. Prawdopodobienistwo
wypadniecia orta w pojedynczym rzucie
wynosi x, zas reszki 1 — x = y. Zauwazmy,
ze prawdopodobienstwo tego, ze
doswiadczenie zakonczy si¢ w rzucie
n+k+1(dlak=0,...,n)z powodu
wypadniecia n + 1 ortéw wynosi
(""{)"')x”Jrlyk, a z powodu wypadniegcia

n + 1 reszek (n;gk-,)xk-,yn,Jrl

. Sumujac
prawdopodobienstwa poszczegdlnych
mozliwosci zakonczenia do$wiadczenia,

otrzymujemy

- L+ k .
2"t E <71: )i’/}b-ﬁ-

k=0

+Z/“+1 Z (rL:k):l;k =1.

k=0
Po wstawieniu y = 1 — z lewa strona
tozsamosci jest wielomianem zmiennej x,
ktéry jest tozsamosciowo réwny 1
na przedziale [0, 1], wiec jest on réwny 1
dla wszystkich z rzeczywistych.

Wyobrazenie Swiata Michat BEJGER

Wydaje si¢ oczywiste, ze praktycznie wszystkie zwierzeta nie zdaja sobie sprawy

z rzeczywistych rozmiaréw Swiata i historycznego uptywu czasu. Praktycznie
wszystkie, poniewaz z tej kategorii nalezy wyltaczy¢ ludzi i, w pewnym stopniu,
szympansy. Badania cztowiekowatych doprowadzaja wspotczesnych badaczy

do nieuniknionej refleksji: $wiadomoéé racjonalna, pozwalajaca na abstrakcyjne
wyobrazenia i ich analize pojawia sie naturalnie, stopniowo w drodze ewolucji.
Szympansy sa tego doskonalym przykladem. Podobnie bylo w przypadku praludzi
— pierwotne struktury socjalne, ktére moga by¢, jak pokazuje przyktad
szympansow, niezwykle wyrafinowane, ewoluowaly, tworzac nowe umiejetnoéci,

np. mowe przydatna do przekazywania cennych informacji miedzy pokoleniami.

To zapewne wtedy tworzenie ad hoc prostych narzedzi stalo si¢ rozwazaniem, jak
co$ dziala (powinno dzialaé), a praczlowiek coraz $mielej zastanawial sie nad
otaczajacym go sSwiatem. Oczywiste, ze refleksje prymitywnego zbieracza czy lowcy
byly mocno ograniczone w poréwnaniu z wiedza zaawansowanego cywilizacyjnie
osadnika. Przypuszczam, ze praludzie wyobrazali sobie sawanneg afrykanskiej doliny
ryftowej, na ktoérej zyli, jako nieskoficzona i wieczna (a przynajmniej istniejaca
bardzo dlugo w skali ludzkiego Zycia) przestrzen, poniewaz nie mieli powodéw, by
zakladaé inaczej, doswiadczajac przewidywalnych, cyklicznych zmian w przyrodzie.
Byly to czasy kosmologii magicznej, w ktérej najwieksze znaczenie miaty
wyjatkowe zjawiska lokalne — anomalie pogodowe, uderzenia piorunéw, pozary itd.
Od pewnego jednak momentu prabadacze zaczeli uswiadamiaé sobie istnienie
gwiazdzistego nieba nad nimi jako obszaru swiata wartego glebszych studiow.
Najwczeéniejsze dowody na badania astronomiczne maja okoto 20 tys. lat
(kalendarz lunarny rzezbiony w kosci, znaleziony w poludniowej czeéci Sahary).
Péznomegalityczne budowle o zastosowaniu astronomiczno-kultowym, podobne

do pdzZniejszego brytyjskiego Stonehenge (2-3 tys. lat p.n.e.), powstawaly w Afryce
i Europie juz 5 tys. lat p.n.e. i byly konstruowane przez rézne niekontaktujace sie
ze soba kultury. Jednoczesnie pokolenia teoretykéw proponowaly mniej lub
bardziej estetycznie wyszukane modele powstania i budowy $wiata; modele te
zakladaly istnienie preferowanego w danym momencie przez dang kulture
stworzyciela nieba i ziemi. W okresie tym powstawata kosmologia mityczna,
racjonalizujaca obserwacje poprzez postulowanie istnienia réznych odpowiednio
wszechmocnych béstw. Brzmi naiwnie? Mit religijny byl w istocie pierwsza
y,haukowa”’ prébg opisu $wiata podjeta przez ludzkosc.

Wielkie cywilizacje epoki brazu — Egipt i Mezopotamia — zaczely rozrézniaé

mity kosmogoniczne opisujace stworzenie i strukture $wiata od kosmologii
rozumianej jako opis dziatania i ewolucji $wiata. Wiele prac 6wczesnych
astronomoéw mialto zastosowanie praktyczne, odnoszace sie¢ do pomiaréw
kalendarzowych (przewidywanie przyplywéw, rolnictwo itd.). Babilonczycy

juz 1000 lat p.n.e. mieli zaawansowane katalogi gwiazd, za¢mien i faz Ksiezyca,
ktoére regularnie aktualizowali, a nawet byli w stanie przewidywaé zdarzenia

na sferze niebieskiej, uzywajac doskonalonej w tym czasie arytmetyki. Jednoczesnie
ich model Wszechswiata wyobrazony byl jako fantazyjna, wieloskladnikowa kopula
niebios (dwa nieba ponad sfera gwiazd) spoczywajaca na nieruchomej ziemi,

oraz podzielona na dwie struktura podziemia. Nie byl to jednak kompletny model
kosmologiczny w dzisiejszym znaczeniu tego stowa: nie korzystal w petni z wyzej
wspomnianych katalogéw i nie umozliwial interpretacji obserwacji astronomicznych.

Ta sztuka udata sie dopiero Grekom. Zanim jednak powiemy o poréwnaniu teorii

z obserwacjami, nalezy wspomnie¢ o naukowym przelomie rozpoczetym przez
greckich filozoféw Zyjacych w okresie miedzy 7 w. p.n.e. a powstaniem imperium
rzymskiego. Stworzyli oni pierwszg prawdziwie naukowa metode badania $wiata,
uzywajaca wnioskowania popartego dowodem, racjonalizmu i debaty opartej

o argumenty logiczne. Mimo ze czeS¢ teorii proponowanych przez greckich filozoféw
przyrody nie przetrwala proby czasu, ich przekonanie o matematyce jako jezyku
opisu wlasnosci Wszechswiata jest dzi$ réwnie aktualne jak za czaséw Platona.
Idealizacja praw natury, ktore powinny daé sie opisaé prostymi, uniwersalnymi
prawami w jezyku matematyki, jest dzi$ rzadko kwestionowanym fundamentem
podejscia naukowego. Sposéb badan $wiata stworzony przez starozytnych moze by¢
w zwiazku z tym nazwany kosmologig matematyczng.
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Greckie modele kosmologiczne byly poczatkowo podobne do wczesniejszych wersji
babilofiskich: Tales z Miletu (624-545 p.n.e.) wyobrazal sobie Swiat jako okragta
plyte plywajaca po bezkresnym oceanie. Anaksymander z Miletu (610-546 p.n.e.)
jako pierwszy zaproponowal poglad, ze powierzchnia Ziemi jest zakrzywiona

(w ksztalt powierzchni walca). Stworzyl tez jedng z pierwszych map znanego
Swiata, a takze rozwazal istnienie Swiatéw innych niz nasz. Demokryt z Abdery
(460-370 p.n.e.) oprécz stworzenia wraz z Leukipposem (V w. p.n.e.) podstaw
teorii atomizmu (co, méwigc dzisiejszym jezykiem, oznacza, ze wszystko co jest,
sklada sie z niepodzielnych elementéw materii oraz prézni) przypuszczal, ze oprécz
Ziemi istniejg réwniez inne planety. Kosmos wedtug Demokryta byl arena,

na ktérej nieustannie tworzyly sie i gingly nowe Swiaty — sfera niebieska przestala
by¢ jedynie dekoracja, a stala si¢ aktywna czeécia Swiata. Silny prad filozoficzny
reprezentowany przez pitagorejczykow przyczynit sie w dziedzinie astronomii

do odkrycia kulisto$ci Ziemi (obserwacje cienia Ziemi podczas zaé¢mienia Ksiezyca)
i stworzyl pierwszy opis Kosmosu z prawdziwego zdarzenia. Byl to model
geocentryczny, ktérego srodek zajmowala Ziemia, otoczona przez obracajace sie
siedem sfer niebieskich z innymi planetami, Ksiezycem i Stoncem; 6sma sfere
zajmowaly gwiazdy stale. Odlegtosci miedzy sferami spetnialy Scisle okreslone
zwigzki arytmetyczne, odtwarzajace harmonie interwaléw muzycznych (stad
kosmiczna muzyka sfer). Model ten rezonowal w historii az do rewolucji
kopernikanskiej. I tak wybitny pitagorejezyk, Filolaos z Tarentu (470-399 p.n.e.),
zaproponowal przelomowa modyfikacje: ztamanie symetrii, i uznanie, ze centrum
Swiata zajmuje nie Ziemia, a Wieczny Ogien. To jego swiatto odbite od Stonca

i Ksiezyca dociera do Ziemi, a Ziemia sama krazy umieszczona w swojej sferze wraz
ze znajdujacym sie po przeciwnej stronie Antychtonem (Przeciwziemia). Pézniejsze
zmiany do modelu geocentrycznego wprowadzone przez Hipparchosa z Nikei
(190-120 p.n.e.) dotyczyly technicznych detali — epicykli i deferentéw,
dopuszczajacych skomplikowany ruch planet w celu wyjasnienia obserwowanych
zmian jasno$ci. Model geocentryczny byl takze rozwijany przez Platona,
Eudoksosa z Knidos, Arystotelesa i Ptolemeusza. Przetrwal az do XVI w.
przekazany astronomom europejskim przez astronomoéw arabskich, a nawet zostal
wlaczony do dogmatu przez Kosciét katolicki.

Pierwszym filozofem, ktéry wprost rozwazal model
heliocentryczny, byl Arystarch z Samos (310-230 p.n.e.).
Podobnie jak Eratostenes (276-195 p.n.e.), o ktérym
pisaliémy w Delcie 7/2014, zdawal sobie sprawe

z rzeczywistych rozmiaréw Ziemi, Ksiezyca i odlegltosci
miedzy Ziemia a Stonicem, opisal takze ruch orbitalny
Ziemi i jej ruch wokot osi obrotu, oraz poprawnie
zidentyfikowal ruch gwiazd stalych jako konsekwencje
ruchu Ziemi. Z perspektywy czasu, mimo genialnej
intuicji Arystarch poniést porazke — jego teoria zostala
uznana za bledna przez starozytnych z powodow
filozoficznych, ale réwniez dlatego, Zze kotowosé orbit
zatozona w modelu dawata btedne wyniki w poréwnaniu
z obserwacjami. Péttora tysiaclecia pomiedzy
Arystarchem a Mikolajem Kopernikiem (1473-1543)
wypelniatly w dziedzinie kosmologii teoretyczne spory

o naturze geocentrycznego Wszechsdwiata, motywowane
bardzo silnym wplywem wyidealizowanych modeli
krysztalowych sfer niebieskich otaczajacych nieruchoma
Ziemie, autorstwa Platona i Arystotelesa. Poglady
starozytnych wspierane przez autorytet Kosciota

nie byly kwestionowane nawet w obliczu dramatycznych
niezgodnosci teorii z obserwacjami.

Czytelnik Wnikliwy znajdujacy wiecej pytan niz odpowiedzi
(C. Flammarion, 1888).

Na cale szczedcie przewrdt kopernikanski zbiegl sie w czasie z powrotem racjonalnego
myslenia naukowego. Dobrym przykladem jest Johannes Kepler, ktéry zarzucit
preferowany przez siebie elegancki, ale bledny opis Ukladu Stonecznego uzywajacy
platonskich idealnych bryt na rzecz elips — mniej eleganckich, lecz Swietnie
opisujacych rzeczywistosé. Inni wielcy astronomowie, jak Tycho Brahe, krytykowali
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Tajemnicza sprawnos$¢ matematyki

w opisie $wiata fizycznego jest do dzi$
fascynujacym przedmiotem badan
filozoféw.

O wszech$§wiatach wyspowych pisata
Agnieszka Janiuk w poprzednim numerze
Delty.

Przez kilkadziesigt lat w pierwszej
polowie XX w. wczesne oszacowania
wieku Wszeché§wiata na podstawie
pomiaru stalej Hubble’a byty sprzeczne
z pomiarami geologicznymi wieku Ziemi
na podstawie pomiaréw radioaktywnosci
pierwiastkéw: Ziemia wydawala sig
starsza niz Wszechéwiat!

Rozwigzanie zadania M 1464.
Najpierw pokazemy, ze 2(n — 1) polaczen
wystarczy. Ustalmy pewna osobe A.
Najpierw kazda z pozostalych oséb
dzwoni do A, przekazujac jej swoja
informacje. Wéwczas osoba A zna juz
wszystkie informacje i w ciagu kolejnych
n — 1 rozmoéw moze przekazaé je
pozostalym.

Teraz pokazemy, ze aby wszyscy poznali
wszystkie informacje, potrzeba

co najmniej 2(n — 1) polaczen. Niech m
oznacza liczbg wszystkich wykonanych
w tym celu polaczen, [ zas — liczbeg
polaczen, ktére zostaly wykonane przed
pierwszym momentem, gdy pewna osoba
(nazwijmy ja A) znala wszystkie

n wiadomosci. Kazda z pozostalych

n — 1 0s6b musi by¢ poinformowana

o wiadomoéciach, ktérych nie zna, wiec
trzeba wykonad jeszcze co najmniej n — 1
potaczen, tzn. m — | > n — 1. Zauwazmy
réwniez, ze po [ telefonach osoba A zna
wszystkie wiadomosci, wigc kazda

z n — 1 pozostalych os6b musiata
wykonaé¢ wczesniej przynajmniej jedno
polaczenie (inaczej jej wiadomosé

nie bylaby znana nikomu poza nig,

w szczegdlnosci A). Stad I > n — 1.

W takim razie m >n —14+12>2(n—1).

model heliocentryczny, wskazujac na nieobserwowalno$é¢ okreslonych zjawisk,

np. paralaks gwiazd. Zmiany pozycji pobliskich gwiazd wzgledem dalszych

na sferze niebieskiej, wywolane ruchem orbitalnym Ziemi, zaobserwowal dopiero
Friedrich Bessel w 1838 r.; krytyka Brahego byla wiec motywowana stanem
owczesnej wiedzy na temat odlegtosci kosmicznych. Na poczatku XVII w.
Galileusz, uzywajac teleskopu, stwierdzil, ze Droga Mleczna sklada sie z ogromnej
ilodci gwiazd, obserwowal tez ksiezyce Jowisza, wybuch supernowej i plamy

na Stoncu. Wszystkie te obserwacje sktonity badaczy do rezygnacji z pogladu
Arystotelesa o idealnej wieczno$ci niebosklonu, a pézniej, po sformulowaniu prawa
powszechnego ciazenia (Izaak Newton, 1687), do akceptacji przekonania, ze
gwiazdy rzadza sie takimi samymi prawami jak obiekty na Ziemi. Staje sie takze
jasne, ze prawa przyrody daja sie opisa¢ w jezyku matematyki, im prostszym

i bardziej uniwersalnym, tym lepiej (zasada brzytwy Ockhamal). Obszar dostepny
badaniom filozoféw natury powieksza sie: nawet Immanuel Kant (1755) pisze

na temat obserwowanych na gwiazdzistym niebie obiektéw mgltawicowych (innych
galaktyk, jak obecnie wiemy), spekulujac o ich podobiefistwie do naszej Galaktyki
i nazywajac je ,wszech§wiatami wyspowymi”. Joseph von Fraunhofer rozpoczyna
w 1814 r. ere¢ badan widmowych Wszechéwiata — obecnosé linii widmowych
znanych pierwiastkéw w swietle gwiazd jest kolejnym dowodem na to, ze wszedzie
obowigzuja te same prawa fizyki. Modele i obserwacje gwiazd zmiennych sg
wykorzystywane do pomiaru odleglosci astronomicznych (Henrietta Leavitt, 1912).
Poczatek XX w. oprécz powstania mechaniki kwantowej i ogélnej teorii
wzglednodci jest takze czasem Wielkiej Debaty pomiedzy Harlowem Shapleyem

a Heberem Curtisem na temat rzeczywistych rozmiaréw Wszechswiata i natury
mglawic spiralnych. Potwierdzenie, ze sa one podobne do Drogi Mlecznej (kazda

z ogromna liczba gwiazd, a wiec by¢ moze i ukladéw planetarnych), a takze
obserwacja ich ruchu wzgledem nas (,ucieczka galaktyk” Edwina Hubble’a)
wywolaly przewrdt podobny do kopernikanskiego. Zmienno$é Swiata w najwigkszej
skali sktania do pytania o jego wiek i stan poczatkowy. Nieomal z dnia na dzien
Wszech$wiat stal sie ogromny, dynamicznie zmienny (i jeszcze bardziej obojetny
w kwestii specjalnej pozycji Ziemi i ludzkosci), ale jednoczesnie jak nigdy przedtem
znalazt si¢ pod lupa metody naukowej i krytycznej weryfikacji hipotez.

Aktualny stan wiedzy sugeruje, ze Wszechéwiat nie tylko rozszerza sie, ale
rozszerzanie przyspiesza; potrafimy nawet do$¢ doktadnie oszacowaé czas

(13,8 mld lat), jaki uptynat od ,,Wielkiego Wybuchu”, i badaé ewolucje
Wszechswiata w réznych skalach, uzywajac najwigkszych zdobyczy XX w.: Modelu
Standardowego czastek elementarnych (i ich oddzialywan) i ogdlnej teorii
wzglednoéci opisujacej oddzialywania grawitacyjne. Sigganie w otchtanie Kosmosu
stalo sie jednoczesnie i podréza w czasie, i badaniem elementarnych sktadnikéw
materii, a granice pomiedzy astronomia i fizyka zatarly sie.

Wspblczesne fundamentalne odkrycia sa jednak w pewnym sensie u$wiadamianiem
sobie kolejnych tajemnic — Wszechd$wiat wydaje si¢ w wigkszosci wypelniony
tajemnicza ciemng energia (68% calej masy-energii) i ciemna materia (27%);
dobrze rozumiemy tylko pozostale 5% ,zwyktej” materii. Co na to teoretycy?
Przez ostatnie pét wieku trwal rozwdj motywowanej matematycznym picknem
hipotezy strun, eksplorujacej mozliwosci unifikacji wszystkich oddzialywan w jedna
Teori¢ Wszystkiego. Niestety, brak solidnych przewidywan eksperymentalnych
dotychczas raczej rozczarowuje, niz obiecuje przyszle przetomy naukowe. Mimo
tego trwa filozoficzna dyskusja o zakresie stosowalnosci dowodu eksperymentalnego
w naukach fizycznych. Czy matematyczne piekno teorii naukowej jest wazniejsze
niz jej praktyczna weryfikowalnosé? Czy metoda naukowa moze byé¢ skuteczna

bez wymogu falsyfikowalnosci? Mozemy te pytania zadaé¢ obok wielu innych,
stawianych aktualnie przez badaczy: co dalej, jesli Wielki Zderzacz Hadronéw

nie stwierdzi istnienia supersymetrii lub innych niestandardowych czastek? Czy
nasz Wszech$wiat jest jednym z wielu, a jesli tak, to czy da sie to stwierdzié¢
eksperymentalnie? Czy zalozenie hipotezy wielu Wszechswiatéw rozwiazuje
problem Wielkiego Wybuchu? Czy $wiat realny ma trzy wymiary przestrzenne, czy
tez wiecej, a moze mniej? Czym jest czas? Czym jest Swiadomosé? Dlaczego prawa
fizyki sg takie, a nie inne? Czy Wszech$wiat jest matematyka? I na koniec, czy te
pytania sg istotnie rézne od tych, ktére zadawali starozytni?
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Rozprawka o metodzie
Marek KORDOS

Na poczatek stwierdzenie: w nauce, a zwlaszcza w matematyce, zajmujemy sie
tylko wyjgtkowymi, wyidealizowanymi sytuacjami.

A moze lepiej zaczaé tak: do tego, o co nam chodzi, co nas interesuje, dorobilismy
sobie taki Swiat, takq calosé, Ze to, od czego zaczeliSmy, stalo sie wyjgtkowe.

Poniewaz moze sie to wydawaé¢ metne i watpliwe, wiec przyjrzyjmy sie
przyktadom.

Przyktad I. Liczby bedace wynikiem pomiaréw wszystkie sa wymierne, a wiec
wyjatkowe, zaniedbywalne wsréd — uwazanych przez nas za zwyczajne — liczb
rzeczywistych.

Przyktad II. Na powierzchnie patrzymy tak, ze wydaja sie nam niestychanie
regularne. Tak doskonale, by mozna bylo stwierdzié, ze

e (Jacob Bernoulli) krzywizna normalna powierzchni ma dwa ekstrema i to
w kierunkach prostopadtych;

e (Leonhard Euler) krzywizne kazdej krzywej normalnej opisuje réwnosé
KN = Kmax SIN° @ + Kmin €0s? o, gdzie kat o mierzymy od kierunku minimalne;
krzywizny.

e (Jean Meusnier) krzywizne dowolnej krzywej na powierzchni opisuje réwnosé
k = 25 gdzie krzywa normalna i dana maja wspdlna styczna, a 0 to kat miedzy
plaszczyzna $cisle styczna do krzywej i plaszczyzna styczna do powierzchni.

Przykltad ITI. Nawet geometri¢ obralidmy tak,

e by w niej grupy izometrii, podobienstw i przeksztalcen afinicznych to byly trzy
rézne grupy;

e by wsrod geometrii riemannowskich o stalej krzywiznie stanowita ona wspolny
brzeg bogactwa geometrii hiperbolicznych i eliptycznych;

e co wiecej: by jedynie nasza (szkolna, euklidesowa) plaszczyzna — sposrod
wszystkich jednorodnych geometrii o wymiarze wiekszym od 1
— nie dopuszczata paradoksalnego rozktadu, czyli by jej grupa izometrii
nie miata podgrup wolnych.

Zamiast mnozy¢ przyklady postawmy pytanie: czy mozliwa jest matematyka
nietraktujaca rzeczywistych sytuacji za wyjatki, czyli niedolepiajaca do tego, co
naprawde jest, absurdalnych dodatkéw w rodzaju liczb przestepnych, ciagltych
funkeji [0, 1] na [0, 1] w zadnym przedziale niemonotonicznych, paradoksalnych
rozktadéw czy indukcji pozaskonczonej itp.?

Od 40 lat lansowany jest poglad, by A odpowiedz jest TAK. Co wiecej, wiekszo$¢ czasu, w ktorym ludzie zajmowali
nie nazywadé tego zajmowania si¢ liczbami ;13 sorope : :
i Hgurami matomatuka - ale o tym dalej, 51 liczbami i figurami, wypelniona byta taka matematyka.

Cofnijmy sie wiec o 5000 lat

Tabliczka sumeryjska (babilonska) British Museum 85 19/ prezentuje nam
dydaktyczny dialog miedzy uczniem a nauczycielem.

Problem: Odcinek kolowy. Brzeg 60, cieciwa 50. Jakie pole?
Nauczyciel: 60, brzeg, o ile wychodzi poza 507

=50 Uczen: O 10 wychodzi.

50 pomndz przez 10.

0 500, jak widzisz.

: 10 (linde dzielgeg) podnies do kwadratu.

: 100, jak widzisz.

: 100 od 500 jest oddalone. . .

: 450, jak widzisz, jest pole!

Rys. 1

czZczcz

1
Jak widaé, pole odcinka kolowego obliczamy ze wzoru (a — b)b — i(a —b)?.
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Rys. 2. Obwdd szesciokata foremnego
to 6r, a okrag nie jest od niego istotnie
dtuzszy.

Patrz np. Homer, Odyseja V.125-128;
Arystofanes, Zaby, 338, Hezjod, Teogonia,
969 i dalej.

Patrz np. Opowiesci z 1000 i jednej nocy:
Opowiesci Sindbada Zeglarza, podréz I;
Ksiega Rodzaju, 30 31-43; Claude
Lévi-Strauss, Smutek tropikéw.

Patrz np. Ksigga Papugi: 25 opowiesci
wampira.

zt6z takie ofiary

przestrzegaj takiego rytuatu

(bo jak np. nie dostudzisz na kratce, to
beda strasznie twarde!)

DAR BOGOW!

Niby dziwne, ale. ..

1° Oczywiscie, m = 3 — uzasadnienie na marginesie (patrz réwniez, na przyktad,
Ksiega I Krélewska, 7 23) — zreszta, gdy sie zastanowimy, okaze sig, ze nasze
3,14 to tez przeciez przyblizenie.

2° Dla pétkola mamy a = wr = 3r, b = 2r i linia dzielgca faktycznie réwna sie
a — b = r. Obliczenie zatem jest poprawne:

(afb)bf%(afb)2:r~2rf%r2: %7“2:%37"2:%
3° Jesli wzér jest dobry dla pétkola, to i w innych przypadkach da rozsadne
wyniki.

7'('7‘2.

Przytoczony bieg my$li charakteryzuje najstarszy ze sposobow porzadkowania
wiedzy o $wiecie, znany jako metodologia empiryczna.

Narzedziami sa analogia, powtarzajace si¢ nastepstwo czasowe. Brak natomiast
niezbednego dzi$ dla nas elementu: zwiazku przyczynowego.

7 tego wynika spos6b notowania: jest to mit, fabutla.

Wdrazanie, praktyczne spozytkowanie to algorytm powstaly w wyniku
testowania tzw. metoda préb i bledéw, realizowany w postaci ceremoniatu (stad
nazywanie uczonych tych czaséw kaptanami).

Przyjrzyjmy si¢ prazrédtom takiego porzadkowania rzeczywistosci.

Mozna tu cofnacé sie jeszcze przed zaistnienie ludzkosci. W polowie sierpnia
na nadbiebrzanskich takach tysiace bociandéw, zgodnie, pod kierunkiem swego
przywodcy, zbieraja sie do liczacej wiele tysiecy kilometréw podroézy, bo tak
trzeba.

Pierwsze cztowiecze porzadkowanie Swiata powoduje, ze dziecko, wieczorem
ktadac sie spaé, wie, ze gdy sie obudzi, znéw bedzie jasno.

Takie jest zreszta i faktyczne postrzeganie swiata: . ..przede mng gasisz
w lazurowej wodzie gwiazde ognistq — i tak my wraz z poeta widzimy nadmorskie
zachody Stonca.

Dlatego nie powinny nas dziwi¢ odnotowania tego porzadku w mitach.

Pory roku zostaly odnotowane jako sze$é¢ pestek granatu zjedzonych przez
Persefone.

Pojawianie sie na $wiecie potomstwa (o tak oczywistych dla nas przyczynach)
dtugo relacjonowano jako spowodowane przez wole sit wyzszych, wiatr zachodni,
konia morskiego itp.

Konieczno$é usuwania zwlok powodowaly wampiry, duchy, demony (to samo pod
nazwa kiedy$ mikrobéw, a dzi$ bakterii i wiruséw opowiadaja nam higienisci).

Nie kazdy zdaje sobie sprawe, jak blisko mamy przykltad wspoélczesny:

1 szklanka masta 2 tyzeczki wanilii

1 szklanka biatego cukru 2 rozmieszane jajka

1 szklanka brgzowego cukru 2,5 szklanki maki (nieprzesianej)

2 lyzeczki sody 2 szklanki pokruszonych platkéw kukurydzianych
1 tyzeczka soli 1 lub 2 szklanki widrkow czekoladowych

Stop masto, dodaj obie szklanki cukru i wymieszaj. Dodaj sode, sé6l, wanilig
i jajka. Doktadnie wymieszaj. Nastepnie dodaj make, caly czas mieszajac. Dodaj
pokruszone ptatki i wiérki czekoladowe. Cato$é dokladnie wymieszaj.

7Z ciasta palcami uformuj kulki wielkosci orzechéw wloskich i uktadaj na
posmarowanej ttuszczem blasze. Kazda z kulek delikatnie przycisnij plaska tyzka,
obtoczona w mace lub posmarowang tluszczem.

Piecz w temperaturze 190°C przez 8-10 minut. Studz przez 2 minuty na blasze,
a nastepnie wyléz na druciana kratke, aby caltkiem ostygty.

Otrzymasz czekoladowe pieguski.
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Jedli linke z uwigzanym na koncu
kamieniem przerzucisz przez najwyzszy
punkt stogu tak, by 6w kamien siegnatl
ziemi, to przerzut bedzie witasnie jej
dtugoscia.

Fabularnie mozna to przeczytadé

u Roberta Gravesa: Wyprawa po zlote
runo, dostepna réwniez pod tytutem
Herkules z mojej zalogi.

Patrz np. Ewa Wipszycka-Bravo,
Historia starozytnych Grekdéw.

Potem jeszcze byly ,dozynki” dawnego
tadu: koniec Etruskéw (Tarkwiniusze,
—V wiek) i wojny punickie (—II wiek).

A oto przyklad z agro- i zootechniki

Okreslenie objetosci stogdow w metrach szesciennych

obwdd przerzut w metrach

w metrach 8 9 10 11 12 13 14 15
12 24,0
13 25,0 | 33,5
14 26,5 | 35,5
15 28,0 | 38,0 | 52,5
16 29,5 | 40,0 | 55,0 | 68,0
17 31,0 | 42,0 | 57,0 | 71,0 85,0
18 32,0 | 44,0 | 59,0 | 74,0 88,5 | 104,0
19 33,5 | 46,5 | 61,0 | 76,5 925 | 109,5 | 127,0 | 144,0
20 35,0 | 49,0 | 63,5 | 79,5 96,5 | 114,5 | 134,0 | 152,0
21 36,5 | 51,0 | 66,5 | 82,0 | 100,5 | 120,0 | 141,0 | 160,0
22 53,0 | 68,5 | 84,5 | 104,0 | 125,0 | 147,5 | 168,0
23 55,0 | 70,5 | 87,5 | 108,0 | 130,0 | 154,0 | 176,0
24 72,5 | 90,0 | 112,0 | 135,0 | 161,0 | 184,0
25 75,0 | 93,0 | 116,0 | 140,5 | 168,0 | 192,0

Poradnik lgkarza, PWRIL, 1961, str. 245, tab. 59; tego rodzaju tabel jest tam 126.

Przyklad powyzszy jest moze szczegdlnie wlasciwy, gdyz metodologia empiryczna
rozwinela si¢ do niestychanie wysokiego poziomu w panstwach rolniczych —
takich imperiach jak Egipt, Nigeria i inne panstwa rozlokowane wokot wielkich
rzek. Stabilne warunki zycia pozwalaly uznaé jego rytm za lad Wszechswiata

i nie kazaly szukaé przyczyn stabilnych regularnosci.

Przewrdét

Ubogie, niewielkie, ale sprawne koczownicze plemiona pasterskie uderzyly
na zasobne rolnicze imperia, traktujac réznice poziomu zycia jako niezawiniona
krzywde.

Kazdy z nas czytal zreszta o $mierci dobrego pasterza Abla z reki podtego
rolnika Kaina — nalezalo si¢ zrewanzowac.

7 tego samego zrodta dowiadujemy sie o poczatku tych walk — to najazd
Hyksos6w na Egipt (—1800), potem dowiadujemy si¢ o wyjsciu Mojzesza

z Egiptu (—1300), a juz z innych Zrédel mamy wiesci o koficzacej czas przemian
wojnie trojanskiej (—1000).

Bo byly to zmiany dwuetapowe. Najpierw umie$niony Conan-pasterz niewolil
urocza, umyta i uczesana Amazonke-rolniczke, a potem ona brata go pod
pantofel, czego skutkiem byla calkowita asymilacja jego plemienia (taka
hybrydowsa kulture opisuje np. w The Golden Bough — polski skrét: Ziota galqz —
James George Frazer). To zjawisko bylo tak odrazajace dla kolejnych fal plemion
pasterskich, ze uznawaty za oczywistosé koniecznosé zniszczenia wszystkiego, co
znalazly na swej drodze, w szczegdlnosci owe hybrydowe formacje panstwowe.

Czas ten ze wzgledu na totalne niszczenie dawnego porzadku relacjonowany jest
jako Wieki Ciemne (technicznie: zelazo zwyciezylo braz),

I powstaje dorycka Grecja: —VIII wiek;

Powstaje metodologia dedukcyjna. Istota rewolucji metodologicznej jest
stwierdzenie, iz w zmiennych warunkach wiedza pelna jest nieosiaggalna;
w zmiennych warunkach potrzebna jest wiedza pewna.

Wymog pewnosci wymusza idealizacje — pewnosé musi eliminowaé wszelkie
odstepstwa, co narzuca ostre reguly, jakie musza spetnia¢ twierdzenia — atomy
wiedzy pewnej.
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Black-out z STS z 1957 roku:

Rys. 3

Rzeczownikami moga by¢ jedynie abstrakty (np. zly pienigdz wypiera dobry
pienigdz nie dotyczy konkretnej waluty, grawitacja powoduje nie tylko spadanie,
ale utrzymuje okrety na wodzie i unosi balony do géry);

czasowniki musza by¢ formalne, jednoznaczne (to, ze odcinek ma tyle samo
punktéw co prosta, na ktérej lezy wymaga sprecyzowania zwrotu ,ma tyle samo”);
a zdania — jedynie warunkowe (mimo iz woda plynie z géry na déi, kazdy z nas
widzial fontanng). Gdy przestanki dotycza pojedynczych twierdzen, nazywamy je
zalozeniami, gdy calej grupy — aksjomatami.

No i najwazniejsze: dedukcja — zdania moga by¢ przyczyna innych zdan.
W ten sposéb pojawia sie rzecz najsilniej odrézniajaca obie metodologie:

metodologia dedukcyjna likwiduje niezalezno$é poszczegdlnych elementéw
wiedzy, teraz stwierdzenia sa zalezne.

Powstaja dwie struktury: teoria i praktyka.
A wigc powstaje pytanie:
Co zrobi¢, gdy praktyka nie zgadza si¢ z teoria?

— Trzeba zmienié teorie!

— Czy$ ty zwariowal!

— Trzeba zmienié praktyke?
— Chyba zartujesz!

— No to co zrobi¢?

— Zmienié, ze sie nie zgadzal!

I matematycy wybrali te droge. Oto przyktad flagowy.
Zdanie: Przy podobienistwie o skali A pola zmieniajg sie w stosunku A2

jest przyczyna zdania: W trdjkqcie prostokgtnym suma kwadratow
przyprostokgtnych jest rowna kwadratow:i przeciwprostokgine;.

Dowdd: Stosunek podobienstwa mniejszych trojkatéw do najwiekszego to

2 2
b

afcib/c, aich pola skladaja sie na jego pole, wiec <a) + <> =1, czyli

a® 4+ b? = 2. ¢ ¢

A oto konsekwencje: ogladajac kwadrat z narysowang przekatna, widzimy
koniecznosé fundamentalnej decyzji:

albo dopuscimy nieistniejace liczby, takie jak ta, ktorej kwadratem jest 2,

albo uznamy, ze pomyst z dedukcja i ,zawszeprawdziwymi” twierdzeniami nalezy
odrzucié.

Klopot byl powazny. Trwajaca sto lat walka stronnictw — mistyczni akuzmatycy
kontra fundamentalistyczni matematycy — zostala rozstrzygnieta w —V wieku:
wygrala koncepcja doklejania do matematyki najrozmaitszych paskudztw,

i tak:

— dla rozwiazalnosci réwnan trzeciego stopnia wprowadzono liczby zespolone,

— dla twierdzen Desarguesa, Pascala, Ponceleta, Steinera wprowadzono punkty
w nieskonczonosci,

— dla zapewnienia istnienia rozwigzania réwnania rézniczkowego wprowadzono
przekroje i w konsekwencji liczby przestepne,

— dla istnienia nieliniowych rozwiazan rownania Cauchy’ego wprowadzono
pewnik wyboru i baze Hamela

— i wiele, wiele innych dziwolagéw,

a wiec ksiazka kucharska, czyli metodologia empiryczna polegla z kretesem.

Ale nowy, lepszy $wiat, Swiat wiedzy pewnej, mimo ponad 2500-letniego ciaglego
ulepszania i doskonalenia, nie okazal sie tak laskawy, jak jeszcze sto lat temu
przypuszczano.
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Torunska

Letnia Szkotla
Matematyki

i Informatyki
Zapraszamy do udziatu

w Torunskiej Letniej Szkole
Matematyki i Informatyki —
ogolnopolskiej konferencji
dla studentéw i doktorantéw,
ktora odbedzie sie

juz po raz sidédmy

w dniach

24-28.08.2015.
Tematami beda
topologia i geometria
oraz

technologie webowe;
wigcej informacji na stronie

tlsmii.mat.umk.pl.

Nie dos¢, ze ideal wiedzy pewnej nie dal sie implementowaé w wielu
dyscyplinach, choéby w, odczuwanej jako pierwszoplanowa, medycynie, to jeszcze
nawet matematykom z uporem odmawial odpowiedzi na wazne pytania.

Choé, méwiac stowami Hilberta, wir missen wissen (musimy wiedzied),
to jednak czas, w ktérym ma sie spelnié¢ obiecane wir werden wissen (bedziemy
wiedzie¢), wydaje si¢ nam leze¢ prawie w nieskonczonosci.

O ile sa jeszcze tacy, ktérzy widza siebie w sytuacji, gdy dowiaduja sie

o prawdziwosci (czy tez nieprawdziwosci) hipotezy Riemanna, to znalezé
przekonanych o tym, ze rownanie Naviera-Stokesa znienacka znajdzie rozwiazanie,
raczej si¢ nie da, cho¢ sprawa ma fundamentalne znaczenie i bardzo liczni sg ci,
ktérzy nad nia pracuja.

To wszystko powoduje, ze metodologia ksiazki kucharskiej odzywa, ze coraz
czedciej matematycy zaczynaja stosowaé nieledwie sumeryjskie metody i to
z dobrym skutkiem.

Taki, na przyktad, problem trzech cial od pewnego czasu jest rozwiazywany
fenomenologicznie, ale z jakze pieknymi efektami — prosze dla przykladu obejrzeé
chocby http://astro.u-strasbg.fr/ koppen/body/ThreeBodyHelp.html

FLadnych pare lat mtodszy ode mnie tranzystor umozliwit powstanie
matematykopochodnej, ale nie matematykopodobnej dyscypliny, ktéra
nazywamy informatyka.

W 1972 roku jej Najwyzszy Kaptan, Donald Knuth, w artykule Ancient
Babylonian algorithms, stwierdzil, ze sposéb porzadkowania i zdobywania wiedzy
przez Sumerdw nie jest pierwotna matematyka, lecz jest strukturalnie zblizony
wtladnie do informatyki.

Gdy to polaczy¢ z jego dewiza, iz dowdd poprawnosci algorytmu nie dowodzi
jego poprawnosci — te mozna uzyskaé¢ jedynie przez przetestowanie, widzimy, ze
nastepuje renesans ksiazki kucharskiej, cho¢ dzi§ w naszych dyscyplinach
przybiera ona nazwe algorytmu, maszyny Turinga czy funkcji obliczalnej.

Na zakonczenie wypada daé¢ dobitny przyktad bezsilno$ci matematycznych metod
wobec wyzwan, jakie stawia rzeczywistos¢ i informatyka.

Rzeczywisto$¢ to szeroko dyskutowana historia z wojny o Falklandy, jaka
trzydziesci trzy lata temu stoczyta Wielka Brytania z Argentyna.

Wielka Brytanie¢ reprezentowac bedzie niszczyciel rakietowy HMS Sheffield,
Argentyne za$ samolot wielozadaniowy Dassault Super Etendard produkcji
francuskiej, uzbrojony w, réwniez francuskie, rakiety AM39 Exocet.

Informatyke reprezentowaé bedzie oprogramowanie zamontowanej na niszczycielu
broni antyrakietowej.

Podczas tygodniowej podrézy Sheffielda z Anglii na Falklandy informatycy
brytyjscy usitlowali znalez¢é to miejsce w oprogramowaniu, gdzie jest powiedziane,
ze bron francuska to ,swéj”, a nie ,obcy”. Jako ze tak Wielka Brytania, jak

i Francja byly wojskowo zwiazane z NATO, systemy informatyczne armii obu
tych panstw reagowaly wzajemnie na ich uzbrojenie jak na wlasne. Zatem
Sheffield postrzegal zaréwno Etendardy7 jak Exocety jako przyjazne, nawet gdy
sie do niego zblizaly. Nalezato to jako$ w oprogramowaniu zmienié, a w tym celu
trzeba byto znalezé to miejsce w oprogramowaniu, gdzie jest o tym mowa. I na to
tydzien nie wystarczytl.

4 maja 1982 roku Sheffield zostal trafiony Exocetami i mimo pomocy innych
jednostek 10 maja zatonal.

Przygody, jakie spotykaja co jakis czas rézne systemy rejestracji chorych,
rezerwacji biletéw, ewidencji emerytur, zliczania gloséw itp. pokazuja, ze moze
powinnismy przyzwyczaja¢ sie do nowej metodologii myslenia i dzialania.
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Zycle na
ZY \~m 58

Goryl, jaki jest, kazdy widzi

I kazdy wie. Bardzo czarna twarz. Wydaje si¢ by¢ zawsze nie w humorze. Badany
byl w terenie przez wytrwalych, z ktérych najwazniejsza, Diane Fossey,

po 18 latach obserwacji goryli gérskich na granicy Rwandy, Ugandy i Konga,
zostala w tajemniczych okoliczno$ciach zamordowana. NIE przez goryle!

Obecnie goryle klasyfikuje sie¢ jako nizinne wschodnie i zachodnie, terytorialnie
rozdzielone. Wschodnie od zachodnich goryli rozdzielity si¢ genomicznie

1,75 mln lat temu. Na wschodzie Centralnej Afryki, w obszarze wulkanicznym, zyja
goryle gorskie. (Niestety dla goryli, jest to region przygraniczny, w ktérym trwa
obecnie wojna.) W epoce Diany Fossey byto ich 253, co grozilo pelnym
wytepieniem. Wysitki ekologicznych organizacji doprowadzily do obecnego stanu
liczacego okoto 480 osobnikéw. Ta grupa goryli byta najlepiej poznana z zyjacych
na swobodzie, ale dopiero teraz oznaczono ich genom.

W 2003 roku sekwencjonowano genom goryla zachodniego (jedna samica z hodowli
miejskiej), jako drugi po genomie szympansa w grupie wielkich malp
cztekoksztattnych. Przystapiono do doglebnych poréwnan z genomami cztowieka

i szympansa. Z réznic genomowych mozna byto, przyjmujac okreslone state tempo
mutacji, wyliczy¢ momenty rozdzielenia si¢ tych gatunkéw. Pewne bytlo, ze
najwczes$niej mieliSmy wspélnego przodka z gorylami, pézniej z szympansami.

W tych poréwnaniach objawita sie dobitnie takze bardzo istotna cecha ewolucji
genoméw: w réznych ich obszarach, zaréwno kodujacych, jak i niekodujacych
biatek, tempo zmian jest rézne. Stad tez genomika daje jedynie orientacyjne dane
dotyczace rozdzielenia sie gatunkéw: obecnie przyjmuje sie, ze dla czlowieka

z gorylem jest to 10 mln lat, a dla cztowieka z szympansem — 6 milionow.

W marcu 2015 roku, na podstawie 7 zebranych prébek krwi, opublikowano dane
sekwencjonowania genomu goryla gérskiego. Badaczy zadziwil fakt, ze wiele
szkodliwych genetycznych wariantéw powodujacych choroby goryli nizinnych

i innych hominidéw, u tych goryli z maltej, odrebnej populacji, a wiec poddanej

w duzej mierze chowowi wsobnemu, znikneto. Mozna to zrozumie¢ tak, ze jezeli
blisko spokrewnione osobniki majg po jednej letalnej mutacji, to ich potomstwo
nie moze przezy¢ do wieku rozrodczego. Dzi$§ okoto 30% kazdego chromosomu jest
identyczne wsrod goérskich goryli, co oznacza, ze polowa rodzenstwa tworzy pary
(u wschodnich goryli nizinnych ta liczba wynosi 14%).

Ta adaptacja w malej izolowanej terytorialnie grupie nasuwa wnioski, dotyczace
mozliwo$ci ewolucji grup ludzkich teraz i w przyszloéci. Okazuje sie takze, ze goryle
gorskie i ich sasiedzi, goryle wschodnich nizin, sg 2-3 razy mniej genetycznie
zréznicowane od duzych grup czeéci zachodniej Afryki.

Dane poréwnawcze pozwalaja rowniez stwierdzié, ze gérska grupa nie byta znacznie
wigksza przez ostatnie setki tysiecy lat, co czedciowo zmniejsza zaktadang
uprzednio odpowiedzialno$¢ czlowieka za wymieranie tego gatunku, sugerujac
zasadniczy wplyw zmian klimatycznych na liczebnosé populacji.

W 30% sekwencji genom goryli jest blizszy do ludzkiego i szympansiego niz te
ostatnie dwa miedzy soba. Drogi rozdzielania si¢ genetycznego nie sa prostymi
kreskami na prostych rysunkach. We wszystkich liniach mozna wyréznié okoto

500 genéw ulegajacych czestszym mutacjom niz pozostalte, wyraznie zaznacza sie to
w grupie genéw zwiazanych ze stuchem i rozwojem mézgu (ewolucja mowy?).

Wiemy dzi$ z wykopalisk paleontologicznych i po poznaniu sekwencji genomu
czltowieka neandertalskiego, ze ewolucja Homo byla zawita, obfitowala w wymarte
dzi$ rozgalezienia, az zakonczyla si¢ dla wspoélczesnosci jednym gatunkiem, Homo
sapiens. Mozna zatem przyjacé, ze w dziejach gatunkéw goryl-szympans—czlowiek
widzimy echo historii rozwoju naszych przodkéw dawniej niz 100 000 lat temu

i sytuacji, ktére napotkali w ciggu kilku milionéw lat ewolucji. Dane genetyczne
sugeruja takze wymiane materiatu genetycznego juz po formalnym rozejsciu sig
gatunkow — takie daty nie sa wszak ,ostre”, tym bardziej ze méwimy o setkach
tysiecy lat granicznych.

Zdanie tytutowe staje sie bardziej Sciste dzigki wspodlczesnej genetyce.

Magdalena FIKUS
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O klopotach zwigzanych z konstrukcja
wieloScianéw spelniajacych okreslone
warunki oraz o pewnych metodach ich
konstrukcji mozna przeczytad

w Kwadratach nr 7 oraz nr 12.

25. kwietnia odbyly sie finalowe zawody jubileuszowej, X Olimpiady
Matematycznej Gimnazjalistéw, a dzien pdzniej, 26. kwietnia w pieknej auli
Politechniki Warszawskiej 86. uczestnikom wreczono dyplomy laureatéow.

W zawodach stopnia pierwszego X Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistéw
wzielo udzial 13940 uczniéw z 1235 szkét (5154 nadestalo potem rozwiazania
zadan z czedci korespondencyjnej). Do zawoddéw stopnia IT zakwalifikowano
1138 uczniéw z 520 szkédl, a do zawoddw stopnia trzeciego 157 z 86 szkot.

Olimpiada Matematyczna Gimnazjalistéow (OMG), mlodsza siostra Olimpiady
Matematycznej, powstata w roku 2005 dzieki zapatowi i pasji ludzi zwiazanych
z Komitetem Gléwnym Olimpiady Matematycznej. W regulaminie OMG
wpisano: Celem zawodéw Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow jest
rozbudzanie zamitowania do matematyki wsrod mlodziezy szkot gimnazjalnych,
wyszukiwanie uczniow zainteresowanych matematykq, ksztaltowanie umiejetnosci
samodzielnego zdobywania wiedzy oraz stymulowanie aktywnosci poznawczej
mlodziezy uzdolnionej.

Wykres obok przedstawia liczbe uczniéw startujacych w kolejnych edycjach
Olimpiady. Gwaltowny wzrost liczby uczestnikéw od VII OMG spowodowany
jest rozszerzeniem pierwotnej formuly o cze$é testowa.

Zapisany w regulaminie cel ,rozbudzania zamitowania do matematyki...”
realizowany jest nie tylko przez organizacje zawodow, ale tez przez rézne
dzialania towarzyszace, skierowane do uczniéw (gazetka Kwadrat, Facebokowa
Liga Zadaniowa, obozy naukowe) oraz nauczycieli (seminaria i wydawnictwa).
Organizatorzy pierwszej olimpiady swoja pasja zarazili innych. W organizacje
olimpiady wlacza si¢ czynnie duza grupa wolontariuszy, w wigkszosci finalistow
i laureatéw poprzednich edycji. Oni tez pracuja obecnie w Komitecie Gléwnym,
Komitetach Okregowych i Komisji Zadaniowej.

W czasie zawodow finatowych X OMG uczestnicy mieli, jak zwykle, trzy godziny
na rozwiazanie pieciu zadan. Najtrudniejsze okazalo si¢ zadanie, ktore przytaczam
ponizej. Tylko kilku zawodnikéw przedstawilo poprawne rozwiazanie tego zadania.

Zadanie 1 (X OMG). Czy istnieje wielo$cian wypukly, ktérego dokladnie jedna
Sciana nie jest wielokatem foremnym?

Rozwigzanie. Tak, taki wieloScian istnieje. Opiszemy, jak go skonstruowac.
Rozpatrzmy sze$ciokat ABCDEF o wszystkich bokach réwnej dlugosci i katach
przy wierzchotkach A, B, C, D, E, F réwnych odpowiednio: 90°, 135°, 135°,
90°, 135°, 135°. Niech P bedzie punktem przeciecia przekatnych AD oraz BF,
a @ punktem przeciecia przekatnych AD oraz CE (rys. 1.1). Latwo wykazad, ze
AP =BP =FP =QC = QF = QD. Wybierzmy teraz w przestrzeni punkty
P’ oraz Q' po tej samej stronie plaszczyzny szeSciokata, tak aby proste

PP’ i QQ' byly prostopadle do tej ptaszczyzny oraz aby PP’ = AP = QQ'.
Wielo$cian ABCDEFP'Q’ (rys. 1.2) spelnia warunki zadania — ma jedng
$ciane, podstawe, ktora nie jest wielokatem foremnym, cztery Sciany bedace
trojkatami réwnobocznymi i dwie Sciany kwadratowe. Sprawdzenie tego faktu
pozostawiamy Czytelnikom. O

Zadania, w ktérych pojawia si¢ pytanie o istnienie wielodcianu spelniajacego
okreslone warunki, wystepuja czesto wsrdd zadan olimpijskich. W dziesieciu
edycjach olimpiady, na réznych etapach znajdziemy 10 zadan tego typu. Zawsze
nalezalo uzasadnié, ze odpowiednia bryle mozna zbudowaé. Konstrukcja
wieloécianu o zadanych wlasnosciach wymagala od uczestnikéw sporej wyobrazni
i pomystowosci.

Czasem, aby skonstruowaé wieloscian o wymaganych wlasnosciach, trzeba
dokltadnie przyjrzeé sie znanym brylom i zauwazy¢ tam pewne prawidtowosci.

Zadanie 2 (IT OMG). Czy istnieje taki ostrostup czworokatny, ktérego kazda
Sciana boczna jest tréjkatem prostokatnym?
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Rozwigzanie. Tak, taki ostrostup istnieje. Jesli dokladnie przyjrzymy sie
prostopadloscianowi, to dostrzezemy ,,w nim” nasz ostrostup. Rzeczywiscie,
niech ABCDA’B’'C’ D’ bedzie prostopadlo$cianem. Wéwezas ostrostup ABCD A’
spelnia warunki zadania (rys. 2). Tréjkaty BAA’ oraz DAA’ sa, oczywiscie,
prostokatne. Ponadto, poniewaz prosta BC' jest prostopadla do plaszczyzny

A’ AB, to jest ona prostopadta do kazdej prostej z tej plaszczyzny,

w szczegblnoscei do prostej BA'. Zatem tréjkat CBA’ jest prostokatny. Podobnie
dowodzimy, ze trojkat C DA’ jest prostokatny. O

Czesto aby skonstruowaé wielodcian o pewnych wiasnosciach, trzeba
yzdeformowaé” inny ,regularny” wieloScian, na przyktad, poprzez wyciecie lub
doklejenie jakiego$ elementu.

Zadanie 3 (IV OMG). Czy istnieje taki wieloscian wypukly, ktéry ma
nieparzysta liczbe krawedzi i ktorego kazda Sciana ma parzysta liczbe bokéw?

Rozwigzanie. Tak, taki wieloécian istnieje. Rozpatrzmy graniastostup
szeSciokatny o podstawach ABCDEF oraz A’B'C'D'E’'F’. Graniastostup ten
ma 18 krawedzi i wszystkie jego Sciany maja parzysta liczbe bokéw. Gdyby
udalo sie dodaé jedna krawedz, nie zmieniajac wlasnosci Scian, to otrzymany
wielo$cian spelnialby warunki zadania. Zauwazmy, ze szesciokat A'B'C'D'E'F’
mozna bez trudu podzieli¢ jedng z przekatnych na dwa czworokaty. Teraz tylko
trzeba zrobié¢ z tych czworokatéw Sciany wielodcianu przez pochylenie jednego

z nich. PoprowadZmy wiec przez punkty A’ oraz D’ plaszczyzne przecinajaca
krawedzie BB’ i CC’ odpowiednio w punktach P oraz Q. Plaszczyzna ta dzieli
graniastostup na dwa wieloéciany, z ktérych jeden spelnia warunki zadania: ma
osiem $cian bedacych czworokatami i jedna Sciane szeSciokatna. Ponadto
wielodcian ten ma 19 krawedzi (rys. 3).

Czytelnik Uwazny skonstruuje podobna metodg inne przyktady wieloscianow
o zadanych wlasnosciach, rozpatrujac graniastostup o podstawie bedacej
2n-katem, dla n > 3. O

Zadanie 4 (V OMG). Czy istnieje wieloScian wypukly majacy dokladnie
100 $cian, z ktérych co najmniej jedna jest 99-katem i taki, ze w kazdym jego
wierzcholku zbiegaja si¢ dokladnie trzy krawedzie?

Rozwigzanie. W kazdym wierzchotku graniastostupa o podstawie bedacej
99-katem zbiegaja sie doktadnie trzy krawedzie. Niestety, taki graniastostup

na 101 Scian. Sprobujemy pozby¢ sie jednej Sciany tak, aby pozostate wlasnosci
nie zmienily sie. Przetnijmy nasz graniastostup ptaszczyzna przechodzaca przez
jedna krawedz dolnej podstawy i przecinajaca wszystkie boczne krawedzie

(rys. 4). Plaszczyzna ta dzieli graniastostup na dwa wielodciany, z ktérych dolny
spelnia warunki zadania. [

Zadanie 5 (IX OMG). Czy istnieje taki wieloscian wypukly, ze w kazdym jego
wierzchotku schodzg sie co najmniej cztery krawedzie, i ktéry mozna przeciaé
pewna plaszczyzna, otrzymujac w przekroju trojkat?

Rozwigzanie. Rozpatrzmy graniastostup trojkatny i plaszczyzna przechodzacy
przez srodki krawedzi wychodzacych z jednego, wybranego wierzchotka
odetnijmy z niego czworoscian zawierajacy ten wierzcholek. Nastepnie w ten sam
spos6b odetnijmy czworosciany z pozostalych ,rogéw” graniastostupa (rys. 5).
Otrzymany wieloscian spelnia warunki zadania. O

I jeszcze zadanie do samodzielnego rozwigzania.

Zadanie 6 (VIII OMG). Czy istnieje taki wieloscian wypukly, ktéry ma
nieparzysta liczbe Scian, i w ktérego kazdym wierzcholtku schodzi sie parzysta
liczba krawedzi?

Czytelnik Uwazny znajdzie wielo$cian o zadanych wtasnosciach wéréd
prezentowanych w tym artykule. Proponujemy znalezienie innych przyktadow.

Barbara ROSZKOWSKA-LECH
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Rys. 1. Przyktadowe drzewo T3 o n =9
wierzchotkach i wyréznionym zbiorze
B = {2,5}. Mamy tu dwa minimalne
zbiory blokujace: {1,4,6} i {1,6,7}.
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Rys. 2. Drzewo T5. Minimalny zbiér
blokujacy ma 7 wierzchotkow.
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Rys. 3. Jedyna sktadowa drzewa T,
ukorzeniona w x. Wierzchotki z A
zaznaczone zostaly kolorem, wierzchotki
z B sa czarne.
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Rys. 4. Wierzchotki skladowej
przydzielone do zbioréw S, Sa, Sp
zaznaczone sg odpowiednio na biato,
kolorowo i czarno. Wyrézniono réwniez
wierzchotki minimalnego zbioru
blokujacego oraz odpowiadajace im
$ciezki.

Informatyczny kacik olimpijski (83): Wiezienie

Uczestnicy VII obozu informatycznego ILOCAMP mieli do rozwiazania takie oto
zadanie: Wiezienie sklada sie z n cel i n — 1 lgczgcych je korytarzy. W czesci z cel
znajdujg sie wiezZniowie. Reszta cel jest pusta. W wyniku awarii wszystkie cele zostaly
otwarte. Jaka jest minimalna liczba strainikow potrzebnych do uniemozliwienia
wiezniom ucieczki? Straznikéw mozna rozmieszczal jedynie w pustych celach, a wiezieri
moze uciec, jesli na drodze od jego celi do celi wyjsciowej (takiej, do ktérej prowadzi
tylko jeden korytarz) nie ma Zadnej celi ze straznikiem.

Zadanie mozna przeformutowaé nastepujaco: dane jest n-wierzchotkowe drzewo,

w ktorym wyrédzniono podzbiér wierzchotkéw B. Nalezy znalezé najmniejszy blokujgcy
zbiér wierzchotkéw (roztaczny z B), taki ze kazda $ciezka z dowolnego wierzchotka
zbioru B do dowolnego liscia drzewa musi przechodzi¢ przez co najmniej jeden
wierzchotek ze zbioru blokujacego (patrz drzewo 77 na rysunku 1).

Na poczatek wyprébujmy kilku kandydatéw na zbiér blokujacy. Oczywiste jest, ze
zbiér wszystkich lisci w drzewie jest zbiorem blokujacym (zaktadamy, ze B nie zawiera
lidcia, w przeciwnym przypadku zbiér blokujacy nie istnieje). Réwniez jest nim zbiér
wszystkich niewyréznionych sasiadow wierzchotkéw z B. Doéé tatwo si¢ jednak
przekonaé, ze zaden z nich nie musi by¢ minimalny — dla drzewa T} sa to zbiory
{1,6,8,9} oraz {1,3,4,6}; oba maja po 4 wierzcholki.

Zacznijmy jednak od zbioru lisci i sprébujmy usunaé z niego nadmiarowe wierzchotki.
Jedli jedyny sasiad w liScia w nalezy do zbioru B, to kazdy zbiér blokujacy musi
zawieraé 1i§¢ w (np. kazdy zbiér blokujacy dla drzewa T1 musi zawieraé¢ wierzchotki

11 6). Z drugiej strony, jesli wierzcholek u nie nalezy do B, to istnieje minimalny
zbiér blokujacy, ktéry nie zawiera liScia w. Jest tak dlatego, ze kazda Sciezka z B do w
przechodzi przez u, wiec, blokujac wierzchotek v zamiast wierzchotka w, dostajemy
roéwnie dobre rozwiazanie. Postepujac w ten sposob z drzewem 77, pozbedziemy sie
lidci i znajdziemy zbiér blokujacy {1,4,6}, ale nie dla kazdego drzewa tak znaleziony
zbiér bedzie minimalny (patrz drzewo T> na rysunku 2).

Zwodnicze jest, ze w treéci zadania liScie oraz wyréznione wierzchotki pelnia nieco
inna role (w szczegdlnosdci mozna blokowaé licie, ale nie wierzcholki z B). Mozemy
jednak nieznacznie przeformulowaé tresé zadania, aby te role staly si¢ w pelni
symetryczne. ZauwazyliSmy juz, ze musimy blokowaé jedynie liScie sasiadujace z B,
a poniewaz nie wplywaja one na reszte wierzchotkéw, mozemy je dodaé¢ do zbioru
blokujacego i usunaé z drzewa. Nastepnie oznaczmy zbiér pozostalych lisci przez A.
Sktadowg w drzewie nazwiemy maksymalny zbiér wierzchotkéw, z ktérych kazde dwa
mozna potaczyé Sciezka, ktorej wewnetrzne wierzchotki nie naleza do zbioru AU B.
Przyktadowo w drzewie T> mamy jedng sktadows zawierajaca 17 wierzchotkéw,

a gdyby wierzchotek x nalezatl do B, to mieliby$Smy trzy sktadowe, o licznosciach

6, 6 i 7. Zauwazmy, ze zbiér blokujacy mozemy wyznaczy¢ dla kazdej sktadowej
niezaleznie. Bedzie to taki podzbidr wierzchotkéw spoza A U B, ze kazda $ciezka

ze zbioru A do zbioru B musi przecinaé¢ ten podzbiér.

Wezmy zatem sktadowa i ukorzenmy ja w dowolnym wierzcholku spoza AU B (rys. 3).
Zastosujemy teraz programowanie dynamiczne — przegladajac drzewo sktadowej od lisci
do korzenia, w kazdym poddrzewie bedziemy konstruowa¢ minimalny zbiér blokujacy.
Jednoczesnie kazdy wierzcholek w bedziemy wrzucaé¢ do jednego z trzech zbioréw:

Sa (jesli poddrzewo zaczepione w w zawiera taki wierzcholek z A, do ktérego Sciezka z w
nie zawiera zablokowanych wierzchotkéw), Sp (poddrzewo to zawiera niezablokowany
wierzcholek z B) oraz S (wszystkie wierzchotki z AU B w tym poddrzewie sa
zablokowane — byé moze z powodu dodania wierzchotka w do zbioru blokujacego).

Wierzchotki ze zbioréw A i B laduja odpowiednio w zbiorach S4 i Sp. Rozwazmy
teraz wierzchotek wewnetrzny w; jesli ma on takie dwoje dzieci, z ktérych jedno nalezy
do S4, a drugie nalezy do Sg, to przez wierzchotek w przechodzi (co najmniej jedna)

niezablokowana $ciezka p,, laczaca pewien wierzchotek z A z pewnym wierzchotkiem z B.

Dodajemy zatem w do zbioru blokujacego oraz do zbioru S. W przeciwnym przypadku
wszystkie dzieci w naleza do zbioru S, Sa U S lub Sp U S i dodajemy wierzchotek w
odpowiednio do zbioru S, Sa lub Sp (rys. 4).

Jasne jest, ze w ten sposéb skonstruujemy poprawny zbiér blokujacy W. Dowodem
na jego minimalno$¢ jest skonstruowany, niejako przy okazji, zbiér $ciezek
{pw | w € W}, ktoére sa roztaczne, a kazda musi zawiera¢ co najmniej jeden
wierzchotek z W. Zlozono$¢ czasowa rozwiazania to O(n).

Tomasz IDZIASZEK
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Pierwsza wspdlna obserwacja pieknych rzadkich rozpadéow

Ukazaniu si¢ tego numeru Delty bedzie, mam nadzieje,
towarzyszy¢ prezentowanie wstepnych wynikow
uzyskanych po miesigcu dziatania LHC przy nowej,
wyzszej energii trzynastu bilionéw elektronowoltow
(13 TeV).

Natomiast w marcu ukazala sie praca [1], w ktoérej,
dzieki wspdlnej analizie danych zebranych przez zespoty
badawcze CMS (ang. Compact Muon Solenoid) i LHCb
(ang. Large Hadron Collider beauty), udalo sie po raz
pierwszy zaobserwowaé bardzo rzadki rozpad mezonu B
na par¢ mion—antymion. Dodatkowo uzyskano
przestanke o zachodzeniu jeszcze rzadszego rozpadu

BY — ptu—.

Oba mezony sa zbudowane z pary masywnego
antykwarku b oraz lekkiego kwarku s (w przypadku B?)
lub bardzo lekkiego d (w przypadku B°). Odpowiednie
antymezony zawieraja kwark b oraz lekki antykwark

(5 lub d).

Wynik jest niezwykle interesujacy z kilku powodéw.
Rozpady te zachodza poprzez oddzialywania stabe,
ktére w najnizszym rzedzie tzw. rachunku zaburzen
(rozwiniecia amplitudy wzgledem bardzo malej stalej
sprzezenia) sg zabronione. Stosunek rozgalezienia, czyli
wzgledne prawdopodobienstwo zachodzenia tych
rozpadow, obliczone w ramach Modelu Standardowego,
wynosi odpowiednio zaledwie cztery na miliard oraz
jeden na dziesi¢¢ miliardéw. Istnienie nieznanych czastek
przewidywanych przez rozszerzenia Modelu
Standardowego moglyby te prawdopodobienstwa istotnie
zmieni¢. Zaobserwowanie takich odstepstw Swiadczyloby
wiec o istnieniu takich scenariuszy i odwrotnie: pomiar
stosunku rozgalezienia na poziomie przewidywania
Modelu Standardowego nakladalby istotne ograniczenia
na masy takich hipotetycznych obiektéw (bo im bardziej
masywna czastka jest wymieniana, tym bardziej musi
byé¢ wirtualna i tym mniejsze prawdopodobienstwo
zaj$cia procesu).

Obydwa zespoly badawcze juz wczesniej opublikowaty
wyniki osobnych poszukiwan, na podstawie danych
zebranych w 2011 roku przy energii zderzen
proton-proton 7 TeV oraz w roku 2012 przy

energii 8 TeV. Statystyczna istotnosé rejestrowanego
sygnalu nie przekroczyla jednak progu tzw. 5o
(prawdopodobienstwo odrzucenia prawdziwe] hipotezy
braku sygnatu nie wigksze od 2,9 - 1077).

Wstepny szacunek pokazywal jednak, ze te umowna
granice odkrycia powinna przekroczy¢ wspélna analiza.
To zmobilizowalo zespoty badawcze CMS i LHCb do jej
przeprowadzenia. Jest to pierwsze takie wspélne
opracowanie danych przy LHC.

Koncepcja obu eksperymentéw jest zupelnie rézna.
CMS jest detektorem uniwersalnym, nastawionym na
poszukiwanie bezposredniej produkcji masywnych
nieznanych czastek. Jest detektorem hermetycznym,
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pozwalajacym na rejestracje czastek wtoérnych w pelnym
kacie brytowym, z optymalnymi mozliwosciami detekcji
pod duzymi katami w stosunku do kierunku
zderzajacych sie protonéw. Czastki zawierajace kwark b
sg przede wszystkim tltem, ktore trzeba umieé
ograniczy¢, ale moga pojawiaé si¢ wsrod produktéw
rozpadéw niektérych z poszukiwanych sygnatéw. Dlatego
efektywna detekcja pigknych czastek (b jak ang. beauty)
byta jednym z wymogdw projektowych.

LHCb, jak samo rozwiniecie nazwy wskazuje, jest
detektorem zaprojektowanym do fizyki czastek b. Jest on
nastawiony tylko na rejestracje czastek emitowanych pod
malymi katami i tylko po jednej stronie punktu
oddzialywania. Dziala on przy mniejszym stopniu
zogniskowania wigzek, co daje mniejsza liczbe zderzen
na jedno przeciecie (kilka zamiast kilkudziesigciu). Moze
sobie jednak pozwoli¢ na wicksza czestosé zapisu
interesujacych przypadkéw (bo ilo$é informacji

na pojedynczy przypadek jest mniejsza).

W ten sposéb eksperymenty sie uzupelniaja. Obydwa
zarejestrowaly podobna liczbe niemal biliona czastek b,
wéréd ktérych oczekiwano 100 (10) poszukiwanych
rozpadéw BY(BY) — ptpu~.

Gléwnymi zmiennymi odrézniajacymi sygnal od tta byta
masa uktadu mion —antymion oraz odpowiedz
wielokryterialnej procedury selekcyjnej. Dane zostaly
podzielone na dwadziescia (CMS—12, LHCb-8)
roztacznych kategorii o réoznym przewidywanym stosunku
sygnaltu do tta. Procedura selekcji byta dostrajana

z pominieciem przedzialu masy ukladu mion—antymion,
w ktorym byt oczekiwany sygnal. Po odslonieciu tego
okna okazalo sig, ze sygnat BY — ptpu~ zostal znaleziony
na poziomie istotnosci 6,2 o (oczekiwano 7,4 0),

a B® — ptpu~ na poziomie 3,20 (oczekiwano 0,6 o).

W ten sposéb zwieniczone zostato 30 lat wysitkow kilku
generacji naukowcow (pierwsze ograniczenie, na poziomie
ponad milion razy wiekszym od przewidywania Modelu
Standardowego, zostalo opublikowane przez eksperyment
CLEO w 1984 roku). Polscy naukowcy sa wspélautorami
publikacji [1].

Pomiar stosunku rozgatezienia jest, w ramach
niepewnoéci pomiarowej, zgodny z przewidywaniem
Modelu Standardowego. Odchylenie od przewidywania
dla samego B (oraz dla B® wzgledem BY) jest
na poziomie (powyzej) 20. Do niezgodnoéci daleko, ale
to i tak takomy kasek dla wyglodniatych poszukiwaczy
efektow wykraczajacych poza Model Standardowy.
Wilasgnie zbierane (przy energii 13 TeV) dane pozwola,
w perspektywie dwoch—trzech lat, na istotne poprawienie
precyzji pomiaru.

Piotr ZALEWSKI

[1] CMS & LHCb Collaborations, Observation of the rare BY — putpu~
decay from the combined analysis of CMS and LHCb data,
Nature (2015) doi:10.1038/nature14474.
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Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspoélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume¢ ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb,
ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji

(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegdtowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 3/2015

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

Przypominamy tresé¢ zadan:

594. Zuk pelznie po sztywnej stomce, opartej o gtadka podloge i gladka pionowa $cianke (rys. 1).
Stomka jest jednorodna, tworzy z poziomem kat «, jej dlugo$é wynosi [, masa stomki jest zaniedbywalna
w poréwnaniu z masg zuka m. Predko$é poczatkowa zuka w punkcie B wynosi vg. Jak musi poruszaé

sig¢ zuk, aby slomka pozostawala nieruchoma? Po jakim czasie dopelznie on do punktu A?

595. W pionowo ustawionym cylindrze zamkni¢tym tlokiem znajduje si¢ w stanie réownowagi n moli

jednoatomowego gazu doskonatego o temperaturze Tjy. Uktad jest izolowany cieplnie od otoczenia. Gaz
B $cisnieto za pomoca tltoka, wykonujac nad gazem prace W. Nastepnie ttok puszczono i zatrzymal si¢ on

w nowym polozeniu rownowagi. Jaka jest temperatura koricowa gazu? Cisnienie zewnetrzne jest state.

594. Wprowadzmy wspélrzedne XY jak na rysunku 2. Niech zuk znajduje sie
a w odleglosci = od poczatku uktadu B. Sity dzialajace na stomke zaznaczono
A na rysunku kolorem. Sg to sily reakcji R; i Rs prostopadle odpowiednio

Rys. 1 do podlogi i Scianki oraz sila F}, jaka zuk dziala na stomke. Sile ciezkosci
dziatajaca na stomke pomijamy zgodnie z tredcig zadania. Stomka nie porusza
sie, wiec sily dzialajace na nia réwnowaza sie: Fi + R, + R, = 0. Na zuka dziala
sita ciezkosci oraz sita reakcji stomki F= fl*:”l, ktoéra tworzy ze stomka nieznany
kat G (sily te zaznaczono na rysunku na czarno). Réwnanie ruchu zuka ma
posta¢ ma = F+ mg = Ry + Ry + mg. Przyspieszenie d skierowane jest wzdluz
stomki. Stad Ry = macosa oraz Ry = mg — masin a. Momenty sit dzialajacych
na stomke wzgledem dowolnego punktu réwnowaza sie. Wzgledem punktu B
warunek ten ma postaé: [ Ry cosa = xFj sin (. Sily dzialajace na zuka
prostopadle do stomki réwnowaza sie: F} sin 8 = F'sin 8 = mg cos a, zatem
—alsina/g = x — [, gdzie

Rys. 2

d?z
a=—F5.
dt?
Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 F W dzai . _ l . ) .
po uwzglednieniu ocen rozwigzah zadan prowadzajac nowg zmienng z = x — [, otrzymujemy rownanie
588 (WT = 2,29) i 589 (WT = 3,23) d2z gz

z numeru 12/2014 — 7 —

— ) dt? Isina’
Andrzej Idzik Bolestawiec 37,76 / . . . .
3768 Jest to réwnanie oscylatora harmonicznego o czgstosci w = /g/(Isina). Ruch

Tomasz Rudny Warszawa
Jacek Konieczny Poznan 27,92 zuka opisuje funkcja x = Asinwt + B coswt + | z warunkami poczatkowymi:
Marian Lupiezowiec Gliwice 26,26 A .
Michat Koglik Cliwico 22.60 2(0) = B+1=0oraz v(0) = wA = vg. Zatem x = vgsinwt/w + (1 — coswt).
Ryszard Wozniak Krakéw 22,51 Kladac x = [, otrzymujemy czas 7 podrozy zuka do konca stomki:
Bogustaw Mikielewicz Brodnica 22,22 !

w
Witamy ponownie obecnego po przerwie tg(um-) = —.
w zestawieniu pana Vo
Bogustawa Mikielewicza, . L. . . L.
zyczymy takze sukceséw mowym 595. Niech cisnienie zewnetrzne wynosi pg. Oznaczmy objetoéci i temperatury
uczestnikom zmagan ligowych: panom : 4 : :
Jodraejowt Biedrmyckiemn, gazu w kolejnych st.anach réwnowagi przez Vo, Vi, Vg oraz Ty, 11, T5. Zmiana
Karolowi Lukanowskiemu energii wewnetrznej podczas $ciskania gazu wynosi AUy = ne,(Ty — Tp) =
i Janowi Zambrzyckiemu. =W + po(Vo — V1) a po oswobodzeniu tloka AUy = ne,(Th — 1) = —po(Va — V1),

gdzie molowe cieplo wlasciwe przy stalej objetosci ¢, = 3R/2. Calkowita zmiana
energii wewnetrzne] AU = AUy + AUy = ne, (Te — To) = W + po(Vo — Va).
Z réwnania Clapeyrona po(Vo — Vo) = nR(Ty — T3). Szukana temperatura

koficowa wynosi

2W
T =T, —_—
2 0+5nR
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Klub 44

VR4

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan

691 (WT = 2,17) i 692 (WT = 1,80)

z numeru 12/2014

Piotr Kumor Olsztyn
Wojciech Maciak Warszawa
Marek Spychata Warszawa
‘Wojciech Tobis Praszka
Grzegorz Karpowicz Wroctaw
Janusz Olszewski Warszawa
Krzysztof Maziarz — Krakéw
Pawel Najman Krakéw

47,64
47,06
42,75
38,82
37,05
35,83
35,37
31,92

Piotr Kumor — superWeteran Ligi —

konkretnie: czterokrotny; wladnie

przekroczyl magiczng linie 44 po raz
dwunasty. Za$ pan Wojciech Maciak
zaokraglil liczbe czlonkéw Klubu 44 M

do 5%.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 3/2015

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Przypominamy tresé¢ zadan:

697. Dana jest liczba naturalna N > 1 bezkwadratowa (tj. niepodzielna przez kwadrat zadnej
liczby naturalnej wigkszej od 1). Spoéréd wszystkich dodatnich dzielnikéw liczby N losujemy
kolejno, bez zwracania, dwa dzielniki: k, m. Rozwazamy zdarzenia: (A) liczby k, m sa wzglednie
pierwsze; (B) liczba m jest podzielna przez k. Ktére z tych zdarzen jest bardziej prawdopodobne?
Czy odpowiedz zmieni sig, gdy losowanie bedzie wykonywane ze zwracaniem?

698. Dla ustalonej liczby naturalnej m > 2 znalezé najmniejsza wartosé sumy

BN R

gdy x1,x2,...,z, sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi dodatnimi, spelniajacymi warunek
1 t+xo+ ... +x, = 1.

697. Wygodnie bedzie zacza¢ od przypadku, gdy losowanie jest ze zwracaniem.
Wynik losowania to wéwczas para uporzadkowana (k,m) dzielnikéw liczby N.
Zdarzenia A, B identyfikujemy z odpowiednimi podzbiorami zbioru wszystkich
takich par. Gdy para (k,m) nalezy do A, liczby k, m sa wzglednie pierwszymi
dzielnikami liczby N, zatem takze iloczyn ¢ = km jest dzielnikiem N. Oczywiscie
k dzieli ¢, wiec para (k, q) nalezy do B.

Na odwrét, gdy (k,q) jest dowolna para ze zbioru B (wiec k | q), wtedy iloraz
m = q/k tez jest dzielnikiem N, i to wzglednie pierwszym z k (bo gdyby k, m
miaty wspélny dzielnik p > 1, liczba ¢, wiec i N, bytaby podzielna przez p?,
wbrew zalozeniu zadania). Zatem para (k,m) nalezy do A.

Opisane operacje (k,m) — (k,q), (k,q) — (k,m) sa wzajemnie odwrotne. Stad
wynika, ze zbiory A i B sa réwnoliczne; za$ zdarzenia A, B sa (przy losowaniu
ze zwracaniem) jednakowo prawdopodobne.

Losowanie bez zwracania eliminuje dublety, tzn. pary postaci (¢, ), gdzie £ | N.
W poprzednim modelu, do zbioru A nalezala tylko jedna taka para (1,1); do B
nalezaly wszystkie. Wiecej par zostalo wyeliminowanych z B, wobec czego (przy
losowaniu bez zwracania) zdarzenie A jest bardziej prawdopodobne niz B.

698. Skorzystamy ze znanej nieréwnosci (3 ;) (3 1/z;) > n?; we wszystkich
symbolach sumowania przyjmujemy ¢ = 1,...,n. Przy warunku > x; = 1 mamy
wige >°1/x; > n?. Dla kazdej liczby rzeczywistej t stuszne jest oszacowanie

[t] >t — 1. Stad
SHRSERR

czyli

ZL}J >n?—n+1.

W uzyskanej zalezno$ci mozna osiggnaé¢ rownosé, biorac na przyktad

n? n?—1
B N —
nd —1’ n3 —1

Widaé, ze Y x; =1.Dlai=1,...,n—1 mamy przy tym
R R e N I TR S I
x| | n2 n n2| ’
1] |n*—=1| N I
Tn | |n2-—1|" " n+1 -

Tak wiec Y |1/xi] = (n —1)(n — 1) + n = n? —n + 1 (dla tak okreélonych
liczb ;; mozna daé wiele innych przyktadéw). Wniosek: liczba n? —n + 1 to
szukane minimum.
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Prosto z nieba: O rozmiarach gwiazd

Astronomiczne rozmiary kosmosu bardzo latwo
wywoluja u nieprzyzwyczajonych zawroty gtowy

i problemy z wyobrazeniem sobie wielkosci i odlegtosci
do réznych obiektéw astrofizycznych. W niektérych
przypadkach prowadzi to nawet do zupelnej znieczulicy
w kwestii niezwyklej rozpietosci skal obiektow
wystepujacych w naszym Wszech$wiecie.

Stonce jest traktowane przez Ziemian jako naturalny
punkt poréwnania mas, jasnosci i rozmiaréw innych
gwiazd. Na tle populacji galaktycznej jest jednak

dosé przecigtna, sSredniej wielkosdci gwiazda — promien
okoto 700 tys. km (nieco ponad stukrotnie wigkszy niz
ziemski) i masie 2 - 103° kg (okoto 330 tys. razy wiecej niz
Ziemia). Jest w érednim wieku (4,5 mld lat) i znajduje sie
na tzw. ciagu gtéwnym, czyli wéréd karlow: niestarych
gwiazd, ktorych zrédlem energii jest przemiana wodoru

Zache¢camy do przestudiowania diagramu
Hertzsprunga—Russella, czyli zaleznoéci
temperatury wzgledem obserwowanej
jasnosci dla réznych mas poczatkowych
gwiazd.

w hel w jadrze. Za kolejne 5 mld lat Stonce w trakcie
ewolucji opusci ciag gléwny. Bedzie wtedy o wiele wigksze
(rozmiaru orbity Ziemi) i zmieni kolor na czerwony.
Zrédlem energii tego typu gwiazd — czerwonych olbrzymdw
— jest wodér ,palony” w otoczce helowego jadra.

W kolejnym etapie produkcja energii wréoci do jadra,

tym razem podczas zamiany helu na ciezsze pierwiastki.
Ostatecznie, po etapie odrzucenia zewnetrznych

warstw (ktére utworza mglawice planetarna),

to wlasnie powoli stygnace jadro Stonca — bialy karzel
wielkosci Ziemi — bedzie jedyna pozostaloscia po Stoncu.

Poczatkowa masa gwiazdy na ciagu gtéwnym i jej sktad
decyduje o jej pdzniejszym rozmiarze. Ogélna regula
brzmi: otyli zyja gwaltownie i krétko. Bardzo masywne
gwiazdy ewoluuja w skali milionéw lat, by pod koniec
zycia wybuchnaé jako supernowe.

Jak duze moga by¢ gwiazdy? Obecna rekordzistka jest UY Scuti, sklasyfikowana
jako hiperolbrzym, czyli gwiazda duzo wigksza nie tylko od olbrzyma, ale takze

od superolbrzyma, tj. gwiazdy dostatecznie masywnej, spalajacej hel i kolejne ciezsze
pierwiastki, az do zelaza w jadrze. Promien UY Scuti wynosi 1700 promieni Stonica

i zmienia sie w trakcie pulsacji o okoto 200 promieni Stonica. Rozmiar gwiazdy
sigga wiec prawie 9 jednostek astronomicznych, czyli odlegloéci Stonce—Saturn!
Zewnetrzne, rzadkie warstwy atmosfery przechodzace w wyplyw wiatrowy
rozciagaja sie az do orbity Plutona. UY Scuti nie jest wcale najmasywniejsza

Gwiazdy typu Wolfa—Rayeta sa

gwiazda znana astronomom — wazy okolo 30 M, podczas gdy obecny rekord

masywnymi (> 20 M), zaawansowanymi
ewolucyjnie obiektami, ktére dosé
efektywnie tracg mase¢ przez silny wiatr
z gbérnych warstw atmosfery.

Nieczeste zjawisko drugiej pelni w ciagu
tego samego miesigca nosi nazwe
niebieskiego ksiezyca (ang. blue moon),
z czym zapewne wigze si¢ fraza ,once in
a blue moon” jako okreslenie wydarzenia
niezwykle rzadkiego.

Prawdziwym hitem lipca jest jednak misja satelitarna
NASA New Horizons, ktora w polowie miesigca powinna
dotrzeé w okolice Plutona (14™, jasno$¢ wymagajaca
profesjonalnego teleskopu), znajdujacego sie

w gwiazdozbiorze Strzelca w okolicy gwiazdy £2 Sgr;
Strzelec bedzie widoczny nad potudniowym horyzontem
okolo péinocy. Sonda New Horizons przeleci obok
Plutona 14 VII, robigc pierwsze w historii zdjecia

»z bliska” planecie i jej lodowym ksiezycom —
niecierpliwie czekamy na pierwsze dane z przedmiesé

masy nalezy do gwiazdy typu Wolfa—Rayeta, R136al (okolo 265 Mg ). Na drugim
koncu skali znajduja sie wspomniane juz biale karly, ktére moga by¢ tak male jak
skaliste globy typu ziemskiego, oraz gwiazdy neutronowe o promieniach 10-15 km.

Michat BEJGER

Niebo w lipcu

Lipiec zacznie si¢ w tym roku spektakularng koniunkcja Wenus (—4,1™)

i Jowisza (—1,35™). By zobaczy¢ to nieczeste zjawisko — planety zblizg sie

do siebie na odlegloéé¢ katowa 0,3° — nalezy obserwowaé¢ gwiazdozbiér Lwa
zachodzacy wraz ze Sloncem pierwszego dnia miesiaca. Mars natomiast
przebywa w gwiazdozbiorze Blizniat i jest widoczny o $wicie — od poczatku
czerwea oddala sie od Slofica, powoli zwieckszajac jasno$é (1,85™ w polowie
lipca; 16 VII okolo 6 rano spotka si¢ z Merkurym o jasnosci —1,4™). Saturna
(0,5™) mozna bedzie obserwowaé¢ w pierwszej polowie nocy w gwiazdozbiorze
Wagi. Ksiezyc bedzie mial w lipcu dwie pelnie, 2 i 31 VII (néw 16 VII). Druga,
niebieska pelnia moze troche przeszkadza¢ w obserwacji roju Delta Akwaryd
(radiant w Wodniku), ktéry bedzie aktywny od polowy lipca do polowy sierpnia;
maksimum 28 VII. Réj ten jest zwiazany z przechodzacymi blisko Stonca
pozostalosciami komet Marsdena i Krachta, i przewaznie wykazuje zadowalajaca
aktywnos¢ (zenitalna liczba godzinna 20).

naszego ukladu planetarnego! Po tym krétkim
rendez-vous sonda oddali sie jeszcze bardziej od Ziemi

w celu zbadania jeszcze bardziej odleglych

i tajemniczych obiektéw w otaczajacym Uklad Stoneczny
pasie Kuipera. W tym samym czasie inna misja NASA,
Dawn, bedzie konczy¢ zbieranie podstawowych danych

o wiele blizszej Ziemi planecie karlowatej Ceres, ktora
mozna obserwowaé przez lornetke w sasiadujacym

ze Strzelcem gwiazdozbiorze Mikroskopu.
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Panaceum?

Joanna JASZUNSKA

W rozwigzaniach wielu zadan kluczowe jest rozlozenie danej bryty tak, by
uzyskaé jej siatke. Jesli z kolei chcemy zbudowaé¢ model wieloscianu, czesto
rysujemy jego siatke, wycinamy, sktadamy. .. Siatki to przydatne narzedzie,
jednakze — jak to z narzedziami bywa — trzeba ostroznie si¢ nimi postugiwac.

v Prosze ocenié poprawnosdé ponizszych trzech stwierdzen.

<

1. Pok6j ma ksztalt prostopadtoscianu o wymiarach

3m x 3m X 5m (rys. 1la). Nad érodkiem jednej

z krétszych krawedzi podlogi, na wysokosci 10 c¢m, siedzi
pajak. Chce on dotrze¢ do punktu poltozonego 10 cm pod
przeciwlegla krawedzia sufitu. Najkrdtsza droge,

o dlugosci 8 m, oznaczono kolorowym odcinkiem

na siatce przedstawionej na rysunku 1b.

&

Rys. la

Rys. 1b

2. Dany jest ostrostup prawidtowy o krawedzi bocznej
dtugosci d. W wierzchotku A podstawy siedzi pajak.
Chce on przej$¢ po powierzchni bocznej, odwiedzajac
wszystkie krawedzie boczne (byé moze w ich koncach)

i wroci¢ do punktu wyjscia. Z rysunku 2 i z nieréwnosci
tréjkata wynika, ze istnieje droga krétsza niz 2d.

S,
S *

S3

So

Rys. 2

Rys. 3

3. Rysunek 3 przedstawia siatke ostrostupa.

To nie koniec klopotéw z siatkami. Jesli model
wieloScianu rozcinamy wzdtuz pewnych krawedzi, by
uzyskac jego siatke, moze nas spotkaé¢ niespodzianka
przedstawiona na rysunku 4 — siatka nachodzi sama
na siebie! Nie da sie jej narysowaé na kartce, wyciaé
i ztozyé. Ale tatwo ja poprawié: odciaé lewa $ciang

i przyklei¢ wzdtuz ktorejs$ z jej pozostalych krawedzi.

Czy zawsze, gdy otrzymamy siatke, ktéra sama na siebie
nachodzi, istnieje inna siatka, pozbawiona tej wady?

2 T

Rys. 5

Rys. 4. Siatka czworo$cianu.

Rysunek 5 przedstawia powierzchnie z brzegiem.
Rozciecie jednej krawedzi pozwala ja ,rozplaszczyé”, ale
nachodzi wtedy sama na siebie, gdyz suma katow
plaskich przy jej centralnym wierzchotku przekracza
360°. Rozcigcie drugiej krawedzi sprawia, ze
powierzchnia rozpada si¢ na dwie czesci. Nie istnieje wiec
zadna jej siatka, ktora nie nachodzitaby sama na siebie.

Istnieja réwniez wieloSciany o tej wlasnosci. Wszystkie
znane przyktady sa wkleste. Nie wiadomo, czy istnieje

taki wieloscian wypukly — problem ten, zwany hipotezg
Shepharda, jest (o ile wiem) otwarty.

Wkleste wieloéciany bez ,dobrych” siatek opisano np. na stronie

http://erikdemaine.org/papers/Ununfoldable/paper.pdf, z ktorej
pochodzi tez rys. 5.

Rys. 4 oraz drugi tego typu przyklad przedstawiono na stronie
http://mathworld.wolfram.com/Unfolding.html.

Rozwigzania

R1. Rysunek 6 przedstawia krétsza droge, co tatwo
sprawdzié, korzystajac z twierdzenia Pitagorasa. [

R2. W przypadku przedstawionym na rysunku 7 kazda
z mozliwych drég ma dtugosé co najmniej 2d. O

R3. Mozna skserowaé, wyciaé, sprobowaé ztozyé
siatke” i zobaczyé¢, ze Sy z Ss sklejaja sie w innym
punkcie, niz S3 z Sy. Wynika to z faktu, ze na rysunku 3
wysokosci tréjkatéw, poprowadzone z wierzchotkéw
S1,S52,.55,.54, nie przecinaja sie w jednym punkcie —
spodku wysokosci ostrostupa — a powinny. [J

Y

Rys. 7

Rys. 6. 1/(5,2)2 + 62 < 8.

Zadanie 1 jest modyfikacja przyktadu z ksigzki K. Ciesielskiego 102 zadania dla malych, Srednich i duzych sympatykéw matematyki.
Siatkom i dziwnym ,rozplaszczeniom” poswigcony byl takze deltoid 8/2014.
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