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Krzywg zmian blasku CK Vul przedstawil
m.in. J6zef Smak w Uranii 6/2011.

CK Vul — pierwsza czerwona nowa

Marcin HAJDUK™

CK Vul (w gwiazdozbiorze Vulpecula — Lisek) jest niezwykla gwiazda,
obserwowana w XVII wieku m.in. przez Jana Heweliusza, gdy osiagneta
maksymalna jasnosé 2,6 mag. Po trzech latach gwiazda znikneta

z niebosktonu. Na podstawie XVII-wiecznych zapiskéw grupa naukowcéw
wyznaczyta pozycje obiektu na niebie i w 1982 roku odnalazta pozostalosci
po wybuchu gwiazdy. Wcigz jednak nie udato sie bezposrednio zaobserwowaé
samej gwiazdy. Badajac pozostaloéci po wybuchu, mozna prébowaé dociec,
jaka byla przyczyna nagltego pojasnienia w 1670 roku. Przez dtugi czas nie byto
wsrod naukowcow zgody co do natury tego obiektu. Obserwacje Heweliusza
sg co jaki$ czas przywolywane i analizowane w konteksScie coraz to innych
modeli proponowanych dla CK Vul, w niesamowity sposob laczac wysitki
wspobdlezesnych astronoméw i dawnych obserwatoréw nieba we wspdélnym
dazeniu do poznania prawdy. Najnowsze obserwacje pokazuja, ze CK Vul jest
wynikiem zlania sie dwéch gwiazd. Gdyby nie XVII-wieczne zapiski, obiekt
nie zostatby w ogéle odkryty i by¢ moze nigdy by$my sie o nim nie dowiedzieli.

Pierwsza obserwacja gwiazdy miala miejsce 20 czerwca 1670 roku; osiagneta
ona wtedy 3 mag. Obserwatorem byl Dom Anthelme z Dijon (zakon
kartuzéw). Kolejne obserwacje prowadzili cztonkowie Kroélewskiej Akademii
Nauk w Paryzu, m.in. Giovanni Cassini. 25 lipca 1670 roku gdanski astronom
Jan Heweliusz odkryl ja niezaleznie i jako pierwszy oglosil pojawienie si¢ jej
na niebie (Philosophical Transactions of the Royal Society, 1670, 5, 2087-2091),
dostarczajac jednocze$nie duzo dobrej jakoSci obserwacji. Jesienia owego roku
gwiazda ostabla na tyle, ze przestata by¢ widoczna nieuzbrojonym okiem.

Po pierwszym maksimum w 1670 roku kolejne, jasniejsze maksimum gwiazdy
zaobserwowano w 1671 roku i trzecie, stabsze, w 1672 roku. Dwa i p6t
miesiaca po ostatnim pojawieniu si¢ gwiazda kolejny raz ostabla. 26 sierpnia
1677 roku Heweliusz sprébowat uzyé¢ teleskopu do odnalezienia
gwiazdy, jednak ta okazala sie poza zasiegiem instrumentu.

Oprécez pomiaréow jasnosci Heweliusz przekazal nam tez informacje
innego rodzaju. Astronom odnotowal czerwonawy kolor gwiazdy
30 kwietnia 1671 roku. Trzykrotnie w jego zapiskach pojawia sie¢
intrygujaca uwaga, ze gwiazda jest ,zamglona” badz ,rozmazana”.

W katalogu gwiazd zmiennych CK Vul widnieje jako gwiazda nowa.
Jest to ciasny uklad podwdjny dwdch gwiazd, z ktérych mniejsza
jest bialym kartem. Uklad jest tak ciasny, ze wicksza gwiazda
wypelnia powierzchnie Roche’a i traci materie na rzecz biatego
karta. Materia okresowo, co kilkadziesiat tysiecy lat, wybucha

na powierzchni bialego karta, co powoduje raptowne pojasnienie
gwiazdy. Dawne gwiazdy nowe sa cennym kaskiem dla astronoméw,
pozwalajacym poznaé lepiej ich nature i dowiedzieé sig, jak
zachowujg si¢ miedzy kolejnymi wybuchami.

Kolejne proby odnalezienia gwiazdy podejmowali m.in. Halley,
Pickering i Barnard, jednak bez rezultatu. W 1982 roku
Michael Shara i Anthony Moffat (Astrophysical Journal, 1982,
258, 41), korzystajac ze wspélrzednych obiektu wyznaczonych
na podstawie XVII-wiecznych obserwacji, odnalezli mglawice
widoczna w dozwolonych i wzbronionych liniach emisyjnych,

Rys. 1. Obraz mglawicy CK Vul w linii Ha wykonany ~ tyPOWYych dla ekstremalnie rozrzedzonych mglawic gazowych

8-metrowym teleskopem Gemini na Hawajach. (rys. 1). CK Vul stala si¢ jednym z koronnych dowodéw na teorie
Ponumerowane lub opisane sa najjadniejsze sktadniki . .. . . . .
mglawicy. Dla przejrzystosci gwiazdy tla zostaly hibernacji gwiazd nowych. Zgodnie z nig transfer masy ustaje
usunigte z rysunku (#rédlo: Hajduk i in., Monthly w okresie miedzy kolejnymi wybuchami nowej, a sam uktad ma

Notices of the Royal Astronomical Society, 2013,

432, 167).

w tym czasie bardzo niska jasnosc¢.



O zjawisku bardzo péznego rozbtysku
helowego autor tego artykutu pisal

w numerze 2/2009 Uranii- Postepéw
Astronomii.

Rys. 2. Obiekt Sakuraiego (V4334 Sgr).
W tle umieszczony jest obraz optyczny,
wykonany za pomoca Very Large
Telescope w Chile, w ktérym widoczna
jest stara, rozlegla mgtawica. Konturami
oznaczone sg obserwacje radiowe
wykonane za pomocg instrumentu Very
Large Array, w ktoérych — oprécz
najja$niejszych fragmentéw starej
mglawicy — widoczne jest tez centralne
zrédlo, stanowigce nowo wyrzucong
mglawice (zrédto: Hajduk i in., Science,
2005, 328, 231).

Rys. 3. Obraz echa $wietlnego wokét
gwiazdy V838 Mon, wykonany przez
kosmiczny teleskop Hubble’a 8 lutego
2004 roku (zrédto: Space Telescope
Science Institute).

Shara i Moffat zwrécili uwage na kilka, wyrézniajacych CK Vul sposrod
klasycznych nowych, niezwyktych cech, takich jak niezwykta krzywa blasku,
wysoka masa wyrzuconej otoczki, czy tez nadspodziewanie mata jasnosé
gwiazdy centralnej w centrum mgtawicy. Obserwowana predkosé ekspansji
wyrzuconej otoczki rzedu kilkudziesieciu kilometréow na sekunde byta duzo
nizsza niz predkosé ucieczki z bialego karta.

Drziesieé lat pézniej Tim Naylor podwazyl interpretacje CK Vul jako gwiazdy
nowej: podczas obserwacji nie znalazt obiektu, ktéry mogltby byé uznany za
gwiazde nows, podajac w ten sposéb w watpliwosé hipoteze gwiazdy
centralnej zaproponowana przez Share i Moffata. Okazalo si¢ tez, ze
mglawica nie jest tak symetryczna, jak to sie wydawalo z poprzednich
obserwacji (bipolarny sktadnik z rysunku 1 nie byl wéwezas jeszcze odkryty).
Naylor wraz ze wspotpracownikami oszacowal tez mase wyrzuconej otoczki,
ktora zdecydowanie przewyzszata typowa mase wyrzucona na skutek
wybuchu gwiazdy nowej (Naylor i in., Monthly Notices of the Royal
Astronomical Society, 1992, 258, 449).

Kilka lat pézniej Thomas Harrison zaproponowal dla CK Vul model

bardzo pdznego rozblysku helowego (Publications of the Astronomical Society
of the Pacific, 1996, 108, 1112). Bardzo p6Zny rozblysk helowy nastepuje

w momencie, gdy gwiazda pozbyla sie juz prawie calej swojej
otoczki i jest stygnacym bialym kartem z cienka warstwa wodorowa
na powierzchni. Pod nia znajduje sie dostateczna iloéé¢ helu, by
doprowadzi¢ do ostatniego rozbtysku gwiazdy. W wyniku rozbtysku
bialy karzel, otoczony materig utracona we wczesniejszym etapie
czerwonego olbrzyma, jeszcze raz ekspanduje do rozmiardéw
czerwonego olbrzyma. Skala czasowa powrotu czerwonego olbrzyma
do stadium bialtego karta jest bardzo niepewna. Cecha
charakterystyczna takich obiektéw jest nietypowy sktad chemiczny
ubogiej w wodér, nowo powstalej mglawicy, a takze obecnosé
starej”, rozrzedzonej mglawicy, pozostatoéci po pierwszej fazie
czerwonego olbrzyma.

W koncu Taichi Kato zaproponowal, aby rozbtysk CK Vul wyttumaczyé¢
zlaniem si¢ dwoch gwiazd (Astronomy and Astrophysics, 2003, 399, 695).
Kato zauwazyl podobienstwo krzywej blasku CK Vul z lat 1670-1672

do V838 Mon. Bytlo to krétko po tym, jak Noam Soker i Romuald Tylenda
opublikowali sw6j model V838 Mon, ttumaczacy wybuch obiektu zlaniem sig
dwoch gwiazd (Astrophysical Journal, 2003, 582, 105). V838 Mon zwana byla
czerwong nowa, gdyz — w odroznieniu od zwyktych nowych — po maksimum
rozblysku nastepowal spadek temperatury gwiazdy. Podobna interpretacja
wybuchu CK Vul dodatkowo zyskataby atrakcyjne wyjasnienie obserwowanego
zamglonego obrazu gwiazdy jako echa $wietlnego (rys. 3), choé sam Kato
odnosit si¢ do tego pomyshu z rezerwa. Skale czasowe wybuchu obserwowane
w V838 Mon i CK Vul bardzo si¢ jednak réznia; w tym pierwszym obiekcie
wybuch trwal okolo miesigca, a w CK Vul az trzy lata.

Oprocz przedstawionych powyzej scenariuszy pojawily sie réwniez

w literaturze inne, mniej lub bardziej wyrafinowane modele, ttumaczace
obserwowane wilasciwo$ci CK Vul. Wérdd nich jest m.in. bardzo p6zny
rozbtysk helowy ,wspomagany” akrecja, stanowiacy kombinacje wybuchu
gwiazdy nowej i bardzo poznego rozbtysku helowego. Pojawity sie tez
sugestie, ze obserwowana mglawica nie jest w ogdle powiazana z gwiazda
obserwowang przez Heweliusza.

Analiza obrazéw mglawicy otrzymanych w 1991 i 2004 roku wykazata
jednak, ze jest ona pozostaloscia po wybuchu w 1670 roku (Hajduk

i in., Monthly Notices of the Royal Astronomical Society, 2007, 378, 1298).
Obserwowane tempo ekspansji mgtawicy bylo zgodne z oczekiwanym czasem
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zycia mglawicy, ktory upltynat od obserwacji Heweliusza i jemu
wspoélczesnych. Poréwnanie obrazéow mgtawicy otrzymanych

w odstepie 13 lat pozwolito réwniez wskaza¢ punkt na niebie,
w ktérym nastapito wyrzucenie mglawicy (centrum ekspans;ji),

¥

, UCGL 9

a wiec i spodziewane potozenie gwiazdy centralnej. Kierunek
ekspansji pokazany jest strzatkami na rysunku 4 dla dwéch
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oddalonych fragmentéw mglawicy, oznaczonych numerami 4 i 5
na rysunku 1. Centrum ekspansji mglawicy znajduje si¢ tam, gdzie
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strzatki maja poczatek.

Po wyznaczeniu pozycji gwiazdy odpowiedzialnej za wybuch

B

¢

nie pozostaje nic innego, jak tylko zbadaé¢ te gwiazde, okresli¢ jej
typ i na tej podstawie staraé sie zaproponowaé¢ mechanizm

wybuchu. Problem jednak w tym, ze w centrum ekspansji mgtawicy
CK Vul zadna gwiazda nie jest widoczna, przynajmniej az

Rys. 4. Obraz mglawicy CK Vul wykonany w filtrze Ha
w 1991 roku (w tle) i 2004 roku (kontury). Strzatkami
pokazany jest kierunek ekspansji dwéch zwartych,
oddalonych fragmentéw mgtawicy (oznaczonych

do granicy czulosci teleskopu (okolo 20 mag). Najprawdopodobniej
gwiazde przestania nam optycznie gruba otoczka pylowa. Wiemy

0 jej obecnodci z obserwacji w innych zakresach widma

(w podczerwieni i falach radiowych).

numerami 4 i5 narysunku 1), otrzymany z poréwnania

pozycji tychze fragmentéw na niebie w 1991

i 2004 roku. Poczatek strzatek znajduje si¢ w miejscu,
gdzie nastapil wybuch w 1670 roku. Gwiazdy

tla zostaly usuniete dla przejrzystosci rysunku.

Z pracy Hajduk i in., MNRAS, 2007, 378, 1298.
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Rys. 5. Poréwnanie obrazéw w pasmie R
(5890-7270 A, co odpowiada kolorowi
czerwonemu) wykonanych w 1991

i 2009 roku za pomocy 4,2-metrowego
teleskopu Williama Herschela

w obserwatorium na Wyspach
Kanaryjskich. Zaznaczone sg dwie
gwiazdy tla zmieniajace jasno$¢ oraz
jedna niezwigzana z CK Vul gwiazda tla
charakteryzujaca si¢ duzym ruchem
wlasnym (zrédto: Hajduk i in., Monthly
Notices of the Royal Astronomical
Society, 2013, 432, 167).

Rys. 6. Gwiazda ¢ Oph obserwowana
przez podczerwony teleskop WISE
(zr6dlo: NASA).

Wiemy tez, ze w obiekcie musi istnieé zrédlo, ktore jest w stanie
jonizowaé obserwowang mglawice. Mglawica widoczna jest w wysoko
wzbudzonej linii dwukrotnie zjonizowanego tlenu na dtugoéci fali
5007 A, charakterystycznej dla mglawic planetarnych. Oznacza to,
ze zrédlo jonizujace jest wciaz aktywne i gorace. Bez niego rekombinacja
jonow tlenu zajetaby zaledwie 20 lat i nie obserwowaliby$my w widmie
mglawicowej linii tlenu. Problem w tym, ze w przypadku zlania sie dwoch
normalnych gwiazd spodziewamy sie w wyniku dosta¢ chtodna gwiazde,

a nie goracy, zwarty obiekt.

W 2009 roku otrzymalem dobrej jakosci obrazy w pasmie R (rys. 5)

z teleskopu Williama Herschela. Pozwolito to na odnalezienie w polu
gwiazdowym CK Vul dwoch ciekawych gwiazd. Sa one potozone bardzo
blisko siebie w pltaszczyzZnie nieba i jednoczesnie w poblizu centrum mglawicy
CK Vul. Jedna z nich nieustannie jasnieje od 30 lat, a druga stabnie.

Te dwie gwiazdy, wykazujace duze zmiany jasno$ci, sg réwniez gwiazdami tla
niezwiazanymi bezposrednio z CK Vul. Dzieki nim jednak mozemy dowiedzieé¢
sie waznych rzeczy o naszym obiekcie. Najprawdopodobniej zmiennosé

tych dwéch gwiazd tla jest spowodowana przesuwajacym sie niejednorodnym
oblokiem pylowo-gazowym, ktéry mozna obserwowaé w podczerwieni.
Otoczka CK Vul okazuje si¢ wiec jeszcze masywniejsza, bardziej
niejednorodna i zréznicowana, niz wida¢ to na obrazach optycznych. Oprocz
poczerwienienia, spowodowanego (poza materia miedzygwiazdowa) pylem
zawartym w wyrzuconym przez CK Vul obloku, zostawia on jeszcze inny slad
w widmach znajdujacych sie w tle gwiazd. Mowa tu o linii litu na dtugosci
fali 6707 A. Linia ta, lecz o duzo mniejszym natezeniu, widoczna jest

m.in. w widmie gwiazdy ¢ Oph, ktérej $wiatlo w drodze na Ziemie przedziera
sie przez obloki materii miedzygwiazdowej (rys. 6). Tak silna absorpcja, jak
obserwowana w widmach gwiazd tta CK Vul, swiadczy o duzej zawartosci tego
pierwiastka w wyrzuconej chmurze pytu. Lit moze by¢ jednak produkowany
zaréwno przez stosunkowo masywne gwiazdy na tzw. asymptotycznej galezi
olbrzymoéw, jak rowniez w wybuchach gwiazd nowych. Lit obserwowany

tez jest w pozostatosciach po wybuchu wspomnianej wezesniej V838 Mon.

Ostatnie kilka lat przyniosto przelomowe odkrycia w badaniu gwiazd typu
V838 Mon. W 2011 roku Romuald Tylenda zwrécil uwage na krzywa blasku
gwiazdy V1309 Sco, przypominajaca V838 Mon. Okazalo sie, ze zanim doszto
do wybuchu, krzywa blasku tego obiektu wygladata jak krzywa blasku
uktadu podwdjnego gwiazd ze zmniejszajacym sie okresem az do momentu,

3
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Rys. 7. Molekularna emisja CO na tle
mglawicy obserwowanej optycznie

w CK Vul (4rédto: Kaminski i in.,
Nature, 2015, 520, 322).

i Zadania

B

w ktérym nastapit wybuch. Przyniosto to ostateczny dowdd na to, ze wybuch
V1309 Sco byt wynikiem zlania sie gwiazd (Tylenda i in., Astronomy and
Astrophysics, 2011, 528, 114) i rzucilo $wiatlo réwniez na pochodzenie innych
obiektéw o podobnej charakterystyce. Wybuch V1309 Sco trwal jednak duzo
krécej niz wybuch w CK Vul. Niemniej jednak dwa lata pézniej Tylenda i in.
(Astronomy & Astrophysics, 2013, 555, 16) odkryli kolejny obiekt tego typu,
tym razem o skali czasowej wybuchu poréwnywalnej z CK Vul.

Prawdziwego przetomu w badaniu CK Vul dokonal Tomasz Kaminski.
Skierowal on na CK Vul instrument SMA (Submilimeter Array).

Jest to urzadzenie do badania promieniowania w zakresie submilimetrowym,
w ktorym dobrze wida¢ molekuty i chtodny pyl. Juz jedna obserwacja
pozwolita wyjasnié wiele watpliwosci dotyczacych CK Vul. Okazalo sie, ze
oprécz mglawicy jasnej optycznie w obiekcie widoczna jest tez druga, mlodsza
mglawica molekularno-pytowa. Mgtawica ma ksztalt dwoch wyplywéw

— péinocnego i potudniowego. Potudniowy wyplyw przechodzi wtaénie na tle
dwbch omawianych wezeéniej gwiazd, powodujac ich zmiennoéé w dziedzinie
optycznej. Zderzenie nowego wyplywu ze starg mglawicg powoduje

jej jonizacje, tak wiec do wyjaénienia obserwowanych linii emisyjnych

nie jest potrzebna goraca gwiazda w ukltadzie. Dzigki tym badaniom odkrycie
Heweliusza zyskuje jeszcze bardziej na znaczeniu, pozwalajac badaé, jakie

sa skutki zlania sie dwoch gwiazd, po prawie trzystu piec¢dziesieciu latach

od wybuchu. Takiej mozliwosci nie dajg nam obiekty odkrywane wspdlczesnie.

Redaguje Tomasz TKOCZ

M 1459. Dane sa punkty A, B oraz okrag w o §rodku w punkcie A. Dla punktu C
nalezacego do okregu w i nienalezacego do prostej AB, punkt P jest przecieciem
prostej BC' i dwusiecznej kata A w trojkacie ABC. Wyznaczy¢ zbiér wszystkich
otrzymanych w ten sposéb punktéow P, gdy C' przebiega okrag w.

Rozwiazanie na str. 16

M 1460. Funkcja f, odwzorowujaca zbior liczb calkowitych dodatnich w siebie,
jest niemalejaca i spelnia réwnoéé f(ab) = f(a)f(b) dla dowolnych liczb
wzglednie pierwszych a i b. Udowodnié, ze

£(8)£(13) > (f(10))".

Rozwiazanie na str. 9

M 1461. Dana jest dodatnia liczba parzysta n. W turnieju, w ktérym bierze
udzial n druzyn, zostanie rozegranych n(n — 1)/2 meczéw kazdy z kazdym.
Wykazaé, ze mozliwe jest takie podzielenie rozgrywek na n — 1 rund, by kazda
druzyna wystapita w kazdej rundzie dokladnie raz.

Rozwiazanie na str. 8

Przygotowal Szymon CHARZYNSKI

F 881. Oszacowaé koszt zagotowania szklanki wody (250ml), ktéra na poczatku
ma 20°C, przy uzyciu energii z baterii w rozmiarze AA. Dobrej jakosci bateria,
kosztujaca okoto 2 zi, podajac prad 500 mA przy napieciu 1,2V, wyczerpuje sie
po okolo godzinie. Ile razy taniej jest uzyé do tego celu energii z sieci (cena
1kWh to okolo 55gr)?

Rozwiazanie na str. 9

F 882. Najnizsze przelozenie, jakim dysponuje rowerzysta w swoim rowerze,
sktada sie¢ z zebatek o 28 zabkach z tytu i 22 z przodu. Masa roweru stanowi
20% masy rowerzysty, dtugos$é korby to 17,5 cm, a promien kota 32 cm. Jaki jest
najwiekszy kat nachylenia zbocza, pod jakie rowerzysta ma szanse podjechaé,
uzywajac zwyklych pedaléw, bez noskow i zatrzaskéw? Jaki warunek powinien
spelnia¢ wspotczynnik tarcia statycznego u, aby koto toczylo sie po powierzchni
bez poslizgu?

Rozwiazanie na str. 17
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Czy to jest Cylon? Pewnie nie, ale
wizerunki Cylonéw sg lepiej chronione
prawem autorskim. (fot. Zdzistaw Pogoda)

*Wydzial Finanséw,
Katedra Matematyki,
Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie

Jak rozpoznaé¢ Cylona?
Grzegorz KOSIOROWSKI*

Artykul Modelowanie fikcji: inwazja zombie (Delta 3/2015) mial za zadanie
przypomniec, ze zastosowania matematyki nie sa ograniczone ramami $wiata
rzeczywistego (a przynajmniej takiego, jaki za rzeczywisty w danym momencie
uwazamy ). Dzieki uniwersalno$ci matematyki potrafimy modelowaé wszystko,
co tylko mozemy sobie wyobrazi¢: w szczegdlnosci to, co powstato w umystach
twéreow literatury i filméw science-fiction. Ponizej zaprezentuje przyktad
wykorzystania metod matematycznych (dokladniej, statystycznych) do
rozwigzania probleméw postawionych przed bohaterami popularnego serialu
Battlestar Galactica.

1. Battlestar Galactica — wstepne informacje. By zrozumieé¢ badane
zagadnienie, potrzebnych bedzie kilka podstawowych informacji o samym serialu

i przedstawionym w nim $wiecie. Czterosezonowy Battlestar Galactica (a wlasciwie
nowa wersja serialu o tym samym tytule z lat 70.) byl emitowany w USA w latach
2003-2009 i zdobyl olbrzymia popularnosé — zaréwno wéréd krytykéw (czego
wyrazem byly najcenniejsze dla twércéw seriali nagrody: Emmy i Peabody),

jak i wsréd publicznodci, ktérej glosom zawdziecza drugie miejsce w rankingu
najlepszych seriali science-fiction Entertainment Weekly oraz wysokie miejsca

(w pierwszej dziesiatce) w réznych klasyfikacjach najlepszych seriali wszech czaséw
i wszystkich rodzajéw.

Sedno fabuly, rozgrywajacej sie zaréwno w przestrzeni kosmicznej, jak i na
rozmaitych planetach, nie wydaje si¢ na pierwszy rzut oka zbyt oryginalne
(przynajmniej jak na ten gatunek filmowy). Jest nim bunt robotéw obdarzonych
wysoce rozwinigta sztuczng inteligencja (zwanych Cylonami) oraz ich walka
przeciw ludziom. Serial rozpoczyna sie od zniszczenia prawie catej ludzkiej
cywilizacji w wyniku naglego ataku Cylonéw. Resztki ludzkosci (ok. 50 000
uratowanych z katastrofy) walcza o przetrwanie i uciekaja przez kosmos przed
poécigiem Cylonéw, poszukujac nowego domu. Floty réznorodnych statkéw
kosmicznych strzeze jedyny ocalaty okret bojowy — tytulowy Battlestar Galactica.

Oryginalnym pomystem i w rezultacie zrodtem napigcia fabularnego, zapewniajacego
serialowi powodzenie, byto, miedzy innymi, ,uczltowieczenie” zbuntowanych
robotow — i to w sensie dostownym. Pierwsza, skostruowana przez ludzi

i doskonale im znana forma Cylonéw przypomina wygladem rozbudowany toster.
Jednakze, dzigki ewoluujacej sztucznej inteligencji, Cyloni potrafili przebudowaé

i udoskonali¢ kolejne swoje kopie tak, by byty praktycznie nieodréznialne od ludzi.

Konsekwencje tego faktu, zarowno dla fabuty, jak i atmosfery serialu sa niezwykle
donioste. Agenci Cylonéw, udajacy ludzi, infiltruja flote rozbitkéw, powodujac
powazne zagrozenie: szerzg falszywe pogloski, zdradzaja potozenie floty poscigowi,
dokonuja aktéow sabotazu i zamachéw na przywdédeéw ludzkoscei itp. Jednoczesnie,
istnienie cylonskich agentéw tworzy jedyna w swoim rodzaju atmosfere
podejrzliwosci, gdyz kazdy z bohateréw serialu moze tak naprawde okazaé sig
wrogiem, przyczyniajacym sie do kleski pozostatych. Paranoja ta ma dodatkowa,
glebsza warstwe: ukryci na pokladzie Cyloni moga nie tylko zachowywac sie,
mysleé¢ i odczuwaé jak ludzie, ale nawet sadzié, ze sa ludZzmi! Dzieje sie tak, gdyz
dopdki nie zostanie uruchomiony program, wedlug ktérego dany Cylon dziata,

nie ma on $wiadomosci swojej natury. Prawdopodobnie ta wlasnie niepewnosé
kierujaca krokami bohateréw w skrajnie wymagajacych sytuacjach wyréznia ten
serial wéréd wielu innych o podobnej tematyce.

2. Postawienie problemu — wykrywanie agentéw. Przedstawiona powyzej
sytuacja jest, z perspektywy ludzkiej floty, praktycznie beznadziejna.
Rozwiazaniem, jak zwykle w filmach fantastyczno-naukowych, ma by¢ technologia
na stuzbie dziwnie zachowujacego sie geniusza. W serialu Battlestar Galactica role
genialnego dziwaka, ktory ma poradzi¢ sobie z zagrozeniem, pelni Gaius Baltar —
wielka osobowo$¢ medialna, polityk i playboy, ale przede wszystkim naukowiec.
Baltar jest tytutowany doktorem, cho¢ nie wiadomo jakiej nauki — zajmuje sie
wszelkimi sprawami zwigzanymi z technologia: od informatyki i fizyki po biologie
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Plan Baltara: testujemy kazda prébke
z osobna. Przez 61 lat. ..

Testy grupowe — pierwsza faza dla grup
wielkodci 4.

(chod, jak za chwile sie przekonamy, raczej nie jest to matematyk). I wlasnie

Gaius Baltar skonstruowal tzw. detektor Cylonéw, czyli urzadzenie, ktére w prébce
krwi danej osoby wykrywa substancje charakterystyczne dla Cylonéw (jesli takie
istnieja). Wydawaloby sie, ze problem zostal rozwiazany, ale. .. Oddajmy glos
samemu Baltarowi:

47905 ludzi we flocie oznacza 47905 probek krwi. 11 godzin potrzeba, by
przetestowaé jedng z nich. No céz, to zagmie chwile. .. 21956 dni. Nieco ponad

60 lat. Jesli zaloZe, Ze od czasu do czasu musze spaé, mozemy to zaokragli¢ do 61.
Chyba juz wole sie zabié (odcinek 9, sezon 1).

Podsumowujac: ludzka flota dysponuje bardzo ograniczonymi zasobami —

w szczegblnosci tylko jednym stanowiskiem laboratoryjnym i jednym naukowcem
wystarczajaco kompetentnym, by prowadzié¢ testy. W rezultacie mozna testowaé
jednoczesnie tylko jedna prébke. Agentéw cylonskich we flocie jest niewielu, wiec
nie bedziemy na nich trafia¢ zbyt czesto. Baltar planuje po kolei wykonaé testy
na kazdej z prébek, co zajmie tyle czasu, ze agenci cylonscy mogliby wielokrotnie
zniszczy¢ flote, zanim cala procedura sie zakonczy (i to przy zalozeniu, ze testy
maja 100% skutecznosci). Nie méwiac juz o tym, ze sam Baltar lubi korzystacé

z urokéw zycia i nie ma zamiaru spedzi¢ go w laboratorium.

7Z tego powodu projekt detektora Cylondéw zostal zakoniczony i stosowany byt tylko
do sprawdzania pojedynczych, najbardziej podejrzanych oséb. Tymczasem okazuje
sie, ze gdyby Gaius Baltar byl lepszym statystykiem (lub mial jakiego$ statystyka
do pomocy), méglby znaczaco poprawi¢ oczekiwany czas trwania projektu,
zmniejszajac go do rozsadnych rozmiaréw.

Rozwiazanie problemu Baltara znalez¢é mozemy w pracy Human or Cylon? Group
testing on Battlestar Galactica Christophera R. Bildera, statystyka z Uniwersytetu
Nebraska w Lincoln. Opiera sie ono na zastosowaniu tzw. testéw grupowych.

3. Testy grupowe. Pomyst jest bardzo prosty: jesli przewidujemy, ze Cylonéw
infiltrujacych flote jest stosunkowo niewielu (a jedli jest inaczej, to ludzkosé i tak
moze sie w zasadzie poddaé), to mozemy oszczedzié wiele czasu, laczac
,bodejrzanych” w grupy i zlewajac czesé probki krwi kazdego czlonka grupy

do jednej, wspolnej probki. Teraz testujemy kazda z tych grup z osobna. Jesli taki
test da wynik negatywny (tj. brak oznak ,cylonstwa”), wiemy, ze w danej grupie
nie ma Cylona i nie musimy testowaé kazdego czlonka grupy z osobna (jesli
populacje podzieliliémy na grupy n-osobowe, to na kazdym takim tescie
oszczedziliémy sobie n — 1 testéw). Jedli za$ w jakiej$ grupie wynik jest pozytywny,
korzystajac z niewykorzystanych reszt prébek, testujemy wszystkich cztonkéw
danej grupy wedlug wezesniejszego planu. Co prawda w tym drugim przypadku
wykonujemy jeden nadmiarowy test, ale w sumie i tak to podejscie bedzie
korzystne, gdyz wiekszo$é wynikéw bedzie negatywnych (z zalozenia o niewielkiej
liczbie Cylonéw).

Pomyst ten nie jest w zastosowaniach matematyki niczym nowym. Po raz pierwszy
testy grupowe zostaly zaproponowane i zastosowane przez Roberta Dorfmana

w 1943 r. do badania amerykanskich zolnierzy na frontach II wojny swiatowej

pod katem chor6b zakaZnych. Do dzi§ metoda jest uzywana przez Czerwony Krzyz
do sprawdzania, czy krew pobrana od krwiodawcow nie jest zakazona

np. wirusowym zapaleniem watroby, czy wirusem HIV — wykorzystuje sie
testowanie grupowe na grupach 16-prébkowych. W ten sposéb sam Amerykanski
Czerwony Krzyz bada 6 milionéw prébek rocznie (choé, trzeba przyznaé, ma

do tego znacznie lepsze warunki niz Baltar). Testowanie grupowe stosuje sie tez

w weterynarii (wykrywanie zakazonych zwierzat podczas epidemii) i tworzeniu
lekarstw (eksperymentalne wykrywanie substancji czynnych).

W oczy rzuca sie to, ze metode Dorfmana doéé¢ tatwo mozna ulepszyé, zwlaszcza
jesli chodzi o druga faze: testy indywidualne. Pierwsza taka poprawka pochodzi

od Andrew Sterretta (1957 r.). W grupie, ktéra otrzymala wynik pozytywny,
badamy prébki tylko do momentu, gdy otrzymamy wynik pozytywny. Gdy tak sie
stanie, reszte tej grupy znéw testujemy ,zbiorowo”, co oszczedza nam znowu troche
testéw, o ile otrzymamy wynik negatywny, tj. w grupie byt tylko jeden Cylon

7 79y

(znéw jest to doéé prawdopodobne, ze wzgledu na ,rzadko$¢” Cylonéw).
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Metoda Sterretta — idea: jesli
przetestujemy najpierw osoby z gérnego
rzedu, otrzymamy wynik pozytywny

u osoby po prawej. Wtedy osoby z dolnego
rzedu mozemy przetestowaé grupowo, co
zmniejszy o jeden liczbe koniecznych
testéw.
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Metoda macierzowa: na czerwono
zaznaczone wiersz i kolumna, ktérych
testy daly wynik pozytywny, oraz
wskazana przez te testy prébka.
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Wykres oczekiwanej liczby koniecznych
do wykonania testéw w zaleznosci od
wyboru wielkosci grup testowych.

Literatura: praca Christophera R. Bildera
Human or Cylon? Group testing on
Battlestar Galactica, Chance 22 (2009),
no. 3, 46-50.

Jeszcze lepsze wyniki uzyskali Eugene Litvak, Xin Tu i Marcello Pagano

w 1994 roku. Zaproponowali oni tzw. metode polowienia (halving). W kazdym
kroku grupe ,,pozytywna” dzielimy na dwie, mniej wiecej réwne czesci i kazda

z tych czedci testujemy grupowo, a nastepnie wybieramy kolejna, mniejsza grupe
,bozytywna”, az dojdziemy do jednej osoby. Na przyktad, jesli mamy grupe

8 probek, ktére daja razem pozytywny wynik badania, dzielimy ja na dwie czworki
i je testujemy. Nastepnie wybieramy czworke, ktora dala wynik pozytywny,
dzielimy ja na dwie dwdéjki i testujemy te dwdjki, az wreszcie dwojke, ktora da
wynik pozytywny, testujemy indywidualnie. Wartosé¢ oczekiwana liczby prob
koniecznych do znalezienia wszystkich pozytywnych probek w tym przypadku jest
znacznie mniejsza niz w metodzie Sterretta, nie méwiac o metodzie Dorfmana.

Istnieja réwniez metody testowania grupowego, ktére nie opieraja si¢ na prostym
podziale na grupy i sa mniej wiecej rownie efektywne, jak wymienione wczesniej.
Wyréznia si¢ sposréd nich metoda macierzowa, opracowana przez

Raviego Phatarfoda i Aidana Sudbury’ego w 1994 roku. Prébki uktadamy w postaci
duzej tablicy i grupowo testujemy wszystkie jej wiersze oraz wszystkie jej kolumny.
Przeciecia wierszy i kolumn, ktére daty wyniki pozytywne, wskazuja probki
»podejrzane”. Wystarczy je przetestowaé¢ indywidualnie, by znalezé te,

o ktére chodzilo.

4. Testy grupowe a wykrywanie Cylonéw. Czy testy grupowe faktycznie
pomoglyby Baltarowi w wykryciu Cylonéw? Pamigtajmy, ze oplaca si¢ je stosowaé
tylko w przypadku, gdy liczba probek pozytywnych w stosunku do calej populacji
jest niewielka. Z dalszych odcinkéw serialu mozna sie dowiedzie¢, ze w momencie
podjecia badan przez Baltara we flocie przebywalo 7 cylonskich agentéw, a zatem
ten stosunek wynosil p = 7/47905 ~ 0,0001461. Z kolei z danych Amerykanskiego
Czerwonego Krzyza wynika, ze czesto$é wystepowania probek krwi zarazonych
wirusem HIV wynosi 0,0000975, czyli jest mniej wiecej taka sama. Na potrzeby
Czerwonego Krzyza testy grupowe byly idealne, wiec i doktorowi Baltarowi
moglyby sie przydac.

Szczegblowe oszacowania skutecznosci poszezegdlnych metod mozna odczytaé
z wykresu na marginesie.

Jak widaé, najlepsze wyniki daje metoda polowienia: tylko 221 testéw (101 dni)
dla grup wielko$ci 500 i zaledwie 172 testy (ok. 79 dni) dla grup wielkosci 4080.
Najprymitywniejsza metoda Dorfmana osiagga swoje optimum przy grupach
wielkosci 80 1 wymaga wykonania 1156 testéw (czyli 1,5 roku), co nadal daje
istotna przewage nad oszacowanym przez Baltara czasem 61 lat.

Oczywiscie, rzeczywisto$¢ moze postawi¢ nam dodatkowe wymagania, nawet jesli
zalozymy, ze Baltar jest geniuszem, jego urzadzenie nigdy nie zawodzi i nie ma
potrzeby powtornego testowania prébek na obecnos$é btedéw. Po pierwsze —
wykresy powyzsze zostaly utworzone przy zalozeniu istnienia siedmiu Cylonéw
we flocie. W istocie ta liczba nie byla znana z gory, wiec oszacowanie optymalnej
wielko$ci grup testowych moze by¢ doéé¢ trudne. Po drugie — wyznaczona
matematycznie optymalna wielko$¢ grupy moze by¢ niepraktyczna w zastosowaniu.
Na przyktad ,$lady cylonstwa” pojedynczej osoby w grupie wielkosci 4080
(optymalnej dla metody polowienia) moga by¢ tak rozcieficzone, ze praktycznie
niewykrywalne przez aparature. Czytelnika zainteresowanego doktadnymi
rozwazaniami na te tematy, jak réwniez analiza bledéw pomiaru oraz mozliwego
odchylenia liczby testow od wartosci oczekiwanej, odsytam do oryginalnej pracy
Ch.R. Bildera, gdzie te zagadnienia sa poruszane.

Nam wystarczy informacja, ze gdyby Baltar zastosowal nawet najbardziej naiwng
metode testowania grupowego (Dorfmana), nawet dla mocno nieoptymalnej
wielkosci grup réwnej 16, to badania zajetyby mu co najwyzej 4 lata — a wiec
skonczylby je wystarczajaco wezesnie, by miato to wpltyw na fabute. Jako ze wéréd
cylonskich agentéw byly osoby kluczowe dla bezpieczenstwa floty, ich wykrycie
mogltoby mieé¢ daleko idace konsekwencje, przede wszystkim dla widzéw: spadek
napiecia wywolanego paranoja i zapewne zwiazany z tym spadek zainteresowania
serialem. Moze wiec tym razem niekonsultowanie badan ze statystykiem wyszto
wszystkim na dobre?
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Rozwigzanie zadania M 1461.
Oznaczmy druzyny przez 1,...,n. Niech
w i-tej rundzie (dlai=1,...,n —1)
druzyny aib(dlal<a<b<n-—1)
graja ze soba, jesli a + b + i jest podzielne
przez n — 1, za$ druzyny a i n (dla
1<a<<n—1)—jedli 2a + i jest
podzielne przez n — 1.

Dla ustalonych 1 <a<b<n-—1
doktadnie jedna sposréd n — 1 kolejnych
liczba+4+b+1,...,a+b+n—1 jest
podzielna przez n — 1, wigc a i b zagraja
ze soba w dokladnie jednej z rund.
Podobnie druzyny n i a dla a < n zagraja
ze sobg dokladnie raz, poniewaz dokladnie
jedna z liczb 2a + 1, ..., 2a +n — 1 jest

podzielna przez n — 1.

Ustalmy runde 7 < n — 1. Gdyby
druzyna n grala w i-tej rundzie dwa razy,
to dla pewnych 1 < a < b < n—1 liczba
2a + 1 — (2b 4 1) = 2(a — b) bylaby
podzielna przez n — 1. Poniewaz n jest
parzyste, dostaliby$my, ze
n—1|b—a<mn-—1, co jest niemozliwe.
Gdyby druzyna a < n — 1 grata dwa razy
w i-tej rundzie, to zachodzilaby jedna

z dwéch mozliwosci:

1) druzyna a gra z druzynami

b<b <n—1skadn—1|b" —b,ato
jest niemozliwe;

2) druzyna a gra z druzynami b < n i n,
skad n —1](2a+1¢) — (a+b+1i) =a—b,

co rowniez jest niemozliwe.

W takim razie zaproponowany podzial
na rundy spelnia warunki zadania.

Funkcja opisujaca aktywacje neuronu:

@ =15

e — suma sygnaléw wejsciowych, p — prég
pobudliwosci neuronu.

dla e > p,
dla e < p,

mV
+30
0
potencjal
50 progowy
potencjal
spoczynkowy
7 poczynkowy

0123456 737383940™
Warto$¢ potencjalu elektrycznego
pobudzonego neuronu.

*student farmacji, Collegium Medicum,
Uniwersytet Jagiellonski

Gdy matematyka nasladuje
komorki nerwowe

Marcin GRANAT™

We wspolczesnej nauce obserwuje sie¢ dynamiczny rozwéj nauk interdyscyplinarnych.
Wéréd nich mozna wymienié badania nad sztucznymi sieciami neuronowymi, ktére sa
modelami matematycznymi projektowanymi w celu przetwarzania informacji i maja
zastosowanie w wielu dziedzinach nauki. Modele te sa inspirowane wystepujacymi

w naturze strukturami neuronalnymi, takimi jak, na przyklad, ludzki mozg.

Ze wzgledu na biologiczne inspiracje zagadnienia zwiazane z sieciami neuronowymi
najwygodniej omawiaé, zakladajac, ze maja charakterystyczne cechy zblizone do
naturalnych struktur neuronowych.

Podstawowsg jednostka funkcjonalng kazdej sztucznej sieci neuronowej jest sztuczny
neuron. Dlatego przed stworzeniem takiej sieci nalezy dysponowaé¢ matematycznym
modelem pojedynczej komérki nerwowej. Taki model jest najprostszym do analizy
elementem sieci neuronowej i poznanie go moze stanowi¢ wstep do rozwazan

na temat sztucznych sieci neuronowych.

Standardowa komérka nerwowa sktada si¢ z ciala komérki (perikarionu) oraz
odchodzacych od niego elementéw — pojedynczego aksonu (neurytu) i wielu
dendrytéw. Neurony pelnig funkcje odbierania, przekazywania, przetwarzania

i gromadzenia informacji. Komérki nerwowe sg utozone w sie¢ i komunikuja sie

ze soba. Aktywno$é tych komérek manifestuje si¢ zmianami napigcia w obrebie ich
blony komérkowej. W stanie spoczynku neurony wykazuja stala réznice potencjatu
elektrycznego pomiedzy wnetrzem komorki a srodowiskiem zewnetrznym, ktorej
warto$é wynosi érednio —70 mV. W naturze sygnaly docierajace do neuronéw
powoduja zmiany napigcia btony komoérkowej. Gdy wartosé tych bodzcow jest
odpowiednio wysoka, aby spowodowa¢ wzrost potencjalu btonowego do progowej
warto$ci —50 mV, obserwuje sie aktywacje komoérki. Nastepuje wtedy kaskada
proceséw fizjologicznych w obrebie bltony komoérkowej, co jest widoczne jako nagly
wzrost potencjatu elektrycznego, siegajacego dodatnich wartosei (patrz rysunek).
Droga wygenerowanego sygnaltu biegnie wzdtuz aksonu, ktéry nastepnie taczy sie

z wieloma dendrytami kolejnych neuronéw. Po przekazaniu informacji komoérka
stabilizuje réznice potencjatu elektrycznego do wartodci spoczynkowej i jest gotowa
na odbieranie kolejnych bodZcéw. Wzorujac si¢ na naturze, sztuczny neuron powinien
wiec odbieraé wiele sygnatéw wejsciowych (dendryty) z réznych 7rédet i generowaé
jeden sygnal wyjsciowy (akson).

W naturalnej sieci neuronowej informacje docierajace do komérek nerwowych maja
rozne wartodéci. Od ich sumy zalezy, czy docelowy neuron zostanie pobudzony, a co
za tym idzie, czy sygnal zostanie przekazany dalej, czy ulegnie wygasnieciu.
Pobudzenie komoérki nerwowej jest zgodne z zasada ,wszystko albo nic”. Méwi ona
o tym, ze neuron zostanie pobudzony tylko wtedy, gdy suma wartosci sygnalow
docierajacych e jest wigksza lub rowna wartosci progowej p pobudzajacej komorke.
Mniejsze wartosci nie sa w stanie wywota¢ zadnej odpowiedzi ze strony komoérki
docelowej. Taka wlasciwoé¢ neurondéw niezwykle tatwo przenie$é na grunt cyfrowy
i przedstawi¢ za pomoca systemu binarnego, gdzie cyfra 1 oznaczaé¢ bedzie
pobudzenie komorki, a 0 — stan spoczynku.

Istotne jest, ze sygnaly odbierane przez komorki moga by¢ nasilane lub wyciszane.
Pozwala to na zaistnienie sytuacji, w ktorej pewne informacje sg faworyzowane, co
odbywa sie poprzez wzrost wartosci e z podprogowej na pobudzajaca. W odwrotnym
przypadku informacja progowa moze zosta¢ uznana za nieistotna i przestaé generowaé
pobudzenia. Przypisywanie wag poszczegdlnym sygnalom odbieranym pozwala sieciom
neuronowym uczy¢ sie i samodoskonali¢. Taka umiejetnosé jest bardzo praktyczna
dla naukowcéw, poniewaz modele komputerowe, ktore ucza sie na wtasnych btedach,
nie wymagaja wprowadzania tak wielu poprawek, jak modele bez tej zdolnosci.

W naturze selekcja bodzcéw zewnetrznych odbywa sie przez skomplikowane
mechanizmy biochemiczne. Aktywno$¢ neuronéw jest regulowana miedzy innymi
przez uwalnianie zwiazkéw chemicznych, ktére utatwiaja lub hamuja pobudzenie.
Zywe komérki nerwowe maja zdolnosé kategoryzowania sygnatéow, poniewaz uczenie
sie i dostosowywanie do zmiennego otoczenia jest cechg korzystng ewolucyjnie.
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Rozwigzanie zadania F 881.
Energia potrzebna do podgrzania szklanki
wody 0 80K to: Q =m - AT - ¢, =

=0,25kg - 80K - 4200 — = 84000 J.
kg - K

Energia uzyskana z jednej baterii:
E=1IUt=12V-0,5A-3600s = 8100 J.
Stosunek Q/FE = 38,89, czyli
potrzebujemy 39 baterii, ktérych koszt to
okoto 78 zt. Koszt podgrzania energia

z sieci: k = 84000J - 55 —— = 1,283 gr.
kWh
Stosunek tych kosztéw to okoto 6000.

w

Rozwigzanie zadania M 1460.
Zauwazmy, ze z wlasnosci funkcji f
wynika prawdziwosé¢ dwéch nieréwnosci:
F()f(13) = £(91) = f(90) = f(9)f(10),
F®)f(9) = f(72) > f(70) = f(7)f(10).
Po wymnozeniu tych nieréwnosci
stronami otrzymujemy teze.

Pél Erdés [Ann. of Math. (2) 47 (1946),
1-20] wykazal, ze funkcja f spelniajaca
podane warunki musi by¢ postaci

f(n) = n* dla pewnego k > 0.

Inaczej jest w sztucznych sieciach neuronowych, w ktorych powyzsze wtasciwosci
komorek zostaly zastapione opisem matematycznym. Sztuczne neurony, pracujace
nad rozwiazaniem danego problemu, rozpoczynaja obliczenia, wykorzystujac wartosci
sygnatow wejéciowych oraz wybranych losowo wag. Po uzyskaniu wyniku, a z nim
wielkosci funkeji btedu, sie¢ neuronowa poszukuje takich wartoéci wag, dla ktérych
blad ten jest najmniejszy. Nastepnie obliczenia sa przeprowadzane tak dlugo, az
uzyskana zostanie zadowalajaco malta warto$¢ btedu. Decyzje, jak zmienia¢ wartodci
wag, sztuczna sie¢ neuronowa podejmuje na podstawie odpowiednich algorytmow.
Jest ich wiele rodzajéw i wiele modyfikacji, a o ich wyborze decyduje badacz
podczas tworzenia sieci.

Sztuczne sieci neuronowe znajdujg ogromne zastosowanie w wielu obszarach nauki
oraz zycia codziennego. Wykorzystuje si¢ je w réznych, niejednokrotnie odleglych
aspektach ludzkiej dziatalnodci, jak, na przyktad, finanse, medycyna. Sztuczne sieci
neuronowe potrafia analizowaé¢ odrecznie pismo chinskie, czuwaé nad
bezpieczenstwem pracy robotéw czy sterowaé transportem w firmach przewozowych.
Programy komputerowe bazujace na modelach neuronéw sa czesto stosowane

do badan okre$lanych mianem in silico. W wielu laboratoriach przed przystapieniem
do do$wiadczen empirycznych stosuje sie wstepne analizy z uzyciem modelowania
komputerowego. Takie postepowanie jest korzystne dla badaczy, poniewaz pozwala na
wstepne odrzucenie tych obiektéw badan, ktore juz na tym etapie nie wykazaly
obiecujacych wtasciwosci. To z kolei przektada sie na skrocenie czasu i zmniejszenie
kosztéw eksperymentu.

Znana kazdemu uzytkownikowi Internetu firma Google takze wykorzystuje sztuczne
sieci neuronowe. Przykladem moze by¢ model, pracujacy na specjalnie dla niego
zbudowanym sprzecie elektronicznym, sktadajacym sie z 16 tysiecy procesordw.
Umozliwilo to stworzenie sztucznej sieci zawierajacej trzy miliony neuronéw i miliard
potaczen. Po zleceniu sieci neuronowej analizy filméw z serwisu YouTube okazalo sig,
ze oprogramowanie to samodzielnie nauczylo sie wyréznia¢ pewne obiekty, jak

na przyktad ludzkie twarze czy wizerunki kotéw. Ze wzgledu na fakt, ze badane przez
sie¢ neuronowy, filmy byly pozbawione jakichkolwiek opiséw kategoryzujacych, mozna
wnioskowaé, ze model neuronowy wykreowal na wlasne potrzeby koncepcje
przedstawianych obiektéw i na tej podstawie zaczal je wyrdzniaé¢. Mozna to poréwnaé
do sytuacji, w ktorej czlowiek obserwuje obcy gatunek zwierzecia i uczy sie jego
zachowania. Zastosowanie sztucznych sieci neuronowych przez Google
prawdopodobnie nie skonczy sie na powyzszym przyktadzie. Dalszy rozwdéj takich
modeli moze umozliwi¢ doskonalenie poszczegélnych ustug internetowych.

Na przykltad samouczace sie oprogramowanie mogloby ulepszyé algorytmy
popularnego obecnie ttumacza Google, co skutkowaloby trafnymi tlumaczeniami

w zaleznoéci od uzytego kontekstu. Dodatkowo opracowanie doskonalszego programu
do rozpoznawania mowy zaowocowaloby dokladna analiza wypowiadanych stéw i ich
natychmiastowym tlumaczeniem, bez koniecznosci uzywania klawiatury. By¢ moze

w niedalekiej przysztosci kazdy korzystajacy z wyszukiwarki internetowej bedzie miat
kontakt z wynikami opracowanymi przez sztuczng sie¢ neuronowa.

Pomimo wielu zalet modelowanie wzorowane na neuronach nigdy nie daje gwarancji
powodzenia i tak jak kazda metoda eksperymentalna niesie za soba wiecej porazek
niz sukceséw. Mnogosé badan pomyslnie wykorzystujacych sztuczne sieci neuronowe
wynika nie tyle z ich niezawodnosci, co z ogromnego obszaru ich zastosowan. Warto
takze zwrdci¢ uwage na fakt, ze w Swiecie naukowym rzadko publikowane sa wyniki
nieudanych eksperymentéw.

W przypadku préby opisu obiektu za pomoca modelu matematycznego nalezy tez
pamietaé, ze w rzeczywistosci modelowaniu nie podlega sam obiekt, a jedynie nasza
wiedza o nim. Dlatego im mniej mamy informacji na temat danego zjawiska, tym gorszy
otrzymamy model. Zestawiajac zachowanie modelu z rzeczywistym zachowaniem
przedmiotu badan, po pewnym czasie (na ogdt) obserwuje si¢ rozbieznosci pomiedzy
tymi dwoma procesami. Wynika to wlasnie z niepelnej wiedzy badacza na temat
modelowanego zjawiska. Ze wzgledu na niezwykle wysoki poziom skomplikowania
proceséw naturalnych modelowanie pozwala na oszacowanie wynikéw zawsze
obarczonych pewnym bledem. Mozliwoéci sztucznych sieci neuronowych sa takze
zalezne od wykorzystywanego sprzetu komputerowego. Jest tak, poniewaz ze wzrostem
liczby modelowanych parametrow roénie zapotrzebowanie na moc obliczeniows.
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www.scholaris.pl

Eukarioty to te organizmy, ktérych
material genetyczny zamknigty jest

w jadrze komérkowym. Bakterie nazywaja
si¢ prokariotami, jadra nie maja.

Wakacyjne
Warsztaty
Wielodyscyplinarne
(11)

Jeste$ licealistg i pasjonujg Ci¢ nauki
$ciste?

Chcialby$ rozwinaé swoje zainteresowania
o rzeczy, ktérych nie ma w szkole?

WWW

to coroczna impreza organizowana przez
studentéw Uniwersytetu Warszawskiego
i innych uczelni, skierowana do
uzdolnionych i zafascynowanych nauka
licealistéw.

Podczas warsztatéw odbywa sie
kilkanascie blokéw zajeé¢ w matych
grupach. W programie poprzednich edycji
znalazly si¢ zajecia poswiecone m.in.
réwnaniom diofantycznym,
mikrokontrolerom AVR, czarnym dziurom
i inzynierii wstecznej. Wieczorami
odbywaja sie luzne wyklady, a takze
gramy w planszéwki, go, brydza, Ktulu

i RPGi.

Na naszej stronie mozesz zapoznad si¢
z tegorocznym programem i obejrzeé
relacje z poprzednich edycji:

http://warsztatywww.wikidot.com

Od uczestnikéw oczekujemy entuzjazmu
i zaangazowania.

Jezeli znasz innych Pasjonatéw, ktorzy
mogliby byé tym zainteresowani — podziel
si¢ z nimi informacjg o Warsztatach!

Troje rodzicow jednego dziecka

Siedzialam w kawiarni, przeczekujac pewien termin bliskiego spotkania. Poza mna
byla tam tylko grupa oséb w wieku wiecej niz srednim. Cos$ swietowali, ale na
trzezwo 1 byli dos¢ glosni. I z tych ich rozméw ustyszalam komentarz o przysztym
horrorze genetycznym, czyli tworzeniu zarodkow z materiatu genetycznego tréjki
rodzicéw. I co z tego wyniknie. I ze w takim Swiecie trudno bedzie zy¢.

Miatam poét wolnej godziny i mam dusze starej popularyzatorki. Podesztam
i zapytalam, czy chcieliby wiedzieé, co sie kluje w laboratoriach genetykow. Byli
weseli i kulturalni i zaprosili mnie do stolika.

Standardowa metoda in vitro polega na zaptodnieniu pozaustrojowym komorki
jajowej (kobiety) plemnikiem (mezczyzny). Komdérka jajowa jest relatywnie duza
i zawiera wszystkie konieczne do jej zycia elementy. Trwa przeciez w kobiecie

od urodzin do pdznych lat. Plemnik jest ruchliwy i malutki, powstaje wciaz

od nowa w zyciu swojego mezczyzny. Niesie wladciwie tylko jadro komérkowe

z pojedynczym kompletem gendéw. Ma dotrzeé szybko do jaja, ,pokonac”
licznych konkurentéw, wdzierajac sie do srodka i polaczy¢ sw6j DNA z DNA
jadra komérki jajowej.

W komércee jajowej jadrem sg jeszcze malutkie twory zwane mitochondriami,
okoto 100 000 na komorke. Znalazty sie dawno temu w komorkach przodkéw

nie tylko czlowieka, ale wszystkich eukariotéw. Najciekawsza i ekscytujaca
hipoteza dotyczaca ich pochodzenia glosi, ze kiedy$ do komoérki prokariotycznej
wnikneta inna prokariotyczna i tam juz zostala. Wszystko, co miata, si¢ w niej
yuwstecznito”, zostal tylko DNA kodujacy bialka konieczne do wytwarzania
energii niezbednej dla zycia. W ten sposéb komoérka biorca stata si¢ bezwarunkowo
uzalezniona od najezdzcy, a mitochondria w kazdej komoérce biorcy namnozyty
sie wielokrotnie. Obecnie ich liczba na komoérke zalezy od potrzeb energetycznych
tkanki, mierzy sie setkami, a w dodatku w kazdym mitochondrium znajduje sie
do 10 czasteczek mitochondrialnego DNA. I jak to w zyciu bywa, DNA moze ulegaé¢
mutacjom — wtedy moga zachodzi¢ niekorzystne zmiany w biatkach, ktére sa
przez ten DNA kodowane, co moze by¢é przyczyng ciezkich schorzen obejmujacych
mozg, serce, miesnie, nerki i gruczoly wydzielnicze. Podejrzewa sig, ze zmiany

w mitochondrialnym DNA moga by¢ takze odpowiedzialne za procesy starzenia.

Poniewaz mitochondriéw na komoérke jest wiele, to nie zawsze nosicielka takiej
mutacji jest chora. O, pojawil sie rodzaj zenski, poniewaz w plemnikach

w zasadzie nie mieszcza sie mitochondria (zycie plemnika jest krétkie)

i mitochondria dziedziczymy od mamy. Zdiagnozowanie choroby
mitochondrialnej jest trudne, zawodne, czasami wrecz niemozliwe, ale
prawdopodobienstwo przekazania choroby dziecku — zwigkszone.

Wyobrazmy sobie pare, w ktorej kobieta ma grozne mutacje mitochondrialne.
Co mozna by zrobié, zeby ich dziecko tej choroby nie odziedziczylo? Mozna by
z komorki jajowej tej kobiety pobra¢ jadro komérkowe i wprowadzi¢ do komérki
jajowej (bez jadra) innej kobiety, zdrowej, zachowujac zatem jej ,zdrowe”
mitochondria. Po zaplodnieniu in vitro plemnikiem mezczyzny powstanie
hybryda genetyczna: jednokomoérkowy zarodek, ktérego material jadrowy
pochodzi od ojca i matki wlasciwej, a mitochondria od innej dawczyni. Dodaé
jeszcze nalezy, ze DNA mitochondrialny stanowi nieznaczny promil catego DNA
i koduje tylko 13 bialek ,energetycznych”, wobec 25 tysiecy bialek kodowanych
przez genom jadrowy. Jest to tak nieznaczaca ilos¢ genéw i bialek, ze przekazanie
mitochondriéw od dawczyni traktuje sie jako transplantacje tkanki.

Opisana procedura jest jeszcze wirtualna i hipotetyczna, ale w 2014 roku obie
Izby Parlamentu Brytyjskiego dopuécity doprowadzanie jej do etapu procedury
in vitro w potoznictwie.

Moich rozmoéwcéw w kawiarni porzucitam w trakcie aktywnej i ozywionej
dyskusji. Wspblczesna genetyka dostarcza wielu tematéw do interesujacych
debat, pod warunkiem, ze wiemy o czym debatujemy.

Magdalena FIKUS
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O obrotach czasteczek,
albo jeszcze jedna furtka do mechaniki kwantowej

Andrzej MAJHOFER"

Cv

1 przesuniecia

25 50 100 250 500 1000 2500
temperatura [K]

Uproszczony schemat zaleznosci ciepta
wlasciwego dwuatomowego wodoru Ha
od temperatury.

Wyjasnienie dokladnego przebiegu
zalezno$ci przedstawionej na rysunku byto
w latach dwudziestych XX wieku jednym
z najwazniejszych sprawdzianéw nowo
powstajacej mechaniki kwantowej,

a przesledzenie postepu w tej kwestii jest
rzecza niewatpliwie pouczajaca.
Zagadnienie to badal m.in. Max Planck —
gdyby zadatl sobie trud naszkicowania
wynikajacej z jego rachunkéw zaleznosci,
pewnie dzi$§ méwiliby$smy o teorii Plancka
ciepta wlasciwego.

Najnizsze wzbudzenia zwigzane

z drganiami czasteczek odpowiadaja
temperaturom rzedu kilkuset kelwinéw.
Przejscia elektronowe odpowiadaja zas
energiom rzedu elektronowoltéw;
poréwnanie z wartoscig stalej Boltzmanna
wskazuje, ze wzbudzenia elektronéw
suaktywniajg si¢” w temperaturach

rzedu 10* K.

*Wydzial Fizyki, Uniwersytet Warszawski

W obszarze temperatur bliskich temperaturze pokojowej molowe ciepto wlasciwe
w stalej objetosci gazéw dwuatomowych jest z dobrym przyblizeniem réwne 5R/2,
gdzie R jest tzw. stala gazowa. Mozna wyjasnia¢ to na gruncie fizyki klasycznej
za pomoca zasady ekwipartycji energii — sktadajaca sie z dwoch punktowych
atomow czasteczka ma pieé¢ stopni swobody: trzy zwiazane z przesunieciami calej
czasteczki w przestrzeni oraz dwa zwigzane z ustawieniem osi taczacej atomy.

W réwnowadze termicznej w temperaturze T Srednia energia czasteczki jest réwna
iloczynowi czynnika k7T'/2, gdzie k = 8,617 - 1075 eV/K jest stala Boltzmanna,

i liczby stopni swobody, zatem cieplo wlasciwe w stalej objetosci, czyli energia
potrzebna do podgrzania jednego mola (Na = 6,022 - 10?3 czasteczek) o 1 K,

jest réwna wilasnie 5Nak/2 = 5R/2, gdzie skorzystalidmy z relacji Nak = R.

Przedstawione powyzej rozumowanie pozwolilo Rudolfowi Clausiusowi wysunaé
w latach osiemdziesiatych XIX wieku przypuszczenie, ze tlen i azot skladaja sie
wlasnie z czasteczek dwuatomowych, a gazy, ktorych ciepto wlasciwe wynosi 3R/2
— 7 pojedynczych atoméw. Tymczasem w temperaturach nizszych od pokojowej
przewidywanie to nie musi by¢ poprawne — wystarczy spojrzeé¢ choé¢by na
zalezno$¢ od temperatury ciepta wtasciwego wodoru przedstawiong na rysunku.

Wyjasnienie takiej zaleznosci musi odwotaé sie do mechaniki kwantowej,
przewidujacej skwantowanie niektérych wielkosci charakteryzujacych ruch
czasteczki — w tym przypadku zwiazanych z jej obrotem. Moment pedu J jest
bowiem zawsze calkowita wielokrotnoscia wartosci h = h/2m: J = jh,

7 =0,1,2,... Zasade ekwipartycji energii mozna zas stosowac jedynie wtedy, gdy
temperatura T jest na tyle wysoka, ze energia termiczna kT przekracza energie
najnizszego stanu wzbudzonego zwiazanego z rozwazanym stopniem swobody.
Jezeli warto$é¢ kT jest mniejsza od energii najnizszego stanu wzbudzonego, to
odpowiadajacy mu stopien swobody jest ,zamrozony” i nie daje wkladu

do ciepta wlasciwego. Dla stanéw rotacyjnych czasteczki najnizszy stan
odpowiada j = 0, a pierwszy stan wzbudzony 7 = 1. Oszacujmy energie stanu
rotacyjnego o momencie pedu J, postugujac sie mechanikg klasyczna;:

J2

2I°

gdzie I oznacza moment bezwladno$ci czasteczki. Stany rotacyjne nie daja
wktadu do ciepta wlasciwego, gdy kT < E; dla najnizszej réznej od zera wartosci
J = 1h. Wéréd gazdéw dwuatomowych najmniejszy moment bezwladnosci, a wiec
i najwyzsza energie wzbudzen rotacyjnych ma czasteczka wodoru Hs. Jej
moment bezwladnosci to:

a 2 a 2 a2
r=m(3) on(s) -

gdzie a ~ 1071° m jest typowa odlegloscia jader atoméw czasteczek
dwuatomowych (dtugoscia wiazania), M, = 9,38 - 10® eV/c? to za$ masa
protonu. Otrzymujemy wiec, ze dla

Ey =

h2
dm2kMpa?
molowe cieplo wlasciwe gazoéw dwuatomowych bedzie takie jak gazow
jednoatomowych. Po podstawieniu danych liczbowych otrzymamy T}.; = 48,2 K
dokladniejsze obliczenia uwzgledniajace dlugos¢ wiazania Hs, czyli
a=74-10"" m, oraz fakt, ze zgodnie z mechanikg kwantowsa warto$é kwadratu
momentu pedu to J2 = j(j + 1)h?, prowadza (dla wodoru) do wartosci
Tiot = 176 K. Dla pozostalych czasteczek dwuatomowych granica ta jest kilka
do kilkudziesieciu razy nizsza. Niewyjasniona zagadka pozostawalo, dlaczego
w rozumowaniach takich jak rozumowanie Clausiusa dla uzyskania zgodnosci
z doswiadczeniem nalezalo rozwazaé tylko ruch postepowy i obrotowy, a pomijac¢
drgania czasteczek i wzbudzenia elektronow. Rozwiazanie tej zagadki wykracza
poza mozliwoéci fizyki klasycznej.

T< Trot =
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Rozwigzanie zadania M 1459.

Z twierdzenia o dwusiecznej wiemy, ze
PC AC

= ——, a skad
PB AB
BP = \- BC,
. AB B
gdzie A = ———.
AB + AC

Zatem punkt P to obraz punktu C przy
jednoktladnosci o srodku B i skali A.
Poszukiwany zbiér punktéw P jest wiec
obrazem okregu w (bez dwéch punktéw)
przy tej jednoktadnosci.

Informatyczny kacik olimpijski (82): Wiercenia

W tym kaciku oméwimy zadanie Wiercenia, ktére pojawilto si¢ na Potyczkach
Algorytmicznych w roku 2009. Ekipa poszukujaca zt6z ropy wykonata dwa
odwierty: w punkcie A = 0 natrafiono na rope, zaé w punkcie B = n + 1 ropy
nie znaleziono. Wiedzac, ze zloze ropy zajmuje pewien spojny fragment odcinka
AB, ekipa chce zlokalizowaé¢ najdalszy punkt sposréd punktéw o wspélrzednych
1,2,...,n, w ktérym wystepuje ropa. Wykonanie odwiertu w punkcie ¢ zajmuje
czas t[i]; ekipa moze wykonywaé tylko jeden odwiert naraz. Nalezy wyznaczyé
taki plan wiercen, aby czas potrzebny na ustalenie, dokad siega ztoze ropy, byt
w pesymistycznym przypadku jak najkrotszy.

Na poczatek zauwazmy, ze jesli wykonanie kazdego z odwiertow zajmuje taki sam
czas, to wtedy, stosujac wyszukiwanie binarne, uzyskamy odpowiedz, wykonujac
optymalna liczbe [log, n] + 1 odwiertéw. Zréznicowanie czaséw istotnie komplikuje
zadanie; sprébujemy je rozwiazaé, korzystajac z programowania dynamicznego.

Oznaczmy przez d[a, b] optymalny czas lokalizacji granicy zloza na odcinku

od punktu a do punktu b (wlacznie), przy zalozeniu, ze wiemy, iz w punkcie

a — 1 jest ropa, a w punkcie b + 1 jej nie ma. Aby wyznaczy¢ granice zloza

na odcinku [a, b], musimy zaczaé¢ od wykonania odwiertu w jednym z punktéw i
tego odcinka. Jesli znajduje sie tam ropa, to granicy zloza bedziemy poszukiwaé
na odcinku [i + 1,b], w przeciwnym przypadku granica jest na odcinku [a,i — 1].
Dostajemy zatem wzér rekurencyjny

(%) dla,b] = aréliigb (t[i] + max(d[a,i — 1], d[i + 1,b])).

Zakladamy, ze d[a,b] = 0 dla a > b. Rozwiazaniem jest wartosé¢ d[1, n]. Obliczenie
jej wprost z powyzszej rekurencji da nam algorytm o zlozonosci czasowej O(n?)

i pamieciowej O(n?). Algorytm bedzie mial n faz, w (-tej fazie bedziemy
wypeklia¢ komorki tablicy odpowiadajace odcinkom o dlugosci £:

for /:=0ton—1do
for a:=1ton—/{do
b:=a+/{; dla,b] := oo;
for i :=a to b do
d[a,b] :== min(d[a,b], t[i] + max(d[a,i—1],d[i + 1,b]));

Aby przyspieszy¢ powyzszy algorytm, bedziemy potrzebowali kilku obserwacji.
Zauwazmy, ze jesli przedtuzymy jaki$ odcinek, to czas szukania w nim granicy
zloza jest zawsze nie mniejszy niz w oryginalnym odcinku. Zatem wraz

ze wzrostem ¢ we wzorze () warto$é d[a,i — 1] nie zmniejsza sie, a warto$é

d[i + 1,b] nie rodnie. Istnieje wiec taki indeks s[a,b] € [a — 1,b], ze spelnione sa
nieréwnoéci

dla,i — 1] < d[i+1,b] dla i < s[a, b] dla,i — 1] > d[i + 1,b] dla ¢ > s[a, b].
Mozemy zatem przepisaé¢ wzor (x) w réwnowazne] formie, pozbywajac sie liczenia
maksimum:

() dla,b] = mln(aéglsr[layb](t[z] +d[i + 1,0]), s[ag]nggb(t[z] +dfa,i — 1])).
Skorzystamy réwniez z tego, ze tablica s jest monotoniczna wzgledem kazdej
wsp6lrzednej, dzieki czemu wartosé s[a, b] jest ograniczona przez wartosei dla
krétszych odcinkéw:

oraz

sla,b—1] < s[a,b] < sla+ 1,b].

Istotnie, jesli wezmiemy dowolne i < s[a,b — 1] i znowu skorzystamy z tego, ze
przedhuzenie odcinka nie zmniejsza czasu poszukiwania granicy zloza, to
dostaniemy dfa,i — 1] < d[i + 1,b — 1] < d[i + 1,b], zatem i < s[a, b], co dowodzi
lewej nier6wnosci (prawej dowodzimy analogicznie). Poniewaz sla, a] = a, to
mozemy dla wygody przyjaé s[a,b] = b dla a > b. Zatem, aby wyznaczy¢ s|a, b],
wystarczy przejrzeé wartodcei od sfa,b — 1] do s[a + 1, b]. Dzieki temu wyznaczenie
ich dla wszystkich odcinkéw s[a, a + £] o ustalonej dlugosci ¢ zajmie sumarycznie
czas liniowy:

n—~

Z(s[a—!—l,a—FE] +1—sla,a+€—1])=sn—L+1,n]—s[1,{]+n—£<2n.

a=1
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Rozwigzanie zadania F 882.
Maksymalny moment sily, jaki moze
uzyskaé rowerzysta, opierajac caly ciezar
ciatla na korbie ustawionej poziomo,
wynosi Mo = mgr, gdzie m to masa
rowerzysty, r — dlugosé korby. Moment
sity, z jakim kolo dziala na podloze, to

28
My = EMU‘ a sila dzialajaca na punkt
stycznosci kola z podlozem
My
R
gdzie R jest promieniem kota. Zalézmy, ze
koto toczy sie bez poslizgu. Wtedy
wartosé sity tarcia statycznego Fr jest
réwna Fy. Sila rownolegla do zbocza,
dzialajaca na rowerzyste z rowerem, jest

F o=

réwna Fy = —mg sin a, gdzie a to kat
9

nachylenia zbocza. Z warunku réwnowagi
sit Fr = Fy po uproszczeniu dostajemy
warunek
r 28 5
R 22 6
Wstawiajac dane, otrzymujemy
maksymalna wartoéé kata amax &~ 35°.
Dla wigkszych katéw, nawet opierajac
caly cigzar swojego ciala na pedale,
rowerzysta wraz z rowerem bedzie sig
staczal do tylu. W sytuacji granicznej,
kiedy moment sily, z jaks rowerzysta
naciska na pedal, przeniesiony przez
przektadnie na podtoze, doktadnie
réwnowazy sktadowg ciezaru uktadu
styczna do zbocza, rower spoczywa lub
porusza sie ruchem jednostajnym. W tej
sytuacji warunek na brak poslizgu jest
taki sam, jak dla klocka umieszczonego
na réwni pochytlej: p > tg o, czyli dla
danych w zadaniu i @ = apmax mamy

pn = 0,71,
Jezeli zadamy, aby kolo toczylo si¢
bez tarcia w calym zakresie katow, to sila
Fy nie moze przekroczy¢ maksymalnej
sity tarcia statycznego réwnej

sin max =

6
Frmax = p-mgcos a.
[s}

Po uproszczeniu warunek Fy < Frmax
sprowadza si¢ do
r 28 5 1

R 22 6
Oba otrzymane ograniczenia

na wspolczynnik tarcia sg rosnacymi
funkcjami o i sa tozsame dla kata

& = Qmax. Wystarczy zatem p > 0,71.

w = .
COs

*University of Cambridge

W koticu pokazemy, jak szybko wylicza¢ minima we wzorze (xx). Zalézmy, ze
mamy strukture danych, ktéra przechowuje pary (indeks, warto$é) i udostepnia
operacje jak na kolejce: wstawienie pary na koniec kolejki (push) oraz usuniecie
pary z poczatku kolejki (pop). Dodatkowo operacja first bedzie zwracaé¢ indeks
pary z poczatku kolejki, a kluczowa operacja min bedzie zwracata minimum

ze wszystkich wartosci w kolejce. Bedziemy korzystaé z 2n kolejek, ktore
nazwiemy Ali] oraz Bli] dla 1 <i < n.

Podczas wyliczania d[a, b] w ¢-tej fazie algorytmu bedziemy zakladaé, ze wszystkie
wartodci z lewego minimum w (%) znajduja sie w kolejce B[b] (w kolejnosci
malejacych indekséw ), a wszystkie wartosci z prawego minimum w kolejce Ala)
(w kolejnosci rosnacych indekséw). Kolejka Ala] w fazie £ — 1 byla wykorzystywana
podczas obliczen dla komérki dfa, b — 1], zatem zawiera pary (i, t[i] + d[a,i — 1])
dla indekséw s[a,b — 1] < i < b— 1. Poniewaz s[a,b — 1] < s|a, b], wigc wystarczy
usungé z niej pary o indeksach nie wiekszych niz s[a, b] oraz dodaé pare

o indeksie b. Analogicznie uaktualniamy pary w kolejce B[b]. Pseudokod calego
algorytmu jest nastepujacy (zakladamy, ze dla pustej kolejki petla while

nie wykonuje sig, a operacja min zwraca 00):

for {:=0ton—1do
for a:=1ton—/do
b:=a+/¢;
for i :=s[a,b— 1] to s[a+ 1,b] do
if dla,i — 1] < d[i + 1,b] then
sla,b] :=1;
Ala].push(b, t[b] + d[a, b — 1]);
while Ala].first < s[a,b] do Alal.pop;
BIb).push(a, tla] + dla + 1,b]);
while B[b].first > s[a,b] do B[b].pop;
d[a, b] := min(A[a].min, B[b].min);

Kolejki mozemy zaimplementowaé tak, aby wszystkie udostepniane operacje
dzialaly w zamortyzowanym czasie stalym. Zauwazmy, ze tuz przed wykonaniem
operacji push(i,v) mozemy usunaé z konca kolejki wszystkie pary o wartosciach
nie mniejszych niz v, gdyz para (i,v) bedzie lepszym kandydatem na minimum.
Dzigki temu pary znajdujace sie w kolejce beda zawsze posortowane rosnaco
wedlug wartosci, zatem operacja min po prostu zwroci wartosé pary z poczatku
kolejki. Ostatecznie ztozonoéé czasowa algorytmu wyniesie O(n?).

Tomasz IDZIASZEK

Grupowa eksploracja
Dominik PAJAK®

Wyobrazmy sobie sytuacje, w ktérej grupa speleologéw chce wyeksplorowaé
nieznang jaskinie. Przy kazdym rozgalezieniu musza podejmowaé decyzje, ilu

z nich pdjdzie kazdym z nowych tuneli. By¢ moze czasami bedzie sie optacalo
zostawi¢ czedé¢ z nich przy rozgalezieniu. Niektore z tuneli beda si¢, by¢ moze,
konczyly $lepo, a niektore beda sie dalej rozgaltezialy. Speleolodzy maja telefony
i moga sie ze soba komunikowaé, wiec gdy jeden z nich odkryje tunel z duza
liczba rozgalezien, moze wezwaé positki. Intuicyjnie rozsadne wydaje sie
wysylanie wiekszej liczby speleologéw w te rejony jaskini, w ktérych jest

wiecej tuneli. Chcieliby$émy jako$ sformalizowaé (i nieco uprosci¢) ten problem
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i przeanalizowaé takie naturalne podejécie. Uproszczenia beda dwa: jaskinia
bedzie przedstawiona jako drzewo, czyli spéjny graf bez cykli, a zespdl
speleologéw bedzie dosé liczny. . .

Problem definiujemy nastepujaco: mamy danych k agentéw, poczatkowo
umieszczonych w korzeniu r nieznanego drzewa
o znanej liczbie wierzchotkow

n=|V|.
Drzewo jest nieznane, to znaczy, ze nasza poczatkowa wiedza to tylko liczba
krawedzi wychodzacych z korzenia. W pierwszym kroku nasz algorytm musi
wybraé, ilu agentow przetrawersuje krawedzie wychodzace z r, a ilu zostanie w r
do nastepnej rundy. Jezeli agentowi przydzielimy trawersowanie krawedzi z r
do pewnego sasiada v, to przejécie krawedzi zajmie agentowi calg runde i pojawi
sie on w wierzchotku v na poczatku nastepnej rundy. W nastepnej rundzie bedzie
on mogl przetrawersowaé¢ dowolng krawedz wychodzaca z v. Wszyscy agenci,
ktérzy w danej rundzie przechodza krawedzie, robig to réwnoczesnie.

Przez D bedziemy oznaczaé odleglosé od korzenia r do najdalszego lidcia [

w drzewie T'. Odleglosé jest liczona jako liczba krawedzi na Sciezce laczacej r z .
Oczywidcie, nie jesteSmy w stanie wyeksplorowaé¢ w czasie mniejszym niz D,
poniewaz przejscie Sciezki z r do [ zajmuje D rund.

Gdy wierzchotek jest odwiedzony przez pewnego agenta po raz pierwszy, to
otrzymujemy informacje o jego stopniu (liczbie wychodzacych krawedzi). Ponadto
dostajemy tez informacje o tym, ktéra krawedz prowadzi do korzenia. Po pewnej
liczbie krokéw eksploracji juz cos wiemy o wygladzie drzewa T'. Oznaczmy przez
T® poddrzewo drzewa T, skladajace sie z wierzcholkéw, ktére zostaly poznane
do chwili t. Na przyktad T to korzen razem z dzie¢mi korzenia, poniewaz juz
na poczatku pierwszej rundy wiemy, ile dzieci ma korzen. Drzewo T zatem
zawiera pewne wierzchotki, ktére nie sa jeszcze odwiedzone, ale sa juz znane.
Dla v € V oznaczmy przez T(t)(v) poddrzewo drzewa TY) zawierajace tylko te
wierzcholki, dla ktérych v jest przodkiem (ucinamy krawedz laczaca v z jego
rodzicem i dostajemy T (v)). Przez L(T® (v)) oznaczamy liczbe wierzchotkéw
znanych, ale nieodwiedzonych w drzewie T (v). Czasami na wierzcholki znane,
ale nieodwiedzone bedziemy mdwili ,nieukonczone Sciezki”, poniewaz kazdy taki
wierzchotek jest korzeniem, byé moze duzego, nieznanego drzewa.

Dostajemy do dyspozycji pokaznych rozmiaréw zespdl agentow

k = [Dn®],
dla pewnej statej ¢ > 1, ale chcemy eksplorowaé szybko, czyli w czasie jak
najblizszym D.

Propozycja algorytmu. Na poczatku wszyscy agenci w korzeniu sg nieaktywni.
W kazdej rundzie aktywujemy = agentéw w korzeniu (z wyznaczymy pézniej).
Wszyscy aktywni agenci w kazdej rundzie idg w dot drzewa. Agentéw dzielimy
proporcjonalnie do liczby nieukonczonych $ciezek w poddrzewach. Drobnym
niuansem sg zaokraglenia; w pseudokodzie zapiszemy wszystko dokladnie:
Algorithm A (T,r,z) at time step s:
Aktywuj = agentéw w korzeniu r.
for each odwiedzony v € V(T(®)) do: { ustalamy, gdzie postaé¢ agentéw z v }
Niech ASJS) — zbiér agentéw w v na poczatku rundy s.
Oznaczmy przez vi,ve, .. .,vq wszystkie dzieci v.
Niech i* := arg max;{ L(T) (v;))}. { dziecko z najwieksza liczba ,nieukonczonych $ciezek” }
Podziel .Az(,s) na roztaczne zbiory Ay, , Ay,, ..., Ay,, takie ze:

)| LTS (4
(i) [Ay, | = PAle(TLéiv))( Z))J , dla kazdego i € {1,2,...,d}\ {i*},

(i) [Ave | = 1A = i mnap ooy 1A,

for each i € {1,2,...,d} do for each agent g € A,, do move(®) g to vertex v;.
end algorithm A.
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Analiza. Algorytm A nie robi niczego odkrywczego,
po prostu wysyta wiecej agentow tam, gdzie jest wiecej
$ciezek do odkrycia. Ale jego analiza nie jest oczywista.
Algorytm, odkrywajac kolejne wierzcholki drzewa,

na biezaco zmienia wartosci liczby nieukonczonych
$ciezek w poddrzewach (funkcja L), co ma wplyw

na proporcje podzialu liczby agentéw. Wydaje sig, ze jest
to kluczowa wlasnosé algorytmu, wiec w naszej analizie
musimy ja zbadaé. Oczywiscie, musimy tez wyznaczy¢
odpowiednig wartos¢ parametru x. Na razie ustalmy
tylko, ze = > 2n.

Wezmy dowolny lis¢ f z drzewa T i Sciezke diugosci
Dy < D Iaczaca f z korzeniem r. Oznaczmy te Sciezke
przez F = (fo, f1, f2,..-, fp,), gdzie fo =11 fp, = f.
Chcemy sie przyjrzeé, jak liczne grupy agentéw beda
wedrowaly po Sciezce F. Liczba agentow wysylana
wzdtuz Sciezki zalezy od liczby nieukonczonych $ciezek
w odpowiednich poddrzewach. Jezeli oznaczymy
)\;Z) = L(T9(f;)), to i-tym w kroku z wierzcholka f;
wyslemy do f;41 mniej wiecej (z dokladnoscig do
(@)
J+1
2@
J
na poczatku rundy i. Zapomnijmy na chwile
o zaokragleniach i p6jdzmy dalej tym tropem. Do lidcia f
; i+1 (i+Dys—1)

AV AT Ap,

zaokraglen) ta czes¢ agentéw znajdujacych sie w f;

dotrze o; = x agentow

V@ (G T (+Dp 1)
Ao’ AT /\gf—{
wystanych w rundzie ¢ z korzenia. Zauwazmy, jak

wygladaja pierwsze dwie warto$ci:

(Dy)
)\51) )\gz) )\gs) | )\fo

N IO INORNCD R
AT

Ds+1

o NP A
NI INC NS
AP AB D As)ffjl>

Jezeli wymnozymy «; - g, to dos¢ duzo sie uprosci.

Wymnézmy zatem a kolejnych wartosci «;. Biorac

pod uwage, ze z definicji funkcji L mamy 1 < )\E]) <n,
a a

to dostaniemy 1_[1 o > oD Czyli jezeli ustalimy
1=

" { Dlogyn
logy(x/(2n))

dla pewnego j* € {1,2,...,a} mamy a;+ > 2. Gdyby

nie bylo zaokraglen i kazde dziecko dostawaloby nalezny

-‘ , to dostaniemy []7_; a; > 2%, czyli

Uwagi koncowe

przydzial agentéw, to o+ agentéw sposréd grupy, ktéra
wyrusza w rundzie j*, dotartoby do liscia f.

W rzeczywistosci liczby agentéw sa czasem zaokraglane
w dél, zgodnie z regula (i) z algorytmu, ale mozna
pokazaé, ze te zaokraglenia zbyt duzo nie psuja.

Przyjrzyjmy sie liczbie agentéw, podazajacych Sciezka F,

sposréd grupy, ktéra wyrusza w rundzie j*. Zauwazmy,

ze w przypadku, gdy )\Z(-flﬂ)/)\gj*ﬂ) > 1/2, to wtedy

drzewo TV +9)(f;,1) zawiera co najmniej potowe

wszystkich otwartych §ciezek drzewa TG +9(f;).

W takim przypadku wierzcholek f;11 bedzie tym

wyrdznionym dzieckiem wierzchotka f; i dostanie swéj

nalezny przydzial agentéw (regula (ii)). Zauwazmy, ze

o« jest iloczynem x i pewnej liczby czynnikéw

nie wigkszych od 1. Skoro o, > 2, to co najwyzej

logs  — 1 z tych czynnikéw moze by¢ nie wiekszych

niz 1/2. Agenci, ktérzy wyruszyli z korzenia w rundzie j*

i podazali Sciezka F, zostali ,zaokragleni w dét”

co najwyzej logy x — 1 razy. Stad da sie juz tatwo

wykazaé, ze z grupy, ktéra wyruszyta w rundzie j*,

co najmniej jeden agent dotrze do liscia f. Jezeli
Dlogyn

10g2($/(2n))w

grup agentéw, to jedna z nich wyeksploruje dowolnie

wybrany 1is¢ f, czyli a grup wyeksploruje cate drzewo.

Catkowity czas eksploracji to

a+D-1<D- <1+ loga 1

log, (/(2n))
rund potrzeba, zeby a-ta grupa dotarta do lisci. Laczna

liczba uzytych agentéw to co najwyzej
1
x-D- (1 + 982 1 ) Ustalajac z = n¢/b dla

logy (z/(2n))
odpowiednio dobranej statej b, dostajemy:

wypuécimy z korzenia co najmniej a = [

) , poniewaz tyle

Twierdzenie. Dla dowolnego ustalonego ¢ > 1
i znanego n problem eksploracji drzew moze byc

1
rozwigzany w czasie D - (1 + p— + 0(1)) PrIy UZYciu
c_
[Dne] agentéw.

Notacja o(1) oznacza funkeje, ktéra dazy do 0 dla

n dazacego do nieskonczono$ci. Zauwazmy, ze
znajomos¢ n jest potrzebna algorytmowi jedynie

do podziatu zespotu wszystkich k agentéw na grupy
po z. Da sie skonstruowaé algorytm, ktéry eksploruje
w czasie O(D), bez znajomosci n, uzywajac

Dn® agentdw.

e Mozna wykazaé, ze nie da sie eksplorowaé szybciej niz w czasie
D- (1 + % — 0(1)), czyli jestedmy juz dos¢ blisko optymalnego algorytmu.

e Algorytm mozna uogdlni¢ na dwa sposoby. Mozna przerobié¢ na wersje
rozproszona, gdzie agenci podejmuja suwerenne decyzje, bazujac na swojej
wiedzy, i moga si¢ komunikowaé¢ z innymi agentami bedacymi w tym samym
wierzchotku. Mozna tez w ten sposéb eksplorowaé¢ dowolne grafy. Co ciekawe,
oba uogdlnienia nie dodaja zbyt duzo do czasu eksploracji, czyli cala trudnosé
problemu lezala w ,centralnie sterowanej” eksploracji drzew.

e Czytelnikéw, ktorzy zastanawiajg sie, czy to podejécie da sie zastosowaé dla
mniejszej grupy agentow, goraco zachecam do prébowania.
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Wszechswiaty wyspowe
Agn/I/eSZka JA NIUK Centrum Fizyki Teoretycznej PAN

Chyba kazdy z nas przynajmniej raz w zyciu zastanawial sig
nad tym, jakie jest jego miejsce we wszechswiecie. Z punktu
widzenia ludzkosci istotne jest pytanie o to, czy jesteSmy

w nim sami, czy istnieja inne cywilizacje. A jedli istnieja, to
jak daleko od nas mogg sie znajdowaé i czy komunikacja

z nimi bedzie kiedykolwiek mozliwa.

Pytania tego typu, juz od czaséw Immanuela Kanta,
zadawali sobie filozofowie. Mys§liciel z Krélewca w potowie
XVIII wieku stworzyl koncepcje wszechswiatéow wyspowych.
W pracy pt. ,,Ogdlna historia naturalna i teoria nieba” podatl
niezwykle $miata, aczkolwiek oparta jedynie na intuicji,
hipoteze kosmologiczna. Zgodnie z nia sila przyciagania, jaka
obdarzona jest materia, definiuje strukture $éwiata jako catoéci.
Dzigki niej powstaja uktady planetarne, uktady gwiazdowe,
a dalej kolejne, systematyczne uktady wyzszych rzedéw.
Znane w jego czasach mglawice uwazal za odlegle uklady
gwiazd, lezace poza obszarem Drogi Mlecznej. Te ostatnia
trafnie zinterpretowal jako zrzutowany na sfere niebieska dysk
utworzony z gwiazd, wsréd ktérych znajduje si¢ nasze Stonce.

Zainteresowani tym zagadnieniem astronomowie zaczeli

w systematyczny sposéb badaé obiekty mgtawicowe.
Katalog opracowany przez Williama Herschela liczyl okolo
2500 obiektéw, za$ po uzupelnieniach Johna Dreyera,
opracowany przezen New General Catalogue (NGC) pod
koniec XIX wieku liczyt juz prawie 8000 obiektéw. Kolejne
uzupelnienia, Index Catalogue (IC), rozszerzyly jego
zawartosé, ale jedynym kryterium laczacym wszystkie
obiekty byl ich wyglad: przypominaly rozmyte plamki
$wiatta. Nieznana byla jednak natura tych mglawic,

a obserwacje pokazywaly, ze niektére z nich mialy widmo
z prazkami charakterystycznymi dla goracego gazu, za$ inne
mialy widma ciagte, podobne do widm pobliskich gwiazd.

Aby moc stwierdzié, czy widoczne w obiektywie teleskopu
mglawice sg, jak mowiono, innymi wyspami, czyli ukladami
gwiazd podobnymi do Drogi Mlecznej, ale niezaleznymi

od niej, nalezalo zbadaé, po pierwsze, rozmiary samej Drogi
Mlecznej, a po drugie, odlegltosci do mglawic.

W 1918 roku Harlow Shapley zaproponowal nowy model
naszej Galaktyki, o doprawdy ogromnych rozmiarach.
Niemozliwe wiec bylo, aby mglawice znajdowaly sie

poza nig — ani te gazowe, ktore istotnie sa podswietlanymi
promieniowaniem gwiazd oblokami gazu, ani mgtawice
spiralne. W ustaleniu odlegtosci pomocna miata okazaé si¢
obserwacja gwiazdy nowej, ktéra pojawita sic w mglawicy
Andromedy M31. Metoda badawcza polegala na
wyznaczeniu maksymalnej jasnosci gwiazdy i poréwnaniu jej
z wykalibrowanymi wybuchami innych nowych gwiazd
zaobserwowanych w naszej Galaktyce — na jej podstawie
Shapley stwierdzil, ze Andromeda z pewnoécia znajduje sie
w obrebie Drogi Mlecznej. Podobnie zakwalifikowal inng
mglawice, M101, w ktérej badania ruchéow wlasnych gwiazd
pozwolily wyznaczy¢ predko$¢ katowa rotacji. Znaczna jej
wartosé, 0,02 sekundy huku na rok, w polaczeniu z duzymi
rozmiarami obiektu (jesli miatby byé¢ on podobnych
rozmiaréw jak Droga Mleczna), implikowataby predkosci
liniowe przekraczajace predkosé swiatla.
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Uznano zatem, ze M101 nie moze by¢ duzych rozmiaréw
galaktyka, ale matym, pobliskim obiektem.

Obecnie wiemy, ze zaréwno model Galaktyki opracowany
przez Shapleya (nie wzial pod uwage efektu ekstynkeji
miedzygwiazdowej), jak i odlegto$é wyznaczona do M31

(nie rozrézniano wéwezas gwiazd nowych od supernowych,
ani teoretycznie, ani obserwacyjnie), byly czeSciowo bledne.
Niemniej jednak historia ta pokazuje, ze sam sposéb
rozumowania uczonego byl logicznie poprawny, a luki
wynikaly jedynie z interpretacji danych obserwacyjnych, nic
dziwnego wiec, ze odkrycie prawdy o naturze wszechswiatow
wyspowych nastreczyto znacznych trudnosci.

Jednym ze zwolennikéw idei Kanta byt Heber Curtis,

a slynna debata miedzy Curtisem i Shapleyem odbyla sie
w 1920 roku przed zgromadzeniem Narodowej Akademii
Nauk w Waszyngtonie. Argumenty Shapleya wydawaly sie
nie do podwazenia. Dowodzil on, na przyktad, ze mglawice
spiralne nie sa galaktykami podobnymi do Drogi Mlecznej,
poniewaz maja inne charakterystyki widmowe, na przyklad,
ich dyski sa bardziej niebieskie niz zageszczenia centralne,
nie wida¢ réwniez linii absorpcyjnych charakterystycznych
dla widm gwiazd obserwowanych w poblizu Stonca. Réznice
te wyjasnil dopiero ¢wieré¢ wieku pdzniej Walter Baade,
ktéry wprowadzit klasyfikacje populacji gwiazdowych.
Koronnym argumentem Shapleya byla tzw. sfera unikania.
Jak si¢ wydaje, mglawice spiralne ,unikaja” plaszczyzny
naszej Galaktyki, poniewaz obserwuje sie je gléwnie

w kierunku biegunéw. Zauwazono ponadto, ze wiele
mglawic oddala sie od nas z duzymi predkosciami. Shapley
wywnioskowal zatem, ze to Droga Mleczna wywiera wplyw
na mglawice, powodujac ich ucieczke. Rozumowanie
Shapleya sprowadzalo sie wiec w koncu do tego, ze powinna
istnie¢ jakas nieznana sita odpychajaca, ktora dziata

w Galaktyce — wyjasniatlaby ona obydwa te zjawiska.

Heber Curtis przypuszczal, ze ,sfera unikania” moze by¢
efektem przestaniania niektorych obiektéw przez pyt. Taki
poprzeczny pas ciemnego pytu byl widoczny w niektérych
obiektach mgtawicowych — jesli wiec sa one innymi
Galaktykami, a z kolei nasza jest do nich podobna,

to w Drodze Mlecznej tez mozliwe jest istnienie

w plaszczyznie rownikowej ciemnego pasa, ktéry zastania
niektére mglawice. Z punktu widzenia debaty twierdzenie
Curtisa wygladalo na ,machanie rekami”. Takiego pasa nikt
nie widzial, ponadto nie odnosit sie on w ogole do problemu
ucieczki mglawic. A jednak okazalo sie, ze to ten, obdarzony
intuicja, wyobraznia i pragnacy przede wszystkim okresli¢
nature mglawic uczony mial racje. . .

W 1923 roku niezbitych dowodéw potwierdzajacych te
stwierdzenia dostarczyl Edwin Hubble, ktéry zidentyfikowal
cefeide w M31. Na podstawie relacji miedzy okresem

pulsacji cefeidy a jej jasnoécig mozna bylo okresli¢ odlegtosé
do obiektu, co umiejscawiato ja daleko poza krancami Drogi
Mlecznej. To pionierskie odkrycie otworzylo cata nowsa
dziedzing nauki: astronomie pozagalaktyczna. Nie powstataby
ona pewnie, gdybySmy intuicje i wyobraznie w nauce
porzucili catkowicie na rzecz suchej logiki.



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne
Interferencja dwéch atomow

Od poczatku XVIII wieku interferencja uwazana jest przez kolejne pokolenia
wyedukowanych za dowdd na falowa nature swiatta. Mechanika kwantowa
splynela po nich jak po gesi, skutkujac powstaniem potworka dualizmu
korpuskularno-falowego. Pasztet ten jest aktualnie serwowany w dawkach

o réznej toksycznosci w standardowym procesie edukacji.

Wynika z tego przeswiadczenie wspodtczesnego wyedukowanego o zachodzeniu
interferencji $wiatta dzieki wzajemnemu wzmacnianiu lub wygaszaniu fotonéw

podazajacych do celu réoznymi drogami.

Na szczescie wnikliwi Czytelnicy Delty maja $wiadomosé, ze, zgodnie

z mechanika kwantowa, to istnienie réznych mozliwych drég dla pojedynczego
fotonu odpowiada za tego typu efekty. Zostaly przeciez przeprowadzone
do$wiadczenia, w ktérych obraz interferencyjny powstaje wlasnie poprzez
rejestracje pojedynczych fotonéw.

Kwantowe zjawisko interferencji nie ogranicza si¢ do $wiatta. Odpowiednik
dwuszczelinowego doswiadczenia Younga zostal juz przeprowadzony dla tak
masywnych pojedynczych obiektéw jak czasteczki fulerenu (nanoskopowa pitka
»grochowa”, o szkielecie z sze$édziesieciu atoméw wegla znajdujacych sie

w wierzchotkach dwudziestoscianu $cigtego).

Interferencja par (i wiekszej liczby) obiektéw jest jednak mozliwa pod warunkiem
zaaranzowania podzialu czego$ miedzy tymi obiektami w sposéb uniemozliwiajacy
rozréznienie, co ktéremu obiektowi sie dostato. Najprosciej jest, gdy obiekty sa
nierozréznialne. Wtedy tym czyms, co jest dzielone, moze by¢ droga, ktéra

obiekty podazaja.

Trzy dekady temu taki eksperyment dla fotonéw
przeprowadzili Hong, Ou i Mandel. Para
nierozréznialnych kwantéw rozlatuje sie w dwéch
kierunkach. Nastepnie kazdy z fotonéw odbija sie od
odpowiednio ustawionych luster, po czym kwanty te
padaja na lustro polprzepuszczalne. Kazdy z fotonéw

z réwnym prawdopodobienstwem przechodzi albo odbija
sie od tego lustra. Sa cztery mozliwosci. W pierwszych
dwdéch kwanty albo oba przechodza, albo oba sie
odbijaja, trafiajac do réznych detektoréw.

W pozostatych dwéch przypadkach jeden przechodzi,

a drugi sie odbija (lub na odwrét), trafiajac

do tego samego (jednego z dwdch) detektora. Jednak

na skutek interferencji fotony zawsze kieruja sie

do tego samego detektora (interferencja konstruktywna),
nigdy do dwéch réznych (interferencja destruktywna).

Oczywiscie, efekt wystepuje o tyle, o ile fotony docieraja
do lustra polprzepuszczalnego jednoczesnie.

W eksperymencie obserwuje sie zanik rejestracji fotonéw
w réznych detektorach w miare dostrajania tej
jednoczesnosci.

W pracy [1] opublikowano wyniki analogicznego
eksperymentu wykonanego dla atoméw *He. Para
atoméw jest wybijana z kondensatu Bosego—Finsteina

w gére, z réznymi predkosciami (12,1 cm/s oraz 7cm/s),
wzdtuz osi gléwnej elipsoidalnego kondensatu poprzez
oddzialtywanie z przemieszczajaca sie siecig optyczna.
Nastepnie putapka optyczna utrzymujaca kondensat oraz
ta dodatkowa sie¢ sa wytaczane, a atomy zaczynaja
spadaé¢ swobodnie w kierunku detektora.
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Po 500 mikrosekundach od wybicia wlaczana jest druga
sie¢ optyczna, od ktérej atomy odbijaja sie (dyfrakcja
Bragga) w taki sposob, ze po okoto 500 mikrosekundach
znajduja si¢ w tym samym miejscu. Wtedy ta druga sie¢
wlaczana jest jeszcze raz na potowe poprzedniego czasu,
realizujac funkcje lustra pélprzepuszczalnego. W ten
sposob atomy poruszaja sie po réznych trajektoriach az
do momentu, w ktérym z réwnym prawdopodobienstwem
moga pozosta¢ na swojej trajektorii lub przeskoczy¢

na druga. Synchronizacje mozna regulowaé poprzez
dobor okresu miedzy realizacja odbicia od krysztatu
optycznego (sieci optycznej) oraz realizacja lustra
polprzepuszczalnego za pomoca tego krysztatu.

Zgodnie z oczekiwaniami obserwowany jest zanik
czestosci zliczen rozdzielonych w czasie (odpowiednik
dwéch detektoréw w oryginalnym eksperymencie HOM
z fotonami) dla optymalnego dostrojenia.

Wiynik nie jest zaskoczeniem. Jest natomiast w jawnej
sprzecznoéci z niekwantowa intuicja (zbiorem przesadéw
przyswajanym w procesie standardowej edukacji).

Za swoje glowne osiagniecie autorzy uznaja realizacje
dwuatomowego zrédta. Wskazuja, ze wyrazisto$é¢ tego
typu interferencji moze by¢ uzyta do oceny jakosci takich
zrodet. Moga one doprowadzi¢ do podobnego rozwoju
w szeroko pojetej dziedzinie przetwarzania informacji
kwantowej, do jakiego doprowadzily zrédta dwufotonowe.

Piotr ZALEWSKI

[1] R. Lopes, A.Imanaliev, A. Aspect, M. Cheneau, D. Boiron oraz
C.I. Westbrook, Atomic Hong—Ou—Mandel experiment, Nature,
2015, 520(7545):66; DOI: 10.1038/nature14331.
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Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe 0séb, ktére
nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwoéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegdlowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 600, 601
Redagugje Elzbieta ZAWISTOWSKA

600. Naczynie o objetosci 2V = 20 1 rozdzielone jest na dwie réwne czesci
nieruchoma przegroda. Do jednej czeéci naczynia wprowadzono argon o masie
my = 20 g, do drugiej wodor o masie my = 2 g. Przez przegrode moze przenikaé
tylko wodor. Jakie cidnienia ustala si¢ w obu czeéciach naczynia po ustaleniu sie
stanu réwnowagi? Temperatura w czesci naczynia zawierajacej argon wynosi

T1 = 300 K, w drugiej czesci T, = 600 K. Masy molowe argonu i wodoru sa
odpowiednio réwne my = 40 g/mol, my = 2 g/mol.

601. Miedzy dwoma osrodkami o wspélczynnikach zalamania ng > 1in; =1
znajduje sie warstwa o$rodka, w ktérym wspotezynnik zatamania zmienia sie
zgodnie ze wzorem n = ngy/1 — y/H, gdzie H = const (patrz rys. 1). Grubosé
warstwy wynosi h = H(1 —1/n3). Z oérodka o wsp6lezynniku zalamania ng
wpada do niejednorodnej warstwy promien $wiatta. Dla jakich wartosci kata ag
promien wroci do optycznie gestszego osrodka? Dla jakiej wartosci tego kata
odleglo$¢ miedzy punktami wejscia i wyjscia promienia bedzie najwigksza?

(Wskazdéwka: rozwaz ruch punktu materialnego, ktéry porusza si¢ po torze promienia.)

Rozwigzania zadan z numeru 2/2015

Przypominamy tres¢ zadan:

592. Uklad sklada si¢ z dwdéch cienkich soczewek o wspdlnej osi optycznej: skupiajacej o ogniskowej
f1 =3 cm i rozpraszajacej o ogniskowej fo = —2 cm, ustawionych w odlegtosci d = 6 cm. Przedmiot
znajduje si¢ w odlegtosci 1 = 4 cm od soczewki skupiajacej. Znalezé konstrukcyjnie polozenie obrazu
po przejsciu promieni przez uktad.

593. Cienki, nierozciagliwy tancuszek o zaniedbywalnie malych ogniwach przerzucony jest przez
nieruchomy bloczek (zob. rys. 4). Konce zwisajacych z bloczka czesci laficuszka lezg na stole

i na podtodze, przy czym cze¢s$¢ lezaca na stole jest wystarczajaco dluga i utozona w maty kopczyk
wokol punktu A (odcinek AA; jest pionowy). Znalezé ustalona predko$é wiszacej czesci tanicuszka.
Blat stolu znajduje sie na wysokosci h nad podloga. Tarcie zaniedbujemy.

592. Niech pierwszy promien wychodzacy z przedmiotu przechodzi przez ognisko soczewki
skupiajacej, jego dalszy bieg przedstawiony jest na rysunku 2. Drugi promien przechodzi
przez srodek soczewki skupiajacej, chcemy znalezé jego kierunek po przejéciu przez soczewke
rozpraszajaca. Wiemy, ze gdy na soczewke rozpraszajaca pada rownolegla wiazka swiatta
pod pewnym katem do osi optycznej, przedtuzenia promieni przechodzacych przez soczewke
przecinaja si¢ w jej plaszczyznie ogniskowej (rys. 3). Na rysunku 2 narysujmy trzeci promien
pomocniczy, ktéry przechodzi przez srodek soczewki rozpraszajacej rownolegle do promienia
drugiego. Przedtuzenie promienia 2 przecina si¢ z promieniem 3 w plaszczyZnie ogniskowej
soczewKki rozpraszajacej, a z promieniem 1 tam, gdzie znajduje sie szukany obraz przedmiotu.
Aby sprawdzi¢ poprawnos¢ konstrukcji, mozemy wykonaé obliczenia. Obraz w soczewce
skupiajacej powstaje w odleglodci y1 = z1f1/(z1 — f1) = 12 cm. Jest on przedmiotem
pozornym dla drugiej soczewki: z2 = d — y1 = —6 cm. Odlegtosé obrazu od drugiej soczewki
y2 = —3 cm. Jest to obraz pozorny, ktéry znajduje sie miedzy soczewkami w $rodku
odlegtosci miedzy nimi.

593. Niech p oznacza mase jednostki diugosci tancuszka, a | dtugo$é jego odcinka ADB.
Oznaczmy przyspieszenie, z jakim porusza sie w pewnej chwili czasu wiszaca cze$¢ tancuszka,
przez a, natomiast jej predkos¢ w tej samej chwili przez v. Rownanie ruchu odcinka BC'
tanicuszka ma postaé: pha = phg — Fg, rownanie odcinka ADB: pla = Fp — Fa, gdzie

F5 i Fp sa sitami naprezenia tancuszka odpowiednio w punktach A i B. Stad

F4 = ph(g — a) — pal. Rozwazmy bardzo krétki przedzial czasu At. W tym czasie unosi sie
ze stotu odcinek tanicuszka o masie Am = pvAt. Zmiana pedu tego odcinka Amwv = FaAt,
stad pv? = Fa. Ustalona predko$é tanicuszka, gdy a — 0, wynosi vmax = /gh.
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Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
689 (WT = 1,60) i 690 (WT = 2,45)
z numeru 11/2014

Wojciech Maciak Warszawa 43,85

Piotr Kumor Olsztyn 43,67
Marek Spychata Warszawa 42,75
‘Wojciech Tobis Praszka 38,82
Grzegorz Karpowicz Wroctaw 35,79
Pawet Najman Krakéw 31,92
Janusz Olszewski Warszawa 31,86
Krzysztof Maziarz  Krakéw 31,40

Zadania z matematyki nr 703, 704
Redaguje Marcin E. KUCZMA

703. Dany jest czworokat wypukly ABCD, w ktérym katy wewnetrzne przy
wierzcholtkach A oraz C' sg rowne, przy tym ostre. Punkty P, @, lezace
odpowiednio na pélprostych AB~, AD™, sa wyznaczone przez warunki

|CP| = |CQ| = |CA|. Wykazaé, ze dlugosé odcinka PQ nie przekracza obwodu
tréjkata ABD.

704. Wyznaczy¢ najwigkszg liczbe A oraz najmniejsza liczbe B, takie ze dla
kazdej czworki liczb rzeczywistych a, b, ¢, d spelniona jest nier6wnos$é
A-(a®>+ 0+ 4 d?) <ab+2bc+cd < B-(a® +b* + 2 +d?).

Zadanie 704 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krakowa.

Rozwigzania zadan z numeru 2/2015

Przypominamy tres¢ zadan:
695. Znalezé wszystkie pary wielomianéw rzeczywistych P, @, spelniajace rownanie

Px?—xz+1) N Qz* +x+1)

- - dla x € R.
2 —z+1 2 4+ +1

696. Wyznaczy¢ najwigksza mozliwg liczbg punktéw, jakie mozna rozmiesci¢ na plaszczyznie tak, by
kazde trzy sposrdod nich byly wierzchotkami tréjkata réwnoramiennego.

695. Oznaczmy przez L(z) oraz R(x) lewa i prawa strone postulowanego réwnania
Lz)= (2 +2+ 1P’ —z+1)=(z° —2+1)Q(z° + 2+ 1) = R(x).

Przyjmijmy, ze P, Q nie sa wielomianami zerowymi. Jasne, ze muszg mieé¢ jednakowy
stopien n > 1 oraz réwne wspoétczynniki wiodace:

P(z) =ax" + F(z), Q(z)=ax"+ G(z)

F, G — wielomiany stopni <n — 1.

(a # 0);

Tak wiec
P@®—z+1)=a@ -2+ )"+ F@*—2+1) =
= az®™ — naz® ! 4 (wielomian stopnia < 2n — 2);
Qi +z+1)=a@@+2+ )"+ G@*+2+1) =
= ax® + naz®" "' + (wiclomian stopnia < 2n — 2);
i dalej

L(x) = az® 2 + (a — na)x®™ T + (wielomian stopnia < 2n);
R(z) = az®™*? 4 (na — a)z® "' + (wielomian stopnia < 2n).
Stad a —na =0, czyli n = 1, czyli P(z) = az + b, Q(z) = azx + c. Podstawiajac
w wyjéciowym réwnaniu = 0 oraz z = 1, otrzymujemy zaleznosci b = c oraz
3(a +b) = 3a + ¢, skad b = ¢ = 0. Ostatecznie wiec P(z) = Q(x) = ax; przyjelismy, ze

696. Wierzchotki oraz $rodek pieciokata foremnego daja
przyktad széstki punktéw o podanej wiasnosci. Pokazemy, ze
siedmiu punktéw nie da sie rozmiesci¢ w wymagany sposéb.

Przypusémy, ze jest to mozliwe i niech A, B beda dwoma
punktami z tej sibdemki, ktérych odlegtosé jest maksymalna.
Pozostate punkty leza w ,soczewce”, ograniczonej tukami
okregéw o srodkach A, B i promieniu |AB|. Skoro kazdy

z tych pieciu punktéw ma wraz z A, B tworzy¢ tréjkat
réwnoramienny, moga one leze¢ jedynie na owych tukach oraz
odcinku XY, taczacym ich wspélne konce. Na samym
odcinku XY leza co najwyzej dwa punkty (tréjka
wspélliniowa nie tworzy tréjkata). Pozostale trzy punkty leza
na tukach XAY, XBY (bez koficow X, Y).

Nie mogg wszystkie trzy leze¢ na jednym z tych tukéw,
np. XAY, bowiem wraz z punktem A daloby to czwérke
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a # 0 — wszelako dla a = 0 dostajemy pare wielomianéw zerowych, ktore tez sa
rozwigzaniem. Oczywiscie kazda para postaci P(z) = Q(z) = az (a € R — dowolna
B stala) spelnia zadane réwnanie.

punktéw, sposréd ktérych pewne trzy nie tworzytyby trdjkata
réwnoramiennego. Zatem na jednym tuku, np. XAY, lezy
jeden punkt C, za$ na tuku XBY dwa punkty D, F.
Przyjmijmy, ze C lezy miedzy A i X.

Kazdy punkt tuku BY jest oddalony od C' o odcinek dtuzszy
niz |AB|, wiec D, E muszg by¢ punktami tuku BX. Kazdy

z odcinkéw AC, CD ma wtedy dtugo$é mniejsza niz |AD)|

(= |AX| = |AB|); warunek réwnoramiennosci tréjkata AC'D
wymusza réwnos$é¢ |AC| = |CD|. Zastepujac w tym rozumowaniu
D przez E, dostajemy réwnosé |[AC| = |C'E|. Wobec tego

|CD| = |CE|. To juz jest oczekiwana sprzeczno$é, bo jedynym
punktem huku XAY', potozonym w réwnych odleglosciach

od D i E, czyli na symetralnej odcinka DFE, jest punkt A.

Stad odpowiedz: najwieksza liczba punktéw, o jakich mowa
w zadaniu, wynosi szes¢.



Fotomontaz: M. Kenworthy/Leiden

Budowe pierscieni J1407b poznano
podczas analizy krzywej zmian blasku
gwiazdy zaé¢miewanej przez planete

i pierScienie.

Prosto z nieba: Wtadca pierscieni

Saturn, planeta 8,5 raza wieksza od Ziemi i wazaca prawie

100 razy wiecej, wyréznia sie na tle innych charakterystycznymi
pierscieniami. Pozostale trzy gazowe giganty Ukladu Stonecznego
rowniez maja pierscienie, jednak te otaczajace Jowisza, Urana

i Neptuna sg o wiele mniejsze i rzadsze od pierscieni Saturna,
dlatego zostaly odkryte dopiero podczas misji satelitarnych w latach
70. XX wieku. Pierscienie skladaja sie z niewielkich czastek
lodowych i skalnych o réznych rozmiarach (od pm do m); sa przy
tym niezwykle cienkie (grubo$é rzedu km przy promieniu rzedu
kilkudziesieciu tysigcy km). Ich stabilno$é¢ w dlugiej skali czasowej
jest zapewniona przez obecnos¢ ,satelitéw pasterskich”,
znajdujacych si¢ z pierscieniami w rezonansie orbitalnym. Ksiezyce
te odpowiadaja takze za obserwowane ,przerwy” w pylowym dysku.
Mimo wielu badan nie jest do konica jasne, czy pierScienie sg
zjawiskiem niedawnym, przejSciowym, czy tez pozostaloscia

po burzliwej historii wezesnego Uktadu Stonecznego.

Przyktad naszego uktadu planetarnego pokazuje, ze pierscienie to naturalna
cecha gazowych gigantéw — tego typu formacje powinny znajdowaé sie tez

wokél wielu egzoplanet. Na cale szczescie od paru lat trwa zlota era masowych
odkry¢ pozaziemskich uktadow planetarnych, a obserwatorzy wrecz przescigaja
sie w dostarczaniu danych o obiektach dziwacznych i ekstremalnych. Wystarczy
wspomnie¢ o J1407b (masywnej egzoplanecie lub brazowym karle), wokol
ktorego juz w 2012 r. odkryto zestaw pierscieni tak okazalych, ze w poréwnaniu
z nim Saturn wyglada jak drugoligowy Uran. Uktad pierécieni J1407b rozciaga sie
na 120 mln km, czyli jest okoto 200 razy wiekszy od Saturnowego, dlatego obiekt
szybko zyskal miano ,super-Saturna na sterydach”. Gdyby J1407b zastapit
Saturna w Ukladzie Stonecznym, bylby dobrze widoczny na niebie nawet za dnia,
a jego rozmiar katowy wielokrotnie przewyzszalby rozmiar tarczy Ksiezyca
(ilustracja powyzej). Super-Saturn wchodzi w sklad mtodego ukladu planetarnego:
system pierscieni powstal niedawno, o czym $wiadczy ich duza masa, szacunkowo
rowna masie Ziemi. Badacze spekuluja, ze w ciagu paru milionéw lat pierscienie
super-Saturna beda zanika¢ kosztem formujacych si¢ egzoksiezycow.

Niebo w czerwcu

Czerwiec rozpoczyna si¢ pelnia Ksiezyca (2 VI). Dzient
przed pelnia Ksiezyc przemknie obok Saturna (0,9™)

— odleglo$¢ koniunkeji wyniesie 1,5°. Druga, podobna
koniunkcja bedzie mieé¢ miejsce 29 VI. By obserwowaé te
zjawiska, nalezy wieczorem skupi¢ wzrok na kierunku
wschodnim (wysoko$é, na ktérej zajdzie koniunkcja,
bedzie, niestety, niewielka, okoto 20°), odszukujac przy
okazji gwiazdozbiér Wagi i charakterystyczne szczypce
Skorpiona z czerwonym Antaresem, wynurzajace si¢

w tym czasie spod wschodniego horyzontu.

Pare dni p6Zniej (5 VI) bedziemy mieli okazje
obserwowa¢ Wenus w momencie najwickszej elongacji
wschodniej. Planeta bedzie $wieci¢ bardzo jasno (—4™)
w odlegltosci okoto 45° od Stonca, w najwyzszym

z punktu widzenia ziemskiego obserwatora punkcie
swojej orbity. 13 VI Wenus znajdzie sie blisko dobrze
widocznej golym okiem (jasno$é 3,7™) gromady otwartej
M44 (Z16bka) w gwiazdozbiorze Raka; odlegloéé na sferze
niebieskiej pomiedzy tymi obiektami wyniesie okoto 0,5°.
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Roéwniez w gwiazdozbiorze Raka, nieco powyzej Wenus
i w kierunku potudniowym znajdziemy bardzo jasnego
Jowisza (—1,7™).

Kolejne wydarzenia czerwcowego nieba to: néw Ksiezyca
16 VI oraz przesilenie letnie 21 VI (o godzinie 18:38) —
noc z 21 na 22 VI bedzie w tym roku najkrotsza. Kilka
dni pdézniej Merkury o jasnosci 0,6™ oddali sie na
maksymalng odlegto$é po zachodniej stronie Stonica
(22°, najwieksza elongacja zachodnia). Obserwacje
nalezy przeprowadzi¢ wezesnym rankiem, w porze
wschodu Stonca, czyli okoto 4:30 rano.

Wspomnianego na poczatku Saturna mozemy
wykorzystaé¢ takze do namierzenia stabego roju

Theta Ophiuchid, ktérego radiant w Wezowniku znajduje
sie powyzej i w kierunku wschodnim od czerwcowej
pozycji planety. Aktywno$é roju nie jest wielka (pare
zdarzen na godzing), ale maksimum przypadajace

w polowie miesiaca w czasie niezbyt jasnego Ksiezyca

daje szanse na obserwacje bolidéw.
M. B.
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1. Prostokatny pasek papieru mozna przykryé pewnym kotem. Pasek ten sktadamy

;b\\‘ wzdluz dowolnej prostej (rys. 1). Czy nadal mozna go przykry¢ tym samym kolem?
Rys. 1

78 2. Czy trojkat moze zmiesci¢ sie w kole mniejszym od kota na nim opisanego?

™N 3. a) Kwadrat o boku 2 dzielimy na cztery kwadraty jednostkowe i w kazdy z nich
wpisujemy koto. Kolo K ma srodek w érodku kwadratu i jest styczne zewnetrznie

do kazdego z pozostalych k6l (rys. 2). Wyznacz jego promien r.

b) Wyznacz promien analogicznej kuli K dla szeScianu o krawedzi 2 i oémiu kul
o drednicy 1 (rys. 3).

¢) Wyznacz promieft analogicznej n-wymiarowej kuli K dla n-wymiarowego
hiperszedcianu o krawedzi 2 i 2" kul n-wymiarowych o érednicy 1.

4. Poczta w Becwalonii nie przyjmuje do przesylki paczek dtuzszych niz 1 metr;
firmy kurierskie akurat strajkuja. Pan Fletowski chce przestaé pilnie swéj cenny
flet o dlugosci 1,65 m. Czy istnieje mozliwos¢ przestania fletu?

5. Poczta w Pudelkolandii przewozi tylko prostopadlo$cienne paczki, a oplata

za przesyltke rowna jest sumie dhugoéci, szerokoéci i wysokoéci opakowania. Czy
Analogiczny problem dla czworoscianéw — mozna zaoszczedzi¢, umieszczajac pudetko o wiekszej sumie dtugosci wymiaréw
opisano w deltoidzie 9/2010. wewnatrz pudetka o mniejszej sumie?

Rozwigzania
R1. Tak. Kolo przykrywajace pasek mozna sktadaé¢ wraz z nim, wtedy ztozony
pasek miesci sie w ztozonym kole, ktore mozna przykryé¢ kotem nieztozonym. O
R2. Tak, dowolny tréjkat rozwartokatny zmiesci sie w kole, ktérego $rednica jest
jego najdtuzszy bok — cigciwa kola opisanego. [

Rys. 2

R3. a) Srednica kazdego z czterech kol réwna jest 1, a przekatna kwadratu
jednostkowego ma dlugosé v/2, stad r = %(\/5 -1).0

b) Srednica kazdej z oémiu kul réwna jest 1, a przekatna szedcianu jednostkowego
ma dlugoé¢ v/3, stad r = 1(vV3 —1). O

c) Srednica kazdej z 2 kul réwna jest 1, a przekatna hiperszescianu jednostkowego
ma dlugosé v/n, stad r = 2(v/n—1). O

Dla n > 4 uzyskujemy r > %, wiec ,mala” kulka K jest wigksza od kazdej
z ,duzych” kul, a dla n > 9 mamy r > 1, czyli kula K wystaje poza hiperszescian!

R4. Tak. Pan Fletowski moze umiesci¢ flet wzdtuz gtéwnej przekatnej szeSciennego
pudta o krawedzi diugoéci 1 m — jej dtugoéé to v/3 ~ 1,73 m. O

R5. Nie. Rozwazmy e-otoczke pudetka o wymiarach a x b X ¢, czyli zbior ztozony
z wszystkich punktow z jego wnetrza oraz punktéw odleglych od niego o mniej
niz e (rys. 4). Ma ona ksztatt wiekszego prostopadloscianu o zaokraglonych

Ve ~N krawedziach i rogach. Jej objetosé réwna jest
abe (objetosé wyjsciowego prostopadloscianu) +
b + 2(ab + be + ca)e (objetosci prostopadioscianéw zbudowanych na $cianach) +
n + (a + b+ ¢)me? (fragmenty na réwnoleglych krawedziach sumuja sie
NG / do walcéw o promieniu podstawy €) +
Rys. 4. e-otoczka prostokata, jej pole + %71'53 (fragmenty na rogach prostopadloécianu sumuja sie do kuli o promieniu ¢).

réwne jest ab + 2(a + b)e + me?. . . . . L,
Zauwazmy, ze jesli pudetko o wymiarach d x e x f da si¢ wlozyé¢ do pudetka

o wymiarach a X b X ¢, to réwniez e-otoczka pierwszego miesci sie w e-otoczce
drugiego. To z kolei oznacza, ze réznica objetosci jest nieujemna:

4 4
abc + 2(ab + be + ca)e + (a + b+ c)re? + §7r63 —def —2(de+ef + fd)e — (d+ e+ f)me? — —me® > 0.

3
Zatézmy, ze a + b+ ¢ # d + e + f. Powyzsza réznica objetosci jest woéwczas
Zadanie 4 pochodzi z ksigzki wielomianem stopnia 2 zmiennej €. Skoro ma on wartosé nieujemna dla kazdego
K. Ciesielskiego 102 zadania dla malych, . . . . , . . . .
srednich i duiych sympatykéw € > 0, to musi mie¢ dodatni wspdlczynnik przy najwyzszej potedze e. Stad
matematyki, Omega, 2012. a+b+c>d+ e+ f, co konczy dowod. I
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