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*Instytut Matematyki Stosowanej
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

O spinach i genach Jacek MIEKISZ®

Czego mozna sie nauczyé, studiujac na Wydziale Matematyki, Informatyki
i Mechaniki UW?

Odpowiedz krétka: wszystkiego tego, co mozna sformutowaé precyzyjnie
w jezyku matematyki, czyli wszystkiego.

Odpowiedz praktyczna: tego, czym si¢ zajmuja nasi pracownicy — kilka
przykladéw przedstawimy w tym i nastepnych artykutach.

Odpowiedz konkretna: na przyklad, zachowania si¢ uktadow wielu
oddzialujacych obiektow. Ja zajmuje sie tym przez cale zycie, ciagle tym samym,
a jednak za kazdym razem czyms$ innym. Na poczatku byly to oddziatujace
atomy oraz czasteczki tworzace krysztaly i inne cialta stale, potem nastal czas
graczy (czasami nazywanych agentami) — czyli ludzi lub zwierzat — w teorii gier
ewolucyjnych, a teraz sa to gléwnie biatka w matematycznych modelach
regulacji genow.

Kazdy z tych obiektéw oddzialuje z innymi obiektami znajdujacymi sie

w pewnym sasiedztwie. Zachowanie danego obiektu zalezy od jego potozenia,
predkosci i innych charakterystyk, zwanych stanami tej czastki lub osobnika, ale
tez od stanu obiektow, z ktorymi oddzialuje. Ruch oddziatujacych czastek
opisuja rownania Newtona — rownania rézniczkowe II zasady dynamiki znane
Wam z liceum (zapewne bylicie nieSwiadomi, ze spotkalidcie juz wtedy na swojej
drodze réwnania rézniczkowe). Przypomnijmy: zmiana stanu danego obiektu
zalezy od jego stanu i od stanéw wszystkich obiektéw, z ktérymi oddziatuje,

a zmiana ich stanéw zalezy od stanu danego obiektu itd., itd. W tym momencie
by¢ moze niektorym z Was przypominajg sie wypowiedzi Russella Crowe’a,

czyli Johna Nasha z filmu Piekny umysi. Jak chcecie si¢ dowiedzie¢, czym réznia
sie rownowagi Nasha oddziatujacych graczy od stanéw réwnowagowych
oddzialujacych czastek w fizyce statystycznej, to przyjdzcie na nasz wydzial,
niecierpliwym polecam notatki do wykladu Modele matematyki stosowanej [1].

W uktadach bardzo wielu oddzialujacych obiektoéw niemozliwe jest $ledzenie
kazdego z nich, niemozliwe jest analityczne rozwigzanie odpowiednich réwnan,
a nawet gdybysmy rozwiazali je numerycznie, to bylibySmy przyttoczeni
kosmiczna iloécig danych liczbowych. Naszym celem moze by¢ obliczenie
Sredniego zachowania, czyli — jak to méwig matematycy — wartosci oczekiwanej.
I to, niestety, tez jest trudne zadanie.

Nadszedl czas, aby przedstawi¢ gléwnego aktora naszej opowiesci — pole Srednie.
Oto6z niezwykle prosty pomyst polega na tym, aby oddzialywanie danego obiektu
z innymi obiektami przedstawi¢ jako oddzialywanie danego obiektu

z (nieznanym) $rednim otoczeniem wytworzonym przez pozostale obiekty.
Powtérzmy: otrzymany w ten sposéb uklad to jeden obiekt oddzialujacy

z uérednionym otoczeniem. W tak prostym ukladzie wzglednie tatwo jest obliczy¢
jego éredni stan. Otrzymany wzor zawiera nieznane pole Srednie, a wiec jest

de facto rownaniem na nieznang wartos¢ pola $redniego. Mozemy rozwiazaé to
rownanie, czyli — jak moéwia fizycy — samouzgodnié¢ pole $rednie, ktore musi by¢
roéwne éredniemu stanowi naszego wyjsciowego obiektu.

Proste, nieprawdaz? Ale, jak powszechnie wiadomo, diabel tkwi w konkretnych
przyktadach. Zobaczymy, ze nie taki on straszny.

Przyklad 1: Dlaczego istnieje magnes? Fizycy wiedza, ze podgrzany magnes
traci swoje wlasnosci magnetyczne. Zjawisko to stara sie wyjasnic¢ teoria ciala
stalego, dzial fizyki zajmujacy sie wlasnoéciami cial makroskopowych. W bardzo
duzym uproszczeniu przyjmujemy, ze namagnesowanie ciala jest suma wektorowa
malych magneséw zwiazanych z jego poszczegélnymi atomami. Z jednej strony,
sity oddzialywan pomiedzy magnesikami prowadza do ich utozenia wzdtuz
jednego kierunku. Sasiednie magnesiki lubig uktadaé si¢ w tym samym kierunku
(wtedy maja najmniejsza energie i tak — od sasiada do sasiada — ta cheé
nasladowania trafia do wszystkich). Z drugiej strony, ruchy cieplne atoméw
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Rys. 1. Namagnesowanie jako funkcja
temperatury.

zaburzaja ten idealny porzadek. Wynikiem tych dwoch przeciwstawnych
oddzialywan jest ustalenie sie rownowagowego namagnesowania ciala.
Wynikaloby z tego, ze namagnesowanie jest malejaca funkcja temperatury,
zbiegajaca do zera wraz z jej wzrostem. Okazuje sie jednak, jak to widzimy

na rysunku 1, ze istnieje temperatura krytyczna, tak zwana temperatura Curie,
powyzej ktorej ciato catkowicie traci wlasnosci magnetyczne — mamy

do czynienia z przejsciem fazowym. Nasze pierwsze ¢wiczenie w uzywaniu pola
$redniego pozwoli nam wyjasni¢ to niezwykle ciekawe i nieintuicyjne zjawisko.

Magnes matematyczny — ferromagnetyczny model Isinga. W modelu
Isinga oddzialujace obiekty — magnesiki — umieszczone sa w weztach regularnej
kraty sze$ciennej Z3, gdzie Z jest zbiorem liczb catkowitych. W kazdym wezle
i € Z3 umieszczamy matematyczna reprezentacje o; magnesiku, zmienng mogaca
przyjmowaé¢ dwie wartosci: +1 (magnesik skierowany do goéry) i —1 (magnesik
skierowany do dotu). Zmienna o; nazywamy spinem w wezle i. Niech A C Z3
bedzie skoficzonym podzbiorem wezléw naszej kraty. 24 = {+1, —1}* jest
zbiorem konfiguracji na A, czyli zbiorem wszystkich funkcji przypisujacych
weztom spin skierowany do géry lub do dotu. A teraz najwazniejsza rzecz: jak
oddzialuja ze soba spiny. O tym méwi hamiltonian, czyli funkcja na 24
przypisujaca energie konfiguracjom na A. Przyjmujemy, ze oddzialuja ze soba
spiny, ktore sg najblizszymi sasiadami,

HA:— Z O'z'O'j—hZO'i,
(6,4),8,5€A icA
gdzie (i,7) jest para najblizszych sasiadéw, a h > 0 jest zewnetrznym polem
magnetycznym.

Hamiltonian w mechanice klasycznej oddziatujacych czastek jest sumg ich energii
kinetycznych i energii potencjalnej oddziatywan miedzy nimi. W powyzszym
wyrazeniu nie uwzgledniamy energii kinetycznej.

Nasz uktad spinowy podlega nieustannym ruchom cieplnym i w zwiazku z tym
nawet w rownowadze jest ukladem stochastycznym. Powinni$my wiec okresli¢
prawdopodobienstwa przebywania uktadu w kazdym z mikroskopowych standw,
czyli elementéw zbioru £2,4. Wszelkie makroskopowe wielkosci fizyczne, takie jak
energia czy namagnesowanie ukladu, sa wigc zmiennymi losowymi na 2,4.
Interesowaé nas beda wartosci oczekiwane tych zmiennych losowych.
Whprowadzamy nastepujacy rozktad prawdopodobienstwa,
X e % Ha(X)
P10, A(X) = mv

gdzie T jest temperatura ukladu, czyli miara jego ruchéw cieplnych, a

Z(T,h, A) Z e~ THAX)
XenNa
jest czynnikiem normalizujacym prawdopodobienstwo. W fizyce Z(T, h, A)
nazywane jest sumg statystyczng, natomiast pr p 4 — wielkim rozkladem
kanonicznym albo stanem Gibbsa. Ciekawy $wiata Czytelnik moze znalezé
uzasadnienie wprowadzenia takiego, a nie innego rozktadu prawdopodobienstwa
we wspomnianych juz notatkach.

Definiujemy teraz zmienng losowsa namagnesowania uktadu:

Y e

€A
Aby unikngé niepotrzebnych, drugorzednych probleméw technicznych,
wprowadzamy periodyczne warunki brzegowe, a wiec zwijamy A
w trojwymiarowy torus. Na wartos$¢ oczekiwang m zmiennej losowej M w stanie
Gibbsa otrzymujemy wtedy wyrazenie
_— Yo Xean UO(X)e% (Zu,weA ai(X)oi (X)+h Y2, oi(X)) |

Z(T,h,A)
gdzie 0 jest dowolnym weztem, 0 € A.
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Rys. 2. Graficzne rozwigzanie réwnania
pola éredniego (1).

Wystepowanie w sumie Y (i,j) Oi0 iloczynéw o;0;, a wiec oddzialywan miedzy
spinami, nie pozwala znalez¢ wzoru na m. Na pomoc przychodzi pole Srednie.
Zmieniamy ¢; w powyzszych iloczynach na (nieznang) warto$é oczekiwana m.
Kazdy spin oddzialuje z szeScioma sasiednimi spinami, co oznacza, ze
zastepujemy > (i,j) Oi0; Drzez > ica 3mo; (uwaga: aby nie uwzgledniaé dwa razy
oddzialywania pomiedzy spinami w wezlach i i j piszemy 3 zamiast 6). Czytelnik
tatwo zauwazy, ze zaréwno licznik, jak i mianownik mozna przedstawic

za pomocg odpowiednich iloczynéw, i po prostych przeksztatceniach otrzyma
rownanie

Zauwazmy, ze zewnetrzne pole magnetyczne h zostalo zmodyfikowane przez
$rednie pole 3m, ktére interpretujemy jako efektywne pole pochodzace

z uérednienia oddzialywan danego spinu. JesteSmy w szczegdlny sposob
zainteresowani przypadkiem zerowego pola zewnetrznego, h = 0, to znaczy
namagnesowaniem spontanicznym. Aby dosta¢ w takim przypadku
samouzgodniona warto$¢ m, musimy rozwiazaé¢ rownanie

3m
1 = tgh —.
(1) m = tgh —

Mozemy je rozwiazaé graficznie. Znajdujemy przecigecie wykresu funkcji

f(m) =tgh 377” i linii prostej y = m (patrz rysunek 2). Latwo zauwazy¢, ze dla
T > 3 oba wykresy przecinaja sie tylko w jednym punkcie m = 0. Jedli jednak

T < Te = 3, wykresy przecinaja sie w trzech punktach i w ten sposdb dostajemy
trzy rozwiazania: m = 01 m = +mg(T), gdzie mo(T) jest dodatnim
namagnesowaniem. T¢ jest krytyczna temperatura Curie, w ktorej zachodzi
przejscie fazowe. Rysunek 1 to wniosek z rysunku 2; nasz cel zostal osiagniety.

Mozna udowodnié¢, ze dla T' < T rozwigzanie m = 0 jest termodynamicznie
niestabilne. Wspoélistnienie dwéch rozwiazan m = +mg(7T') jest wynikiem
symetrii hamiltonianu (w przypadku zerowego pola zewnetrznego, h = 0)

ze wzgledu na odwrécenie spinéw o; — —o;. Oznacza to, ze w temperaturze
nizszej od krytycznej wspolistnieja dwa makroskopowe stany réwnowagowe
naszego magnesu.

Przyktad 2: Samoograniczajacy sie gen. Produkcja bialek w komorkach jest
wynikiem réznych biochemicznych proceséw. Umozliwiaja one réznicowanie sig
komérek i ich odpowiedZ na zmieniajace si¢ Srodowisko. O tym, jakie biatko
powstanie, decyduje informacja genetyczna zapisana w DNA. W najprostszym
modelu produkcji biatka, czyli — jak to méwia biolodzy — ekspresji genu,

w kazdym momencie moze zaj$¢ jedno z dwoch zdarzen: produkcja lub
degradacja jednej czasteczki biatka. Opisujemy to matematycznie
stochastycznymi procesami urodzin i $mierci. W procesie takim stan komérki
w kazdej chwili jest okreslony przez liczbe czasteczek biatka. Zmiany stanu

w czasie zachodza z odpowiednimi prawdopodobienstwami. Zakladamy, ze jesli
w czasie t w komorce bylo n czasteczek bialka, to

e Prawdopodobiefistwo produkeji (urodzin) jednej czasteczki w odcinku
czasowym (t,t+ h) wynosi kh + o(h),

e Prawdopodobienstwo degradacji ($mierci) jednej czasteczki w odcinku
czasowym (t,t + h) wynosi ynh + o(h),

e Prawdopodobiefnistwo wystapienia wiecej niz jednej zmiany (reakcji) w odcinku
czasowym (t,t + h) wynosi o(h),

gdzie k i~ to intensywnosci produkeji i degradacji, a o(h) jest wielkoscia
mniejszego rzedu niz h, to znaczy limp_go(h)/h = 0.

Oznaczmy przez f(n,t) prawdopodobiefistwo tego, ze w komorce w chwili ¢ jest
n czasteczek biatka. Naszym celem jest znalezienie wzoru na warto$¢ stacjonarna,
czyli niezalezng od czasu f(n), albo przynajmniej na wartos$é¢ érednia liczby
czasteczek biatka, > 2 nf(n). Aby co$ obliczy¢, trzeba na to co$ ulozy¢
rownanie i, oczywiscie, potem je rozwiaza¢. By w komorce bylo n czasteczek
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w chwili £ 4+ h, powinno by¢ n — 1 czasteczek w chwili ¢ i jedna czasteczka
powinna by¢ wyprodukowana w czasie h lub n 4 1 czasteczek w chwili ¢ i jedna
czasteczka powinna zdegradowaé w czasie h lub n czasteczek w chwili ¢

i nic nie powinno si¢ zdarzy¢ w czasie h.

Mozemy napisa¢ wyrazenie na prawdopodobienstwo catkowite:

f(n,t+h)=khf(n—1,t)+ (n+ Dvhf(n+1,t) + (1 — kh — nvh)f(n,t) + o(h), dlan>1,
fQO,t+h) =~vhf(1,t) + (1 — kh)f(0,t) + o(h).

N
; . k 7
l: DNA—L>pP——
Rys. 3. Samoograniczajacy sie gen,
a, B, ki, v sa odpowiednio
intensywnosciami odtgczania

i przylaczania biatka do promotora,
produkcji i degradacji biatka.

dfO(nv t)

dt
df1 (n, t)
dt

Przenosimy teraz f(n,t) na lewa strone, dzielimy przez h, przechodzimy

do granicy h — 0, dostajemy pochodna jako granice ilorazu réznicowego, czyli
po prostu predkos¢ zmian prawdopodobienstwa, i ostatecznie otrzymujemy
nieskoniczony uklad réwnan rézniczkowych zwyczajnych:

(2) w =kf(n—=11)+ (n+1)vf(n+1,t) = (k+ny)f(n,t), n > 1,
w :fyf(l,t) —k‘f(O,t),

powiedzmy, z warunkiem poczatkowym f(0,0) = 1. Jest to stynne réwnanie M.

Nie bedziemy go rozwiazywaé. Interesowaé nas bedzie stan stacjonarny f(n),

w ktérym wplywy i wyplywy w ksiggowaniu prawdopodobienstw réwnowaza sie.
Funkcja f(n) jest rozwiazaniem nieskonczonego ukladu réwnan algebraicznych,
opisujacych réwnowage globalna, uzyskanych z (2) przez przyréwnanie do zera
pochodnych czasowych.

Rozwiazemy powyzszy uklad réwnan krok po kroku. Z réwnania na f(0)
dostajemy kf(0) = ~f(1), z réwnania na f(0) i uwzglednieniu poprzedniej relacji
dostajemy kf(1) = 2vf(2). Czytelniku, prosze, sprawdz, ze dla dowolnego n > 1
mamy kf(n) = (n+ 1)vf(n+ 1). Latwo zrozumieé, dlaczego relacje takie
nazywamy warunkami réwnowagi szczegéltowej. Teraz juz szybko zdazamy

do mety, czyli do wzoru na rozktad prawdopodobienstwa f(n). Wyznaczamy
kolejno z powyzszych wzoréw f(n) = f(0)(k/v)™/n! i po uwzglednieniu warunku,
ze suma wszystkich prawdopodobienstw musi by¢ réwna 1, otrzymujemy

RO

Jest to stynny rozktad Poissona.

Ale zycie, czyli biologia, nie jest takie proste. Okazuje sie, ze bardzo czesto gen
sam siebie ogranicza. Dzieje si¢ to w ten sposéb, ze czasteczka biatka moze
zwigzaé sie z pewna czeScia DNA zwang promotorem i ograniczy¢ jego ekspresje,
czyli produkcje nastepnych czasteczek. W modelu matematycznym przyjmujemy,
ze DNA moze znajdowaé si¢ w dwbch stanach: stanie zwiazanym, oznaczanym
przez 11 w stanie wolnym 0. W stanie wolnym produkcja biatka zachodzi

z intensywnoscia kg, a w stanie zwiazanym — z intensywnoscia ky (rysunek 3).

Stan naszej komorki jest teraz dodatkowo opisany przez f;(n), i € {0,1}, i jest
tacznym prawdopodobienstwem tego, ze w komérce w chwili ¢ jest n czasteczek
biatka, a DNA jest w stanie i. Wtedy dla n > 1 réwnanie M ma nastepujaca
postaé:

= kofo(n — 1,t) + (n + D)y fo(n + 1,t) — (ko + ny) fo(n, t) + afi(n,t) — nBfo(n,t),

=k filn—1,t) +nyfiln+1,t) — (k1 + (n — 1)y) fi(n,t) — afi(n,t) + nBfo(n,t),

gdzie « jest intensywnoscia odlaczania biatka od promotora, a § intensywno$cia
przytaczania. Zauwazmy, ze zgodnie z obserwacjami biologicznymi zwiazana
czasteczka bialtka nie ulega degradacji.

Okazuje sie, ze powyzszego uktadu réwnan nie mozemy rozwigzaé¢ nawet w stanie
stacjonarnym. Latwo sprawdzié, ze nie sa spelnione warunki réwnowagi
szczegdlowej. I znowu na pomoc przychodzi pole srednie. Zastepujemy n

w sktadnikach opisujacych przelaczanie sie genu miedzy dwoma stanami przez
jego nieznang warto$¢ oczekiwana.
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m Zadania

D C

Niestety, nadal nie umiemy rozwiaza¢ réwnania M w stanie stacjonarnym (brak
réwnowagi szczegbélowej nadal nam doskwiera), ale przynajmniej dostajemy —
tak jak w modelu Isinga — réwnanie (dokladniej: uklad réwnan) na nieznana
warto$é¢ oczekiwana. Rozwiazujemy rownania i dostajemy wzor na wartos$é
oczekiwana liczby czasteczek biatka w stanie stacjonarnym, a to zawsze cieszy
matematykéw i mamy nadzieje, ze rowniez bedzie cieszy¢ biologéw. Konczy nam
sie czas i przestrzen przeznaczona na rozwazania o polu $rednim dla
samoograniczajacego sie genu, zaciekawionych Czytelnikéw odsytamy znowu

do naszych notatek i do artykulu naukowego [1, 2], a takze do [3].

O innych ciekawych zastosowaniach matematyki mozna przeczytaé¢ w artykutach
Marka Bodnara, Urszuli Fory$ i Pawla Matejka w sierpniowym numerze Delty
w 2014 roku oraz Witolda Sadowskiego w numerze grudniowym. I oczywiscie
przeczytajcie w tym numerze artykut Tadeusza Platkowskiego o dylematach
spolecznych, Wojciecha Niemiry o spacerach i polimerach oraz Piotra Dittwalda
o (nie)prawdopodobnych izotopach. I do zobaczenia na Banacha

(wejscie od Pasteura).

Redaguje Tomasz TKOCZ

M 1456. W trapezie ABCD boki AB i C'D sg rownolegle oraz AB =2-CD.
Punkt E jest srodkiem boku BC' (rys. obok). Udowodnié, ze jesli w czworokat
AFECD mozna wpisaé okrag, to AB = BC.

Rozwiazanie na str. 15

M 1457. Niech x4, ...,x, beda liczbami rzeczywistymi dodatnimi, przy czym
> 3. Dla wygody przyjmijmy dodatkowo, ze x,,+1 = 1, Tpt2 = To.
(a) Udowodnié, ze

n n

Tk Tk41
@) Z g Z Ty Tpy1

x x
o Tetl T v (T

(b) Wykazaé, ze jesli dodatkowo ciag (zx)}_, Jest monotoniczny, to

n

Tk
(2) x Jr X ~ T+ ’
iy Thl k+2 T Tk k+1
oraz
- n
(3 > ————— >+,
) Thi1 + Tt 2

k=1
Rozwiazanie na str. 13

M 1458. Rozstrzygnad, czy dla kazdej liczby catkowitej n > 3 mozna wybraé
n punktow na plaszczyznie tak, aby odlegtos¢ miedzy kazdymi dwoma byla
co najwyzej 1 i byla réwna 1 dla doktadnie n par punktow.

Rozwiazanie na str. 12

Przygotowat Michat NAWROCKI

F 879. Z potudniowego i z péinocnego bieguna ziemskiego wystrzelono
rownoczeénie rakiety z jednakowymi predkosciami poczatkowymi, skierowanymi
poziomo. Po 3 godzinach i 20 minutach rakiety znalazly sie w maksymalnej
odleglosci od siebie. Znalezé te maksymalna odlegtosé. Przyjaé, ze przyspieszenie
ziemskie wynosi ¢ = 10 m/s?, a Ziemia jest kula o promieniu R = 6400 km.
Rozwiazanie na str. 14

F 880. Czasowsa zalezno$¢ natezenia pola elektrycznego fali elektromagnetycznej
o czestosci kotowej w = 2 - 1016 s~1 i amplitudzie modulowanej z czestoécia

2 =2-10% s7! mozna zapisaé jako E = A(1 + cos 2t) coswt (gdzie A to stala).
Zmnalez¢ maksymalna energie elektronéw ,,wybijanych” przez taka fale z atomow
gazowego wodoru, dla ktoérego energia jonizacji wynosi W; = 13,5 eV.
Rozwigzanie na str. 16
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Elektrony (wladnie z powodu ich bardzo
malej masy wzgledem masy nukleonéw)
bedziemy dalej w naszej analizie pomijaé.

W niniejszym artykule skoncentrujemy sie
tylko na izotopach stabilnych,

tj. niepodlegajacych samoczynnemu
rozpadowi, jak to dzieje si¢ w przypadku
izotop6éw promieniotwérczych.

*Instytut Informatyki,
Uniwersytet Warszawski;
Instytut Chemii Organicznej
Polskiej Akademii Nauk

(Nie)prawdopodobne izotopy
Piotr DITTWALD*

Wyobrazmy sobie fabryke czasteczek sktadajacych sie z dwéch atomdw
wodoru (Hs). Inzynier obstugujacy skomplikowana maszynerie zglasza

do magazynu zapotrzebowanie na dwa atomy wodoru, jednak okazuje sie, ze
dostepne sa dwa typy atoméw wodoru (ktére oznaczymy jako 'H oraz 2H),
réznigce si¢ masa (dla typu 'H wynosi ona My 1, za$ dla typu 2H masa jest
réwna My 2). Dodatkowo, inzynier otrzymuje kazdy z tych typéw atoméw
wodoru z wlasciwym temu typowi prawdopodobienstwem (odpowiednio py 1
oraz py,2, przy czym zachodzi réwnosé pu 1 + pu2 = 1).

W rezultacie teoretycznie ta sama czasteczka Hs moze byé wyprodukowana

w réznych odmianach. Zalézmy, ze inzynier chcialby dowiedzieé¢ sie, ktora
czasteczke otrzymal, a jedynym narzedziem, ktére ma pod reka, jest odpowiednio
dokladna waga. Tak wiec (pomijajac kolejno$é atoméw, ktéra nie wplywa

na mase¢) mozliwe sa trzy sytuacje: (a) dwa atomy 'H (o lacznej masie 2My 1);
(b) jeden atom 'H oraz jeden atom ?H o tacznej masie My 1 + My 2; (c) dwa
atomy 2H (o masie 2My 2). Jesli inzynier powtérzy swoje obserwacje dla
dostatecznie duzej liczby czasteczek, to czestosci wystapienia kazdej z sytuacji
(a), (b), oraz (c) beda odpowiadaé¢ prawdopodobiefistwom wynoszacym
odpowiednio (pm,1)?, 2pu,1pH,2, oraz (pu,2)?. Warto podkresli¢ ciche dotad
zalozenie, ze kazdy z wodoréw dostarczany jest niezaleznie, wiec
prawdopodobiefistwa si¢ wymnazaja; dwijka w wariancie (b) wiaze sie z dwiema
mozliwymi konfiguracjami, ktérych nie rozrézniamy w naszej analizie,

tj. 'H2H oraz 2H'H.

Jak sie ma nasza wyobrazona sytuacja do rzeczywistosci? By¢ moze pamietamy
z lekcji chemii, ze atomy (wbrew ich nazwie pochodzacej od greckiego stowa
dtomos, oznaczajacego co$, czego nie da sie juz podzieli¢) skladaja sie z jeszcze
mniejszych cegielek: protonéw i neutronéw (zwanych nukleonami, gdyz tworza
jadro atomowe) oraz duzo od nich 1zejszych elektronéw. Niektére pierwiastki
chemiczne maja swoje odmiany — izotopy — rézniace sie liczba neutronéw.

W przypadku wodoru, podobnie jak w powyzszej historyjce z inzynierem,
obserwujemy dwie odmiany izotopowe: prot (jadro sklada sie z pojedynczego
protonu) i deuter (w jadrze wystepuje jeden proton i jeden neutron),
oznaczane wlasnie jako 'H oraz 2H. Wystepuja one w danym $rodowisku

w ustalonych proporcjach.

Dodajmy, ze przy wyznaczaniu sktadnikow mieszanin mozna postuzy¢ sie¢ bardzo
dokladng ,waga”, tj. spektrometrem mas, ktéry jest w stanie zbadaé ilos¢
substancji o zadanej masie. Bardziej precyzyjnie, spektrometr mas rozdziela
czasteczki wzgledem wartosci wspdlezynnika m/z, tj. stosunku masy do ladunku
— mierzone sa tylko naladowane czasteczki; warto$é m/z oblicza sie

np. na podstawie czasu, jaki potrzebuje czasteczka na pokonanie okreslonej drogi
w polu elektrycznym. My zatozymy dla uproszczenia, ze nasz spektrometr mas
analizuje czasteczki natadowane znanym tadunkiem, wiec przeksztalcenie miedzy
stosunkiem masy do tadunku a masa jest tatwe.

Podsumowujac nasze dotychczasowe rozwazania, czasteczka wodoru (Hs)

w idealnym eksperymencie bedzie widoczna z grubsza w trzech réznych
miejscach na osi oznaczajacej mase. Masy protonu i neutronu sg bardzo zblizone.
Dla uproszczenia zalézmy, ze kazdy nukleon wazy jednostke masy (oznaczona
jako dalton, Da), tak wiec My = 1 Da; My 2 = 2 Da. Przyjmijmy ponadto, ze
pu,1 = 0,999885, zas pu 2 = 0,000115 (uzyte wartosci odpowiadaja

w przyblizeniu rzeczywistym prawdopodobienstwom wystepowania
poszczegolnych izotopéw w glebie wg standardu ITUPAC, por. z tabela na str. 7).
Dla powyzszych warto$ci mozemy naszkicowac¢ rozktad prawdopodobienstw
wariantéw izotopowych wodoru wzgledem ich masy (rysunek a). Od razu
widzimy, ze wyraznie najbardziej prawdopodobny (ponad 99,9%) jest wariant
najlzejszy.
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Rozklady izotopowe czasteczek

(a) wodoru (Hz) oraz (b) surowiczej
albuminy woltowej (BSA;
C2934H4615N7810897S39)-

100

16¢ 0,9893 60 | 0,99757
17¢ 0,0107 170 | 0,00038
H | 0,999885 || ¥O | 0,00205
2H | 0,000115 325 | 0,9493
N | 0,99632 338 | 0,0076
15N | 0,00368 345 | 0,0429
363 | 0,0002

Prawdopodobienstwa wystepowania
stabilnych wariantéw izotopowych dla
pieciu pierwiastkéw chemicznych

wg IUPAC (ang. International Union of

Pure and Applied Chemistry) na podst.
raportu Rosman et al., 1998.

Rozpatrzmy czysto hipotetyczna czasteczke wodoru skladajaca sie z w atoméw
(ozn. Hy,). Teraz mozliwe sa nastepujace warianty izotopowe tej czasteczki: dla
0 < k < w istnieje wariant sktadajacy sie z w — k atoméw 'H oraz k atoméw 2H
o masie (w — k)My 1 + kMpy 2, oraz o prawdopodobiefistwie wystepowania:

W\
(1) gk = (k)le kp’ﬁ2~

Rozpoznajemy tu dobrze znany rozktad dwumianowy. Wprowadzmy wielomian
Qu, (I) = X, axI*. Zauwazmy, ze Qu,, (I) = (pu, +pu,1)", gdyz

po wymnozeniu i zgrupowaniu wyrazéw z I* otrzymamy wlaénie wartoéé
prawdopodobienstwa wariantu o k neutronéw ciezszego niz wariant najlzejszy.
Funkcje Qu,, (I) nazywamy funkcja tworzaca rozkladu czasteczki H,,

(z réwnania (1) znamy wzor na g, ale w bardziej skomplikowanych przypadkach
funkcje tworzace okazuja sie bardzo wygodne). Ponadto, dla duzych w
najbardziej prawdopodobny wcale niekoniecznie bedzie wariant najlzejszy,

np. dla w = 10000 mamy ¢o < ¢; (sprawdzenie tej nieréwnosci pozostawiamy
Czytelnikowi jako proste ¢wiczenie; ponadto proponujemy znalezienie
najmniejszego takiego w, dla ktérego wskazana nieréwnosé zachodzi). Powyzszy
przyklad, cho¢ wykorzystujacy czasteczke hipotetyczna, mial na celu wyrobienie
w Czytelniku intuicji, ze nawet jesli dla pojedynczego atomu wariant najlzejszy
jest najbardziej prawdopodobny (w przypadku wodoru réznica wynosi kilka
rzedéw wielkosci), to dla duzych czasteczek weale juz niekoniecznie.

Rozwazmy teraz czasteczke wody H5O. Tlen ma az trzy stabilne izotopy,
oznaczone jako 60, 170, oraz 0 (wariant najlzejszy sklada sie z o$miu
protonéw i oémiu neutronéw, kolejne warianty maja, odpowiednio, jeden i dwa
neutrony wiecej). Masy i prawdopodobienstwa poszczegdlnych izotopéw dla
rozwazanych pierwiastkéw bedziemy oznaczaé¢ analogicznie jak w przypadku
wodoru. Tak wiec w czasteczce wody rozréznimy pieé¢ réznych wariantéw
izotopowych o prawdopodobienstwach:

qo = P%I,1Po,16,
@1 = Ph1P0,17 + 2PH,1PH,2P0, 165
G2 = Pi1.1PO.18 + 2PH,1PH,2P0,17 + Pir 2P0, 165
3 = 2PH,1PH,2P0,18 + Di1 2P0, 175
44 = Pi1 2P0, 18-
Widzimy, ze powyzsze wzory sa juz duzo bardziej skomplikowane. Dlatego raz

jeszcze przyda sie nam zastosowanie funkcji tworzacej, tym razem postaci

Qu,0(I) = (pu,1 + pu2I)*(Po.16 + po.17] + po,1sl?). Poszczegblne
prawdopodobienstwa znéw mozemy uzyska¢ ze standardowej reprezentacji

wielomianowej, tj. Qu,o(I) =), qul®.

Badane w spektrometrii mas biatka sktadaja sie gtéwnie z pieciu pierwiastkow
chemicznych: wodoru, wegla, azotu, tlenu i siarki. Stabilne izotopy wraz z ich
masami oraz prawdopodobienstwami wystepowania przedstawione sa w tabelce
obok. Dla zwiazku chemicznego o sumarycznym wzorze C,H,,N;O,S,

(v to liczba atomdéw wegla, w to liczba atoméw wodoru itd.) odpowiednia
funkcja tworzaca ma postaé

(2) QU)c,1.N,0,8. = (pca2 +peasl')? -
(pua +puIh)”
(P14 +onasIh)”
- (po.16 +poarI* + posl?)? -
- (ps.32 + psasI' 4 ps.zal® + psael?).

Warto zdawaé sobie sprawe, ze w przyrodzie wystepuja biatka o olbrzymiej
liczbie atoméw, np. surowicza albumina wolowa (oznaczana tez BSA

od ang. Bovine Serum Albumin) o wzorze chemicznym Cag34H4615N781 0597539
wecale nie nalezy do najwiekszych. Rozklad izotopowy tego bialka prezentujemy
na rysunku b. Rzeczywiscie, mimo znacznej przewagi najlzejszych izotopdw
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Rys. 1. Przyktad SAW-a o dlugosci
k = 15.

*Instytut Matematyki Stosowanej
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski;
Wydzial Matematyki i Informatyki,
Uniwersytet Mikotaja Kopernika, Torun

w przyrodzie, wariant najlzejszy przestaje by¢ najbardziej prawdopodobny —
dominuje natomiast wariant z 42 dodatkowymi neutronami. Tak wiec dzieki
obliczeniu teoretycznego rozktadu izotopowego tatwo zorientowaé sig, ze osoba
analizujaca BSA spektrometrem mas powinna oczekiwaé, ze aparat zmierzy
substancje ciezsza o okoto 42 Da od masy najlzejszego wariantu tej czasteczki.

Czesto istnieje wiele czasteczek o zadanej masie, kazda dodatkowa informacja
moze wiec by¢ przydatna w poprawnej identyfikacji. Taka informacja jest,

na przyktad, wlasnie rozklad izotopowy. Rozwazmy dwie czasteczki: propan
(CsHg) oraz dwutlenek wegla (CO2). Maja one taka sama mase wariantu
najlzejszego (44 Da), w obu przypadkach tez najwyzsze jest prawdopodobienstwo
tego wariantu. Gdy obliczymy stosunek prawdopodobienstw q—; dla kazdego

z nich, okaze sig, ze choé¢ obie wartosci sa bardzo male, to jednak w przypadku
pierwszej czasteczki jest ona okolo trzy razy wigksza niz w przypadku drugiej
(doktadne obliczenia pozostawiamy Czytelnikowi).

Przy przewidywaniu tego, jak bedzie wygladal dla danej czasteczki wynik
pomiaru w eksperymencie wykorzystujacym spektrometr mas, pomocne moze
okazaé si¢ wiec obliczenie jej rozkladu izotopowego. Problem ten sprowadzilismy
za$ do czysto matematycznego zagadnienia potegowania wielomianow

(por. réwnanie (2)). To juz jednak temat na inng opowiesé. . .

Monte Carlo, spacery i polimery
Wojciech NIEMIRO®

Z czym kojarzy sie Monte Carlo? Z kasynami, hazardem, ruletka. A wiec Monte
Carlo jest symbolem potegi przypadku, ktory jednym pozwala zbijaé fortuny,
innych rujnuje. Sa jednak ludzie, ktérzy przypadkowosé, losowosé potrafia
okielznaé i wykorzysta¢ z pozytkiem (przynajmniej dla siebie). Oczywiscie,
takimi ludzmi sa wtasciciele kasyn gry, ale nie tylko. Réwniez matematycy
zaprzegaja losowosé do pozytecznej roboty. Metody obliczeniowe oparte

na generowaniu (symulowaniu komputerowym) zdarzen losowych nazywaja sie. . .
oczywiscie, metodami Monte Carlo.

Liczenie przedmiotéow nie wydaje sie zadaniem wymagajacym wyrafinowanej
matematyki, wykraczajacej ponad program przedszkolny. Nie wida¢ tez, jaka role
w czynnosci zliczania mialby odgrywaé przypadek. A jednak! Rozwazymy
pozornie proste zadanie zliczania drég, w ktérym ujawnia sie nieoczekiwane
trudnosci i pokazemy, jak pomystowe metody Monte Carlo wynaleziono, aby te
trudnosci pokonacd.

Wyobrazmy sobie, ze idziemy na spacer. Zalézmy, ze mieszkamy w miescie,
w ktérym ulice tworza regularna, kwadratows siatke, tak jak na rysunku 1.
Ruszamy z punktu poczatkowego, wybierajac jedna z czterech ulic. Idziemy
zatem na polnoc, na zachdd, na poludnie lub na wschéd. Przechodzimy
do sasiedniego skrzyzowania i znowu wybieramy jeden z 4 kierunkéw.
Powtarzamy cala procedure, powiedzmy, k razy. Przebyta droga jest lamana
skladajaca sie z k odcinkéow o jednostkowej dtugosci. Na rysunku 1 mamy
przykltad drogi o dlugoéci k = 15. Uzywajac uktadu wspélrzednych
yzaczepionego w punkcie poczatkowym”, mozemy te droge zapisaé jako ciag
kolejno odwiedzanych punktow:

(0,0) — (0,1) = (1,1) — (1,2) — (0,2) — --- — (2,0) — (2, -1).
Inny sposéb zakodowania tej samej drogi to podanie kierunkéw ruchu
w kolejnych ,krokach”: N, E, N, W, W,..., E S. Ile jest wszystkich drég
o dlugosci k? Odpowied? jest latwa: 4. Musimy tu wyjasnié, ze liczac drogi
wychodzace z tego samego punktu, utozsamiamy drogi z ciagami literek
z alfabetu {N, W, S, E'}.
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OdpowiedZ mozna znalezé w dalszej czesci

tego artykutlu.

k Zy,
1 4

2 12
3 36
4 100

Zmienmy teraz nasze ,reguly spacerowania”. Przypuéémy, ze nie chcemy
powtdrnie przechodzi¢ przez punkt, ktéry juz wezedniej odwiedziliSmy. W ciagu
opisujacym droge nie moze dwukrotnie pojawi¢ sie ten sam punkt. Te wlasnosé
ma np. droga na rysunku 1. Po angielsku taka droga nazywa sie¢ Self Avoiding
Walk, w skrocie SAW. Ile jest SAW-6w o diugosci k7 Wystarczy je wszystkie
narysowac i policzy¢, prawda? Ta metoda mozna zbudowaé¢ widoczng obok
tabelke. Liczbe SAW-6w o dtugosci k oznaczymy przez Zi. Ale co dalej?

Im dalej, tym gorzej. Ile jest SAW-6w o dlugosci k = 507 W istocie, liczenie
SAW-éw jest na tyle trudnym zadaniem, ze matematycy (i fizycy, o czym dalej)
uciekaja sie do przyblizonego zliczania metoda Monte Carlo. Najprostszy
algorytm tego rodzaju jest niemal oczywisty. Ustalmy k. Oznaczmy przez X
zbior wszystkich drég o dlugoéci k, za$ przez Z C X zbiér SAW-6w o dlugosci k.
Oczywiscie |Z| = Zj i |X| = 4% (kreseczki | | oznaczaja liczbe elementéw zbioru;
dla uproszczenia przy symbolach zbioréw zrezygnowalisSmy z indeksu k).

Jesli wybierzemy losowo jedng z drég ze zbioru X, to prawdopodobienstwo
otrzymania ,przypadkiem” SAW-a jest réwne |Z|/|X|. Jesli wybierzemy losowo
i niezaleznie n drog, to sposrdd nich znajdzie sie pewna liczba, powiedzmy 71,
SAW-6w. Widaé, ze dla duzych n powinni$my mie¢

n _ 2]
(1) " ~ P(Z)= kil
Przyblizenie staje sie coraz lepsze w miare zwiekszania n. Sciste sformulowanie
tego stwierdzenia nazywa si¢ Prawem Wielkich Liczb (PWL) i jest podstawa
rachunku prawdopodobienstwa. Nie trzeba jednak wielkiej wiedzy z tej dziedziny,
wystarczy troche zdrowego rozsadku, aby w przyblizona réwnosé (1) uwierzy¢
i ja zrozumieé. Z naszego punktu widzenia wazne jest wykorzystanie PWL
do oszacowania nieznanej liczby SAW-6w. Wiemy, ze |X| = 4. Zatem

n
LEVLEN |Z| jest oszacowaniem liczby Zj prosta metoda Monte Carlo.
n

W zasadzie mozemy osiagnac¢ dowolna dokladnosé dla odpowiednio duzych n.
Zauwazmy, ze bardzo latwo wylosowaé droge ze zbioru X w taki sposéb, aby dla
kazdego x € X prawdopodobienstwo wybrania x bylo jednakowe, réwne

P(z) = 1/4*. Na kazdym kroku wybieramy jeden z 4 kierunkéw losowo. Mozemy
dwa razy rzuci¢ moneta i uméwic sie: jesli otrzymamy OO, to N, jeéli OR, to W,
jesli RO, to S, jesli RR, to E. W ten sposob generujemy ciag kodujacy droge
,bladzenia przypadkowego”. Komputer pozwala szybko ,rzuci¢ moneta”

np. (2k) - 10000 razy i wygenerowaé n = 10000 takich drég.

Niestety, prosta metoda Monte Carlo jest bardzo nieefektywna, bo dla duzych k
prawdopodobienstwo P(Z) = |Z|/|X| szybko zbliza sie do zera. Oczekiwanie

na przypadkowe trafienie w zbiér Z, czyli wylosowanie SAW-a, zaczyna
przypominaé poszukiwanie igly w stogu siana. Mozliwym rozwiazaniem tego
problemu jest metoda ,wzrostu” zaproponowana przez Arianne i Marshalla
Rosenbluthéw polega na losowaniu kolejnych krokéw bladzenia przypadkowego
tylko sposréd ,,dopuszczalnych punktéw”, to znaczy punktéw wezedniej
nieodwiedzonych. W kazdym kroku, z wyjatkiem pierwszego, mamy co najwyzej
3 mozliwosci. Rysunek 2 (nastepna strona) pokazuje kolejne kroki prowadzace

do zbudowania SAW-a z rysunku 1. Widaé, ze kolejne kroki wybieraliSmy sposréd

4,3,3,3, 2,3,2,2, 3,2,3,3, 2,1,3

mozliwych. Nasz SAW zostal zatem wylosowany z prawdopodobienstwem
11 1 1 1111 1111 111

Powiedzmy ogélniej, ze przy budowaniu SAW-a x o dtugosci I mamy kolejno
my1 = 4,m2,...,ml

mozliwosci. Nie jest przy tym wykluczone, ze w pewnym kroku ! < k nie mamy
zadnej dalszej mozliwosci, my41 = 0. Méwimy wtedy, ze powstal nieprzedtuzalny
SAW o dlugosci I. Niech ) oznacza zbiér wszystkich SAW-6w o dlugosci | = k
oraz nieprzedluzalnych SAW-éw o dlugosci [ < k. Oczywiscie, Z C ).
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Rys. 2. Generowanie SAW-a metoda ,wzrostu”.

Prawdopodobienstwo wylosowania SAW-a x € ) jest réwne

Niech, dla z € Y, bedzie

W(z) = my-mg---my  Jjezeli z € Z (a wiec I = k);
~]o jezeli x ¢ Z (a wiec | < kimyyq =0).

Mozna interpretowaé¢ W (z) jako ,wage” SAW-a x. Powtérzmy teraz losowanie
metoda wzrostu n razy. Powstaje n losowych SAW-6w X1, Xo,..., X,
ze zbioru ). Obliczamy Srednig wage” wylosowanych SAW-6w i zauwazamy, ze

- 1<
(2) W= S WX) &Y Pla)W@) =Y 1=|Z]
i=1 AR r€EZ
W rezultacie,

o W = |Z]| jest to oszacowaniem liczby Zj, ,metoda wzrostu”.
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Przy uzyciu bardzo wyrafinowanych

metod mozna obliczyé Z dla k < 72, ale

o ile mi wiadomo, na tym koniec.

Dodajmy komentarz na temat wzoru (2). Po lewej stronie mamy $rednia wage
obliczona dla wylosowanych n elementéw, czyli ,Srednig z préobki”. Po prawej
mamy tez Srednia, ale ,w calej populacji V”. Wagi W zostaly specjalnie dobrane
tak, aby ta érednia populacyjna byla réwna |Z|. Jesli n jest duzo, duzo mniejsze
od |Z|, to obliczenie W jest mozliwe, a bezposrednie policzenie elementéw Z jest
niemozliwe. Kluczowy jest fakt, ze Srednia prébkowa przybliza srednig
populacyjna. To jest odrobine ogélniejsza wersja PWL. Ponizszy rachunek jest
préba przekonania Czytelnika, ze aproksymacja we wzorze (2) jest réwnie
intuicyjna jak ta we wzorze (1). Niech ng oznacza liczbe tych sposréd
wylosowanych elementéw X, dla ktérych W(X;) =siWs={z €Y : W(x) = s}.
Podobnie jak we wzorze (1), na mocy PWL, ns/n ~ P(W;). Mamy zatem

Sy W) =Y s s
=1 s
~ ZSP(WS) = Zs Z P(x) = ZP(x)W(x)

s TEW;
Ponizsza tabelka podaje dokladne wartoéci Zj, oszacowania tych liczb prosta
metoda Monte Carlo (MC) i ,metoda wzrostu”. Dla obu metod, dla kazdego k,
liczba symulowanych do$wiadczen losowych byta réwna n = 10000.

k Zy, proste MC | metoda wzrostu
1 4 4 4

2 12 11,99 12,00

3 36 36,27 36,00

4 100 98,74 100,18

5 284 282,73 283,21

10 44100 41628,47 44041,61
20 897697164 659706977 893264097
30 16741957935348 0 1,66208 - 10'3
40 300798249248474268 0 3,067392 - 10'7
50 | 5292794668724837206644 0 5,261991 - 102!

Skad wziely sie niepokojace zera w dolnej czeéci tabelki? To sie natychmiast
stanie jasne, jesli Czytelnik zechce obliczyé¢ Z; /4% dla k = 30,40, 50. Z tabelki
widaé, ze metoda wzrostu radzi sobie nie najgorzej nawet dla sporych

wielkosci k. Trzeba jednak dodaé, ze ta metoda, wynaleziona w latach
piec¢dziesiatych ubieglego wieku, moze by¢ znacznie ulepszona. Istnieja bardziej
efektywne algorytmy Monte Carlo, przeznaczone do zliczania SAW-6w. Niektore
z nich wykorzystuja zupelnie inne pomysty niz metoda wzrostu. Niestety,
opowiesé o tym przekracza ramy tego artykulu.

SAW-y pojawiaja sie w fizyce jako najprostszy model budowy polimeréw. Sa to
duze czasteczki majace postaé tancucha ztozonego z monomerdéw. Znajduja sie
w najrozniejszych materiatach: od widkien tkanin, tworzyw sztucznych, gumy
i celulozy, az po biatka w zywych organizmach. Struktura przestrzenna tancucha
wplywa na wlasnosci fizyczne polimeru. W ogromnym uproszczeniu te strukture
reprezentuje tréjwymiarowy SAW (o dtugosci k od ok. 103 do 10).
W przestrzeni tréjwymiarowej SAW definiuje sie bardzo podobnie jak
dwuwymiarowy: jako ciag punktow o trzech wspoétrzednych catkowitych,
w ktérym nie ma powtérzen. Okazuje sie, ze pewne istotne cechy polimeréw sa
zwigzane np. z odleglodcia (euklidesowa) miedzy konicami tancucha. Badanie tej
wielko$ci byto zasadnicza motywacja przytoczonych prac. Zadanie zliczenia
SAW-6w pojawilo sie ,przy okazji” i zafrapowalo matematykéw. Na zakonczenie
przytocze przypuszczenie, ktérego dotad nie udato sie ani udowodnié, ani obalié.
Powr6émy do dwuwymiarowych SAW-6w o dlugosci k i liczb Zj. Przypuszcza
sie, ze istnieje granica
. Zy,

ATV
gdzie 0 < A < 001 2,6256 < pu < 2,6792. Co$, co zaczyna si¢ jak przedszkolna
zabawa, prowadzi do takich tajemnic.

:A,
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Rozwigzanie zadania M 1458.
Odp. Tak!

Wystarczy wybrac¢ trzy punkty A, B i C
lezace w wierzchotkach tréjkata
réwnobocznego o boku 1, a pozostate

n — 3 punkty z krétszego tuku AB okregu
o srodku C' i promieniu CA.

*Instytut Matematyki Stosowanej
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

,Co jest grane”
w dylematach spotecznych

Tadeusz PEATKOWSKI®

Dylemat spoteczny to sytuacja grupy ludzi, w ktorej interes jednostki nie jest
zbiezny z interesem grupy — wystepuje konflikt miedzy interesem prywatnym

a zbiorowym. Charakteryzuje sie tym, ze jezeli cztonkowie grupy postapia
zgodnie ze swoimi indywidualnymi interesami, to zyskaja mniej, niz gdyby brali
przede wszystkim pod uwage w swoich dzialaniach interes grupy. Jezeli jednak
wszyscy mieliby postapi¢ zgodnie z interesem grupy, to osoba, ktéra jako jedyna
zmieni decyzje i postapi zgodnie ze swoim indywidualnym interesem, zyska
wiecej, niz gdyby dzialala zgodnie z interesem grupy.

Wiele globalnych probleméw ma charakter dylematu spolecznego,

np. zanieczyszczanie lub niszczenie $rodowiska naturalnego, konflikty zbrojne,
realizacja wspolnych projektéw ekonomicznych, socjalnych itp. Dylematy
spoleczne wystepuja réwniez w malych, np. dwuosobowych grupach. Zaczniemy
wlasdnie od takiego przyktadu.

Przyktad 1. Kazda z dwoch oséb (graczy) decyduje, nie wiedzac, jaka jest
decyzja drugiej strony, czy chce dostaé, np. w zlotéwkach, 1000 (nazwijmy to
akcja D), czy tez druga osoba ma dostaé¢ 2000 (akcja C). W wyniku tych decyzji
nastepuje przydzial pienigdzy. Zakladamy anonimowo$¢ graczy: osoby te sig¢

nie znaja i nigdy sie nie poznaja, decyzja gracza nie jest i nigdy nie bedzie znana
przez nikogo innego, wlacznie z anonimowym systemem czy instytucja, ktora
przydziela kwoty. Zakladamy tez racjonalnosé graczy: gracza nie interesuje, ile
dostanie drugi (przeciwnik), a jedynie, ile dostanie on sam. No i ze kazdy woli
wiecej niz mniej. . .

Wybierzesz C czy D, bedac jednym z graczy? Jedli obaj wybierzecie (zagracie) C,
to dostaniecie po 2000, jezeli D, to po 1000. Naturalne wydawaloby sie, ze gracze
zagrajg C. Jezeli uwazasz, ze przeciwnik tez mysli w ten sposdb, czyli zagra C, to
mozesz ulec pokusie, by zagra¢ D. Dlaczego? Bo wtedy dostaniesz 1000 za swoja
decyzje oraz 2000 w wyniku decyzji C przeciwnika, czyli razem 3000! Ale
przeciwnik tez moze pomyslec¢, ze zagrasz C, wiec takze u niego moze pojawic sie
pokusa, by zagra¢ D, aby otrzymaé tacznie 3000. Jezeli obaj tak zagracie, to
dostaniecie po 1000. Co gorsza, jezeli zagrasz C, a przeciwnik ulegnie pokusie
(czyli zagra D), to nic nie dostaniesz!

Opisana sytuacja to dylemat spoleczny. Jako interes grupy dwéch graczy
przyjmiemy zagranie C przez obu (dostaja wtedy po 2000). Interes indywidualny
gracza to ulegniecie pokusie (z perspektyws otrzymania 3000), czyli zagranie D.
Jezeli jednak obaj gracze postapia zgodnie ze swoim indywidualnym interesem,
to dostana po 1000. Istnieja rézne typy dylematéw spotecznych. Zajmiemy sie
modelami matematycznymi dylematow. Opiszemy wpierw najprostsze

ciekawe sytuacje.

Niech grupa sktada si¢ z dwdch nierozréznialnych graczy, majacych do wyboru,
tak jak w omawianym wyzej przykladzie, tylko dwie akcje (strategie):
C — wspdlpracowaé, lub D — zdradzi¢ (od ang. cooperate—defect). Bedziemy
zakladaé, ze gracze sa racjonalni, a ich decyzje anonimowe. W wyniku podjetych
akcji gracze otrzymujg wyplaty, okredlone tzw. macierza gry:
| C D

(1) C|RR ST

D| T, PP
Pierwsza wspélrzedna kazdej pary wyplat w macierzy oznacza wyplate gracza
wierszowego (inaczej: pierwszego), gdy gra strategie numerujaca ten wiersz,
druga — gracza kolumnowego (drugiego), gdy gra strategie numerujaca kolumne.
Przykladowo: w parze (S,T), gdy gracz wierszowy gra C, a kolumnowy gra D,
wyplata gracza wierszowego jest S, a kolumnowego — T'. W ten sposéb
uzyskaliSmy (skofniczona) dwuosobowg gre strategiczna. Ogélnie:
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Rozwigzanie zadania M 1457.

T + Tk
(a) Poniewaz iloczyn liczb %,
Tyl + Tryo
dlak=1,..., n, wynosi 1, to korzystajac
z nieréwnosci miedzy $rednimi, dostajemy

n n

Tk + Th1 Z Tk + Tht1
>n= _
Tk + Thi1

Z T4l + Thio
k=1

k=1

Odejmujac od obu stron nieréwnosci sume

n
j : Tk
Tp + Tra1
k=1

n

Tht1 + Tht2

k=1

dostajemy teze.

(b) Bedziemy korzystaé z nastepujacego
lematu: jesli ciqgi liczb rzeczywistych
(ar)p—q i (bk)j—q spelniajq

a1 Zaz Z...2an

oraz

to wéwczas
a1by +azbs + ... +anb, >
> a1b, +a2br + ...+ anbn_1.
Prawdziwo$é lematu wynika z nieréwnosci
(a1 — a2)b1 + (a2 — a3)bz +
4+ ...+ (an—1 —ap)bp_1 =
> (a1 —az +az2 —az +
+ .ot an—1—an)b, =
= (a1 — an)by, = a1by, — anby,
ktéra jest réwnowazna tezie.
Zalbézmy, ze ciag (x;) jest nierosnacy:
Ty = ...=2xy > 0.
Wéwcezas
1 1 1

’ ) =
z2 +x3 Tn—1+Tn Tn+ o1
S 1
Z
. . T1 + T2
i z lematu dostajemy
n
Z Tk
T4l + Tri2
k=1
x1 To
xTo + x3 x3 + x4
Ty —1 Ty
+.o >
Ty + X1 x1 + 2
T To
Z +
1 + T2 T2 + T3
Tp—1 Ty
4+ ...+ + —
Tp—1+ Tn Ty + T
n
Z -
Tk + Tht1
k=1
co dowodzi (2). Gdy ciag (x1,...,xy) jest

niemalejacy, postepujemy analogicznie.

Teraz (3) otrzymujemy latwo przez
dodanie nieréwnosci (1) i (2) stronami.

Definicja 1. (Skoniczona) N-osobowa gra strategiczna jest to tréjka:

(2) (R, (Si)i=1,.. N (Wi)i=1,..N)>

gdzie N to zbiér N graczy, S; — skofczony zbidr strategii gracza ¢ (moze by¢ inny
dla kazdego gracza), u; : S1 X S2 X ... x Sy — R — funkcja wyplaty gracza i, dla
1=1,...,N.

Oméwimy trzy sytuacje — gry dwuosobowe opisane powyzsza macierza wyplat —
ktore — na razie intuicyjnie — uznamy za dylematy spoteczne. W kazdej z nich
zbidr strategii kazdego gracza to {C,D}, a wyplaty, czyli wartosci funkeji
wyplat z (2), to odpowiednie wyrazy ogélnej macierzy wyptat (1).

1. T > R > P > S. Kazda gre spelniajaca te nieréwnosci nazwiemy

dylematem wieznia. Przyktad 1 jest taka gra, gdyz T = 3000, R = 2000,

P =1000, S = 0. Nazwa wiaze si¢ z pewng historyjka ,sledczo-wigzienna”.
Wybralem jednak inna (jej autorem jest noblista, Robert Aumann), by pokazaé,
ze dylemat wieZnia niekoniecznie musi sie rozgrywaé¢ w areszcie. . .

2. T >R > S > P. Kazda gre spelniajaca te nieréwnosci nazwiemy gra
zamie¢ $niezna.

Przyktad 2. Dwéch kierowcéw (graczy) siedzi w unieruchomionych autach,
po przeciwnych stronach zasypanej przez lawing drogi. Aby droge odéniezy¢,
nalezy zuzy¢ ¢ > 0 energii. Oznaczmy b — korzysé kazdego gracza z od$niezenia
drogi (a wiec np. z dojechania do domu), przy czym b > c¢. Kazdy podejmuje
samodzielnie decyzje, czy odéniezyé droge (strategia C), czy czekaé w aucie
(strategia D). Zakladamy ze jesli obaj odéniezaja, to traca § energii kazdy.
Zakladamy tez racjonalno$é¢ i anonimowos¢ graczy, oraz ze decyzje graczy

nie wplywaja na ich reputacje (cho¢ nie wiem, czy nie chcialbym wplynaé

na reputacje wygrzewajacego sie w aucie z drugiej strony lawiny, gdybym sam
odéniezyt droge. . .).

Gre opisuje macierz wypltat

| C D
c C
C b—i,b—§ b—C,b
D| bb—c 0,0

Tu, w przeciwienstwie do dylematu wieznia, racjonalna decyzja zalezy od tego, co
sie zalozy o drugim graczu. Jezeli zalozy¢, ze drugi nie od$nieza (gra D), to lepiej
odsniezaé, bo warto wréci¢ do domu (b > ¢). Jezeli zalozyé, ze drugi gracz gra C
(odénieza, bo tez chce wréci¢ do domu!), to lepiej jest zosta¢ w aucie (b > b — §).
No, ale drugi tez moze tak przebiegle rozumowac i wtedy obaj zamarzna
(wyplata 0). Mamy w ogdlnych oznaczeniach wyptat gry dwuosobowej:
T=b>R=b—-5>8=0b-c>P =0, awigc Przyktad 2 opisuje gre

zamiel $niezna.

3. R>T > P > 5. Kazda gre spelniajaca te nieréwnoéci nazwiemy gra
polowanie na jelenia.

Przyktad 3. Dwéch mysliwych moze zapolowaé na jelenia (strategia C) lub
na zajace (strategia D). Ich decyzje zapadaja jednoczesnie i niezaleznie,
anonimowo, bez straty reputacji. Jelen ma wartosé 2b, zajace po ¢ > 0,

przy czym b > 2c. Jesli obaj zapoluja na jelenia, to upoluja go, dzielac zysk
po réwno, czyli otrzymujac po b. Jesli pierwszy zagra C, drugi D, to
pierwszy nic nie upoluje, czyli otrzymuje 0, drugi upoluje dwa zajace

i otrzymuje 2c¢. Jedli obaj zagraja D, to upoluja po jednym zajacu (wyplata ¢
dla kazdego).

Macierz wyplat graczy ma postaé

¢ D
C| bbb 0,2
D |20 ¢c
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Rozwigzanie zadania F 879.
Rakiety beda sie poruszaly po elipsach
(rysunek).

Yy

Punkt startu kazdej z nich odpowiada
minimalnej odlegltosci od $rodka Ziemi,
a punkt orbity lezacy doktadnie nad
punktem Ziemi po jej przeciwnej stronie
stanowi apogeum orbity. W tych
punktach predko$é¢ rakiety jest
prostopadta do prostej, poprowadzonej
od orbity do srodka Ziemi. Niech L bedzie
dluzszg osig orbity. Maksymalna odlegtos$é
miedzy rakietami wynosi D = 2L — 2R.
Okres obiegu orbity przez rakiete¢ wynosi
T = 2t, gdzie t jest podanym w zadaniu
okresem. Oznaczmy okres obiegu, gdyby
rakieta poruszata si¢ po orbicie kotowej
o promieniu R przez T;. Zgodnie

z III prawem Keplera

(T/TI)* = [(L/2)/R]® skad

L = 2R[(T/T1)?]*/3. Poniewaz
przyspieszenie dosrodkowe rakiety

na orbicie wynosi g, to mamy

g = (27/T1)?R, czyli Ty = 2w (R/g)*/2.
Stad L = 2R(4t%g/4n>R)'/® ~ 5,67TR
czyli D =~ 9,34R ~ 5,98 - 10* km.

W tej historii R =56, T = 2¢, P = ¢, S =0, a wiec rzeczywiscie odpowiada ona
grze polowanie na jelenia (czesto przyjmuje sie ze wyplata ze strategii D jest
réwna ¢ niezaleznie od tego, co gra partner; nie zmienia to podstawowych
wlasnosci matematycznych tej gry).

Jakie strategie wybiora mys$liwi? Gdyby byli pewni, ze partner (tu raczej partner,
a nie przeciwnik) ma pewna reke i jak wyceluje, to na pewno trafi, to chyba

nie ma watpliwosci, ze nalezy gra¢ C (b > 2¢). Ale co zagramy, gdy partner

mial np. nieprzespana noc lub podejrzewamy, ze ulegnie pokusie strzelenia

do tego, co sie nawinie, a my nie mozemy wrocié¢ z pustymi rekami? Albo ze
partner nie ma do nas pelnego zaufania, ze trafimy, a takze nie moze do domu
wrécié z pustymi rekami i dlatego wymierzy raczej w zajaca (zalozyliSmy, ze
trafienie zajaca jest pewne)? Wtedy decyzja o wyborze strategii nie jest juz

tak oczywista.

Podalismy trzy przyktady gier dwuosobowych, kazda z innym uktadem
nieréwnosci na parametry T, R, P, S i z (intuicyjnie) innego typu ,dylematem”.
No dobrze, ale przeciez istnieje jeszcze 21 innych uktadéw ostrych nieréwnosci
spelnianych przez te parametry.

Sformulujemy definicje dylematu spotecznego dla ogélnej klasy gier. Okaze si¢ ze
obejmuje ona wazne i interesujace w zastosowaniach gry wieloosobowe, a dla gier
dwuosobowych ,zostawia” jedynie gry opisane w Przyktadach 1, 2, 3!

Rozwazamy zbiér W ztozony z N > 2 racjonalnych graczy, majacych do wyboru
strategie C lub D. Niech n =0, ..., N oznacza liczbe oséb grajacych C.
Zakladamy, ze gracze sa nierozréznialni, a wiec wystarczy okresli¢ wyplate osoby
grajacej C i osoby grajacej D dla wszystkich argumentéw n. Zaktadamy pelna
anonimowosé i racjonalno$é graczy. Niech Po(n), n =1,..., N oznacza wyplate
gracza grajacego C (C-gracza), a Pp(n), n =0,..., N — 1 — wyplate D-gracza,
zwrot ,mieé lepiej” (gorzej) oznacza mieé¢ wyzsza (nizsza) wyplate. Zakladamy
dla uproszczenia, ze wszystkie wyplaty sa rozne.

Definicja 2. Dylemat spoleczny jest to gra strategiczna (2), w ktorej
S;={C,D}, i=1,...,N,

a funkcje wyplat u; sa okreslone przez funkcje Po(n) i Pp(n), spelniajace
aksjomaty:

Aksjomat 1. N graczy grajacych C ma lepiej niz N graczy grajacych D:
Pc(N) > PD(O)

Aksjomat 2. W kazdej mieszanej (to znaczy zawierajacej co najmniej jednego
gracza grajacego C i jednego gracza grajacego D) grupie N graczy:

a. D-gracz ma lepiej niz C-gracz:

Py(n) > Pa(n), mn=1,...,N—1.

b. Jesli n < N — 2, to jezeli D-gracz zmieni strategie na C, to pozostali D-gracze
beda mieli lepiej niz przed zmiang:

Pp(n) < Pb(n+1), n=0,...,N—-2.

Aksjomat 3. Jedli n > 2, to jezeli C-gracz zmieni strategie na D, pozostali

C-gracze beda mieli gorzej niz przed zmiana:
Po(n —1) < Po(n),

n=2,...,N.

Aksjomat 4. Dla co najmniej jednego uktadu N graczy z n > 1 osobami

grajacymi C grajacy C bedzie mial lepiej, zmieniajac strategie na D (méwimy, ze
strategia C nie dominuje $cisle strategii D):

Ine{l,...,N}: Po(n) < Pp(n—1).

Przedstawimy trzy interesujace i wazne w zastosowaniach gry IN-osobowe,
i udowodnimy, ze sa one dylematami spotecznymi w sensie Definicji 2 dla
dowolnego N > 2.
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Rozwigzanie zadania M 1456.
Niech przedtuzenia ramion AD i BC
przecinajg sie¢ w punkcie F', a proste
AE i DC w punkcie G.

F

A B

Woéwecezas trojkaty ABE i GCE sa
przystajace, a w szczegdlnosci GC = AB
oraz E jest érodkiem AG. Ponadto D jest
$rodkiem AF, poniewaz odcinek CD jest
réwnolegly do AB i dwa razy krotszy.
Zatem F'E i GD sg $rodkowymi

w tréjkacie AGF.

Skoro w czworokat AEC D mozna wpisaé
okrag, to zachodzi réwnosé
EC+ DA =AE+CD.

Ponadto ten okrag jest wpisany
w tréjkaty AGD i AEF, ktére maja
réwne pola (réwne polowie pola tréjkata
AGF). W takim razie majg réwniez
réwne obwody, czyli

AE +EG+GC+CD + DA =

=AE+ EC+ CF + FD + DA.

Dodajac te rownosci stronami
i upraszczajac, otrzymujemy rownosé

EG+ GC +DA=CF + FD + AE.
Skoro wiemy, ze EG = AE i DA =FD,
to mamy tez GC = CF. Stad dostajemy
AB = GC = CF = BC, czyli teze.

Przyktad 4. N-osobowy dylemat wieznia. Kazdy z N graczy wybiera jedng
strategie: C — wspodlpracowad, ponoszac koszt ¢, lub D — nic nie robié. Strategia
wspolpracy przynosi zysk b, b > ¢ > 0, ktory jest réwno dzielony miedzy
pozostatych N — 1 graczy (czyli gracz wspélpracujacy nie bierze udzialu

w podziale wypracowanego przez siebie zysku!).

Funkcje wyptat maja postac:

b(n —1
PC(TL)Z_C‘F%, TL:17...,N,
b
&mnzﬁgi, n=0,...N—1.

Przyktad 5. Wspdlne dobro. Kazdy z N graczy otrzymuje niepodzielne
,dobro” o wartosci ¢ i ma dwie akcje do wyboru: C — przekazaé je do wspolnej
puli lub D — nie przekaza¢. Gdy wszyscy gracze wybiora strategie, nastepuje
efekt synergii: zawarto$¢ wspolnej puli jest powiekszona r razy, 1 <r < N,

i podzielona réwno pomiedzy wszystkich graczy.

Funkcje wyptat maja postac:

Po(n) = rne/N,
Pp(n) = rne/N + ¢,

n=1,...,N,
n=0,...,N—1.

Przyktad 6. Dylemat wspdlnego pastwiska. Kazdy z N rolnikéw moze
hodowaé jedna krowe (strategia D) albo nie hodowaé (strategia C) na wspdlnym
pastwisku. Niech b bedzie zyskiem rolnika z hodowania krowy, a ¢ wynikajacym
z tego zanieczyszczeniem $rodowiska. Zakltadamy 0 < b < ¢ < bV, oraz ze
wszyscy rolnicy (czyli tez grajacy C!) ponosza po réwno koszt zanieczyszczenia
srodowiska przez N — n kréw (n to liczba C-graczy, czyli rolnikéw, ktérzy

nie hoduja krowy!).

Funkcje wyptat maja postac:

PC(n)__C(N]V_n)v ’I’L:]_, '7N7
Rmm_b—dﬁgm, -0,...,N—1

Udowodnimy

Stwierdzenie 1. Dla N > 2 gry zdefiniowane przez Przyklady 4, 5, 6 sq
dylematami spolecznymi. Dla N = 2 kazda z nich jest dylematem wieznia (czyli
spetnia nieréwnosci T > R > P > 5).

Dowdd. W kazdym z Przyktadéw 4, 5, 6 postepujemy tak samo. Aksjomaty 11 2a
sprawdzamy przez podstawienie. Aksjomaty 2b i 3 wynikaja z faktu, ze Pc i Pp
sg $cile rosnace. Nieréwnoé¢ definiujaca Aksjomat 4 zachodzi dla kazdego
n=1,...,N. Dla N = 2 latwo sprawdzi¢, ze w kazdym z Przykladéw 4, 51 6
zachodzi T'> R > P > S, czyli kazdy jest dylematem wieZnia. Proste rachunki
zostawiamy Czytelnikowi. [J

Stwierdzenie 2. Dla N = 2 istniejq tylko trzy gry (czyli trzy uklady nierdwnosci
spelnianych przez wyplaty T, R, P, S) bedgce dylematami spolecznymi:
dylemat wieznia, zamie¢ $niezna i polowanie na jelenia.

Dowdd. Dla N = 2 i og6lnej macierzy wyplat (1) z parametrami R, S, T, P,
Aksjomaty 1, 2a, 2b, 3 daja nieréwnosci: 1: R > P, 2a: T'> S, 2b: P < T,
3: R > S. Aksjomat 4 ma postaé (przypomnijmy, ze rozwazamy tylko
nieréwnosci ostre): T'> R V P > S, a zatem dopuszcza trzy uklady
nieréwnoséci, czyli trzy dylematy spoteczne:

4a: S < P N R < T: dylemat wieznia.

4b: S > P N R < T: zamie¢ $niezna.

4c: S < P N R > T: polowanie na jelenia. J
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Rozwigzanie zadania F 880.
Zaleznos§é¢ E = A(1 + cos £2t) cos wt mozna
zapisaé jako
Acoswt + (1/2)A cos[(w — 2)t] +

+ (1/2) A cos[(w + 2)t].
Oznacza to, ze zmodulowana amplitudowo
fala stanowi sume trzech
monochromatycznych fal o czestosciach
w, w1 =w— N iw =w+ 2. Energie
fotonéw odpowiadajace kazdej z tych fal
wynoszg odpowiednio:

W = hw=2,1-10"18 J,
W1, = hw; = 1,89-1071% J,
Wy = hwg = 2,31-1071% J.

Poniewaz energia jonizacji atomu wodoru
W; = 13,5 eV = 2,16 - 1018 J jest wigksza
od energii W i energii W; to fale

o czestosciach w i wy nie moga
spowodowaé jonizacji atomu wodoru,
natomiast moze ja spowodowac fala

o czestosci wa. Maksymalna energia
»2wybitych” przez odpowiadajace jej
fotony elektronéw bedzie réwna

Wy — Wiy =1,5-10"1° J.

Dla omawianych gier strategicznych mozemy poda¢ dodatkowa, ,,psychologiczng”
charakterystyke dylematow spotecznych za pomoca terminéw pokusa i obawa.

Pokusa: W grupie N graczy z n > 1 C-graczy pokusa wystepuje, gdy gracz
grajacy C bedzie miat lepiej, zmieniajac strategie na D:
Po(n) < Po(n—1).

Zauwazmy, ze Aksjomat 4 mozna sformulowaé tak: dla n > 1 wystepuje pokusa.
Obawa: W grupie N graczy z n > 2 C-graczy obawa wystepuje wtedy, gdy jeden
z C-graczy (nazwijmy go A) obawia si¢ nastepujacego scenariusza: inny gracz
grajacy C zmienia akcje na D, przez co obniza wyplate A, i to do warto$ci
nizszej niz wyplata, ktéra otrzymalby A, gdyby takze zmienil swoja strategie
na D. Odpowiada to zachodzeniu nieréwnoéci

Pc(n) > Pc(n—1) A Pp(n—2) > Pc(n — 1)

Pierwsza nier6wnosé¢ odpowiada Aksjomatowi 3, druga Aksjomatowi 4 z n > 2.

Vn=2,...,N.

Dla gier dwuosobowych z wyplatami danymi przez parametry T, R, P, S pokusa
wystepuje, gdy R < T. Obawa wystepuje, gdy R > S'i P > S. Tak wiec

w dylemacie wieznia wystepuje pokusa i obawa, w zamieci $nieznej jedynie pokusa,
a w polowaniu na jelenia jedynie obawa. Mozna powiedzie¢ wiec, ze w grach
dwuosobowych ,najostrzejszym” dylematem spolecznym jest dylemat wieznia,
nastepnie kolejno zamieé $niezna i polowanie na jelenia.

Wszystkie powyzsze spostrzezenia i wnioski poczyniliSmy bez koniecznosci
odwolywania sie do najwazniejszego pojecia w grach strategicznych —
réwnowagi Nasha (RN). Sprobujmy nasze wnioski ,dowiaza¢” do RN.

Definicja 3. RN gry strategicznej (2) jest to taki wektor strategii (s1,...,sn),
s; €8;,i=1,..., N, ze jezeli kazdy gracz gra odpowiadajaca mu strategia z tego
wektora (tzn. gracz i gra s;), to zaden z graczy nie podwyzszy swojej wyplaty,
jezeli jako jedyny zmieni strategie s; na dowolng strategie §; € S;:

Wi (81, ey SiyevySn)) 2 wi((S1,..-,8i,...,8n))

(sa to tzw. RN w strategiach czystych).
Zobaczmy, jak wygladaja takie RN dla trzech oméwionych gier N-osobowych.

Stwierdzenie 3. W Przykladach 4, 5, 6 jedyng RN jest wektor strategii
(D,...,D).

Dowdd. W kazdej z tych gier z definicji funkcji wyplat widaé, ze Pp(0) > Pa(1),
czyli ze (D, ..., D) jest RN. Dla n > 0 zachodzi Pc(n) < Pp(n — 1): C-gracz
podwyzszy swoja wyplate, zmieniajac strategie na D, a zatem jest to

jedyna RN. OJ

Wykazalismy, ze gry z Przyktadéw 4, 5, 6 to dylematy spoleczne.

W szczegblnodci, zgodnie z Aksjomatem 1, gdyby wszyscy grali C, mieliby lepiej
niz w RN (jedynej, jak przed chwila udowodnili$émy) dla kazdej z tych gier:
Pc(N) > Pp(0). Wektor strategii (C, ..., C) nie jest jednak RN w zadnej z nich.
Nie jest to prawda dla innych gier bedacych dylematami spolecznymi.

Na przyktad, dla N = 2 w grze polowanie na jelenia wektor strategii (C, C)

jest RN! [ale nie jedyna: druga RN w strategiach czystych jest (D, D)].

Jak sobie radzi¢ z dylematami spolecznymi, aby wynikiem interakcji miedzy
graczami byta wspolpraca? Jednym z rozwigzan jest wprowadzenie do gry
strategicznej nowych elementow, ktére promuja wybdr wspolpracy jako strategii
spolecznie pozadanej. Moze to byé, na przyklad, uwzglednienie aspiracji graczy,
wprowadzenie interakcji wielokrotnych (gry powtarzalne), usytuowanie gry

na grafach, w ktoérych gracze — wezly sieci — oddzialuja jedynie z graczami

ze swojego otoczenia, wprowadzenie niemonetarnych motywacji wyboru strategii,
uwzglednienie reputacji graczy itp. Te i podobne idee sa obecnie tematami wielu
prac naukowych, zaréwno o charakterze matematycznym, jak i aplikacyjnym.
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Dane o mutacjach zostaly zaczerpnigte
z pracy: 28 styczen, 2015 Biology
& Nature.

My i Neandertalczycy

W pétnocnym Izraelu, w jaskini Manot, badacze z Izraela, amerykanscy

i europejscy, odkryli kobiecg czaszke, ktérej wiek ocenia si¢ na 55 tysiecy lat.
Jest ona w §wietnym stanie, co pozwala na dokladniejsze oceny, z ktérego
ludzkiego gatunku pochodzi. Odkrycie to nalezy uzna¢ za wazne réwniez

z tego powodu, ze paleontolodzy nadal dyskutuja o tym, kiedy Homo sapiens
wywedrowal z Afryki (uznawanej powszechnie za kolebke tego gatunku),

i ktérg wybrat droge. Im wiecej dobrze datowanych wykopalisk, tym bardziej
wiarygodne sa wspoOtczesne wnioski.

Jaskinia Manot uznana zostala za wazne odkrycie w 2008 roku, gdy odslonita
sie w trakcie prac budowlanych. Wejscie do jaskini przez 15 tysiecy lat
blokowato ztomisko skalne i stalagmity.

Tylna, zachowana cze$¢ czaszki, ma charakterystyczny ksztatt
przypominajacy ksztalt czaszki dzisiejszych mieszkancéw Afryki i Europy,

a rézni sie od wspélezesnych czaszek mieszkancéw Bliskiego Wschodu (Cypr,
Izrael, Jordania, Liban, Syria). Z faktu tego wyciaga sie¢ wniosek, ze
mieszkancy jaskini Manot byli blisko spokrewnieni z pierwszymi
kolonizatorami Europy. Wracamy takze do wczesniej formulowanych
przypuszczen, ze w tym regionie wspolmieszkali w plejstocenie ludzie naszego
gatunku i neandertalczycy.

Réznorodne wnioski dotyczace naszej prehistorii wynikaja takze

ze szczegdlowych poréwnan danych genetycznych. Niezwykle pomocne
okazaly sie wyniki badan sekwencji genomicznych czlowieka neandertalskiego
(najwazniejsze prace pochodza z laboratorium dr Svante Péébo, kierujacego
Wydziatem Genetyki w Instytucie Antropologii Ewolucyjnej Maxa Plancka
w Lipsku). Dane te wskazuja na mniejsza réznice w sekwencjach miedzy
wspblezesnymi ludZmi i neandertalczykami niz miedzy ludzmi

i szympansami. Dzi§ wickszos¢é genetykéw godzi sie ze stwierdzeniem, ze

w naszym genomie istnieje 1-4% unikatowych sekwencji znajdowanych

w genomie neandertalczykéw. Ocenia sie rowniez, ze ludzie neandertalscy
wymarli mniej wiecej 10 tysiecy lat temu. Przyczyny sa nadal dyskutowane,
bo (poza zmianami klimatycznymi) niektérzy przypisuja ,nam” istotna role
W tym procesie.

Bardzo ciekawe dane epidemiologiczne pojawily sie tez ostatnio w zwiazku

z dokladniejsza analiza szczegdléw genomu neandertalskiego. Stwierdzono, ze
prawdopodobnie ponad milion lat temu w genomie hominidéw doszto

do delecji (ubytek sekwencji DNA obecnych w genomie szympansa), ktére to
delecje dzi$ uwaza sie za cze$ciowo odpowiedzialne za dwie ,ludzkie”,
autoimmunologiczne i bardzo ucigzliwe choroby genetyczne: tuszczyce

i chorobe Crohna. Oznacza to, ze neandertalczycy na te choroby tez
prawdopodobnie chorowali, a do delecji doszto — jak oceniaja genetycy —
milion lat temu. Dane te réwniez pozwalaja na powracanie do pytania o to,
dlaczego w ewolucji takie szkodliwe mutacyjne zmiany trwaja. Wysnuto
hipoteze, iz dana mutacja moze byé z pewnych powodéw pozyteczna. Czesto
cytuje sie przyktady mutacji lezacej u przyczyn anemii sierpowatej,
rozpowszechnionej w rejonie Morza Srédziemnego, ktéra w pewnym stopniu
utatwia przebieg malarii, lub mutacji bedacej przyczyna mukowiscydozy,
ktora zmniejsza $miertelno$é w przebiegu choréb zakaznych powodujacych
biegunki (np. cholera). W przypadku tuszczycy i choroby Crohna byé moze
wzrost aktywnosci uktadu immunologicznego byt korzystny w zwalczaniu
choréb pasozytniczych.

O korzeniach zmian ewolucyjnych warto zawsze rozmyslac.

Magdalena FIKUS
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Nawijamy, odwijamy

Jaka dlugosé ma linia $rubowa owijajaca dwukrotnie walec o promieniu 1

i wysokosci 4, tak jak widaé¢ ponizej na obrazku z lewej?

Oczywiscie, 4v/72 + 1. Aby przekonaé si¢, ze rzeczywiscie, wystarczy spojrzeé

na obrazek z prawej — je$li nawiniemy go na walec, to otrzymamy obrazek z lewej.

27 21

To elementarne, Watsonie!

Wobec tego zapytajmy teraz o to, jaka dlugosé ma jeden okres sinusoidy (czyli
od jakiego$ kata + do kata v + 27), bo tego nie ma w poradnikach.

Oczywiscie, nie podamy konkretnej liczby, tylko wskazemy inng lini¢ tej samej
dlugosci — jest nia elipsa o osiach diugosci 2 1 2¢/2. W tym celu wystarczy
zauwazy¢, ze jesli walec o promieniu 1 (ten sam co poprzednio!) owiniemy
papierem, a nastepnie przetniemy plaszczyzna tworzaca z jego osia kat f7 to obie
otrzymane czesci papieru po rozwinieciu beda mialy jeden z brzegéw dokladnie
sinusoidalny. To tez nietrudno obliczy¢. A przeciecie walca plaszczyzng to elipsa
(czasami bedaca okregiem). Mozemy nawet obliczyé, co otrzymamy przy
dowolnym przecieciu owinigtego walca pltaszczyzna. Przyjmijmy oznaczenia

z rysunku na marginesie. Niech S bedzie $rodkiem kola dzielacego na pét elipse
otrzymana z przecigcia walca plaszczyzna tworzaca z osig walca kat ¢.
Ograniczajacy to kolo okrag przetnie elipse w dwéch punktach bedacych
koncami jego érednicy — jeden z nich oznaczmy przez A.

Plaszczyzna elipsy i plaszczyzna kola tworza kat dwuscienny o rozwartosci

g — ¢, czyli gdy poprowadzimy z dowolnego punktu prostej AS proste do niej
prostopadle w obu tych plaszczyznach, taki tez bedzie kat miedzy nimi.

Niech teraz P bedzie dowolnym punktem elipsy. Zrzutujmy go prostopadle

na okrag, otrzymujac punkt R, ktéry z kolei zrzutujemy prostopadle na AS,
otrzymujac punkt Q.

Mamy zatem AS = RS =11 <RQP = g — (p; oznaczmy tez a = tg<72r — <p>

oraz o := L ASR — jest to zarazem dlugos$¢ tuku (po rozwinigciu papieru —
odcinka) AR.

Bez trudu zauwazamy, ze PR = asin o, co oznacza, ze po rozwinieciu przecietego
papieru otrzymamy wykres sinusa, ktérego wartosci zostaly pomnozone przez a.

Oryginalng sinusoide otrzymamy dla a = 1, czyli gdy ¢ = %

Dlaa=1ia= g odcinek PS (czyli dltuzsza pélos elipsy) bedzie mial
dhugosé /2. Krétsza osia elipsy bedzie érednica okregu.

Prawda, ze nie bolato?
Malq Delte przygotowal Marek KORDOS
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*Instytut Geofizyki PAN

2 mld lat to spory utamek wieku
wszechéwiata. Poniewaz za$ tempa reakcji
jadrowych zaleza od ,sily” oddzialywan
elektromagnetycznych, badanie sktadu
izotopowego z16z w Oklo pozwolilo takze
na stwierdzenie, ze podczas dzialania
naturalnego reaktora oddzialywania
elektromagnetyczne mialy w zasadzie
takie same wtlasnosci jak dzis. Jest to
o tyle wazne, ze ogranicza rozpasang
wyobrazni¢ naukowcéw prébujacych
wyttumaczy¢ anomalie widm
absorpcyjnych o$wietlanych przez
kwazary odlegtych oblokéw gazu wlasnie
za pomocy zmiennych w czasie wtasnosci
elektromagnetyzmu. O calej sprawie
pisaliémy w Delcie 12/2001.

Redakcja

Pierwszy reaktor jadrowy
Grzegorz LIZUREK™

Pierwszy na Ziemi reaktor jadrowy powstal w... Afryce. Okolo 2 miliardéw lat temu
w ztozach uranu w okolicach Oklo w Gabonie dochodzito do reakcji tanicuchowej
rozszczepienia jader uranu. Skad o tym wiemy? Na pierwszy §lad tego zjawiska
natrafiono w 1972 roku podczas rutynowych testéw probek z kopalni uranu w Oklo.
Okazalo sie, ze zawartoéé izotopu 2**U w ztozu byla mniejsza niz w innych tego typu
ztozach. Ze wzgledu na to przeprowadzono réznego rodzaju badania ztoza w Oklo,
sprawdzajac nie tylko zawartosci izotopéw uranu, ale takze izotopéw bedacych
produktem jego rozszczepienia: neodymu i rutenu. Okazalo sie, ze w przypadku
wszystkich badanych izotopéw zawartosé¢ odbiegata od oczekiwanej: na przyktad,
zawarto$é izotopu 2°Ru, bedacego typowym produktem rozszczepienia uranu

za pomoca neutronéw termicznych, byta ponaddwukrotnie wieksza niz w innych
ztozach. Wywnioskowano stad, ze w obrebie ztoza w Oklo doszlo do powstania
naturalnego reaktora jadrowego.

Obecnie w zadnym zlozu na Ziemi nie zachodzi podobne zjawisko, poniewaz nigdzie
nie ma juz dostatecznie duzej zawartosci izotopu uranu 2**U. W przypadku reaktora
w Oklo wynosila ona okoto 3% catej masy uranu w ztozu, czyli mniej wiecej tyle, ile
stosuje sie we wspdlczesnych reaktorach. Obecnie naturalna koncentracja 2*°U jest
mniejsza niz 1%, a to ze wzgledu na krétszy czas polowicznego rozpadu tego izotopu
od czasu rozpadu ?*®U. Sa jeszcze inne warunki, ktére musza byé spetnione, aby
naturalny reaktor jadrowy mogt zadziatac.

e Rozmiar zloza uranu powinien przekraczaé $redni zasieg neutronéw
rozszczepiajacych, co odpowiada wielkosci ztoza rownej okoto 70 cm.

e Musi by¢ obecny moderator, czyli substancja, ktéra spowalnia neutrony powstate
w wyniku rozszczepienia na tyle, by te mogty rozszczepi¢ kolejne jadra uranu.

e W zlozu powinna by¢ niska koncentracja innych niz uran pierwiastkéw absorbujacych
neutrony.

Mechanizm dzialania reaktora w Oklo polegal na tym, ze w ztozu uranu wystepowala
woda gruntowa, ktéra dziatata jako moderator reakcji rozszczepienia, pozwalajac
rozpoczaé sie reakcji tancuchowej. W momencie, kiedy ciepto generowane

w rozszczepieniach powodowato wyparowanie wody, moderator znikat i taficuchowa
reakcja rozszczepienia zwalniata lub ustawata. Nastepnie, gdy ztoze sie schtodzito

i woda gruntowa z powrotem wsaczala sie w jego obreb, reakcja ponownie sie
rozpoczynala. Na podstawie badan pozostatoéci produktéw rozszczepienia obecnych
w mineratach ztoza oszacowano, ze cykl ten skladatl si¢ z 30-minutowej reakcji
taiicuchowej, a nastepnie dwuipoétgodzinnego schtadzania ztoza i powrotu wody
gruntowej. Co ciekawe, mechanizm ten byt wydajny na tyle, ze nigdy nie doszto

do wybuchu lub stopienia ztoza w wyniku ,niekontrolowanej” reakcji tancuchowej
w obrebie zloza. Dziatanie reaktora w Oklo moglo trwaé kilkaset tysiecy lat.

W Oklo znajdowato si¢ 16 stref stanowiacych naturalne reaktory jadrowe. Oszacowano,
ze taczna moc reaktoré6w wynosita okoto 100 kW. W skali globalnej to niewiele: dla
poréwnania moc elektrowni w Belchatowie, najwigkszej konwencjonalnej elektrowni
Europy, przekroczyta w 2011 roku 5000 MW, a moc jednego tylko bloku tej elektrowni
to ponad 850 MW.

Powyzszy tekst zostal przygotowany w ramach projektu EDUSCIENCE, ktérego celem jest zmiana formuly nauczania prowadzaca
do zainteresowania dzieci i mtodziezy naukami matematyczno-przyrodniczymi, informatycznymi, technicznymi oraz niezbednymi

w dzisiejszym Swiecie jezykami obcymi.

W ramach projektu przygotowane zostaly: innowacyjna platforma e-learningowa, portal przyrodniczy, wsparcie metodyczne dla
nauczycieli, programy wycieczek dydaktycznych do jednostek naukowych oraz program ogélnopolskiego monitoringu przyrodniczego.

Od roku szkolnego 2014/2015 zapraszamy nauczycieli wszystkich szkét w Polsce do nieodplatnego korzystania z produktéw projektu.
Kazda szkota zainteresowana korzystaniem z platformy edukacyjnej i zgromadzonych na niej zasobéw, wizyta w obserwatoriach
i instytutach naukowych, lub udzialem w transmisji z Polskiej Stacji Polarnej Hornsund na Spitsbergenie moze przytaczy¢ si¢ do projektu.

Wiecej informacji na www.eduscience.pl.

KAPITAL LUDZKI

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

Agata GOZDZIK, Instytut Geofizyki PAN, kierownik projektu EDUSCIENCE
UNIAEUROPEJSKA [REEREN

SCIENCeE runousz srorecay ([N

PRrROJEKT EDUSCIENCE JEST WSPOLFINANSOWANY ZE SRODKOW UNII EUROPEJSKIEJ W RAMACH EUROPEJSKIEGO FUNDUSZU SPOLECZNEGO.
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i\j |2 3 4 5 6
1 1 2 3 4 1
2 4 3 2 1
3 3 4 5
4 2 1
5 5

Rys. 1. Przyktadowa tabela kosztéw dla
n = 5 kubkéw. Koszt ¢;; pytania [, j]
znajduje si¢ na przecigciu wiersza

z kolumnyg j.

oy

X
V6 U5

Rys. 2. Graf G po rozwazeniu
podpowiedzi o kosztach 1 i 2. Zadajemy
pytania odpowiadajace pogrubionym
krawedziom.

Informatyczny kacik olimpijski (81): Kuglarz

W tym miesiacu oméwimy zadanie Kuglarz z pierwszej rundy Potyczek
Algorytmicznych 2014. Tytulowy kuglarz zaprasza przechodniéw do nastepujacej gry.
Na stoliku w rzedzie ustawil n kubkéw z numerami 1,2,...,n, a zawczasu pod
niektérymi schowal kauczukowe kulki. Jesli grajacy doktadnie odgadnie, ktore to
kubki, to dostaje nagrode. Kuglarz odptatnie udziela grajacemu podpowiedzi.

Za c;j bajtogroszy (dla 1 <i < j <n+ 1) gotéw jest zdradzié, jaka jest parzystosé
liczby kulek schowanych pod kubkami o kolejnych numerach i, 4 1,...,5 — 1. Znajac
ceny wszystkich mozliwych podpowiedzi, nalezy wyznaczy¢ koszt zebrania informacji,
ktére pozwolg okresli¢ z cala pewnoscia, pod ktérymi kubkami znajduja sie kulki.
Sciglej rzecz biorac, nalezy znalezé najmniejsza taka liczbe k, Ze istnieje strategia
zadawania pytan, ktora niezaleznie od odpowiedzi kuglarza pozwala na zlokalizowanie
kulek za co najwyzej k bajtogroszy.

Sprébujmy wyznaczy¢ rozwiazanie dla tabelki kosztow z rysunku 1. Naiwne zadanie
pytan o jednokubkowe przedzialty kosztowatoby 1+ 4 + 3 + 2 + 5 = 15 bajtogroszy.
Czy da sie lepiej? Oznaczmy przez [i, j] podpowiedZ na temat parzystosci liczby
kulek pod kubkami o numerach ¢,7 +1,...,j5 — 1. Zacznijmy od pytan o matych
kosztach: pytanie [1,2] daje nam informacje, czy pod pierwszym kubkiem znajduje
sie kulka, a pytanie [1,6] o parzystos$é liczby wszystkich kulek. Zadanie ich kosztuje
c12 + c16 = 2 bajtogrosze. Nastepne pytanie o malym koszcie to [2, 6], ale czy
rzeczywiscie oplaca sie je zadawaé? Nie, gdyz na podstawie poprzednich podpowiedzi,
znamy parzysto$¢ kulek na pozycjach od 2 do 5.

Te obserwacje mozna nieco uogdélnié¢: na podstawie odpowiedzi na dwa dowolne
pytania z tréjki [4, 5], [J, k] oraz [i, k] jesteSmy w stanie wyznaczyé odpowiedz na
trzecie z tych pytan. Tutaj nastepuje kluczowy pomyst: zbudujmy graf pusty G

o n + 1 wierzchotkach vy, va, ..., v,41. Dla kazdego zadanego przez nas pytania [i, j],
bedziemy w tym grafie laczy¢ krawedzia wierzcholki v; oraz v;. Zachodzi teraz
nastepujacy fakt: jesli wierzcholki v; oraz v; naleza do tej samej spojnej skladowej
grafu, to albo zadaliSmy juz kiedy$ pytanie [¢, j], albo jestedmy w stanie wyznaczyé
na nie odpowiedz na podstawie dotychczasowych podpowiedzi kuglarza. Istotnie:
jesli wierzchotki te taczy Sciezka v; = vpy, Vp,, ..., Vp, = v, to przez indukcje

mozna pokazaé, ze mozemy wyznaczy¢ odpowiedzi na kolejne pytania

[P07p1]7 [Po»pz]v ) [Pmpe]-

7 powyzszych rozwazan wynikaja nastepujace wnioski. Nie oplaca sie prosié¢

o podpowiedzi, ktére spowodujg powstanie cyklu w grafie, zatem po zadaniu
doktadnie n pytan graf G, ktéry nam powstanie, bedzie drzewem, a zdobyte
informacje umozliwig zlokalizowanie wszystkich kulek (obecno$é kulki pod i-tym
kubkiem to odpowiedz na pytanie [i,i + 1]). Zauwazmy, ze musimy zadaé¢ n pytan, bo
kazda podpowiedz kuglarza daje nam co najwyzej 1 bit informacji, a musimy
zgromadzié¢ n bitéw, zeby wyznaczy¢ lokalizacje kulek. Ponadto, kolejno$é zadawania
pytan nie ma znaczenia. Pozostaje kwestia, jak wybiera¢ pytania. Rozwazajac je

w kolejnosci od najmniejszych kosztéw i pomijajac pytania, na ktore znamy
odpowiedz, mozemy znalez¢ strategie dla przykladu o koszcie 7 bajtogroszy (rys. 2).

Zauwazmy, ze postepujac w taki sposob, obliczyliSmy nic innego, jak drzewo
rozpinajace o minimalnym koszcie dla nieskierowanego grafu pelnego, w ktérym
kazda para wierzcholkéw v; i v; jest polaczona krawedzig o wadze c;;. Nasza strategia
zachtanna dziata dokladnie tak jak algorytm Kruskala, stuzacy do wyznaczania tego
drzewa. Poniewaz, jak powiedzielismy wyzej, kazda strategia zadawania pytan
wyznacza nam drzewo rozpinajace, zatem, aby znalezé optymalna strategie, nalezy
znalez¢ drzewo rozpinajace o minimalnej wadze.

Standardowo robi si¢ to, korzystajac wtasnie z algorytmu Kruskala lub algorytmu
Prima z kolejka priorytetowa zrealizowana za pomoca kopca binarnego. Dla grafu
o n wierzchotkach i m krawedziach oba algorytmy dzialaja w czasie O(mlogn).
W naszym przypadku mamy jednak do czynienia z grafem pelnym, w ktérym
m = Q(n?), co daje czas O(n?logn). Mozna ten czas poprawié, zastepujac kolejke
priorytetowa w algorytmie Prima zwykla tablica, w ktorej czas wyszukiwania bedzie
O(n), ale czas aktualizacji krawedzi bedzie staly. Dzigki temu zlozono$é rozwiazania
zmniejszy sie do O(n?).

Tomasz IDZIASZEK
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Kropelki jak zywe

Czyz najbardziej fascynujacym zjawiskiem fizycznym
nie jest zycie? Ale gdzie przebiega granica miedzy
materia ozywiona a nieozywiona?

Prosze sie nie obawia¢ — nie bedziemy podejmowaé proby
odpowiedzi na te pytania.

Zajmiemy sie czyms, co, choé¢ zywe nie jest, to sprawia
wrazenie, jakby bylo [1]. W tym miejscu chcialoby sie
zawolaé za komentatorami radiowymi ,szkoda, ze
Panstwo tego nie widza’. I cho¢ Panstwo moga ,,to”
jednak zobaczy¢ za pomoca Internetu [2], to przez
pierwsze 38 sekund pozostanmy przy relacji radiowe;j.

Szanowni Paristwo, rozpoczynamy (czterokrotnie)
przyspieszong relacje z zawoddw na tafli szklanej

o wymiarach w przyblizeniu tysigc razy mniejszych

od lodowiska hokejowego. Zawodnicy, w postaci
roznokolorowych kropelek, sq wlasnie rozstawiani

w przypadkowy sposéb. Na razie nic sie nie dzieje,
zawodnicy spokojnie oczekujq, choc jednak widac pewne
zniecierpliwienie. Wybija czternasta sekunda ¢ nagle
kropelki, dwie granatowe i jedna pomaranczowa, Tuszajq
na siebie i zlewajq sie! Za chwile mala Zétta rzuca sie
na wiekszq czerwong i pcha jg do bandy! Jednocze$nie
niebieska przepycha Zéitg po drugiej stronie! I wtedy
sie zaczyna! Nikt juz nad tym nie panuje! Kropelki
przepychajq sie, ganiajg, dzielg, odskakujq, zlewajq!
Prosze Panstwa, nigdy wczesniej czegos takiego

nie widzialem!

Na relacjonowanym filmie [2] kropelki sa utworzone

z mieszaniny glikolu propylenowego (propano-1,2-diolu
CH3;CHOHCH,OH) i wody (w ktoérej glikol ten, jak
wszystkie alkohole o niskiej masie czasteczkowej,
doskonale sie rozpuszcza). Plytka szklana zostala
uprzednio powierzchniowo aktywowana. Dzieki temu jest
ona doskonale zwilzana zaréwno przez czysty glikol, jak
i przez czysta wode. Natomiast mieszanina wykazuje
skoniczony kat zwilzania (samo to jest zastanawiajace).
Kropelki o réznym stezeniu glikolu sa réznie zabarwione.

Kazde dwie kropelki, oddalone nawet o kilka swoich
$rednic, przyciagaja sie tym silniej, im sa blizej.
Zetkniecie kropelek o zblizonym stezeniu powoduje ich
zlanie sie (1:15 — 1:23). Natomiast gdy stezenia sa
istotnie rézne, to ta o wigkszym stezeniu zaczyna
przepychaé te druga (0:41 — 1:04).

Okazuje sie [1], ze mechanizmy oddzialywania
dlugozasiggowego i krétkozasiegowego sg rézne, choé oba
wynikaja z dwuskladnikowosci cieczy.

Niezerowy kat zwilzania i oddzialywanie dlugozasiggowe
sa wywolane parowaniem. Znaczenie ma przede
wszystkim cisnienie pary sktadnika bardziej lotnego,
czyli w tym przypadku wody. Najpierw wykazano, ze
kosinus wspomnianego kata zwilzania zalezy liniowo

od wilgotnosci. Mikroskopowa obserwacja kropelek
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wykazala, ze wokol nich rozcigga sie mikronowej grubosci
warstwa, ,wyciagnieta” przez oddzialywanie

z powierzchnia. Na brzegu kropelki parowanie powoduje
wzrost stezenia glikolu (woda paruje szybciej, a stosunek
powierzchni do objetosci jest duzy). Poniewaz glikol ma
mniejsze napiecie powierzchniowe niz woda, to ciecz jest
$ciggana po powierzchni kropelki od brzegu do $rodka
(wraca po dnie od $rodka do brzegu). Kropelka

Hhie czuje” powierzchni plytki, bo plywa po utworzonym
z cieczy dysku. Obserwowany kat zwilzania to ,kat
zwilzania dysku”; jest on skutkiem réznicy napieé
powierzchniowych dysku i kropelki wynikajacych

z indukowanej parowaniem roznicy stezen.

Dlugozasiegowe przyciaganie jest ostatecznie wywotane
lokalnym zwigkszeniem wilgotnosci przez obecnosé
drugiej kropelki: po tej stronie woda paruje wolniej, wiec
dysk jest bardziej ,,wodnisty”, czyli ma wigksze napiecie
powierzchniowe i kropelka pelznie po powierzchni

w kierunku drugiej kropelki.

Efekt oddzialywania kréotkozasiegowego jest znany

od dawna. Jest on wywolany gradientem stezenia. To, co
wyglada na przepychanie, jest wladciwie wcigganiem
kropelki o wigkszym stezeniu do tej o mniejszym (czyli

o wiekszym napieciu powierzchniowym), polaczone

z rozcigganiem sie tej drugiej we wszystkich kierunkach,
w ktérych nie styka sie¢ ona z ta wciagana.

Zrozumienie zjawiska utatwito przeprowadzenie szeregu
efektownych pokazéw. Np. na filmie [2] mozna zobaczy¢
(2:00 — 2:34) ustawianie si¢ szeregu kropelek
(oddzielonych naniesionymi na plytke barierami)

w jednej linii, kilkudziesieciosekundowa gonitwe dwéch
kropelek po kolowym torze (2:35 — 2:55) albo kropelkowy
oscylator (2:58 — 3:33).

Natomiast na filmie [3] pokazane jest urzadzenie
automatycznie segregujace kropelki o réznych stezeniach
(2:29 — 2:55).

Dostepne sa instrukcje samodzielnego przeprowadzenia
dos$wiadczen ([2] od 6:10). Mozna réwniez obejrzeé
ilustrowane demonstracjami wypowiedzi autoréw [4].

Naukowcy nie ukrywaja, ze gléwng motywacjg ich
kilkuletnich badan byta zwykla ciekawosé, pragnienie
wyjasnienia zadziwiajacego zachowania kropelek.
Badania te moga jednak mie¢ duze znaczenie praktyczne
wszedzie tam, gdzie potrzebne jest glebsze zrozumienie
fizyki zwilzania

Piotr ZALEWSKI

[1] N.J. Cira, A. Benusiglio oraz M. Prakash, Vapour-mediated sensing
and motility in two-component droplets, doi:10.1038/nature14272.

[2] Film zawierajacy dodatkowe materialy publikacji [1],
https://www.youtube.com/watch?v=fUHs1gKNkS4.

[3] N.J. Cira, A. Benusiglio oraz M. Prakash, Material umieszczony
na stronach Uniwersytetu Stanforda zawierajacy pokaz i skrétowe
wyjadnienie zjawiska, https://www.youtube.com/watch?v=K8Wx2PHIYGI.

[4] Material umieszczony na stronach Uniwersytetu Stanforda
zawierajacy ilustrowane filmami wypowiedzi autoréw publikacji [1],
https://www.youtube.com/watch?v=ZMsaH6SY4CY.



KlU.b 44 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koiica miesigca n 4 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe 0séb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwoéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegdlowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

® Zadania z matematyki nr 701, 702
Redaguje Marcin E. KUCZMA
= 701. Niech n bedzie ustalong dodatnia liczba nieparzysta. Wyznaczy¢ najwigksza
Y mozliwa licznosé zbioru zlozonego z liczb catkowitych dodatnich, mniejszych

od 3n, w ktorym kazde dwa rézne elementy maja i réznice, i sume rézng od n.

702. Niech F,(t) = ¢"™ + (¢t + 1)™. Udowodnié, ze istnieje nieskonczenie wiele
Termin nadsylania rozwigzaii: 31 VII 2015 liczb calkowitych n > 1, dla ktérych réwnanie Fa,(z) = F,(y) nie ma rozwiazan
w liczbach catkowitych z,y > 1.

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazah zadan ~ Zadanie 702 zaproponowal pan Piotr Kumor z Olsztyna.

687 (WT = 1,07) i 688 (WT = 2,08) Opatr.zyl.je komentarzem: dokladnie przefi‘ é.wieré\fvieczgm to samo ré}ivnanie byto prztﬂidmiot.em ]

7z numeru 10/2014 zadania ligowego 194 (Delta 5/1990 — tresé¢ i rozwigzanie); teza brzmiata: dla n > 2 réwnanie moze

mie¢ w liczbach catkowitych z,y co najwyzej skorficzenie wiele rozwigzan (autor: Marcin Mazur); zas

Michal Miodek Zawiercie 46,62 w rocznym oméwieniu (Delta 2/1992) pozostalo otwarte pytanie, czy to réwnanie w ogéle ma
Marek Spychala Warszawa 42,75 rozwigzania poza trywialnymi (|z|, |y| < 1); obecna propozycja to maly krok w kierunku préby
Wojciech Maciak Warszawa 42,25 badania tego problemu.
Piotr Kumor Olsztyn 39,62
‘Wojciech Tobis Praszka 37,22

Grzegorz Karpowicz Wroclaw  35.79 Rozwigzania zadan z numeru 1/2015

Michal Miodek — juz po raz drugi. PI‘ZypOHliIl&Hly tre$é zadan:

693. Znalezé¢ wszystkie liczby rzeczywiste niewymierne z, dla ktérych kazda z liczb 2? — 44z oraz
23 — 2015z jest wymierna.

694. Niech a(n) oznacza odleglosé¢ liczby naturalnej n od najblizszej liczby, bedacej pelnym kwadratem:
. 1
a(n) = min{|n — k?| : k € N}, i niech S(n) = a(1) 4 ...+ a(n) oraz f(n) = —S(n). Udowodnié,
n
ze kazda dodatnia liczba calkowita wystepuje w ciggu f(1), f(2), f(3),... doktadnie trzykrotnie.

693. Zgodnie z zadaniem, niech z ¢ Q bedzie taka liczba, ze i wyznaczamy f(n) = S(n)/n (dla n w formie (1)):

a=2z%—44z € Q oraz 3 = 2> — 2015z € Q. Tak wiec 2 7%]&’(1{7271)4*6'%7'(1‘#*6)

ax = x° —442° = (8+20152) — 44(a +44z) = (8 —44a) + 79z, PR 4 er) = k2 4 er

skad (a — 79)z € Q. Skoro z ¢ Q, musi byé o — 79 = 0. e=+1:r=0,1,...,k,
Dostajemy réwnanie 22 — 44z = 79, z rozwigzaniami e=—-1:r=1,...,k—1 J°

x =22+ /563 oraz & = 222* V563. Obie wartosci spelniaja Interesuja nas wartoéci catkowite uzyskanego wyrazenia.
wymagane warunki (o = z° — 44a = 79, Przeksztalcamy je do postaci

B = x(x® — 2015) = 44 - 79). i
(2) f(kz + ET) = g - h’(kv €, T)a

694. Liczby, dla ktérych najblizszym kwadratem jest k2, (er +1)(2k — 3r)

maja postac gdzie h(k,e,r) = 60k + er)
(1) K +r 0<r<k) lub k* —r I<r<k-1). Dla r = 0 oraz r = k (e = 1) wychodza wartosci niecaltkowite
Suma wartogci a(n) dla tych liczb wynosi — mozna je zignorowad, ograniczajac zakres parametru r
2(1—|—...+k)—k:k2. Stad do 1,...,k—1. Wowczas
o 9 _ ler + 1| - |2k — 3r| k(2k — 3) 1
S(k)_S(j +k)—il+...+k)— K 1) |h(k,e,r)| = 6Ik2 + e \6(k2—k+1)<§'
=4 ) -+ )= 3 Réznica (2) jest wiec liczba catkowita (réwna j) wtedy i tylko

wtedy, gdy k = 37, za$ h(k,e,r) = 0. Gdy k = 3j, ostatni

Dla liczb postaci (1) obliczamy:
P ) Y warunek (h = 0) jest spelniony dla trzech par (e,r),

(
)
)

k(k® —1) n r(r+1)

Sk2+7r)=Sk)—(1+24...+7)= 3 5 mianowicie (—1,1), (—1,2j), (+1,29).
SKk* —r) = S(k'z —(O0+14...+(r-1)) = Whiosek: dowolna liczba catkowita j > 1 jest wartoscia
_ k(k™ —1) . r(r—1) wyrazenia f(n) jedynie dla n = k* + er, gdzie k = 3, za$
3 2 (e,7) jest jedna z trzech powyzszych par — czyli,
Aby ujednolici¢ zapis, wprowadzamy parametr ¢ = +1 po podstawieniu, dla n = 952 — 1, n = 95 — 2j, n = 95° + 2j.
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Termin nadsytania rozwigzan: 31 VII 2015

s
Iy
K
Ko
2L L —_—C
Iy
Rys. 1

Rys. 3

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
584 (WT = 2,08), 585 (WT = 3,64),
586 (WT = 3,64) i 587 (WT = 1,96)
z numer6éw 10/2014 i 11/2014

Andrzej Idzik Bolestawiec 37,76

Tomasz Rudny Warszawa 37,68
Jacek Konieczny Poznan 27,92
Marian Lupiezowiec Gliwice 25,29
Ryszard Wozniak Krakéw 22,51
Michal Kozlik Gliwice 20,31
Krzysztof Magiera  Losiow 14,40

W opublikowanym w numerze 2/2015
zestawieniu uczestnikéw Klubu 44 F
chochlik drukarski usunat przy jednym

z nazwisk wielokrotnos$é uzyskania liczby
44 punktéw. Pana Michata Kozlika,
Weterana Klubu 44 F i trzykrotnego
zdobywce 44 punktéw, serdecznie
przepraszamy.

Zadania z fizyki nr 598, 599
Redagugje Elzbieta ZAWISTOWSKA

598. Przez cewke o wspdlczynniku samoindukeji 2L plynie prad staly

o natezeniu Iy z zewnetrznego zrédla (rys. 1). Po zamknieciu klucza Ky do cewki
podlaczamy réwnolegle cewke o wspolezynniku samoindukeji L oraz kondensator
o pojemnosci C. Nastepnie otwieramy klucz K;. Znalezé maksymalne napiecie
na kondensatorze i maksymalne natezenie pradu plynacego w cewce

o wspotezynniku samoindukeji L. Elementy obwodu uwazamy za idealne.

599. Kolo, ktérego cala masa roztozona jest réwnomiernie na obwodzie, moze
obracaé sie bez tarcia wokol swojej osi skierowanej poziomo. Wewnatrz kota,
wzdhiz jego obwodu biegnie wiewiérka. Wspotczynnik tarcia miedzy kotem

a wiewiorka wynosi u. Stosunek masy kota do masy wiewiérki réwny jest n. Jakie
maksymalne, stale przyspieszenie liniowe moze nadaé¢ kotu wiewiérka?

Rozwigzania zadan z numeru 1/2015

Przypominamy tresé zadan:

590. W naczyniu w ksztalcie walca znajduje sie¢ ciecz o gestosci p. Walec obraca si¢ ze stata
predkodcig katowa w wokél wilasnej osi. Wewnatrz walca, wzdluz jego promienia, umocowany jest
cienki pret AB. Po precie moze §lizgac si¢ bez tarcia koralik w ksztalcie kuli o masie m i promieniu r
(rys. 2). Kula potaczona jest z konicem A preta za pomoca sprezyny o wspolczynniku sprezystosci k.
Dtugosé nieodksztatconej sprezyny wynosi lp. Znalezé odleglto$é srodka kuli od osi obrotu.

591. Na sferze o promieniu R, zlozonej z dwéch poélsfer, réwnomiernie roztozony jest tadunek Q. Jaka
sila trzeba dzialac na kazda pélsfere, aby nie rozsuwaly si¢ one pod wplywem oddzialywania tadunkéw?

590. Oznaczmy przez x szukang odlegto$¢ érodka kuli od punktu A. W uktadzie
inercjalnym w kierunku wzdluz preta dzialaja na kule: sita sprezystosci

Fs = k(x — r — ly) oraz sita ze strony cieczy Fy, a ich wypadkowa jest sila
dosrodkowa Fg 4+ F4 = mw?z. Aby wyznaczy¢ site F, rozwazmy obracajace sie
naczynie z sama ciecza, wyodrebnijmy w niej myslowo czesé znajdujaca sie

w tym samym miejscu co kula i podzielmy ja na bardzo male elementy

o masach Am,. Sita ze strony pozostalej cieczy dzialajaca na taki element

w plaszczyznie poziomej wynosi AF4; = Am;w?r;, gdzie r; jest odlegloscig elementu
od osi obrotu (rys. 3). Niech pozioma 0§ OX prostokatnego uktadu wspéirzednych
ma poczatek na osi obrotu i przechodzi przez Srodek wydzielonej czedci cieczy, a 0$
OZ skierowana jest wzdluz osi obrotu, prostopadle do ptaszczyzny rysunku. Rzut
sity AF; na oé OX wynosi Fy; = Amw?z;. Calkowita sita dzialajaca

w plaszczyznie poziomej ze strony pozostalej cieczy na cze$é wyrdzniong dziala
wzdluz osi OX, co wynika z symetrii problemu, skierowana jest do osi obrotu

i ma wartoéé Fq = w? Yo Amr; = w2xM, gdzie x jest odleglogcia $rodka masy kuli
od osi obrotu, a M = 4mr3p/3. Sita F, zalezy tylko od polozenia, ksztaltu i objetosci
wyr6znionej czedci cieczy. Taka sama sita dziala na dowolne cialo umieszczone

w tym samym miejscu wewnatrz cieczy. Szukana odlegtoéé¢ wynosi

k(?‘ + l())
k—w?(m —4nr3p/3)
Rozwiazanie jest poprawne, gdy k > w?(m — M). W przeciwnym przypadku sprezyna
jest zbyt staba, aby utrzymaé¢ kule wewnatrz cieczy, i kula w zaleznosci od swojej
gestosci przemieszceza sie do jednego z koncow preta.

xr=

591. Szukana sita wynosi F' = mR?p, gdzie p jest ci$nieniem wywieranym

od wewnatrz na powierzchnie sfery, wywotanym oddzialywaniem tadunkéw. Aby

wyznaczy¢ p, nalezy obliczy¢ prace, jaka trzeba wykonaé, zmniejszajac promien sfery

o mala wielko$¢ AR:

47p[R3® — (R — AR)?]
3

Praca ta powoduje zwigkszenie energii elektrostatycznej sfery. Energia

~ 4rR*pAR.

AW = p|AV| =

2
elektrostatyczna sfery o promieniu R naladowanej tadunkiem @ wynosi Wg = 2Q—C,
2AR
gdzie C' = 4meg R jest pojemnoscia sfery. Stad AWy ~ 8627]%2 AW = AWEg, a wiec
TED
Q’ Q*
mamy p = Ton2eo BRI Szukana sila jest réwna F' = el
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Prosto z nieba: Andromeda

Spiralna galaktyka w gwiazdozbiorze Andromedy (M31) jest istotnym
sktadnikiem Grupy Lokalnej, w sktad ktérej wchodzi takze poréwnywalna z nig
rozmiarem nasza Galaktyka, Droga Mleczna. Obie otoczone sa rojem mniejszych
galaktyk satelitarnych — w sumie w Grupie Lokalnej o rozmiarze 10 mln lat
$wietlnych (3 Mpc) znajduje si¢ okolo 50 mniejszych lub wigkszych galaktyk.
Grupa Lokalna nie jest, oczywiscie, tworem statycznym: obiekty orbituja wokot
wspolnego $rodka masy, zderzajac sie co jaki$ czas. Symulacje komputerowe
przyszlosci Grupy przewiduja, ze za okolo 4 miliardy lat nastapi kolizja M31

i Drogi Mlecznej. W wyniku powstanie duza, przypuszczalnie eliptyczna
galaktyka (nazywana juz teraz Milkdromedq).

Bliskie spotkania mniejszych sktadnikéw z duzymi
galaktykami spiralnymi sa, oczywiscie, czestsze niz
zderzenia duzych skladnikéw. Astronomoéw interesuja

w szczegdlnosci obserwacje Andromedy, ktéra z racji
podobienstwa do Drogi Mlecznej dostarcza bezcennych
z naszego punktu widzenia informacji na temat budowy
i ewolucji galaktyk spiralnych. Jednym z takich badan
jest SPLASH (Spectroscopic and Photometric Landscape
of Andromeda’s Stellar Halo), w ktérym do pomiaru
predkosci radialnych ponad 10 tysiecy gwiazd uzyto
danych spektroskopowych teleskopu Keck/DEIMOS.
Informacji fotometrycznych dostarczy! z kolei

niedawno zakoniczony przeglad PHAT (Panchromatic
Hubble Andromeda Treasury) teleskopu Hubble’a —

sa to obserwacje w wysokiej rozdzielczosci i wielu

dtugoéciach fal dla ponad polowy wyzej wspomnianych
gwiazd. Takie dane umozliwiaja modelowanie dysku
Andromedy oddzialujacego raz na jakis czas z krazacymi
wokol mniejszymi galaktykami. Podczas porownania
obserwacji okazalo sie, ze Droga Mleczna ma o wiele
lepiej ,,uporzadkowany” dysk niz M31, co oznacza
bardziej burzliwa przesztosé tej drugiej — wiecej kolizji

z galaktykami karlowatymi. Wedtug powszechnie
uznawanej teorii tworzenia sie galaktyk we wszechswiecie
opisywanym przez zimng ciemng materi¢ i stala
kosmologiczna (model ACDM) galaktycznych zderzen
powinno by¢ tak duzo, jak wskazuja obserwacje
Andromedy — by¢ moze wiec Droga Mleczna byla
(szczedliwie?) mniej czesto bombardowana

przez swoje satelity.

Przy okazji zachecamy tez do samodzielnego przestudiowania niezwyklego, jak
do tej pory najwigkszego (1,5 miliarda pikseli!) i najostrzejszego zdjecia

http://wuw.spacetelescope.org/images/
heic1502a/zoomable

Andromedy, wykonanego za pomoca teleskopu Hubble’a. Na zdjeciu uwieczniono
okoto 100 milionéw gwiazd i tysiace gromad gwiazdowych zanurzonych w czesci

dysku M31 rozciagajacym sie na okolo 40 tysiecy lat $wietlnych.

Niebo w maju

Maj jest dobrym czasem do obserwacji Saturna

i Merkurego. W dniu 7 V Merkury (0,5™) znajdzie sie

w punkcie najwiekszej elongacji wschodniej. Najwieksza
elongacja, zwana réwniez maksymalng dygresja, oznacza
najlepsze warunki do jego obserwacji, poniewaz Merkury
znajdzie sie wtedy w najwiekszej odlegtosci od Stonca
po jego wschodniej stronie, zatem bedzie go mozna
obserwowaé podczas zachodu Stonca. Dodatkowa
atrakcja jest potozenie Merkurego: pierwszego dnia maja
planeta znajdzie si¢ blisko — w odlegtosci katowej 2°

— od gromady otwartej M45, czyli Plejad

w gwiazdozbiorze Byka.

Saturn natomiast bedzie 23 V w opozycji, czyli po
przeciwnej stronie Ziemi w stosunku do Stonica. Bedzie
zatem $wieci¢ z maksymalng jasnoscia (0,2™).
Obserwacje z terenu Polski moga by¢ jednak nieco
utrudnione, poniewaz — podobnie do Merkurego —
najwicksza wysokosé, jaka osiagnie Saturn na niebie, to
jedynie 20° nad poludniowym horyzontem (gwiazdozbior
Wagi, okolo pélnocy). Nachylenie pierécieni, ktére moze
wynosi¢ dla ziemskiego obserwatora nawet 30°, osiagnie
maksimum dopiero na przetomie 2016 i 2017 r., jednak
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posiadacze sprzetu optycznego nie powinni przegapic
tegorocznej okazji: pierscienie beda nachylone pod
katem 24°. Mars znajduje sie¢ w maju pomiedzy
Merkurym i Sloncem, zblizajac sie do gwiazdy, co
zmniejsza szanse na jego obserwacje. Co innego Jowisz
(—1,6™), widoczny przez cala noc w gwiazdozbiorze
Raka. 24 V wieczorem dojdzie do spotkania Jowisza

z Ksiezycem. Separacja 4,5° jest, by¢ moze, za duza

na obserwacje teleskopowe, ale oba obiekty beda
doskonale widoczne goltym okiem. Wenus (—3,7™,
gwiazdozbidér BliZzniat) zmierza, podobnie do Merkurego,
w kierunku najwiekszej elongacji wschodniej. Osiagnie ja
jednak dopiero na poczatku czerwca.

W nocy z 5 na 6 V przypada maksimum roju Eta
Akwarydéw (radiant w gwiazdozbiorze Wodnika, ktéry
pojawi sie¢ ponad wschodnim horyzontem po péinocy),
zwigzanych z kometg Halleya. Eta Akwarydy trwaja od
trzeciej dekady kwietnia do kofica maja; w maksimum
oczekujemy 30 zdarzen na godzine. Obserwacje
maksimum moga by¢ utrudnione z powodu przypadajacej
dzien wezesniej pelni Ksiezyca (4 V; néw 18 V).

M. B.
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W zadaniu 4 rozumowanie z zadania 3
nie dziata, bowiem 231 4+ 1 > 12.

Dla dowolnych liczb wy, wa, ..., wn,
zachodzi nieréwnosé miedzy Sredniq
kwadratowq a arytmetycznag:

Zadanie 4 pochodzi z obozu naukowego
Olimpiady Matematycznej z 2011 roku.

Kolorowe kropki Joanna JASZUNSKA

W wielu zadaniach wystepuja réznokolorowe punkty plaszczyzny, a w ich
rozwigzaniach przydatne bywaja rozmaite rozumowania kombinatoryczne.

1. Maja i Gucio graja w gre. Maluja na przemian punkty ptaszczyzny wedle
nastepujacych regut. Maja rozpoczyna; w swoim ruchu maluje dowolnie wybrany
bezbarwny punkt na kolorowo. Gdy nadchodzi kolej Gucia, wybiera on 2015
bezbarwnych punktéw i maluje je na czarno. Maja wygrywa, jesli na plaszczyznie
pojawia sie trzy kolorowe punkty tworzace trojkat réwnoboczny. Czy Gucio moze
jej to uniemozliwic?

2. Kazdy punkt ptaszczyzny pomalowano jednym z dwoéch koloréw. Wykaz, ze
istnieje na tej plaszczyznie prostokat o wierzchotkach jednego koloru.

3. Kazdy punkt plaszczyzny pomalowano jednym z n koloréw (n > 2). Wykaz,
ze istnieje na tej plaszczyznie prostokat o wierzchotkach jednego koloru.

4. Kazde pole szachownicy 12 x 12 pomalowano jednym z trzech koloréw.
Wykaz, ze istnieja cztery pola o tym samym kolorze, ktérych $rodki sa
wierzchotkami prostokata.

Rozwigzania

R1. Nie, Maja moze zastosowaé¢ nastepujaca strategie, ktora gwarantuje jej
zwyciestwo. W pierwszych n swoich ruchach Maja maluje na kolorowo n punktow
z jednej prostej. Kazda pare takich kolorowych punktéw mozna na dwa sposoby
uzupelnié do tréjkata réwnobocznego (rys. 1), par punktéw sposrdd n jest

%n(n — 1), wiec lacznie po n ruchach na plaszczyZnie jest n(n — 1) takich
punktéw, ze pomalowanie dowolnego z nich na kolorowo da Mai zwyciestwo.

Dla n > 2016 mamy n(n — 1) > 2015n, zatem Gucio nie moze w swoich
poczatkowych n ruchach wszystkich opisanych powyzej punktéw pomalowad
na czarno i Maja moze wygra¢ w ruchu numer n + 1. [

R2. Narysujmy 3 poziome proste, 9 pionowych i rozwazmy 27 punktéw ich
przecieé¢. Kazdy punkt pomalowano jednym z dwoch koloréw, tacznie jest wiec
23 = 8 mozliwych uktadéw koloréw tréjki wyrédznionych punktéw z pojedynczej
pionowej prostej. Poniewaz mamy 9 pionowych prostych, na pewnych dwoch

z nich (nazwijmy je k il) jest ten sam uklad koloréw takiej tréjki (rys. 2).

Wséréd trzech wyréznionych punktéw na prostej k, pomalowanych dwoma
kolorami, pewne dwa punkty maja ten sam kolor. Niech to beda dwa wierzchotki
szukanego prostokata, pozostate dwa to odpowiadajace im punkty tego samego
koloru z prostej ! (leza one na tych samych poziomych prostych). O

R3. Wystarczy uogdlni¢ rozwiagzanie poprzedniego zadania i rozwazy¢
n + 1 prostych poziomych oraz 2"+! + 1 prostych pionowych. (I

RA4. Istnieje kolor, ktérym pomalowano przynajmniej % -12-12 = 48 pdl.
Rozwazmy 48 pdl tego wlasnie koloru i niech w; oznacza liczbe tych pol
12
wystepujacych w i-tym wierszu; oczywiscie Z w; = 48. W kazdym wierszu dwa
i=1

spoérod rozwazanych pol mozna wybraé na %wi(wi — 1) sposobéw. Wobec tego

12
12 12 12 sz 2 2
1 1 12 [ & 48 48
S (w; — 1 :f( 2_ i))— =L ) () —oa=T2
;2“’(“’ )=3 z;w ;w 2( 12 2 12

przy czym nieréwnosé¢ wynika z nieréwnosci Srednich (na marginesie).
Tymczasem dwie z 12 kolumn mozna wybraé na % -12-11 = 66 sposobow —
mniej niz 72. Oznacza to, ze w pewnych dwoch wierszach mozna wybraé po dwa
pola tego samego koloru i w tych samych kolumnach; ich srodki tworza szukany

prostokat. [
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