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Rys. 1. Wycinek sieci krystalicznej:

a) grafitu o uporzadkowaniu ABA
nazywanym rowniez utozeniem Bernala,
b) grafenu z oznaczonymi schematycznie:
fragmentem chmury elektronowej
zdelokalizowanego wigzania typu m oraz
chmurg elektronows jednego z wigzan
typu o.
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O tajnikach eksfoliacji, czyli co laczy
grafen z odklejaniem etykiet z cenami

Karol NOGAJEWSKI"

Odklejanie etykiet z cenami lub kodami paskowymi w taki sposéb, by

nie pozostawily po sobie zadnych $ladéw, jest jedna z tych czynnosci, ktére
potrafia doprowadzi¢ do stanu irytacji niemal kazdego. Co ciekawe, niezaleznie
od stopnia zdeterminowania jednostki, by — mierzac si¢ z takim wyzwaniem —
zachowaé spokéj i pelng kontrole nad wykonywanymi ruchami, przebieg jej
zmagan na ogol odtwarza ten sam uniwersalny schemat, po ktérym zamiast
stodyczy dlugo oczekiwanego zwyciestwa nalezy spodziewaé sie raczej goryczy
kolejnej porazki. Podobnie jak w wielu innych codziennych sytuacjach, tak

i tutaj poczatki zlego bywaja mile. Delikatnie podwazamy jeden z rogéw
etykiety, a nastepnie bardzo wolno odklejamy go od powierzchni przedmiotu,
ktéry pragniemy wyzwoli¢ od szpecacej go informacji o cenie czy miejscu zakupu.
Majac ten etap za soba, poprawiamy chwyt i pewni koficowego sukcesu
przestajemy zaprzataé sobie glowe cierpliwodcia, co natychmiast przynosi
niepozadany efekt w postaci nieSwiadomego zwiekszenia predkosci odklejania
etykiety. Na kare nie trzeba czeka¢ dlugo, bo oto w najmniej oczekiwanym
momencie naklejka, z ktora dzielnie walczymy, zaczyna sie rozwarstwiaé, a jej
dolny fragment ani mysli rozstac sie z powierzchnia, do ktorej zostal przyklejony.
Odrywamy wiec ze zloscia przytrzymywang palcami gbrng czes$é, a po chwili
rozpoczynamy opisana wyzej procedure od kolejnego rogu, by po niedtugim
czasie zakonczy¢ ja z rownie marnym skutkiem. Po wyczerpaniu zbioru
naroznikow konieczna staje sie zmiana strategii — nie ulega bowiem watpliwosci,
ze stawiajacy opor centralny skrawek etykiety nie podda sie tak tatwo.
Poniewaz poziom desperacji siegga na tym etapie zenitu, wigkszos¢ oséb porzuca
metody lagodnej perswazji i przystepuje do brutalnego zdrapywania resztek
pokrytego klejem papieru, wspomagajac sie przy tym czesto woda lub
rozpuszczalnikami takimi jak aceton, jezeli tylko czyszczona powierzchnia
sprawia wrazenie odpornej na tego typu traktowanie. Krajobraz po zakonczonej
tym frontalnym atakiem bitwie wyglada dos¢ przygnebiajaco: na polu walki

nie ma juz wprawdzie pozostalodci po etykiecie, ale §ladow po konfrontacji

za to nie brakuje. ..

By nie doswiadcza¢ na co dzien sytuacji takich, jak ta opisana powyzej z pewnag
dozg dramaturgii, a tym samym poprawi¢ komfort swojego zycia poprzez
wyzwolenie go od chwil niepotrzebnej frustracji, warto pochyli¢ si¢ nad glebszym
zrozumieniem procesow fizycznych, na ktérych opiera sie zasada dziatania
wiekszosci tasm klejacych, czy tez — méwiac ogdlniej — warstw adhezyjnych.
Choé zabrzmi to w pierwszej chwili dziwnie, podjecie takiego wysitku
intelektualnego moze zaowocowa¢ nawet dokonaniem odkrycia na miare
pierwszych stron najbardziej poczytnych czasopism naukowych jak Nature czy
Science. Przekonali si¢ o tym w 2004 roku dwaj badacze z Uniwersytetu

w Manchesterze, Andre Geim oraz Konstantin Novoselov, ktorzy wlasnie

za pomoca tasmy klejacej zdolali wyizolowaé z grafitu platki zlozone

z pojedynczej warstwy atoméw wegla uporzadkowanych przestrzennie

w charakterystyczna strukture plastra miodu [1]. Pionierskie badania wlasciwosci
optycznych, elektrycznych, termicznych oraz elastycznych pozyskanego przez nich
w ten sposéb dwuwymiarowego materiatu, ktéry znany jest obecnie szerokim
kregom jako grafen [2], przyniosty im w 2010 roku Nagrode Nobla

w dziedzinie fizyki.

Przedstawiona na rysunku 1 warstwowa budowa grafitu jest nastepstwem
specyficznego ksztaltu, jaki wskutek tzw. hybrydyzacji sp? uzyskuja walencyjne
powloki elektronowe tworzacych go atoméw wegla. Jak odczyta¢ mozna

z uktadu okresowego pierwiastkéw, kazda z nich jest ztozona z czterech

tzw. orbitali atomowych (jednego o symetrii s i trzech o symetrii p), ktére
tacznie moga by¢ ,wypelnione” maksymalnie oSmioma elektronami. Zgodnie

z kwantowomechanicznym obrazem swiata gestos¢ prawdopodobienstwa
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Rys. 2. Rodzaje oddzialywan pomiedzy
trwalymi i chwilowymi dipolami
elektrycznymi.
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znalezienia tych elektronéw w przestrzeni otaczajacej rdzen atomu jest okreslona
przez ksztalt obsadzonych nimi orbitali. Za sprawa hybrydyzacji sp? cztery
elektrony walencyjne atomu wegla zostaja rozmieszczone w taki sposob, ze
szansa natrafienia na nie w otoczeniu rdzenia atomowego jest najwieksza wzdhuz
czterech wyréznionych kierunkow: trzech wyznaczonych przez zawarte w jednej
plaszczyznie polproste tworzace parami katy 120° oraz jednego prostopadlego
do tej plaszczyzny. Elektrony rezydujace na zhybrydyzowanych orbitalach
pierwszej z wprowadzonych wyzej grup chetnie uczestnicza w tworzeniu silnych
wiazan kowalencyjnych, nazywanych przez chemikéw wiazaniami typu o. Za ich
posrednictwem kolejne atomy wegla moga laczy¢ sie ze soba w plaska sie¢

o charakterystycznej symetrii sze$ciokatnej, ktora swoim wygladem przypomina
plaster miodu. Warto doda¢ w tym miejscu, ze to wlasnie wigzania typu o
odpowiadaja za nadzwyczajne wlasciwosci elasto-mechaniczne grafenu. Rola
pozostalych 25% elektronéw walencyjnych, obsadzajacych w graficie ustawione
prostopadle do plaszczyzny wiazan o orbitale o symetrii p, ktore zgodnie z nazwa,
sp? nie zostaly poddane procesowi hybrydyzacji, jest nieco odmienna. Elektrony
te tworza siatke tzw. wiazan typu m, ktore pod wzgledem sity ustepuja znaczaco
wigzaniom typu o, a ponadto maja w odrdznieniu od nich zdelokalizowany
charakter, co oznacza, ze nie mozna ustali¢ precyzyjnie ich polozenia w sieci
krystalicznej. Ta specyficzna cecha lezy u podstaw znakomitych wlasciwosci
elektrycznych i termicznych grafenu.

Jak wynika z powyzszych rozwazan, wszystkie elektrony walencyjne

nalezace do plaszczyzny grafenowej sa zaangazowane w powstawanie wigzan
pomiedzy atomami wegla. Oznacza to w szczegdlnodci, ze grafen jest materiatem
obojetnym elektrycznie. Na pierwszy rzut oka wniosek ten wydaje sie przeczyé
istnieniu, a w najlepszym przypadku stabilnosci chemicznej grafitu. Jaka
bowiem sila mialaby utrzymywaé¢ warstwy grafenowe utozone jedna na drugiej?
Odpowiedz na to pytanie brzmi: sila van der Waalsa, ktora, cho¢ duzo

stabsza od wiazan typu m, pozwala np. gekonom na prowadzenie beztroskich
wedréwek po szklanych écianach terrarium. Na gruncie mikroskopowym

zrodtem sily van der Waalsa sa, zilustrowane na diagramie obok, krétkozasiegowe
oddzialywania elektrostatyczne pomiedzy dipolami elektrycznymi

(trwalymi badZ chwilowymi), tzn. obiektami, ktérych tadunek jest globalnie
réwny zeru, ale lokalnie moze przyjmowaé zaréwno dodatnie, jak i ujemne
wartosci. Wskutek ciggtego ruchu elektronéw, tworzacych sie¢ zdelokalizowanych
wigzan typu 7, obszary o takich wlasciwosciach powstaja nieustannie

w kazdej z plaszczyzn grafenowych i to za ich sprawa plaszczyzny te przyciagaja
si¢ wzajemnie, kiedy tylko zostana umieszczone dostatecznie blisko siebie.

Rodzina materialéw, ktére maja strukture warstwowa podobna do grafitu, jest
bardzo liczna. Naleza do niej, miedzy innymi, zwiazki takie jak: dichalkogenidki
metali przejéciowych o ogbélnym wzorze M X5, gdzie M to atom metalu jak:

Mo, W, Ti, Ta, Nb czy Zr, a X to: S, Se lub Te, pdélprzewodniki takie jak: GaSe,
GaTe, InSe czy BisSes, oraz niektore azotki i tlenki, np. miki, tlenki miedzi,

a takze wykazujace nadprzewodnictwo wysokotemperaturowe tlenki o budowie
perowskitu [3]. Na wiekszosci z nich pierwsze badania przeprowadzono w drugie;
polowie XX wieku. Prawdziwe zainteresowanie czotowych grup naukowych

na $wiecie materialy te wzbudzily jednak dopiero po 2010 roku, kiedy zaczeto je
na duza skale eksfoliowaé, tzn. rozdziela¢ na fragmenty zlozone z réznej liczby
warstw, w tym réwniez te najciensze o gruboéci zaledwie jednej warstwy.
Podobnie jak w przypadku grafitu, tak i tutaj jedna z kluczowych rél w procesie
eksfoliacji odgrywaly i wciaz odgrywaja réznego rodzaju tasmy klejace, ktore
na co dzien wykorzystywane sa m.in. do zabezpieczenia na czas transportu
podatnych na zarysowania powierzchni urzadzen elektronicznych (telewizordw,
sprzetu hi-fi, smartfonéw etc.) oraz w szeroko rozumianym przemysle
krzemowym. Kolejnym pierwszoplanowym aktorem staly sie natomiast warstwy
wykonane z elastomeréw, czyli zwiazkéw o wyraznych wlasciwosciach
wiskoelastycznych, wsrod ktoérych na szczegdlng uwage zastuguje
poli(dimetylosiloksan) (PDMS). W miejscu tym dodaé nalezy, ze zaréwno

w przypadku wspomnianych wyzej tasm klejacych jak i elastomeréw, gtéwnym

2



H;Q Hf;C CH&} CH‘i
HCnl (. - »CHs
Si - Sl\ /Sl
/o o\

n

Rys. 3. Wz6r stereochemiczny
poli(dimetylosiloksanu).

szybka
tasma do delaminacja cienki platek
eksfoliacji v > 10 cm/s materialu nr 1

%L@

podloze
z PDMS

docelowe
podloze

+180°

cienki platek
materialu nr 2

_

\

wolna

l/ delaminacja
v<1mm/s

;

Rys. 4. Etapy konstrukcji mikrostruktury
opartej na stosie cienkich ptatkéw
wyizolowanych na drodze eksfoliacji

z réznych krysztaléw objetosciowych

o warstwowej budowie.

Dla ciekawych szczegétow:

[1] K.S. Novoselov et al., Science 306,

666 (2004).
[2] A.K. Geim, K.S.

Novoselov, Nat.

Mater. 6, 183 (2007).
[3] A.K. Geim, L.V. Grigorieva, Nature

499, 419 (2013).

[4] M.A. Meitl et al.,

(2006).

Nat. Mater. 5, 33

[5] L.A. Ponomarenko et al., Nature 497,

594 (2013).

[6] C.R. Dean et al.,

(2013).

Nature 497, 598

sktadnikiem wypadkowej sily, za posrednictwem ktoérej oddzialuja one

z powierzchniami innych cial jest sita van der Waals’a. Nikogo nie powinno
zatem dziwi¢, ze z pomoca tego typu warstw adhezyjnych mozliwe jest
ysodrywanie” cienkich platkéw od makroskopowych fragmentéw krysztalow
o warstwowej budowie.

Elastomery tacza w sobie cechy materialow doskonale sprezystych oraz doskonale
lepkich cieczy. Tak jak sugeruje to rysunek 3, wszystkie sa polimerami o dlugich
tancuchach alifatycznych. Na matych odleglosciach (rzedu kilkukrotnej dlugosci
wiazan miedzyatomowych) oraz w krétkich skalach czasu ich zachowanie jest
praktycznie w calosci zdeterminowane przez wlasciwosci sprezyste. Ciekla natura
bierze nad nimi gére dopiero na odlegltosciach poréwnywalnych z dlugoscia calej
czasteczki oraz w dlugich skalach czasu. Z praktycznego znaczenia tej dwoistosci
oraz jej potencjalnych zastosowan w nanotechnologii zdano sobie sprawe
niespelna dekade temu, kiedy $rodowisko naukowe ustyszato po raz pierwszy

o kinetycznie kontrolowanej sile adhezji (przyczepnosci) [4]. Pod ta enigmatyczna
nazwa kryje sie obserwacja, ze energia oddzialywania warstw wykonanych

z elastomeréw, takich jak PDMS, z powierzchniami innych cial, na ktorych
warstwy te zostaly umieszczone, zalezy od predkosci ich delaminacji, czyli,
moéwiac mniej uczenie, zrywania. Jest ona mianowicie tym mniejsza, im wolniej
przeprowadzany jest proces separacji obu powierzchni. W takich warunkach
czasteczki elastomerdéw niczym ciecz odplywaja dostojnie z miejsca swojego
dotychczasowego pobytu, nie pozostawiajac po sobie zadnych sladéw. Przy
duzych predkosciach delaminacji moga one natomiast zwiazaé sig silnie

z obiektami, do ktérych przylgnety, pozwalajac nastepnie na przenoszenie ich

na rézne podtoza. W taki wlaénie sposéb ,budowane” sa obecnie w laboratoriach
mikrostruktury wysokiej jakosci zlozone z umieszczonych na sobie cienkich
platkéw rozmaitych materialéw warstwowych, o ktérych byta mowa wczesniej
(grafenu, heksagonalnego azotku boru, dichalkogenidkéw metali przejsciowych
etc.), co zobrazowano schematycznie na rysunku obok. Juz pierwsze publikacje
[5, 6] pokazaly, ze prowadzone z ich wykorzystaniem badania naukowe moga
otworzy¢ drzwi do duzo glebszego zrozumienia niezwykle skomplikowanej fizyki
oddzialywan wielocialowych, w tym zjawisk takich jak nadprzewodnictwo
wysokotemperaturowe, a poprzez to przyspieszy¢ realizacje wielu wzniostych
planéw poprawy jako$ci naszego zycia, do ktérych przez lata niepowodzen

na gruncie tak poznawczym, jak i technicznym zaczeto podchodzié

z bardzo duzym dystansem.

Materialami wiskoelastycznymi sa tez pokrywajace tasmy klejace i rozmaite
naklejki warstwy adhezyjne, wykonane na ogét z pochodnych kwasu akrylowego
(CH;=CH-COOH). Cho¢ pod wzgledem zakresu kinetycznej kontroli
przyczepnosci ustepuja one znaczaco elastomerom, takim jak PDMS, wybér
odpowiedniej predkosci odklejania ich z powierzchni przedmiotéw, na ktorych
nie sa mile widzianymi go$émi, moze znaczaco zredukowaé ilos¢ zanieczyszczen,
ktére za soba pozostawia. Dlatego tez goraco zachecam Was, Drogie Czytelniczki
i niemniej Drodzy Czytelnicy, abyscie stawiajac nastepnym razem czota
nieznosnym etykietom z cenami lub kodami paskowymi, podeszli do kwestii ich
usuwania w $cisle naukowy sposéb. Wytezcie wzrok i bacznie obserwujcie, jak

w pierwszych chwilach delaminacji etykiety zachowuje sie jej warstwa akrylowa,
a nastepnie dobierzcie na tej podstawie predkosé odklejania tak, by w trakcie
trwania calego procesu zaden z fragmentéw owej warstwy nie ulegl rozerwaniu.
Niektére z nich moga ,trzymac sie” powierzchni przedmiotu bardziej
zdecydowanie od pozostalych. Widzac, ze z takim przypadkiem macie wlasnie
do czynienia, zmniejszcie na moment tempo odklejania etykiety i poczekajcie, az
sily spojnoéci wezma gére nad sitami adhezji, a ktopotliwy fragment warstwy
akrylowej oddzieli sie¢ od kolejnego utamka milimetra kwadratowego podtoza.
Postepujac w ten sposoéb, na pewno zwigkszycie liczbe uwieficzonych sukcesem
potyczek, przegrywajac jedynie z wiekowymi naklejkami o zdegradowanych
chemicznie warstwach adhezyjnych, z ktérymi rozsta¢ mozna sie wylacznie

za pomoca brutalnych metod, o jakich w kilku stowach wspomniano na poczatku
niniejszego artykutu.
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Cytaty i wiekszoéé przyktadéw zawartych
w niniejszym artykule oparte sg

na wykladzie, jaki wyglosil
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Rys. 1. Rozklad wynikéw pomiaru
dlugosci siedmiometrowego krokodyla.
W 7,6% przypadkéw uzyskuje si¢ wynik
co najmniej réwny 7,5 m.
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Rys. 2. Rozktady wynikéw pomiaru
dtugosci krokodyla mierzacego 7,12 m.
W 86% przypadkéw uzyskujemy wynik
nieprzekraczajacy 7,5 m.
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Rys. 3. Wykres gestodci rozkladu

Gaussa (1). Pole pod krzywa jest réwne 1;
pole zacieniowanego obszaru odpowiada
prawdopodobienstwu uzyskania wyniku
réwnego co najmniej xg.

Magiczna liczba 0,000029%
Krzysztof TURZYNSKI

Zeby zrozumieé co$ z zachodzacych w $wiecie proceséw, nalezy to i owo pomierzyé.
Zeby odkryé co$ nowego — trzeba wykonaé¢ pomiar i uzasadnié, ze nie zgadza sie on
z istniejaca wiedza. Jednak wykonywanie pomiaréw na granicy mozliwosci
doswiadczalnych to nie taka prosta sprawa.

Przypusémy, ze podrecznik zoologii stwierdza autorytatywnie, iz krokodyle

nie miewaja wigcej niz siedem metréw dlugosci. Mamy oto przed soba wyjatkowo
dorodny okaz $pigcego krokodyla oraz dwudziestocentymetrowsa linijke. Podchodzimy
ostroznie do gada i przymierzamy don odpowiednig liczbe razy nasze narzedzie
pomiarowe. Niestety, okropnie trzesa sie nam rece, a oczy zachodza mgta, co
wprowadza element losowosci do pomiaru. Na podstawie tych wynikéw chcieliby$smy
zdecydowaé, czy mozemy odrzucié¢ hipoteze zerowg moéwigca, ze mierzony krokodyl,
tak jak i wszystkie inne krokodyle, ma mniej niz siedem metréw. W skrajnym
przypadku siedmiometrowego krokodyla z uwagi na éw element losowy otrzymamy
rozktad wynikéw pomiaréw przedstawiony na rysunku 1. Z niezerowym
prawdopodobienstwem pomiar dlugosci siedmiometrowego krokodyla da wynik
wigkszy niz siedem metréw. Mozemy jednak przyjaé lepsze kryterium: wynik
przekraczajacy 7,5 m dostaniemy z prawdopodobienistwem jedynie 7,6%. Uznamy
zatem krokodyla za ponadsiedmiometrowego, gdy wynik pomiaru przekracza 7,5 m.
Nie jest to rozwigzanie idealne, mozemy bowiem popetni¢ blgd pierwszego rodzaju
polegajacy na pochopnym odrzuceniu hipotezy zerowej, ale mylimy sie tylko

w 76 przypadkach na 1000, co nie jest w koncu takie zle.

Unikanie btedu pierwszego rodzaju ma swoja cene. Rozwazmy hipoteze alternatywnaq,
ze dlugoéé krokodyla jest réwna 7,12 m. Analogiczny do poprzedniego rozktad
wynikéw pomiaréw jest przedstawiony na rysunku 2, gdzie zacieniowano przypadki
odpowiadajace wynikom pomiaru ponizej 7,5 m — czyli znaczng wiekszosé. Okazuje
sie, ze w rozwazanym przypadku nader czesto, bo w 86 przypadkach na 100,
popetlniamy bigd drugiego rodzaju, czyli nie odrzucamy hipotezy zerowej, chociaz
poprawna jest hipoteza alternatywna. Strzegac sie przed btedem pierwszego rodzaju,
tatwo zatem popelnié btad drugiego rodzaju — i na odwrét.

Jakie zatem nalezy przyja¢ dopuszczalne prawdopodobienstwo popelnienia btedu
pierwszego rodzaju? Odpowiedz zalezy od tego, co wlasciwie badamy. W naukach

o zyciu prawdopodobienistwo to ustala sie czesto na poziomie 5%, fizykéw czastek
elementarnych satysfakcjonuje za$ dopiero warto$é 0,000029%. Dlaczego wtasnie taka?
O tym za chwile. Najpierw musimy bowiem zapoznac si¢ z powszechnie uzywanym
przez fizykéw stownictwem.

Rozktady mozliwych wynikéw pomiaréw nader czesto przypominajg ksztaltem
rozklad Gaussa, ktorego gestosé¢ dana jest wzorem:

_ 1 a2
(1) f(z) o :
Dla takiego rozktadu mozemy, podobnie jak dla zagadnienia pomiaru dhugosci
krokodyla, przyjaé, ze mierzona wartos¢ x jest z zadowalajacym
prawdopodobienstwem wigksza od zera, jesli przekracza ona pewna ustalona
warto$é xo (rys. 3). Wartosci 2o 1 odpowiadajace im prawdopodobiefistwa zebrane sa
w ponizszej tabeli.

) 1 2 3 4 5
prawdopodobienstwo | 16% 2,3% 0,13%  0,0032%, 0,000029%

Prawda, ze ulubione prawdopodobienstwo fizykow czastek elementarnych nie wydaje
sie juz taka przypadkowsq liczba? Poniewaz warto$¢ xo = 1 odpowiada odchyleniu
standardowemu rozktadu Gaussa, ktére oznacza sie tradycyjnie przez o, wiec
poszczegdlne prawdopodobienstwa mozemy zapisa¢ umownie jako lo, 20 itd.

Zastanowmy si¢ teraz, jak fizycy odkrywaja nowe czastki. Pisal o tym w Delcie
12/2013 Maciej Misiura, wiec przypomnimy tutaj tylko pokrétce najwazniejsze
wiadomosci. Wiedzac, na jakie odpowiednio stabilne czastki poszukiwana czastka
nietrwata moze si¢ rozpadaé, nalezy pomierzy¢ energie i pedy czastek potomnych.
Znajac te wielkosci, mozemy obliczyé mase niezmienniczg, ktéra odpowiada masie
rozpadajacej sie czastki. Niestety, z uwagi na losowe efekty w detektorze energie
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Rys. 4. Wybrane histogramy
przedstawiajace rozklady liczb losowanych
z przedziatu (0, 1). Przy ,garbach”
podano obliczone na podstawie rozktadu
Poissona prawdopodobienstwo uzyskania
tak duzej sumy wynikéw w trzech
przedziatach w pojedynczym losowaniu.
Po uwzglednieniu liczby niezaleznych
tréjek sasiadujacych przedzialéw

w histogramie prawdopodobienstwa te
zmniejszajg si¢ odpowiednio do 3,970,
3,740, 3,390 i 3,270.

Leon Lederman (ur. 1922 r.) jest jednym
z najwybitniejszych fizykéw
do$wiadczalnych zajmujacych sie
czgstkami elementarnymi. Wspéttwérca
potworka jezykowego boska czgstka

na okreslenie czastki Higgsa

(z D. Teresim), u szczytu swej kariery
dokonywal waznych odkryé¢ w takim
tempie, ze pomini¢te przezen rezultaty
wystarczylyby pewnie na kilka Nagrod
Nobla. Doskonalym przykladem moze by¢é
niedocenienie wagi proceséw stabych

z udziatem tzw. pradéw neutralnych:
Lederman te reakcje zarejestrowane

w swoim eksperymencie nazwal dosadnie
»géwnionami” (ang. crapon).

i pedy znamy ze skoniczona dokladnoscia, zatem zamiast otrzymywaé za kazdym
razem te sama warto$¢ masy niezmienniczej, otrzymamy pewien jej rozktad.

Co gorsza, detektor moze zarejestrowac takze tlo, czyli czastki powstajace w wyniku
innych proceséw niz rozpad poszukiwanej czastki. Poszukiwanie nowych, nietrwatych
czastek sprowadza sie zatem przede wszystkim do poszukiwania ,garboéw”

w rozktadach odpowiednio wyznaczonej masy niezmienniczej przy uwzglednieniu tla.

Niestety, takze w przypadku tla obecny jest nasz nieszczesny element losowy. Moze to
znaczaco utrudnié¢ decyzje, czy obserwowany w badanym rozktadzie masy
niezmienniczej ,,garb” jest efektem losowym, czy tez przejawem nowego,
poszukiwanego procesu fizycznego polegajacego na rozpadzie nieznanej czastki. Latwo
to pokazaé na nastepujacym przyktadzie. Losujemy 1000 liczb z przedziatu (0, 1),

a nastepnie grupujemy je w 40 réwnej dtugoéci przedziatach. Powtarzamy te procedure
2000 razy i wybieramy w jakis sposéb rozklady z najbardziej wyraznymi ,garbami”.
Jeden z mozliwych wynikéw tej zabawy przedstawiony jest na rysunku 4. Jak
zdecydowad, czy obecne na rysunkach ,garby” pochodza od losowych wartosci tta? P6t
biedy, jezeli wiemy, sposrdd ilu rozkladéw zostaly wybrane te ,garbate”. Jak jednak
podjaé taka decyzje, jesli to kolega pokazuje nam takie obrazki, a my nie wiemy, jak
bardzo sie staral, zeby je wyprodukowac¢? Nie sztuka jest nawolywaé: ,Badzmy
konserwatywni i nie popelniajmy bledéw pierwszego rodzaju!”, jak jednak pocieszyé
naukowca, ktéremu w ten sposob uciekto odkrycie i — by¢ moze — Nagroda Nobla?

Problemem tym zajal sie w 1968 roku Arthur Rosenfeld. W poswieconym odkrywaniu
nowych, egzotycznych czastek artykule pisal, ze kazdego roku mase niezmiennicza
wyznacza sie okoto 35 miliondw razy. Rzut oka na czasopisma naukowe pozwala
stwierdzié, ze typowy histogram dla takich danych opiera sie na okolo 2500 liczbach,
co oznacza, ze rocznie sporzadza sig¢ okolo 15 tysiecy takich histogramoéw. Na tej
podstawie Rosenfeld oszacowal, ze kazdego roku analiza tych histograméw powinna
dawac¢ od 10 do 100 pozornych ,garbéw”, btednie interpretowanych jako nowe czastki
(wieksza z tych liczb uwzglednia fakt, ze gdy badacz uwierzy juz w odkrycie zawarte
w przygotowanych przezen danych, bedzie dane te obrabial tak, by odkrycie to stato
sie mozliwie bezdyskusyjne). Poréwnanie z publikowanymi w literaturze naukowej
doniesieniami o nowych czastkach okazalo si¢ zgodne z tym zgrubnym oszacowaniem.
Z tego wzgledu Rosenfeld podsumowal swéj artykut nastepujaco.

Dla teoretyka badZz fenomenologa moral jest prosty: trzeba czekaé na efekty
na poziomie bo. Moze to byé trudniejsze dla zespolu doswiadczalnego,
ktory zainwestowal rok pracy i jakis milion dolaréw, [...] mozna wiec
opublikowad takie dane, [...] powinno byé jednak jasne, ze kazdy garb
ponizej poziomu Ho wskazuje na koniecznosé powtdrzenia doswiadczenia.

Apel Rosenberga nie od razu jednak zostal potraktowany powaznie. Mozna sie o tym
przekonaé, przygladajac sie niektérym odkryciom w fizyce czastek elementarnych
z ostatnich 40 lat.

W 1974 roku odkryto czarmonium, J/v, czastke ztozong z kwarka powabnego i jego
antyczastki. ,Garby” byly w tym przypadku tak doskonale widoczne, ze nikt sie

nie przejmowal porzadna analiza statystyczna. Podobna sytuacja miata miejsce kilka
lat pézniej przy odkrywaniu taonu.

W 1976 roku grupa fizykéw z Fermilabu, kierowana przez Leona Ledermana,
odkrywce neutrina mionowego i pézniejszego laureata Nagrody Nobla, doniosta

o zaobserwowaniu nowej czastki o masie réwnej okoto siedmiu masom protonu

(6,5 GeV/c?) i zaproponowata dla niej oznaczenie Y. Rozktad liczby zliczen par
elektron-pozyton o réznych masach niezmienniczych przedstawiony jest na rysunku 5;
prawdopodobienstwo, ze taki rezultat wynika po prostu z losowych wtasnosci tta
zostal oszacowany na 2% (okoto 20). W miare przybywania danych okazato sie
jednak, ze widoczny na wykresie ,garb” po prostu zanikl po uwzglednieniu
Swiezszych wynikéw, a wiec hipoteza zerowa (brak nowej czastki) zostala w tym
przypadku odrzucona nieco zbyt pochopnie. Ztosliwos¢ fizykéw sprawita, ze

w annatach historii nauki byt, ktérego istnienie zaanonsowal Lederman et consortes,
zostal uwieczniony jako pomytka tego fizyka i wynik ten okresla si¢ dzi§ hastem
Oops-Leon. Oznaczenie T przydalo sig¢ zas dla bottomonium, czastki o masie okoto
dziesigciu mas protonu odkrytej przez ten sam zespét rok pézniej. Nauczeni przykrym
doswiadczeniem badacze po zaobserwowaniu ,garbu”, ktéry mégt byé zgodny

z hipoteza braku nowej czastki jedynie na poziomie przekraczajacym 3o, cierpliwie
poczekali, czy i ten nie ,rozptynie” siec w pdzniej uzyskanych danych.
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Rys. 5. Rozklad tempa produkcji par
elektron-pozyton w zaleznosci od masy
niezmienniczej, ktéry doprowadzit

do ogtloszenia odkrycia czastki Y. Zrédto:
Horn i wsp., Phys. Rev. Lett. 36 (1976)
1236.
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Rys. 6. Rozklad masy niezmienniczej

w przypadkach z czterema wiazkami
(dzetami) czastek uzyskany przez zespét
ALEPH. Zakreskowany histogram
odpowiada oszacowanemu poziomowi tla.
Na podstawie: Buskulic i wsp., Z. Phys.
C71 (1996) 179.
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Rys. 7. Uzyskany przez zespét H1 rozklad
masy niezmienniczej, na podstawie
ktérego wysunigto hipoteze o istnieniu
pentakwarkéw. Na podstawie: Aktas

i wsp., Phys. Lett. B588 (2004) 17.

W styczniu 1983 roku ogtoszono odkrycie w CERN-ie czastki W. Artykul naukowy,
w ktérym to uczyniono, opieral si¢ na szesciu zaobserwowanych
przypadkach-kandydatach, nie podawal prawdopodobienstwa, z jakim odrzuca si¢
hipoteze zerowa, zauwazal jedynie, ze prawdopodobienistwo zaobserwowania takiej
sytuacji wskutek losowych wlasnosci tta jest niezwykle mate. Tak samo rzecz sie
miata z ogloszeniem odkrycia czastki Z w maju tego samego roku, na podstawie
czterech zaobserwowanych reakcji.

Reguta Rosenberga znalazta bardziej rygorystyczne zastosowanie dopiero w nieco
nowszych czasach. W 1994 roku badacze z zespolu CDF w Fermilabie widzieli

w rozkladach masy niezmienniczej ,garb” w miejscu odpowiadajacym temu, gdzie
spodziewano si¢ znalezé kwark top. Poniewaz jednak nie byli w stanie odrzucié
hipotezy zerowej z prawdopodobienstwem przekraczajacym poziom 30, w pierwszych
swoich artykutach pisali o argumentach (ang. evidence) na rzecz istnienia kwarka top.
Dopiero po roku, kiedy zaréwno CDF, jak i DO, dwa zespoly z Fermilabu, badajace
ten wycinek rzeczywistosci, uzyskaly odrzucenie hipotezy zerowej na poziomie
przekraczajacym 5o, zdecydowano si¢ méwi¢ o odkryciu nowej czastki — i to rok 1995
przyjmuje sie za date odkrycia kwarka top.

Czastka Higgsa takze byla odkrywana dwa razy. Autor tego artykulu doskonale
pamieta napiecie, z jakim w grudniu 2011 roku $ledzil transmisje na zywo z CERN-u,
gdzie ogloszono zaobserwowanie w trzech rodzajach rozktadéw masy niezmienniczej
»garbu” na poziomie 30 w miejscu odpowiadajacym wiasnie czastce Higgsa o masie
okolo 125 GeV/ c?. Wydarzenie to zapoczatkowalo prawdziwy wysyp prac naukowych
analizujacych wtasnosci tej czastki ze wszystkich mozliwych punktéw widzenia.
CERN-owska konferencja prasowa z 4 lipca 2012 roku, na ktérej ogtoszono
przekroczenie poziomu 50 i ktorej date na ogdél przyjmuje sie za oficjalng ,chwile”
odkrycia czastki Higgsa, w $§wiadomosci naukowcéw zmienita juz niewiele.

Nie wolno tez zapominaé¢ o blamazach w stylu Qops-Leon, przed jakimi reguta
Rosenberga pozwolita srodowisko naukowe uchronié¢. W 1996 roku badacze z zespotu
badawczego uzywajacego detektora ALEPH przy akceleratorze LEP w CERN-ie,
poszukujac czastki Higgsa, uzyskali rozklad masy niezmienniczej przedstawiony

na rysunku 6. W tym przypadku hipoteze zerowa mozna bylo odrzucié

z prawdopodobienstwem 0,01% (3,70), jednak dalsze badania nie potwierdzity
zaobserwowania nowej czastki.

Nie zawsze jednak wystarczy Slepo stosowaé regute Rosenberga, by nie popetnié¢ btedu
pierwszego rodzaju. W 2004 roku zesp6t badawczy uzywajacy detektora H1 przy
akceleratorze Hera pod Hamburgiem uzyskal przedstawiony na rysunku 7 rozktad
masy niezmienniczej, kuszacy wrecz, by oglosi¢ swiatu istnienie pentakwarka, czastki
zlozonej z pigciu kwarkow i antykwarkow — tyle ze jej istnienia nikt si¢ wlasciwie

nie spodziewat. Odrzucenie hipotezy zerowej bylo w tym przypadku bledem

z prawdopodobiefistwem zaledwie 3 - 10710 (ponad 60), jednak analizujacy te dane
fizycy, najwyrazniej uznajac, ze rewolucyjne doniesienia wymagajg nadzwyczajnie
mocnych dowodéw, skromnie uzyli frazy ,argumenty na rzecz istnienia” w tytule
swego artykutu. Jak sie okazalo, stusznie, bo istnienia pentakwarkéw potwierdzié sie
nie udato.

Niekiedy za nazbyt latwe odrzucanie hipotezy zerowej odpowiadaja nie efekty losowe,
ale te zwigzane ze sposobem przeprowadzenia do$wiadczenia (systematyczne). Zespot
badawczy, uzywajacy detektora OPERA w Gran Sasso we Wloszech rejestrujacego
neutrina z wiazki wyprodukowanej w CERN-ie, oglosil w 2011 roku, ze

z prawdopodobienstwem na poziomie 60 nalezy odrzuci¢ hipoteze, ze neutrina sg
czastkami poruszajacymi sie co najwyzej z predkoscig $wiatta. Jak sie¢ okazalo

w kolejnym roku, owo 60 nie miato nic wspélnego z rzeczywistoscia, a caly efekt
spowodowany byl opéZnieniem rejestracji neutrin wskutek luzno wetknietego kabla.

Czy wszystko to oznacza, ze nie mozna wierzy¢ nawet ,prawdom naukowym”?

Nic podobnego! Jak wynika z przytoczonych wyzej przyktadéw, pierwsza reakcja
badacza uzyskujacego nowy, zaskakujacy wynik lub o takim wyniku sie
dowiadujacego polega na probie zgromadzenia wigkszej liczby danych, niezaleznego
powtérzenia doswiadczenia lub zastanowienia sig, czy podczas doswiadczenia

nie popelniono jakich$ bledéw. W ten sposéb nauka nieustannie si¢ oczyszcza

z blednych wnioskéw, takze i tych, ktore sa w stanie przejsé przez sito zasady
Rosenberga. I wlasnie dlatego nauka jest nam w stanie co nieco powiedzie¢ o $wiecie.
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Ekstremalny krysztat
Klaudia PEODZIEN®, Marta SAWICKA™

Emitery $wiatla oparte na azotku galu (GaN) rewolucjonizuja codzienne zycie.
Dzigki niebieskim laserom azotkowym Blu-ray czterokrotnie zwiekszyta sie gestosé
optycznego zapisu danych. Gdy wlaczamy telewizor, cieszy nas wysoka jako$é
obrazu i odwzorowanie koloréw, mozliwe dzigki nowoczesnym wys$wietlaczom

z pod$wietleniem diodowym. Od kilku lat powszechne staja sie mikroprojektory,
oparte na bardzo jasnych, polprzewodnikowych zrédtach $wiatla. Poszerzaja sie
tez mozliwosci diagnostyki medycznej czy komunikacji podwodnej dzieki laserom
emitujacym Swiatlto zielone 480-500 nm. Wszystko to zawdzieczamy krysztatowi
azotku galu, ktory okreslany jest jako potprzewodnik przysztosci.

Krysztal GaN jako kamien filozoficzny. Azotek galu jest
krysztalem, ktéry nie wystepuje w srodowisku naturalnym,

w przeciwienstwie do diamentu czy szafiru. Jego wlasciwosci fizyczne

i optyczne zostaly przewidziane teoretycznie na poczatku XX wieku.
Material wydawatl sie idealnym kandydatem do wytwarzania emiteréw
$wiatta niebieskiego, jednakze wytworzenie wysokiej jakosci krysztatow
GaN okazalo sie nie lada wyzwaniem. Wysilki zmierzajace do
znalezienia wlasciwego podloza, na ktérym mozna by otrzymaé dobrej
jakosci warstwy GalN, nie przynosity zadnych pozytywnych wynikéw —
w produkowanych warstwach bylo zbyt duzo defektéw (ok. 10'° cm=2).
Trudnosci pojawity sie tez przy wytwarzaniu ztacza p-n, ktére jest
niezbedne, aby po przylozeniu napiecia do diody LED uzyskaé¢ emisje
Swiatta. W zlaczu p-n nosniki (elektrony i dziury) pod wplywem
przylozonego napiecia dyfunduja do centrum ztacza, gdzie rekombinuja

Maszyna do epitaksji z wiazek molekularnych (tacza sig), emitujac $wiatlo. Teoretycznie, aby uzyskaé¢ warstwe typu p

(MBE), stuzaca do produkcji niebieskich i zielonych

diod laserowych, znajdujaca si¢ w Instytucie

z wspomnianego zlacza, wystarczyto wprowadzi¢ do GaN niewielki

Wysokich Cisnieri PAN. (www.topganlasers.com) procent atoméw magnezu. W praktyce jednak to nie dziatato i nikt

Schemat krystalizacji GaN z roztworu
metoda wysokoci$nieniowa.

(1) Azot czasteczkowy pod wysokim
ci$nieniem dysocjuje na powierzchni
roztworu galu.

(2) Atomy azotu dyfunduja w stopionym
galu w kierunku zarodkujacego krysztatu
GaN.

(3) Rosnace plytki GaN maja ksztalt
heksagonalny.

Zrédlo: www. unipress.waw.pl

*studentka, Wydzial Fizyki
Uniwersytetu Warszawskiego
**Instytut Wysokich Ci$nient Polskiej
Akademii Nauk

nie wiedzial dlaczego.

Impas przelamali ubiegloroczni laureaci Nagrody Nobla w dziedzinie fizyki —
Japoniczycy Isamu Akasaki, Hiroshi Amano i Shuji Nakamura. Dzigki ich
przelomowym odkryciom w latach osiemdziesiatych swiat w koncu uwierzyl, ze
warto inwestowa¢ w GaN. Cienkie warstwy buforowe GaN lub AIN, wytwarzane
w niskiej temperaturze na szafirze, umozliwity redukcje ilosci defektow

w warstwach GaN do takiego poziomu, ktory pozwala na catkiem wydajna
rekombinacje i emisje Swiatla niebieskiego. Zaproponowali tez prosty mechanizm
aktywacji domieszki magnezowej podczas wygrzewania struktur, usuwajac
odpowiedzialny za klopoty wodor. I tak pierwsze azotkowe diody LED zaswiecilty
na niebiesko w 1992 roku. Od tego momentu technologia ulegla znacznym
transformacjom, jednak impuls potrzebny do jej rozwoju niewatpliwie
zawdzieczamy wspomnianym badaczom.

Polak jednak potrafi. Diody LED to, oczywiscie, tylko jeden z typow
urzadzen azotkowych. Azotek galu ma wiele innych zastosowan, sposréd ktérych
bardzo waznym jest konstrukcja laseréw. Do tego celu nie wystarcza jednak
wspomniane warstwy GalN na szafirze — konieczne sa podloza o mniejszej ilosci
defektow.

Prébe opracowania nowego sposobu otrzymywania krysztaléw GaN podjeli
polscy naukowcy z Instytutu Wysokich Cisnien Polskiej Akademii Nauk

(IWC PAN). W polowie lat osiemdaziesiatych rozpoczeli prace nad synteza GaN
z roztworu. Z uwagi na ekstremalne warunki topnienia (temperatura

ponad 2200°C i ci$nienie ponad 6 GPa) nie mozna syntetyzowaé¢ go popularng
dla innych pélprzewodnikéw metoda Czochralskiego, polegajaca na powolnym
wyciaganiu zarodka ze stopionego roztworu w celu otrzymania duzego krysztatu
(tak otrzymywane sa np. monokrysztaly krzemu, germanu, arsenku galu).
Pierwszym wyzwaniem, jakie przyszto im pokonaé, byla konstrukcja niezwykle
wytrzymaltych komér wysokocisnieniowych, mogacych stabilnie pracowaé

w temperaturach rzedu 1500°C i ci$nieniu 1,2 GPa (okolo 12 000 atmosfer).
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Wspélna praca fizykéw i inzynieréw w IWC PAN zaowocowala wkrétce
pierwszymi sukcesami — z roztworu otrzymywano cienkie plytki GaN

o heksagonalnym ksztalcie i powierzchni okoto 100 mm?.

Krysztaly wytwarzane metoda wysokoci$nieniows sa wlasciwie doskonalte —
praktycznie nie ma w nich defektéw. Na jednym z nich stworzono w 2001 roku

Prad . [ . .

LLLLL LLL pierwszy polski niebieski laser azotkowy. Krysztaly te maja wyjatkowo wysoka
typ-p koncentracje swobodnych elektronéw (ponad 5 - 102 cm™2), wiec z tatwodcia
af:?;ﬁfy ——— I — przewodza prad elektryczny. Prad, ktéry zasila laser, zamieniany jest na $wiatto
InGtaN yﬁ' generowane w obszarze aktywnym. Aby $wiatlo lasera nie ,uciekalo” do podloza,

yp-i : S - . . . . o
Skladki (g;f\}ze Cmisja potrzebne sg okladki z materialu o matym wspolczynniku zatamania $wiatla,
NGy ok BN na przyklad warstwy AlGaN. Niestety, dla dlugosci fal ponad 450 nm dzialaja
Op‘t‘;‘Z‘Zinv mogu OPfCﬁC%nego one bardzo stabo. Jak zatem w inny sposéb zablokowa¢ wyciekanie modu
v v O podioza . . . . s .
optycznego do podloza? Rozwiazaniem sg podloza wysokoci$nieniowe, nazywane
SChfmaF S“t“kttury laserowej, w ?tlfrej 4 réwniez ,,plazmonicznymi”, poniewaz obecne w nich swobodne elektrony
nastepujg straty z uwagl na wycliek modu . T . . . . s s . s .
optycznego do podioza. Rozwigzaniem zaczynaja (jesli jest ich odpowiednio duzo) wykazywaé wlasciwosci

tego problemu sg podloza plazmoniczne  charakterystyczne dla plazmy i skutecznie ,trzymaja” $wiatlo lasera, zapewniajac

GaN o bardzo wysokiej koncentracji L, . . .

elektronéw swobodnych. wysoka sprawnos$¢ przyrzadu. Niestety, krysztaly GaN spontanicznie rosnace
metoda wysokocisnieniowa maja male rozmiary, co nie pozwala na masowa
produkcje urzadzen na ich bazie. Sprytnym pomystem na obejscie tego problemu

jest wlozenie do komory cisnieniowej zarodzi w postaci kilku duzych plytek GaN

i wytwarzanie na nich warstwy o opisanych wtasciwoéciach. Obecnie metoda ta

pozwala na efektywne wytwarzanie nowej generacji 1-1,5 calowych

plazmonicznych podlozy GaN, uzywanych do produkcji diod laserowych.

Réwnolegle do prac prowadzonych w IWC PAN na Wydziale Fizyki

Uniwersytetu Warszawskiego badana byla inna metoda syntezy GaN

wykorzystujaca wysokie ci$nienie — metoda ammonotermalna. Wzrost krysztatow
Krysztal GaN wytworzony w IwC PAN  GaN tg metoda odbywa si¢ w temperaturze 400—600°C i ci$nieniu 0,1-0,3 GPa.
(fot. Tomasz Sochacki, IWC PAN) W nadkrytycznym amoniaku, w obecnosci mineralizatoréw (w przypadku

metody ammono-zasadowej sa to metale alkaliczne lub ich amidy, tj. LiNHs,
NaNH,) odbywa sie rozpuszczanie umieszczonego w autoklawie
zanieczyszczonego polikrystalicznego proszku GaN. Dzigki zjawisku konwekcji
GAN przemieszcza sie w kierunku wysokiej jakosci zarodkéw i tam w wyniku
przesycenia roztworu krystalizuje. Krysztaly rosna do$¢ wolno, ale ich jakosé
krystaliczna jest bardzo wysoka — typowa gestoéé defektéw to zaledwie 10* cm™2.
W kontrolowany sposéb mozna tez wytwarzaé krysztaly GaN o wysokiej
koncentracji swobodnych elektronéw. Ponadto, technologia ammonotermalna,
podobnie jak opisana poprzednio hydrotermalna, jest w pelni skalowalna, co
pozwala obnizaé koszty produkcji i daje nadzieje na sukcesywne zwigckszanie
dostepnoéci wysokiej jakosci podtozy GaN. Obecnie metoda ammonotermalna
Krysztal GaN wytworzony metoda jest rozwijana i udoskonalana przez firme Ammono SA, majaca zaklady
ammonotermalng. Zrédlo: www.ammono.con 1,1y keyine pod Warszawa. Produkuje ona najwieksze i najlepszej jakosci
krysztaly GaN na $wiecie, bedac niekwestionowanym liderem w tej technologii.

Wykorzystana szansa. Gdy w 2001 roku IWC PAN zademonstrowatl

jedna z pierwszych azotkowych diod laserowych na Swiecie, prywatni inwestorzy
zdecydowali sie wesprze¢ finansowo badaczy. Tak powstata firma TopGaN

Sp. z 0.0., ktora swoja przewage rynkowa oparlta na dostepie do najlepszej

w tamtym momencie jakosci krysztalow GaN. Zespol badawczy skupit sie

na produkcji i optymalizacji pétprzewodnikowych diod laserowych emitujacych
Swiatto fioletowe, niebieskie i zielone. Metodg wytwarzania struktur laserowych jest
m.in. opatentowana w 2004 roku przez Polakéw epitaksja z wiazek molekularnych
z wykorzystaniem plazmowego zrédla azotu (ang. Plasma-Assisted Molecular Beam
Epitary, PA-MBE). Cisnienie stosowane w metodzie PA-MBE jest ekstremalnie
niskie, podobne do tego, jakie panuje w kosmosie. Przed epitaksja w komorze
wzrostu ci$nienie wynosi 1077 Pa, a podczas epitaksji ~ 1073 Pa, aby zapewni¢
warunki nieoddziatujacych wigzek molekularnych. Parametry laseréw azotkowych
wytwarzanych technika MBE plasuja to laboratorium w Swiatowej czoléwece.

Od samego poczatku TopGaN szczegdlna uwage poswiecal produkeji laserow
o duzej mocy optycznej, ktére moga zostaé¢ wykorzystane w projektorach
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Wiazka swiatla emitowana przez matryce
laserowa. Zrédlo: www.topganlasers.com

m Zadania

Rys. 1

laserowych nowej generacji, w fotolitografii lub przemysle drukarskim. Obecnie
takie diody wytwarza i sprzedaje na zasadach komercyjnych. Oferowane
przyrzady emitujg Swiatto w zakresie 380-450 nm. Aby maksymalizowaé moc
optyczna emitowana przez lasery azotkowe, firma rozpoczela regularne badania
nad matrycami laserowymi. Matryce laserowe sg systemami polaczonych chipéw
laserowych i maja wszystkie zalety diod laserowych: kompaktowa wielko$¢, duza
niezawodno$¢ oraz bardzo wysoka catkowita moc optyczna. Jednym z ostatnich
sukceséw bylo stworzenie mini-matrycy laserowej emitujacej az 4W mocy
optycznej z 16 niebieskich laseréw pracujacych w trybie pracy ciaglej. Matryce
laserowa zaprezentowano w 2013 roku na konferencji Photonics West w USA,
jako owoc wspélpracy IWC PAN oraz firm TopGaN i Ammono.

Gdy $ledzimy kolejne osiagniecia technologii produkcji coraz doskonalszych
krysztaléw azotku galu, a takze sukcesy optymalizacji diod laserowych, pomysty
w stylu telewizorow, ktére mozemy zmiesci¢ w kieszeni, wydaja sie zupelnie
nieodlegla przysztoscia. Ogromny potencjal naukowy IWC PAN we wspotpracy
z polskimi firmami hi-tech: TopGaN i Ammono stanowi mase krytyczna
azotkowej technologii w Polsce, pozwalajaca na wspoélzawodnictwo na arenie
miedzynarodowej w dziedzinie produkcji objetoéciowych podlozy GaN oraz
laseréw azotkowych z nawet tak duzymi konkurentami jak japonskie korporacje.

Redaguje Tomasz TKOCZ

M 1450. Okregi o promieniach R i r sa styczne zewnetrznie. Poprowadzono ich
wspoélna styczng i w obszar ograniczony przez nia i okregi (rys. 1) wpisano okrag.
Ile wynosi jego promien?

Rozwiazanie na str. 10

M 1451. Dla liczby catkowitej n > 1 znalezé wartosé sumy
- (n> (—1)
— k) E+1

M 1452. Rozstrzygnaé, czy pajak moze znalezé taka $ciezke na pajeczynie
z rysunku 2, aby odwiedzi¢ kazdy jej wierzchotek doktadnie raz i wréocié
do wierzchotka, z ktérego zaczal?

Rozwiazanie na str. 2

Przygotowat Piotr ZALEWSKI

F 875. Jednorodna zelazna kwadratowa plyta o masie m i boku z (oraz
nieistotnej dla problemu grubosci) wisi na przymocowanym do jej rogu zawiasie
(umozliwiajacym obrét plyty w jej plaszezyZnie) i jest dodatkowo przytrzymana
elektromagnesem tak, ze jej géorna krawedz jest pozioma. Wyznaczy¢ sile, z jaka
zawias dziata na plyte w chwili zwolnienia elektromagnesu. Jako wprawke nalezy
wyprowadzi¢ wzdér na moment bezwladnosci takiej plyty (wzgledem dowolnej osi
prostopadlej do jej plaszczyzny), wykorzystujac tylko analize wymiarowa

i twierdzenie Steinera.

Rozwiazanie na str. 11

Rozwiazanie na str. 24

F 876. W sytuacji opisanej w poprzednim zadaniu zawias zostal zamocowany
pod suwakiem pozwalajacym na swobodne przemieszczanie sie zawiasu po
poziomej belce (lezacej w plaszczyznie plyty). Z jaka sila zawias bedzie dzialal
na plyte i jakie bedzie przyspieszenie suwaka w chwili zwolnienia
elektromagnesu? W jakiej pozycji zatrzyma sie suwak, gdy jego opory ruchu
mozna zaniedbaé¢ w poréwnaniu do pozostalych oporéw ruchu (ktére nalezy
uznac¢ za minimalne: ich poczatkowy wplyw zaniedbujemy, ale oczekujemy, ze
dzigki nim plyta w konicu znieruchomieje).

Rozwiazanie na str. 16
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Rozwigzanie zadania M 1450.

Niech x oznacza szukany promien. Jeden
z trojkatéw prostokatnych widocznych

na rysunku ma przeciwprostokatna
bedaca sumag promieni o dlugoéciach R i
oraz przyprostokatng o dtugosci R — x.

Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy, ze
dlugosé drugiej przyprostokatnej, a wiec
réwniez diugos$é odcinka pomiedzy
odpowiednimi punktami stycznosci jest

(R4 z)? — (R — x)2.

réwna

I

Z analogicznych obliczen dla pozostalych
par punktéw stycznosci otrzymujemy
l'(/)VVIl'(),l’lie

(R4+z)2 — (R—z)?+

(r+z)2 —(r

= /(B2 = (R-1)p2,

ktére pozostaje rozwiazaé. Upraszczajac,
dostajemy

A4Rx + V4rxz = V4Rr,
co daje
1 1 1
—_— ==+t —,
vz VR T
czyli
B rR
(VT + VR

Prvni autentické vyobrazeni bleskosvadu

Pierwszy oryginalny model
piorunochronu.

Machina meteorologica i Ztoty Divis
Krzysztof REJMER

Na brzegu Dzikiej Orlicy, w wiosce Helvikovice, ktora dzi$ jest przedmiesciem
Zamberku, stoi niewielki dom, wybudowany w stylu charakterystycznym dla regionu
Go6r Orlickich. Urodzil si¢ w nim wynalazca Wactaw Divisek, ktéry na kartach nauki
zapisal si¢ jako Prokop Divi§ (1698-1765). Kiedy po $mierci ojca gospodarstwo objat
jego starszy brat, dzieki pomocy pochodzacego z Zamberku rektora szkoty

Henryka Dusika, chlopiec nie zostal, na przyktad, pomocnikiem ciesli albo kowala, ale
rozpoczal nauke w jezuickim kolegium w Znojmie. Wstapil do zakonu norbertanéw

i uczyt si¢ dalej, obronil doktoraty z teologii oraz z filozofii w Salzburgu i w Otomuncu.
Jednak pasja jego zycia staly si¢ nauki przyrodnicze.

W 1736 roku Prokop Divis zostal proboszczem w Piiméticach pod Znojmem; to tam
wtlasdnie rozpoczal swoje eksperymenty z elektrycznoscia statyczna. Przez wiele lat
niezwykle systematycznie zbieral réznorodne obserwacje meteorologiczne burz, ktére
potem posytal profesorowi Sorinkinowi do Pragi. Wszystko spisat w dziele Magia
naturalis dedykowanym cesarzowej Marii Teresie. Eksperymenty te kontynuowal dalej,
juz jako przeor klasztoru w Louce (1741-1742), a potem znéw jako proboszcz.

W 1753 roku, mierzac natezenie pola elektrycznego w atmosferze, w wyniku uderzenia
piorunem $mieré¢ ponidést w Petersburgu profesor Georg Wilhelm Richmann. Dla
Prokopa Divisa stalo sie to impulsem do napisania krétkiej, tacinskiej rozprawy

o sprowadzaniu elektrycznych nabojéw z chmur do ziemi, ktérg postat Petersburskiej
Akademii Nauk. Rozprawa pozostala raczej niezauwazona, poniewaz miata do$é
dziwaczng forme. Zaczynala sie od biblijnych cytatéw i dalej rozwijata jakas cudaczng
elektroteologiczng teorie.

Po émierci profesora Richmanna, ktéra w $wiecie nauki wywotlata duzy wstrzas,
zaprzestano prowadzenia ryzykownych eksperymentéw. Prokop Divis postanowit zajaé
sie zagadnieniem bezpieczenstwa i rozpoczal prace nad przyrzadem meteorologicznym
(machina meteorologica), jak nazywal swéj wynalazek. W zamierzeniu nie byl to
piorunochron, ale urzadzenie, ktére miato chroni¢ przed gromadzeniem si¢ tadunkéw
w chmurach, a przez to przed powstawaniem wyladowan atmosferycznych. W 1754 roku
owa meteorologiczna maszyna byla juz gotowa. Tworzyt ja zesp6l czterystu ostrzy
umieszczonych na maszcie, potaczonych tancuchami z ziemis, ktérych zadaniem byto
wysysa¢é elektryczne tadunki z chmur. O ile w laboratoryjnych eksperymentach
Prokop Divi$ potrafit tego dokonaé (a nawet popisywal si¢ ta umiejetnoscia

na wiedenskim dworze), o tyle skala zjawiska, jakim jest burza, czyni to niemozliwym,
o czym jednak Divi§ w tamtej epoce nie mégt wiedzied.

Za wynalazce piorunochronu (1752 r.) uwazany jest Beniamin Franklin (1706-1790).
Cel Franklina, przechwytywanie piorunéw, byt jednak duzo skromniejszy, a konstrukcja
prostsza, wystarczato do tego zaledwie jedno ostrze. Naukowy konkurent Franklina,
zastuzony w badaniach nad elektrycznoscia, pierwszy profesor fizyki doswiadczalnej

w Paryzu, ksiadz Jean-Antoine Nollet (1700-1770) byt wielkim przeciwnikiem budowy
piorunochronu, jako wlasciwy $rodek zaradczy zalecajac bicie w dzwony. Piorunochron,
twierdzit Nollet, to urzadzenie grzeszne, bo jest wynikiem sprzeciwu wobec woli Boga.
A poza tym on pioruny Sciaga, co akurat jest prawda, ale wtadnie dzieki temu (o ile
instalacja jest poprawnie wykonana) zapewnia wieksze bezpieczenstwo.

Meteorologiczna maszyna Prokopa Divisa elektrycznosci z chmur, co prawda,

nie wysysala, niemniej dobrze dzialtata jako piorunochron. Dosé¢ komiczny byt koniec
owego urzadzenia. Lato w roku 1759 byto bardzo suche. W Piiméticach zaczgto uwazaé,
ze to wtasnie ta dziwna rzecz stojaca przy plebanii rozgania chmury. W 1760 roku
chtopi wtargneli do probostwa i piorunochron zniszczyli. Jednak w rok pdzniej,

po katastrofalnych burzach, mieszkancy wsi zmienili zdanie i poprosili o odbudowanie
urzadzenia. Minelo jeszcze pietnascie lat i na zamku Mésice pod Praga w 1775 roku
umieszczono pierwszy piorunochron wedtug pomystu Franklina. Byto to dziesieé lat

po $mierci piimétickiego wynalazcy.

Prokop Divi§ po$wiecit elektrycznosci wieksza czesé swojego pracowitego zycia.
Prowadzil doswiadczenia dotyczace wpltywu elektrycznosci na rosliny oraz zwierzeta.
Probowal stosowaé elektrycznosé do leczenia paralizu, choréb reumatycznych oraz
kurczéow mieéni. Terapeutyczne stosowanie elektrycznosci wprawdzie konsultowat

z nadwornym lekarzem Marii Teresy, Gerardem van Svietenem, uznanym medycznym
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Rozwigzanie zadania F 875.

Z analizy wymiarowej wynika, ze moment
bezwladnosci kwadratu (jednorodnej
kwadratowej plyty) o boku z wzgledem
jego $rodka jest proporcjonalny do jego
masy i kwadratu dtugosci boku.
Oznaczajgc stalag proporcjonalnosci

przez k, otrzymujemy.

I(z) = k- m(zx) - 2%, Jest on jednocze$nie
réwny sumarycznemu momentowi
bezwtadnoéci czterech mniejszych
kwadratéw (na ktére ten wigkszy mozna
podzieli¢) wzgledem ich stykajacych sie
rogéw. Wykorzystujac twierdzenie
Steinera, otrzymujemy

I(z) = 4(](%) + %dg),

V2
gdzie d = JT jest odlegloscig $rodkéw
masy malych kwadratéw do érodka masy
duzego. Przyréwnujac wzory na I(z),

wyznaczamy k = —.

6
Moment bezwladnoéci kwadratowej plyty
wzgledem jej rogu jest, oczywiscie, réwny
V2 2 2 2
) = —mx~.
2
Plyta w chwili zwolnienia elektromagnesu
zaczyna si¢ obraca¢ wokoét zawiasu pod
o o

I"(z) = I(I)+m(

xT xT
wplywem momentu sity mg—, gdzie 3
jest ramieniem silty ciezkosci (przylozonej
do $rodka masy) wzgledem osi
wyznaczonej przez zawias. Otrzymujemy

. T
warunek I*(z)€ = mg skad
wyznaczamy przyspieszenie katowe
3 g
&= 1. Sktadowe pionowa i pozioma
x
przyspieszenia srodka masy sg réwne
co do wartosci (dlaczego?) i wynosza
T 3
a = —& = —g (jak to wykazac?).
Z réwnania opisujacego ruch w kierunku
pionowym otrzymujemy warunek
na skladowg pionowa poszukiwanej silty
ma = mg — Fy, czyli Fy = gm,g.
Natomiast z réwnania opisujacego ruch
w kierunku poziomym wyznaczamy
3

sktadowg pozioma F.. = am = gmg

(sktadowa ta jest skierowana przeciwnie
do skladowej poziomej wektora
poprowadzonego od zawiasu do $rodka
masy plyty).

autorytetem w éwczesnej Austrii, ktéry pomystom Prokopa Divisa byl przychylny,
jednak lekarze, aptekarze, a zwtaszcza ksigza, przyjeli ten pomyst z wrogoécia.
Medyczne pisma Divisa w Austrii zostaly zatrzymane przez cenzure, a za granica
ukazaly sie tylko nieliczne i nie wywotaly zadnego oddzwigku. Przyjaciel Divisa,
znojemski lekarz Pichler, posytal mu tylu pacjentéw, ze na plebanii w Piiméticach
powstata wrecz przychodnia ze stalymi godzinami przyjeé. Zrédla wspominajg o wielu
wyleczonych, trudno jest jednak oceni¢ wiarygodnosé tych doniesien.

W 1753 roku Prokop Divi§, ktéry byl takze wysmienitym muzykiem, skonstruowat
unikatowy instrument strunowy, napedzany energia elektryczna czerpang z baterii
butelek lejdejskich. Dennis d’Or, czyli Zloty Divis — bo tak si¢ ten instrument nazywat
— mial 790 strun, niektére zrédla méwig o czternastu klawiaturach, czy jest to prawda,
trudno dzi$ ocenié, bo nie zachowal si¢ ani sam instrument, ani zaden jego doktadny
opis. Johann Ludwig Fricker, ktéry odwiedzil wynalazce, napisat entuzjastyczny artykut
zamieszczony w naukowym periodyku Tibingische Berichte von gelehrten Sachen XXX
(Juli 1754, 395). Ztoty Divis mial by¢ rodzajem syntetyzatora dzwigku, podobno imitowal
dzwieki harfy, pianina, fagotu, leSnego rogu, klarnetu i kilku innych instrumentéw.
Moéwiono, ze takze gltos ludzki, ale to juz brzmi chyba nazbyt fantastycznie. Instrument
ten tak oczarowal cesarza Jozefa I, ze — po kasacie zakonu w Louce — nakazal przewiezé
go na wiedenski dwoér i podarowal organiécie Norbertowi Weiserowi, ktéry koncertowat
nie tylko na dworze, ale tez w wielu innych miastach habsburskiej monarchii.

Poniewaz instrument byt skomplikowany, tylko bardzo niewielu potrafito na nim

grac. Niestety, nie zachowal si¢ on do dzi$, zaginal w Bratystawie, gdzie zmart Weiser.

Rozprawa Magia naturalis zostata po raz pierwszy wydana w Niemczech przed sama
Smiercig autora. Ksigga sklada sie z trzech czesci zatytutowanych: O ogniu naturalnym,
O ogniu podstawowym i elektrycznym, O meteorologii, czyli o makroskopowej elektryzacyi
albo wiasciwie o burzy. W ksiazce tej Divi§ przedstawia swoja osobliwg, jak

na katolickiego ksiedza, teorie $mierci; otéz $mieré nastepuje wcale nie w chwili
opuszczenia ciala przez dusze, ale w momencie opuszczenia ciata przez wszelki
elektryczny ogiei (czyli w dzisiejszym jezyku — przez tadunek elektryczny). Nic wiec
dziwnego, ze autor mial nieustanne klopoty z cenzura.

Nie mozna jednak powiedzieé, ze Prokop Divis nie zostal za zycia doceniony. Wiesci

o jego zdumiewajacych eksperymentach szybko dotarty do Wiednia i zostat zaproszony
na dwoér, gdzie demonstrowal Marii Teresie i Franciszkowi Lotarynskiemu swoje
eksperymenty. Cesarska para przyjeta je z ogromnym zainteresowaniem i nagrodzita
uczonego zlotym medalem. Krélewskie uznanie jest cenne, ale najwazniejsza jest jednak
reakcja innych uczonych. Wspomnieliémy wczeéniej o braku zainteresowania rozprawa,
ktorg Divis postat do Petersburga. Wydarzenie to jednak nie oznacza, ze byl on przez
naukows spoteczno$é swej epoki ignorowany. Wiemy, ze utrzymywat liczne kontakty

z innymi uczonymi, a wéréd nich z Leonardem Eulerem. Twoje badania w calych
Niemczech przyjmowane sq z wielkim uznaniem. Nie moZesz mi ofiarowaé wspanialszego
daru niz szczegolowy opis owego godnego podziwu instrumentu Twojej konstrukcyi. . .
pisal do Divisa éw wielki uczony. Czy otrzymat to, o co prosil — tego, niestety,

nie wiemy. Zapewne nie, skoro do dzi$ nie zachowat sie zaden szczegétowy opis

Ztotego Divisa.

Gdy zycie Prokopa Divisa dobiegalo juz kofica, na Slasku Cieszyniskim urodzit sie
ksigdz Jan Brzuska (1757-1840), ktéry jeszcze jako student teologii w Otomunicu
rozmitowatl sie¢ w fizyce. Bedac proboszczem w Istebnej, budzit lek wéréd goérali
(uwazajacych go za czarownika), wytwarzajac iskry i prad elektryczny za pomoca
maszyny elektrycznej. Jak Divi§ stosowatl elektrycznosé do celéw terapeutycznych,
napisal tez dzieto o wplywie elektrycznosci na organizm ludzki. Ciekawe, czy

Jan Brzuska wiedziat o Prokopie Divisu, w koncu taczyt ich Olomuniec.

A maszyna meteorologiczna? Dzi$ jedna jej replika stoi obok rodzinnego domu Diviga,
gdzie obecnie miesci sie male muzeum, a druga znajduje sie na dachu teatru
w Zamberku, ktéry nosi imie nieco zapomnianego juz wynalazcy.

* * *
Jak wiadomo, Franklin byl jednym z ojcéw-zatozycieli Stanéw Zjednoczonych. Z tym
faktem wiaze si¢ pewna anegdota. Gdy w Europie zaczeto zaktadaé piorunochrony,
zywa dyskusje wywotalo pytanie, jakie zakonczenie piorunochronu jest lepsze: tepe
czy tez ostre, jak chcial Franklin. Niechetny Franklinowi krél Jerzy III Hannowerski
usitowal wymusi¢ na Royal Society uznanie za lepsze tego pierwszego rozwiagzania.
Prezydent stowarzyszenia, lekarz John Pringle, odparl: Sir, nie potrafie zmieniaé praw
ani zjowisk natury. Jednak taka bezczelno$é nie miescita si¢ w glowie kréla Jerzego.
W takim razie — odpart wtadca — lepiej podaj sie do dymisji.
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Suma typu

(b2 —b1) + (b3 —b2) + ...+ (b —bn—-1)
jest przykladem sumy czes$ciowej szeregu,
zwanego w matematyce szeregiem
teleskopowym. Wtasnosci takich szeregéw
sg czasami uzywane w analizie
algorytmow.

Inspiracja do powstania tekstu byly
lamigtéwki algorytmiczne ze zbioréw
konkursu Australian Informatics
Competition. www.ioinformatics.org/
0i/pdf/v8.2014.179_190.pdf

Maia ge

Architekci i1 algorytmy

W pewnym miedcie podjeto decyzje o budowie nowego osiedla. Postanowiono, ze
bedzie to szereg osmiu budynkéw. Przyjeto, ze zadne trzy stojace obok siebie
budynki nie moga by¢ tej samej wysokosci. Ustalono, ze budynki beda mieé¢
wysokoéci rowne odpowiednio: 5, 10, 10, 15, 25, 25, 30 i 45 metréw.

Pojawilo si¢ pytanie: Jak nalezy uszeregowaé budynki, aby widok osiedla z pewnej
odlegtosci byt jak najtadniejszy? Zdania na ten temat wéréd miejscowych
architektéow byly podzielone. Ogloszono konkurs na projekt osiedla. Dwie
pracownie architektoniczne, znajdujace si¢ w tym miescie, przedstawily swoje
projekty urbanistyczne.

Pierwsza grupa architektéw, bardziej tradycyjna, zaproponowala, by trzymac sie
zasady, ze nalezy minimalizowaé sume roéznic wysokosci sasiadujacych ze soba
budynkéw. Ich zdaniem oznaczato to tyle, ze budynki nalezy uszeregowaé

od najnizszego do najwyzszego (lub w odwrotnej kolejnosci).

Druga pracownia, bardziej nowoczesna, uwazala inaczej — architekci uznali, ze
sasiednie budynki powinny rézni¢ si¢ co do wysokoéci najbardziej, jak to jest tylko
mozliwe (czyli suma réznic wysokosci sasiadujacych ze soba budynkéw powinna
by¢ jak najwieksza). Co zaskakujace, do projektu druga grupa architektéw
dolaczyla az dwa rysunki (plany) osiedla, ktére ich zdaniem stanowily przyklady
optymalnych rozwiazan. Algorytmu, ktéry zastosowali do ich znalezienia,
pracownia jednak nie ujawnilta.

Po burzliwej dyskusji jury konkursu ostatecznie zdecydowalo, ze zwyciezy drugi
projekt drugiej grupy architektow.

Warto zastanowi¢ sie, czy grupy architektéw mialy racje? To znaczy: Czy
algorytmy, jakie zastosowano, rzeczywidcie dawaly najlepsze z mozliwych
(optymalne) rozwiazania dla réznych dla obu grup specyfikacji problemu?

Przeanalizujmy propozycje pierwszej grupy.

Zatézmy, ze budynkéw jest m. Niech by, bo, ..., b, to wysokosci budynkow
uszeregowanych od najnizszego do najwyzszego. Oznaczmy dodatkowo by, = b1
i bmax = bn. W przypadku takiego uszeregowania otrzymamy sume réznic
wysokosci réwna by — b1| + [bg — ba| + ... + |by, — bp_1], ktéra, oczywiscie, mozemy
zastgpié¢ suma

(b2 - bl) + (bS - b2) +...+ (bn - bnfl) = bn - bl = bmax - bmin~

Zauwazmy, ze nie sposob uszeregowaé budynki tak, aby suma réznic wysokosci
sasiednich budynkéw byta mniejsza niz réznica wysokosci najwyzszego

i najnizszego. Inaczej méwiac — w przypadku kazdego innego uszeregowania
poszukiwana suma réznic wysokosci bedzie wigksza od réznicy bmax — bmin-
Dlaczego? W zrozumieniu tej prawidlowosci moze poméc interpretacja
geometryczna — poszukiwana suma jest suma dhugoéci odcinkéw o dlugosciach
rownych odpowiednim réznicom wysokosci sasiednich budynkéw. Oczywiscie, suma
mnogosciowa tych odcinkdéw jest rowna odcinkowi o dtugosci byax — bmin-

Podsumowujac — pierwsza grupa architektoéw przedstawila optymalne rozwiazanie
(dla ich specyfikacji problemu).

Co mozemy powiedzieé o rozwigzaniu (rozwiazaniach) drugiej grupy? Czy ktod
z Czytelnikéw potrafi sformutowaé algorytmy, jakimi postugiwali sie architekci
w celu otrzymania rozwiazan? Czy te algorytmy daja optymalne rozwiazanie dla
ich specyfikacji problemu? Odpowiedz na drugie pytanie wydaje si¢ nie by¢
wcale taka prosta.
Malq Delte przygotowal Pawel PEREKIETKA

nauczyciel, V LO w Poznaniu
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Rys. 1. Z prostokata 6 X 12 wycigto

dwa kwadraty 2 X 2. Kolorem zaznaczono
przykladowy cykl spelniajacy warunki
zadania.

J

(= J

Rys. 2. W kazdym z 16 niewycietych
kawatkéw umieszczamy cykl. Drzewo
rozpinajace grafu kawalkéw zaznaczono
pogrubionymi czarnymi krawedziami.

MM
u g e

Rys. 3. Otoczenie wycigtego kwadratu
cyklem w kawalkach 4 x 4 i 4 x 6.

Rys. 4. Poczatkowe wypelnienie pelnego
prostokata w drugim rozwigzaniu.

[Ty

e

S B

Rys. 5. Trzy przypadki lokalnych
poprawek ,kaloryfera”.

Informatyczny kacik olimpijski (79): Filary

W tym kaciku oméwimy zadanie Filary, ktore pojawito sie¢ na Akademickich
Mistrzostwach Polski w Programowaniu Zespotowym 2014. Zadanie, pomimo
prostej tresci i (jak sie za chwile przekonamy) catkiem prostego rozwiazania,
sprawito sporo ktopotéw druzynom startujacym w zawodach i ostatecznie zostato
rozwigzane tylko przez jedna z nich.

Dany jest prostokat o parzystych wymiarach n x m podzielony na

nm kwadratow jednostkowych, z ktérego wycieto f kwadratow 2 x 2. Wyciete
kwadraty nie sg rozmieszczone zbyt gesto — Srodki kazdych dwoch kwadratéw sa
odlegle o co najmniej 6, a ponadto $rodek kazdego kwadratu jest oddalony

o co najmniej 3 od brzegu prostokata. Nalezy znalezé cykl przechodzacy
dokladnie raz przez wszystkie niewyciete kwadraty jednostkowe (patrz rys. 1).

Powyzsze zadanie moze by¢ wyrazone w jezyku teorii graféw. Jesli rozwazymy
graf, w ktorym wierzcholtkami sa nieusuniete kwadraty jednostkowe, a krawedzie
tacza kwadraty jednostkowe majace wspolny bok, to zadanie polega

na znalezieniu w tym grafie cyklu Hamiltona (czyli takiego, ktéry przechodzi
przez kazdy wierzcholek dokladnie raz). Nie jest tajemnica, ze w pelnej ogdlnosci
(tzn. jesli chcemy znalezé algorytm dajacy rozwiazanie dla dowolnego grafu) jest
to problem NP-zupelny, nie jest wigc znane jego efektywne rozwiazanie. Musimy
wiec skorzystac z tego, ze graf z naszego zadania ma specjalna postac.

(W szczegdlnosei jest planarny, ale to nam nie wystarczy, gdyz znajdowanie
cyklu Hamiltona w dowolnym grafie planarnym jest réwniez NP-zupelne.)

Na poczatek rozwazmy prostszy wariant zadania, w ktérym srodek

kazdego wycietego kwadratu jest odlegly od brzegéw prostokata o nieparzysta
liczbe. Innymi stowy, jesli posklejamy wszystkie kwadraty jednostkowe w kawatki
o rozmiarach 2 x 2, to kazdy z takich kawalkéw bedzie w calosci wycigty lub nie.
W kazdym niewycietym kawalku umieszczamy cykl o dtugosci 4 (rys. 2). Nastepnie
tworzymy graf, ktérego wierzchotkami sa kawalki (polaczone krawedzia, jesli
maja wspélny bok) i znajdujemy w nim dowolne drzewo rozpinajace. Poréwnujac
oba rysunki, nietrudno zauwazy¢, jak za pomoca tego drzewa potlaczy¢

male cykle, by daly rozwigzanie. Zlozono$¢ czasowa rozwiazania to O(nm + f).

Rozwiazujac zadanie bez uproszczen, bedziemy musieli dopuscié¢ podzial
prostokata na troche mniej regularne kawaltki. Wyciete kwadraty odlegte

od brzegéw prostokata o parzysta liczbe umiescimy w kawatkach rozmiaru 4 x 4,
natomiast wyciete kwadraty odlegle od brzegéw o liczby o réznej parzystosci
umiescimy w kawalkach 4 x 6 lub 6 x 4 (rys. 3). Zalozenia o odleglosciach
pomiedzy srodkami wycietych kwadratow wystarczaja do tego, aby nasze kawalki
nie nachodzily na siebie. Dalsza czgs$¢ rozwiazania z budowaniem drzewa
rozpinajacego i laczeniem cykli jest analogiczna.

Zadanie ma prostsze rozwiazanie. Na poczatek wypelniamy pelny prostokat
ykaloryferem”, jak na rysunku 4 (cykl przechodzi przez kwadraty jednostkowe
polozone wzdtuz lewego brzegu, a nastepnie kolejnymi wierszami, zmieniajac
kierunek).

Nastepnie wycinamy kolejne kwadraty, za kazdym razem poprawiajac cykl
lokalnie. Na rysunku 5 sa przedstawione trzy przypadki, ktére musimy w tym celu
rozwazy¢. W pierwszym z nich odleglos¢ srodka wycietego kwadratu od gérnego
brzegu prostokata jest nieparzysta, w pozostalych przypadkach jest parzysta
(ostatni przypadek wystepuje, gdy odlegto$é od lewego brzegu jest réwna 3).

Co ciekawe, jesli zwiekszymy do 4 minimalng odlegto$é¢ srodkéw wycietych
kwadratéw od brzegdéw prostokata, to rozwiazanie stanie sie jeszcze prostsze

inie tylko dlatego, ze odpadnie nam trzeci przypadek, ale tez z uwagi na alternatywna
implementacje. Wycinamy wszystkie kwadraty, a nastepnie, zaczynajac od lewego
dolnego rogu, budujemy cykl zachtannie, zawsze wykonujac pierwszy mozliwy
ruch z nastepujacej listy: géra, prawo, lewo, dét. Czytelnicy zechca sprawdzié,

ze dla prostokata z rysunku 5 (w ktérym nie wycinamy dolnego kwadratu)
algorytm lokalnie poprawiajacy cykl i algorytm zachlanny daja taki sam wynik.

Tomasz IDZIASZEK
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Definicja 1. Zombie — powstaly z grobu
cztowiek, obdarzony jedynie resztkami
$wiadomosci, ktérego instynkt zmusza

do polowania na ludzi i przemieniania ich
w kolejnych przedstawicieli swojego
gatunku.

Definicja 2. Inwazja — jeden

z podstawowych proceséw ekologicznych
polegajacy na zajmowaniu przez gatunki
terytorium zajmowanego do tej pory
przez przedstawicieli innych gatunkéw.

Center for Disease Control and
Prevention, najwicksza amerykanska
agencja zajmujaca si¢ walka z epidemiami
oraz klgskami zywiolowymi, opublikowata
podrecznik z instrukcjami dotyczacymi
zachowania sie¢ w sytuacjach kryzysowych
i wezesniejszego przygotowania do nich
na przykladzie. .. masowego pojawiania
si¢ zombie.

Uktad réwnan rézniczkowych opisujacy
model inwazji zombie:

S’ = —BSZ — 885,
Z' = (8 —a)SZ + (R,

R =6S+aSZ — CR.

*Wydzial Finanséw,
Katedra Matematyki,
Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie

Modelowanie fikcji: inwazja zombie
Grzegorz KOSIOROWSKI*

Najbardziej zachecajacym aspektem uprawiania matematyki (oczywiscie, poza
niezaprzeczalnym pigknem matematycznych teorii) jest jej szeroka gama
zastosowan i olbrzymia efektywno$é w modelowaniu Swiata rzeczywistego.
Popularne jest nawet okreslenie ,niepojeta skutecznos¢ matematyki”

(np. w pracy E. Wignera pod tozsamym tytulem The Unreasonable Effectiveness
of Mathematics in the Natural Sciences). Warto jednak pamigtaé, ze
modelowanie matematyczne jest czyms$ wiecej niz tylko wyjatkowo uzytecznym
mlotkiem wbijajacym kolejne gwozdzie, na ktérych opiera sie nasze zrozumienie
wszech$wiata. Dzigki matematyce mozemy modelowaé nie tylko to, co jest
rzeczywiste (w jakimkolwiek tego stowa znaczeniu), ale tez wszystko, co tylko
potrafimy sobie wyobrazic.

Artykul ten poswiecony jest przyktadowi, ktory ilustruje uniwersalnosé
zastosowan matematyki: modelowaniu tzw. inwazji zombie — bedacej popularnym
tematem horroréw. Z praktycznego punktu widzenia zombie (czesto

w przeciwienstwie do ludzi) sa idealni do matematycznego modelowania, gdyz
wystepuja w duzych, podobnie zachowujacych sie grupach, dziataja praktycznie
bez udziatu $wiadomosci i przemieszczaja sie bez widocznego celu, wiec mozna
zakladac, ze czynia to w sposéb losowy.

Model inwazji zombie zaczerpnieto z epidemiologii — ,,zombizm” zostal
potraktowany jako choroba zakaZna. Opisuje on dynamike zmian przynaleznosci
czlonkéw pewnej populacji do grup: zdrowych (lecz podatnych na infekcje),
zarazonych choroba zakazna (zazombionych) i martwych. Same réwnania
tworzone sg na podstawie szacowanego prawdopodobienstwa kontaktu osoby
zdrowej 1 zarazonej oraz prawdopodobienstwa zarazenia w przypadku takiego
kontaktu. W modelach zwigzanych z inwazja zombie pojawia sie nowy element:
osoby zaklasyfikowane jako zmarte moga powraca¢ do modelu jako zarazone
»,zombizmem”. Pierwsze matematyczne modele inwazji zombie przedstawita
grupa studentéw pod kierownictwem profesora Roberta J. Smith?’a (to nie jest
literowka, autor artykutu faktycznie nazywa sie Smith? ze znakiem zapytania
na koticu) z uniwersytetu w Ottawie w pracy When zombies attack!:
Mathematical modelling of an outbreak of zombie infection w 2009 roku.
Niniejszy artykul jest prezentacja wynikéw ich ,badan”.

1. Model podstawowy. Przez S oznaczamy liczbe ludzi niezarazonych,

ale podatnych na ,zombizm” (zakladamy, ze nie ma ludzi, ktérzy sa odporni
na zaraze). Przez Z oznaczamy liczbe aktywnych, zarazajacych zombie, za$
przez R — liczbe zmartych. Prawdopodobienstwo

spotkania zombie i ,zdrowego” czlowieka jest is
proporcjonalne do iloczynu SZ. Wspélezynnik 3 )
odpowiada za prawdopodobienstwo tego, S CLE A P s (R

ze w wyniku takiego spotkania czlowiek zostanie
zarazony, a « za prawdopodobienstwo tego, ze
zombie zginie (oczywiscie, zgodnie z wiedza, jaka wynosimy z horroréw, 3 jest
znaczaco wieksze niz «). Dodatkowo zakladamy, ze ludzie moga umieraé

z powoddéw niezwiazanych z inwazja (o umieralnosci decyduje parametr ),

a zmarli moga przemienia¢ si¢ w zombie (o czym decyduje parametr ¢). Wplyw
przyrostu naturalnego ludzi zostal pominiety ze wzgledu na zalozenie
(pochodzace z ,obserwacji”) o krétkim czasie trwania inwazji zombie.

Whioski plynace z rozwigzania modelu nie sa zbyt optymistyczne. Powstaja dwa
punkty rownowagi odpowiadajace sytuacji braku zombie oraz catkowitej zagtady
ludzkosci. Niestety, tylko ten drugi okazuje sie by¢ stabilny (prawie) niezaleznie
od warto$ci parametréw. Nawet jezeli na Swiecie nie ma ani jednego zombie,

w kazdej chwili jaka$ jednostka moze powstaé z grobu, rozpoczynajac kolejna
inwazje. Jezeli ta sie nie powiedzie i na $wiecie ponownie nie bedzie ani jednego
zombie, kolejna inwazja to tylko kwestia czasu. Ktéra$ inwazja w koncu bedzie
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Model inwazji zombie rozszerzony o grupe
zainfekowanych:

S’ = —-BSZ - 68,
I'=BSZ — (p+ )1,

Z' = pl —aSZ + (R,

R =6(S+1)+aSZ —(¢R.

Basic Model — RO > 1 with IC =DFE
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SIZR Model — RO > 1 with IC=DFE
)

(same values for parameters used in previous figure
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Model z opézniong przemiang

Model inwazji zombie rozszerzony
o kwarantanne:

S’ = _BSZ — 58,
I'=B8SZ—(p+6+r),

Z' = pl —aSZ — 0Z + (R,

R =5§(S+1)+aSZ - (R+Q,
Q =kl +0Z —~Q.

skuteczna. .. Zatem zombie i ludzie w tym scenariuszu nie moga wspolistniec.
Praktycznie pewne jest, ze w koncu zombie zainfekuja wszystkich ludzi.

Jednakze utwory na temat zombie dostarczaja szerokiej palety rozwigzan
problemu: od kwarantanny, przez znalezienie lekarstwa, po bezposrednia walke
zbrojng z potworami. Warto tez uwzglednié¢, ze ludzie nie musza stawaé sie
zombie natychmiast. Moze ktores z tych zalozen pozwoli ludzkosci przetrwac
apokalipse?

2. Modele rozbudowane. Pierwszg poprawka do modelu podstawowego jest
wprowadzenie nowej kategorii: I, czyli zainfekowanych. Zgodnie z zasadami
wiekszoéci filméw ludzie zaatakowani przez zombie przez pewien okres podlegaja
stopniowej przemianie, w trakcie ktérej nie sa jeszcze zagrozeniem dla innych.
Zainfekowani nadal moga umrzeé, zanim zmienia sie¢ w zombie (z tym samym
prawdopodobienstwem ¢). W innym przypadku przechodza do grupy Z

(z parametrem p) odpowiadajacym za predkos$é przemiany.

Analizujac dynamike uktadu,

znow otrzymujemy dwa punkty
réwnowagi: odpowiadajacy za

zupelny brak zombie i za kompletna,
zaglade ludzkosci. Niestety, znéw tylko
ten drugi okazuje sie by¢ stabilny, czyli
i w tym przypadku zombie w koncu zainfekuja wszystkich. Dzieje sie to jednak
wolniej niz w modelu podstawowym, co mozna zaobserwowa¢ na wykresach
(uzyto parametréw: o = 0,005, 8 = 0,0095, ¢ = 0,0001, 6 = 0,0001, p = 0,005).

W kazdym z przyktadéw w chwili ¢ = 0 populacja ludzi liczy 0,5 mln,
natomiast zombie nie wystepuja. W modelu podstawowym po czasie t = 4,5
nie ma juz zywego czlowieka. Natomiast w modelu opdznionym ludzki gatunek
wymarl po czasie 6,5.

Dodajmy do modelu kolejny element — kwarantanne — by¢ moze to pomoze

w ocaleniu ludzkosci. Ludzie zainfekowani lub zmienieni w zombie moga by¢é
poddani kwarantannie, czyli usunieci z populacji i niezdolni zarazaé. Te grupe
oznaczamy przez Q. Za mozliwosé¢ schwytania i umieszczenia pod kwarantanna
os6b niebezpiecznych odpowiadajg parametry o i k. Z kolei parametr v oznacza
prawdopodobienstwo podjecia préoby ucieczki spod kwarantanny. By spojrzeé
na sprawe optymistyczniej, zaktada sie, ze teren kwarantanny jest chroniony
idealnie, wiec wszystkie proby ucieczki konicza sie $miercia (przy czym zabici

w ten sposdb tez moga powrdcié¢ jako zombie).

08

Punkty réwnowagi modelu z kwarantanna
nie réznia si¢ od poprzednich. Sa nimi:
kompletny brak zombie oraz zupelny .
brak zdrowych ludzi. Ale tym razem
stabilno$¢ jest bardziej delikatna kwestia.
Okazuje sig, ze brak zombie jest stabilnym
punktem réwnowagi wtedy i tylko

wtedy, gdy tzw. wspotezynnik reprodukcji
Ry = % jest mniejszy od 1 (dla duzych N — liczby niezainfekowanych —

mozna uzy¢ przyblizenia Ry ~ . W innym przypadku stabilnym punktem

stalym jest punkt zagtady.

Bp
raa)

Teoretycznie sytuacja jest lepsza niz w pierwszych dwoch modelach. Jesli
zakladamy (3 > « (zombie sa wiekszym zagrozeniem dla ludzi niz ludzie dla
zombie), to decydujacym czynnikiem staje si¢ szybkie wykrycie i izolowanie
zainfekowanych (wspélezynnik k). Jednakze ze wzgledu na problemy techniczne
(trudnos$é wykrywania zainfekowanych oraz stworzenia i utrzymania terenu
kwarantanny) malo prawdopodobne sa duze wspoélczynniki £ i o, wiec mozna
spodziewaé sie Rg > 1 i scenariusza zaglady ludzi (wolniejszej niz w poprzednich
modelach). Zatem zorganizowanie systemu kwarantanny nie daje ludzkosci
wielkiej nadziei na przetrwanie.
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Model inwazji zombie z mozliwoscig
wyleczenia:
S' = —-BSZ — 688+ cZ,
I'=BSZ — (p+ )1,
Z' = pl —aSZ — cZ + (R,
R =6(S+1)+aSZ —(¢R.

SIZR with Cure — RO > 1 with IC =DFE

(same values for parameters used in previous figure)
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— Zombies

S 400+

Population Values (100!

Time

Przykladowe wyniki modelu z leczeniem.

L...]

Rozwigzanie zadania F 876.

Poniewaz na plyte nie dziala zadna
(niepominigta w modelu) pozioma silta
zewnetrzna, to pozioma wspélrzedna
polozenia $rodka masy nie moze si¢
zmieni¢. Suwak znajdzie si¢ doktadnie nad
$rodkiem masy, gdy ruch plyty ustanie.

W chwili zwolnienia elektromagnesu
warto$¢ przyspieszenia suwaka a (ktére
jest skierowane poziomo) musi by¢
taka sama jak warto$é (skierowanego
pionowo) przyspieszenia $rodka masy
(dlaczego?). W takim razie chwilowym
punktem obrotu jest punkt znajdujacy sie
pod zawiasem na wysokosci §rodka masy
plyty. Moment bezwladnosci ptyty
wzgledem tego punktu jest rowny

5

Io(z) =I(x) + m(£>2 =13

Rozpatrujac obrét wokét tego punktu

—m I

uzyskujemy warunek Io(z)€ = mgf
natomiast rozpatrujac obrét wokél srodka
masy mamy I(z)€ = Fy % Poréwnujac te
warunki, otrzymujemy Fy = ;)77),3‘.

a z roéwnania, opisujacego ruch

w kierunku pionowym mamy

ma = mg — Fy, wyznaczamy a = 7}5

Cczy 11 I‘()\’Vl’llt‘7 V\/dl‘t()%( poc 7rltk()\V(-‘g()
przyspieszenia suwaka.

Przy rozwigzywaniu takiego zadania
tatwo si¢ pomyli¢, rozpatrujac obrot
wokél punktu, ktéry jest poddany
przyspieszeniu a, bez uwzglednienia sity
bezwtadnosci —ma przylozonej do srodka
masy. Sita taka nie wigze sie

z dodatkowym momentem sily jedynie gdy
rozpatrywanym punktem jest srodek masy
(co zostalo wykorzystane w rozwiazaniu),
lub punkt przyspiesza w kierunku $rodka
masy. Latwo zauwazy¢, ze wszystkie
punkty, dla ktérych nie ma dodatkowego
momentu sity, lezg na okregu, ktérego
$rednicg jest odcinek miedzy chwilowym
punktem obrotu a $rodkiem masy.

W kolejnym modelu zapominamy

o kwarantannie. Zreszta nie jest
juz potrzebna, gdyz tym razem
naukowcy wynalezli mozliwe do
natychmiastowego wyprodukowania
lekarstwo na ,zombizm”. Skoro
dysponujemy lekarstwem,

nie potrzebujemy kwarantanny, poniewaz leczymy wszystkich, ktorych
moglibySmy odosobnié¢. Wyleczone zombie staja sie na powrét ludzmi (szanse
na to oznaczamy przez c), lecz wciaz sa podatne na ponowne zarazenie. Nieco
optymistyczne jest zalozenie, ze wyleczy¢ mozna kazdego, niezaleznie od tego,
w jaki sposéb zostal zombie i w jakim jest stanie.

(R
aSZ R

Jest to pierwszy model, w ktérym ludzie i zombie moga wspoélistnie¢. Dzigki
sktadnikowi c¢Z stabilnym punktem réwnowagi tego uktadu jest:

S,I,Z,R) = -Z.Z,
( ) (ﬂ Cﬁ )
Jak widaé liczba ludzi, ktorzy beda koegzystowaé z zombie, zalezy gltéwnie

od efektywnosci leczenia: c. Wedlug przewidywan liczba ta bylaby niewielka
(patrz wykres).

Poniewaz wszystkie ,pokojowe” metody pozostawiaja ludzkosé w sytuacji

nie do pozazdroszczenia (albo ludzie wymra doszczetnie, albo zostanie garstka
koegzystujaca z zombie), zdecydowanie zalecane sg metody ,niepokojowe”
Zalézmy, ze po zgromadzeniu odpowiedniej ilodci zasobéw (np. broni, amunicji,
przeszkoleniu zolnierzy) ludzko$¢ moze wykonaé strategiczny kontratak, niszczac
czeS¢ populacji zombie. Pomiedzy atakami musi uptynaé troche czasu, by
uzupelnié¢ zasoby i skoordynowaé dziatania. W kazdym ataku ludzkosé musi
zniszezy¢ (procentowo) coraz wigcej zombich. Analiza wszystkich scenariuszy
doprowadzita autoréw do wniosku, ze w przypadku ataku zombie trzeba dziataé
szybko i agresywnie, jesli ludzko$¢ ma przetrwad.

Warto zwrécié uwage roéwniez na inne naukowe podejscia do tematyki zombie.
Np. w Is It Safe To Go Out Yet? Statistical Inference in a Zombie Outbreak
Model, na podstawie modeli z przytoczonej pracy autorzy B. Calderhead,

M. Girolami, D.J. Higham, probuja z wykorzystaniem metod statystycznych
obliczy¢ optymalny moment opuszczenia kryjéwki w zaleznosci od obserwacji
liczby zombie w okolicy. Z kolei A. Chodorow w pracy Death and Tazxes and
Zombies bada prawno-podatkowe konsekwencje pojawienia sie nieumartych
(przede wszystkim zombie, ale tez wampiréw), dochodzac do milego politykom
wniosku, ze $émier¢ nie powinna by¢ podstawa do unikniecia opodatkowania

i zombie rowniez powinny sie dotozy¢ do ,,umowy spotecznej”

Czy wszystko to, co opisalem, jest tylko matematyczna zabawka, bez zadnych
zastosowan (oczywidcie, jezeli nie wierzymy w ewentualno$é takiej inwazji)?
Okazuje sie, ze nie do konca. Podobnymi modelami, w ktérych ,usunieci

z zakresu zainteresowan” moga do modelu powracaé¢, mozna opisa¢ choroby
przechodzace w postaé¢ u$piona, takie jak wirusowe zapalenia watroby i niektore
grzybice. Takie sytuacje moga tez zachodzi¢ w modelach niezwiazanych

z medycyna, takich jak dynamika organizacji spotecznych (np. partii
politycznych). Jednakze sam Robert J. Smith? zwrdcil uwage na najbardziej
spektakularne znaczenie swojego artykutu: pobudzanie zainteresowania
matematyka i matematycznym modelowaniem wérod szerokiej publicznosci.
Informacje o matematykach badajacych inwazje zombie pojawilty sie we
wszystkich najbardziej znanych amerykanskich i kanadyjskich gazetach.
Smith? twierdzi, ze otrzymal tysiace wiadomosci tylko o szkolnych projektach
matematycznych zainspirowanych ta praca, nie méwiac juz o pojedynczych
osobach zacheconych do tak niebanalnej nauki. Powinno to stawiaé¢ twércéw
programu szkolnej matematyki i nauczycieli przed niepokojacym pytaniem: jak
bardzo przerazajaca musi by¢ dla uczniéw matematyka, skoro dopiero
towarzystwo zombie czyni ja bardziej przyjazna i interesujaca?
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Zycle na
ZY \~u® 54

Kryptarytm

z Delty 12/2014

rozwigzany

Rozwigzan bylo wiele, a konkretnie

dwanagcie:

29 429 + 847 109
19 419 + 846 309
14 314 + 835 964
49 249 + 827 109
64 064 + 807 294
13 413 + 645 293
43 243 + 627 853
17 617 4 468 307
82 082 + 409 652
31 431 + 247 651
41 341 + 237 561

76 176 + 219 306

876 538
865 728
850 278
876 358
871 358
658 706
671 096
485 924
491 734
279 082
278 902
295 482

Pierwszych pietnastu Czytelnikéw, ktoérzy
prawidlowo wskazali najwigkszy sukces,
otrzymali od Instytutu Matematycznego
Uniwersytetu Wroctawskiego pamiatkowe

koszulki.

Oto oni (w kolejnosci nadsytania

rozwigzan):

Ewa Kaminska, Warszawa

Andrzej Bartz, Fiirth, Niemcy
Marian Maciocha, Wroctaw

Joézef Wieteska, Warszawa

Anna Kadlubowska, Lomza
Wojciech Przybyszewski, Skierniewice
Adrian Kozluk, Szczecin

Jakub Madej, Krakow

Mateusz Janczura, Krakéw
Marek Spychata, Warszawa
Kinga Wasilewska, Grudziadz
Arkadiusz Lewandowski, Poznan
Justyna Swiderska, Wroclaw
Maciej Czerwinski, Kielce
Marcin Kucharski, Siekierczyn

Zwyciezcom gratulujemy, tym bardziej ze
zadanie nie okazalo sie tatwe — liczba
rozwigzan niepoprawnych byla prawie
réwna liczbie rozwigzan prawidtowych.

Redakcja

Czytaé¢ kazdy moze

... jeden lepiej, a drugi troche gorzej. .. co jest lekko zmienionym Swietnym
tekstem Jonasza Kofty o Spiewaniu. Rzeczywiscie, wladza ludowa wyplenita
w Polsce zjawisko analfabetyzmu i wydawalo sie, ze odtad wystarczy juz
wydawaé gazety i ksiazki i caly naréd (teraz sic méwi ,spoleczenistwo”)
bedzie wiedziatl wszystko, co nalezy. Jezeli byty tez jakies wiadomosci

mniej zalecane, to jeszcze byly wydawnictwa drugiego obiegu i nadal zycie
spoteczenstwa bieglo w porzadku wtasciwego uswiadomienia.

A7 tu nastalo nowe i okazalo sie, ze moge czytaé nie oznacza czytam.
A zaczelo sie, jak to bywa, gdy sie dobrze przyjrzeé¢ czemus, od szkoty.

W szkole istnialy od zawsze obowiazkowe lektury. Poki nie bylo Internetu, to
tez mozna bylo bardziej lub mniej zrecznie przymusi¢ ucznia do przeczytania
Lyska z poktadu Idy — bo zdobycie streszczenia zajmowalo mniej wiecej

tyle samo czasu, ile przeczytanie. Na starych maturach (taka ja zdawalam,
sprzed n-tych prob reformowania) pisalo sie eseje. Ja pisalam jaki$ temat

w oparciu o polska poezje! Tzw. konia z rzedem temu, kto potrafi napisaé

10 stron formatu A4 bez przeczytania poezji!

Szkolne lektury umiejetnie zniechecaly do czytania w ogdle i czesto wsrod
moich réwiesnikéw styszatam opinie: po co inzynierowi jakies lektury, ja juz
czytaé nie musze. I mamy jak mamy — statystyczny Polak nie czyta, nawet
jezeli pozwolimy mu za ksiazke uznaé instrukcje witaczania dekodera.

Co stycha¢ w szkotach? Tam si¢ nadal reformuje, wigc nie jestem na biezaco,
ale wiem, ze nauczyciele zyskali duzo swobody w wyborze zalecanych lektur.
Oprocz lektur ,z gwiazdka”, ktére czytane by¢é musza. Zapytano tez w duzej,
statystycznie istotnej ankiecie samych uczniéw — co chca, a czego nie chca
czytaé. W szkotach podstawowych zwyciezca ,na tak” jest oczywisty

i bezdyskusyjny: Harry Potter. Ale te dzieci jeszcze nie zostaly przez
dorostych do konica opanowane, wiec nie wiedza, czego sie od nich oczekuje.
Na lidcie ksiazek (po 6) ,na nie” znalezli sie Chlopcy z placu broni oraz
Akademia Pana Kleksa. Wérod szedciu ksiazek lubianych figuruja, a jakze,
Chiopcy z placu broni i Akademia Pana Kleksa.

Dwunastolatki chcg czyta¢ Magiczne drzewo, Igrzyska $mierci, Zmierzch,
ksiazki, ktérych nie bylo, gdy ja czytatam polska poezje wszechepok.

W liceach lepiej niz w podstawowych — listy sie nie pokrywaja. Nie chce
nasza mtodziez czytaé¢ Pana Tadeusza. Nie chce Dziadow, Lalki i Potopu.
Nauczycielka ze spotecznej, stotecznej szkoty méwi, ze chca czytaé ksiazki
niejednoznaczne — takie, o ktérych mozna dyskutowaé i broni¢ réznych
interpretacji. To moze by¢. .. Proces. Méwi, ze ta ksigzka nigdy jej

nie zawiodla, bo na inne przychodza i odchodzg mody.

Sa w tym czytaniu pewne ogdlne prawidlowosci. Niektore zadziwiajace, jak
ta, ze dzieci czytaja chetniej w domu, w ktérym czyta tata (mdj inzynier
sprzed wielu lat?). Zasada oczywista jest, ze dzieci czytaja tam, gdzie sa

w domu ksiazki. Wiecej, znacznie wiecej czytaja dzieci miejskie — dostep

do ksigzek w domu wiejskim jest jeszcze ograniczony (20% gimnazjalistéw
na wsi w ogéle nic nie czyta), a biblioteka daleko. Ciekawe pytanie w trakcie
spotkania o czytaniu zorganizowanego przez Centrum Edukacji Obywatelskiej
(Projekt Szkota z Klasa 2.0), ktére wywarlo na mnie wielkie wrazenie, zadala
Pani Irena Kozminska, pomystodawczyni juz europejskiego ruchu ,,Cala
Polska (Stowacja, Wegry itd.) czyta dzieciom”. Pytanie brzmialo: co to
znaczy czyta? Padlo kilka odpowiedzi, ale Pani Irena wolala swoja: czyta sie
wtedy, kiedy sie zna swéj jezyk, kiedy sie MOWT!

Moze to o to chodzi?
Magdalena FIKUS
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Rys. 1. Przyktadowe konfiguracje
Desarguesa i Pascala.

X[ XX

Inaczej narysowana konfiguracja
Desarguesa: kolumny to punkty, wiersze
to proste, znak X w i-tej kolumnie

i j-tym wierszu oznacza, ze i-ty punkt
lezy na j-tej prostej.

X
X
X

X X X

A to tak samo narysowana konfiguracja
Pascala.

Aksjomatyka geometrii rzutowej to

— przez dwa rézne punkty przechodzi
doktadnie jedna prosta,

— kazde dwie proste maja punkt wspdlny,
istnieje czworokat.

Rys. 2

Dowé6d w stylu greckim
Marek KORDOS

Rozpowszechnione jest przeswiadczenie, ze znaczna czesé dowodow
geometrycznych prowadzonych przez medrcow Zlotego Wieku Grecji, a wiec
czaséw po zwycieskich wojnach perskich i kojarzacych si¢ nam np. z Peryklesem,
wygladalta tak, iz byl to rysunek ze stownym komentarzem: Patrz. Niezaleznie
od podziwu dla intelektualnej estetyki takich dowodéw podejrzewamy, ze
dotyczyly one probleméw mato skomplikowanych, rozumowan wymagajacych
jednego kroku myslowego.

Tutaj chcialem przedstawié taki ,grecki” dowdd twierdzenia, ktére zostato
odkryte dopiero po 250 latach od postawienia problemu.

Zapewne cze$¢ z Czytelnikéw pamieta problem posadzenia dziesieciu drzew

w dziesieciu rzedach po trzy w kazdym rzedzie i dziewieciu drzew w dziewieciu
rzedach po trzy w kazdym rzedzie. Przykladowe rozwiazania (a jest ich wiele)
przedstawia rysunek 1. Problemy te zajmuja poczesne miejsce w matematyce
ze wzgledu na role, jaka odgrywaja w geometrii rzutowej, ale tym razem te
sprawe pominiemy. Matematyka w nich zawarta zasadza si¢ w tym, ze rysunek
spelniajacy podane warunki mozna wykona¢ bardzo latwo i to na bardzo wiele
roznych sposobow. Oto oryginalne przepisy tworcoéw stosownych twierdzen.

Twierdzenie Girarda Desarguesa. Jesli dwa tréjkety majq Srodek perspektywiczny,
to majq tez o$ perspektywiczng.

Twierdzenie Blaise’a Pascala, czesto rowniez nazywane imieniem Pappusa.
Punkty przeciecia przeciwleglych bokow sze$ciokgta wpisanego w dwie proste
przecinajq sie na jednej prostej.

Objasnienia: méwimy, ze tréjkaty A1 Az Az i A} A}, AL maja Srodek perspektywiczny, jesli proste
AiA;, dla ¢ =1, 2,3, maja punkt wspdlny; méwimy, ze maja one os perspektywiczna, gdy
punkty przeciecia prostych A;A; i A;A/., dlai,j =1,2,3, ¢ # j, leza na jednej prostej.
Szesciokat wpisany w dwie proste to taf{i, ktoérego kolejne wierzchotki lezg na innej z nich.
Ponadto zakladamy, ze dowolne proste przecinaja si¢, co wymaga uzupelnienia ptaszczyzny
euklidesowej do rzutowej, ale wszystko, o czym bedzie dalej mowa, bedzie poprawne, jesli
ograniczymy sie do sytuacji, w ktorych prostych réwnoleglych nie bedzie.

Jak to sie¢ ma do konfiguracji w rysunku 17 Otéz, mozna na pierwszej z nich obra¢ dowolny
punkt i odnalezé na niej dwa tréjkaty, dla ktérych jest on ich srodkiem perspektywicznym
i prosta, ktéra jest ich osig perspektywiczna. Podobnie druga konfiguracja wskazuje

na mozliwos¢ swobodnego potraktowania jej jako ilustracji twierdzenia Pascala.

Pascal i Desargues oglosili swoje twierdzenia niemal réwnoczesnie. Powstat
problem, czy przypadkiem jedno z nich nie implikuje drugiego w geometrii
rzutowej. Po dwustu latach okazalo sie, ze z twierdzenia Desarguesa nie wynika
twierdzenie Pascala (w plaszczyZnie rzutowej nad kwaternionami jest Desargues,
a nie ma Pascala). Po nastepnym pét wieku Gerhard Hessenberg udowodnil, ze

z twierdzenia Pascala wynika twierdzenie Desarguesa. I wlasnie dowdd tego faktu
mozna przedstawi¢ w czysto greckim stylu.

Najpierw formalne wprawki. Konfiguracje Pappusa bedziemy oznaczaé
w nastepujacy, zaproponowany przez Coxetera, sposob:

ABC
DEF
GHI

— jesli punkty w pierwszym i drugim wierszu sa wspoétliniowe, oraz zachodzi
swyznacznikowa” zalezno$é miedzy ich elementami (czyli ,przekatne” kolorowego
prostokata przecinajg sie w kolorowym punkcie trzeciego wiersza)
ABC ABC ABC
DEF DEF DEF
GHI GHI GHI

to punkty w trzecim wierszu tez sa wspolliniowe (rys. 2).

)

A teraz zapowiedziany dowdd.
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— w tym celu uzupelniamy rysunek
o punkty P, Q, R, S.

Narysujmy trojkaty AFE, BGD
i ich érodek perspektywiczny C.
Odpowiednie boki tych tréjkatow
przecinaja sie w punktach H, I, K
i mamy wykazac,

ze punkty te sa wspoétliniowe

Caly dowdd wyglada tak:

CAB CFG
FPE|, |BDP
KQR I1SQ

FBQ
i|SRrRP
KIH

Przesledzmy to po kolei:

CAB
F P E | dorysowuje
KQR

prostg R—Q—K

— wyjmijmy bowiem z rysunku
szesciokat CPBFAE
wpisany w proste AC' i FE

i spOjrzmy, gdzie przecinaja sie
jego przeciwlegte boki.

Nastepnie — tym razem obserwujemy
CFC sze.smokzu CDG;BI;]; -
B D P | dorysownje wpisany w proste i :

1S5Q
prosta [—S—Q

B
D
P
A c
I wreszcie — na koniec chodzi
FBQ o szesciokat FRQSBP
wpisany w proste BQ i RP.

S R P | dorysowuje
KQR

prosta K—I—H

Odpowiednie boki tréjkatéw przecinaja sie na jednej prostej, co koniczy dowdd — prawda, ze byl grecki?
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Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej

W,

/MY

Zadanie pochodzi z amerykanskiego
konkursu Putnam Competition

z 1984 roku i mozna je rozwiazad,
wykorzystujac rachunek rézniczkowy
funkcji dwéch zmiennych.

Vo

www.sem.edu.pl

Sitg czy sposobem? VII konferencja SEM

W dniach 24-26 pazdziernika 2014 roku odbyta sie kolejna — siédma juz —
konferencja organizowana przez Stowarzyszenie na rzecz Edukacji
Matematycznej. Konferencja byla okazja do spotkania sie oséb z réznych
srodowisk zaangazowanych w edukacje matematyczna, popularyzacje
matematyki i prace z mlodzieza uzdolniong matematycznie. Do Ameliéwki

koto Kielc przyjechalo okolo 180 nauczycieli matematyki i pracownikéw
wyzszych uczelni. Tytul konferencji sktanial do zastanowienia sie nad réznymi
sposobami rozwigzywania zadan i probleméw matematycznych. Czasem
zauwazenie pewnej zaleznosci, dorysowanie odpowiedniej ,kreski”, czy wlasciwe
pokolorowanie rysunku powoduje, ze zadanie, ktore wydaje si¢ trudne i wymaga
wielu rachunkéw, staje sie proste, krotkie i przyjemne. Wszyscy lubimy takie
rozwigzania — wywoluja one efekt zaciekawienia, zadziwienia i zachwytu.

O takich ,sposobach” rozwiazywania trudnych zadan matematycznych moéwili
prelegenci. Méwiono réowniez sporo o potrzebie uczenia rzetelnego rzemiosta
matematycznego, niezbednego w rozwigzywaniu probleméw. Konferencja
pokazala po raz kolejny, jak bardzo potrzebne sa tego rodzaju spotkania oséb

z réznych srodowisk zainteresowanych pokazywaniem pickna matematyki.

25 pazdziernika wieczorem odbylo sie Walne Zgromadzenie czlonkéw SEM.
Wybrano nowe wladze SEM na kadencje 2014-2019. Przewodniczacym Zarzadu
SEM zostal ponownie wybrany Krzysztof Chetminski, a czlonkami Zarzadu SEM
zostali: Irena Brzozowska, Andrzej Fryszkowski, Renata Jurasinska,

Michat Krych, Artur Miskiewicz, Barbara Roszkowska-Lech i Tomasz Szymczyk.

W trakcie wyktadéw zaprezentowano sporo ciekawych probleméw i zadan

do wykorzystania w pracy z uczniami w szkole i na zajeciach pozalekcyjnych.
OdpowiedZ na pytanie sitq czy sposobem? wydawala sie oczywista: sitq

i sposobem! Zaprezentowano wiele interesujach przykladow rozwigzan zadan,
prezentujacych zaréwno ,site”, jak i ,sposob”.

Zachecajac wszystkich zainteresowanych do zapoznania sie z programem
i materiatami z konferencji na stronie http://sem.edu.pl/konferencja-2014,
przedstawiamy jedno z zadan, z wykladu Wiele jest drdg.

Zadanie. ZnalezZé najmniejszq wartos$é funkcji

2
o) = w2+ (VE—@ -2
dla 0 <u<+v2,v>0.

Rozwiazanie. Zauwazmy najpierw, ze f(u,v) to kwadrat odleglodci miedzy
punktami U = (u, v2 — u?) oraz V = (v, 2).

Pierwszy punkt lezy na okregu o zadanym réwnaniem x2 + y? = 2 (a dokladniej
na jego czesci znajdujacej sie w pierwszej ¢wiartce ukltadu wspoélrzednych),

a drugi na gatezi hiperboli y = 2, dla 2 > 0. Aby znalez¢ najmniejsza wartosé

funkcji f, wystarczy znalezé odl:ggloéé okregu x2 + y2 = 2 od hiperboli y = %
Niech V bedzie wybranym punktem na hiperboli, a punkt A punktem przecigcia
o0 z odcinkiem OV, gdzie O jest érodkiem ukladu wspdlrzednych (patrz rysunek).
Odlegto$é punktu V' od o jest réwna dlugosci odcinka AV. Niech punkt V'
bedzie symetryczny do V wzgledem prostej y = x. Odlegloéé V' od o jest réwna
odleglosci V' od o. Ponadto, z wypuklodci funkeji y = % dla > 0 wynika, ze
punkt Vo = (3, 3) znajduje sie po przeciwnej stronie prostej V'V’ niz tuk okregu
o §rodku w punkcie O i promieniu réwnym dlugosci odcinka OV laczacy punkty
V i V' (patrz rysunek). Zatem odleglo$é Vi od o jest mniejsza niz odleglodé

V od o. Z dowolnoéci V wynika, ze najmniejsza warto$é¢ funkeji f(u,v) jest
réwna kwadratowi dlugosci odcinka VoUy, gdzie Uy = (1,1), czyli 8.

Kraysztof CHEEMINSKI i Barbara ROSZKOWSKA-LECH
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Ostatnia taka randka w ciemno

Przygotowania biegna zgodnie z planem. Schtodzony juz
zostal hel, i to az do nadciektodci (styczen 2015),

w najwiekszej i najzimniejszej lodéwce znanego
wszech§wiata. Pierwsze wiazki protonéw o energii 6,5 TeV
spodziewane sg tuz po ukazaniu si¢ tego numeru Delty,
a pierwsze zderzenia przy 13 TeV maja zajsé¢ dwa
miesigce pdzniej.

LHC budzi sie z dwuletniej Spiaczki farmakologicznej,

w czasie ktérej przeprowadzono kompleksowa operacje
chirurgiczna, ktéra ma pozwoli¢ na uzycie tych

nigdy wcze$niej w kontrolowanych warunkach
nieosiggnigtych energii.

Newralgiczne sa magnesy dipolowe zaginajace tory
protonéw w lekko graniaste kotko o obwodzie 27 kilometrow.
Budzenie kolosa bedzie przeprowadzane powoli

i ostroznie. W szczegdlnosci nadprzewodzace uzwojenia
dipoli musza sie ulozy¢ (zacisnaé) poprzez wielokrotne
napelnianie pradem o coraz wyzszym natezeniu.

Oprécz energii podniesiona zostanie tzw. $wietlnosé, czyli
liczba zderzen w jednostce czasu. Ma to by¢ osiagnigte,
miedzy innymi, poprzez zmniejszenie odleglosci miedzy
paczkami protonéw z 15 metréw (50 ns) do 7,5 metra

(25 ns), czyli do wartoéci pierwotnie zaprojektowane;.

W takim modzie pracy LHC, zanim wtérne miony opuszcza
detektor (miony to jedyne czastki naladowane, ktére

nie grzezna w materii detektora oraz maja wystarczajaco
dlugi do jego opuszczenia czas zycia), pojawia si¢ w nim
czastki powstale w kolejnym przecieciu wiazek, czyli

w kolejnych kilkudziesieciu zderzeniach proton-proton.

Bedzie to rejestrowane przez do stu tysiecy kanalow
elektroniki na detektor i analizowane w czasie
rzeczywistym, w celu wybrania kilkuset najbardziej
interesujacych sposérod kilkudziesieciu miliondéw
przypadkow na sekunde.

Tak wygladaja przygotowania do rendez-vous z nowg
fizyka. Po raz pierwszy od bardzo dawna wkraczamy

w zupelnie nieznany obszar. By¢é moze jest to ostatnia
taka szansa, jezeli nie ludzkosci, to przynajmniej
zaangazowanych w to przedsiewzigcie badaczy. Cho¢
precyzyjne plany osiggniecia jeszcze wyzszych energii sg
bardzo zaawansowane, to ich finansowanie (méwiac
eufemistycznie) nie jest przesadzone. Inaczej niz

w przypadku poszukiwania bozonu Higgsa, wcale

nie jestedmy skazani na chwytliwy sukces.

Maksimum prawdopodobienstwa a priori dostrzezenia
przestanek ewentualnego odkrycia wypada za rok [1], czyli
po przeanalizowaniu pierwszej solidnej porcji danych
zebranych przy nowej energii. Nastepnie nadzieja bedzie
szybko gasnaé (choé¢ — oczywiscie — ,wzgledna chwilowa
nadzieja warunkowa” pozostanie bliska jednosci).

Bezposrednie odkrycie czegos nowego nie jest jedynym
celem LHC. Réwnie wazne sa precyzyjne pomiary, w tym
badania bozonu Higgsa. Cho¢ maszyna hadronowa nie jest
idealnym do tego narzedziem, to innego nie mamy i dlugo
mieé¢ nie bedziemy.
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Czego i dlaczego mozemy sie spodziewaé [2]?

Po pierwsze Model Standardowy (ktérego niedawno
odkryty bozon Higgsa jest efektownym zwieficzeniem)
nie moze by¢ ostatnim stowem, bo np. nie posiada
kandydata na ciemna materie czy nie wystarcza

do wyjasnienia ewidentnej asymetrii miedzy materia
i antymateria (bez ktérej materii, w tym nas,

we wszech$wiecie by nie byto).

Jednym z ciekawszych argumentow za niekompletnoscia
Modelu Standardowego jest tzw. niestabilno$é¢ prézni.
Istotnos¢ tego problemu wynika z mierzonych wartosci mas
kwarku top oraz bozonu Higgsa. Po wstawieniu tej drugiej
(niedawno zmierzonej) wielkodci do obliczen okazalo sie, ze
bez nowej fizyki przy skali energii okoto 10 GeV (lub
mniejszej) préznia jest metastabilna, bo minimum
potencjalu (determinujace masy bozonéw posredniczacych
W i Z9) jest tylko minimum lokalnym. W kazdej chwili
wszech§wiat moze przetunelowaé¢ do glebszego minimum,
koniczac swoje istnienie w znanej nam postaci.

7 samej definicji randki w ciemno wynika, ze nie wiadomo,
na kogo sie trafi. W naszym przypadku w ogéle nie ma
pewnosci, ze cokolwiek nowego czeka nas w LHC. Mozna
sobie jednak wyobrazaé najbardziej odpowiednia
kandydatke. Dla wielu z nas jej imi¢ to Zuzia (SUSY, jak
pieszczotliwie zwiemy supersymetrie). Choé nic jeszcze

nie wskazuje na jej istnienie, to bytoby naprawe szkoda,
gdyby Natura nam spotkania z nig poskapita. Ma ona
lekarstwo, lub przynajmniej jego obietnice, na wiekszosé
bolaczek Modelu Standardowego. Jest jedna z niewielu
kandydatek na nowa fizyke, ktérej bozon Higgsa o masie
okoto 125 GeV/c?, w dodatku wygladajacy jak ten

z Modelu Standardowego, nie tylko nie wyklucza, ale wrecz
jest przez nia pozadany.

Poszukiwanie najpopularniejszej, przewidywanej przez nia
czastki ciemnej materii — neutralina — nie jest ograniczone
do LHC (prébuje sie zarejestrowaé taka czastke pochodzaca
z halo galaktycznego lub produkty jej anihilacji), wiec
randke moze wygra¢ ktoé inny. W ramach supersymetrii sa
jednak tez tacy kandydaci na to wakujace stanowisko

(np. grawitino), ktérych obecnosé bedzie mozna
(posrednio) wykryé tylko w LHC.

Trzeba jednak uzbroié¢ sie w cierpliwoé¢. Na odkrycie
bozonu Higgsa czekaliSmy prawie pdél wieku. Idea
supersymetrii jest niewiele mtodsza. LHC ma dziataé
z coraz wieksza $wietlnoscia (ale juz bez istotnego
zwigkszenia energii) jeszcze przez jaki§ mendel wiosen.

Supersymetria, oprécz niezliczonych zalet, ma co najmniej
jedng powazna wade. Nie sposéb wykluczyé tej idei, mozna
ja tylko porzucié. Ciekawe, czy rozstrzygniecie jej
uzytecznosci w fizyce czastek zajmie wiecej niz kope lat.

Piotr ZALEWSKI

[1] http://resonaances.blogspot.com/2015/01/do-or-die-year.html
[2] John Ellis, The Beautiful Physics of LHC Run 2,
arXiv:1412.2666v1.



Klub 44 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skroét regulaminu

Kazdy moze nadsyltaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice

rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac¢ rozwigzania czterech, trzech, dwoéch

lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesigc lub z dowolnymi

przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:

WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére

nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw

jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegblowy

regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl
% Zadania z fizyki nr 594, 595

Termin nadsytania rozwigzan: 31 V 2015

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

594. Zuk pelznie po sztywnej slomcee, opartej o gladka podloge i gladka pionowa
Scianke (rys. 1). Slomka jest jednorodna, tworzy z poziomem kat «, jej dlugosé
wynosi [, masa stomki jest zaniedbywalna w poréwnaniu z masa zuka m.
Predko$¢ poczatkowa zuka w punkcie B wynosi vg. Jak musi poruszaé sie zuk,
aby stlomka pozostawata nieruchoma? Po jakim czasie dopetznie on do punktu A?

595. W pionowo ustawionym cylindrze zamknietym ttokiem znajduje si¢
w stanie réwnowagi n moli jednoatomowego gazu doskonalego

B o temperaturze Ty. Uklad jest izolowany cieplnie od otoczenia. Gaz $cisnigto
za pomoca tloka, wykonujac nad gazem prace W. Nastepnie tlok puszczono
i zatrzymal si¢ on w nowym polozeniu rownowagi. Jaka jest temperatura
- konicowa gazu? Cisnienie zewnetrzne jest statle.
A

Rozwigzania zadan z numeru 11/2014

Rys. 1
y y Przypominamy tresé zadan:
t2>0 o T . , .
586. K i K’ to inercjalne uktady odniesienia o zgodnych osiach, K" porusza si¢
K-\ z predkosciag V wzgledem K wzdluz osi . Wzdluz tej osi w uktadzie K’
25 1s } {0s } > rozmieszczony jest ciag jednakowych, réwno odleglych i zsynchronizowanych zegaréw.
U v \\/ 2! Obserwator w K notuje réwnoczesne dla niego wskazania tych zegaréw w dwéch
- chwilach: t; =01ty > 0 (rys. 2). Na podstawie tych pomiaréw wyznaczyé V oraz
I I II1
, odlegloéé I’ miedzy sasiednimi zegarami mierzong w K'.
yny
t1=0 587. W ukladzie przedstawionym na rysunku 3 bloki maja zaniedbywalnie male
masy, ni¢ jest niewazka i nierozciagliwa, fragmenty nici, ktére nie lezg na blokach, sa
m /‘\ z poziome. Masy klockéw lezacych na poziomej powierzchni sg takie same i rowne M.
1s 0s } {15} > Do korica nici przylozono pozioma site F'. Z jakim przyspieszeniem porusza si¢ ten
U \\/ \_/ 2! koniec nici? Zaléz brak tarcia i przyjmij, ze klocki poruszaja si¢ ruchem postepowym.
I I III
. ’ T V2 . . s .
Rys. 2 586. Zegary spoczywaja w K', zatem | = [I"y/1 — 77, gdzie [ jest odlegloscia
F miedzy sasiednimi zegarami w ukladzie K. W czasie to kazdy z zegaréw
przebywa w tym ukladzie droge | = Vt5. Po uplywie czasu t5 wskazania
M , e e 2 .
M tych samych zegaréw w K’ réznig sie o 1s, stad 1s = ta4/1 — ZT W chwili t; =0
“ wspblrzedna przestrzenna trzeciego zegara w uktadzie K wynosi x3 = [ i zegar
Rys. 3 ten wskazuje czas ti = —1s. Zgodnie z transformacjg Lorentza:
Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F -Vi

po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan —1s = —2 .
582 (WT = 1,96) i 583 (WT = 2,32) (02 /1 — VT)
z numeru 9/2014 ¢

Tomasz Wietecha Tarnéw 45,78 : : A 2 : . —_ c .

Tomass Rudny Warsaaws 3768 Na podstawie wypisanych réwnan otrzymujemy: V' 73 I'=cV2-1s.

Andrzej Idzik Bolestawiec 36,05

Jacek Konieczny ~— Poznan 27,92 587. Naprezenie wzdluz nici jest stale, bo ni¢ i bloczki sa niewazkie, zatem
Ryszard Wozniak Krakéw 22,51 . . led . i Klockéw 1 . d iednio:
Marian Lupiezowiec Gliwice 22,43  Przyspieszenia wzgledem ziemi klockéw lewego i prawego wynoszg odpowiednio:
Michat Kozlik Gliwice 14,30 qj = %, ap = % Oznaczmy przez ai, as, ag wartosci bezwzgledne przyspieszen
Krzysztof Magiera  Losiow 12,44

wzgledem ziemi poziomych odcinkéw nici, od najnizszego do najwyzszego. Mamy
Liczbe 44 punktéw po raz dziesigty . _ _ _ S . , ..
przekroczyl pan Tomasz Wietecha Wtedy/ ay =ar, CL.2 - al. + 20,]3, as _ as + Q%LF Przybplebzeme konica nici,

- gratulujemy! do ktérego przylozono site F', wynosi az = 7.
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Klub 44

VR4

Termin nadsytania rozwigzan: 31 V 2015

Zadania z matematyki nr 697, 698
Redaguje Marcin E. KUCZMA

697. Dana jest liczba naturalna N > 1 bezkwadratowa (tj. niepodzielna przez
kwadrat zadnej liczby naturalnej wigkszej od 1). Sposréd wszystkich dodatnich
dzielnikéw liczby N losujemy kolejno, bez zwracania, dwa dzielniki: k, m.
Rozwazamy zdarzenia: (A) liczby k, m sa wzglednie pierwsze; (B) liczba m jest
podzielna przez k. Ktore z tych zdarzen jest bardziej prawdopodobne? Czy
odpowiedZ zmieni sie, gdy losowanie bedzie wykonywane ze zwracaniem?

698. Dla ustalonej liczby naturalnej n > 2 znalez¢é najmniejsza warto$é sumy
1 1 1
— |+ =]+ =],
I To In
gdy z1,22,...,2x, sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi dodatnimi,
spelniajacymi warunek z; + 29+ ...+ 2, = 1.

Zadanie 698 zaproponowal pan Witold Bednarek z Y.odzi.

Rozwigzania zadan z numeru 11/2014

Przypominamy tresé zadan:
689. Znalezé wszystkie pary zbioréw A, B, zawartych w zbiorze liczb catkowitych, o nastepujacych
wtasnosciach:

e kazda liczba catkowita nalezy do co najmniej jednego ze zbioréw A, B;
e nie kazda liczba caltkowita nalezy jednocze$nie do obu tych zbioréw;

e jedli liczba x jest w zbiorze A, to liczba x — 1 jest w zbiorze B;
e jedli liczby z, y sa w zbiorze B, to liczba x + y jest w zbiorze A.

690. Ciag liczb calkowitych dodatnich (a, ) spelnia warunki: agp = 1, a1 > 1,

Ay ...y

ant1 =1+ dlan > 1.
Aln/2]
Niech
1
bp = ——m88.
An4+1Q|n /2|
Udowodnié, ze szereg by + ba + bs + ... jest zbiezny, a jego suma jest liczba wymierna.

689. Niech A, B bedzie para zbioréw, spelniajacych
wymienione warunki. Ponumerujmy te warunki, w podanej
kolejnosci, (i), (ii), (iii), (iv).

Gdyby liczba 0 byla w zbiorze B, to dla kazdej liczby

b € B mieliby$my (z war. (iv)) b+ 0 € A; to by znaczylo,
ze zbiér B zawiera sie w zbiorze A, czyli (z war. (1)) A = Z.
Wtedy (z war. (iii)) takze B = Z, co daje sprzecznoéé

z warunkiem (ii). Wniosek: 0 ¢ B. Warunek (i) wymusza
konkluzje: 0 € A\ B. Stad (i z war. (iii)) —1 € B.

Gdyby liczba 1 byla w zbiorze A, to (z war. (iii)) 0 € B;
a przeciez 0 € A\ B. Tak wigc 1 ¢ A, czyli (z war. (1))
le B\ A

Wykazemy indukcyjnie, ze dla kazdej liczby catkowitej
k>0:

(%) 2ke A\ B, 2k+1€B\A.

Dla k = 0 tak jest. Ustalmy liczbe k > 0 i przyjmijmy
stusznos$é zwiazkéw (x) dla tej liczby k. Przypusémy, ze
2k + 2 € B; wtedy (z war. (iv))

2k+1=(2k+2)+ (—1) € A, wbrew zalozeniu
indukcyjnemu. Zatem 2k 4+ 2 ¢ B, czyli (z war. (i))
2k+2¢€ A\ B.

Przypus$émy z kolei, ze 2k + 3 € A. Wtedy (z war. (iii))
2k + 2 € B, wbrew temu, co wykazalidmy tuz przed
chwilg. Zatem 2k + 3 ¢ A, czyli (z war. (1))

2k + 3 € B\ A. Uzyskalidmy zwiazki () z liczba k
zastapiona przez k + 1. Z zasady indukcji wlasno$é (x)
przystuguje wszystkim liczbom catkowitym nieujemnym.
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Teraz pokazemy, ze ujemnym — tez. Przypusémy, ze 2k € B
dla pewnej liczby k < 0. Wiemy juz (wlasno$é (x)), ze

2|k| +1 € B, a wiec (z war. (iv)): 1 = (2|k| + 1) 4 2k € A;
sprzeczno$¢ z wezesniejszym ustaleniem (1 € B\ A).

W takim razie 2k ¢ B, czyli (z war. (i)) 2k € A\ B.

Wreszcie przypusémy, ze 2k + 1 € A dla pewnej liczby
k < 0; wtedy (z war. (iil)) 2k € B, wbrew temu, co
stwierdziliSmy przed chwila. Zatem 2k + 1 ¢ A, czyli
(z war. (i)) 2k+1 € B\ A.

Mamy wiec stusznoéé zwiazkéw (x) dla wszystkich &k € Z.
Méwig one, ze A jest zbiorem wszystkich liczb parzystych,
a B jest zbiorem wszystkich liczb nieparzystych. Ta para
zbioréw spelnia, rzecz jasna, wymagane warunki — i jest to
jedyna taka para.

690. Oznaczmy 1/(ay - ... ay) = ¢,. Liczby a1, a2, as, . ..
sa catkowite i wieksze od 1, czyli wigksze lub réwne 2.
Zatem c, < 27"

Z rekurencyjnego okreslenia ciagu (a,) wynika, ze

(anst1 — Dep, = = apt1bn-

@ln/2]

1
bn:(l— )ancn_cn-‘rl)
Ap41

Sn = b1+ . —|—bn = (Cl —Cg)—F. . .+(cn—cn+1) = C1 —Cp+1-
A skoro ¢,y 1 < 2771, widzimy, ze S, — ¢, = 1/a1 przy
n — o0o. Jest to suma szeregu Y by,; 1 oczywiscie jest to
liczba wymierna.

Stad
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Niebo w marcu

20 III, od godziny 23:45, nareszcie astronomiczna wiosnal

Milosnikéw koniunkeji cial niebieskich powinny
zainteresowa¢ obserwacje nieba w dniu 12 III, kiedy
Ksiezyc zblizy sie do Saturna na odlegtoéé¢ okoto 2°.

7 Polski, ze wzgledu na niewielka wysokos$¢ obu obiektéw
na niebie, obserwacje tej pary beda dosé trudne, ale

nie niemozliwe. Koniunkcja bedzie widoczna na porannym
niebie, prawie 18° nad horyzontem. Zjawisko bedzie
mozna obserwowac¢ od okoto godziny 00:30 nad
potudniowo-wschodnim horyzontem w konstelacji
Skorpiona. Obiekty osiagnag swéj najwyzszy punkt

na niebie o godzinie 04:30, a godzine pdzniej znikna

w blasku $witu. W momencie najwiekszego zblizenia,
Ksiezyc osiagnie jasnosé —12,2™ natomiast Saturn 1.
Para bedzie zbyt odlegta od siebie, aby zmiescié¢ sie¢ w polu
widzenia teleskopu, ale bedzie widoczna golym okiem lub

za, pomocyg lornetki.

Prosto z nieba: Ultrazaskakujagce zrédto rentgenowskie

Jaki$ czas temu (Delta 11/2012) zwréciliSmy uwage na nowy typ bardzo jasnych
zrédel rentgenowskich, odkrytych w galaktykach M31 i M83. Ilo§¢ promieniowania
tych obiektow jest w trakcie przejsciowych pojasnien o wiele wieksza niz
przewidywana przez standardowy model cienkiego dysku akrecyjnego. W celu
yhaprawienia” modelu akrecji dyskowej teoretycy zaproponowali wiele usprawnien
dotyczacych detali budowy dysku oraz wyplywu materii (wiatréw). Spekulowano
takze na temat masy centralnej czarnej dziury — im wigksza jej masa, tym wigksza
jasnoséé. Ultrajasne zrodla rentgenowskie (UltraLuminous X-ray sources, ULX)
byly zatem uwazane za obserwacyjne przejawy istnienia czarnych dziur o masach
okolo 100-1000 My, (czarne dziury o masach poérednich sg Swietym Graalem
astrofizyki duzych energii; dotychczas nieodkryte, powinny znajdowadé sie

w rozktadzie mas pomiedzy ,gwiazdowymi” czarnymi dziurami a supermasywnymi
olbrzymami w centrach galaktyk).

Tym wigkszym szokiem okazaly si¢ niedawne obserwacje ULX w galaktyce spiralnej
MB82 (zwanej niekiedy Cygarem), przeprowadzone za pomoca satelitarnego
teleskopu NASA NuSTAR (Nuclear Spectroscopic Telescope Array), obserwatorium
rentgenowskiego Chandra, oraz dwumetrowego teleskopu optycznego
obserwatorium Kitt Peak. Dostatecznie dobra rozdzielczo$é czasowa NuSTAR-a
pozwolita na stwierdzenie, ze zZrodto M82 X-2 pulsuje regularnie z okresem okoto
1,37 s! Zaobserwowano takze wyrazna 2,5-dniowa modulacje, bedaca wynikiem
ruchu w uktadzie podwédjnym. Krétkookresowe pulsacje rentgenowskie $wiadcza,

o tym, ze w centrum dysku akrecyjnego zamiast czarnej dziury znajduje sie
gwiazda neutronowa o zapewne dosé¢ silnym polu magnetycznym. Odkrycie
NuSTAR-a stawia na glowie rozwéj teorii ULX-6w — w przypadku akreujacej
gwiazdy neutronowej pole magnetyczne z pewnosciag odgrywa istotna role (akrecja
odbywa sie poprzez kolumny akrecyjne wzdhuz linii sit pola wprost na bieguny
gwiazdy), liczy sie tez fakt, ze gwiazda — w przeciwienistwie do czarnej dziury — ma
powierzchnie, ale nie bardzo obecnie wiadomo, jak w szczegdétach wymodelowaé
odpowiednia jasno$é. By dodatkowo ,zaciemni¢” sprawe zrozumienia natury
ultrajasnych zrédet rentgenowskich, najjasniejszy ULX w galaktyce M&82, X-1,
wydaje sie by¢ jako zywo czarna dziura o masie posredniej, okoto 400 Mg .

Michat BEJGER

gwiazdozbioru Lwa, bedzie wtedy widoczna wysoko ponad
horyzontem przez wigkszos¢ nocy, osiagajac najwyzszy
punkt na niebie okoto péinocy. Garsé danych bardziej
szczegbtowych: z Polski bedzie widoczna 24° ponad
potudniowo-wschodnim horyzontem o godzinie 20:45,
nastepnie osiagnie najwyzszy punkt na niebie, 35° nad
potudniowym horyzontem o godzinie 23:30, po czym

0 02:20 znizy sie do 25° nad poludniowo-zachodnim
horyzontem, co nieco utrudni jej obserwacje.

W dzien réwnonocy wiosennej bedziemy $wiadkami jeszcze
jednego ciekawego zjawiska astronomicznego — za¢mienia
Stonca. Niestety z terytorium naszego kraju nie bedzie ono
calkowite, ale osiagnie prawie 75% zakrycia powierzchni.
Pamietajmy, zeby nigdy nie uzywacé lornetek ani
teleskopow do obserwacji Stonca ani obiektéw
znajdujacych sie blisko niego, poniewaz moze to
spowodowa¢ nieodwracalng utrate wzroku. Zaémienie

7Z kolei niewatpliwa atrakcja dla wlascicieli teleskopéw
moga okazaé sie obserwacje planetoidy 7 Iris, ktora 6 II1
znajdzie sie w opozycji. Oznacza to doskonale warunki
do obserwacji astronomicznych. Iris, polozona na tle
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caltkowite bedzie widoczne tylko z najbardziej péinocnych
krancow naszego kontynentu. Jezeli wigc mamy mozliwosé
takiej podrozy, warto wykorzystaé okazje by przezyc
niezapomniane 2 minuty!

Magda OTULAKOWSKA-HYPKA



Rys. 3. Kolorowa czegé¢ rysunku jest
symetryczna wzgledem prostej AIl.

Rys. 4

Zadanie 6 mozna tez rozwigzac,
postugujac si¢ twierdzeniem Pascala
(deltoid 9/2014).

MI=MB = MC
Joanna JASZUNSKA

Istnieje zaskakujacy zwiazek miedzy okregiem wpisanym w trojkat i okregiem
na nim opisanym:

Twierdzenie (x). Dany jest tréjkgt ABC (vys. 1). Punkt M jest $rodkiem tego
tuku BC' okregu opisanego, do ktdrego nie nalezy punkt A. Wowczas punkt 1
nalezgcy do odcinka AM jest srodkiem okregu wpisanego w tréjket ABC wtedy
1 tylko wtedy, gdy MI = MB = MC.

Dowad. Skoro M jest srodkiem tuku BC, to M B = MC oraz Al jest dwusieczng
kata BAC. Wystarczy zatem dowiesé, ze BI jest dwusieczng kata ABC wtedy
i tylko wtedy, gdy MI = M B, czyli gdy <MIB = <MBI.

Kat MIB jest zewnetrzny w tréjkacie ABI, wiec S MIB = <IAB + <IBA.

Z kolei MBI = <M BC + <IBC. Poniewaz <IAB = <IAC = <M BC, wiec
rownos¢ X MIB = <M BI réwnowazna jest réwnosci XIBA = XIBC,

co konczy dowdd. O

1. Skonstruuj trojkat ABC, majac dany jego wierzcholek A, punkt O — érodek
okregu opisanego i punkt I — $rodek okregu wpisanego.

2. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag I'. Punkt I jest $rodkiem okregu
wpisanego w tréjkat ABC, prosta Al przecina okrag I' w punkcie M # A.
Punkt J jest érodkiem okregu wpisanego w tréjkat ADC, prosta AJ przecina
okrag I' w punkcie N # A. Wykaz, ze jezeli MI = NJ, to X BAC = < DAC.

3. Punkt [ jest érodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC. Wykaz, ze okrag
opisany na tréjkacie BCI wyznacza na prostych AB i AC réwne cieciwy.

4. Punkt I jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC, punkt J jest
srodkiem okregu dopisanego do tego trojkata. Wykaz, ze $rodek odcinka I.J
nalezy do okregu opisanego na trojkacie ABC.

Rozwiazania

R1. Konstruujemy kolejno: okrag o srodku O i promieniu OA, M — jego punkt
przeciecia z prosta Al oraz okrag o $rodku M i promieniu M1. Na mocy (),
punkty przeciecia powyzszych dwéch okregéow to wierzchotki B i C trojkata. [

R2. Na mocy (x) i zalozenia, zachodzi réwnos¢ MC = MI = NJ = NC (rys. 2).
Stad <M AC = < N AC jako katy wpisane w okrag I" oparte na réwnych tukach.
Wobec tego < BAC = 2XMAC =2<NAC = <DAC. O

R3. Srodkiem okregu opisanego na tréjkacie BCT jest punkt M
z twierdzenia (x); lezy on na dwusiecznej kata BAC'. Z symetrii problemu
(rys. 3) okrag ten wyznacza wiec na ramionach kata réwne cieciwy. O

RA4. Niech J lezy w kacie BAC (rys. 4). Dwusieczne katéw przyleglych sa
prostopadle, wiec BI 1 BJ oraz CI 1 C'J. Wobec tego na czworokacie BJCT
mozna opisa¢ okrag, ktérego srodkiem jest érodek M odcinka IJ. Okrag ten jest
opisany na tréjkacie BCI, czyli M to punkt z twierdzenia (x), lezy wiec

na okregu opisanym na tréjkacie ABC. O

Zadania domowe

5. W dany okrag wpisz tréjkat ABC, majac dane jego wierzchotki A, B oraz
promien okregu wpisanego.

6. Okrag O jest styczny do okregu opisanego na trojkacie ABC w punkcie S,
a do bokéw AC' i BC odpowiednio w punktach D i E. Wykaz, ze jesli AC = BC,
to $rodek okregu wpisanego w trojkat ABC jest $rodkiem odcinka DE.

Wskazowka. Wykaz, ze ASAD = ASID, gdzie I to srodek odcinka DE.
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