SPIS TRESCI

NUMERU 1 (488)

Artykul o Konicu Swiata
Lukasz Rajkowski

Prézny trud
Marek Kordos

Jak opisaé krysztal?
Klaudia Jedrzejek

O O dialogach pokoler
Magdalena Fikus

O rozkladzie stéw
na stowa Lyndona
Lukasz Grzqdko

8 Sferostozki i inne cudaki
Kamila Lyczek

Butelka Kleista
Krzysztof Rejmer

Perowskity — przysztosé
fotowoltaiki

Magdalena WozZniak,
Michal Dusza,

Olga Malinkiewicz

Konkurs Uczniowskich Prac
z Matematyki

ﬁ Zadania

Informatyczny kacik olimpijski
(78): Fotoradary
Tomasz Idziaszek

Gdzie tam znaczy tez
2z powrotem
Marek Kordos

Klub 44

Prosto z nieba:
Jeszcze wiecej neutrin
stonecznych

Niebo w styczniu

% Wzdtuz czy w poprzek?
\h( Joanna Jaszuriska

Warsaw Center
of Mathematics
and Computer Science

C

wcmes . edu.pl

str. 1

str. 3

str. 6

str. 8

str. 9

str.12

str.14

str.16

str.18

str.19

str.20

str.21
str.22

str.24
str.24

str.25

latanie na niczym

Miesiecznik Delta — matematyka, fizyka, astronomia, informatyka jest wydawany przez
Uniwersytet Warszawski przy wspotpracy towarzystw naukowych: Polskiego Towarzystwa
Matematycznego, Polskiego Towarzystwa Fizycznego, Polskiego Towarzystwa Astronomicznego
i Polskiego Towarzystwa Informatycznego.

Komitet Redakcyjny: dr Waldemar Berej, dr Piotr Chrzastowski-Wachtel,

dr Krzysztof Ciesielski — wiceprzewodniczacy, prof. dr hab. Bozena Czerny,

dr Andrzej Dabrowski, prof. dr hab. Marek Demianski, prof. dr hab. Krzysztof Diks,

dr Zofia Gotgb-Meyer, prof. dr hab. Pawel Idziak, dr hab. Agnieszka Janiuk, dr Marcin Kiraga,
prof. dr hab. Andrzej Majhofer, prof. dr hab. Zbigniew Marciniak, dr hab. Zygmunt Mazur,

dr Adam Michalec, prof. dr hab. Michal Nawrocki — przewodniczacy, dr Zdzistaw Pogoda,

dr Pawel Pres$, prof. dr hab. Wojciech Rytter, prof. dr hab. Pawel Strzelecki.

Redaguje kolegium w skladzie: Marcin Adamski, Wiktor Bartol, Michal Bejger,
Szymon Charzynski, Wojciech Czerwinski, Tomasz Idziaszek,

Krystyna Kordos — sekr. red., Marek Kordos — red. nacz., Kamila ¥Lyczek,
Urszula Pastwa, Lukasz Rajkowski, Anna Rudnik, Krzysztof Rudnik,
Krzysztof Turzynski — z-ca red. nacz., Piotr Zalewski.

Oktadki i ilustracje: Podpunkt.

Adres do korespondencji:
Instytut Matematyki UW, Redakcja Delty, ul. Banacha 2, pokéj 4020,
02-097 Warszawa, e-mail: delta@mimuw.edu.pl tel. 22-55-44-402.

Sktad systemem TgEX oraz rysunki techniczne wykonata Redakcja.
Wydrukowano w Drukarni Greg, ul. Konstruktorska 4, 02-673 Warszawa.

PRENUMERATA

Garmond Press: www.garmondpress.pl

Kolporter: www.kolporter.com.pl

RUCH S.A.: www.ruch.com.pl, infolinia 804-200-600

Prenumerata realizowana przez RUCH S.A.:
Cena prenumeraty w 2014 roku wynosi 4 zt za egzemplarz.

Zaméwienia na prenumerate w wersji papierowej mozna sktadaé bezposrednio na stronie
WWW.prenumerata.ruch.com.pl

Ewentualne pytania prosimy kierowaé na adres e-mail: prenumerata@ruch.com.pl

lub kontaktujac sie z Centrum Obstugi Klienta RUCH

pod numerem: 801 800 803 lub 22 693 70 00 — czynne w dni robocze w godzinach 7001700,
Koszt polaczenia wg taryfy operatora.

Numery archiwalne (od 1987 r.) mozna nabyé w Redakeji osobiécie lub listownie.
Strona internetowa (w tym artykuly archiwalne, linki itd.): deltami.edu.pl

Wydawca: Uniwersytet Warszawski Cena 1 egzemplarza 4 zl



Zakltadamy — wbrew wierszowi
Czestawa Milosza Piosenka o koricu
Swiata — ze gdyby Koniec Swiata
nastapil, nie umknalby naszej uwagi.

argmax;, (f(k)) oznacza taka wartos$é k,
dla ktérej f przyjmuje najwieksza
wartosé.

*student, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Artykul o Koncu Swiata
Lukasz RAJKOWSKI"

Zderzenie z asteroida, wojna nuklearna, globalny potop, przebiegunowanie Ziemi. . .
liczba katastrof oznaczajacych koniec ziemskiej cywilizacji powinna sktonié¢ nas

do traktowania kazdego spokojnego poranka, kiedy przewracamy sie¢ leniwie z boku
na bok zamiast skwierczeé¢ w ogniu Apokalipsy, jako prawdziwego cudu. Mnogosé
$miercionos$nych zagrozen sprawia, ze ludzko$é od zamierzchlych czaséow stara sie
przewidzie¢ date (choéby przyblizona) wlasnego koiica, nie przejmujac sie zbytnio
kolejnymi niepowodzeniami w tej materii. Wiekszosé¢ z proponowanych terminéw
pochodzita od astrologéw, numerologéw lub przywddcéw religijnych. Zgodnie

z powiedzeniem Hugo Steinhausa ,Matematyk zrobi to lepiej” sprébujmy zastanowié
sie, co ma do powiedzenia w kwestii terminu Konca Swiata Krélowa Nauk.

Podobno Bég nie gra z wszech$wiatem w kosci, na potrzeby naszych rozwazan
wyobrazmy sobie jednak, ze codziennie o $wicie bierze On do Reki symetryczna kosé
do gry o n przystajacych, foremnych $cianach. Ze wzgledu na swoja Wszechmocno$é
Bég nie jest ograniczony wynikami Platona dotyczacymi liczby takich wielo$cianéw,
nie czynimy wiec w tym momencie zadnych zatozen dotyczacych n. Nastepnie kosé
jest rzucana i jesli liczba wyrzuconych oczek przekroczy k, to... coz, jako ludzkosc
kibicujemy wartosciom nie wigkszym od k. Postaramy sie teraz zaproponowaé
rozsadng warto$¢ parametru k, postugujac sie wiedza, ze przy dotychczasowej liczbie
N rzutéw (ktéra mozemy przyblizyé przez 365 - 4,467 - 10°) nie zaobserwowaliSmy
jeszcze zadnej Apokalipsy. Zauwazmy, ze w zaleznosci od k prawdopodobienstwo
sukcesu (traktowanego jako kolejny dzien w historii ludzkosci) wynosi

Dosé przekonujaco wyglada teraz pomyst wyboru takiego k, ktére bedzie
maksymalizowalo powyzsza funkcje £, zwana w statystycznym zargonie funkcjq
wiarogodnosci. W pewnym sensie ustanowilibySmy w ten sposéb obserwowana sytuacje
yhajbardziej prawdopodobna”, co wydaje si¢ rozsadnym podej$ciem. Tak otrzymany
estymator wartosci k, zwany estymatorem najwiekszej wiarogodnosci, wynosi

N
- k
k = argmax;,, (n) =n.

Jest to jednak malo emocjonujacy wynik — oznaczalby przeciez, ze szansa na kolejny
$wit bez globalnej katastrofy wynosi 1, co stawialoby pod znakiem zapytania
przyszlosé szeregu hollywoodzkich superprodukcji. Przeprowadzmy wigc inng analize
— rozpocznijmy od zalozenia, ze gdyby$my nie byli $wiadkami N dni bez Apokalipsy,
traktowaliby$my kazda z wartosci k jako réwnie prawdopodobna. Jest to nasze
zatozenie a priori odnosnie prawdopodobienstwa poszczegdlnych wartosci k,
ilustrujace stan naszej wiedzy (tudziez niewiedzy) dotyczacej tego parametru.
Zobaczmy teraz, w jaki sposéb wiedza o naszym istnieniu rzutuje na wspomniane
zatozenie — w tym celu postuzymy sie wzorem Bayesa, pozwalajacym na ,odwracanie
warunkowania” przy obliczaniu prawdopodobienstw warunkowych

(1) P(parametr = k | N dni bez KS) =
P(N dni bez KS | parametr = k) - P(parametr = k)
P(N dni bez KS) '

7 zalozenia o jednostajnosci rozkladu parametru bez uwzgledniania obserwacji
stwierdzamy, ze P(parametr = k) = %, ponadto oczywiscie

N
! k
P(N dni bez KS | parametr = k) = (> .

MoglibySmy teraz, korzystajac ze wzoru na prawdopodobienstwo catkowite,
pracowicie obliczyé mianownik prawej strony réwnosci (1), zamiast tego postuzymy
sie jednak popularnym w podobnych wnioskowaniach fortelem. Zauwazmy bowiem,
ze lewa strona réwnosci (1) jest funkcja k, ktérej wartodci na argumentach ze zbioru
{1,2,...,n} sumuja si¢ do 1 (gdyz stanowi ona rozklad prawdopodobienstwa na tym
zbiorze). Z wczesniejszych obliczen wynika, ze z doktadnoscia do proporcjonalnosci
ta funkcja wynosi &V (wartoéé P(N dni bez KS) nie zalezy od k), w zwiazku z czym,
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aby spelniony byl warunek sumowania si¢ do 1 na zbiorze {1,2,...,n}, musi by¢
kN

YN

Otrzymalidémy w ten sposéb rozklad a posteriori badanego parametru, czyli

szweryfikowany” przez nasze obserwacje rozklad a priori.

P(parametr = k | N dni bez KS) =

Wszystko pieknie — zwrdci uwage Czytelnik Niecierpliwy — ale ja ciggle nie wiem,
jaka jest szansa na jutrzejszy koniec swiata. Istotnie, zadna propozycja estymatora
wartosci parametru nie zostala jeszcze przedstawiona. Dysponujemy jednak
odpowiednim rozkladem prawdopodobienstwa, co wydaje si¢ nie$¢ wiecej informacji
niz przedstawienie jednej liczby. Jesli jednak komus zalezy na konkretnym wyniku,
moze postuzy¢ sie wartoscig oczekiwang otrzymanego rozktadu, ktéra wynosi

2 i
DA

N kN
E(parametr | N dni bez KS) = Zk S e
= il

Tak naprawde w tym miejscu statystyk Wobec tego za prawdopodobienstwo unikniecia Apokalipsy mozemy przyjaé
wprowadzitby funkcje straty L, ktéra .
parze (parametr, estymator) E(parametr | N dni bez KS) Sé\7+1

przyporzadkowuje karg (€ RT) za bledng
estymacje, a r{ast@p_ni_e W}{brglby taki/ )
iitzifla;:;);ék;O;Zs?;::fzaiﬂlﬂg:N:tr::t? gdzie przez SY oznaczyliémy sume N-tych poteg n kolejnych liczb naturalnych.
Szczgfliwie, dla popularnej funkeji straty W tym momencie przypominamy sobie pewien klopotliwy szkopul — nie znamy
ﬂif&:ﬁf; 92;;:2:20 Wlaénii wartos¢  wartoéci n. Mozemy jednak przypuszczaé, ze Bég nie zadowolitby sie ordynarna

b paramett. kostka szescienna; intuicja podpowiada, ze w gre wchodza kodci o liczbie Scian
przekraczajacej liczbe ziaren piasku na Ziemi lub gwiazd na niebie. W tej sytuacji
rozsadne wydaje sie zbadanie, w jaki sposob powyzsze wyrazenie zachowuje sie przy
n zbiegajacym do nieskonczonosci. W tym celu zauwazmy, ze

SNF2 = Zn:(w N2 = Zn: (Niz (N;FZ)"J) = NZH <z”: (Nj+2>ij> -

n nSN "’

1=0 1=0 =0 =0 1=0
N+2 n N+2
S (=X (V)
— J — — J
7=0 =0 7=0

N+2

co po odjeciu obustronnie SN +2 + Z;Y:() ( j

do rekurencyjnego wzoru

N
1 N+2\ .
SVt = —— DN =Y S7).
" N+2<(”+) ( J >)

=0

)Sf; i podzieleniu przez N + 2 prowadzi

Mozemy stad za pomoca prostej indukcji wywnioskowaé, ze S1¥ jest wielomianem
od n stopnia N + 1, o wspétczynniku przy najwyzszej potedze réwnym NL-H W tej
sytuacji SN+1 oraz nSYY sa wielomianami od n o réwnym stopniu, zatem granica ich
ilorazu, przy n zbiegajacym do nieskonczonosci, jest ilorazem ich wspoltczynnikéw

Czytelnik Catkujacy méglby otrzymaé ten przy najwyzszej potedze, czyli %—i; Jesli zag estymujemy prawdopodobienstwo
wynik o wiele szybciej poprzez zalozenie, . e Qs 1 I . . co.

se prawdopodobienstwo a priori Konca Zniszczenia Swiata przez N3 to wartosc oczekiwana liczby dni, jaka nam zostala
Swiata jest jednostajnie rozlozone na do tego zdarzenia, wynosi N + 2, czyli drugie tyle, co juz bytlo i jeszcze dwa dni

odcinku [0, 1]. Tak tez uczynil Laplace,

od ktérego pochodzi rozwazany problem (trzeciego skoniczy graé Wielka Orkiestra Swiatecznej Pomocy).

Oczywiscie, powyzsze rozwazania nie moga by¢ traktowane powaznie, ilustruja
jednak dwie powazne koncepcje wnioskowania statystycznego — klasyczng oraz

alng réznicg miedzy nimi jest dopuszczenie przez podejscie
awdopodobienstwa na zbiorze mozliwych parametrow.

ji moze budzi¢ watpliwosci — tworzymy wowczas w naszym
bo wyborze rodziny rozktadéw rzadzacych doswiadczeniem)
0, jakim jest wybér rozkladu a priori na zbiorze parametréw.
ta uznaniowo$¢ zwieksza elastycznosé naszego modelu, gdyz
perckie ,widzimisie” dotyczace parametréw; ponadto, kiedy
przyjety, cala reszta naszej dedukcji to czysto

nia, co niekoniecznie jest prawda w przypadku podejécia

vy zwolennikami tych metodologii trwa, a na jego rozwigzanie
bu — zgodnie z informacjami zamieszczonymi w angielskiej
bniec Swiata juz w marcu.




Jak sie bawili
Wasi dziadkowie

Rys. 1

M. Pasch, Vorlesungen iiber neuere
Geometrie, 1882.

D. Hilbert, Grundlagen der Geometrie,
1899.

A. Tarski, What is elementary
geometry?, praca napisana w latach

40. XX wieku, wielokrotnie ulepszana,
cytowana przed opublikowaniem

i ostatecznie opublikowana w 1959 roku.

Majacy styczno$é z podstawami geometrii
zdziwig sie zapewne, ze oznaczam tu
punkty wielkimi literami, choé praktyka

i prace z tej dyscypliny kaza oznaczad je —
jako elementy uniwersum — literami
malymi. Czynie¢ tak ze wzgledu

na tradycje nauczania szkolnego, gdzie
malymi literami oznacza si¢ proste.

Oczywiscie w definicji przystawania katéw
mozna zamiast matego kwantyfikatora
napisa¢ duzy, zamieniajac rownoczesnie
ostatnig koniunkcj¢ na implikacje.

Prézny trud Marek KORDOS

Jak wszystkim wiadomo, okoto —300 roku dyrektor Biblioteki Aleksandryjskiej
imieniem Euklides napisal dzieto, ktére jest znane pod pdzniejszym tacinskim
tytulem FElementy. W dziele tym z nastepujacych pieciu postulatéw wyprowadzit
cala geometrie (te nauczana w szkole i zwana euklidesowa) i cala arytmetyke.

1. Od dowolnego punktu do dowolnego innego mozna poprowadzi¢ prostq.
II. Ograniczong prostq mozna dowolnie przediuzyd.
ITI. Z dowolnego $rodka dowolnym promieniem mozna opisac okrgg.
IV. Wszystkie kqty proste sq réwne.
V. Jesli dwie proste na plaszczyzinie tworzq z trzecig kqly jednostronne
wewnetrzne o sumie mniejszej od dwdch kgtdw prostych (rys. 1), to proste te,
po przedluZeniu, przetng sie i to z tej wlasnie strony.

Dzielo to bylo przez tysiaclecia uznawane za wzér Scistosci rozumowania dla
wszystkich dyscyplin naukowych. Az przyszly czasy, gdy matematycy tak
dokltadnie zaczeli przygladaé si¢ swojej dyscyplinie i tak ostre kryteria narzucili
rozumowaniom, ze trzeba bylo uznaé, iz postulaty Euklidesa mozna jedynie
traktowaé jako wzorowy zapis intuicji tego, co byé powinno. Ale tylko intuicji.

Jako pierwszy nowoczesna aksjomatyke geometrii euklidesowej, spetniajaca
wszelkie wymogi logiki matematycznej, podat w 1882 roku Moritz Pasch, ale
za naprawde dobra uznano dopiero aksjomatyke, ktéra zawart David Hilbert
w dziele Podstawy geometrii, ktérego tytul stal si¢ nazwa dyscypliny
matematycznej badajacej aksjomatyczne ujecia geometrii.

Dobra to ta aksjomatyka byta, ale, niestety, nie okazala sie prosta i w zadnym
razie nie nadawala sie do tego, by np. uczyé¢ wedlug niej w szkole. Jej pojeciami
pierwotnymi (czyli pojeciami, o ktérych traktowaly aksjomaty) byly trzy rodzaje
zmiennych (punkty, proste i plaszczyzny) oraz cztery relacje (lezenie na, lezenie
miedzy, przystawanie odcinkéw i przystawanie katéw). A aksjomatéw bylo 20,

z czego co najmniej jedna trzecia o stopniu komplikacji wigkszym niz

V postulat Euklidesa.

Powstato pytanie, czy dla geometrii euklidesowej istnieje aksjomatyka prosta
i zrozumiala nie tylko dla profesjonalistow. Przede wszystkim zastanowiono sie
nad doborem pojeé pierwotnych.

Korekta pojeé pierwotnych
1. Tu najpopularniejsza okazala si¢ propozycja Alfreda Tarskiego zawierajaca
jeden zbiér zmiennych (uniwersum) — to punkty — i dwie relacje — lezenia miedzy
i przystawania:
(S;B,=),

gdzie napis B(ABC) oznacza, ze punkt B nalezy do odcinka AC, a napis
AB = CD — 7e odcinki AB i CD sg przystajace.
Za pomoca tych pojeé¢ mozna zdefiniowaé¢ wszystkie pojecia pierwotne Hilberta.
Definiujemy kolejno wspoétliniowosé

Lt(ABC) < B(ABC) Vv B(BCA)V B(CAB),
co nie budzi watpliwosci, i mamy prosta, i zbiér prostych

LT(AB) = {C : LT(ABC)} L:T = {]LT(AB) c A 75 B}
Plaszczyzna to przeciez symetralna odcinka, wiec definiujemy
Pr(AB):={C: AC=CB} Pr:={Pr(4AB):A+# B}.
Hilbertowskie lezenie na to teraz zwykle nalezenie i do zdefiniowania pozostaje
tylko przystawanie katéw (k, I, m, n to proste) — wykorzystujemy tu II ceche
przystawania tréjkatow:
kl =r mn <= JABCA'B'C' : (A#B#CNA BekAB,CelA

NA B £C'NA', B emAB,C' ennNABC = A'B'C'),

gdzie ABC = A’'B'C' to AB=A'BANBC=B'C'NCA=C'A".
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Rys. 4

W przestrzeni tréjwymiarowej relacje
Pieriego mozna zdefiniowaé za pomoca
relacji tréjkata réwnobocznego, co

na plaszczyznie jest niemozliwe.

Rys. 5
B
A
D
c
Rys. 6

Réznica migdzy pomystem Tarskiego

a realizacja Jaskowskiego polega na tym,
ze Jaskowski rozwaza kule z brzegiem,

a Tarski bez brzegu (co komplikuje
definicje punktéw).

2. Z ukladu poje¢ pierwotnych Tarskiego mozna usunaé lezenie miedzy,
otrzymujac system
(S;=),

poprzez nastepujace trzy definicje:
— wspoltliniowosci

L_(ABC) <= A= BVVYDD': (DA= AD'ADB = BD' = DC =CD’)
(C lezy na kazdej plaszczyZnie przechodzacej przez A i B — poréwnaj definicje
plaszczyzny w systemie Tarskiego);
— kata prostego (rys. 2)

1-(ABC) <= A=BV3A : (A#£ A NAB=BA'NAC = CA' NL=(ABA"));
— 1o i lezenia miedzy (rys. 3)
B=(ABC) <= L=(ABC)A3B': U=(ABB') A 1=(B'BC) A 1=(AB'C)).

3. Mario Pieri juz w 1903 roku zauwazyl, ze relacja przystawania moze by¢
zubozona — jego relacja P(ABC) oznaczala, ze trojkat ABC jest réwnoramienny
(AB = BC(C). Dowéd wystarczalnodci systemu
(S;P),

jest prosty, bo — jak tatwo sprawdzi¢ — poprzednio relacje L, 11i B
zdefiniowaliSmy de facto za pomoca relacji P. Pozostaje do zdefiniowania pelne
przystawanie, co mozna zrobi¢ w dwéch krokach:
najpierw srodek odcinka
L Mp(ABC) < B(ABC) AP(ABC),
ijuz (rys. 4)

AB=CD < JFE': (Mp(AEC) AMp(BEE') NP(E'CD)).

4. W latach 40. Frederick Jenks (i dziesieé¢ lat p67zniej Dana Scott) zajal sie
wymieniong juz relacja kata prostego, d. Okazuje sie, ze system
(S; )

tez wystarcza do opisania geometrii — przejscie do systemu Pieriego to najpierw
definicja $rodka (rys. 5)

M;(ABC) <= 3DE : ({(ABD) A J(ABE) A I(CBD) A I(CBE) A
ANI(ADC)ANN(DCE)ANJ(CEA) AN I(EAD),
skad od razu (rys. 6)

P;(ABC) <= 3D : (Mj(ADC) A l(ADB)).

Kazdy z wymienionych (i wiele innych) ukladéw pojeé pierwotnych zostal
wyposazony w uklad aksjomatéw prowadzacy do geometrii euklidesowe;j.
Wszystkie one sa do$é okropne (do czego jeszcze wréce), a w kazdym razie zaden
nie zostal zaakceptowany do uzytku powszechnego, a wspomniana popularno$é
systemu Tarskiego ma swoje zrodlo w tym, ze najlatwiej przed sadem
udowodnié, ze jest zrozumialy i poprawny pod kazdym wzgledem (daje nawet
teorie rozstrzygalna, ale to juz zaleta wylacznie dla zawodowcow).

Fakt, ze najstarsza z teorii matematycznych, powszechnie nauczana w szkole,
nie ma zadowalajacej aksjomatyki, podczas gdy inne teorie maja (i to piekne, jak
teoria grup czy geometria rzutowa), budzil wiele emocji. Byli i tacy, ktérzy
sadzili, iz jesteSmy ofiarami zaproponowanego przez Grekéw zestawu pojeé
opartego o wydumany i nierealizowalny obiekt, jakim jest punkt.
Mtody Tarski w 1929 roku zaproponowal, by geometri¢ opisaé¢ jako zbior kul
z jedna tylko relacja zawierania (nazwal to geometria naturalna). Przedstawiam
ten pomyst w wersji Stanistawa Jaskowskiego z 1949 roku. Kule oznaczane beda
literami gotyckimi.
Punkty zdefiniowaé bardzo latwo — to najmniejsze kule:
S:={a:Vb (bCa=b=na)}.
Dalej punkty w tym systemie bede oznaczal duzymi literami tacinskimi,
jak poprzednio. Definiujemy kolejno stycznosé kul
a0 b« 3lc(cCa,b),

fakt, ze punkt lezy na powierzchni kuli

AQa+= A00DanTb (AOOBODaAb# A)

(a wiec jest punktem stycznosci dwoch kul),

4
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Rys. 7

F. Bachmann, Aufbau der Geometrie aus
dem Spiegelungsbegrieff, 1959.

Rozwigzanie zadania F 871.
Granice wysokosci géry wyznacza
wytrzymalosé jej dolnych warstw. Jezeli
ci$nienie gérnych warstw wystarczy
do zerwania sztywnosci wigzan, to dolne
warstwy zaczng si¢ ,rozplywac”, co
spowoduje ,opadanie” wierzchotka gory.
Oszacujmy, przy jakiej wysokosci h
zmniejszenie energii potencjalnej skatl
na skutek obnizenia $rodka cigzkosci o Ah
przewyzszy energie potrzebna do stopienia
dolnej warstwy skal o gestosci p,
grubosci Ah i polu powierzchni S. Zmiana
energii potencjalnej wyniesie hSgpAh.
Energia potrzebna do stopienia warstwy
wynosi LSpAh. Otrzymujemy stad
warunek ,stopienia podstawy”:

hSgpAh > LSpAh,
a wigc najwiekszg mozliwg wysokoscig
jest h = L/g, co dla podanych wartosci L
daje warto$¢ w granicach od 12,8 km

do 23,6 km.

wskazujemy kule o danej $rednicy
AOQB=c<= A, BOcA—(Jabd (ACaAB CbAaQOOcOObAD CaAd C b))
(to, czego zabrania zanegowany nawias, jest przedstawione na rysunku 7),
a stad juz blisko do definicji kata prostego
1(ABC) <= B (A 0),

jako kata wpisanego opartego na $rednicy.

Ale i ten pomyst, mimo oczywistej prostoty i naturalnosci, rozsadna aksjomatyka
nie zaowocowal.

Inne drogi

Wspomniany juz Frederick Jenks mial tez inny pomysl, by aksjomatyzowaé

nie obiekty, lecz ruch. Jesli to skrzyzowac ze starym hastem Leibniza, by

w geometrii rachowa¢ na obiektach geometrycznych, i z koncepcja

Juhassona Hjelmsleva, by byl to rachunek symetrii, to otrzymamy konsekwentnie
doprowadzona do konca prace Friedricha Bachmanna, ktéra opisalem w Delcie
6/2013. Ta propozycja, nieco ,zlagodzona”, jest obecna w szkolach niemieckich,
a polski czytelnik moze to obejrzeé, ogladajac dzial geometrii w wydanym przez
Prészynskiego Atlasie matematyki.

No wlaénie, co z tg szkola? Kiedy wraz z kolegami uruchomiliSsmy w 1967 roku
klasy matematyczne w warszawskim éwczesnym liceum Gottwalda (dzis
Staszica), uczyliémy geometrii na podstawie aksjomatyki Tarskiego. C6z, mtodzi
przezyli (sam uczylem tak geometrii jeszcze w dwoch ,normalnych” szkotach)

i dzisiaj wielu z nich jest zawodowymi matematykami i nosi tytuly profesorskie.
Wiec mozna, ale my oceniamy ten eksperyment jako znecanie sie nad nieletnimi.

Usprawiedliwia nas fakt, ze akurat wtedy weszla w zycie odmioletnia szkota
podstawowa, a mlodziez w nowym liceum dostata do reki podreczniki geometrii
oparte o mato udang modyfikacje systemu niemieckiego. Zdrowy organizm
polskiej szkoly te propozycje dosé szybko odrzucit.

Efekt tych eksperymentéw byl taki, ze dzis uczy sie geometrii sladowo.

Odwotujac si¢ do powazniejszych problemdéw, wypada przypomnieé, ze w latach
szesédziesiatych w polskiej matematyce odbyta sie rewolucja bourbakistowska,
czyli zmiana generalnego nurtu z opartego na aksjomatach i analogiach z fizyka
na oparty o teorie kategorii, a wiec traktujacy matematyke jako nauke

o obiektach i ich przeksztalceniach. To tez zaowocowalo propozycjami dla szkoty,
z czym zetknalem sie osobicie, majac za temat pracy magisterskiej adaptowanie
na polski grunt koncepcji nauczania geometrii Gustave’a Choqueta. Koledzy

z Krakowa w swoich klasach matematycznych nauczali po bourbakistowsku

(co zreszta — jak wspominaja — wywolalo zgroze wizytujacych ich
Francuzéw-bourbakistéw) — mlodziez przezyla i to.

* ok %

Rozsadnej odpowiedzi na pytanie, dlaczego geometria euklidesowa, przeciez tak
nam bliska, ktérej zawdzieczamy — przez fakt, ze jako jedyna dopuszcza
zmieniajace skale podobienistwa — rozkwit naszej cywilizacji, nie ma prostej,
nadajacej sie do nauczania aksjomatyki, nie potrafimy udzieli¢. Co wiecej,

po dwudziestowiecznym wzmozeniu badan nad ta kwestia dzis pogodziliémy sie
z tak wygladajaca rzeczywistoécia.

Dzi$ dla wiekszosci (réwniez dla zawodowych matematykéw) geometria
euklidesowa to badanie zbioru R”, w ktérym odlegtoéé dana jest wzorem

1PQI =V (pr = @1)? + - + (P — 40)*.
Podobnie opisuje si¢ tez inne geometrie.

A ta geometria, ktéra wszyscy podziwiali jeszcze piecdziesiat lat temu, staje sie
dyscyplina, ktérej percepcja podobna jest do sposobu, w jaki ogladaja dzieta
plastyczne historycy sztuki. I ktéra przez swoich artystéw jest ciagle jeszcze

tu i éwdzie uprawiana.
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Autorka jest uczennicg I LO w Pszczynie.
Artykul stanowi skrét jej odczytu

na XXXI Ogélnopolskim Sejmiku
Matematykéw (Szczyrk, 2014), ktéry
poprowadzita, demonstrujac
najrozmaitsze krysztaly i ruchome modele

ilustrujace ich budowe.

€o

B/

Jak opisac¢ krysztal?

Klaudia JEDRZEJEK

Krysztaly to jedne z najbardziej osobliwych elementéw $wiata przyrody.

Materialy krystaliczne wykazuja niemal niespotykana naturalna tendencje

do tworzenia wieloScianéw. Pigtnastometrowe krysztaly w Meksyku czy
dwumilimetrowe krysztatki soli w naszej kuchni — wszystkie swa szczegdlna

postaé¢ zawdzieczaja uporzadkowanemu rozmieszczeniu atoméw, jonéow lub
czasteczek. Krystalografia, czyli nauka o wewnetrznej i zewnetrznej budowie oraz
fizycznych i fizykochemicznych wlasciwosciach cial krystalicznych, zawiera wiele
mniejszych dziatow badajacych przerdzne cechy krysztaléw z wykorzystaniem

zaawansowanych technik wspétczesnej nauki. A c6z my, prosci zjadacze chleba,

o nieuzbrojonym oku, jesteSmy w stanie powiedzie¢ o kamyku” przywiezionym
jako pamiatka z kopalni? Gdy chodzi o monokrysztal, mozemy dokonaé prawie
pelnego opisu jego struktury zewnetrznej, tym samym zamieniajac sie

w poczatkujacych znawcow krystalografii strukturalne;j.

Na przelomie lat 1890 i 1891 Artur Schonflies i Jewgraf Fiodorow, analizujac
budowe zewnetrzna i wewnetrzng krysztalow, niezaleznie stwierdzili, ze istnieje
230 mozliwych krystalograficznych grup przestrzennych (czyli sposobéw

X,Y, Z — osie krystalograficzne,

ao, bo, co — jednostki osiowe,

ACDD’' — czworoécian zasadniczy,
ABCDA’B’'C’'D’ - komérka elementarna
(réwnolegloscian).

rytmicznego wypelnienia przestrzeni przez jednakowe monokrysztaly) oraz ze

Y istnieja 32 klasy krystalograficznych monokrysztaléw (dwa monokrysztaly naleza
do tej samej klasy, gdy maja takie same izometrie wtasne, czyli przeksztalcenia,
ktore nakladaja je same na siebie).

Jak mozemy sklasyfikowaé nasz krysztal? Umiesémy go w przestrzennym
uktadzie wspoélrzednych tworzonym zwykle przez trzy osie krystalograficzne,
w sposdb przedstawiony na rysunku obok.

Przystepujemy do badania. Pierwszym krokiem bedzie okreélenie rodziny,
do ktoérej nalezy nasz krysztal. Czym jest rodzina krystalograficzna? Jest to
zbiodr cial krystalicznych o takim samym czworoscianie zasadniczym. Na ksztalt

czworo$cianu wplywaja dlugosci jednostek osiowych i miary katéw miedzy

osiami. Istnieje szes¢ réznych rodzin krystalograficznych:
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co

uktad heksagonalny

Z

uktad trygonalny

Beryl — zaznaczone osie symetrii

(fot. Tom Loomis).

Gips (fot. Katarzyna Wyrobek).

Kolejnym etapem jest wybor ukladu krystalograficznego. Uktady
krystalograficzne zostaly wyréznione ze wzgledu na ksztalt komérki
elementarnej. Kazdej z rodzin odpowiada jeden rodzaj komorki elementarnej
(zaznaczone na rysunkach), a wiec jeden analogiczny rodzaj ukladu. Wyjatkiem
jest rodzina heksagonalna, dla ktérej mozliwe sg az dwie kombinacje: uktad
heksagonalny i uklad trygonalny (patrz rysunki na marginesie).

Ktory wybra¢ w naszym przypadku? Uklad heksagonalny cechuje si¢ 6-krotna
osia symetrii, trygonalny za$ jedynie 3-krotng. Wybieramy t¢ odpowiadajaca
naszemu krysztalowi i problem rozwiazany. Przykladowo kwarc (patrz tylna
strona okladki) i kalcyt naleza do rodziny heksagonalnej, ukladu trygonalnego.

Ostatnig czynnoscig w opisie struktury zewnetrznej krysztatu jest dobér jednej
z 32 klas krystalograficznych. Klasy krystalograficzne sa przyporzadkowaniem
ze wzgledu na symetri¢ bryly, zatem bedziemy szczegélowo rozpatrywacé
makroskopowe elementy symetrii naszego krysztalu, a wiec osie symetrii, osie
inwersyjne, srodek symetrii, plaszczyzny symetrii.

Dla jednego ukladu krystalograficznego wystepuje maksymalnie 7 klas, co utatwi
nam znalezienie tej wladciwej. AbySmy mogli lepiej zrozumieé ten problem,
pokaze go na przykladzie. Rozpocznijmy analize.

Podstawowa sprawa jest dostrzezenie osi symetrii, ich liczby i krotnosci.

W krystalografii oznacza sie je za pomoca n, gdzie n € {1, 2, 3, 4, 6} 1 wskazuje
na ich krotnosé. Przy poszukiwaniu osi symetrii nie powinnismy ograniczaé sie
tylko do kierunkéw wyznaczanych przez osie krystalograficzne. Mozemy znalezé
jedna, trzy lub nie dostrzec zadnej osi. W przypadku braku osi symetrii bryla
moze mie¢ 0§ inwersyjna — inwersja nazywane jest tu zlozenie obrotu wzgledem
osi z symetrig wzgledem lezacego na niej punktu, w tym przypadku érodka
symetrii komérki. Osie inwersyjne oznacza sie symbolami 1, 2, 3, 4 lub 6

w zaleznosci od ich krotnosci. Przykladem mineratu z rodziny jednoskosnej

o jednokrotnej osi inwersyjnej jest gips.

Jezeli bryla ma jedna o$ symetrii, moze tez mie¢ srodek symetrii. Dla osi
nieparzystokrotnych réwnoznaczne jest to z przeksztalceniem osi inwersyjnej,
dlatego nie wyrdznia sie¢ w tym przypadku nowych klas. Dla osi parzystokrotnych
srodek symetrii warunkuje wystepowanie plaszczyzny symetrii. Mozliwa jest
rowniez sytuacja, kiedy krysztal nie ma $rodka symetrii, a mimo to ma
plaszczyzny symetrii, w dodatku (z wyjatkiem klasy 43m) przecinajace sie
wzdhuz jednej osi. Jest to warunkowane wystepowaniem dodatkowo dwéch
inwersyjnych osi parzystokrotnych.

Jezeli mamy do czynienia z trzema osiami symetrii, to dodatkowo dla
poszczegdlnych ukladow wyznaczono miary katéw miedzy nimi. Przyktadowo
heksagonalny krysztal berylu ma az trzy osie symetrii: 6-krotna i dwie 2-krotne
prostopadle do niej i tworzace kat 30°. W przypadku trzech osi mozliwe jest
réwniez istnienie Srodka symetrii na przecieciu tych osi i tak tez jest w tej
sytuacji. Sprawia to, ze mozna zauwazy¢ plaszczyzny prostopadle do osi
parzystokrotnych. Gdybysmy w takich okolicznoéciach spotkali sie z 3-krotng,
osia symetrii, to okazaloby sie, ze jest ona osia inwersyjna.

Wszystkie nasze poczynania zmierzaja do zaklasyfikowania krysztatu do jednej

z 230 grup krystalograficznych. W tym momencie niezbedna jest juz analiza
struktury wewnetrznej, a tego tzw. golym okiem nie zrobimy. Kierujac si¢ jednak
stowami Alberta Einsteina ,,Spdjrz gleboko w przyrode, a wtedy wszystko lepiej
zrozumiesz” , zglebiajmy niezglebione, szukajmy inspiracji w otoczeniu i dajmy
sie czasem zaskoczyc¢.

Krystalografowie-matematycy zamiast komérkami elementarnymi wola sie
zajmowaé grupami ich izometrii wlasnych (przez geologéw i fizykéw nazywanych
symetriami). Takie grupy nosza nazwe skonczonych grup punktowych. Artykul

o nich zamiescimy w jednym z nastepnych numeréw.
Redakcja
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O dialogach pokolen

Mam swoje lata, dzieci i wnuki i sadze, ze moge sie na ten temat
wypowiadaé. Ostatnio bardzo dobitnie do$wiadczytam zjawisk trudnosci
w porozumiewaniu sie pokolen i préb pokonania takich szpar, przepasci. . .

Zaczeto sie od ,malej” rozmowy w samochodzie z pokoleniem moich dzieci.
Opowiadatam o spektaklu operowym, na ktérym bytam dzien przedtem.
Méwitam o wspoélczesnym tej opery kompozytorze, o ktérym co

(nie catkiem precyzyjnie) wiedziatam i o trudnosciach, ktére napotkatam
w zrozumieniu jego utworu. W trakcie rozmowy wtaczyla sie uczestniczka
»z tylnego siedzenia” i zaczeta odczytywaé z Internetu petng informacje

o kompozytorze i jego dziele. Wystuchaliémy konkretow,

rozmowa sie skonczyla.

W barze, do ktorego udaliSmy sie na mata przekaske, brzmiata muzyka.
Telefon mojego syna zidentyfikowal wykonawce, rodzaj utworu, innych
wykonawcoéw tego samego utworu, inne utwory wykonywane przez te osobe
i utwory w charakterze pokrewne do tego, ktérego stuchamy. Moj telefon
jeszcze by tego nie umial, ale jego synek odbierat to jako caltkowicie
normalne zjawisko.

Zdaje sobie sprawe, ze dla wielu Czytelnikow Delty te sytuacje sa zupetnie
naturalne. Dla mnie nie sa. Rozmowy o obejrzanych spektaklach,
przeczytanych ksigzkach, filmach, byty rozmowami z przyjaciéhmi przez
lata — dzieliliSmy sie wrazeniami, opiniami. Czasem ktos sie mylit — ja

np. uwazatam, ze kompozytor opery wyjechat z Polski w 1968 roku —
telefon syna poprawil mnie, ze w 1958. Rozmowy takie rozwijaty nasze
horyzonty, zblizaly z rozméwcami. O czym warto rozmawiaé teraz, skoro
telefon i Internet i tak wiedza lepiej i doktadniej?

Niedzielny wieczér spedzitam na spektaklu Instytutu Teatralnego

im. Zbigniewa Raszewskiego zatytulowanym Kryjowka. Nastroje tego typu
pamietam ze spotkan w mieszkaniu Biatoszewskiego. Calosé rozgrywana
w dwu prywatnych mieszkaniach. Siedzimy na podtodze. To, co mng
wstrzasnelo, to narracja trzech oséb (znowu pokolenie moich dzieci), ktore
zbieraty, dtugo i konsekwentnie, relacje ludzi ocalonych z Holocaustu.

Ci, co zbierali, czesto dowiadywali sie jako dorodli, co ich z pokoleniem
Holocaustu taczy. I poczuli potrzebe, koniecznosé zachowania tych
wspomnien, ktérymi zresztg ocaleni, z réznych powodéw, nie zawsze chea
sie dzieli¢. Wspomnienia wypowiadane bardzo spokojnie, ,normalni”

o sprawach daleko nie ,normalnych”. Do tego spektakl, czeSciowo osnuty
na tekstach z Wesela, czesciowo na wspomnieniach o Irenie Solskie;j.
Porazajacy.

Ci z pokolenia moich dzieci zobaczyli koniecznos¢ zapamietania. L.gczenia
sie w pamieci i zrozumieniu z poprzednimi pokoleniami. Dawania
Swiadectwa.

A ja pisze o tym dlatego, ze jestem z pokolenia odchodzacego.
I chciatabym, by trwal nasz kontakt z tymi, ktorzy zostaja. Mimo i dzieki
elektronom wedrujacym w naszej zyciowej przestrzeni.

Witajcie w Nowym Roku.
Magdalena FIKUS



Niech s bedzie tablica, w ktérej zapiszemy
badane stowo. Kazda kolejna komérka s
bedzie zawieraé kolejna literke tego stowa.
Np. dla s = abaabab, s[0] = a, s[6] = b.
Definiujemy réwniez dlugosé stowa s

jako |s|. Dla powyzszego stowa |s| = 7.

Przez s[i..j] oznaczymy podstowo, czyli
spéjny fragment stowa zawierajacy litery
wystepujace od pozycji ¢ do pozycji j. Dla
przyktadu s[1..3] = baa.

Jesli ¢ = 0, to podstowo nazwiemy
prefiksem stowa s, a jesli j = |s| — 1, to
nazwiemy je sufiksem. Jesli nie zachodzi
jednoczeénie i =01 j = |s| — 1, to dany
prefiks (sufiks) nazwiemy wlasciwym.

Dla dwéch stéw s i t powiemy, ze s jest
wcezes$niejsze niz t w porzadku
leksykograficznym (co oznaczymy przez
s < t), jesli s jest prefiksem wlasciwym ¢
lub dla pewnego i jest s[i] < t[i] oraz dla
wszystkich j < i zachodzi s[j] = t[j]. Dla
przykltadu ab < abc, abc < ac, ac < b.

Obrotem cyklicznym stowa s dlugosci n
jest kazde stowo postaci

s(k) = s[k..n — 1]s[0..k — 1]. Stowo s jest
stowem Lyndona, jesdli s < s(k) dla
wszystkich 1 < k < n.

*pracownik firmy Nokia

O rozktadzie sléw na stowa Lyndona
tukasz GRZADKO®

W tym artykule rozwiazemy problem rozkladu stowa na najmniejsza liczbe stéw
Lyndona (zwanych tez stowami pierwszymi). Problem ten jest inspirowany
zadaniem Jan z pierwszej edycji Potyczek Algorytmicznych, ktora odbyla sie

w roku 2005. Jakub Radoszewski w artykule Stowa pierwsze, Delta 12/2010,
podal kluczowe wlasnoéci stéw Lyndona, ktore wykorzystamy podczas
konstrukcji algorytmu. Przypomnijmy, ze stowo Lyndona to takie stowo, ze przy
dowolnym jego obrocie cyklicznym zawsze otrzymuje sie stowo pdzniejsze

od niego leksykograficznie. Obrot cykliczny polega na przeniesieniu poczatkowego
fragmentu stowa na jego koniec, np. dla stowa baca mamy nastepujace obroty:
acab, caba, abac. Oczywiscie stowo baca nie jest stowem Lyndona, gdyz acab
wystepuje wezesniej w stowniku. Stowo abac jest juz stowem Lyndona.

Stowo abaabab réwniez nie jest stowem Lyndona, ale mozna je rozlozy¢ na stowa
Lyndona. Trywialny jest rozklad na stowa jednoliterowe a-b-a-a-b-a-b (przy
czym - oznacza sklejenie stow), ale istnieja tez bardziej oszczedne rozklady,

np. ab - aab - ab lub ab - aabab.

Dalej skorzystamy z trzech twierdzen. Opisuja one znane wlasnosci stéw
Lyndona. Dowody tych twierdzen mozna znalezé w przywotanym artykule
z Delty 12/2010.

Twierdzenie 1. Stowo s jest stowem Lyndona wtedy i tylko witedy, gdy jest
leksykograficznie wezesniejsze niz dowolny wlasciwy sufiks s.

Twierdzenie 2. Stowo s jest stowem Lyndona wtedy i tylko wtedy, gdy s jest
jednoliterowe lub istniejg stowa Lyndona s1 oraz so, takie Ze s = s152
oraz s1 < Sa.

Twierdzenie 3. Dowolne slowo s przedstawia sie jednoznacznie jako sklejenie
pewnej liczby stow Lyndona s = lily ... 1y, takich zZe Iy > lo > ... > ly. Bedziemy
tez pisac, Ze rozklad ten spetnia warunek monotonicznosci.

Zauwazmy, ze w naszym problemie nie ma wymagania, ze stowa Lyndona

w rozkladzie maja spelnia¢ warunek monotonicznoéci I; > Iy > ... > i, tylko ze
ich liczba k ma by¢ jak najmniejsza. Okazuje si¢ jednak, ze jesli znajdziemy
rozktad spelniajacy warunek monotonicznoéci, to k£ bedzie najmniejsze

i vice versa:

Dowdd. (=) Przypusémy, ze mamy rozklad s = [yl ...l dlugosci k spelniajacy
warunek monotonicznosci Iy > ls > ... > i, ale k nie jest najmniejsze. Wtedy
istnieje optymalny rozktad s =111} ...1,, dlugosci m < k. Rozklad dtugosci m
nie moze spelniaé¢ warunku I§ > 15 > ... > I, gdyz z jednoznacznosci
(twierdzenie 3) jest tylko jeden taki rozklad. Stad dla pewnego i < m mamy

l; <lj,,. Ale wtedy mozna takie stowa sklei¢ w jedno stowo Lyndona 1"
(twierdzenie 2) i otrzymamy rozklad s = If15...1;_,1"li,,...1;, o dlugodci

m — 1, co jest sprzeczne z minimalnoscia m. UzyskaliSmy sprzecznosé, skad
wynika, ze k jest najmniejsze.

(<) Chcemy wykazaé, ze jesli k jest najmniejsze oraz s = l1ly ... [l jest
rozktadem stowa s na stowa Lyndona, to l; > ls > ... > l;. Przypus$émy, ze k jest
najmniejsze, lecz rozklad ten nie spelnia warunku monotonicznoéci, czyli dla
pewnego ¢ mamy l; < l;41. Z twierdzenia 2 mozemy otrzymacé krotszy rozklad,
dtugosci mniejszej niz k. Otrzymana sprzeczno$é dowodzi tezy. A

Rozwiazujac zatem nasz problem, bedziemy konstruowaé rozktad s = l1ls ... 1
spelniajacy warunek monotonicznosci Iy > lo > ... > [i.

Jak znalezé stowo [;7 Bez straty ogdlnosci mozemy sie skupi¢ na wyznaczeniu
stowa [1. Jesli s jest stowem Lyndona, to wystarczy przyjaé¢ l; = s.

W przeciwnym przypadku rozwazamy kolejne prefiksy s w kolejnosci malejacych
ditugosci. Kiedy pewien prefiks s jest stowem Lyndona, znalezlidmy I;
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Rozwigzanie zadania F 872.

Energia wigzania szeScianu o boku

o dlugosci L zawierajacym N czasteczek
wynosi 3e N2, bo kazda czasteczka ma

6 najblizszych sasiadéw i z kazdym dzieli
jedno wiagzanie. Do oddzielenia dwéch
sgsiednich warstw czasteczek potrzebna
jest energia eN?, ale po rozdzieleniu
powstaja dwie kwadratowe powierzchnie
swobodne cieczy o boku o dlugosci L
kazda. Mamy wiec prL3 = 3eN? oraz

2yL? = eN?. Stad juz latwo wyznaczamy:

N pL,

L 6y
Po podstawieniu danych liczbowych
otrzymujemy (N/L)® = (6,4 - 10" /cm)® ~
~ 2,6 - 10?3 czasteczek w cm®. Dokladna
warto$é to 1/18 liczby Avogadro, czyli
3,345 - 10?2 czasteczek w cm®, a wiece
otrzymalismy niezly wynik.

Najstabszym ogniwem naszego
rozumowania jest zalozenie o charakterze
wigzan (wiecej w artykule K. Rejmera
»Wiazania wodorowe” w Delcie 5/2014).
Lepsze oszacowanie otrzymujemy dla
substancji tworzacej krysztaty

o wigzaniach kowalencyjnych, jak

np. krzem (Si) o L, = 13,7 J/g,

v = 1,41 N/m — dla powierzchni

(w 100°C) — oraz p = 2,32 g/cm?, dla
ktérego otrzymujemy wartosé 5,3 - 1022
atoméw w cm® wobec doktadnej wartosci
2,151 - 1022 — tu rozbieznoéé wynika

z nieco bardziej skomplikowanej postaci
sieci krystalicznej niz przyjeta w naszych
obliczeniach.

p:=0;
Jji=1
while p < n do
if s[j] > s[p] then
ji=Jj+1
else if s[j] = s[p] then
1= p;
while s[j] = s[i] do
=14+ 1
Jji=7+1
if s[j] < s[i] then
m = (j —p) div (j —);
wypisz m razy podstowo
slp.p+j—i—1]
p=p+(—1) m
ji=p+1
else
ji=J+1L
else
wypisz podstowo s[p..j — 1];
P = 7;
Jji=7+1

i dostajemy rozklad s = [1t. Zauwazmy, ze prefiks jednoliterowy jest zawsze
stowem Lyndona, wiec ten proces na pewno zakonczy sie powodzeniem.
Powtarzajac powyzsze rozumowanie dla stowa ¢, wyznaczamy o itd.

Opisany proces wyznacza nam rozklad slowa s na stowa Lyndona s = l1l5 ... [f.
A co z warunkiem monotonicznosci? Przypu$émy, ze dla pewnego i jest I; < l;41.
Skoro algorytm znalazl stowo [;, szukajac od ,konca’, nie mégtby pominaé stowa
liliy1, ktére (z twierdzenia 2) jest dluzszym stowem Lyndona. Dlatego dla
kazdego ¢+ mamy [; > l;11.

Otrzymany proces podzialu na slowa Lyndona jest jednakze nieefektywny.
Sprawdzenie ,sitowe”, czy podstowo dlugosci m jest stowem Lyndona, zajmuje
czas z grubsza O(m?). Wyznaczenie wszystkich stéw I; bedzie wymagaé n takich
sprawdze, zatem powyzszy algorytm dziata w czasie O(n?®). Pokazemy, ze nasz
problem mozna rozwiaza¢ w istotnie lepszej ztozonosci czasowej.

Wprowadzimy w tym celu trzy lematy pomocnicze.

Lemat pomaranczowy. Jesli s[i..j] jest slowem Lyndona dla pewnych i < j
oraz s[j + 1] > s[i], to s[i..j + 1] jest slowem Lyndona.

Dowdd. Z tego ze sli] < s[j + 1] oraz z definicji porzadku leksykograficznego
wynika, ze s[i..j] < s[j + 1]. Dalej to i twierdzenie 2 implikuja, ze s[i..j + 1] jest
stowem Lyndona. A

Lemat kurczaczkowy. Niech s = pay, t = pb, gdzie p jest wspolnym prefiksem
stow s i t, natomiast a i b sqg pojedynczymi literami spelniajgcymi a < b. Jesli s
jest stowem Lyndona, to rowniez t jest stowem Lyndona.

Dowdd. Przypusémy, ze t nie jest stowem Lyndona. Wtedy na podstawie
twierdzenia 1 mamy dla pewnego 0 < i < |p|, ze p[0..|p| — 1]b > p[i..|p| — 1]b (jesli
i = |pl, to stowo pl[i..|p| — 1] jest puste). Wezmy najmniejszy indeks k < |p| — i
taki, ze p[k] > p[i + k]. Wtedy dla j < k zachodzi p[j] = p[i + j]. Ale to przeczy
temu, ze s jest stowem Lyndona. W przypadku gdy nie ma takiego k, wtedy
pllp| —¢] > b > a oraz p[j] = p[i + j] dla j < |p| — i. To réwniez przeczy temu, ze
s jest stowem Lyndona.

Otrzymane sprzecznosci dowodza, ze t jest stowem Lyndona. A

Lemat winogronowy. Jesli s[i..j] jest stowem Lyndona oraz s[i| >t dla
pewnego niepustego stowa t, to s[i..j|t nie jest stowem Lyndona.

Dowdd. Poniewaz s[i..j]t > s[i] oraz s[i] > t, wiec s[i..j]t > t. Z twierdzenia 1
wynika, ze s[i..j]t nie jest stowem Lyndona. A

Jestedmy juz gotowi do przedstawienia lepszego algorytmu podziatu stowa s
na minimalng liczbe stéw Lyndona. Na marginesie przedstawiliémy jego zapis
w pseudokodzie. Dla uproszczenia zalézmy, ze stowo s konczy sie dodatkowa
litera (straznikiem) mniejsza leksykograficznie od pozostalych liter stowa s.

Zmienna p uzywana w algorytmie oznacza poczatek aktualnie przetwarzanego
stowa (i jednocze$nie poczatek kolejnego stowa Lyndona w rozkladzie). Przed
kazdym obrotem zewnetrznej petli bedzie spelniony nastepujacy niezmiennik

petli: stowo s[p..j — 1] jest stowem Lyndona.

Oczywiscie dla p = 0, j = 1 slowo s[0] jest stowem jednoliterowym i tym samym
rowniez stowem Lyndona. Niezmiennik przed pierwszym wejsciem do petli jest
prawdziwy. Oméwimy teraz trzy przypadki, ktére moga wystapi¢ w petli,

w zaleznosci od tego, ktéra z liter s[j], s[p] jest mniejsza.

slj] > s(p]

Niezmiennik petli gwarantuje, ze stowo s[p..j — 1] jest stowem Lyndona. Zatem
z lematu pomarafczowego wynika, ze stowo s[p..j] tez jest stowem Lyndona
i po prostu zwigkszamy j o jeden.
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]

Rozwigzanie zadania M 1444.
Oznaczmy katy przy wierzchotku O jak
nastepuje: < AOZ = 4 COX = a,
JLAOY = L BOX = 3,

LCOY =4 BOZ =~.

Zauwazmy, ze « + 3+ v = 180° oraz
na mocy tw. o katach wpisanych,
A CBX = a, A BCX = 3, wiec katy
w tréjkacie BC'X wynosza o, 3, 7.
Analogicznie jest dla trojkatéw BZA
i YCA. Zatem sa to tréjkaty podobne do
tréjkata XC B, w szczegdlnosci
AY BX | BZ BC
— = 1 — ==
cY BC AZ CX
Mnozac te réwnania stronami, dostajemy
AY BZ  BX
cy Az Cox’
co daje teze.

W trakcie pisania tego artykulu autor
przypadkowo odnalazt w literaturze
bardzo podobny algorytm, ktory

w 1983 roku opublikowal

Jean-Pierre Duval (Factorizing words
over an ordered alphabet, J. Algorithms
4, no. 4, 363-381).

Przypadek 2. s[j] = sp]

Dopdki s[i] = s[j], zwiekszamy ¢ = i + 1 oraz j = j + 1. Zauwazmy, ze
po wykonaniu tej petli stowo s[p..p+ j —i — 1] o dlugosci j — i powtarza si¢
jako spéjny fragment pewna liczbe razy, dajac stowo okresowe.

Z niezmiennika petli wynika, ze stowo s[p..p + j — ¢ — 1] jest stowem Lyndona.
Kolejne spéjne fragmenty dhugosci j — i sg rowniez stowami Lyndona.

Rozktad podstowa s[p..j — 1] przedstawia sie nastepujaco: 123 . .. TymTm1, gdzie
T1=Tg =23 =...= Ty; dla k < m stowo xx ma dlugoé¢ j — i oraz

xk = s[p.p+j—1i—1]. Stowo t = 2,41 jest stowem s[p + (j — i) - m..j — 1],
gdzie m = |(j —p)/(j — i)]. Stowo ¢ jest prefiksem wlasciwym stowa x,,. Moze
sie zdarzy¢, ze t jest puste. Stowo ¢ réwniez nie musi by¢ stowem Lyndona.

Mamy teraz dwie mozliwodci: (a) s[j] < s[i], (b) s[j] > s[i].

Dla (a) wypisujemy rozklad zqxs...z,,. Rozklad ten spelnia warunek
monotonicznosci, czyli x1 > x2 > ... > T, 1 jest to najkrétszy rozklad stowa
slp.p + (j — i) - m — 1] na stowa Lyndona. Mamy tez x,, = ts[i]y. Zauwazmy, ze
t jest prefiksem x,,. Kolejne stowo Lyndona P jest prefiksem stowa ¢ albo stowo
ts[j] jest prefiksem P. W pierwszym przypadku zachodzi P < t < x,,. Widaé
wiec, ze kolejne stowo P spelnia warunek monotonicznosdci. Rozwazmy teraz
drugi przypadek. Latwo zauwazyé, ze ts[j] < ts[ily. Z definicji porzadku
leksykograficznego wynika dalej, ze P < ts[i]ly = x,,. Réwniez tutaj P spelnia
warunek [. Stowo to bedzie znalezione w nastepnej fazie. Kltadziemy zatem
p=p+(j—i)-m,j=p+1

Dla (b) wykazemy, ze stowo s[p..j] jest stowem Lyndona.

Mamy tutaj taki rozklad jak w poprzednim przypadku, tj. z1 = x5 = ... =z,
Oraz T'pyy1, PIZY CZYM Ty = tS[j] oraz x1 = ts[ily, gdzie ¢ jest wspSlnym
prefiksem, by¢ moze pustym. Z niezmiennika petli wiemy, ze x1,x3, ..., Ty S8

stowami Lyndona. Przypusémy, zZe t jest niepuste.

Poniewaz ts[i]y jest stowem Lyndona, to réwniez ts[j] jest stowem Lyndona, co
wynika z lematu kurczaczkowego. Mamy réwniez tsfi]y < ts[j]. Stad ts[i]yts[j]
jest stowem Lyndona na podstawie twierdzenia 2. Doklejajac kolejne stowa,
dostajemy, ze s[p..j] = (ts[i]y)™ts[j] jest stowem Lyndona. Zwiekszamy zatem j
o jeden.

Przypadek 3. s[j] < sp]

Z lematu winogronowego wynika, ze stowo s[p..j] nie jest stowem Lyndona.
Latwo tez zauwazydé, ze stowo s[p..k] dla k > j nigdy nie bedzie stowem Lyndona.
Wypisujemy zatem s[p..j — 1] i ustawiamy p = j oraz j = j + 1.

Twierdzenie 4. Rozklad uzyskany w powyzszym algorytmie spetnia warunek
monotonicznosci.

Dowdd. Przed kazdym wejsciem do petli stowo s[p..j — 1] jest stowem Lyndona.
Jedynymi momentami algorytmu, w ktérych wypisywane sa stowa rozkladu, sa
przypadki (2a) i (3). W przypadku (2a) rozklad z; = ... = z,, spelnia warunek
monotonicznosci.

Analizujac przypadek (2a), mozna zaobserwowaé, ze dowolny prefiks P slowa
s[j..n] bedacy stowem Lyndona spehia x.,,, > P. W przypadku (3) mamy
slp..j — 1] > s[j..n], wiec kolejne stowo Lyndona = (prefiks s[j..n]) bedzie
spetnia¢ x < s[p..j — 1]. A

Twierdzenie 5. Zlozono$é czasowa powyzszego algorytmu to O(n).

Dowdd. Liczba przebiegéw petli wynosi co najwyzej n. Wypisanie stéw rozkladu
jest liniowe wzgledem n, wynika to wprost z algorytmu. Pozostale operacje
powoduja, ze wskaznik j zwieksza sie o jeden, oprécz przypadku (2a), w ktérym
»cofa” sie on o co najwyzej j — i pozycji. Jednak sumaryczny koszt ,,cofnie¢” jest
niewigkszy niz suma dlugosci stéw Lyndona z rozkladu, a wigc rowniez liniowy
wzgledem n. A
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Powierzchnie, ktére toczac si¢

po plaszczyznie, kazdym punktem
dotykaja tej plaszczyzny, nazywamy
rozwijalnymi (ang. developable surface).
Innymi stowy sg to zakrzywione
powierzchnie, ktére mozemy ztozyé

z plaskiej kartki papieru. Taka jest

np. boczna powierzchnia walca czy stozka,
a nie jest taka np. powierzchnia kuli

czy siodla.

Zanim narysujesz swojg siatke
sferostozka, wyznacz miare kata a.

Bez sktadania modelu policz liczbeg jego
krawedzi oraz wierzchotkdéw.

Mg ge

Sferostozki 1 inne cudaki

Bryla to stworzenie, z ktérym wiekszos¢ z nas poznala sie w szkole podstawowej
i ktére bylo przez nas oswajane przez kolejne lata edukacji. Znamy blizej rézne
rodziny bryl, takie jak wieloSciany, graniastostupy, bryly obrotowe, foremne,
platonskie. Oczywiscie, mozna produkowaé¢ nowe stworzenia, taczac czy tnac
»podstawowe” gatunki, a jedynym ograniczeniem jest nasza wyobraznia.

Oto kolejna rodzina ciekawych stworzen, odkryta stosunkowo niedawno (jak
na odkrycia z dziedziny stereometrii), bo przed pieédziesieciu laty. ..

Sferostozek (ang. sphericon), bo o tej rodzinie mowa, to bryla, ktéra toczac sie
po pochylonej plaszczyznie, dotyka jej kazdym punktem znajdujacym sie na jej
powierzchni i zostawia taki Slad

Opis ten jest wystarczajacy do jednoznacznego zdefiniowania sferostozka, jednak
wyobrazenie sobie na tej podstawie jego ksztaltu nie jest rzecza prosta. Zdecydowanie

497

tatwiej ,zobaczy(¢” go, $ledzac ponizsza instrukcje:

SR

Utwoérz brylte obrotowa poprzez obrét kwadratu wokdl jego przekatnej (inaczej:
potacz podstawami dwa identyczne stozki, ktérych wysokosé jest réwna promieniowi
podstawy). Nastepnie bryle te przetnij na pét wzdtuz przekroju osiowego (ktéry jest
kwadratem), jedng z powstalych poléwek obr6é o 90° i sklej.

Aby wykonaé papierowy model powierzchni tej bryly, wystarczy skleié¢ siatke
znajdujaca sie na marginesie.

Historia sferostozka rozpoczeta sic w Baldock w Anglii. Uczen stolarza,

Colin J. Roberts, milosnik matematyki, szukat bryty, ktéra bytaby odpowiednikiem
wstegi Mobiusa. Zwrocil uwage, ze wstega Mobiusa — dtugi prostokatny pasek
papieru, ktérego konce sklejamy w ,,obrecz”, przekrecajac uprzednio jeden z brzegdéw
o 180° — ma te wlasnos¢, ze rysujac linie¢ wzdtuz srodka wstegi, otrzymamy
zamknieta petle, ktora znajdzie sie z jednej i drugiej strony wstegi (a wlasciwie tylko
z jednej, bo — jak kazdy wie — drugiej strony nie ma). Nasladujac te wlasnosé, odkryt
sferostozek — nic dziwnego, ze drewniany. Rysujac lini¢ wzdluz srodka powierzchni
jego Sciany (tak, sferostozek ma tylko jedna $ciang — kazde dwa punkty mozna
potaczy¢ linia nieprzecinajaca krawedzi), otrzymamy zamknieta petle. Na dodatek,
jezeli w sferostozek wpiszemy kule, to miejsca styku kuli i sferostozka utworza
zamknieta petle. Stolarskie odkrycie przez trzydziesci lat niewiele wyszto poza
warsztat: drewniany model otrzymala mlodsza siostra Robertsa i sferostozek zostal
zapomniany, az do roku 1999. Wtedy to odkrywca, czytajac rubryke Mathematical
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Ustawienie sferostozkéw obracajacych sie
dookota siebie. W szedciu grupach
sferostozkéw (po cztery kazda) kolorem
ciemnoszarym zaznaczono te sferostozki,
ktoére obracaja sie dookota bryty

z sgsiadujacej grupy.

/N

/N

Nieparzysty 3-sferostozek

0

-

Parzysty 6-sferostozek

)

Dualny 6-sferostozek

=

Recreation w Scientific American, przypomnial sobie o swoim sferostozku. Napisat
do Tana Stewarta, wieloletniego autora rubryki, ktéry obwiescil $wiatu istnienie
tego zwierzaka.

Serdecznie zachecamy wszystkich, ktorzy skleja papierowa siatke tej bryty,

do toczenia otrzymanego modelu, gdyz jest to rzecz niezwykle przyjemna dla oka

(o czym przekonatl sie zesp6l Iana Stewarta, ktéry — otrzymawszy od Robertsa pudio
pelne sferostozkéw — przez pare godzin nie mégt oderwaé sie od ich toczenia).

Niezwykle efektownie prezentuja si¢ cztery sferostozki, ktére umieszczone w sposéb
opisany na marginesie, beda obracaé sie dookola siebie wzajemnie. Ustawiajac sze$é
grup, kazda po cztery sferostozki, w taki sposéb jak na rysunku z prawej, otrzymamy
jeszcze ciekawsze obroty (do wykonania do$wiadczenia potrzebnych bedzie wiele rak
do pomocy). W kazdej grupie cztery sferostozki obracaja sie dookola siebie,
dodatkowo szes¢ grup obraca sie w taki sposob, ze po catkowitym obrocie otrzymamy
konstrukcje majaca wiele wspélnego z oSmioscianem.

Wréémy do instrukeji wykonania sferostozka. Gdyby tak zmienié pierwszy krok

i kwadrat obroci¢ nie wokot przekatnej, lecz wzdluz osi symetrii przechodzacej przez
srodki bokéw kwadratu, powstatby oczywiscie walec. Reszte krokow zostawmy

bez zmian, a wtedy otrzymamy kolejnego stwora — sferowalec (ang. squircle). Bryla
majaca dwie $ciany, zero wierzchotkow i jedna krawedz.

Sferostozek i sferowalec to tylko dwbjka reprezentantéw calkiem pokaznej rodziny
sferostozkéw. Zeby utworzy¢é reszte jej reprezentantéw, w pierwszym kroku instrukeji
obracamy inne wielokaty foremne niz kwadrat. Rozpatruje si¢ trzy rodzaje bryl w tej
rodzinie. Nieparzysty n-sferostozek to bryla powstata wedlug wczeéniejszej instrukeji,
gdzie w pierwszym kroku dana jest figura foremna o nieparzystej liczbie katow.
Parzysty n-sferostozek powstaje z obrotu figury foremnej o parzystej liczbie katow
wzgledem osi symetrii przechodzacej przez wierzchotki figury, a dualny n-sferostozek
— 7z obrotu tejze figury wzgledem osi symetrii przechodzacej przez srodki
przeciwleglych bokéw.

Wybér figury foremnej i osi symetrii nie zawsze determinuje jednoznacznie kohcowy
efekt. Rowniez wybér kata, o jaki bedziemy obracaé jedna z potéwek bryty, moze
mieé¢ wplyw na wynik.

Niech k bedzie liczbg obrétow potowy bryly o taki najmniejszy mozliwy kat

0 < a < 180°, ze po jego obrocie wierzcholki obu potéowek bryty ,spotkaja sie”. Dla
n-kata foremnego k = 1 oznacza obrét prawej polowy o o = 360°/n w kierunku
zgodnym z ruchem zegara, k = 2 oznacza obrét o 2« itd. W przypadku parzystego
6-sferostozka, dla k = 1 otrzymamy inna orientacje niz dla k = 2. ,Slady”
pozostawione przez te toczace sie bryly beda wzajemnie lustrzanymi odbiciami.
Podobnie dla innych n mozemy uzyskaé¢ rézne wariacje o wiele ciekawsze niz tylko
prawo i lewoskretnoéé. Zachecamy do zglebienia tego tematu.

W przypadku sferostozka i sferowalca jedynym ,ciekawym” katem obrotu jest 90°.

Znana jest ogélna zasada na wyznaczenie liczby Scian oraz krawedzi bryt z rodziny
sferostozkéw w zaleznodci od n i k, gdzie x = NWD(n, k), y = NWD(n/2, k).

parzysty dualny nieparzysty
n-sferostozek | n-sferostozek | m-sferostozek
liczba $cian (x+1)/2 y+1 Yy
liczba krawedzi (x+1)/2 y y+1

Czytelnik Uwazny na podstawie powyzszych informacji znajdzie zaleznosé¢ miedzy
n, k i liczba wierzchotkow bryty.

Dodajmy jeszcze, ze sferostozek i jego rodzina inspiruja artystéw. Jednym
z pokazowych numeréw austriackiego Zirkus Meer jest obracanie sie pary

ekwilibrystéw wewnatrz sferostozka.

Malg Delte przygotowala Kamila £YCZEK
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Butelka Kleista Krzysztof REJMER

Nie, to bynajmniej nie jest pomylka! Nie bedziemy tu méwié o butelce Kleina
(die Kleinische Flasche), ale o butelce Kleista (die Kleistche Flasche), czyli
inaczej butelce lejdejskiej, a zatem o pierwszym kondensatorze. Za wynalazce
tego urzadzenia powszechnie uchodzi Pieter van Musschenbroek (1692-1761),
profesor uniwersytetu w Lejdzie, ktory w 1746 roku swoje urzadzenie opisat

w lidcie adresowanym do badaczy francuskich, René de Réaumura

i Jean-Antoine Nolleta. Jednak w rzeczywistoéci bylto to odkrycie réwnoczesne.
Drugim wynalazca, a chronologicznie nawet pierwszym (1745), byt

Ewald Jiirgen Georg von Kleist (1700-1748).

Kleist pochodzil z prastarego pomorskiego rodu (Kleszczéw) o stowiafniskich
korzeniach, zwiazanego z dworami Gryfitow oraz, wywodzacych sie jeszcze

od obodryckich wtadcow, ksiazat Meklemburgii. Pamieé tego faktu dlugo musiata
by¢ zywa, jako ze jeszcze w XVIII w. wéréd Kleistow mozna spotkaé¢ imiona
Bogislaff, Primislaff i Kazimir. Kleistowie najcze$ciej wybierali kariere wojskowa.
Najczesciej, ale jednak nie wylacznie; jednym z nich byt wybitny dramaturg

(i réwnie stynny samobdjca) Heinrich von Kleist (1777-1811). Ciekawostka niech
bedzie, ze Heinrich von Kleist studiowal réwniez (co prawda niedtugo)
matematyke oraz fizyke na uniwersytecie Viadrina we Frankfurcie nad Odra.

Z kolei Paul Ludwig Ewald von Kleist (1881-1954), niemiecki feldmarszalek, brat
udzial m.in. w inwazji na Polske w 1939 roku, zmart potem w radzieckiej niewoli,
odsiadujac wyrok 25 lat wiezienia. Natomiast Ewald von Kleist-Schmenzin
(1890-1945) monarchista, dzialacz chrzedcijanski i antysemita, konserwatywny
prawnik, przeciwnik nazizmu i propagator (co jednakowoz zdumiewa) idei
francuskiej rewolucji, zostal stracony za udzial w zamachu na Hitlera.

Po ukoniczeniu gimnazjum akademickiego w Gdansku i dwuletnich studiach
prawniczych w Lejdzie, odziedziczywszy po wuju majatek w Kamieniu Pomorskim,
Ewald von Kleist zostat dziekanem kapituly przy katedrze w Kamieniu.
Jedynym jego stalym obowiazkiem bylo sprawowanie opieki nad szkota
katedralng. Mieszkajac na prowincji (co, niestety, oznaczalo réwniez zabGjcza
izolacje), z dala od zgielku wojny, ktéra wéwczas toczyla sie w poludniowych

i srodkowych Niemczech, mégl podwieci¢ swoj wolny czas na badanie

zjawisk ,elektryzujacych” wéwczas wiele wybitnych europejskich umystéw.

W dniu 11 paZdziernika 1745 roku po wielu probach dokonal dzieta swego zycia —
przeprowadzil wreszcie udana probe z kondensatorem elektrycznym. Bylo to
naczynie ze szkla wypelnione woda i zatkane korkiem, ktéry byl przebity

na wylot miedzianym drutem. Butelke mozna bylto naladowaé elektrycznie,
pocierajac pret, na przykltad, jedwabiem. Poprzez drut i wode tadunek dostawat
sie do $rodka naczynia i gromadzil sie na jego wewnetrznych Sciankach.
Pojemnosé elektryczna mozna bylo znacznie zwigkszy¢, pokrywajac szklo

od zewnatrz i wewnatrz folia (staniolem) przewodzaca prad.

Na pomyst, w jaki sposéb mozna zmagazynowaé energie elektryczna,

Ewald von Kleist wpadl nieco przypadkiem: ot6z po postawieniu na cynowym
talerzu naelektryzowanej szklanki wody i dotknieciu talerza doznal silnego
uderzenia, co zaraz nasunelo mu mysl o kondensowaniu tadunku. W liscie,
wystanym w dniu 19 grudnia 1745 roku do profesora Johanna Gottloba Kriigera
z Halle, ktory zamiescil go pézniej w swoim dziele Historia Ziemi, von Kleist
opisal doswiadczenia, jakie przeprowadzil. Oto jeden z tych opiséw.

Eksperyment 3. Jesli wlozy sie gruby drut, gwozdz itp. do waskiego szklanego
naczynia lekarskiego i naelektryzuje, wéwczas nastepujg szczegolnie silne
dziatania; naczynie powinno byé suche i cieple. Dodanie do srodka rtect lub
spirytusu polepsza efekty. Po wyjeciu naczynia z maszyny elektryzujacej pojawil
sie na nim plongcy pencillus [$wiecenie elektryczne], tak, Ze moglem przejsé

60 krokow i w pokoju byto jasno.

O dokonanym odkryciu Ewald von Kleist poinformowal listem z dnia 4 listopada
1745 réwniez Johanna Lieberkiihna, czlonka Berliniskiej Akademii Nauk

i zarazem sekretarza sekcji fizyki Akademii, a nastepnie swojego kolege z czaséw
gimnazjum w Gdansku, Pawla Swietlickiego (1699-1756), ktéry wowczas
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Rozwigzanie zadania M 1446.
Kluczem do rozwiazania zadania jest
zrobienie tabeli kto wygrywa dla
poczatkowych wartosci k. Niech R
oznacza gracza rozpoczynajacego, zas P
jego przeciwnika.

k kto wygrywa?
0 P
1 R
2 P
3,4,5,6,7 R
8 P
9 R
10 P
11,12,13, 14, 15 R

Gdy k = 0, gracz rozpoczynajacy R
nie moze wykona¢ ruchu, wigc wygrywa
jego przeciwnik — gracz P.

Gdy k =1, to R zabiera 1 monete
i P dostaje pusty stos i przegrywa.

Gdy k = 2, to R musi zabra¢ 1 monetg¢
i przeciwnik jest w przed chwilg
przeanalizowanej wygrywajacej sytuacji.

Gdy k= 3,4,5,6,7, to R zabiera
odpowiednio 1,4,5,4,5 monet,
zostawiajac przeciwnika z 2,0,0, 2,2
monetami, czyli P jest w przed chwilg
przeanalizowanych pozycjach
przegrywajacych.

Nietrudno jest w podobny sposéb
przeanalizowaé dalszy przebieg tabeli

i zauwazydé, ze P wygrywa wtedy i tylko
wtedy, gdy k przystaje modulo 8 do 0
lub 2. Skoro 2015 = 15 (mod 8), to R ma
strategie wygrywajaca.

sprawowal obowigzki diakona w gdanskim kosciele $w. Jana; byl tez cztonkiem
Towarzystwa Przyrodniczego w Gdansku. Z kolei Pawel Swietlicki zainteresowal
wynalazkiem innego gdanszczanina, Daniela Gralatha (1708-1767), réwniez
czlonka Towarzystwa Przyrodniczego i pozniejszego burmistrza miasta.

Daniel Gralath po ukonczeniu Gdanskiego Gimnazjum Akademickiego studiowat
w Halle, Lejdzie oraz w Marburgu. Juz w trakcie gimnazjalnej nauki zaczat
prowadzi¢ wlasne badania, zebrane w krétkich tacinskich rozprawach

o meteorach wodnych, o pochodzeniu zrédet i o magnetyzmie. Zbudowat
pierwsza w $wiecie bateri¢ butelek lejdejskich (czyli inaczej butelek Kleista)

i wyjasénil jej dziatanie. Zmierzyt réwniez sile dzialajaca miedzy natadowanymi
oktadkami butelki. Napisal pierwsza w historii ksiege dotyczaca elektrostatyki
(jest to 3-tomowa Historia Elektrycznosci opublikowana w latach 1747, 1754

i 1756) oraz bibliografie wszystkich dziel po$wieconych elektrostatyce (Biblioteka
elektryczna). W uznaniu jego naukowych dokonan Towarzystwo Naukowe

w Getyndze (Konigliche Societit der Wissenschaften zu Gottingen) powotalo go
na czlonka. W 1742 roku zalozyl Towarzystwo Przyrodnicze w Gdansku, Societas
physicae experimentalis, dzialajace do 1936 roku. Z prezesowania tej organizacji
wycofal si¢ zniechecony uwiktaniem Towarzystwa w intrygi na polskim dworze
krélewskim. Wsrod jego publikacji znajduja sie opisy porazenia pradem owada,
zapalania spirytusu iskra elektryczna czy wstrzasow wywotywanych przez
elektryczno$é w taficuchu ludzi trzymajacych sie za rece (byla to bardzo
popularna w owych czasach prezentacja zjawisk elektrycznych). Niestety, Gralath
zbyt czesto ograniczal sie do jakosciowego opisu zjawisk, pomijajac ich opis
iloéciowy. Po prostu nie potrafil opisywa¢ swoich wynikow za pomoca
matematycznego wzoru. A szkoda, bo pomiaréw sily dzialajacych pomiedzy
oktadkami butelki dokonal na 40 lat przed badaniami Coulomba.

Gralath nawiazal kontakt z Ewaldem von Kleistem i rozpoczal podobne
eksperymenty. Uczeni z Berlina i Halle odpowiedzieli po kilku miesiacach, ze
nie udalo im sie powtérzy¢ opisanego eksperymentu i pewnie dlatego Kleist
pozostal malo znany. Jedynie Gralath dokonatl tego z sukcesem dnia 5 marca
1746 roku. Badania przeprowadzil w Gdansku, w siedzibie Towarzystwa,

w Zielonej Bramie.

Naukowa przygoda Kleista wkrotce sie zakonczyla. W sierpniu 1747 roku

Ewald Georg von Kleist zostal powotany przez kréla pruskiego Fryderyka I1
Wielkiego na stanowisko prezesa Sadu Krélewskiego w Koszalinie, ktére
piastowal niedlugo, zmart 10 grudnia 1748 roku. W 1898 roku, w 150-ta rocznice
jego $mierci, starosta powiatowy w Kamieniu, Ewald von Massow, wmurowal

w Sciane domu Ewalda von Kleista przy Placu Katedralnym tablice pamiatkowsg,
z nastepujaca dedykacja.

Ku Swiatlej pamieci Dziekana Katedry, Prezydenta Sqdu Krélewskiego
FEwalda Jirgena von Kleista, ur. 10 czerwca 1700, zm. 10 grudnia
1748, ktéry mieszkat 25 lat w tym domu (dawna kuria dziekanska)

1 w paZdzierniku 1745 roku wynalazl butelke wzmacniajgca prad
elektryczny (butelke Kleista). Ufundowano w Kamieniu 10 grudnia
1898 roku przez wdziecznych mieszkancow miasta.

Biograf Kleista, pastor Kypke (Gesichte des Geschlechts von Kleist) napisal:

»byl on — von Kleist — ojcem nowoczesnej (Marconiego) telegrafii”. Pierwsza
depesza nadana przez Towarzystwo Telegraficzne Marconiego brzmiala:

,Ewald Jirgen von Kleist”. Po 1945 roku los (czyli eufemistyczna nazwa ludzkiej
ghupoty) znéw okrutnie potraktowal pomorskiego wynalazce — usunieto tablice
pamiatkowa; jej dalsze losy nie sa znane. Jeszcze na przetomie lat siedemdziesiatych
i osiemdziesiatych XX wieku w zbiorach muzeum katedralnego w Kamieniu
znajdowala si¢ oryginalna butelka Kleista i inne wykonane przez pomorskiego
uczonego urzadzenia, miedzy innymi pierwszy kondensator o zmiennej pojemnosci.
Do 1945 roku stanowily one czeéé¢ ekspozycji udostepnionej publicznosci, potem
chyba trafily do magazyndéw. Dzisiaj po nich juz $ladu nie ma i nikt nie wie, co sie
z tymi cennymi zabytkami stato. Mozna obawiac sig, ze jako przedmioty niesakralne
zostaly uznane za bezwartosciowe i wyrzucone, a kto wie, czy nawet nie zniszczone.
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Perowskity — przysztos$é fotowoltaiki
Magdalena WOZNIAK*, Michal DUSZA*, Olga MALINKIEWICZ*

Fotowoltaika to dziedzina nauki badajaca
zjawisko zamiany energii Swiatla
stonecznego na energie elektryczng.

A

B X
Ca2t Tit+ ’ o> @

CaTiO;;

Rys. 1. Struktura krystaliczna pierwszego
perowskitu — tytanianu wapnia CaTiOs3.

Czym jest perowskit? Pierwszym sklasyfikowanym perowskitem byt tytanian
wapnia CaTiOs, odkryty w 1839 roku w skatach Uralu przez Gustava Rosego.
Niemiecki geolog kurtuazyjnie nadal mu nazwe nawiazujaca do nazwiska rosyjskiego
mineraloga Lwa hrabiego Perowskiego. Cecha charakterystyczna perowskitu jest
specyficzna struktura krystaliczna (rys. 1). Idealna struktura perowskitu, oznaczana
ogbélnym wzorem AB X3, zawiera kation metalu B** otoczony szeécioma anionami X
(0%, Cl~, Br—, I7) w taki sposéb, ze razem tworza one oémioécian foremny
(oktaedr) BXg. A jest kationem metalu (Ca?t, K+, Nat, Sn?*, Pb?+) znajdujacym
sie¢ miedzy kolejnymi o$mio$cianami oraz rownowazacym tadunek sieci. Wszystkie
zwiazki, ktére maja taka sama strukture krystaliczng jak tytanian wapnia,
nazywane sg obecnie perowskitami.

Perowskity nie tylko wystepuja naturalnie w srodowisku, jak choéby wspomniany
CaTiOg3, ale mozna je tez wytwarza¢ w wyniku syntezy chemicznej, wymieniajac
w miare dowolnie wystepujace w nich pierwiastki lub grupy chemiczne przy
zachowaniu specyficznej struktury krystalicznej.

W organiczno-nieorganicznych hybrydach perowskitowych jon metalu A jest
zastapiony przez organiczny kation, ktérego obecnos$é¢ decyduje o rozpuszczalnosci
perowskitu i mozliwosci wykorzystania szerokiej gamy technik nanoszenia warstw.
W ogélnoéci kation ten moze zawieraé¢ do trzech wiazan —C—C— lub —C—N—,
najczesciej jest to kation metyloamoniowy lub formamidowy. W wigkszosci
organiczno-nieorganicznych kompozytéw sktadniki potaczone sa losowo lub maja
uporzadkowanie bliskiego zasiegu. To, co wyrdznia hybrydy perowskitowe, czyli
np. CH3NH;3Pbls, to fakt, ze organiczne i nieorganiczne fragmenty maja
uporzadkowanie dalekiego zasiegu (rys. 2), dzigki czemu zyskuja one niezwykte
wladciwosci optoelektroniczne.

Perowskity w ogniwach slonecznych. Ogniwa perowskitowe ze wzgledu na swoje
unikatowe wtadciwosci moga staé sie niebawem jedng z istotnych technologii na rynku
fotowoltaicznym, a nawet konkurowaé¢ z aktualnie dominujacym krzemem. Wysoka
wydajnosé, dowolne podtoze, na ktérym wytwarzane moga by¢ moduty
perowskitowe, niski koszt oraz skalowalno$¢ proceséw produkeji to tylko niektére

z ich zalet. Obecnie trwaja intensywne prace nad zwigkszeniem stabilnosci tych ogniw
oraz wyeliminowaniem obecnego w nich olowiu.

Jeszcze kilka lat temu z perowskitami nie wiazano wielkich
oczekiwan, natomiast dzi$ sa one niewatpliwie nadzieja
fotowoltaiki. Juz po trzech latach od wytworzenia pierwszego
ogniwa perowskitowego osiagnieto — w skali laboratoryjnej —
sprawno$é rzedu 20%. Jest to najszybciej rozwijajaca sie
technologia w historii fotowoltaiki. Przypomnijmy, ze
najczesciej stosowane obecnie ogniwa krzemowe, budowane
w technologii juz dojrzatej, udoskonalanej od wielu lat,
osiggaja sprawnosé nieco przekraczajaca 20% i nie wiaze sie
juz nadziei, ze na tym polu nastapi przelom istotnie

(R-NH3)2MX, (NHy R NHz)sMX, zmieniajacy status quo. Dalsze usprawnienie ogniw

(a) (b)

Rys. 2. Struktura 2D organiczno-nieorganicznych perowskitow

perowskitowych (méwi si¢ o mozliwym osiagnieciu
sprawnosci na poziomie okoto 30%) to wystarczajaco wiele,

z dwiema (a) i jedng (b) warstws organicznych komponentéw. aby usprawiedliwi¢ zwigzane z nimi oczekiwania. To tylko

*Wroctawskie Centrum Badan EIT+
**Saule Technologies

jedna z przewag tej technologii nad wykorzystywanymi
obecnie i bynajmniej nie najwazniejsza.

Juz ponad dwie dekady temu prace nad perowskitami prowadzono w laboratoriach
IBM. Badano je jednak pod katem potencjalnego zastosowania w technologii diod
i tranzystoréw, jednakze nie uzyskano na tyle zadowalajacych wynikéw, aby
kontynuowaé¢ dalsze badania w tej dziedzinie. Pierwsze prace nad wykorzystaniem
perowskitow w strukturze ogniw stonecznych rozpoczely sie dopiero w 2009 roku,
kiedy to do zespotu Tsutomu Miyasakiego z Japonii dotaczyl student

Akihiro Kojima. Miyasaka prowadzil wtedy prace nad ogniwami barwnikowymi
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Rys. 3. Przerwa energetyczna perowskitu
MAPDH(Br,I ;)3 w funkcji sktadu (a)

i absorpcja tych zwigzkéw (b) oraz
poréwnanie wspdélczynnika absorpcji
CHgNHngIg z innymi
péiprzewodnikami (c).

z plynnym elektrolitem. Kojima zasugerowal, by barwniki zastapi¢ perowskitem,
jednak nie uzyskano oczekiwanych rezultatow w postaci zwiekszenia sprawnosci.
Przetom nastapil dopiero w maju, kiedy naukowcy Uniwersytetu w Oksfordzie

pod kierownictwem Henry’ego Snaitha wprowadzili w miejsce plynnego elektrolitu
polimer, uzyskujac sprawno$é¢ ogniwa na bardzo dobrze juz rokujacym poziomie 10%.
Réwnolegle pojawily sie wyniki badan zespotu Michaela Gratzela z Lozanny
potwierdzajace atrakcyjno$é¢ perowskitu w zastosowaniach fotowoltaicznych.

Zalety. Mozliwo$¢ doboru sktadu perowskitu z szerokiej gamy materiatow
organicznych i nieorganicznych pozwala na uzyskanie zréznicowanych wlasciwosci.
Przykltadem moze byé tu modulacja progowej dhugoéci fali absorbowanego $wiatla, co
umozliwia wytwarzanie ogniw slonecznych o réznych barwach. Moga one zatem by¢
nie tylko przyrzadem generujacym energie elektryczng, ale takze stuzy¢ jako elementy
dekoracyjne np. w fotowoltaice zintegrowanej z budynkiem. Dzigki zawartosci czedci
organicznej zyskujemy mozliwos¢ produkeji elastycznych ogniw cienkowarstwowych,
co znaczaco rozszerza wachlarz potencjalnych zastosowan (ogniwa z krzemu
krystalicznego sg bardzo kruche i wymagaja grubych szyb zabezpieczajacych).
Dostosowujac grubosé materiatu aktywnego w ogniwie perowskitowym, mozemy
wytworzy¢ moduly o réznym poziomie przezroczystosci. Dodatkowo atutem
perowskitéw jest bardzo duzy wspélezynnik absorpeji (czyli pochlaniania §wiatla),
przewyzszajacy nawet absorpcje arsenku galu GaAs (rys. 3c). Pozwala to

na wytwarzanie ogniw niezwykle cienkich, o gruboéci rzedu zaledwie kilkuset
nanometréw. Dzieki temu wytworzone w ogniwie tadunki nie musza przemierzac
duzych odleglodci, co minimalizuje straty (np. z powodu rekombinacji). Juz teraz,

na weczesnym etapie rozwoju tej technologii, ogniwa perowskitowe moga wytwarzaé
bardzo wysokie napiecia: rzedu 1 V, czyli prawie réwne napieciu wytwarzanemu przez
ogniwa na bazie GaAs.

Atrakcyjnosé perowskitow podnosza réwniez aspekty technologiczne, takie jak niska
temperatura procesu wytwarzania warstwy aktywnej. Mimo iz sama produkcja
perowskitu nie wymaga wysokich temperatur, wigkszo$¢ ogniw stosowanych
wykorzystuje podloza szklane. Wynika to z faktu, iz perowskit naklada si¢ na cienka
warstwe tlenku tytanu TiOg, ktéra wymaga wygrzewania az w 500°C. Zastapienie tej
warstwy materialem organicznym wyeliminuje koniecznosé stosowania wysokich
temperatur. Podlozem moze zatem by¢ plastik, tekstylia, a nawet papier, co pozwala
na nowe mozliwoéci zastosowania elastycznych perowskitowych modutéw stonecznych.
Brak koniecznosci stosowania wysokich temperatur oraz energochtonnych proceséw
prozniowych pozwala na wytworzenie moduléw fotowoltaicznych o bardzo krétkim
czasie zwrotu energetycznego, czyli czasu, po jakim modul wygeneruje energie réwna
energii, jaka wykorzystano do jego produkcji. Wykorzystanie metod mokrej chemii
do nanoszenia cienkich warstw zapewnia technologii perowskitowej wysoki stopien
skalowalnosci i przepustowosci produkeji. To wszystko przekltadaé sie bedzie na niskie
koszty perowskitowych moduléw fotowoltaicznych. Powyzsze atuty wystarczaja, by
usprawiedliwi¢ duze i wciaz rosnace zainteresowanie ta technologia przedstawicieli
Swiata biznesu.

Przeszkody. Problemem ograniczajacym mozliwos¢ masowej produkcji modutéw
perowskitowych jest ich niska stabilno$é. Stosowane perowskity rozktadaja sie

pod wplywem wilgoci, dlatego niezbedne jest zastapienie ich perowskitami bardziej
odpornymi na czynniki zewnegtrzne lub zapewnienie odpowiedniej izolacji, ktora

nie wplynie znaczaco na wydajnos¢, jak i cene ogniw. Druga staboécia technologii
perowskitowej jest obecno$é otowiu w warstwie aktywnej. Mimo ze nie sg to ilosci

na tyle znaczace, aby przekresli¢ te technologie, nawet gdyby otowiu nie dalo sie
zastapi¢, to poszukuje sie perowskitéw wolnych od tego pierwiastka,

np. CH3NH;3Snl3, aby uniknaé¢ negatywnych dla zdrowia ludzi i Srodowiska
konsekwencji. Ogniwa perowskitowe nie tylko beda mogty konkurowaé z krzemem
jako technologia wykorzystywana na duza skale w elektrowniach fotowoltaicznych, ale
maja takze potencjatl do zdominowania rynku ogniw cienkowarstwowych. Elastyczne,
lekkie, tanie 1 wydajne ogniwa moga znalezé zastosowanie w urzadzeniach
powszechnego uzytku, takich jak smartfony, tablety czy notebooki. Odziez generujaca
energie, elewacje budynkow z baterii stonecznych czy samochody elektryczne zasilane
badz wspomagane przez energie stoneczna to zblizajaca sie przysztos$é, ktéra moga
zdominowaé wlasnie ogniwa perowskitowe.
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Przypominamy: termin
nadsytania prac w tym roku
to 1 maja.

Konkurs Uczniowskich Prac z Matematyki

Zawo6d matematyka, jak powiada jeden z uprawiajacych go kolegéw, polega

na rozwigzywaniu zadan z trescia. Takich zadan pelne sa podreczniki

do nauczania matematyki na réznych poziomach edukacji. Zazwyczaj jednak
matematyk zajmuje sie zadaniami, ktérych do tej pory nikt nie rozwiazal;
najczesciej zaczynaja sie one od ,wykaz, ze”. Skad sie biora? Z zadziwienia,

z zachwytu, wreszcie z ciekawosci, ktora rodzi pytania: ,jak?”, | dlaczego?”.
Takie zadziwienie, taki zachwyt czy taka ciekawos¢ pojawiaja sie w kazdym
wieku, wystarczy mieé otwarte oczy i otwarty umyst, wsparte zainteresowaniem
popychajacym do dazenia tropem zauwazonych sladéw.

Organizowany przez Polskie Towarzystwo Matematyczne i redakcje Delty
Konkurs Uczniowskich Prac z Matematyki jest dla takich mlodych ludzi:
ciekawych i zainteresowanych, doznajacych zachwytu lub zadziwienia, gotowych
poswieci¢ czas i mysli na zblizenie sie do obiektu owego zachwytu, zadziwienia czy
ciekawosci. Whrew pozorom, w matematyce jest mndstwo miejsca na oryginalne
obserwacje, nowe pytania czy nowe odkrycia — niekoniecznie na miare Wielkiego
Twierdzenia Fermata, ale wystarczajace, by dostarczy¢ autorowi intelektualnej
satysfakcji. Od pierwszej edycji Konkursu w 1978 roku doznalo jej paruset
mtodych ludzi, z ktérych znaczaca cze$¢ zostata przy matematyce takze w zyciu
zawodowym. Praca nadestana na Konkurs bywala dla wiekszosci uczestnikéw
pierwsza proba zmierzenia sie z praca badawcza, pierwsza proba zapisania jej
efektow. Niekiedy byly to proby bardzo udane; bywalo, ze finalici Konkursu
Uczniowskich Prac z Matematyki trafiali do Konkursu Mlodych Naukowcéw Unii
Europejskiej (EUCYS), odnoszac w nim niemale sukcesy, wlacznie z I nagrodami
dla Michala Marcinkowskiego w 2006 roku za prace o geometrycznych
przeksztalceniach wiazacych proste Eulera i Nagela (zloty medal w KUPzM

w 2005) oraz dla Magdy Bojarskiej w 2008 roku za prace o cyklach Hamiltona

w uogdlnionych grafach Halina (srebrny medal w KUPzM w 2007 roku).

Sposréd nadestanych do redakeji Delty prac wybierane sa najlepsze, uznane

za warte prezentacji w finale, gdzie sa oceniane przez jury zlozone z zawodowych
matematykéw, najczesciej zajmujacych sie takze popularyzacja matematyki. Jury
moze przyznaé¢ medale zlote, srebrne i brazowe; wigza sie z nimi nagrody
pieniezne. Pieciokrotnie jury miato satysfakcje przyznania dwoch medali ztotych
(1979, 1997, 2003, 2012, 2014), choé zdarzalo sie, ze zlotego medalu

nie przyznawano wcale (takze pieciokrotnie).

W 36 dotychczasowych edycjach Konkursu przewijala sie bardzo réznorodna
tematyka, zahaczajaca o niemal wszystkie dziedziny matematyki: geometrie,
algebre, analize matematyczna, rachunek prawdopodobienstwa, teori¢ graféw,
logike, teorie mnogosci i jeszcze kilka innych. Nie narzuca tu zadnych ograniczen
ani regulamin, ani jury, albowiem na kazdy temat mozna napisaé ciekawa prace.
Temat moze by¢ efektem sugestii nauczyciela matematyki, mozna tez takie
sugestie odczytaé w licznych artykutach Delty, mozna wreszcie wybra¢ temat
wynikajacy z wlasnych zainteresowan. Warto sprébowad!

W.B.
Polscy matematycy, laureaci European Union Contest for Young Scientists
1995, Newcastle 2000, Amsterdam 2008, Kopenhaga
ITI nagroda: Marcin Kowalczyk wyréznienie: Jakub Onufry I nagroda: Magdalena Bojarska
i Marcin Sawicki Wojtaszczyk Hamiltonian cycles in generalized Halin
The force of a set and the Fuler Divisions of a convex polygon into graphs
characteristics parallelograms
;19 ?g’ ?jﬁ?k&me. Kurowski 2004, Dublin 2011, Helsinki
. g ) J IT nagroda: Marcel Kotodziejczyk IIT nagroda: Michat Miskiewicz
i Tomasz Osman Th lized terfeit coi bl The ch f th ’
Common solution. sets of real polynomials e generalized counterfeit coin problem e charm of the p se
1998, Porto 2006, Sztokholm
ITT nagroda: Grzegorz Kapustka I nagroda: Michal Marcinkowski 2013, Praga
i Michal Kapustka On a geometric transformation relating nagroda specjalna: Aleksander Horawa
Some properties of polygons the Euler and Nagel lines Invariants of finite metric spaces
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Laureaci Konkursu Uczniowskich prac z Matematyki

1978

(Z) Pawel Domanski

(S) Urszula Lach

(B) Bogustawa
Grzywacz

1984

(Z) Michat
‘Wojciechowski

(S) Bogdan Pelc

1979 1985
(Z) Dorota Kuchta (Z) Piotr Hajlasz
(Z) i Pawel Ponikowski (S) Bogdan Pelc
(S) Marek Kubowicz
(B) Anna Brzeziniska

1986
1980
(Z) Zbigniew Jelonek
(S) Robert Cozas
(B) Waldemar

1987 _
(Z) Andrzej Zuk

Hotubowski (B) Lucyna Dziedzic
(1%8} . 1988
arositaw B H
7) Andrzej Daniluk
Wréblewski () Andrzej Danilu

Ad 7 ik
(S) Jacek Rzeznikowski (S) Adam Czorni

(B) Elzbieta Ziarko

1989

(Z) Krzysztof
Oleszkiewicz

(S) Rafal Kapelko

1982

(Z) Mariusz Skalba
(S) Janusz Kalinowski
(B) Mirostaw Matlgga

1983

(Z) Jacek Kaleta

(S) Wojciech Watecki
(B) Henryk Lukomski

i Zadania

/i

1991

(B) Joanna Karwowska 1993

(Z) Piotr Jedrzejewicz

(B) Katarzyna Tréjca

(Z) Marcin Kasperski
(S) Grzegorz Zwara
(B) Malgorzata Se¢k

1992 1999
(Z) Marek Pycia (Z) Jakub Onufry
(B) Krystian Witkowski Wojtaszczyk

(S) Lukasz Kaminski
(S) i Pawel Rochman

(S) Ilona Krolak

(B) Roman Wencel 2000

(S) Piotr Sulich

(S) Mirostaw Zwiryn
1994

(S) Piotr Sniady

(B) Piotr Matusiewicz

2001

(Z) Juliusz Jabtlecki
(S) Piotr Sulich
(B) Lukasz Brzyski
(B) Jan Kowal

1995
(Z) Tomasz Osman
(S) Krzysztof Krupinski

(B) Rafal Lochowski 2002

(Z) Wiestaw Zajiczek
(B) Lukasz Lach

1996 (B) Krzysztof
(Z) Michat Stukow Rutczyniski
(S) Adam Osgkowski

(B) Tomasz Kowalski 2003

(B) i Artur Wirowski  (Z) Marcel

Kotodziejczyk
(Z) Aleksandra
Kwiatkowska
(S) Juliusz Jabtecki
(B) Krzysztof Mroczek
(B) Piotr Szafruga

1997

(Z) Grzegorz Kapustka
(Z) i Michal Kapustka
(B) Maciej Mostowski

1998

(S) Michat Slezak

(S) i Michat Tkacz
(B) Jakub Gismatullin

2004

(Z) Marcin Pitera

(S) Agnieszka Katuzna
(B) Lech Stawikowski

Redaguje Tomasz TKOCZ

(Z) zloci, (S) srebrni i (B) brazowi

2005
(Z) Michat

2010

(Z) Michal Miskiewicz
Marcinkowski (S) Tomasz Petka

(S) Pawet Janic (S) Mateusz Wrébel

(S) Tomasz Warszawski (B) Bartosz Gérecki

(B) Arkadiusz Mecel

(B) Marcin Pitera

(B) Jan Szejko 2011

(Z) Wojciech Nadara

(S) Aleksander
Czarnecki

(S) Anna Dymek

(B) Adam Baranowski

2006

(Z) Jan Szejko

(S) Krzysztof Dorobisz

(S) Tomasz Tkocz

(B) Aleksander Kubica

2012

(Z) Wojciech Nadara

?g;);omasz Kobos (Z) Bartlomiej Zawalski

S) Dominik Burek

Egg %afdalen;l Btojarska ES% Aleksander Horawa

ateusz Pluta

(B) Mikotlaj Bintkowski
(B) Przemystaw Mazur

(B) Anna Szczepanska

2013

(Z) Kamil Rychlewicz
(S) Samuel Kozlowski
(B) Barttomiej Grochal
(B) Rafat Zelazko

2008

(Z) Joachim Jelisiejew

(S) Martha Ubik

(S) Adam Wyrzykowski
(B) Mikotaj Bintkowski

(B) Jacek Rzeniewicz  5g14
(Z) Pawel Piwek

(Z) Artur Zubilewicz

(S) Michat Baran

(S) Kamil Klimkowski

2009
(S) Martha Ubik
(B) Michal Zajac

M 1444. Okregi w1, we, w3 maja wspolny punkt O, a ponadto ws, w3 przecinaja
si¢ jeszcze w punkcie A i podobnie ws,w; 1 wi,ws — w punkcie B, C' odpowiednio.
Prosta AO przecina w; ponadto w punkcie X i podobnie BO przecina ws w Y,
a CO przecina ws w Z (rysunek). Udowodnié, ze

AY BZ CX

AZ BX CY

Rozwiazanie na str. 11

M 1445. Niech funkcja f: (0, +00) — (0,400) spelnia dla dowolnych liczb

dodatnich z,y réwnoéé

f@)- fly- () = flz+y)

Udowodni¢, ze f jest nierosnaca.
Rozwiazanie na str. 23

M 1446. Rozpatrzmy nastepujaca gre. Przed rozpoczeciem dany jest stos

z k monetami. Gracz wykonujacy ruch musi usuna¢ 1, 4 lub 5 monet ze stosu.
Gracze wykonuja ruchy na przemian. Jesli ktérys nie moze wykonaé ruchu, to
przegrywa. Rozstrzygnaé, kto ma strategie wygrywajaca, gdy k = 2015.

Rozwiazanie na str. 15

Przygotowat Andrzej MAJHOFER

F 871. Oszacuj, jaka jest najwieksza mozliwa
wysokos$¢ h gor na Ziemi. Przyjmij, ze typowym
sktadnikiem skal magmowych jest dwutlenek krzemu
(SiO3), przyspieszenie ziemskie g ~

10 m/s? nie zalezy

od wysokosci, a gére mozna wyobrazac¢ sobie jako duzy

prostopadtoscian. Cieplo topnienia L réznych postaci
krystalicznych dwutlenku krzemu miesci si¢ w granicach

od L =237 J/g (kwarc) do L = 128 J/g (krystobalit).

Rozwiazanie na str. b

F 872. Na podstawie tatwych do zmierzenia w pracowni
szkolnej wielkoSci: energii parowania wody L, = 2260 J/g

i napiecia powierzchniowego woda-powietrze (energia
jednostki powierzchni swobodnej wody)

v =589-1072 N/m (w 100°C) oszacuj liczbe czasteczek
wody w 1 cm?. Gestosé wody p =1 g/cm?.

Wskazowka: Mozesz przyjaé, ze upakowania czasteczek
krysztatu (lodu) i cieczy (wody) sa w grubym
przyblizeniu podobne oraz ze czasteczki tworza

szescienng sieé, a kazda para najblizszych sasiadéw
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polaczona jest takim samym wigzaniem o energii €.
Rozwiazanie na str. 10



Rys. 1. Podzial wierzchotkéw drzewa
na warstwy.

Rys. 2. Ilustracja dowodu poprawnosci;
zaznaczone wierzchotki sa pogrubione.

Informatyczny kacik olimpijski (78): Fotoradary

W tym kaciku oméwimy zadanie Fotoradary, ktére pojawito sie w 2013 roku
na Akademickich Mistrzostwach Polski w Programowaniu Zespolowym:

W Bajtogrodzie jest n skrzyzowan, polgczonych n — 1 dwukierunkowymi odcinkami
drog, ktore umoZliwiajg dotarcie z kazdego skrzyzowania do wszystkich pozostalych.
Burmistrz Bajtogrodu zamierza postawié na skrzyzZowaniach jak najwiecej fotoradaréw
(na kazdym co najwyzej jeden). Aby nie denerwowad zbytnio bajtogrodzkich
kierowcow, przyjal on, zZe na kazdej trasie moze staé co najwyzej k fotoradarow.

Innymi slowy, w zadaniu mamy dane drzewo o n wierzchotkach i mamy zaznaczy¢
w nim jak najwiecej wierzchotkéw tak, by na kazdej Sciezce prostej bylto
zaznaczonych co najwyzej k wierzchotkow.

Zadanie ma calkiem proste rozwiazanie zachtanne. Podzielmy wierzchotki na warstwy
(rys. 1). W i-tej warstwie (liczac od 1) beda znajdowaé sie wierzcholki, ktére zostaja
lis$émi po usunieciu warstw o numerach 1,...,7 — 1. Jesli k jest parzyste, to
zaznaczamy wierzchotki na pierwszych k/2 warstwach (oczywiscie, jesli jest mniej niz
k/2 warstw, to bierzemy wszystko). Jesli k jest nieparzyste, to zaznaczamy

|k/2] warstw oraz dowolny inny wierzcholek (jesli jaki§ pozostal).

Powyzszy pomyst mozna zrealizowaé w czasie O(n): utrzymujemy kolejke wierzchotkéw
o stopniu 1 i usuwamy kolejne warstwy, uaktualniajac stopnie wierzchotkéw.

Alternatywne rozwiazanie wyznacza numery warstw dla wierzchotkéw, korzystajac
z metody programowania dynamicznego. Numer warstwy dla wierzchotka v jest to
druga co do wielkoSci wysoko$¢ poddrzewa zaczepionego w dziecku v plus 1.

Pozostaje nam pokazaé poprawnos¢ algorytmu zachlannego. Zauwazmy, ze wystarczy
badaé, czy warunek poprawnosci (nie wiecej niz k zaznaczonych wierzchotkow

na $ciezce) jest spelniony na kazdej $ciezce prostej od liscia do liscia. Oczywiste jest,
ze nasz algorytm znajduje poprawny podzbiér wierzchotkéw, i nalezy wykazaé, ze jest
on optymalny (najliczniejszy). Ponadto widaé, ze dotozenie dowolnego wierzchotka
do znalezionego podzbioru powoduje, ze podzbiér staje sie niepoprawny.

Ustalmy k parzyste i oznaczmy przez K zbiér wierzchotkéw z pierwszych k/2 warstw.
WezZmy dowolne rozwiazanie optymalne i zalézmy, ze pewien wierzchotek v € K

nie zostal w tym rozwiazaniu zaznaczony (rys. 2). Jesli jest wiecej takich
wierzcholkéw, to wezmy ten z warstwy o najmniejszym numerze (i oznaczmy numer
tej warstwy przez £). Rozwazmy pewien zaznaczony wierzcholek u, ktéry jest

na warstwie wyzszej niz ¢ i taki, ze pomiedzy v i u nie ma zaznaczonych
wierzcholkéw (gdyby wierzcholek u nie istnial, to by znaczylo, ze rozwiazanie ma

za malo zaznaczonych wierzcholkéw, aby byé optymalne). Pokazemy teraz, ze
usuwajac ze zbioru zaznaczonych wierzchotkéw v i dodajac v, dostaniemy

poprawne rozwiazanie.

Rozwazmy zatem dowolng Sciezke p od lidcia 2 do lidcia 2’ i pokazmy, ze po zamianie
zawiera ona nadal nie wigcej niz k zaznaczonych wierzchotkow. Podejrzana Sciezka p
musi zawiera¢ wierzchotek v. Jesli zawiera réwniez wierzcholek u, to po zamianie
liczba zaznaczonych wierzchotkéw w p nie zmieni sie. Zalézmy zatem, ze p

nie zawiera u i rozwazmy dowolng Sciezke od lidcia z do liscia y, ktora zawiera oba
wierzchotki u i v. Niech w bedzie wierzchotkiem pomiedzy v a u, ktéry rozdziela te
§ciezki. Sciezka z y do w zawierala przed zamiang co najmniej ¢ — 1 zaznaczonych
wierzcholkéw na jej koficu (bo zalozyliSmy, ze najmniejsza warstwa z niezaznaczonym
wierzchotkiem to ¢) plus dodatkowo wierzcholek w. Z kolei $ciezka z & do w

po zamianie zawiera dokladnie ¢ wierzchotkéw (pamietamy, ze pomiedzy v a u nie ma
zaznaczonych wierzchotkéw). Zatem poprawna przed zamiang $ciezka z 2’ do y
zawierala co najmniej tyle zaznaczonych wierzchotkéw, co $ciezka p po zamianie.

To dowodzi poprawnosci Sciezki p.

Tak wiec, korzystajac wielokrotnie z udowodnionego faktu, stwierdzamy, ze istnieje
rozwigzanie optymalne, ktére zaznacza wszystkie wierzchotki z K, zatem zbidr
wierzchotkéw generowany przez nasz algorytm jest najliczniejszy. Dowdd dla
k nieparzystego zostawiamy jako ¢wiczenie dla Czytelnika.

Tomasz IDZIASZEK
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XII

Na plaszczyznie inwersja wzgledem
okregu o érodku S i promieniu r to
przeksztalcenie, ktére punktowi X
przyporzadkowuje taki punkt X', lezacy
na prostej SX, ze

oV o/ 2
SX . -SX =r-.
Z kolei antyinwersja przyporzadkowuje

punktowi X taki punkt X'’ lezacy na
prostej SX, ze

—_— =
5X-8X" = —r.
Jak tatwo zauwazyé, i inwersje,
i antyinwersje sa inwolucjami (czyli sa
odwrotne do samych siebie).

Zaréwno inwersje, jak antyinwersje moga
byé zdefiniowane w dowolnym
(naturalnym) wymiarze dokladnie

w ten sam sposéb — role okregu przejmuja
wtedy sfery (powierzchnie kuli)
odpowiedniego wymiaru.

O inwersjach pisaliémy ostatnio
w Delcie 7/2014.

Gdzie tam znaczy tez z powrotem
Kazda ptaszyna swym wlasnym glosem Pana Boga chwali.

Tym przystowiem odpowiedzialem podczas obrony pracy doktorskiej na pytanie
Profesora Andrzeja Mostowskiego, czemu zbudowatem aksjomatyke geometrii
eliptycznej, podczas gdy mozna te geometrie uprawiaé¢ analitycznie (czyli rachunkowo).
A przypomnialem to sobie z okazji pytania, jakie przyszto mi do glowy wlasnie

na rachunkowym gruncie: jakie funkcje wymierne (poza tozsamoscia) sa odwrotne same
do siebie? Gdy przyszto, to poniewaz nie czuje sie w srodowisku algebraicznym u siebie,
zadalem je Wybitnym Algebraikom. Wbrew moim oczekiwaniom odpowiedz

nie wskazala tylko funkcji —z, 1/x i —1/z, lecz dwie szerokie klasy

T+a
br — 1
Natychmiast wobec tego zamie$citem w Delcie notke, dzielac si¢ ta informacja

z Czytelnikami (bo skoro ja nie wiedzialem, to zapewne nie wszyscy Czytelnicy
o tym wiedza) — jest w numerze 10/2010.

g dlac#0 dlaab+1+#0.

Ale pozostawalo pytanie, dlaczego tak jest. Bo sprawdzenie, ze to prawda, na pytanie
dlaczego? nie odpowiada. I choé¢ do dzi$ nie wiem, jak te odpowiedZ uzyskuja
algebraicy, gdy przettumaczylem problem na swdj jezyk, czyli geometrie, wszystko stato
sie zrozumiale.

Przeciez w geometrii funkcje odwrote same do siebie (uczenie: inwolucje) to symetrie.
Liczby za$ tworza (juz w podstawéwce) prosta, zwana osia, gdy nada sie jej orientacje.
A symetrie na prostej to symetrie srodkowe — jak tatwo zauwazyé, symetria wzgledem p
dana jest rachunkowym wzorem 2p — x, bo $rodek punktéow 2p — x i x, czyli ich $rednia
arytmetyczna, to p. Miedci sie¢ to wsréd przytoczonych funkcji (a = —2p, b = 0), ale ich
nie wyczerpuje.

Wypada spojrzeé szerzej, czyli umiesci¢ o$ liczbowa na plaszczyzZnie. Na plaszczyznie
zachowuja te o$ réwniez symetrie wzgledem prostopadtych do niej prostych — ale one
nic nowego nie wnosza: ograniczone do osi liczbowej sa symetriami srodkowymi.

Sa jednak i inne symetrie: inwersje (symetrie wzgledem okregdw) i antyinwersje — jesli
$rodek okregu umiescimy na osi liczbowej, réwniez one dostarcza nam poszukiwanych
inwolucji. Sprawdzmy.

Zgodnie z przypomniang na marginesie definicja inwersja wzgledem okregu o srodku p
i promieniu r > 0 przeksztalca na osi punkt x na taki punkt z’, ze
2 22

czyli o= +p:p7x+(r p).

r—p r—p
Zauwazmy, ze uzyskane tym sposobem funkcje prawie wyczerpuja obie wymienione
na poczatku klasy funkcji: podstawiajac p = 0, uzyskujemy wszystkie funkcje pierwszej
z klas dla ¢ = 72 > 0, a dzielac przez p w pozostatych przypadkach — wszystkie funkcje
drugiej z klas dla ab + 1 = (r?/p?) > 0. Pozostate funkcje uzyskujemy z antyinwersji, bo
dla niej

(x—p)- (& —p) =1

(x—p)-(a' —p) = —r".

Wystarczylo, ze przettumaczylem sobie algebre na geometrie i wszystko stalo sie
dla mnie jasne.
* k%

Ogdlny moral z tego taki, ze kazdy problem, nie tylko matematyczny, nalezy sobie
przettumaczy¢ na jezyk nam bliski, a wtedy wiele trudnosci zniknie.

Ba, mato: pojawi sie wiele kwestii w malto uzywanej przez nas terminologii
ukrywajacych sie¢ przed nami. W tym przypadku np. fakt, iz skoro jesteSmy

na plaszczyznie, to nie ma powodu, by ograniczaé sie do prostej — uzyskane wzory beda
funkcjonowaly dla wszystkich punktéw plaszczyzny traktowanych jako liczby zespolone
(algebraicy w swoim jezyku bez probleméw widza, ze wzory te odpowiadaja na pytanie,
jak wygladaja wymierne inwolucje w dowolnym ciele). Mozemy jednak pdjsé dalej:
nasze wzory pracuja w dowolnym (naturalnym) wymiarze, opisujac nam geometrycznie
inwolucje — czy znaczy to, ze wzory te sg poprawne réwniez wsréd kwaternionéw,
realizujacych sie jako punkty przestrzeni czterowymiarowej? A co znaczg dla innych
wymiaréw, w ktérych punkty nie tworza cial?

I to jest drugi morat: z problemami jest jak z hydra — gdy utniemy jej jedna gtowe,
w jej miejsce wyrasta kilka nowych.
Marek KORDOS
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Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koiica miesigca n 4 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z dokladnosciag do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe 0séb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwoéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
Termin nadsylania rozwiazan: 31 III 2015  jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegélowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 590, 591
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

590. W naczyniu w ksztalcie walca znajduje sie ciecz o gestosci p. Walec obraca
sie ze stala predkoscia katowa w wokdl wlasnej osi. Wewnatrz walca, wzdtuz jego
promienia, umocowany jest cienki pret AB. Po precie moze $lizgaé sie bez tarcia
koralik w ksztalcie kuli o masie m i promieniu r (rys. 1). Kula polaczona jest

z koncem A preta za pomoca sprezyny o wspolczynniku sprezystosci k. Diugosé

nieodksztalconej sprezyny wynosi ly. Znalezé odleglosé srodka kuli od osi obrotu.

' 591. Na sferze o promieniu R, ztozonej z dwoch pélsfer, rownomiernie roztozony
Rys. 1 jest tadunek Q. Jaka sila trzeba dzialaé na kazda polsfere, aby nie rozsuwaly sie
one pod wplywem oddzialtywania tadunkéw?

Rozwigzania zadain z numeru 9/2014

A Przypominamy tresé zadan:

582. W Srodku niewazkiego preta o dlugosci 21 przyczepiona jest mala kulka o masie m. Pret porusza
sie jak na rysunku 2. Koniec B preta porusza sie w kierunku poziomym ze staly predkoscia v,
koniec A porusza si¢ wzdluz pionowej Sciany. Jaka sile reakcji wywiera pret na kulke, gdy tworzy

. Tr -
z poziomem kat o = Z;’

B v 583. Metalowy pierscien o promieniu [ i oporze R spada pod dzialaniem sily ciezkosci w polu
Rys. 2 magnetycznym. Wartos¢ wektora indukcji magnetycznej w kierunku pionowym zmienia si¢

z wysoko$cig zgodnie ze wzorem B(x) = Bg(1 — ax), gdzie stala « jest dodatnia (rys. 3). Znalezé
zalezno$¢ sity hamujacej ruch pierscienia od jego predkosci. Plaszczyzna pierécienia pozostaje
prostopadta do linii pola magnetycznego.

582. Kulka porusza sie po okregu o srodku w punkcie O (rys. 4), bo znajduje sie

w polowie przeciwprostokatnej tréjkata AOB. Gdy a = 7, predkosé kulki jest skierowana
wzdtuz preta i ma warto$é vi = ”2—‘/5, bo wszystkie punkty sztywnego preta maja

takg samg sktadowa predkosci wzdluz preta. Oznaczajac przez Ri1 sktadows sity reakcji
prostopadly do preta i przyjmujac, ze ma ona zwrot jak na rysunku, mozemy napisa¢ wzor
v na site dosrodkows: mva = %ﬁ — R1. W kierunku poziomym kulka porusza sie ze stala
predkoscig 5, bo przebywa droge dwukrotnie mniejsza niz koniec preta B. Zatem
przyspieszenie kulki oraz wypadkowa sila reakcji maja kierunek pionowy. Wartosc¢ sity

.. . 2
o reakcji wynosi: R = R1v/2 = m(g -2 2\{5

). Gdy v? < v/2gl, sita ta zwrécona jest do géry.

Rys. 3 583. Podczas spadania zmienia si¢ strumien pola magnetycznego przez powierzchnig
pierscienia i powstaje sita elektromotoryczna indukcji £ = AA@ = | = 7l?> Byaw. Energia

A potencjalna ciezko$ci zamienia sie na cieplo wydzielone w pierscieniu oraz energie

kinetyczna pierscienia: mgAx = 52Rm + %“2. Dla matych przedziatéw czasowych At

Ry mamy: mgv = S—Rz + mua, gdzie a jest przyspieszeniem pierscienia. Réwnanie ruchu
pierécienia ma posta¢: ma = mg — F, gdzie F' = Tt Bjaty jest szukang sitag hamujaca.
vy Jakie jest pochodzenie tej sity? Silta elektrodynamiczna, dzialajgca na pierscien w polu
magnetycznym o liniach pionowych, dziala w plaszczyZnie pierscienia i nie wplywa na jego
w/d AN ruch. Jednak w sytuacji opisanej w zadaniu pole magnetyczne musi mie¢ sktadowa lezaca
B\ v w plaszczyznie pierécienia i prostopadta do pierscienia. W przeciwnym przypadku
’ strumien pola magnetycznego przez powierzchnie walcowa o osi pionowej bylby rézny
od zera. Poniewaz plaszczyzna pierscienia pozostaje pionowa, pole musi by¢ symetryczne
wzgledem osi pierécienia. Zgodnie z prawem Gaussa 7wl2BoaAx = 2nlB1 Az, gdzie By jest
pozioma sktadowa pola magnetycznego, prostopadla do pierscienia. Sita
elektrodynamiczna hamujgca pierscien to F' = %. Ten sam wynik otrzymamy,
traktujac pierscien z pradem jako dipol o momencie magnetycznym p = % = gmAux,
gdzie ¢, jest tadunkiem magnetycznym dipola. Sita hamujaca wynosi F' = gm BoaAx.
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Termin nadsytania rozwigzan: 31 III 2015

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
683 (WT = 2,48) i 684 (WT = 1,67)

z numeru 6/2014

Jerzy Cislo Wroctaw 43,59
Tomasz Wietecha Tarnéw 42,14
Michal Miodek Zawiercie 40,49
Wojciech Maciak Warszawa 39,65
Wojciech Tobis Praszka 34,67
Piotr Kumor Olsztyn 33,09
Grzegorz Karpowicz Wroctaw 32,75
G
F

]

Rozwigzanie zadania M 1445.
Gdyby bylo f(z) > 1 dla pewnego z, to

wstawiajac y =

flz) =1’

mieliby$my

. T - f(-’17> _ . ,f(!l:)
fla) - f <f(<1:) - 1) f < Flz) — 1> :

skad f(x) = 1 — sprzeczno§é. Zatem

f(z) <1 dla kazdego z, wiec

f@+y) = flx)- fly- flz) < f2),

co oznacza, ze [ jest nierosnaca.

Zadania z matematyki nr 693, 694
Redaguje Marcin E. KUCZMA

693. Znalez¢ wszystkie liczby rzeczywiste niewymierne z, dla ktorych kazda
z liczb 22 — 44z oraz 2% — 2015z jest wymierna.

694. Niech a(n) oznacza odlegltosé liczby naturalnej n od najblizszej liczby,
bedacej pelnym kwadratem: a(n) = min{|n — k?| : k € N}, i niech

S(n) =a(l) +...+a(n) oraz f(n) = 1S(n). Udowodni¢, ze kazda dodatnia
liczba calkowita wystepuje w ciagu f(1), f(2), f(3),... dokladnie trzykrotnie.

Zadanie 694 zaproponowal pan Przemystaw Grabowski z Goworowa
Rozwigzania zadan z numeru 9/2014

Przypominamy tresé zadan:

685. Niech I = (0;1). Funkcje f,g: I — I spelniajg warunki: f jest §cisle rosnaca, f(g(z)) = z dla
x € I. Dowie$¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n

S ((E) #a(t)) <t

k=1
686. Udowodnic, ze istnieje nieskoriczenie wiele liczb naturalnych n, dla ktérych réwnanie
22 + y? = n nie ma rozwigzan w liczbach caltkowitych x, y, réznych od zera, ale ma rozwiazania
w liczbach wymiernych z, y, réznych od zera.
685. Z podanych warunkéw wynika od razu, ze f jest réoznowartosciowym
odwzorowaniem przedziatu I na caly ten sam przedzial. Ma wiec funkcje odwrotna;
a skoro f(g(z)) = z, zatem funkcja g jest ta odwrotna do f. (Latwo uzasadnié
ciaglo$é obu funkeji — ale ta wiedza nie bedzie tu potrzebna).

Dalszy ciag rozumowania to starogreckie ,patrz(!)”. Rysunek przedstawia wykres
(przyktadowej) funkcji f, lezacy w kwadracie K, ktérego dwoma bokami sa

odcinki (0;1) na poziomej i pionowej osi uktadu wspétrzednych. Ta sama krzywa jest
tez wykresem funkcji g, gdy przyjmiemy, ze (rozwazajac g) odktadamy zmienna
niezalezna na osi pionowej, a zalezna na poziomej.

Niech F' bedzie wielokatem powstalym z polaczenia n — 1 prostokatéw, ktérych

podstawami sg odcinki <%, %> osi poziomej (k=1,...,n— 1), a wysokosci
wynoszg kolejno f (%) yeeos f (”T’l) Analogicznie tworzymy wielokat G, rozwazajac

funkcje ¢ i zamieniajac role osi wspotrzednych.

Wielokaty F' i G sa (prawie) roztaczne — moga mieé¢ wspélne jedynie niektére
wierzcholki. Uzasadnienie: jesli punkt (a,b) nalezy do F, to znaczy, ze dla pewnego k
zachodzg nieréwnosci % <a< %, b< f (%), jezeli ten sam punkt nalezy do G, to

dla pewnego | mamy % <b< HTl, a<g (%), stad

b<f(E)Y<fla)<f(9(L))=L<b, wicc a=% bp=1
Zauwazmy wreszcie, ze kwadracik o boku 1/n, majacy wierzchotek w punkcie (0, 0),
nie ma punktéw wspélnych ani z wielokatem F', ani z G. Po jego usunieciu
z kwadratu K pozostaje figura o polu 1 — 1/n?; figury F i G sa w niej zawarte, ale
nie wypelniaja jej szczelnie, skoro nie maja wspélnych fragmentéw bokdéw (poza
wierzchotkami).

Pole wielokata F’ wynosi - okent (%), pole G wynosi 1 Y ohend (%) Suma tych pél
jest mniejszaniz 1 — 1/n2. Mnozymy uzyskana nieréwnosé przez n i mamy teze zadania.

(Stata 1 — 1/n? jest optymalna; nieréwnoéé staje si¢ bliska réwnosci, gdy wykres
funkcji f zbliza si¢ do odpowiednio dobranej linii tamanej, utworzonej z odcinkdw
poziomych i pionowych).

686. Postulowana wlasnosé maja na przyklad wszystkie liczby postaci n = 4%,
k=1,2,3,.... Zadna z nich nie jest suma dwdch niezerowych kwadratow; przypusémy
bowiem, ze 4% = 2% + y? (xy # 0); liczby x, y nie moga by¢ obie nieparzyste (bo
wowezas 2 + y? = 2 (mod 4)); musza wiec by¢ parzyste, co daje przedstawienie
liczby 41 w postaci sumy dwéch niezerowych kwadratéw. Dalsze zstepowanie
prowadzi do konkluzji, ze 4 jest suma dwdch niezerowych kwadratéw — a to absurd.

Natomiast niezerowe wymierne rozwigzanie réwnania 22 + % = 4* latwo uzyskamy,
biorac dowolna tréjke pitagorejska liczb naturalnych a, b, ¢ (a? + b? = ¢2)
i przyjmujac x = 2%a/c, y = 2Fb/c.
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Prosto z nieba: Jeszcze wiecej neutrin stonecznych

Energia stoneczna, ktérej wywolujace depresje niedobory mozemy obecnie
odczuwaé na wlasnej skorze (mimo ze, o ironio, w styczniu Ziemia znajduje sie
najblizej Stonical), produkowana jest w centrum Stotica w procesie reakcji
jadrowych zamieniajacych wodér w hel. Glowna reakcja jest potaczenie si¢ dwédch
jader wodoru zwiazane z emisja niskoenergetycznego (< 1 MeV) neutrina.
Reakcja ta (p +p — 2He + e + 1) to czesé cyklu pp (proton-proton). W trakcie
calego cyklu produkowane jest 26,73 MeV energii i neutrina elektronowe, cykl
mozna za$ sumarycznie zapisaé¢ jako 4p — *He + 2e™ + 2v.. W gwiazdach
masywniejszych i goretszych od Stonica zachodzi nieco bardziej skomplikowany
cykl CNO, wykorzystujacy wegiel, azot i tlen (ang. carbon, nitrogen, orygen) jako
katalizatory. Reakcja p + p odpowiada, wedlug teorii, za produkcje 99% energii
stonecznej, a mimo to do niedawna nie zaobserwowano pochodzacych

z niej neutrin, gdyz wykrywanie neutrin o tak malej energii jest przedsiewzieciem
niestychanie trudnym.

Pomyst produkcji energii w reakcjach
laczenia protonéw byt proponowany przez
A. Eddingtona juz w latach 20.,

a ,dopracowany” w 1939 r. przez

H. Bethego.

Sytuacje zmienil eksperyment Borezrino. Wykrywa on neutrina oddajace czes$¢
swojej energii elektronom plynnego scyntylatora w trakcie elastycznego
zderzenia, v, + e — v, + e, gdzie x oznacza jeden z trzech rodzajéw neutrin
(elektronowe, mionowe badz taonowe). Aktywnym skladnikiem scyntylatora jest
CoHio (kumen) oraz 2,5-difenylooksazol. Cale urzadzenie, ogromny
scyntylator-kalorymetr umieszczony w stalowej kuli otoczonej izolujaca warstwa
wody, znajduje si¢ w laboratorium Gran Sasso we Wloszech. Zmierzony strumien

Niebo w styczniu

Styczen, mimo niskich temperatur, moze by¢ doskonaty
do obserwacji astronomicznych, ktére mozna zaczaé juz
poznym popotudniem. Warto wiec, przynajmniej
czesciowo, dobrze wykorzystaé jedne z najdhuzszych nocy
w roku. Dla tych, ktérym mrozy nie sa straszne,
gwiezdnych atrakcji w tym czasie nie zabraknie!

Mitosnicy meteoréw beda mogli polowaé przede
wszystkim na te z bardzo aktywnego roju
Kwadrantydéw, ktéry jest widoczny na samym poczatku
miesigca — od 1 do 7 I. Nazwa roju pochodzi

od historycznej konstelacji Kwadrantu, ktora zostata
rozdzielona pomiedzy gwiazdozbiory Wolarza, Herkulesa
i Smoka na poczatku XX wieku. R6j éw charakteryzuje
sie ponadprzecietna aktywnoscia siegajaca nawet okolto
100 meteoréw na godzine. Jego maksimum w tym roku
przypada na noc z 3 na 4 I. Radiant Kwadrantydéw
znajduje si¢ w gwiazdozbiorze Wolarza, ktéry okoto
pélnocy znajdzie sie 20° ponad poludniowo-wschodnim
horyzontem, i bedzie dobrze widoczny w drugiej potowie
nocy. Lezy on w sasiedztwie Wielkiej Niedzwiedzicy, wigc
bardzo tatwo mozna go odnalezé. Meteory z tego roju
pojawiaé sie beda jednak na calym niebie, wiec

nie musimy kierowa¢ wzroku w zadne okreslone miejsce.
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neutrin, (6,6 =0,7) - 10!° cm~2s7!, jest zgodny z przewidywanym przez
Standardowy Model Stofica, 5,98 - (1 & 0,006) - 10 em~2s~!. Wynik moze tez
byé uzyty do obliczenia calkowitej generowanej przez Stofice mocy: 3,48 - 1026 W,
i daje nadzieje na rozwéj doswiadczalnych metod studiowania proceséw
zachodzacych w jego wnetrzu, a wiec takze badania struktury podobnych gwiazd.

Michat BEJGER

Niestety, faza Ksiezyca — tuz przed pelnig — nie jest
w tym roku sprzyjajaca. Ksiezyc bedzie przeszkadzat
swoim blaskiem i pozwoli na obserwacje tylko
najjasniejszych spoérdd tegorocznych Kwadrantydéw.

W styczniu bedziemy mogli zaobserwowaé tez
koniunkcje, czyli sytuacje, w ktérych dwa ciata niebieskie
zblizaja si¢ na niewielkie odleglosci na tle nieba.

8 I spotkaja sie Ksiezyc z Jowiszem. Okoto 19:30 pojawig
si¢ 7° nad wschodnim horyzontem, o 02:01 osiagna
najwyzszy punkt na niebie, 53° nad potudniowym
horyzontem, a nastepnie o 07:16 znikna na wysokosci

19° nad zachodnim horyzontem w $wietle wschodzacego
Stonca. Kolejna para, Ksiezyc i Saturn, spotka sie 16 I,
cztery godziny przed wschodem Stonca, nisko nad
poltudniowym horyzontem, natomiast Ksiezyc z Marsem
23 I okolo godziny 17:30, 20° nad poludniowo-zachodnim
horyzontem. Wszystkie te zjawiska mozemy obserwowaé
nieuzbrojonym okiem.

Czytelnik Wyposazony W Lornetke powinien koniecznie
zwrdcié uwage na komete C/2014 Q2 (Lovejoy), ktéra
10 T osiagnie jasno$¢ okolo 4,3 wielkosci gwiazdowej

(w gwiazdozbiorze Byka). Tego dnia warunki do jej
obserwacji beda najbardziej korzystne.

Magda OTULAKOWSKA-HYPKA
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Jak wida¢ na rysunku 3, zdarzenia B i C
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Wzdtuz czy w poprzek?
Joanna JASZUNSKA

Oto dwa zupelnie niepodobne zadania, ktére mozna rozwiaza¢ w zaskakujaco
podobny sposéb. W obydwu przypadkach rozwiazanie okazuje sie¢ znacznie
prostsze, niz mozna by sie w pierwszej chwili spodziewac.
1. Na pewnej rzece jest 6 wysp i 13 mostéw zwodzonych, jak na rysunku 1.
Kazdy z mostéw jest podniesiony z prawdopodobienstwem 1/2. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze da si¢ przejs¢ z jednego brzegu rzeki na drugi?
2. Wykaz, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej z € (0,1) oraz dowolnych
dodatnich liczb calkowitych n, k zachodzi nieréwnosé

A—z""+ (1 -1 -2 >1

Rozwiazania

R1. Niech C oznacza zdarzenie: da sie przejsé pomiedzy brzegami rzeki.
Poszukujemy P(C), czyli prawdopodobiefistwa tego zdarzenia.

Wyobrazmy sobie, ze rzeka plynie statek o wysokim maszcie, ktéry nie zmiesci
sie pod opuszczonymi mostami. Na rysunku 2 kolorem oznaczono ,,0bszary”
wodne i polaczenia pomiedzy nimi. Zauwazmy, ze ta czesé rysunku obrécona

0 90° wyglada tak samo, jak czesé czarno-szara (ilustrujaca potencjalne drogi
pieszego). Co wiecej, w obu przypadkach kazdy most jest w ,sprzyjajacej”
pozycji z takim samym prawdopodobienstwem, réwnym 1/2.

Niech S oznacza zdarzenie: statek moze przeplyngé pomiedzy punktami D i G.
Wobec powyzszej obserwacji, P(S) = P(C).

Jesli cztowiek moze przejsé pomiedzy brzegami rzeki, czyli sa one polaczone
pewna droga prowadzaca przez mosty i wyspy, to statek nie moze przeptynaé
wzdluz rzeki. Analogicznie, jesli cztowiek nie moze przejsé, to brzegi nie sa
polaczone, co oznacza, ze istnieje linia, ktéra je rozdziela i statek moze taka
wlasdnie trasa przepltynacé.

Stad wniosek, ze zawsze zachodzi dokladnie jedno sposréd zdarzen C'i S, czyli sa
to zdarzenia przeciwne. Zatem P(C) 4+ P(S) = 1, wiec wobec wczesniejszej
obserwacji, ze P(S) = P(C), uzyskujemy wynik P(C) =1/2. O

R2. Rozwazmy szachownice o n wierszach i k£ kolumnach, ktorej kazde pole
pomalowano na czarno z prawdopodobienstwem x, a z prawdopodobienstwem
1 — z pozostawiono biale (rys. 3). Prawdopodobienstwo, ze wybrany wiersz jest
caly czarny jest wowczas réwne x* (bo kazde z k pél musi byé czarne), wiec
prawdopodobiefistwo, Ze istnieje w nim biate pole wynosi 1 — 2*.

Niech B oznacza zdarzenie: w kazdym wierszu jest co najmniej jedno biate pole.
Wierszy jest n; wobec powyzszej obserwacji P(B) = (1 — 2*)™. Analogicznie
niech C oznacza zdarzenie: w kazdej kolumnie istnieje pole czarne, wéwczas

P(C) = (1 — (1 — z)")*.

Jesli nie zachodzi zdarzenie B, czyli nie jest prawda, ze w kazdym wierszu jest
biale pole, to istnieje wiersz o wszystkich polach czarnych. Wtedy na pewno
w kazdej kolumnie jest czarne pole (choéby z tego wladnie wiersza), czyli
zachodzi zdarzenie C'. Wobec tego zawsze zachodzi co najmniej jedno sposrdd
zdarzen B i C, stad P(B) +P(C) > 1, czyli (1 —2F)" + (1 — (1 —2)")* > 1. O

Zadanie domowe

3. Dane sg dodatnie liczby catkowite n, k oraz takie nieujemne liczby rzeczywiste
i, Yi, ze x; +y; = 1 dla kazdego ¢ = 1,2, ..., k. Wykaz, ze zachodzi nieréwnosé

(I—m@g o)+ (1 =y )1 —yy) ... (1 —yp) > L.
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