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Model ruchu planety P wokét Ziemi Z
w systemie Ptolemeusza. Wigkszy okrag
to deferent, mniejszy to epicykl. Punkt X
oznacza ekscentryk, czyli srodek
deferentu, ktéry nie pokrywa sie

z polozeniem Ziemi. Punkt E oznacza
ekwant. Deferent nie obraca si¢
jednostajnie, lecz w taki sposéb, ze
predkosé katowa ruchu srodka epicyklu
wzgledem ekwantu jest stata. Epicykl
obraca si¢ jednostajnie wokoét

swojego $rodka.

*Wydzial Matematyczno-Przyrodniczy,
Uniwersytet Kardynata
Stefana Wyszynskiego

Modelowanie rzeczywistosci
i mechanika nieba

Szymon CHARZYNSKI®

Kiedy znajdujemy si¢ w nowym, nieznanym towarzystwie, czesto przychodzi nam
odpowiadaé na pytanie ,,Czym sie zajmujesz?”. Pierwsza spontaniczna reakcja

na odpowiedz autora ,Jestem fizykiem teoretykiem” najczesciej brzmi ,Nienawidzilam
fizyki w szkole i nigdy jej nie rozumiatam”, ale dla podtrzymania rozmowy pada czesto
pytanie ,A na czym polega twoja praca?”’. OdpowiedZ techniczno-operacyjna brzmi:
,Czytam artykuly i ksigzki, uczestnicze w seminariach i konferencjach, robie obliczenia
na kartce i komputerze i pisz¢ artykuty do czasopism naukowych”. Poza tym, ze ten
opis przemilcza, jak wiele wysitku wspétczesnego badacza jest marnotrawione na
zmaganie si¢ z biurokracja, to jest on w zasadzie prawdziwy, ale nie wyjasnia, czemu ta
aktywnosé fizyka teoretyka wlasciwie stuzy. Spréobujmy zatem zastanowié¢ sie gtebiej
nad tym, czym wladciwie zajmuje sie fizyka teoretyczna, w razie gdybySmy musieli
odpowiedzie¢ na pytania bardziej dociekliwego rozméwcy.

Historycznie fizyka wywodzi sie, jak wszystkie dziedziny nauki, z filozofii, czyli préby
zrozumienia $wiata, w ktérym zyjemy. Na ten Swiat sktadaja sie obiekty o bardzo
réznym stopniu zlozonosdci. Mozna zaryzykowaé stwierdzenie, ze fizyka (w odréznieniu
od innych nauk przyrodniczych, takich jak chemia czy biologia) zajmuje sie obiektami
najmniej skomplikowanymi. Metodologia fizyki opiera si¢ na dwéch fundamentach:
przeprowadzaniu powtarzalnych doswiadczen i tworzeniu matematycznych modeli
stuzacych do zwieztego i ilosciowego opisywania wynikéw tych do$wiadczen. Fakt, ze te
fundamenty sa dwa, jest zrédlem podziatu srodowiska fizykdéw na dwie grupy:
do$wiadczalnikéw i teoretykéw. O ile przecietnemu czlowiekowi latwiej jest wyobrazié
sobie prace doswiadczalnika, ktory w biatym kitlu wykonuje w wielkim laboratorium
eksperymenty za pomoca skomplikowanych urzadzen, to trudniej jest chyba uchwycié
istote pracy fizyka teoretyka.

Teoretyk tworzy modele matematyczne zjawisk, ale jak on to robi? Skad one si¢ biora?
Skoro juz mamy dobry model, to po co nieustannie ksztalci sie za publiczne pieniadze
nowe zastepy fizykéw teoretykéw, a potem ich utrzymuje? Po co tworzyé wciaz nowe
modele? Otéz fizyka nie jest nauka skonczona. To, jak sie rozwija i jak dokonuje si¢
postep w modelowaniu rzeczywistosci, przesledzimy na przykladzie ewolucji pogladu
ludzko$ci na mechanike nieba i budowe Ukladu Stonecznego.

Starozytni Grecy przez stulecia rozwijali metody modelowania obserwowanego
nieregularnego ruchu planet na niebie. Eudoksos z Knidos w IV wieku p.n.e.
wprowadzil pojecie sfer niebieskich obracajacych sie wokdt Ziemi wraz

z przyczepionymi do nich planetami. Hipparch z Nikei wprowadzil pojecie epicykli

i deferentow. Ptolemeusz rozwinal i udoskonalil ten model w II wieku n.e., dodajac
miedzy innymi pojecie ekwantu. Nie wiadomo, jak bardzo badacze ci wierzyli w to, ze
ich model opisuje to jak jest naprawde, a na ile traktowali go tylko jako narzedzie
pozwalajace oblicza¢ z wyprzedzeniem zjawiska astronomiczne. Wydaje sie jednak, ze
twoércy modelu geocentrycznego, zwanego rowniez modelem Ptolemeusza, ktory to
model zostal w Europie na wiele stuleci oficjalnie obowiazujacym dogmatem, zdawali
sobie dobrze sprawe z jego niedoskonatosci i mieli z pewnoscig mniej nabozny do niego
stosunek niz ci, ktérzy wiele wiekéw pdzniej byli gotowi surowo karaé¢ préobujacych
wprowadzaé do tego modelu pewne modyfikacje.

Tutaj na scene wkroczyt Mikotaj Kopernik, ktory sie odwazyt pomysle¢ inaczej. Jego
praca O obrotach sfer niebieskich bylta niewatpliwie wielkim przelomem, ale co
wtlasciwie Kopernik zrobil? Znana powszechnie rymowanka, ze ,wstrzymat Storice,
ruszyl Ziemie, polskie wydalo go plemie¢” wiecej wlasciwie zaciemnia, niz wyjasnia.
Zaréwno przed, jak i po publikacji dzieta Kopernika Stonce i planety poruszaty sie
wedltug tych samych regul, ktérych wyjasnienia choéby zblizonego do wspdlczesnego
rozumienia mechaniki nieba nie zawierato ani dzieto Kopernika, ani Ptolemeusza.

W dodatku Kopernik nie odrzucit catkowicie modelu Ptolemeusza, a jedynie go
zmodyfikowal. Pojeciowo oba modele sa bardzo podobne. W obu wystepuja sfery,
deferenty, epicykle, czyli w obu modelach prébuje sie sktadaé nieregularne ruchy ciat
niebieskich z ruchéw po okregach. Réznica polega na tym, ze w modelu Kopernika
srodek uktadu znajduje si¢ w Stonicu, a nie w Ziemi, jak w modelu Ptolemeusza. Zaleta
modelu Kopernika bylo to, ze byt on mniej zlozony, sktadal sie z mniejszej liczby
epicykli. Aby obliczy¢ przyszte polozenie planety na niebie z podobng precyzja, jak
przy uzyciu modelu Ptolemeusza, wystarczalo wykonaé¢ mniej rachunkéw. Byt to
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Prawa Keplera:

1. Planeta obiega Stonce po orbicie
w ksztalcie elipsy. Storice znajduje sie
w jednym z ognisk elipsy.

2. W réwnych odstepach czasu promien
wodzacy planety, poprowadzony
od Stonca, zakresla réwne pola.

3. Stosunek Tz/(f’7 gdzie T jest okresem
obiegu, natomiast a jest dlugoscia
wielkiej pétosi elipsy (patrz rysunek),
jest taki sam dla wszystkich planet
Uktadu Stonecznego.

Wyprowadzenie prawa powszechnego
cigzenia z praw Keplera mozna znalezé
w Wykladach z historii matematyks,

M. Kordosa, rozdz. XIII, str. 154, Script,
2010.

Obserwowana aktualnie precesja
peryhelium orbity Merkurego wynosi
574,10 £ 0,65 sekund tuku na stulecie.
Przewidywania teoretyczne daja w sumie
wielko$é 574,64 £ 0,69 sekund tuku

na stulecie. Na te przewidywania sktadaja
sie dwa gléwne efekty (wszystkie wielkosci
w sekundach tuku na stulecie):
oddzialywanie grawitacyjne innych planet
(531,63 £ 0,69), poprawki relatywistyczne
(42,98 + 0,04).

niewatpliwie postep w modelowaniu. Dzieto Kopernika wzbudzalo jednak wielkie
kontrowersje, poniewaz godzito w swiatopoglad wielu wptywowych oséb i, co gorsza,
obrazato ich, jak bysSmy dzi$ powiedzieli, uczucia religijne. W efekcie zamieszania, jakie
wywotal Kopernik, dokonal si¢ pewien przetom w filozofii, kulturze, religii i temu
gtownie Kopernik zawdziecza swa stawe, a nie temu, ze uproscit jakies

metody rachunkowe.

Empirycznych dowodéw obalajacych dogmat, ze wszystko musi krazy¢ wokét Ziemi,
dostarczyt Galileusz, dokonujac pierwszych obserwacji astronomicznych za pomoca
teleskopu, w ktorym zobaczyl cztery plamki poruszajace si¢ po odcinku w poblizu
Jowisza. Byty to ksiezyce Jowisza. Trudno bylo dalej udawad, ze kraza one wokot
Ziemi, ale jako$ przypadkiem wygladalo, jakby krazyly wokél Jowisza. Galileusz
zaobserwowal réwniez fazy Wenus (analogiczne do faz Ksiezyca), co jednoznacznie
pokazywalo, ze Wenus czasem jest blizej (kiedy o$wietlona jest niewielka cze$é jej
tarczy), a czasem dalej od Ziemi niz Storice (wiekszo$é tarczy jest wtedy oswietlona).

Postep w modelowaniu trwal dalej. Kepler, opierajac si¢ na bardzo doktadnych
obserwacjach Tycho Brahego, zauwazyt, ze duzo lepszym modelem orbity planety niz
hierarchia okregéw poprzyczepianych jeden do drugiego jest elipsa, z centrum
przyciggania umiejscowionym w jednym z jej ognisk. Dostrzegt prosta zaleznosé¢ miedzy
odlegloscia planety od centrum a okresem obiegu. Zauwazyt, ze planeta zblizajac sie

do centrum, przyspiesza, a oddalajac sie, zwalnia. Swoje obserwacje zamknal w formie
bardzo prostych matematycznych praw, ktérych wszyscy uczymy sie do dzi§ w szkole.

Zaden ze wspomnianych do tej pory modeli nieba nie zawieral sensownej odpowiedzi
na pytanie, dlaczego orbity planet wygladajg tak, a nie inaczej. Isaac Newton
wprowadzit do tych rozwazan zupeinie nows jako$¢. Odpowiedzial na to pytanie:
planety kraza po orbitach eliptycznych dlatego, ze przyciagaja sie z sila odwrotnie
proporcjonalna do kwadratu odlegtoéci. Wyprowadzit prawa Keplera ze swojego prawa
powszechnego ciazenia. Potrafil réwniez przeprowadzi¢ rozumowanie w przeciwna
strone: wyprowadzi¢ prawo powszechnego ciagzenia z praw Keplera. Wydawaé by sie
mogto, ze skoro prawa Keplera i tak juz byly znane, to matematyczne sztuczki Newtona
nie wnosza niczego nowego. Nic bardziej mylnego. Dzicki Newtonowi zrozumienie
mechaniki nieba (i nie tylko nieba) przeniosto sie na zupelnie inny poziom. Newton
pokazal, ze sita, ktora powoduje, iz przystowiowe jabtko spada z drzewa na glebe, jest
w swojej istocie ta sama sila, ktéra utrzymuje Ksigzyc na orbicie wokoét Ziemi

(o unifikacji, jaka wykonal Newton, pisaliSmy w artykule Spadajgecy Ksiezyc

w poprzednim numerze). Zrozumienie, ze nie ma innych praw w niebie, a innych

na Ziemi, stanowito wielki przetom myslowy. Wglad, jaki daje teoria Newtona, wykracza
daleko poza prawa Keplera, réwniez w wymiarze praktycznym. Pozwala, na przyktad,
planowaé skomplikowane orbity sond kosmicznych przelatujacych w poblizu wielu ciat
niebieskich (patrz artykutl z poprzedniego numeru, Proca grawitacyjna).

Mozna by si¢ zastanawiaé, ze skoro Newton juz wszystko zrozumial, przeliczyl w te

i we w te, to po co dalej zajmowaé si¢ mechanika i grawitacja? Znalezli sie tacy, co sie
zastanawiali i tworzyli ciagle nowe matematyczne modele. Z jednej strony za sprawa
np. Lagrange’a i Hamiltona powstaly nowe matematyczne sformutowania tej samej
teorii, ktére pdzniej leglty u podstaw innych teorii (mechaniki kwantowej, teorii pola,
geometrii symplektycznej), z drugiej strony teoria Newtona zostala juz dosyé dawno
obalona i znaleziono lepszg teorie¢ dynamiki i grawitacji. Dokonal tego Albert Einstein.

Bardzo doktadne pomiary pod koniec dziewietnastego wieku wykazaly, ze obserwowana
orbita Merkurego minimalnie si¢ rézni od przewidywan modelu opartego na teorii
Newtona. O$ symetrii elipsy, po ktérej krazy Merkury, minimalnie sie obraca. Ruch ten
daje sie czesciowo wyjasni¢ oddzialywaniem z innymi elementami Uktadu Stonecznego
w ramach teorii Newtona, ale pozostaje drobna niezgodnosé. Ogélna Teoria
Wzglednosci Einsteina (OTW) wypelnia te luke i dostarcza ostatniego elementu
uktadanki, potrzebnego do zbudowania modelu Ukladu Stonecznego. Przy precyzji,
jaka dysponujemy, nie obserwuje si¢ aktualnie w Ukladzie Stonecznym odstepstw

od przewidywan OTW. Zaden fizyk teoretyk nie powie jednak, ze OTW jest teoria
ostateczna, a mechanika nieba nie ma juz przed nami tajemnic. Wrecz przeciwnie,
ciagle trwajg intensywne prace nad jej modyfikowaniem, uogélnianiem, unifikacja,

z teoria kwantéw itp.

ZakonczyliSmy zatem przeglad historyczny na temat mechaniki nieba, pokazujacy
na tym przyktadzie, jak powstajg i ewoluuja modele otaczajacej nas rzeczywistosci.
Czytelnika, ktéry uczy si¢ teraz w szkole zasad dynamiki Newtona, moze niepokoié
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Predkosé protonu rozpedzonego w LHC
do energii 7 TeV jest rowna 0,999999991 ¢,
gdzie ¢ oznacza predko$é swiatta.

Do predkosci §wiatta brakuje mu zatem
jedynie okoto 3m/s. Zastosowanie
newtonowskiego wzoru na energie
kinetyczna %m'u2 do protonu
poruszajacego si¢ z tg predkoscig daje
bledny wynik — ponad 7000 razy za maly.

Relatywistyczny wzér na energie czastki
ma postaé:

mc2

1= (w/e?

Rozwijajac go w szereg potegowy
wzgledem parametru (v/c)?,
otrzymujemy:

E =

gdzie pierwszy wyraz jest stalg trudna
do wykrycia przy malych energiach,
drugi jest klasycznym wzorem na energie¢
kinetyczna, a poczawszy od trzeciego
wyrazu kolejne sktadniki sumy sa
proporcjonalne do coraz wyzszych poteg
parametru (v/c)?. Zaniedbujac wyrazy
szeregu, poczawszy od trzeciego,
otrzymujemy w granicy v/c — 0
newtonowski wzoér na energie kinetyczna
ze wzoru relatywistycznego,

z dokladnoscia do nieistotnej stalej.
Przyklad ten ilustruje, jak z ogdlniejszego
modelu otrzymuje si¢ réwnania modelu
uproszczonego poprzez zaniedbanie
pewnych efektéw — w tym przypadku
stosujac przyblizenie malych predkosci.

Dla protonéw w LHC stosunek v/c jest
bliski 1 i wyrazéw proporcjonalnych
do jego wysokich poteg nie mozna
zaniedbad, tak jak mozna to robié¢ dla
roweru czy samochodu.

yA
@% TGNE

stwierdzenie, ze teoria Newtona zostala obalona, a dalej uczg jej w szkole. Uzycie tego
sformutowania przez autora jest pewnym naduzyciem, ktére wymaga wyjasnienia

i pozwoli podkreslié bardzo istotng kwestie dotyczaca zaleznosci miedzy réznymi
modelami czy teoriami.

Astronomowie obserwuja zjawiska sprzeczne z teorig grawitacji Newtona i zgodne

z przewidywaniami OTW, takie jak wspomniana precesja orbity Merkurego,
zaciesnianie sie orbit par pulsaréw itp. Nie tylko w odleglym kosmosie zachodza
zjawiska sprzeczne z teoria Newtona. Na Ziemi réwniez. Protony rozpedzane

w akceleratorze w LHC nie stosuja si¢ do zasad dynamiki Newtona. Przyspieszenie
protonu lecacego z predkoscia bliska predkosci swiatta nie jest proporcjonalne

do przylozonej sity. Jego energia kinetyczna nie jest proporcjonalna do kwadratu
predkosci. Zeby wlasciwie modelowaé ruch tych protonéw, trzeba uzywaé dynamiki
relatywistycznej, ktora zawdzieczamy Einsteinowi. Dlaczego wiec ciagle w szkole uczy
sie zasad dynamiki Newtona i praw Keplera, skoro wiadomo, ze te teorie nie zawsze
dajg wlasciwe przewidywania? Odpowiedz tkwi w sformutowaniu nie zawsze.

Co oznacza, ze teoria Newtona nie zostala obalona, a jedynie ograniczony zostal zakres
jej stosowalnosci. Czasem dziata. Modele oparte na zasadach dynamiki Newtona bardzo
dobrze sprawdzaja sie do opisu ruchu samochodéw, roweréw czy samolotéw. Opis
takich zjawisk za pomoca mechaniki relatywistycznej datby w bardzo dobrym
przyblizeniu te same przewidywania ilo$ciowe — w praktyce nierozrdznialne, bytby
jednak duzo bardziej skomplikowany rachunkowo. A skoro mozna to samo obliczyé
prosciej, to po co sie meczy¢é? W granicy predkosci matych w poréwnaniu z predkoscig
Swiatla i stabych pdl grawitacyjnych OTW daje przewidywania praktycznie
nieodroéznialne od teorii Newtona. Dlatego anomalne zachowanie odkryto w przypadku
Merkurego, ktory krazy najblizej Stonca, gdzie pole grawitacyjne jest najsilniejsze.

Widzimy zatem, ze postep w fizyce, polegajacy na odkryciu lepszego modelu,

nie zawsze oznacza odrzucenie starego. Zwykle oznacza wyznaczenie granic jego
stosowalno$ci. Nawet gdyby$my zaobserwowali zjawiska sprzeczne z OTW, to

nie oznaczaloby to wymazywania jej z podrecznikéw fizyki, tak jak istnienie
eksperymentéw sprzecznych z teoriag Newtona nie przeszkadza uczy¢ jej kolejne
pokolenia uczniéw gimnazjum. Ewentualne wykrycie czastek nadswietlnych réowniez

nie doprowadziloby do wyrzucenia teorii wzglednosci na sSmietnik, jak sugeruja od czasu
do czasu nagléwki gazet (pisal o tym A. Dragan w numerze 8/2013). Wrecz przeciwnie,
gdyby udalo si¢ zaobserwowaé odstepstwa od OTW, to srodowisko fizykéw przyjetoby
to z radodcia. Zwlaszcza tych fizykow teoretykéw, ktérzy od lat zajmuja sie teoria
kwantowej grawitacji, poniewaz prébuja tworzy¢ model, ktéry w zasadzie zadnego
obserwowanego zjawiska nie modeluje (mozna by zapytaé: po co to robia?).

Jak widaé na przytoczonych przyktadach, fizyka jest zbiorem wielu teorii modelujacych
rézne fragmenty otaczajacej nas rzeczywistosci. Fizyk prébujacy stworzy¢ model
jakiego$ konkretnego procesu czy zjawiska musi czesto dokonywaé nietatwego wyboru,
jaki rodzaj modelowania zastosowadé, ktére efekty mozna zaniedbaé, a ktérych nie. Musi
szukaé opisu wystarczajaco doktadnego, a jednoczeénie nie nazbyt skomplikowanego,
tak aby dato si¢ go w ogéle stosowac. Nieuniknione jest stosowanie przyblizen

i kompromiséw miedzy tym, co bySmy chcieli obliczy¢, a tym, co sie da obliczy¢.

Te przyblizenia i kompromisy sg czesto przedmiotem sporéw i po to sa seminaria

i konferencje, tworzone modele sg w najlepszym przypadku tylko przyblizonym opisem
jakiego$ wycinka rzeczywistosci, a kazdy modelik wymaga publikacji w oddzielnym
artykule. Jednak to, co teoretykéw ,kreci” najbardziej, to poszukiwanie prostych,
unifikujacych wiele zjawisk regul, przenoszacych nasze zrozumienie podstawowych praw
przyrody na wyzszy poziom, tak jak uczynili to Newton i Einstein. To dlatego tylu
ludzi Sleczy nad kwantowa grawitacja, bo tam, miedzy innymi, takiego gltebszego
zrozumienia ciggle nam brakuje.

Sita napedows fizykéw jest ciekawosé i cheé zrozumienia. Skutkiem ubocznym
tworzenia coraz lepszych modeli fragmentéw rzeczywistosci jest postep techniczny, jaki
sie dokonuje na naszych oczach. To, co widaé, jest prawdopodobnie dopiero poczatkiem
rozwoju naszej cywilizacji. Warto wigc, aby fizycy teoretycy dalej tworzyli swoje modele
(nawet nieobserwowanych jeszcze zjawisk). Natomiast wspétczesni uczniowie powinni
sig cieszy¢, ze ucza si¢ prostych zasad dynamiki Newtona, poniewaz niewykluczone,

ze po ktoérejs z kolei reformie edukacji (gdy bezrobotny fizyk teoretyk trafi do
Ministerstwa Edukacji) fizyka w gimnazjum bedzie sie zaczynata od szybkiego kursu
geometrii rézniczkowej i réwnan pola Einsteina, a teoria Newtona bedzie wprowadzona
jako szczegdlny przypadek graniczny stabych pél grawitacyjnych i matych predkosci.
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Analiza, Dedekind i Cantor Piotr MANKIEWICZ

Sztuka w trzech aktach z prologiem i epilogiem

Kresem gérnym zbioru A nazywamy taka
najmniejsza liczbe rzeczywista z, ze dla
kazdego a € A zachodzi a < x. Kres gérny
zbioru A oznaczamy zwykle przez sup A.

pdg

-

Zbiér nieskonczony A nazywa si¢
przeliczalnym, jezeli istnieje funkcja
przeksztalcajgca zbiér liczb naturalnych
na ten zbior.

Przyktad podciata, w ktérym nie kazdy
ograniczony podzbiér ma kres gérny,
tworzg liczby wymierne.

Delta 7/1977

Prolog. Rzecz dotyczy pytania: na ile Dedekind jest potrzebny Analizie?

Akt 1. Zawigzanie akcji, czyli co to jest Analiza
i co ma z tym wspdlnego Dedekind; pojawienie sie Cantora.

Cialo R liczb rzeczywistych, ktére poznajemy (a raczej powinniSmy poznaé) w szkole
$redniej, jest opisane pewnym uktadem aksjomatéw. Aksjomaty te mozna podzieli¢

na dwie klasy; pierwsza klase stanowig wszystkie aksjomaty z wyjatkiem jednego

— tzw. Aksjomatu Dedekinda. Aksjomaty pierwszej klasy maja charakter
arytmetyczno-porzadkowy. Mdéwia one m.in., ze dzialania arytmetyczne na liczbach
rzeczywistych sa taczne, przemienne, ze odejmowanie jest wykonalne zawsze, a dzielenie
— tylko przez liczby rézne od 0; Ze mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania; ze
dodawanie i mnozenie przez liczby dodatnie zachowuja porzadek (tzn. nieréwnosei) itd.
Cechg wspdlna tych aksjomatow jest to, ze mdéwia one o wlasnosciach liczb
rzeczywistych. Zupetnie inny charakter ma Aksjomat Dedekinda. Opisuje on pewna
wlasnos$é podzbioréw liczb rzeczywistych.

Mianowicie:
Aksjomat Dedekinda. Kazdy ograniczony podzbior liczb rzeczywistych ma kres gérny.

Nieco trudniej jest powiedzieé, co to jest Analiza. Najlepsze okreslenie, jakie potrafie
wymyslié, jest nastepujace: Analiza jest to zbiér twierdzen, dajacych sie wyprowadzié
z aksjomatéw ciata liczb rzeczywistych, opisujacych pewne wtasnosci funkcji
o warto$ciach rzeczywistych okreslonych na podzbiorach liczb rzeczywistych.

Najtatwiej wyjasni¢, o jakie wlasnosci tutaj chodzi, na przyktadzie dwoch
podstawowych twierdzen Analizy.

Twierdzenie 1 (Darboux). Jezeli funkcja ciggla f : {a,b) — R przyjmuje na koticach
przedzialu (a,b) wartosci réznych znakéw, to wewngtrz przedzialu istnieje taka liczba c,
ze f(c) =0.

Twierdzenie 2 (Lagrange). Jezeli funkcja ciggla f : (a,b) — R jest rézniczkowalna
wewngtrz przedzialu {(a,b), to wewngtrz tego przedzialu istnieje taki punkt c, zZe

f) = fla) = f'(c) - (b—a).

Zanotujmy jeszcze jedno twierdzenie Analizy.

Twierdzenie 3 (Cantor). Cialo liczb rzeczywistych nie jest przeliczalne.

Akt II. Czy wszystkie liczby rzeczywiste sq rzeczywiscie potrzebne,
czyli tragiczny koniec Analizy.

Zeby zobaczyé, co sie stanie z Analiza, kiedy zabraknie Aksjomatu Dedekinda, wezmy
dowolne mniejsze podciato [P ciata liczb rzeczywistych, tzn. taki zbiér liczb, w ktérym
spelnione sa wszystkie aksjomaty nalezace do pierwszej klasy. Poniewaz P C R, wiec
istnieje g € R\ P. Niech a i b beda takimi liczbami rzeczywistymi nalezacymi do P, ze
a < xo < b (takie liczby musza istnieé!). Niech A ={z € P:a <z < zo}. A jest
zbiorem ograniczonym. W ciele P nie jest spelniony Aksjomat Dedekinda, gdyz z tego,
ze sup A = xo i zo € P, wynika, iz w ciele P zbiér A nie ma kresu gérnego. Gdyby
Twierdzenia Analizy nie zalezaly od Aksjomatu Dedekinda, tzn. dawaly sie
wyprowadzié¢ z aksjomatow nalezacych do pierwszej klasy, to poniewaz P spetnia
wszystkie aksjomaty nalezace do pierwszej klasy, bylyby one prawdziwe dla funkcji
okredlonych na podzbiorach P o wartosciach w P. Tak jednak nie jest. Np. okreslmy
funkcje f : (a,b)p — P, gdzie (a,b)p oznacza odcinek domkniety w P,

tzn. (a,byp = {z € P: a < z < b}, wzorem

-1 dlaa <z < o,
f(a:>—{ ’

1 dlazg<z<b.
Fatwo mozna zauwazyé, ze spelnia ona zalozenia twierdzen 1 i 2, natomiast tezy tych
twierdzen nie zachodza. Z definicji f wynika, ze f(c) # 0 dla kazdego ¢ € (a, b)p, takze
teza twierdzenia 2 nie moze zachodzié, gdyz f'(c) = 0 dla kazdego c € (a,b)
i f(b) — f(a) =2.
Poniewaz cala nasza konstrukcja wynikta z faktu, ze istnieje zo & P, z rozwazan
powyzszych mozna wyciagnaé
Whiosek 1. Kazda liczba rzeczywista jest rzeczywiscie potrzebna Analizie.
7 drugiej strony mozna pokazaé, ze rezygnacja z Aksjomatu Dedekinda spowoduje

nie tylko ,zawalenie sie” twierdzen 1 i 2. Rezygnacja taka spowoduje tragiczny koniec
Analizy — zawali sie w niej praktycznie wszystko. Zostang tylko nieciekawe ruiny.
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Akt III. Cudowne ocalenie Analizy, czyli liczby i funkcje definiowalne.

Cale nieszczescie wynikneto z tego, ze chcieliSmy z jednej strony zmniejszy¢ zbiér

liczb w Analizie, a z drugiej strony — pozostawi¢ zbiér funkcji praktycznie bez zmian.
Zawalenia sie Analizy mozna uniknaé, jezeli odpowiedniemu zmniejszeniu zbioru liczb
towarzyszy odpowiednie zmniejszenie zbioru funkcji. Oto jeden z takich sposobéw. Niech
D bedzie podzbiorem liczb rzeczywistych, ztozonym z liczb definiowalnych za pomoca
dzialan arytmetycznych, liczb naturalnych, zbioru liczb naturalnych, indukcji i kresu
gornego (tzn. z liczb, ktére mozna  konkretnie” zdefiniowaé za pomoca tych pojec).
FLatwo mozna wykazaé, ze D jest podciatem ciala liczb rzeczywistych. Np. zeby
wykazadé, ze jezeli x € D, to z = 1/x € D, wystarczy zauwazy¢, iz liczbe z mozna
zdefiniowaé nastepujaco:

»2 jest jedyng liczbg, takq ze z - x = 1, gdzie = jest zdefiniowane przez ...”

Kazda z tych ,konkretnych” definicji jest
zdaniem zbudowanym ze skonczonej ilosci
znaczkéw, a do dyspozycji mamy w ogdle
skonczong ich iloéé. Ciggdédw skonczonych
o wyrazach ze skofczonego zbioru —

a zatem i ,konkretnych” definicji jest
przeliczalna ilosé.

twierdzenie 3).

Poniewaz zbiér wszystkich ,konkretnych” definicji jest przeliczalny, zatem cialo D jest
przeliczalne; a wiec D jest istotnie mniejsze niz ciato liczb rzeczywistych (por.

Umoéwmy sie, ze przez podzbiér ciala D bedziemy rozumieli podzbiér D definiowalny
za pomocg pojecia ,liczby definiowalne” i poje¢ wymienionych wyzej. Mozna udowodnié,

ze dla ciala D i jego podzbioréw (definiowalnych) spetniony jest Aksjomat Dedekinda,
tj. kazdy ograniczony podzbidér definiowalny w D ma kres gérny nalezacy do D.

definiowalne.

Whniosek 2. Cialo D spelnia wszystkie aksjomaty ciala liczb rzeczywistych
(przy interpretacji: podzbiér = podzbidér definiowalny).

Rozwazmy wszystkie funkcje definiowalne z R w R.

Twierdzenie 4. Kazda funkcja definiowalna przeprowadza liczby definiowalne w liczby

Dowdéd. Jezeli x jest liczba definiowalna, a f jest funkcja definiowalna, to definicja

z = f(x) wyglada nastepujaco:

»2 jest jedynq liczba rzeczywistq, takg ze z = f(x), gdzie f jest zdefiniowane przez ...,
a x jest zdefiniowane przez ..

”

Zatem jezeli ograniczymy sie¢ do liczb, podzbioréw i funkcji definiowalnych, to

w otrzymanym modelu spelnione beda wszystkie aksjomaty ciata liczb rzeczywistych,
a wiec prawdziwe beda wszystkie twierdzenia Analizy (bo mozna je z tych aksjomatéw
wyprowadzi¢). Nazwijmy sobie te teorie Analiza Definiowalna.

Whiosek 3. Mimo zmniejszenia ciala liczb rzeczywistych Analize udalo sie jednak

uratowad.

Zbiér funkeji w Analizie Definiowalnej
jest wystarczajaco obszerny. Funkcji tych
wystarczy inzynierom, by mogli budowad
domy, mosty, a nawet pojazdy kosmiczne.
Wystarczy ich takze matematykom.

Tak naprawde to funkcji tych wystarczy
wszystkim. Nikt z nas nie ma zadnej
szansy spotkac¢ si¢ z funkcja
niedefiniowalng w praktyce. Dlaczego?

liczby rzeczywiste

funkcje
itd ...

podzbiory liczb rzeczywistych —

Whniosek 4. W obrebie Analizy Definiowalnej wszystkie twierdzenia Analizy sq
prawdziwe przy nastepujgcej interpretacyi:

—  liczby rzeczywiste definiowalne
definiowalne podzbiory liczb definiowalnych
—  funkcje definiowalne

W szczegdlnosei, w obrebie Analizy Definiowalnej prawdziwe jest twierdzenie 3
(poréwnaj definicje zbioru przeliczalnego). To znaczy, ze zachodzi

Twierdzenie 5 (Cantora dla Analizy Definiowalnej). Cialo D nie jest przeliczalne.

Epilog. Zaskakujace konsekwencje, czyli jak przeliczalnosé zbioru (i nie tylko ona) moze zalezeé od naszego obrazu Swiata.

Na poczatku aktu III stwierdziliSmy, ze ciato D jest
przeliczalne, na koncu zas tego samego aktu podali$émy
twierdzenie Cantora méwiace, ze cialo D nie jest przeliczalne.
Sprzeczno$é! Chcielismy ocali¢ Analize, a w efekcie utopiliSmy
Matematyke. Sprawa domaga si¢ wyjasnienia!

Wyjasnienie takie jest stosunkowo proste. To, czy pewien
zbiér A jest przeliczalny, czy nie, nie jest wlasnoscia
absolutna tego zbioru. Moze to w pewnych przypadkach
zalezeé od przyjetego obrazu (modelu) ,$wiata”. Mianowicie,
w naszym przyktadzie

1° w przypadku Analizy model zawieral duzo elementéw i duzo
funkcji — a wiec nic dziwnego, ze wéréd nich znalazla sie
funkcja f odwzorowujaca zbiér liczb naturalnych na zbiér D,
co spowodowalo, ze zbiér D z punktu widzenia Analizy
jest przeliczalny (poréwnaj definicje zbioru przeliczalnego),
2° w przypadku Analizy Definiowalnej model zawierat
mniej elementéw i mniej funkcji; twierdzenie Cantora dla
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Analizy Definiowalnej orzeka, iz tych funkcji jest tak malo,
ze nie znajduje si¢ wérdd nich zadna funkcja
odwzorowujaca liczby naturalne na D.

Poniewaz dodawanie jest ,efektywnie” wykonalne, wiec

w kazdym modelu analizy 2 4 2 musi si¢ réwnaé 4. Natomiast
przeliczalno$é zbioru nie jest efektywnie sprawdzalna.

To znaczy — nie istnieje skonczony algorytm pozwalajacy
rozstrzygnaé, czy dany zbiér jest przeliczalny, czy nie. Zdarza
sie, ze w przypadku takich nieefektywnych poje¢ odpowiedz
na pytanie zalezy od przyjetego modelu $wiata. I tak wtadnie
jest z przeliczalnoscia zbioru D. Podobnie nieefektywnym
postulatem jest uzywany w Geometrii Aksjomat Archimedesa:

Odktadajgc wielokrotnie na prostej dany odcinek a, mozemy
uzyskaé odcinek wiekszy od danego odcinka b.

I w tym przypadku odpowiedZ na pytanie, czy tak jest
naprawde, zalezy od przyjetego modelu Geometrii.



Podane tutaj rozréznienia i przyktady
inspirowane sa blogiem Sabine
Hossenfelder Backreaction, gdzie
wladajacy jezykiem angielskim Czytelnik
znajdzie m.in. znacznie obszerniejsza
dyskusje tego i pokrewnych tematow.

Modele, modelki, modeliki

Zdarza sie, niestety, ze odznaczajace sie lenistwem intelektualnym osoby, niekiedy

nawet w randze podsekretarza stanu, potrafia piekng koncepcje naukows, na przyktad
ewolucje biologiczna, zby¢ lekcewazacym ,to tylko teoria”. Nie od rzeczy bedzie zatem
przypomniec¢, co przyrodnik ma na mysli, kiedy uzywa stéw takich jak ,teoria” i ,model”.

Mozna powiedzieé, ze zadaniem nauk przyrodniczych jest budowanie modeli dla
obiektéw lub uktadéw obiektéw wystepujacych w rzeczywistosci. Modele te pozwalaja
zrozumieé — i przewidzie¢! — zmiany zachodzace w rzeczywistosci. Jest to mozliwe dzieki
istnieniu teorii, czyli zbioru ogdélnych regutl okreslajacych zachowanie elementéw modelu
oraz wiazacych te elementy z obiektami wystepujacymi w rzeczywistosci.

Sztandarowym przykladem modelu fizycznego jest Model Standardowy czastek
elementarnych. Okreslenie tego modelu polega na podaniu listy czastek wraz z ich
wlasnosciami takimi jak spin, tadunki oraz — jesli tadunki kilku czastek pozwalaja

na oddziatywania miedzy nimi — ,sily” tego oddzialywania. Reszta, czyli na przyktad
tym, jaki jest rozklad katowy fotonéw rozpraszanych na elektronach, czy mechanizmem
wiazacym kwarki w bariony i mezony, zajmuje si¢ lub zajmowaé si¢ powinna
odpowiednia teoria — w tym przypadku jest to kwantowa teoria pola. Teoria ta mogtaby
takze okresla¢ zachowanie jakiego$ zupelnie innego modelu, model taki nie miatby
jednak wiele wspdlnego z rzeczywistoscia. Innym przyktadem modelu jest standardowy
model kosmologiczny, zadany przez podanie czasoprzestrzeni o okreslonej, cho¢ nieco
naruszonej symetrii i listy sktadnikéw czasoprzestrzen te wypelniajacych. Ewolucja
takiego modelu zajmuje sie teoria — tutaj ogélna teoria wzglednosci wspomagana
gdzieniegdzie przez kwantows teori¢ pola.

Uczone przyktady mozna by mnozy¢. Nauka ma jednak to do siebie, ze czasem rozsadza
ramy, w ktérych filozofujacy naukowcy chcieliby jg zamknaé. Klasycznym — i wciaz
aktualnym — przyktadem sa losy pomystu nazwanego zasadg antropiczng oraz
pdzZniejszych inspirowanych nig idei. W Delcie juz ponad trzydziesci lat temu
przedstawilismy Czytelnikom artykut objasniajacy zasade antropiczna, pozostaje wiec,
zwlaszcza ku zbudowaniu Czytelnikéw od artykutu tego mtodszych, przypomnieé nieco
skrécona wersje, opatrujac jg refleksjami ,,pdéZnego wnuka” autora.

K.T.

Zasada antropiczna
lub o tym, co zdaniem niektérych wynika z faktu istnienia zycia na Ziemi

oraz o braku dowodéw na istnienie zycia na Marsie

i innych ciekawostkach przyrodniczych

Roman JUSZKIEWICZ

Zasad¢ antropiczng mozna réwniez
zastosowaé do stalej kosmologicznej, by
swyttumaczyé”, dlaczego jej wartosé jest
o ponad 120 rzedéw wielko$ci nizsza od
sugerowanej przez kwantowg teori¢ pola.
Rozumowanie takie przedstawil w 1987
roku Steven Weinberg, argumentujac, ze
gdyby wartos$é stalej kosmologicznej byta
wigksza, przyspieszone rozszerzanie sie
Wszech$wiata nastgpiloby wczedniej

i uniemozliwilo skupianie si¢ materii

w galaktyki i gwiazdy. Daje to
ograniczenie na stalag kosmologiczng
Lwtylko” o 3 rzedy wielkosci wicksze

od wartosci wyznaczonej z obserwacji.
Wydaje sig, ze postuzenie si¢ zasada
antropiczng przez laureata Nagrody Nobla
z fizyki sklonito wielu badaczy

do prowadzenia tego typu

rozwazan. (K.T.)

Delta 5/1983

Historia pewnego pomystu. Pét wieku temu Robert Dicke z Uniwersytetu

w Princeton, zastanawiajac sie nad pytaniem, dlaczego Wszechéwiat jest taki stary,
doszedl do doséé nieoczekiwanego wniosku (nazwanego pézniej zasadg antropiczng), ze
jest tak dlatego, poniewaz. .. my istniejemy! Rzeczywiscie, pierwiastki cigzkie
produkowane sg we wnetrzach gwiazd, ktére po uptywie czasu rzedu kilku miliardéw lat
(a wigc poréwnywalnego z wiekiem Wszechswiata) eksploduja jako supernowe,
rozsiewajac wkolo tlen, azot i wegiel. Zatem, gdyby wiek Wszech$wiata byt znacznie
mniejszy — nie bytoby pierwiastkéw ciezkich, bez ktérych powstanie zycia byloby
niemozliwe. Gdyby natomiast Wszechswiat byl znacznie starszy, cala materia zostataby
zamieniona w bezuzyteczny zuzel i trudno bytoby wykrzesaé zycie z kosmicznego
$mietnika, zawierajacego jedynie gwiazdy neutronowe, biale karty i czarne dziury.

Dicke zauwazyl réwniez, ze w podobny sposéb mozna ,wyttumaczyé” plaskosé (lub
inaczej: stosunek efektywnej energii potencjalnej do energii kinetycznej ekspansji réwny
jednosci) oraz izotropig i jednorodno$é Wszech$wiata. Okazuje si¢ przy tym, ze gdyby
po pierwszej sekundzie zycia Wszech$wiata energia kinetyczna byla zaledwie o jedna
milionowa wigksza od potencjalnej, to pdzniej energia kinetyczna ekspansji
zdominowalaby energie potencjalna tak dalece, iz uniemozliwitloby to powstanie
galaktyk, poniewaz catkowita energia obtokéw bedacych ,zarodziami” galaktyk bytaby
dodatnia. W takim modelu réwniez gwiazdy nigdy nie moglyby powstaé i nie zostalyby
wytworzone pierwiastki ciezkie, bez ktérych nie jesteSmy w stanie wyobrazié¢ sobie zycia.

Gdyby natomiast po owej pierwszej sekundzie stosunek energii potencjalnej

i kinetycznej byt wiekszy od 1 zaledwie o jedng milionowa, to Wszech$wiat zaczalby sie
kurczy¢ juz po uptywie 100 tysiecy lat od wielkiego wybuchu. Ekspansja zostataby
zatrzymana przy temperaturze rzedu 10* K, po czym rozpoczatby sie etap kurczenia
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Cos si¢ zmienilo, kiedy odkryto zasade
antropiczna. Okazalo sie mianowicie, ze aby
we Wiszechswiecie mogly zaistnie¢ twory
majace cechy ludzkie, a wiec istoty
inteligentne, majace pasje badawcza i do tego
materialne (nie jacys aniolowie!), musza byé
spelnione okreslone warunki. W miare
postepu badan przekonano sie, ze sa to
bardzo Scisle warunki okreslajace wszystkie
prawa fizyki, a nawet stale fizyczne. Dalo sie
to sformulowaé w paradoksalnej wypowiedzi,
ze dokladna wartosé stalej grawitacji mozna
wyprowadzi¢ z faktu, iz ja znamy. Stalo sie
wtedy jasne, ze istnienie czlowieka z jego
psychicznym zamilowaniem do badania
rzeczywistosci ma jakis (nadajacy si¢ do
réznej interpretacji) zwiazek z tej
rzeczywistosci istnieniem.

K. Rudnicki, Po co puzoniscie znaé
paradoks Olbersa?, Delta 8/1995

To wtasnie Carter jako pierwszy
zaproponowal nazwe zasada antropiczna.
Mialo to miejsce w 1973 roku w Krakowie
podczas sympozjum z okazji pigésetnej
rocznicy urodzin Kopernika. (K.T.)

Jest wielu specjalistéw od kosmologii, ktérzy
juz teraz na powaznie traktuja tego typu
analize. W 1986 roku ukazala sie powazna
monografia astronoma Johna Barrowa

i fizyka Franka Tiplera pt. Antropiczna
Zasada Kosmologiczna. Sformulowana jest
w niej tak zwana silna i tak zwana slaba
zasada antropiczna. W formie silnej twierdzi
ona: Wszechswiat musi mie¢ takie
wlasciwosci, aby na pewnym stopniu rozwoju
moglo powstacé zycie. Oto do jakich
wnioskéw moze doprowadzi¢ dziwienie sig
wlasnemu istnieniu. Ale nie koniec na tym.
Jezeli powiazemy te zasade z wnioskami
dotyczacymi pomiaréw w mechanice
kwantowej, to mozemy dojs¢ do nastepujacej
konkluzji: Na poczatku bylo tylko
prawdopodobienistwo zaobserwowania.
Wiszechswiat mégl wiec powstaé tylko wtedy,
gdy znalazl si¢ ktos, kto go obserwuje. I to
niewazne, ze obserwator pojawil si¢ szereg
miliardéw lat pézniej. Wszechswiat istnieje,
poniewaz jestesmy.

T. Hofmokl, Whrew zdrowemu rozsadkowi,
Delta 10/1994

Z uwagi na skonczony wiek Wszechswiata
mozemy obserwowac tylko jego skonczong
czesé. Jezeli zas$ przestrzen jest
nieskoniczona, poza granicami naszych
obserwacji mogg istnieé¢ inne wszech$wiaty
z — byé moze — innymi prawami fizyki.
Uzasadnia to do pewnego stopnia
postugiwanie si¢ pojeciem zespotu
statystycznego réznych

wszech$wiatéw. (K. T.)

i ponownego wzrostu temperatury. W takim Wszech$wiecie bytoby nam zdecydowanie
za goraco, a poza tym réwniez nie mogltyby w nim powstaé¢ gwiazdy i pierwiastki ciezkie.

Wszechswiat silnie niejednorodny i anizotropowy bylby réwniez nieprzyjazny zyciu:
w okolicy roitoby sie od czarnych dziur o wielkich masach, fal uderzeniowych
i strumieni twardego promieniowania gamma.

Problem wyboru warunkéw poczatkowych zblizony jest do problemu wyboru
odpowiednich wartosci dla statych fizycznych. W obu przypadkach znane obecnie prawa
fizyki nie dostarczaja kryteriéw wyboru. Nie wiadomo na przyktad, dlaczego stata

2

struktury subtelnej o = ;— (gdzie e oznacza tadunek elektronu, a /i stalag Plancka),
c

okreslajaca site oddzialywan elektromagnetycznych, jest rzedu 10~2. Oddzialywania

Gm3

hc
(gdzie m, oznacza mase protonu, a G stala grawitacyjna) réwnej 10738, Oddziatywania

grawitacyjne sa znacznie slabsze od elektromagnetycznych: stosunek sity kulombowskiej

grawitacyjne opisa¢ mozna za pomoca analogicznej ,stalej sprzezenia’ ag =

do sity grawitacji dzialajacej miedzy dwoma protonami wynosi 2 10%, Czy mozna
e7e)
to ,wyjasni¢”, postugujac si¢ zasada antropiczna? Okazuje sie, ze odpowiedZ na to

pytanie jest twierdzaca. Wykazal to na poczatku lat siedemdziesiatych XX wieku
Brandon Carter z Uniwersytetu w Cambridge (Wielka Brytania). Ot6z nasze Storice
zajmuje na diagramie Hertzsprunga—Russella potozenie miedzy blekitnymi olbrzymami
(ktére zyja krocej) a czerwonymi kartami (zyjacymi dtuzej). Jedynie gwiazdy typu
Storica spelniajg jednoczesnie dwa warunki, ktére wydaja nam sie niezbedne do tego,
aby w ich otoczeniu moglo rozwinaé sie zycie: maja tempo ewolucji bardziej powolne
od tempa ewolucji biologicznej (przynajmniej nam znanej) i Swieca dostatecznie jasno,
aby planeta znajdujaca si¢ na stabilnej (a wiec dostatecznie odlegtej) orbicie mogta byé
ogrzana na tyle, aby umozliwi¢ spontaniczne tworzenie si¢ czasteczek organicznych.

Carter zauwazyl, ze gdyby wartosé a byta o 1% wigksza od wartosci obserwowanej,
wszystkie gwiazdy bylyby czerwonymi kartami, gdyby natomiast byta o tyle mniejsza —
Wszechéwiat wypelniony bylby jedynie blekitnymi olbrzymami. Podobny efekt
wystapitby, gdyby warto$¢ o byta réwna obserwowanej, natomiast ac bytaby
odpowiednio mniejsza o rzad wielkosci od wartosci obserwowanej (czerwone karty) lub
wigksza (blekitne olbrzymy).

Szczesliwych koincydencji, takich jak obserwowany stosunek a/aq, jest wiecej.

Na przyktad, gdyby stala sprzezenia dla oddzialywan jadrowych byla nieco mniejsza
od obserwowanej, okazataby sie niewystarczajaca do tego, aby zwiazaé¢ protony

i neutrony. Istnienie pierwiastkéw ciezszych od wodoru byloby wéwczas niemozliwe.
Stabilne pierwiastki ciezkie nie istnialyby réwniez, gdyby réznica mas neutronu

i protonu nie byta w przyblizeniu réwna podwojonej masie elektronu. Tak precyzyjne
dostrojenie warunkéw poczatkowych oraz statych fizycznych, umozliwiajace powstanie
zycia, stwarzaja poczucie celowego dziatania. Z wrazeniem tym Carter poradzil sobie
tak, jak Darwin poradzil sobie z koncepcjami Lamarcka. Wprowadzil on pojecie
»zespotu statystycznego” wszech$§wiatow, ktére Dicke i Peebles interpretuja nastepujaco:

Prosze sobie wyobrazi¢ zabawe w rosyjska ruletke, w ktdrej bierze udziat
bardzo duza liczba oséb uzywajacych losowo rozdanych nabitych
i nienabitych rewolweréw. Pod koniec tej morderczej zabawy znakomity
probabilista po dokonaniu wyczerpujacej analizy statystycznej dojdzie
do wniosku, ze prawdopodobienistwo przypadkowego wyciagniecia
nienabitych rewolweréw przez pozostalych przy zyciu graczy jest bardzo
wysokie. A teraz prosze sobie wyobrazi¢ zespol wszechswiatéw wszystkich
rodzajow. Nie powinno nas dziwié, ze nasz Wszechswiat nie jest ,typowy”,
poniewaz usrednione po zespole cechy takiego wszechswiata z powodzeniem
moga okazaé sie wrogie zyciu. Mozemy by¢ obecni jedynie w takim
wszechswiecie, ktory czyni zados$¢ naszym potrzebom.

Inaczej méwiac, gdyby warunki poczatkowe i state fizyczne nie byly dobrane w sposéb

wtlasciwy, to nie mialby kto zadaé pytania, dlaczego Wszech$wiat jest taki,

jakim go widzimy.

Wyglada na to, ze postugujac sie zasada antropiczna, mozna udzieli¢ odpowiedzi

na wszystkie klopotliwe pytania. Czy rzeczywiscie? Wréémy do rozumowania Dickego,
przedstawionego na poczatku. Z rozumowania tego wynika, ze wiek Wszechswiata

nie moze by¢ dowolny. Zmniejszanie stopnia dowolnosci w wyjasnianiu zjawisk przyrody
zawsze byto celem nauki i w tym sensie w takim rozumowaniu nie ma nic niezwyktego;
tym, co odréznia jego sposéb myslenia od konwencjonalnego, jest struktura logiczna
jego argumentow.
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Mozna zastanawiaé sie, czy zasada
antropiczna jest elementem modelu
kosmologicznego. Jest to dos¢ trudne,
jako ze model powinien nie tylko
wyjadniaé fakty ex post, ale takze
formutowaé przewidywania

co do zachowania uktadu fizycznego
w przysztoéci. Z tego wzgledu niektorzy
badacze okredlaja zasade antropicznag
ukuta przez Fermiego inwektywa — ze
nie jest nawet btedna. (K.T.)

Dicke nie wyprowadza swoich wnioskéw z zadnej fundamentalnej teorii ani

nie przewiduje wynikéw przysztych do$wiadczen, lecz przeciwnie, jodwraca kota
ogonem”, uzywajac naszej wiedzy o obecnym stanie Wszech$wiata (istnienie zycia) jako
wyjasnienia faktéw zwiazanych z jego przesztoscia. Jest to zatem rodzaj przewidywania
przesztosci opartego na przysztosci tej przesztosci. Wyglada to bardziej na btedne koto
niz na wyjasnienie czegokolwiek. Zamiast powiedzieé ,rzeczy sa takie, jakie sa,
poniewaz byty takie, jakie byly”, méwimy, ze ,rzeczy sa takie, jakie sg”’. Czy zatem

nie sg to po prostu, jak mawiat Kubus Puchatek. ..

Wielkie mys$li o niczym? Liczba zarzutow, ktére mozna skierowaé pod adresem zasady
antropicznej, jest doprawdy imponujaca. Po pierwsze, sa to zarzuty, o ktérych byta mowa
przed chwila (metodologiczne). Po drugie, lwia czeéé argumentéw, ktérymi postuguja
sie zwolennicy zasady antropicznej, oparta jest na watpliwym zalozeniu, iz znamy
ogblne warunki niezbedne do powstania zycia, podczas gdy w rzeczywistosci cala nasza
(bardzo skromna!) wiedza na ten temat dotyczy jedynie mozliwosci powstania zycia tu,
na Ziemi. Wreszcie, po trzecie, zasada antropiczna (a zwlaszcza jej najbardziej radykalne
wersje) oparta jest na zalozeniu, ze istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$é
miedzy istnieniem swiadomych obserwatoréw a warunkami poczatkowymi oraz statymi
fizycznymi. O tym, ze tak nie jest, mozna sie¢ przekonaé, wymyslajac wszechswiaty, ktére
powinny wyprodukowaé takich samych obserwatoréw, mimo iz réznig sie pod wzgledem
warunkéw poczatkowych lub stalych fizycznych. Jeden z takich modeli zostat
zaproponowany przez Peeblesa i Dickego, ktorzy doszli do wniosku, ze jak na wymagania
zasady antropicznej Wszechswiat jest przesadnie rozbudowany; wlasciwie pojedyncza
galaktyka zanurzona w asymptotycznie plaskiej przestrzeni powinna wystarczyc.

Mimo tych wszystkich zarzutéw trudno jest uznaé rozwazania oparte na zasadzie
antropicznej za catkowicie jalowe. Nawet gdyby cala ,ideologia” dorabiana do tej
zasady okazala sie w koncu falszywa, pozostang zagadkowe koincydencje, na ktore jej
zwolennicy zwrécili uwage, i ktére tak czy owak wymagaja uzasadnienia. Dalsze losy
zasady antropicznej beda zalezaly od tego, czy i w jakim stopniu koincydencje te uda
sie¢ wyttumaczy¢, wychodzac od ,pierwszych zasad” jakiej$ (nieznanej obecnie)
fundamentalnej teorii. Jezeli program taki si¢ powiedzie, to udzialem zasady
antropicznej bedzie to samo, co stalo sie udzialem koncepcji vis wvitalis, eteru,

flogistonu, cieplika itd. o )
Skrot i redakcja: K. T.

Wieloswiat i nowe zycie zasady antropicznej

Pewna wersja modelu inflacji, zwana wieczng inflacjg, postuluje, ze w przesztosci

na wielkich skalach Wszechéwiat wcale nie byt jednorodny i izotropowy, gdyz kwantowe
fluktuacje doprowadzily do tego, ze rbézne jego obszary charakteryzowaly sie réoznymi
gestosciami energii i ewoluowaly w rézny sposéb. Wszechswiat, jaki widzimy, bytby
wiec tylko jednym z takich lokalnie jednorodnych i izotropowych obszaréw, inne —
zasadniczo rézne od naszego — krytyby si¢ za$ poza granicami naszych obserwacji.

Te wizje kosmosu mozna nazwaé wieloswiatem (ang. multiverse).

Rozwdj teorii strun — uznawanej przez wielu za kandydatke do miana teorii
fundamentalnej — pozwala watpi¢ w rychte odlozenie zasady antropicznej do lamusa.
Okazuje sie, ze wérdéd niewyobrazalnie wielkiej i trudnej do nazwania — kilkusetcyfrowej
— liczby rozwiazan tej teorii istnieje wiele rozwiazan w miare stabilnych, ale opisujacych
Swiaty zasadniczo rézne od naszego. Mozna przypuszczac, ze Wszech§wiat mogtby
dzigki tunelowaniu kwantowemu ,przeskakiwac¢” miedzy réznymi takimi stanami.
Poniewaz jednak w obserwowanym Wszechswiecie wydaje sie obowigzywaé zasada
kopernikaniska — jedno$é¢ praw fizyki we wszystkich miejscach — te inne swiaty
musialyby leze¢ poza granicg naszych obserwacji, co elegancko uzupetnia zarysowana
wyzej wizje wieloSwiata. Mozna mie¢ nadzieje — motywujaca wielu swietnych
naukowcéw do wytezonej pracy — ze cho¢ teoria strun nie podaje jednego rozwigzania
odpowiadajacego naszemu Wszechswiatowi, pozwoli ona okresli¢ prawdopodobienstwo
réznych rozwigzan, uzupetniajac zasade antropiczna o mozliwosé czynienia
przewidywan, jakiej na ogdét wymaga sie od modelu rzeczywistosci.

Czy jest to dziatalnos¢ sensowna i czy prowadzi ona do jakichkolwiek konstruktywnych
wnioskéw? Na ten temat trwa — przede wszystkim w srodowisku fizykéw amerykanskich
— zazarta dyskusja, zaréwno w czasopismach naukowych, jak i na blogach czy na rynku
ksiazek popularnonaukowych. Pozostaje mie¢ nadzieje, ze gdy opadnie bitewny pyt,
pozostana jeszcze jacys obserwatorzy Wszech$wiata.

K.T.



Matematyka malzenstwa Marek BODNAR'

Czytelnikéw zainteresowanych bardziej
szczegbélowym opisem zachecamy

do przeczytania pigtego rozdziatu ksigzki
Wprowadzenie do biomatematyki
autorstwa J.D. Murraya.

Moglibysmy takze pokusi¢ si¢

o zastosowanie modelu ciaggltego — wéwczas
czas nie bylby reprezentowany przez ciag
oddalonych od siebie punktéw, ale przez
pélprosta rzeczywisty. Takie przyblizenie
jest uprawnione, jesli czas obserwacji jest
dostatecznie dlugi w stosunku do czasu
miedzy kolejnymi obserwacjami.

Na przyktad, jesli obserwacje
prowadziliby$Smy na przestrzeni kilku lat,
a stan emocjonalny kazdego z partneréw
notowalibyémy co 15 minut, albo
obserwacje bylyby prowadzone przez
miesigc, ale stan emocjonalny kazdego

z partneréw byltby notowany

co kilka sekund.

SkorzystaliSmy tutaj ze wzoru na sume
wyrazéw ciggu geometrycznego.

Analogiczne rozumowanie mozna
przeprowadzié¢ dla drugiego réwnania
uktadu (1) i wywnioskowad, ze |ra| < 1.

*Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Wydaje sig, ze nie ma rzeczy mniej logicznych niz uczucia. Czasami trwale i szczesliwe
zwiazki tworza ludzie, o ktérych malo kto by wcze$niej powiedzial, ze sa dla siebie
stworzeni. Z drugiej strony, niejednokrotnie idealne, zdawaloby sie, pary rozpadaja sie
po pewnym czasie. W jaki sposéb mozemy wiec przewidzie¢ dynamike danego zwiazku?
Czy poczatkowy zachwyt druga osoba bedzie sie umacnial, czy wrecz przeciwnie —
zmieni si¢ w nieche¢? Na te pytania czasem trudno odpowiedzie¢ psychologom,

a w zachowaniu partneréw niejednokrotnie trudno doszukac si¢ logiki. Wydaje sie, ze
angazowanie opartej na logice matematyki do tak trudnego i pozornie niescistego
problemu jest skazane na porazke. Okazuje sie jednak, ze ,krdolowa nauk” nawet

w takiej sytuacji jest w stanie wcisnaé swoje trzy grosze.

Opisze tutaj badania przeprowadzone przez grupe amerykanskiego psychologa

Johna Gottmana w latach osiemdziesiatych i dziewieédziesiatych ubiegtego wieku.
Pierwszy problem, przed ktérym staneli badacze, to pytanie, w jaki sposéb za pomoca
liczb opisa¢ emocje. W badaniach uczestniczyty 73 pary. Obserwowano ich zachowanie
podczas rozméw na rézne, budzace emocje tematy (takie jak pieniadze, tesciowie, itp.)
i zliczano zachowania ,pozytywne” (np. humor, szczery usmiech) i ,negatywne” (np.
krytyka, agresja). W ten sposob, po kazdej takiej rozmowie otrzymywano liczbe bedaca
réznica liczby zachowan ,pozytywnych” i ,negatywnych”, ktéra w jakis sposéb
opisywala stan emocjonalny kazdego z partneréw.

Postaramy sie teraz opisaé¢ zmiany stanéw emocjonalnych partneréw za pomoca modelu
matematycznego. Uzyjemy modelu dyskretnego, czyli takiego, w ktérym stan procesu
(tutaj stan emocjonalny kazdego z partneréw) jest opisany tylko w pewnych oddalonych
w czasie momentach. Dtuzszg rozmowe warto arbitralnie podzieli¢ na rundy i wydaje
sie, ze kolejne wypowiedzi kazdego z partneréw doskonale nadaja sie do tego, by

po nich zapisaé¢ stan emocjonalny rozméwcéw.

Oznaczmy przez Z; stan emocjonalny zony, a przez M; stan emocjonalny meza

po t rundach. Przyjmijmy takze, ze to zona rozpoczyna rozmowe. Stan emocjonalny
partneréw bedzie zmienial si¢ w czasie i bedzie opisany ciggiem liczb

Zv, My, Za, M, . ... Przyjmijmy jeszcze jedno zalozenie: stan emocjonalny partnera
po kolejnej rundzie zalezy zaréwno od jego aktualnego stanu emocjonalnego, jak

i od stanu emocjonalnego drugiego z partneréw. Niech ten wplyw opisuja pewne
funkcje f i g — ich postaé¢ ustalimy pézniej. A zatem stan emocjonalny partneréw
opisujemy nastepujacym ukladem réwnan:

Ziw1r = f(Zy, M), M1 = g(Zev1, My).

Z funkcji f i g wydzielmy cze$é niezalezng od drugiego partnera. Bez wplywdow
zewnetrznych nasze emocje zwykle ulegaja wyciszeniu i osiggamy pewien stan
réwnowagi wewnetrznej (ktéry moze byé rézny dla réznych oséb — jedni sg nastawieni
bardziej pozytywnie do zycia, inni mniej). Ten sktadnik najlatwiej jest modelowaé przez
réwnanie liniowe. Przyjmijmy zatem, ze gdyby obok nie bylo drugiego z partneréw, to
stan emocjonalny zmienialby si¢ zgodnie z réwnaniem liniowym

(1) Zit1 =112 + a, M1 =ro My +0b.

Przyjrzyjmy si¢ zachowaniu rozwigzan jednego z powyzszych réwnan. Mamy
Z1 =r1Zo + a, nastepnie Zy =r1Z1 +a=r1(riZo+a)+a= 270 + (r1 + 1)a oraz
Zs = 1370 + (r} + 71 + 1)a. Stad mozemy wywnioskowaé

1— t
Zt:’f‘fl;Z()-f—G/' "

1—7“1.

Jedli |r1] < 1, to wéwcezas ciag Z; bedzie zblizal sie do a/(1 — r1), czyli stan
emocjonalny osoby bedzie si¢ ustalal. Z drugiej strony, jedli |r1| > 1, to ciag nie bedzie
zbiezny i wartosci Z; beda, co do modulu, coraz wigksze. Taka osobe, ktérej emocje
,nakrecaja” sie same z siebie, trudno uznaé za zdrowa psychicznie. Przyjmiemy zatem,
ze |ri| < 1 oraz |ra| < 1.

Do réwnan (1) dodajmy wplyw meza na zong (i odwrotnie). Otrzymamy model
(2) Ziv1 =Wz (My) +r1Z +a, Miy1 = Wan(Zes1) + 72 My + 0.

Pozostaje nam w jaki§ sposéb zdefiniowaé funkcje wpltywu meza na zone Wasz (M)
i zony na meza Wz (Zey1). Sprébujmy wyobrazié sobie, jak taka funkcja mogtaby
wygladaé¢. Z odbiorem pozytywnych sygnaléw wysytanych przez partnera jest podobnie
jak ze stodzeniem herbaty. Jesli do herbaty wsypiemy za mato cukru, to nie poczujemy,
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wplyw na zone

emocje meza

Przyktadowa, ,idealna” funkcja wplywu
meza na zone (kolorowa linia ciaggla)
i bardzo uproszczona (linia przerywana).

wplyw na zone

. emocje meza

Funkcja wplywu meza na zong uzyta
przez Gottmana.

Punkt stacjonarny nazywa si¢ czasem
takze punktem réwnowagi, stanem
stacjonarnym lub stanem réwnowags.

L...]

Rozwigzanie zadania M 1431.
Zalézmy, ze n kul o promieniach
r1,...,7 spelnia podang wtasnosé
(pokrywa wszystkie Sciany P). Wéwczas
Z;—l /l’/T’l‘,? > S, gdzie S to pole
powierzchni bocznej P. Ponadto

4 n 3 q . — 2
V = §7r 21:1 r;. Stosujac nieréwnosé

Holdera do ciagéw (r3, ..., r2), (1,...,1)
i wag 2/3, 1/3, otrzymujemy

L /3 \2/3 ) o\ 2/8
nt/? (E) = nl/‘§< E (7’7‘_,))‘;/2>

SN\? fan\2 8% 1
nz|(— . = =
4 3V 367w V2

g3
367

wiec wystarczy przyjaé c(P) =

ze postodziliémy napdj. Z drugiej strony, jesli wsypiemy do jednej szklanki bardzo duzo
cukru (powiedzmy pigé tyzeczek), a do drugiej niewiele wigcej (dajmy na to pieé i pot),
to réznicy w stodkosci napojéw w tych dwdch szklankach nie wyczujemy. Zatem funkcja
wplywu powinna zmienia¢ si¢ wolno dla maltych wartosci emocji (pozytywnych czy
negatywnych), potem powinna zmieniaé si¢ szybciej, a nastepnie tempo jej zmian znéw
powinno zwalniaé. Przyktad takiej funkcji narysowaliémy na rysunku obok kolorowsa,
linig ciagla. Chociaz funkcja opisujaca odpowiedZ na emocje negatywne powinna mieé¢
podobny przebieg, nie musi by¢ ona odbiciem symetrycznym wplywu emocji
pozytywnych. Latwo sobie wyobrazi¢ osobe, ktéra gwaltowniej reaguje na krytyke niz
na pochwaly lub odwrotnie. Taka ,idealna” funkcja ma jednak podstawowa wade: jej
ksztalt nie jest tatwy do opisania, szczegdlnie jesli chcemy ja dopasowaé do danych
doswiadczalnych (choé, oczywiscie, nie jest to niemozliwe). Konstruujac model, staramy
sie uprosci¢ opis sytuacji na tyle, na ile to jest mozliwe. Pewnym pomystem

na uproszczenie tej ,idealnej” funkcji jest rozpatrzenie funkcji kawalkami statej
(przerywana linia na rysunku). Wéwczas zaktadamy, ze do pewnego momentu partnerzy
nie reagujg na sygnaly drugiej strony, a nastepnie ich reakcja jest stata.

W swoich badaniach Gottman poszed! jednak inna droga — przyblizyl ,idealna” funkcje
przez funkcje kawatkami liniowa (na dolnym obrazku). To podejScie ma te zalete, ze
otrzymana funkcja jest ciggla i opisana jedynie przez dwa parametry: nachylenie prostej
na prawo od zera i nachylenie prostej na lewo od zera. A zatem kazda z funkcji wpltywu
bedzie opisana dwoma parametrami i beda one dane wzorami:

OthMt jeéli Mt 2 0,
BrnzM:  jesli My <0,

anMZt jeéli Zt 2 0,

Waz(Mt) =
vz (M) { BzmZy  jesli Z; < 0.

Wznm(Ze) = {

Zanim krétko oméwie wyniki badan grupy Gottmana, zastanéwmy sie, jakie wlasnosci
matematyczne ma model (2), gdy funkcje wpltywu sa kawalkami liniowe. Interesujace
jest pytanie, czy istnieja punkty, w poblizu ktérych wzajemne emocje moga sie
ustabilizowaé, lub w ktérych emocje nie bedg si¢ zmieniaé. Czyli jedli Z; = Z,

a My = M, to dla wszystkich ¢ > 0 pozostanie prawda, ze Z; = Z i M; = M. Punkt
(Z, M) o takiej wtasnodci nazywa sie punktem stacjonarnym ukladu réwnan (2). Aby
znalezé punkty stacjonarne wykorzystujemy to, ze Zy = Z i Z4+1 = Z i podobnie

M; =M i My, = M, oraz réwnanie (2) i otrzymujemy uktad réwnan:

- a = b

_ 1
17T1WMZ(M)+17T17 M—HWZAI(Z)'F

3) Z = =
Poniewaz funkcje wplywu sa kawatkami liniowe, to uktad réwnan (3) jest kawatkami
liniowy i mogliby$my go rozwiazac analitycznie. Jednak ciekawiej i prosciej bedzie
spojrzeé na rozwiazanie tego uktadu geometrycznie. Zauwazmy, ze jesli narysujemy
prawe strony réwnan (3) na plaszczyznie (Z, M), to ich przeciecia wyznacza punkty
stacjonarne. Czynniki 1/(1 —r1) i 1/(1 — r2) skaluja funkcje wptywu (nachylenia
polprostych staja si¢ mniejsze lub wigksze). Sktadnik a/(1 — 71), opisujacy stan,

do ktérego zblizaja sie emocje zony pozbawione wplywu jej meza, przesuwa wykres tak,
ze przecina on o§ Z wilasnie w tym punkcie. Podobnie, sktadnik b/(1 — r2) przesuwa
wykres wzdtuz osi M. Skoro umiemy juz wyznaczy¢ stany stacjonarne, to teraz
zbadajmy, jak zachowuja si¢ rozwigzania w okolicy tych stanéw. Jesli punkt startowy
znajduje sie w poblizu stanu stacjonarnego, to badamy, czy rozwiazanie bedzie sie

(w dtuzszej perspektywie) do niego zblizaé¢ (méwimy wtedy, ze stan stacjonarny jest
asymptotycznie stabilny), czy tez oddali sie od niego (powiemy wtedy, ze punkt
stacjonarny jest niestabilny). W poblizu stanu stacjonarnego ukltad réwnan (2)
przyjmuje postaé

(4) Zit1r =My +rZi +a, Mg =v2 L1 +r2Me+ 0,

gdzie 71 jest réwne sz, jesli M > 01 Bz, jesli M < 0. Podobnie, v jest réwne azr,
jedli Z > 0 Bz, jedli Z < 0. Zeby zobaczyé, co sie dzieje w poblizu stanu
stacjonarnego, wprowadzimy nowe zmienne z; i m¢, opisujace odchylenie od stanu

stacjonarnego. Mamy: B B
Zt:Z+Zt, Mt:M—l—mt.

Wstawiajac te réwnosci do réwnania (4) i wykorzystujac fakt, ze spelnione sg
réwnania (3), otrzymujemy

(5) Zt+1 = T12¢ +71Me,  Mip1 = Y22t41 + T2y
Wstawiajac pierwsze réwnanie (5) do drugiego (by pozby¢ si¢ z:41), otrzymujemy

(6) Zi41 =T12e +yime,  Meg1 = riv22ze + (y2 + r2)me.
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Jest to standardowa technika
rozwiagzywania liniowych réwnan
rekurencyjnych, takich jak (6).

Kwalifikacje par potwierdzily pdzniejsze

obserwacje tych par.

Rozwigzanie zadania M 1430.

Skoro NWD(n, k) = an + bk dla pewnych

liczb catkowitych a, b, to wystarczy

k
udowodnié, ze liczba —
n

k

ny .
jest

catkowita. Wynika to z réwnosci

(

n

Lk

)

n!

- El(n — k)

n

k

(

n—1
k—1

)

Poszukajmy teraz rozwigzan (6) postaci ’
(7) 2t = 200" 1 my = mo\b. "é
Wstawiajac do (6) i przeksztalcajac, otrzymujemy uklad réwnan \

(r1 = Nzo+y1mo =0, 717220 + (1172 + r2 — N)mo = 0.

Aby ten uklad mial niezerowe rozwiazania (a wlasciwie nieskonczenie wiele niezerowych
rozwiazan), potrzebujemy, aby stosunek wspétczynnika przy zo do wspdtczynnika
przy mo byt taki sam w obu réwnaniach. Zatem musi zachodzié¢

(ri = A)(my2 + 12— A) =rimiye,
czyli
(8) )\2 - (7‘1 —+ ro + ’71’)/2)/\ + rire = 0.

Poniewaz rozwigzania sa postaci (7), to aby zblizaly si¢ do zera (czyli Z: i M; do
Z i M), potrzebujemy, by rozwiazania réwnania (8) byly co do modutu mniejsze
od jedynki.

Stwierdzenie 1. Niech |r1|, |rz2| < 1. Jezeli rira < 0 lub y1y2 > 2+/|rire| — (r1 + r2),
to rozwigzania A1, A2 réwnania (8) sq rzeczywiste i jesli dodatkowo

Y1 Y2
9 —_— — <1
( ) 1- T1 1— T2 < ’

to ‘A1| <131 |)\2| < 1.
Dowéd. Obliczmy najpierw wyr6znik réwnania kwadratowego (8)
A=(ri+re+ 7172)2 —4rira.

Jedli rir2 < 0, to oczywiscie A > 0. Podobnie, jesli y1v2 > 24/|rira| — (r1 +72), to

A > 0. Aby przekonac sie, ze stwierdzenie jest prawdziwe, musimy wykazaé, ze wigkszy
co do modutlu pierwiastek réwnania (8) jest mniejszy od 1 lub wiekszy od —1.
Przypusémy, ze r1 + r2 + y1y2 > 0. Wéwcezas wiekszym co do modutu pierwiastkiem
jest ten z plusem przy VA. Zatem musimy wykazaé, ze

(10) VA< 2—(r1+ 712+ 7172).
Zauwazmy, ze nieréwnosé (9) mozemy zapisaé jako
Y1y < 1—(r1+7r2) +rire <2 —(r1 +r2).

To dowodzi, ze prawa strona nieréwnosci (10) jest dodatnia i mozemy nieréwnosé
podnie$¢ stronami do kwadratu, co po skréceniu wyrazéw sprowadzi ja do zalozonej
nieréwnosci (9). O

Uwaga 2. Zauwazmy, ze jesli 1 > 0 ¢ r2 > 0, to

2
2y/|rira| = (r1 4+ 12) = —(V/Ir1| = /Ir2])” < 0.
Zatem dla dodatnich r1, r2, 1 1 72, teza Stwierdzenia 1 jest spelniona.

Gottman ze swoim zespolem na podstawie obserwacji wyznaczyl dla kazdej z par katy
nachylenia funkcji wpltywu oraz wielkosci r1, r2, a i b. Nastepnie wyznaczono stany
stacjonarne i ich stabilno$é. Okazato sie, ze potozenie stabilnego stanu stacjonarnego
ma kluczowe znaczenie. Dla par zakwalifikowanych wczesniej przez psychologéw jako
pary wysokiego ryzyka (zagrozone rozpadem zwiazku) przynajmniej jedna

ze wspolrzednych stabilnego stanu stacjonarnego byta ujemna, a druga byta bliska zeru
lub takze ujemna. Dla par niskiego ryzyka stabilny stan stacjonarny znajdowat sie

w pierwszej ¢wiartce. Ponadto, wéréd badanych oséb mozna byto wyréznié trzy
podtypy rézniace si¢ nachyleniami funkcji wplywu: wyraznie dodatnie nachylenie obu
liniowych czesci funkeji wpltywu (pozytywna reakcja na pozytywne emocje i negatywna
reakcja na negatywne emocje), wyraznie dodatnie nachylenie prawej czesci funkcji
wplywu (pozytywna reakcja na pozytywne emocje) i bliskie zeru nachylenie lewej czesci
funkcji wptywu (staba reakcja na negatywne emocje) oraz bliskie zeru nachylenie
prawej czesci funkeji wplywu (slaba reakcja na pozytywne emocje) i wyraznie dodatnie
nachylenie lewej czesci funkeji wpltywu (negatywna reakcja na negatywne emocje). Pary
niskiego ryzyka mialy podobne (tego samego typu) funkcje wpltywu meza i zony.

7 drugiej strony, funkcje wplywu partneréw z par wysokiego ryzyka zdaja sie pochodzié
z réznych podtypéw, czyli sg do siebie niedopasowane. To owocuje ujemnym stabilnym
stanem stacjonarnym. Wyniki tych badan sugeruja hipoteze, ze pary, ktoérych zwiazek
zdaza do rozpadu, nie wypracowaly schematu, jak maja na siebie wptywaé, a wiekszosé
ich sporéw dotyczy tego, w jaki sposéb powinni sie ktécié czy rozmawiaé ze soba.
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O pewnym ciekawym zastosowaniu
modelu drapieznik—ofiara

Urszula FORYS*, Pawel MATEJEK®

W artykule tym podejmiemy prébe wyjasnienia nietypowej
dysproporcji gatunkowej na kontynencie australijskim. Chodzi

o niespotykany nigdzie indziej brak statocieplnych drapieznikéw,
przy jednoczesnym rozkwicie zimnokrwistych miesozercéw. Zwrécit
na to uwage w swoim artykule The case of missing meat eaters
(opublikowanym w Natural History w 1993 roku) Tim Flannery,
mammolog i paleontolog, specjalizujacy sie

w australijskim ekosystemie.

Powodéw zaistnialego stanu rzeczy doszukiwal sie w plejstocenie,
gdy cztowiek jeszcze nie dotart na kontynent, a Australia wraz

z przylegtymi wyspami tworzyla tzw. Meganezje. W tym czasie
na wszystkich kontynentach zylo wiele wymartych dzis gatunkdw,
nalezacych do tzw. megafauny, czyli populacji zwierzat, ktérych
masa czesto przekraczala tone, jak np. mamut wlochaty, ktory
osiggal mase 4—6 ton, czy Indrikoterium, nieparzystokopytny ssak
ro$linozerny, blisko spokrewniony z nosorozcowatymi, o masie

do 15 ton. Pod koniec plejstocenu wielkie wymieranie dotkneto
zwierzeta z catego globu, ale wszedzie — poza Australig —
przetrwato wiele gatunkéw ssakéw, w tym drapieznych,
osiagajacych duza mase, w szczegdlnosci rézne gatunki kotowatych
(puma, ry$, tygrys, lampart, lew, jaguar i gepard).

Jako jedna z mozliwych przyczyn wymarcia australijskiej
megafauny, wskazywang przez wielu biologéw, Flannery przytoczyt
niewielkie rozmiary Meganezji, co miato skutkowa¢ zbyt mata
przestrzenia zyciowa. Jednakze np. Madagaskar wykazuje
poréwnywalne zréznicowanie gatunkowe, choé jego obszar jest
ponad dwadziescia razy mniejszy.

Kolejng czesto przytaczang hipoteza jest stwierdzenie, ze torbacze
mialy relatywnie malte mozgi, co uniemozliwito im wyewoluowanie
w skuteczne drapiezniki. Jednak np. z czwartorzedowych
poludniowoamerykanskich drapieznych torbaczy wyewoluowaly
drapiezniki przypominajace péinocnoamerykanskie tygrysy
szablozebne, zdolne do skutecznego polowania na najwieksze
6wczesnie zyjace zwierzeta roslinozerne. Podobnie przodkowie
amerykanskiego oposa dali poczatek wielu przedstawicielom
megafauny.

Bardziej prawdopodobna wydaje si¢ inna przyczyna. Australia

jest starym kontynentem, o stabilnej historii geologicznej. Przez
ostatnie 50 milionéw lat nie doswiadczala zlodowacen, proceséw
gérotworczych, czy aktywnosci wulkanicznej — proceséw niezbednych
przy tworzeniu gleb. Ponadto zwarta linia brzegowa, brak

wiekszych zatok, wysoka krawedz Wyzyny Zachodnioaustralijskiej
oraz Wielkie Gory Wododzialowe polozone na wschodzie sprawiaja,
ze przenikanie wplywéw oceanicznych do wnetrza kontynentu jest
niewielkie. Dlatego na wigkszosci terenéw Australia jest wyjatkowo
nieurodzajna — panuje tam suchy klimat kontynentalny, bywa,

ze pora deszczowa nie nadchodzi przez kilka lat z rzedu, a szata
roslinna tworzy przede wszystkim stepy, pétpustynie i pustynie.
Dzieje si¢ tak pomimo tego, ze Australia lezy na poludniowej
pétkuli, gdzie przewaga powierzchni mérz nad ladami jest znaczna,
co teoretycznie powinno istotnie tagodzi¢ i stabilizowaé¢ klimat.

Ten ciagly nieurodzaj powoduje, ze australijscy roslinozercy

sg zmuszeni zy¢ w duzo wigkszym rozproszeniu niz roslinozercy
zyjacy na innych kontynentach. Jak pisze Flannery, zmniejszona
liczebno$é potencjalnych ofiar sprawia, ze tylko populacje
miesozercéw, ktore maja odpowiednio mate zapotrzebowanie

na pozywienie, sa w stanie przetrwaé. Wobec tego wéréd
drapieznikéw faworyzowane sa te o mniejszych rozmiarach ciata
albo o wolniejszym metabolizmie — w obu przypadkach

do przezycia potrzeba mniejszych iloSci pozywienia. Kregowce
zmiennocieplne maja ponad sze$¢ razy mniejsze zapotrzebowanie
na energie niz torbacze, a dziesieé razy mniejsze niz tozyskowce.
Oznacza to, ze najwigkszy znany drapiezny torbacz, lew workowaty,
potrzebowal szesé razy wiecej upolowanych ofiar niz konkurujace

z nim Quinkana (krokodyle wazace ponad 200 kg), Wonambi (weze
wazace 50 kg) czy Megalania (spokrewnione z waranem jaszczurki,
dwa razy wieksze niz wspélczesne, mierzace 2,5 do 3 metréw
warany z Komodo). Ponadto, krokodyle, weze i jaszczurki,
poniewaz nie musza utrzymywacé stalej temperatury ciata, potrafia
przetrwaé bez pokarmu znacznie dluzej niz zwierzeta stalocieplne,
co przy trudnym australijskim klimacie jest dodatkows zaleta.

Gady, takie jak Quinkana, Wonambi czy Megalania, wyginely

w plejstocenie, podobnie jak lew workowaty i wiele innych zwierzat
megafauny. Jednak potomkowie gadzich olbrzyméw, jak waran

z Komodo, nadal zyja, natomiast wiekszos¢ torbaczy woéwczas
bezpowrotnie znikneta. Wyginely wszystkie drapiezniki osiagajace
wiecej niz 5 kg, wylaczajac diabta tasmanskiego i wilka
workowatego.

Wtlasnie to zagadnienie, czyli dynamike populacji drapieznika przy
ograniczonej zasobnosci ofiar, przeanalizujemy za pomoca modelu
Lotki—Volterry z ograniczong pojemnoécia srodowiska dla ofiar.
Analiza ta ma na celu zweryfikowanie przypuszczen Flannery’ego
co do powodéw znikniecia drapieznych torbaczy.

Model matematyczny

Zastosowany przez nas model matematyczny bazuje na klasycznym modelu

Vito Volterra (1860-1940)

— wloski matematyk i fizyk, profesor
uniwersytetéw w Pizie, Turynie i Rzymie.
Zajmowal si¢ opracowywaniem modeli
matematycznych w biologii. Byt jednym
z trzynastu wloskich profesoréw, ktérzy
w 1931 roku odméwili ztozenia przysiggi
na wierno$¢ Mussoliniemu, za co

stracit katedre.

Alfred James Lotka (1880-1949)

— urodzony we Lwowie amerykanski
matematyk, chemik (chemia fizyczna,
biofizyka), ekonomista, statystyk

i demograf.

Lotki—Volterry, ktory jest najstarszym znanym modelem opisujacym interakcje miedzy
dwiema populacjami. Zostal on uzyty do opisu dynamiki populacji ryb w Adriatyku
przez Volterre w 1926 roku. Rybacy lowiagcy ryby w Adriatyku zauwazyli, ze w czasie
trwania i niedtugo po zakonczeniu pierwszej wojny $wiatowej populacja ryb drapieznych
w Morzu Srédziemnym znacznie wzrosta. Owczesni biolodzy nie potrafili wyjasnié¢ tego,
zdawalo im sie, paradoksalnego zjawiska. Volterra w swojej pracy Variazionsi

e fluttuazioni del numero d’individut in specie animali conviventi zaproponowal model,
za pomoca ktérego wyjasnil, dlaczego wstrzymanie polowéw spowodowalo ten nagly
wzrost. Nieco wezesniej, w 1920 roku, Lotka niezaleznie od Volterry, skonstruowat

ten sam model i uzyt go do opisu zmian stezen dwoch reagujacych ze soba substancji
chemicznych. Obecnie najbardziej znanym przykladem zastosowania tego modelu jest

analiza zmian populacji kanadyjskich rysi i zajecy, wykonana na podstawie danych z lat
1847-1903, dotyczacych skupu skér przez Kompanie Zatoki Hudsona.

Aby sformutowaé¢ model, musimy przyjaé¢ pewne zalozenia dotyczace opisywanych
populacji i ich srodowiska. Niech V' oznacza populacje ofiar, zas P populacje

*Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski
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drapieznikéw (ponizej te same oznaczenia zostang uzyte do opisania zageszczen
populacji ofiar i drapieznikéw odpowiednio — nie powinno to prowadzié¢ do niejasnosci).



X oznacza pochodng X wzgledem czasu.

Portret fazowy danego uktadu réwnan

rézniczkowych to zobrazowanie przebiegu

rozwigzan w przestrzeni (V, P), gdzie

rozwigzania sg krzywymi opisanymi

lokalnie jako funkcje P(V') lub V(P),
a przebieg w czasie zaznaczamy

strzatkami, ktérych kierunek wyznaczony

jest przez wektor (V, P).

Stan (punkt) stacjonarny danego uktadu

to takie rozwigzanie, ktére nie zalezy

od czasu, wigc prawa strona uktadu zeruje
si¢ w tym punkcie.

2,0

—
[

P — drapiezniki
-
[=]

0,5

0,0

V — ofiary
[)

drapiezniki

1. W érodowisku wystepuja wylacznie rozwazane gatunki V oraz P. Innych zwierzat
w danym srodowisku nie ma, lub nie maja wplywu na badang dynamike populacji,
zaréwno drapieznikéw P, jak i ofiar V.

2. Gdy nie ma drapieznikéw, srodowisko jest sprzyjajace dla ofiar — nie ma w nim
zadnych innych ograniczen. W takiej sytuacji ich dynamika jest opisywana
réwnaniem Malthusa (wzrostu wykladniczego):

V(t)=rV.
3. Gdy nie ma ofiar, drapiezniki nie majg pozywienia, co powoduje wymieranie gatunku:
P(t) = —sP.

4. Ofiary rozmnazaja si¢ niezaleznie od polowan drapieznikéw. Drapiezniki polujac
na ofiary, zmniejszaja ich populacje, zatem wzrost populacji P powoduje spadek
populacji V. Jednoczesnie drapiezniki zdobywaja pokarm, ktéry dostarcza im energie
potrzebna do zycia, w tym do rozmnazania sie — zatem populacja P wzrasta wraz
ze wzrostem populacji V.

Zaktadajac dodatkowo réwnomierne rozmieszczenie osobnikéw w przestrzeni,
otrzymujemy klasyczny model Lotki—Volterry, opisany nastepujacym uktadem réwnan
rézniczkowych zwyczajnych:

1) {V(t) = rV —aVP,

P(t) = —sP + abV P,

gdzie: V =V (t), P = P(t) to odpowiednio zageszczenie populacji ofiar drapieznikéw
(zmienne wzgledem czasu t), r — wspdlczynnik rozrodczosci ofiar, a — skutecznoséé
polowan, s — Smiertelno$¢ w populacji drapieznikéw i b to czes¢ biomasy przeznaczona
na reprodukcje, przy czym wszystkie powyzsze wspétczynniki sa dodatnie.

Analiza tego modelu pozwala uzyskaé portret fazowy i przebieg rozwigzan, jak
przedstawiono na rysunkach. Gérny to wykres gestosci populacji drapieznikéw i ofiar,
dolny za$ to portret fazowy klasycznego modelu Lotki—Volterry, opisanego uktadem (1).
Wyrézniony cykl odpowiada warunkowi poczatkowemu V (0) = 1, P(0) = 3.

Kiedy populacja ofiar sie rozwija, drapiezniki maja wiecej
pozywienia, wiec ich liczno$é rowniez wzrasta. Jednakze

im wiecej drapieznikéw, tym wiecej odlawianych przez nie
ofiar, a zatem po pewnym czasie liczebno$¢ populacji ofiar
zmaleje. To z kolei powoduje zmniejszenie dostepnosci
pozywienia dla drapieznikéw, a wiec spadek ich liczebnosci,

a to z koniecznosci zmniejsza odsetek upolowanych ofiar

i umozliwia wzrost ich liczby — tak cykl sie zamyka. Rysunki
wykonane zostaly przy stalych réwnych odpowiednio: r = 1,
azl,s:%,b:%.

‘ ‘ Widzimy tez, ze rozwiazania sa okresowe, o maksimach

15 20 przesunietych w czasie, co dobrze oddaje cyklicznos¢ zjawisk

zachodzacych w przyrodzie. Co wigcej, rozwiazania oscyluja
wokot dodatniego stanu stacjonarnego (V, P) = (ﬁ, g) iich

wartosci $rednie sa rowne wspétrzednym tego punktu
niezaleznie od trajektorii, czyli takze od warunku

\ poczatkowego. Wlasno$é te nazywamy prawem zachowania

Srednich w ukladzie drapieznik—ofiara i jest ona przyczyna
\ zmian zaobserwowanych przez rybakdéw po pierwszej

wojnie Swiatowej.

Faktycznie, jedli w uktadzie (1) uwzglednimy odlawianie, to

dostaniemy:

V(t)= rV —aVP—dV,
P(t) = —sP + abV P — d>P,

gdzie di, d2 sg wspdlczynnikami odtawiania odpowiednio
ofiar i drapieznikow. Przy zaltozeniu, ze r > di, czyli odlowy
nie prowadza do zagtady gatunku V, dostajemy uktad
Lotki—Volterry ze zmienionymi wspotczynnikami:

0,0

1,0

V — ofiary

1,5 2,0 2,5 r—=r—di, s—s+da
od s+ ds — od r—d ~
= [/»,,FI:7>\/7P,T1—41<p7
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Izokliny zerowe uktadu (2)
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Proste czarne reprezentuja ofiary,

a kolorowe drapiezniki. Strzatkami
zaznaczony jest kierunek orbit
przechodzacych przez izokliny. Oba
rysunki zostaly wygenerowane dla stalych
r=k=a=s=11rdbznig si¢ wylacznie
wartoscig wspoétczynnika b, przy czym
na gérnym rysunku wynosi on 3/4,

a na dolnym 2.

Punkt jest siodlem, jesli orbity w jednym
kierunku sa przyciagane, a w drugim
odpychane.

Gdy punkt jest weztem, orbity sa
krzywymi, ktére konicza sig/zaczynaja
bezposrednio w tym punkcie.

Punkt stabilny asymptotycznie przyciaga
rozwigzania ze swego otoczenia.

Punkt jest ogniskiem, gdy orbity
przebiegaja spiralnie wokél niego —
nie konczy si¢/zaczynaja bezposrednio
W nim.

czyli odlawianie dziata zawsze na niekorzy$é¢ drapieznikéw, a na korzysé ofiar.
Zauwazmy, ze z tej prostej zasady wynika tez, iz warto si¢ zastanowi¢ ingerujac
w uklady ekologiczne, w ktorych ofiara jest jakim$ szkodnikiem (np. populacja
dokuczliwych owadéw), bo poskutkuje to gtéwnie zmniejszeniem populacji
drapieznikéw, ktére z naszego punktu widzenia sa pozyteczne. Oczywiscie, jesli
wytepimy gatunek ofiar, to zginie takze gatunek drapieznikéw.

Jak widzimy, nawet tak prosty model, jak opisany powyzej, moze przyczynic¢ sie¢

do wyjasnienia pewnych zjawisk biologicznych. Jednak mimo tych zalet model
Lotki—Volterry nie jest pozbawiony wad, nie uwzglednia on bowiem wielu zjawisk
majacych istotny wplyw na dynamike populacji, jak chociazby konkurencji o pokarm
pomiedzy ofiarami, gdy ich populacja wzrasta. Daloby to pewne ograniczenie gorne,
a tym samym hamulec wzrostu wyktadniczego ofiar. Poniewaz ten wlasnie czynnik
ma, wedlug Flannery’ego, zasadnicze znaczenie w $rodowisku australijskim, wiec
przedstawimy modyfikacje uktadu (1) uwzgledniajaca pojemnosé srodowiska dla
populacji ofiar. Do réwnania opisujacego populacje ofiar w modelu (1) dodamy
sktadnik postaci 71}6\/27 odpowiadajacy wewnatrzgatunkowej konkurencji o pozywienie,
gdzie wspdtczynnik k oznacza pojemnosé srodowiska. Sktadnik ten mozna takze
interpretowaé w nastepujacy sposob. Rozwazmy model dynamiki populacji ofiar

w przypadku braku drapieznikéw:

V=VfV),

gdzie mamy f(V) = r przy wykladniczym wzroécie populacji, natomiast jesli zatozymy,
ze populacja rozwija si¢ w ograniczonym srodowisku, to oczywiste wydaje si¢ zalozenie,
ze f(V) powinna by¢ malejaca funkcja V, gdyz im wiecej jest osobnikéw w srodowisku,
tym wolniej moze sie ta populacja rozwija¢. Musi takze by¢ taka wielkos¢ populacji k,
dla ktérej nastepuje catkowite zahamowanie wzrostu, czyli f(k) = 0. Najprostsza
funkcja spelniajaca wymienione zalozenia jest liniowa funkcja f(V) =r (1 — %)7 gdzie
r oznacza teraz maksymalny wspoétczynnik wzrostu populacji.

Otrzymamy w ten spos6b nastepujacy rozbudowany model drapieznik—ofiara:

V(t) = rV(l - %) —aVP,

(2) :
P(t) = —sP 4+ abV P,

gdzie zmienne i parametry (oprécz k) maja taka sama interpretacje jak dla (1), zas

parametr k oznacza pojemno$é¢ srodowiska dla gatunku ofiar.

Zajmiemy sie teraz analiza jakoSciowa przebiegu rozwigzan. W tym celu narysujemy

portret fazowy modelu, z ktérego odczytamy globalne zachowanie rozwigzan.

Zaczniemy od wyznaczenia izoklin zerowych, czyli krzywych, na ktérych zeruja, sie

prawe strony pierwszego (dla zmiennej V') i drugiego (dla zmiennej P) réwnania.

Izokliny maja postaé:

. . 1%

e dla zmiennej V: V =0, P = r (1 - E)’
a

e dla zmiennej P: P =0,V = ib’
a

co przedstawiaja rysunki na marginesie.

Stany stacjonarne odczytujemy jako punkty przecie¢ odpowiednich izoklin. Zauwazmy,
ze gdy k < %, to jeden z punktéw przecigcia pojawia si¢ poza pierwsza ¢wiartka uktadu
(w éwiartce czwartej, na przedtuzeniu odpowiednich prostych), a zatem wykracza poza
dziedzing rozwazan modelu, za$ gdy k > =, to punkt ten miesci si¢ w pierwszej ¢wiartce.
Poniewaz zadna z tych nieréwnosci nie jest wyrdzniona przez nasz model, analiza musi
obejmowa¢ dwa przypadki. Przypadek trzeci, k = =%, jest przypadkiem granicznym,

w ktérym punkty (k,0) i (V, P) sklejaja sie — jest on tozsamy z sytuacja, gdy k < .
Mozemy wykazaé, ze sa dwa lub trzy stany stacjonarne o nastepujacym charakterze:

e (0,0) jest siodlem,

e (k,0) jest weztem stabilnym asymptotycznie lub siodtem,

o (V,P)= ( > 2
stabilnym.

—, = (1 - i)), istnieje o ile k& > = i jest weztem lub ogniskiem
ab’ ¢ abk ab

Na podstawie tych rysunkéw mozemy naszkicowaé portrety fazowel ktore
przedstawiamy na sasiedniej stronie (w przypadku & > = punkt (V, P) narysowany

zostal jako ognisko, choé moze byé tez weztem).
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Podobnie jak w przypadku izoklin, oba rysunki zostaly wygenerowane dla statych: r =1, k =1, a = 1, s = 1; réznig si¢ wylacznie wartoscia
wspoélczynnika b, przy czym na wykresie lewym b = 0,75, zas na prawym b = 2. Na obu portretach wyréznione zostaly po dwie przyktadowe
orbity: jedna przechodzaca przez punkt (1,0,4), druga przez punkt (0,4, 0,3).

Patrzac na te portrety fazowe, widzimy ciekawe rzeczy.

e Osie ukladu sa orbitami.

e Jedli punkt (V, P) jest poza dziedzing lub skleja si¢ z (k,0), to izokliny dziela
przestrzen fazowa na trzy obszary — nazwijmy je A, B, C, liczac od lewej.
Rozwiazanie zaczynajace sie w C musi przejs¢ do B, bo w przeciwnym razie
wspélrzedna P uciekataby do nieskoriczonodci, zas w obszarach A i B obie
wspolrzedne sa monotoniczne i ograniczone, a wiec zbiezne. Zatem punkt stacjonarny
(k,0) jest rozwigzaniem globalnie stabilnym.

e Gdy punkt (V, P) jest wewnatrz dziedziny (k < =), to jest on lokalnie stabilny.
Stosujac odpowiednie metody (np. metode funkcji Lapunowa), mozemy tez wykazaé,
ze jest on globalnie stabilny.

‘Whnioski

Po przeanalizowaniu uktadu (2) otrzymaliSmy jeden punkt
globalnie stabilny:
« punkt (k,0), o ile k < —,

a
o punkt (Vi, P.), o ile k > ib

a

Kazdy z tych punktéw jest zbiorem granicznym, do ktorego
zbiegaja wszystkie inne orbity ukladu, poza orbitami
biegnacymi wzdtuz uktadu wspétrzednych. Znaczy to, ze
dowolne rozwigzanie z warunkiem poczatkowym o obu
wspolrzednych dodatnich, czyli zaczynajace sie od dodatnich
populacji tak drapieznika, jak i ofiary, bedzie z upltywem
czasu zbiegalo do rozwiazania stacjonarnego, jednego z dwdch
powyzszych — do ktérego, to zalezy od wartodci
parametréow ukladu.

Pamietamy, ze chcieliSmy poréwnaé dynamike populacji
drapieznika statocieplnego ze zmiennocieplnym w tym samym
$rodowisku. Skoro tak, to mozemy przyjac, ze wspotczynniki
r oraz k, jako opisujace populacje ofiar, sa zadane z gory
przez model (albo np. pomiary terenowe). Natomiast

dla drapieznikéw — skoro chcemy poréwnywaé dwa rézne
gatunki, to bedziemy poréwnywali model z dwoma zestawami
parametréw: (a1, b1, s1) dla pierwszego drapieznika oraz

(a2, b2, s2) dla drugiego drapieznika.
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Zauwazmy, ze wystarczy manipulacja wspélczynnikiem b,
aby wybraé, czy k < 5, czy k > 5 — im wigksze b,

tym mniejszy utamek po prawej stronie. Parametr b

w modelu (2) opisuje czesé energii pozyskanej z upolowanej
ofiary przeznaczona na rozréd drapieznika. Jak juz byto
zaznaczone we wstepie, zwierzeta zmiennocieplne maja
kilkakrotnie mniejsze zapotrzebowanie na energie niz
statocieplne, gdyz nie muszg utrzymywaé stalej temperatury
ciala i szybkiego tempa metabolizmu, co oznacza, ze
relatywnie wiecej energii moga przeznaczy¢ na reprodukcje.
W kontekscie omawianego modelu (2) oznacza to wigksza
wartosé wspoétezynnika b.

Mozna te sytuacje interpretowaé¢ w ten sposob, ze dwa rézne
przypadki portretow fazowych, a wiec i rézne mozliwe
zachowania rozwiagzan, odpowiadaja dwém réznym gatunkom
drapieznikow, przy czym przypadek pierwszy, gdy
rozwiazania uktadaja sie jak na rysunku z lewej, oznacza,

ze mamy do czynienia z drapieznikiem statocieplnym, zas gdy
wygladaja jak na rysunku z prawej, z drapieznikiem
zmiennocieplnym. To uzasadnia, zgodnie z przypuszczeniami
Flannery’ego, nieuchronnos¢ zagtady australijskich
drapieznych torbaczy i jednoczesne przetrwanie stabilnej
populacji miesozernych gadéw.
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Rozwigzanie zadania F 861.

Kazdy matly element kétka o promieniu R
zrobionego ze sprezyny przy predkodci
katowej w porusza si¢ z przyspieszeniem
dosrodkowym a = w?R. Jesli przez Ao
oznaczy¢ kat pomiedzy promieniami
taczacymi konce tego elementu

z polozeniem osi obrotu, to jego mase
mozna zapisaé¢ jako mA«/27. Sila
dosrodkowa dzialajaca na ten element
wynosi AF = TAa«, pochodzi od naciagu
sprezyny T = k(2w R — 1).

Stad réwnanie ruchu dla elementu
sprezyny ma postaé

mAa/2rw’R = k(27R — 1) Aa,
a stad R = 1/(27 — mw?/27k). Gdy
w roénie, R takze roénie, dazac do
wartosci maksymalnej, ktéra osigga dla
krytycznej wartosci predkosci katowej

wo = 2w/ k/m.

Sprezyna osigga wéwczas granice
sprezystosci (rozprostowuje sie), a przy
odpowiednio duzej sile rozciagajacej
ulega zerwaniu.

*Katedra Informatyki,
Akademia Goérniczo-Hutnicza

Jestesmy swiadkami szybkiego postepu w informatyce. Pojawiaja sie nowe jezyki
programowania, biblioteki i platformy programistyczne. Korzystamy z obliczen
wielkiej skali, a swoje dane i aplikacje przenosimy do tzw. chmury. Jak jest
mozliwy tak szybki rozwdj, pomimo duzego skomplikowania systemdw
komputerowych?

Odpowiedzia jest modne ostatnio pojecie wirtualizacji, ktore oznacza korzystanie
z abstrakcyjnych modeli. Ukrywamy ztozono$¢ pewnego skomplikowanego
elementu w czarnej skrzynce, ktora z zewnatrz wyglada calkiem przystepnie.
Abstrakcja wystepuje jednoczesnie na wielu poziomach — czarne skrzynki moga
zawiera¢ w sobie kolejne czarne skrzynki, zupetnie jak rosyjskie matrioszki.
Przyjrzymy sie kolejnym poziomom abstrakcji, zaczynajac od najwyzszych.

Programista dostaje do dyspozycji wysokopoziomowy jezyk programowania.
Moze uzywaé pojedynczych operacji, instrukeji warunkowych i petli, z ktorych
buduje procedury. Procedury wraz z danymi, na ktérych operuja, tworza klasy
bedace definicjami obiektéw. Czesé¢ procedur klasy jest widoczna z zewnatrz

i tworzy jej interfejs, a pozostale sa pomocnicze i stanowia jej wewnetrzna
implementacje. Obiekty moga operowa¢ na innych obiektach, i tak caly program
mozna zbudowaé jak z klockdw.

Ztozone aplikacje czesto tworzy sie w oparciu o architekture wielowarstwowgq.
Skladaja sie one wtedy z osobnych warstw, ktére maja jasno okreslone zadanie

i moga by¢ niezaleznie rozwijane. Typowe warstwy sa nastepujace: warstwa
prezentacji stanowiaca interfejs uzytkownika, warstwa logiki, w ktorej zawarte sa
algorytmy i reguly przetwarzania polecen, oraz warstwa danych, ktora realizuje
dostep do bazy danych. Kazda warstwa korzysta wytacznie z warstwy
znajdujacej si¢ bezposrednio pod nia.

Kolejny poziom abstrakcji jest zapewniany przez system operacyjny. Jego rola
jest udostepnianie programom zwirtualizowanych zasobéw komputera: procesora,
pamieci operacyjnej oraz urzadzen wejscia/wyjscia.

Proces (czyli wykonujacy sig¢ program) nie jest $wiadomy obecnosci pozostaltych
proceséw. Wydaje mu sieg, ze dziala na procesorze w sposéb ciagty,

od uruchomienia do zakonczenia. Tymczasem, gdy uruchomionych jest wiele
proceséw, system operacyjny dzieli dostepny czas procesora, nieustannie
przelaczajac wykonywanie miedzy nimi. Jest to wlasnie wirtualizacja procesora.

Natomiast wirtualizacja pamieci operacyjnej daje procesom wrazenie pracy

w ciaglym obszarze pamieci, rozciggajacym sie przez wiekszo$¢é dostepnych
adresow. Adresy pamieci widoczne w programie nazywamy wirtualnymi lub
logicznymi. Nie sa one bezposrednio uzywane do adresowania komorek pamieci
operacyjnej. System operacyjny za pomoca ukladdéw sprzetowych zajmuje si¢
ttumaczeniem adreséw logicznych na fizyczne. Dzieki temu moze w sposob
niezauwazalny dla proceséw wykonywaé wiele pozytecznych funkcji.

Po pierwsze, rézne procesy maja swoje adresy wirtualne odwzorowane na rézne
adresy fizyczne. Dzigki temu nie moga uzyskaé¢ dostepu do pamieci innych
proceséw i zaklécaé ich pracy. Nazywamy to ochrong pamieci. Jednak procesy
moga rowniez wspétdzielié pamieé fizyczna. Przyktadowo, w czesci pamieci
procesu zapisany jest wykonywany kod programu. Znajduje sie w sekcji pamieci
tylko do odczytu, wiec mamy pewnosé, ze w kazdym procesie ten fragment
bedzie wygladal tak samo. Nic nie stoi zatem na przeszkodzie, zeby wszystkie te
adresy wirtualne odwzorowaé do tego samego miejsca w fizycznej pamieci
operacyjnej, oszczedzajac w ten sposéb pamieé.

Kolejna technika jest wykorzystywana, gdy zabraknie pamieci operacyjnej. Czesé
zawartosci pamieci moze by¢ wtedy przeniesiona na dysk bez $wiadomosci
proceséw. Dane zostang przywrocone dopiero po ponownym odwotaniu do nich.
To ten mechanizm jest odpowiedzialny za spowalnianie komputera, gdy brakuje
pamieci operacyjnej. Umozliwia jednak uruchomienie programéw zajmujacych
tacznie wiecej pamieci niz dostepne w koéciach RAM-u.
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Rozwigzanie zadania F 862.

Z symetrii obwodu wzgledem linii A-B
wynika, ze potencjaly punktéw
symetrycznych wzgledem tej linii sg

jednakowe. Na tej podstawie mozemy
rozpatrywany obwéd zastapi¢ obwodem

R/2 R/2 R/2
R/2 R/2 R/2 R/2
R R R B
A
B
ktéry z kolei mozna zwinaé do postaci
R Roo

/ R
i znalez¢ oporno$¢ pomiedzy
punktami A i B:

Rap = (Re + R)R/(Roc + 2R).

Aby znalezé R, korzystamy z faktu, ze

opornosé nieskonczonego obwodu jest
taka sama z pierwszym jego ogniwem
i bez niego. Stad

1 1 1

R/2+ R + R’

R R/2

wiec
R B/2(Rx +3R/2)
~ 7 R/2(3R/2+ R/2)’

skad Roc = (V21 — 3)R/4. Podstawiajac

te warto$¢ do wzoru na R4 p znajdujemy
V2141
Rap = R ~ 0,58R.
V21 +5

™

A B

Procesy nie maja réwniez bezposredniego dostepu do pozostatych zasobéw
komputera, takich jak dysk. Zamiast tego system operacyjny udostepnia procesom
wirtualny system plikéw. Operacje dostepu (otwarcie pliku, odeczyt zawartosci itp.)
implementowane sa za pomoca Scisle zdefiniowanych wywolan systemowych, ktére
stanowia interfejs pomiedzy procesami uzytkownika a systemem operacyjnym.
Rozwiazanie takie ma szereg zalet. System operacyjny utrzymuje kontrole

nad tym, co sie dzieje w komputerze, dostarcza spdjny model plikéw niezalezny
od faktycznie uzytego na dysku systemu plikéw, ma mozliwo$é buforowania
danych w pamieci podrecznej oraz zapewnia kompatybilno$é réznych programéw.

Kolejna warstwa abstrakcji jest model programowy procesora. Zaréwno programy,
jak i kod systemu operacyjnego w procesie kompilacji ttumaczone sa z jezyka
zrodtowego na kod maszynowy. Maja wtedy posta¢ wykonywalna i moga zostac
bezposrednio uruchomione na procesorze. Program w kodzie maszynowym
zapisany jest jako ciag instrukcji zrozumiatych dla procesora. Struktura tych
instrukcji wyspecyfikowana jest wlasnie przez model programowy procesora
(ang. Instruction Set Architecture), ktéry jest abstrakcyjnym opisem procesora,
wirtualna maszyna przedstawiona programistom. Okredla, jak programy moga
przeprowadzac¢ obliczenia: definiuje typy danych, dostepne instrukcje i rejestry
(nieliczne komorki pamieci wbhudowane w procesor, do ktérych taduje sie dane

z pamieci operacyjnej w celu wykonania obliczen). Procesory z tym samym
modelem programowym moga wykonywaé te same programy. Dzieki temu jeden
program moze dziala¢ na wielu procesorach.

Sprzetowa realizacja modelu programowego przez procesor nazywana jest
mikroarchitekturg. Procesor nie musi wcale implementowa¢ bezposrednio
abstrakcyjnej maszyny zdefiniowanej w modelu programowym. Faktycznie
wykonywane instrukcje nie musza byé tymi zapisanymi w programie, a fizyczne
rejestry, do ktorych trafiaja dane, nie musza mie¢ wzajemnego odwzorowania
na wirtualne rejestry, na ktérych operuje program. Wazne jest tylko to, zeby
efekt dziatania programu byl taki, jakby dzialala wtasnie wirtualna maszyna

z modelu programowego.

I tak instrukcje zwykle nie sa wykonywane sekwencyjnie, jedna po drugie;j.
Procesory nazywane superskalarnymi dysponuja zwielokrotnionymi jednostkami
wykonawczymi, dzieki czemu instrukcje moga sie wykonywaé réwnolegle.

W przypadku procesoréw firmy Intel juz model Pentium byl wyposazony w dwie
jednostki wykonawcze. OczywiScie, procesor musi wykry¢, czy instrukcje
przeznaczone do wykonania réwnoleglego sa niezalezne. Ciag wzajemnie
zaleznych instrukcji musi by¢é wykonany sekwencyjnie. W takiej sytuacji

na pozostalych jednostkach wykonawczych uruchamia si¢ sasiednie instrukcje,
wystepujace kawalek dalej w kodzie. Ten mechanizm nazywany jest
wykonywaniem poza kolejnoécia.

Roéwniez w obrebie samej jednostki wykonawczej moze mie¢ miejsce
rownoleglosé. Cykl wykonania pojedynczej instrukcji dzielony jest na fazy
nazywane potokiem. Kazda faza wykonuje sie na innej specjalizowanej czesci
procesora, dzieki czemu mozliwe jest wykonywanie rownoczeénie réznych faz
kolejnych instrukcji. Wiecej szczegdtéw o przetwarzaniu potokowym Czytelnik
znajdzie w Delcie 8/2012. Problemy pojawiaja sie, gdy zalezno$ci miedzy
instrukcjami nie pozwalaja na utrzymanie potoku zapelnionego. Przeciwdziala
sie im, korzystajac z szeregu technik, takich jak przewidywanie wyniku instrukcji
warunkowych czy przemianowywanie rejestréw.

W dzisiejszych systemach komputerowych abstrakcja wystepuje na wielu
poziomach. Na kazdym jednak ma podobne zalety. Umozliwia korzystanie

z danego elementu bez znajomosci jego wewnetrznych zasad dziatania.
Jednoczesénie ,pod spodem” moga w niezauwazalny sposéb mieé¢ miejsce ztozone
mechanizmy. Dodatkowo, jasno zdefiniowane przez abstrakcje interfejsy
zapewniaja kompatybilnosé réznych implementacji. Dowolny element mozna
zastapi¢ innym, jesli tylko komunikuje sie z pozostalymi w taki sam sposob.
Naturalnie dzieli to system na moduty, z ktérych kazdy jest koncepcyjnie
prostszy od catosci i moze by¢ rozwijany niezaleznie.
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Pentagram (réza) Wenus.

Fon=Fn 1+ F, 2,zF =1, Fp =1.
n 1(2(3]4|5(6] 7| 8
3 1lof1|1|2]3] 5| 8
Q o|l1]1]|2|3]|5]| 813
Q+d|1|1]2|3|5]8|13]|21

Liczba trutni i robotnic w pokoleniu n.

i Z.adania

Wenus i pszczoty

Co maja wspolnego starozytna bogini miltoéci i produkujace miéd owady?
Odpowiedzia jest oczywiscie wspaniala zlota proporcja, czyli specjalny podziat
odcinka, o ktérym ostatnio pisaliSmy w kontekscie astronomicznym w numerze
1/2014. Opisany tam stosunek okreséw orbitalnych Ziemi (@) i Wenus (Q)
wyraza sie za pomoca zlotej proporcji, ¢ = (v/5 +1)/2 = 1,618033989. .. i jest
bliski ¢ — 1, czyli niemal 8/13. W zwiazku z tym momenty koniunkeji tych
planet wyznaczaja prawie idealny pentagram, w rzeczywistoéci bowiem w ciagu
8 lat ziemskich Wenus okraza Stonce 13,004 raza. Rysunek obok ilustruje
rezonans w ruchach planet w nieco inny sposéb: to orbita Wenus ogladana

z uktadu odniesienia poruszajacego sie wraz z Ziemia. Jak wida¢, pentagram
mozna ,zakodowa¢” rowniez w znacznie mniej groznie wygladajacy es—flores,
orbitalny kwiatek o pieciu platkach.

Jaki jest jednak zwiazek zlotej proporcji z pszczolami? Okazuje sie, ze

trutnie (J) pochodza z niezaptodnionych jajeczek, podczas gdy narodziny
robotnicy (Q) wymagaja udzialu trutnia, ktéry to zadanie spelnia tylko raz

w zyciu. Liczba robotnic w danym pokoleniu réwna si¢ zatem liczbie trutni

z pokolenia poprzedniego, a takze: liczba robotnic w danym pokoleniu jest réwna
liczbie robotnic w dwu poprzednich pokoleniach. Catkowita liczba pszczot

w pokoleniu n jest réwna liczbie ciggu Fibonacciego F),, co obrazuje tabelka.

Fn+1

Zlota proporcja ¢ wynika wprost z ciagu F), przez lim = ¢ (co ciekawe,
n—oo

warto$¢ granicy nie zalezy od wartosci poczatkowych ciagu, z wyjatkiem
przypadku pary Fy = Fy = 0); asymptotyczna zalezno$¢ zostata opisana przez
Johannesa Keplera, obserwatora ruchow Wenus oraz pierwszego astronoma,
ktory przewidzial przejscie planety przed tarcza Stonica (6 grudnia 1631 r.).

Michat BEJGER

Redaguje Tomasz TKOCZ

M 1429. Dane s liczby dodatnie a, b. Rozwazmy tréjkaty prostokatne ABC

o kacie prostym przy wierzchotku C, dla ktérych AC = a + b. Niech D bedzie
punktem na AC, dla ktérego AD = a, DC = b. Znalezé¢ dlugosé boku BC, dla
ktérej kat ABD jest maksymalny.

Rozwiazanie na str. 24

M 1430. Udowodni¢, ze dla dowolnych liczb catkowitych n > k > 1 liczba
NWD(n, k) (n
n k

jest calkowita.
Rozwiazanie na str. 11

M 1431. Niech P bedzie pewnym wieloscianem. Udowodnié, Ze istnieje stata
dodatnia ¢(P) o nastepujacej wlasnosci: jesli pewnych n kul o sumie objetodci V
pokrywa wszystkie $ciany (czyli kazdy punkt kazdej Sciany P nalezy do

c(P)

vz

co najmniej jednej z nich), to n >

Rozwiazanie na str. 10

Przygotowat Michat NAWROCKI

F 861. Kotko powstalte ze sprezyny o dtugosci poczatkowej [, wspdtczynniku
sprezystosci k i masie m, ktérej konce potaczono, wiruje z predkoscia katowa w
wokot osi prostopadlej do jego plaszczyzny i przechodzacej przez jego érodek. Jak
zalezy promien kotka R od predkosci w? Przyjaé, ze srednica zwojow sprezyny
jest duzo mniejsza od jej dlugosci.

Rozwiazanie na str. 16

F 862. Znalez¢ opornosé pomiedzy punktami A i B poéinieskonczonego obwodu,
jezeli opornos¢ kazdego z jego elementéw wynosi R.
Rozwiazanie na str. 17

18



Maia aelld

Ratujmy zdrowie kroéla!

Krél Chimeryk zaniemégt. Wezwat do swojego toza trzech synéw. ,,Czas
moj sie wypelnia, bo choroba moja straszna i lekarstwa na nig nie znam.
Jedna jeszcze nadzieja zostala. Za siedmioma gérami i siedmioma lasami
mieszka stary pustelnik, ktéry ma wiedze wielka o wszelakich chorobach

i sam rozmaite medykamenty przygotowuje sobie tylko znanymi sposobami.
Synowie moi! W waszych rekach moje zycie i ostatnia nadzieja na jego

przedtuzenie.”

Zerwali sie trzej bracia, kazdy z nich konia osiodtat

i ruszyt inng drogg. Najstarszemu staneta

na przeszkodzie wiedzma Pedzicha, ktora kompas
zaczarowawszy, w zla droge go skierowata. Blakat sie
syn, blakal, az zawrdciwszy, z trudem trafit

do patacu ojca, niestety, z pustymi rekami. Sredni
syn ledwo z zyciem uszedl, gdy zbdjce go napadli,
obrabowali, konia zabrali i piechota trza mu byto

do patacu wracac. Jeno najmtodszy, przez siedem goér
i rzek przeprawiwszy sie, chatke pustelnika znalazt

i o chorobie ojca opowiedzial. Pustelnik zmartwit sie,
bo wiedzial, ze na chorobe te tylko jedno lekarstwo

i szybko trzeba podaé¢. Lekarstwo jednak bylo trudne
do przyrzadzenia i sktadato sie z dwoch sktadnikow.
Kazdy z tych sktadnikéw podany bez tego drugiego
byt trucizna i zazycie tylko jednego z nich niechybnie
konczyto sie $miercig nawet zdrowego cztowieka.
Razem jednak znosily swoje Smiercionosne dziatanie
i dawaly wyzdrowienie. Trzeba tylko byto
zaaplikowaé¢ dwie dawki dzien po dniu.

Inaczej nie zadziatatyby.

,2Normalnie lekarstwa te trzymam w butlach.

Jednak — ze$ w podrézy — przygotowatem ci
wygodniejszg wersje instant w tabletkach. Daje ci
dwie pastylki pierwszego sktadnika i dwie drugiego.
Zeby$ ich nie pomylil, bo wszystkie cztery wygladaja
identycznie, wkltadam dwie pastylki pierwszego

z nich do zielonego stoiczka, a drugie dwie

do pomaranczowego. Pamietaj! po powrocie dajesz
po jednej pastylce z kazdego stoiczka pierwszego dnia
i potem tak samo po jednej nastepnego dnia.

Nie wolno ci sie pomyli¢!”

Syn najmtodszy szczesliwie do patacu wrécit,
dzierzac dwa szklane stoiczki z lekarstwami. C6z,
kiedy z przejecia, gdy biegt do toza ojcowskiego,
potknat sie, stoiczki trzymane w rekach pottukty sie
i cztery identyczne pastylki rozsypaly sie

po posadzce patacowej. Nie wiadomo, ktéra z nich
z ktérego stoiczka pochodzita.

Naradzaja si¢ bracia, jak tu, zycia ojcowskiego
nie narazajac, zaaplikowa¢ lekarstwo. Mowi najstarszy:

— Dajmy ojcu na chybit-trafit dwie tabletki. Albo
beda rozne, i wtedy przezyje, albo beda takie same,
to wtedy zemrze, ale $mier¢ go wszak dosiegnie tez
wtedy, gdy zaniechamy dzialania. A tak nasz
kochany ojciec ma 50% szans na wyzdrowienie.

— A nawet wiecej — wtracit sie sredni. — Mamy
przeciez mozliwych szes¢ wyboréw dwoch tabletek
spoérdd czterech i az cztery sposrdd tych szedciu
wyboréw to pary réznych tabletek. Mozecie to sami
sprawdzi¢. Jesli jeszcze nie wierzycie, to zauwazcie,
ze gdy pierwszg tabletke, obojetnie ktoéra, ojciec
zazyje na chybit-trafit, to sposrod trzech pozostalych
az dwie sg rézne od tej pierwszej, wiec szanse

na przezycie wynosza %, czyli ponad 66%.

— Mam ja pomyst, jak zwickszy¢ szanse ojca do 100%
— ozwal sie syn najmlodszy. Studiowalem swojego
czasu geometrie i wiem, ze czasami przez podzialy
mozna ztozy¢ dowolne figury. Proponuje zatem kazda
z tabletek przeciaé¢ na poét i z kazdej przecietej
tabletki wzia¢ jedng potéwke i podaé¢ ojcu dnia
pierwszego, a pozostate potoéwki — drugiego.

Nie ma mozliwosci, zeby nie zadziatato!

Maltqg Delte przygotowat Piotr CHRZASTOWSKI-WACHTEL
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Zycle na
ZY \~® 47

Od 1 do 26 IX 2014
na WMI UAM odbeda sie

11T Poznanskie
Praktyki Badawcze

W tym czasie studenci z wielu polskich
uczelni beda pracowali nad

rozwigzaniem problemoéw z zastosowan
matematyki i informatyki w przemysle.

W tygodniu poprzedzajacym PPB
uczestnicy beda mieli okazje wziaé
udzial w warsztatach, podczas ktérych
naucza si¢ m.in. jak prawidiowo
tworzy¢ raporty i prezentacje, jak
zarzadza¢ zespolem oraz jak budowadé
modele matematyczne postawionych
probleméw.

Wiecej informacji na

Www.ppb.edu.pl

o L4 4
Najezdzcy
Co taczy krélika, stonke, karpia i jenota? To, ze wszystkie te osobniki naleza
w okreslonym S$rodowisku do przedstawicieli gatunkéw inwazyjnych. Kroliki

w Australii (o tym wie kazde dziecko), pozostale — w Europie. No i jeszcze
zlowrogi barszcz Sosnowskiego, roslina wielka i dotkliwie parzaca.

Gatunek inwazyjny, jak swiadczy nazwa, pojawia sie na nowym terenie,

a wprowadzaja go tam ($wiadomie, a najczesciej nie) ludzie. Niektére z takich
gatunkéw bardzo si¢ nam udaly — pomidory, kasztanowce, karpie, bazanty,
daniele. Czesciej jednak styszymy o tych, ktére uznajemy za szkodliwe. O stonce
ziemniaczanej propaganda w PRL glosita, ze zrzucona zostala z samolotéw przez
amerykanskich imperialistéw (!). W odpowiedzi na pola wysylano aktywistéw
zbierajacych te chrzaszcze, potem stosowano opryski DDT, duzo pézniej
wyhodowano (zgroza!) genetycznie modyfikowane ziemniaki, ktére stonki sie

nie boja. Ryba babka bycza zapewne pojawila sie w Baltyku przywieziona

z Morza Czarnego w zbiornikach wéd balastowych statkéw. Wielkie spory tocza
hodowcy zwierzat futerkowych z ekologami o norke amerykanska (jestesmy
najwiekszym w Europie producentem tych futer). Czasami jednak jakiej$ norce
udaje si¢ uciec, spotka¢ partnera i wtedy zaczyna sie inwazja sSrodowiskowa
drapieznego zwierzecia, niemajacego u nas naturalnych wrogéw. Norka
amerykanska dobrze ptywa i wspina si¢ po drzewach, poluje na ryby, raki, ptazy
i ptaki (jaja, piskleta). W dodatku krzyzuje sie z rodzima norka. W takich
przypadkach zagrozona jest réznorodnos¢ biologiczna w obrebie gatunku.
Naruszony moze tez byé¢ typowy dla danego ekosystemu sktad gatunkowy,

co skutkuje powazniejszymi mozliwymi zmianami w $rodowisku.

Za inwazyjne uznaje sie obecnie w Europie 12 tys. gatunkéw, z czego 10%

— za szkodliwe. Przez ostatnie 100 lat liczba gatunkéw inwazyjnych wzrosta

dwa i pél raza, 2/3 z nich to rosliny. W Polsce zarejestrowano takich gatunkéw
prawie 1300, ale cze$¢ z tego to zbiegte z niewoli lub wyrzucone przez wtascicieli
ptazy, gady. Najwiecej méwi sie o norce, barszczu, ostatnio o nawloci
(zawojowala miedze i wiele zaniedbanych pél w Polsce; podobno z jej zéttych
kwiatéw pszczoly zbieraja bardzo smaczny miéd). Ogélnie szkodliwo$é gatunkéw
inwazyjnych upatruje sie w zajmowaniu nisz ekologicznych rodzimych gatunkéw,
drapieznictwo (jenot zagraza obszarom chronionym wokét zbiornikéw wodnych
nad Biebrza, Wartg). Niektére gatunki inwazyjne wywoluja problemy zdrowotne
(ostre stany alergiczne wywolane przez pylek ambrozji bylicolistnej). Zaklécaja
uprawy rolne (stonka), lesne (czeremcha amerykanska), gospodarke wodna
(racicznica zmienna, malz z rejonu Morza Czarnego oblepiajacy czesci podwodne
statkéw 1 konstrukeji portowych).

Pojawieniu sie gatunkéw inwazyjnych sprzyja szybki rozwdj réznorodnych
srodkéw przewozu ludzi i towaréw. W Unii Europejskiej dokonano oceny strat
wiazacych sie z gatunkami inwazyjnymi i z ich zwalczaniem, na okoto 12 mld euro
rocznie. W Polsce takich zbiorczych danych jeszcze nie znamy. Jednakze czesto
ograniczanie lub zmniejszanie populacji inwazyjnej okazuje sie na duzych
terenach niewykonalne i ich rozprzestrzenienia nie sposéb powstrzymaé, chyba ze
reaguje si¢ szybko, tuz po pojawieniu si¢ zagrozenia. W Polsce zwraca si¢
gléwnie uwage na tereny przyrodniczo chronione, wytapuje drapiezniki inwazyjne
lub stara si¢ o stworzenie wokot rezerwatow stref buforowych przez
niedopuszczenie do powstawania tam farm dla zwierzat futerkowych.

A ja sie ciesze, ze nie wiedziano nic o gatunkach inwazyjnych w czasach, gdy
do Europy dzielni odkrywcy zamorskich krain przywiezli dziwne rosliny
z bulwami: ziemniaki.
Magdalena FIKUS

Tekst powstal na podstawie Raportu Mirostawa Gwiazdowicza opublikowanego
przez Biuro Analiz Sejmowych. Biuru gratulujemy, postom zZyczymy
ciekawej lektury.
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Magnetyczna chlodziarka

Sposobéw na chlodzenie wymyslono wiele. Z termodynamicznego punktu
widzenia kazdy proces, w ktorym zmienia sie entropia, moze by¢ uzyty

do wytworzenia réznicy temperatur. Jednym z ciekawszych, choé¢ raczej malo
znanym sposobem, jest wykorzystywanie efektu magnetokalorycznego. Zostal on
odkryty pod koniec XIX wieku, jako ogrzewanie si¢ substancji magnetycznych
na skutek magnesowania. Jezeli substancja jest paramagnetykiem, to w czasie jej
adiabatycznego rozmagnesowania nastepuje obnizenie temperatury. Zjawisko to
zostalo objasnione (niezaleznie) przez Petera Debaya i Williama Giauque’a

w latach dwudziestych XX wieku.

Giauque dostal Nagrode Nobla z Chemii (1949) za badania, ktére przeprowadzal
dzieki wykorzystywaniu zaprojektowanej przez siebie magnetycznej chlodziarki [1].
Zasade dziatania takiego urzadzenia mozna przyblizyé za pomoca analogii

ze standardowym cyklem termodynamicznym uzywanym np. w lodéwkach. Tak jak
nasycona para jest skraplana za pomoca wysokiego cisnienia, tak paramagnetyk
jest magnetyzowany za pomoca pola magnetycznego. W obu przypadkach
nastepuje uporzadkowanie kosztem wzrostu temperatury, a poprzez oddanie
ciepta — obnizenie entropii. Nastepnie, tak jak ciecz odparowuje po obnizeniu
ci$nienia, tak paramagnetyk rozmagnesowuje si¢ po usunieciu zewnetrznego

pola magnetycznego. W obu przypadkach proces odbywa sie kosztem ciepta
wewnetrznego, wiec temperatura sie obniza, co wykorzystuje sie do chtodzenia.
Pobranie ciepla z otoczenia powoduje wzrost entropii i cykl si¢ zamyka.

Od okoto dwudziestu lat obserwuje sie wzrost zainteresowania chtodzeniem
magnetycznym. W tym roku ma miejsce premiera komercyjnego wykorzystania
pomystu [2]. Produkowane przez francuska firme Cooltech Applications
urzadzenie Weenter® wykorzystuje zestaw kilku substancji magnetokalorycznych
o zblizonych temperaturach Curie (7¢), uformowanych w porowaty blok,
umieszczony w polu magnetycznym wytwarzanym przez staly magnes. Rotacja
magnesu zapewnia zmiang pola. Przez blok przepuszczany jest czynnik chlodzacy
(taki jak w chlodnicy samochodowej), na przemian: od strony o najnizszej Tc

po ogrzaniu, a z powrotem po schlodzeniu. Po okoto 200 cyklach

(z czestoscia 1 Hz) osiagana jest réwnowaga z temperatura okoto —5°C po jednej
oraz 36°C po drugiej stronie.

Jednoczesnie trwa rywalizacja, jezeli chodzi o badania podstawowe w tej
dziedzinie. Jednym z dominujacych tematéw jest badanie materiatéw
wieloferroicznych (ang. multiferroic). Chodzi o substancje, ktére wykazuja wiecej
niz jedna wlasno$¢ ferroiczna (wiecej niz jeden parametr uporzadkowania).
Oprocz ferromagnetyzmu jest to np. ferroelektryczno$é (spontaniczne pojawianie
sie polaryzacji dielektrycznej ponizej temperatury Curie). Warunkiem
koniecznym ferroelektrycznodci jest asymetria krysztaléw.

W czerwcu ukazala sie praca [3], w ktérej autorzy opisuja badanie
monokrysztalu HoMnyOs. Ta wieloferroiczna substancja wykazuje bardzo duza
anizotropie magneto-krystaliczng. fL.atwos$¢ jej magnesowania zalezy od kierunku
pola magnetycznego wzgledem osi krysztatu. Dzieki temu wystarczy taki krysztal
obréci¢ w polu magnetycznym, zeby uzyskaé efekt magnetokaloryczny.
Umozliwia to uzycie silnych nieruchomych magneséw nadprzewodzacych.
Autorzy argumentuja, ze jest to kolejna droga do uzyskania komercyjnych
chlodziarek, cho¢ akurat badana substancja wykazuje efekt magnetokaloryczny
w okolicach 10°K, wiec na domowa lodéwke raczej sie nie nadaje.

Trudno wyrokowaé, czy magnetyczne chlodziarki zawojuja rynek.
Wyeliminowanie freonéw jest jakim$ argumentem, ale decydujacy bedzie, moim
zdaniem, prosty rachunek ekonomiczny. Jezeli rzeczywiscie okaza sie tansze
w eksploatacji, to nie mozna wykluczy¢ scenariusza, ze za kilkanascie lat inne
chlodziarki moga juz nie by¢ produkowane.

Piotr ZALEWSKI
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Klub 44

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koiica miesigca n 4 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe 0séb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwoéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegdlowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Rozwigzania zadan z numeru 4/2014
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

Przypominamy tres¢ zadan:

576. Z réwni pochylej nachylonej do poziomu pod katem «a zsuwaja si¢ dwa klocki o jednakowych
masach m, potaczone niewazka sprezyna o wspélczynniku sprezystosci k (rys. 1). W chwili
poczatkowej sprezyna jest nieodksztalcona, a predkosci klockéw sg rowne zeru. Wspélczynnik tarcia
miedzy drugim klockiem a réwnig wynosi p, przy czym p < tg . Miedzy pierwszym klockiem

a réwnig tarcia nie ma. Znalez¢é maksymalne wydluzenie sprezyny oraz inne wielko$ci
charakteryzujace ruch klockéw.

577. Na powierzchni dlugiego, nieprzewodzacego walca o promieniu R réwnomiernie roztozony jest
tadunek o gestosci powierzchniowej . Walec znajduje sie w jednorodnym polu magnetycznym

o indukcji By, ktérego linie sg réwnolegte do osi walca. Znalezé predkos$é katowa walca po wylaczeniu
zewnetrznego pola magnetycznego. Walec ma jednorodna gestosé p.

576. Poniewaz spelniony jest warunek p < tga, oba klocki ruszaja jednoczesnie.

I p
Srodek masy ukladu porusza sie z przyspieszeniem a = gsina — % g cos a. Dalej
a rozwazaé¢ bedziemy problem w ukladzie srodka masy.
Rys. 1 Masy klockow sa jednakowe, zatem érodek masy uktadu S znajduje sie w potowie
odleglosci miedzy klockami, a ich ruch jest symetryczny wzgledem $rodka masy.
Mozemy wiec ograniczy¢ sie do rozpatrzenia ruchu jednego z klockéw.
Wypadkowa sita, dziatajaca na klocek pierwszy, wynosi F} = mgsina — kx =
= %umg cosa — kx, gdzie = jest odksztalceniem sprezyny (z > 0, gdy sprezyna
oA oA jest rozciagnieta). Gdy Fy = 0, czyli w stanie réwnowagi, wydluzenie sprezyny
cos «
) ’ ) ’ jest rowne Al = . Niech x1 oznacza wspolrzedna pierwszego klocka
) S 01 o1 wzgledem polozenia réwnowagi O; (patrz rys. 2). Mozemy wtedy napisaé
Rys. 2 Fy = gumgcos o — k(Al + 2x1) = —2kaxy. Klocki poruszaja sie wiec wzgledem

$rodka masy ruchem harmonicznym z okresem T = 27+/2k/m. W chwili

poczatkowej x1 = Al/2, zatem amplitudy drgan wynosza

4 - fmgcosa
4k

Maksymalne wydluzenie sprezyny jest réwne xp.x = 4A.

577. Oznaczmy przez At czas, w ktérym nastepuje
wylaczenie zewnetrznego pola magnetycznego. Zmiana
strumienia tego pola przez powierzchnie przekroju
poprzecznego walca powoduje powstanie stycznego
do powierzchni walca pola elektrycznego, ktére dziata
na tadunek na powierzchni walca i wywoluje jego obrot.
7 kolei poruszajacy sie¢ tadunek powierzchniowy
wytwarza wewnatrz walca dodatkowe pole magnetyczne,
ktére zgodnie z reguta przekory rosnie w czasie
i skierowane jest zgodnie z polem Bjy. Oznaczmy
maksymalng wartos¢ wektora tego pola przez B. Zgodnie
z prawem Faradaya

A(I)B 7TR2 (B[) - B)

K :2 RE:— =
B=en At At :

gdzie przez Kg oznaczyliSmy krazenie pola
elektrycznego E wzdluz okregu o promieniu R
otaczajacego przekrdj poprzeczny walca, a przez ®p
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strumien pola magnetycznego przez powierzchnie tego
przekroju. Wartos¢ indukowanego pola magnetycznego,
gdy obracajacy si¢ walec osiggnie koncowsa predkosé
katowa w wynosi B = pgj, gdzie j = 2nrRow jest
natezeniem pradu na jednostke dlugoéci walca. Sredni
moment sity zwiekszajacy predkosé katows walca

w czasie At dany jest wzorem M = QFER, gdzie

@ = 2nRlo jest calkowitym tadunkiem na powierzchni
walca o dlugosci [. Rownanie ruchu obrotowego walca ma

Aw
postaé I N M. Moment bezwladnosci pelnego walca
s
to I = =pR', za$ Aw = w. Wstawiajac natezenie pola F
z prawa Faradaya do réwnania ruchu obrotowego,

otrzymujemy szukang predkos¢ katowa:

20’B()
R(p +2p90?)
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Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
673 (WT =1,64) i 674 (WT = 2,94)
z numeru 1/2014

Jedrzej Garnek Poznan 47,96
Janusz Olszewski Warszawa 45,91
Andrzej Idzik Bolestawiec 42,10
Pawel Duch Bielawa 40,84
Wojciech Maciak Warszawa 39,65
Stanistaw Bednarek ¥L6dz 37,56
Tomasz Wietecha Tarnéw 34,36

Grzegorz Karpowicz Wroctaw 32,75

Pan Jedrzej Garnek — juz po raz drugi.
Zas Janusz Olszewski stanie oto
i za pigciu Weteranow.

Rozwigzania zadan z numeru 4/2014
Redaguje Marcin E. KUCZMA

Przypominamy tres¢ zadan:

679. Na okregu wybrano skonczong liczbe punktéw i niektére z nich oznaczono kolorem bialym,

a pozostale czerwonym, tak, ze punktéow biatych jest przeszlo dwukrotnie wiecej niz czerwonych.

Dowiedé, ze istnieje taki punkt biaty, ze kazdy tuk okregu, majacy koniec w tym punkcie, zawiera
wiecej punktéw biatych niz czerwonych.

680. Dwusieczne katéw wewnetrznych tréjkata ABC przecinajg okrag na nim opisany odpowiednio
w punktach D, E, F. Odcinki prostych DE i DF, wyznaczone przez punkty przeciecia tych prostych
z bokami tréjkata, maja srodki w punktach M i N. Odcinki AD i EF przecinaja si¢ w punkcie P.
Wykazaé, ze srodek okregu, przechodzacego przez punkty D, M, N, lezy na okregu, przechodzacym
przez punkty P, M, N.

679. Jezeli wszystkie wybrane punkty sg bialte, nie ma czego dowodzié.
Przyjmijmy wiec, ze tak nie jest. Ustalmy kierunek obiegu (orientacje) okregu;
kazdy tuk ma wtedy poczatek i koniec.

Punkt bialy nazwijmy fajnym, jezeli kazdy tuk okregu, majacy poczatek w tym
punkcie, zawiera wiecej punktoéw biatych niz czerwonych. Wybierzmy dowolna
pare punktow sasiadujacych, réznych koloréw, w ktérej punkt bialy jest
wezesniejszy niz punkt czerwony (bezposrednio go poprzedza). Usunmy te pare.
Zauwazmy, ze wszystkie biale punkty, ktore nie byly fajne, pozostaja niefajnymi
w nowej sytuacji.

Powtarzamy to postepowanie, dopdki czerwone punkty nie znikna. Przyjmijmy,
ze na starcie byto b punktéw bialych oraz ¢ czerwonych. Po wykonaniu ¢ ruchéw
zostaje b — ¢ punktéw, wszystkie biale, oczywiscie fajne (w tej koncowe]
sytuacji). One zatem byly fajne juz na starcie; oznaczmy ich zbiér przez B.

Zmieniamy orientacje i powtarzamy rozumowanie. Otrzymujemy zbiér B,
zlozony z b — ¢ bialych punktéow, ktére juz na starcie byly ,fajne przy zmienionej
orientacji”. Dla uzyskania tezy zadania nalezy wykazaé, ze pewien punkt bialy
znajduje si¢ w czeSci wspélnej zbioréw B i B’. Do tego wystarczy, zeby
zachodzila nier6wnosé 2(b — ¢) > b, czyli b > 2¢, a to jest dane w zalozeniu.

680. Oznaczmy przez «, 3, v miary katéw tréjkata
ABC przy wierzchotkach A, B, C, za$ przez S, T
punkty przeciecia odcinka FF odpowiednio z bokami
AB, AC. Odcinki AD, BE, C'F przecinaja sie
w punkcie I ($rodku okregu wpisanego). Z réwnosci

|<*BAD| = a/2,

|XAFE| = |XABE| = /2,

|XxBAF| = |xBCF|=~/2
wynika, ze w trojkacie APF katy przy wierzcholtkach
A i F sumujg sie do kata prostego. Zatem kat przy
wierzcholku P jest prosty. W tréjkacie AST odcinek AP
jest wiec jednocze$nie dwusieczna i wysokoscia; to
znaczy, ze punkt P jest srodkiem odcinka ST.

Skoro AP | PF, réwnosé

|XCFE|=|XCBE| = (/2 =|XAFE|
pokazuje, ze prosta EF jest symetralng odcinka Al.
Przez analogie, punkty M i N sa srodkami odcinkéw
CI i BI, aproste DE i DF sa symetralnymi tych

odcinkéw. W takim razie jednokladnos¢ o srodku I
i skali 1/2 przeksztalca tréjkat ABC na tréjkat PN M.

Okrag opisany na pierwszym z tych tréjkatéow przechodzi
na okrag opisany na drugim. Obrazem punktu D jest
srodek X odcinka I D, ktéry wobec tego lezy na

okregu (PN M). Pozostaje zauwazy¢, ze punkt X, jako
srodek przeciwprostokatnej tréjkatéw prostokatnych
IMD, IND, jest tez srodkiem okregu (DMN).
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PSR B1257412 znajduje si¢ okolo

1000 lat $wietlnych od Ziemi,

w gwiazdozbiorze Panny; gwiazda obraca
sie ponad 160 razy na sekunde
(obserwacje przeprowadzono za pomoca
teleskopu w Arecibo).

Prosto z nieba: Skaliste otoczenie pulsaréw

Pierwszymi planetami zaobserwowanymi poza Ukladem Stonecznym jest para
globéw opisana przez Aleksandra Wolszczana i Dale’a Fraila w 1992 roku.
Odkrycie bylo zupelnie niespodziewane, poniewaz planety znaleziono podczas
analizy czaséw nadejécia pulséw (chronometrazu) pulsara PSR B1257+12,

tj. bardzo gestej pozostalosci po wybuchu supernowej — nikt nawet

nie spekulowal, ze w tak nieprzyjaznym pobojowisku, wypetlnionym dodatkowo
zabdjczym promieniowaniem i wiatrem energetycznych czastek moga wciaz
istnie¢ planety. Obecnie wiemy, ze w ukladzie PSR B1257412 znajduja sie trzy
planety (o masach 0,02, 4,3 oraz 3,9 masy Ziemi) oraz, przypuszczalnie, czwarte
cialo (masywna odlegla planeta badZ kometa). Uklady planetarne woko?
pulsaréw sa jednak rzadkim zjawiskiem: drugi dobrze udokumentowany przez
obserwacje uklad to PSR B1620-26, dlatego tez z wielkim zainteresowaniem
spotkalo sie niedawne doniesienie australijskich astronomoéw z teleskopu Parkesa,
wspdlpracujacych z kolegami z Poltudniowej Afryki.

Radiopulsar PSR J0738-4042 obraca sie znacznie wolniej — oraz promieniowanie moze takze rozbija¢ asteroidy

od gwiazdy Wolszczana, zaledwie 2,66 razy na sekunde;  na mniejsze kawalki wchodzace tym chetniej w interakcje
szczegblowa analiza zaburzen regularnego cyklu pulsara  z polem magnetycznym gwiazdy. Pyl i asteroidy sa
wskazuje na to, ze w jego otoczeniu znajduja sie pozostaloscia materii pochodzacej z wybuchu

niewielkie ciala: pojedyncze skaliste asteroidy oraz supernowej oraz istniejacego wtedy uktadu planet.
mniejsze obiekty tworzace pylowy dysk, oddziatujace PSR J0738-4042 jest zatem kolejnym ekstremalnym

z magnetosfera pulsara, a nawet spadajace na jego przypadkiem potwierdzajacym teze, ze planety moga
powierzchnie, co obserwowano we wrzesniu 2005 r. jako powstawaé (oraz istnieé¢!) w bardzo réznych, czesto
raptowna zmiane zachowania si¢ pulsu. Wiatr czastek niesprzyjajacych srodowiskach.

Rozwigzanie zadania M 1429.
Niech x oznacza dlugosé boku BC.

Obliczajac pole tréjkata ABD na dwa
sposoby, mamy

ar = 51110'\/:1:2 + b2 \/:1;2 + (a + b)2,
skad

a2 <\/m\/x2+(a+b)2>2

sin2 0

) ) ) b2 b)2
=2 —+ b2 + (a + I))Z + L;r)
-
b b))\ 2
= (;1: — 7((1 + >> + (a + 21))2
T
> (a + 2b)°,

przy czym réwnosé zachodzi wtedy i tylko
wtedy, gdy © = /b(a + b). Kat 0 jest
ostry, wigc ma maksymalng warto$é, gdy
1/sin 0 ma minimalng warto§é, ktora
wyznaczyliSmy powyzej. Zatem kat 0 jest
maksymalny dla

x = 1/bla+0b).

Michat BEJGER

Niebo w sierpniu

Prawdopodobnie najwieksza atrakcja sierpniowego nieba sg Perseidy.

Ten popularny wakacyjny réj meteoréw powstaje z komety Swifta—Tuttle’a i jest
jednym z najwiekszych w ciagu roku. W okolicy maksimum aktywnosci, tj. 13 VIII,
jest zrodtem okolo 60 meteoréw na godzine dla obserwatora znajdujacego

sie w idealnych warunkach, z dala od Swiatel miasta. Radiant Perseidow lezy

w gwiazdozbiorze Perseusza, ktory jest widoczny wtedy w Polsce praktycznie
przez cala noc. Niestety, w tym roku jasny Ksiezyc, ktéry bedzie trzy dni po pelni,
bedzie troche przeszkadzal w obserwacjach maksimum aktywnosci tego roju. Mimo
tego mozemy z pewnoscia liczy¢ na kilkadziesiat ,spadajacych gwiazd” na godzine.

18 VIII naprawde warto bedzie wstac¢ troche wczesniej. Godzine przed wschodem
Stonca, nisko nad potudniowo-wschodnim horyzontem pojawi sie para
najjasniejszych planet na naszym niebie. Wenus i Jowisz znajda sie¢ bardzo blisko
siebie, w odleglodci katowej mniejszej od 2/3 érednicy katowej Ksiezycal Bedzie
to bardzo zjawiskowe wydarzenie, doskonale widoczne nieuzbrojonym okiem.

25 VIII dojdzie do koniunkcji dwoch kolejnych planet, Marsa i Saturna, ktére
przejda kolo siebie na niebie w odleglosci okolo 3 stopni tuku. Mars osiagnie
jasno$¢ okoto 0,1 wielkosci gwiazdowej, natomiast Saturn 1,1". Para bedzie
widoczna do$é krotko po zachodzie Stonca bardzo nisko nad
potudniowo-zachodnim horyzontem. Odleglo$¢ miedzy nimi bedzie zbyt duza,
aby mogly zmiesci¢ si¢ w polu widzenia teleskopu, ale obserwacje ,,golym okiem”
lub lornetka powinny sie udac.

Poza spotkaniami samych planet w tym miesiagcu dojdzie tez do spotkan

z Ksiezycem. 3 VIII dojdzie do koniunkecji Ksigzyca i Marsa. Minimalna odlegtosé
miedzy nimi wyniesie 2 stopnie tuku. Dzien pdzniej, 4 VIII, Ksiezyc zblizy sie

do Saturna. Ta sama trdjka, tj. Ksiezyc, Mars i Saturn, spotka si¢ znowu 31 VIII.
Wtedy minimalna odlegto$é miedzy Ksiezycem a Saturnem wyniesie tylko

20 minut tuku. Wszystkie te wydarzenia bedziemy mogli obserwowaé¢ wieczorem
nad zachodnim horyzontem przez okolo dwie godziny po zachodzie Stonca.

Magda OTULAKOWSKA-HYPKA
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Dwa w jednym Joanna JASZUNSKA

Powierzchnie pewnego wieloscianu rozcieto (niekoniecznie wzdluz krawedzi)

i roztozono, otrzymujac ptaski wielokat o ksztalcie ﬂ:l Czy wyjséciowy

wieloscian musiat by¢ szeScianem?

Okazuje sie, ze niekoniecznie. Jesli figure z rysunku la wyciaé, pozginaé¢ wzdtuz
linii i sklei¢ odcinki oznaczone tymi samymi literami, uzyskamy czworoscian!
Mozna sie o tym przekonaé praktycznie (prosze sprébowaé, najwygodniej

na powiekszonej kserokopii), mozna tez teoretycznie, w nastepujacy sposéb.

% ] Odetnijmy kwadraty lewy i gorny, a nastepnie doklejmy je do pozostalej czesci
wzdhiz odcinkéw oznaczonych literami f, g, h, i, k,I. W efekcie uzyskamy figure
j d z rysunku 1b — nietrudno sprawdzi¢, ze jest to zwykla siatka czworoécianu —
ktéra po sklejeniu odpowiednich odcinkéw da te sama bryle, co figura z rysunku la.
j e c d e
i
e b e
h
g / h 7 k l
| i E A |
9 : |
a a | I d
! : :
a a ' b : c
Rys. la Rys. 1b. Przerywanymi liniami oznaczono $lady po sklejeniu.

Statke rozumiemy tu tradycyjnie: ptaski
wielokat podzielony na mniejsze wielokaty
— $ciany wyjsciowej bryty.
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Rys. 2. Szedcian z daszkiem i szedcian
z wneka w ksztalcie daszka maja
identyczne siatki.

W podobny sposéb mozna z powierzchni szeScianu otrzymaé inne bryly.

Polecam animacj¢ Metamorphosis of the Cube (http://erikdemaine.org/metamorphosis).

Powyzsze podejécie jest o tyle nietypowe, ze dopuszcza ciecia w poprzek $cian.

A czy mozna wielodcian roztozyé na siatke i nastepnie ztozyé z niej inny
wieloscian? Latwo udzieli¢ twierdzacej odpowiedzi, gdy zauwazymy, iz rozwazane
wieloSciany nie musza by¢ wypukle (rys. 2).

Zazadajmy wiec dodatkowo, by obydwa wieloéciany byly wypukte. Teraz
odpowiedz jest mniej oczywista, ale réwniez okazuje si¢ pozytywna! Siatke,

z ktérej mozna zlozyé dwa rézne wielodciany wypukle, przedstawia rysunek 3.
Sekret tkwi w tym, ze krawedzie tej siatki sklejamy na rézne sposoby.

SAVAVAYS

Rys. 3. Krawedzie oznaczone tymi samymi literami nalezy sklei¢. Kolorem oznaczono jeden
z mozliwych sposobéw, na czarno — drugi. Warto skserowaé w powiekszeniu, wyciaé i zlozy¢!

Dotaczmy wiec do naszych wymagan kolejny warunek: skleja¢ nalezy te same
krawedzie siatki. Niestety (a moze na szczedcie?), tym razem nie istnieja szukane
bryly, bowiem twierdzenie Cauchy’ego o sztywnosci orzeka, ze siatka wraz z taka
sinstrukcja klejenia” jednoznacznie wyznacza wieloscian wypuktly.
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