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Spadajacy Ksiezyc Kraysztof TURZYNSKI

Slady powstawania idei unifikacji
prowadza do Kopernika, ktéry w swym
najstynniejszym dziele sugerowal, ze,
méwiac dzisiejszym jezykiem, kulisty
ksztalt réznych cial niebieskich ma jedna
przyczyne: w znanym poddéwczas
Wszechéwiecie w kazdym jego miejscu
miataby obowiazywaé ta sama fizyka. Od
czaséw Kopernika poglady na temat
Wszech§wiata zmienily si¢ zasadniczo,
jednak rozwdj tej wiedzy wciaz opiera sie
na postulacie jedno$ci praw fizyki,
znanym dzisiaj jako zasada
kopernikanska, a przy tym doskonale —

w ramach mozliwo$ci obserwacyjnych —
sprawdzonym.

Ruch obiegowy Ksiezyca wokot
znajdujacej si¢ w punkcie C' Ziemi. Kat 6
odpowiada przemieszczeniu Ksigzyca na
orbicie w ciggu minuty ruchu i jest tu dla
czytelnosci rysunku znacznie
wyolbrzymiony.

Uwaza sig, ze jedna z najwazniejszych
trudnosci teoretycznych, jakie Newton
musial przezwyciezy¢ na drodze do prawa
powszechnego cigzenia, bylo okreslenie
sily grawitacji w poblizu masywnych,
rozciaglych obiektéw. Nie wnikamy tu

w te subtelnosci.

Literatura:

S. Chandrasekhar, Newton’s ‘Principia’
for the Common Reader, Oxford
University Press, Oxford, 1995,

A .K. Wréblewski, Historia fizyki, PWN
‘Warszawa 2011.

Naukowcy uwielbiaja unifikacje, czyli sytuacje, w ktérych dwa na pozér rézne
zjawiska lub wlasnosci okazuja sie przejawami tego samego prawa lub przyczyny.
Jedno z najbardziej znanych praw fizyki — prawo powszechnego ciazenia Newtona —
jest w istocie pierwszym sukcesem programu unifikacji nowozytnej fizyki. Takze

i dzisiaj postulat unifikacji oddzialywan jest jedng z najwazniejszych motywacji
badan teoretycznych w fizyce czastek elementarnych. Warto zatem przyjrzeé sie
blizej, jak ta historia sie zaczela oraz jak sie — przynajmniej na razie — konczy.

Mozna sig spieraé, czy pierwszenstwa sformulowania prawa powszechnego ciazenia nie
nalezaloby przyznaé¢ Robertowi Hooke’owi, ktory juz w 1670 roku podczas swych
wykltadéw spekulowal, ze ta sama sita powoduje spadanie cial przy powierzchni Ziemi
i ruch Ksigzyca wokoél Ziemi. Jednak to Newton w swym wydrukowanym w 1687 roku
dziele Philosophiae Naturalis Principia Mathematica nadal tej idei precyzyjna
matematyczng forme oraz przeprowadzil szereg pomystowych testéw shusznosci tego
prawa. Szczegdlnie elegancki jest test przedstawiony w dowodzie tezy IV z Ksiegi 111
wspomnianego dzieta. Teze te mozna przedstawi¢ w nastepujacy sposéb:

Ksiezyc jest przyciggany grawitacyjnie przez Ziemie; dzieki tej sile grawitacyi jest
bezustannie odchylany od ruchu prostoliniowego i utrzymywany na orbicie.

Argumentacje Newtona uzasadniajaca te teze mozna by dzi§ przedstawié

w nastepujacy sposoéb. Rozwazmy przedstawiony na rysunku ruch obiegowy Ksigzyca
wokot Ziemi, znajdujacej si¢ w punkcie C'. Z pomiaréw astronomicznych
wykonywanych od czaséw starozytnych znamy odlegtosé Ksiezyca od Ziemi (Newton
usrednia wyniki wielu badaczy, w tym Ptolemeusza i Kopernika). Ksiezyc,
poczatkowo znajdujacy sie w punkcie A, po minucie ruchu znajdzie sie¢ w punkcie D,
przesuwajac sie na swej orbicie o kat 6. Ruch ten, zgodnie z postulatem Hooke’a,
bedzie zlozeniem ruchu jednostajnego prostoliniowego z poczatkowa predkoscia
(przesuniecie od A do B) oraz spadku na Ziemie spowodowanego dzialaniem
przyciagajacej sity grawitacji. Poniewaz kat 6 jest bardzo maly, wigc mozemy
stosowaé przyblizenie sin 0 ~ tg 0 ~ 6. Zatem:

1 1
|BD| ~ 56 |AD| ~ 592 -|ACY,

co doprowadzilo Newtona do wyniku |BD| = 4,875 m. Promief Ziemi jest 60 razy
mniejszy niz odlegloéé Ziemia-Ksiezyc. Od Huygensa wiemy tez, ze réwnowazgca sile
odérodkowa (wynalazek Kartezjusza) sila grawitacji musi byé odwrotnie
proporcjonalna do kwadratu odleglodci miedzy oddziatujacymi cialami (w przypadku
Ziemi odleglo$¢ te liczymy od $rodka planety). Na powierzchni Ziemi sila ziemskiej
grawitacji jest wiec 602 = 3600 razy silniejsza niz przy Ksiezycu. Wiedzac zaé od
Galileusza, ze w spadku swobodnym przebyta droga h jest proporcjonalna do
kwadratu czasu spadania t (tj. h = %gtz), wnioskujemy, ze na powierzchni Ziemi
odleglo$¢ |BD| powinna zostaé¢ przebyta w czasie ¢t = 1s. Na podstawie ruchu
Ksiezyca mozemy zatem wyznaczy¢ przyspieszenie grawitacyjne na powierzchni
Ziemi: 2|BD|
- =75

m
=9,75 2

ktore doskonale zgadza sie ze znanymi w czasach Newtona pomiarami. Wlasnosci sity
grawitacji pozwalajg wiec na jednoczesne wyjasnienie spadania przedmiotow na
powierzchni Ziemi oraz ruchu obiegowego Ksigzyca wokoét Ziemi. Udalo sig
zunifikowaé dwie na pozér odlegte idee!

Historia ostatniej spektakularnej unifikacji konczy si¢ w lipcu 2012 roku, kiedy to
zespoly badawcze dzialajacych przy LHC detektoréw ATLAS i CMS ogtosity odkrycie
bozonu Higgsa. Istnienie tej czastki bylo wnioskiem z zaproponowanego w 1964 roku
(przez Petera Higgsa, tandem: Frangois Englert i Robert Brout oraz zesp6t

w skladzie: Carl Hagen, Gerald Guralnik i Tom Kibble) mechanizmu, ktéry pozwolit
w 1969 roku Abdusowi Salamowi i Stevenowi Weinbergowi ujaé w precyzyjna
matematyczna forme pomyst Sheldona Glashowa z 1961 roku, ze oddzialywania
elektromagnetyczne oraz powodujace niektére reakcje jadrowe oddzialywania stabe sg
w istocie roznymi przejawami tego samego oddzialywania — elektrostabego.

Nie jest obecnie jasne, czy nalezy sie spodziewaé kolejnej unifikacji i jaki miataby
mie¢ ona charakter. Wida¢ wiec, ze w fizyce oddzialywan fundamentalnych jest
jeszcze troche problemoéw do rozwiazania.

1



| Niewymiernosé /2
i jeszcze wieksze niemozliwosci

~ - Mariusz SKALBA®

_ Punktem wyjscia niech bedzie najstynniejsza chyba matematyczna konstatacja,
y ~ ta mianowicie, ze liczba /2 jest niewymierna. Mozna to wyslowi¢ w nastepujacy
/ réwnowazny i tendencyjny sposob.
/v

Twierdzenie 1. Jesli liczby catkowite x,y spelniajg réwnanie x — 2y? = 0,
tox =y =0.

Czy twierdzenie to mozna wzmocnié¢? Okazuje sie, ze tak! Zachodzi mianowicie
Twierdzenie 2. Jesli x,y,2€ Z orazx?> —2y? — 322 =0, toxr=y=2=0

Zauwazmy przede wszystkim, ze jedli liczba catkowita a nie dzieli sie przez 3,
to a2 =1 (mod 3). Poniewaz x? — 2y? = 0 (mod 3), wiec y =0 (mod 3) oraz
r=0 (mod 3). Zatem 322 =0 (mod 9) i stad réwniez z = 0 (mod 3).
Istnieja wiec takie liczby catkowite x1,y1, 21, ze * = 3x1,y = 3y1, 2z = 321 oraz

@
2?2 — 2y? — 327 = 0. Wynika stad, ze wyjéciowe liczby z,v, 2z sa podzielne przez
dowolnie wysokie potegi liczby 3, a to jest mozliwe tylko dla z =y = z = 0.
Okazuje sie, ze mozna to jeszcze bardziej uogolnic!

Twierdzenie 3. Jesli x,y, 2, t € Z oraz 2 — 2y% — 322 + 6t2 = 0, to
r=y=2z=t=0.
Z réwnosci 22 + 6t2 = 2y? + 322 wynika bowiem, ze

(22 + 6t%)% = (2 + 6t%)(2y* + 32%) = 2(zy + 32t)* + 3(xz — 2yt)%.
Z twierdzenia 2 wynika teraz, ze 2% 4 6t2 = 0 i stad 2 = t = 0. Z réwnosci

—2y% — 322 = 0 otrzymujemy ostatecznie y = z = 0.

Jak Czytelnik stusznie przeczuwa, niemozliwosci nie moga rozpychac sie
w nieskonczonosé, a w naszym przypadku przygwazdza je

Twierdzenie 4. Dia kazdej liczby calkowitej m # 0 istniejg takie liczby
calkowite x,y, z,t, s, nie wszystkie rowne 0, Ze
22 — 2% — 322 + 6t —ms® = 0.

Latwo zauwazy¢, ze powyzsze twierdzenie mozna wypowiedzie¢ w nastepujacy
rownowazny sposob:

Dla kazdej liczby calkowitej m # 0 istniejg takie liczby wymierne x,y, z,t, Ze

z? — 2% — 322 + 6t = m.
Kluczowy jest ponizszy lemat.

Lemat 1. Iloczyn i iloraz dwéch liczb postaci % — 2y? — 322 + 6t2 jest tes tej

ALK
°
° postaci.
@ Dowéd wynika z nastepujacych tozsamosci:

(22 — 292 — 322 + 613) (22 — 2y2 — 322 4 6t3) =
= (ilez + 291y + 32120 — 6t1t2)2 — 2(1’1y2 + x2y1 — 321l2 + 322t1)2 —
— 3($122 + X921 + 2y1t2 — 2y2t1)2 + 6($1t2 + Tot1 + Y122 — y221)2

z 2 y 2 2 2 n 2
(22 — 23 — 322 +6t3) "1 = (;) - 2(102) - 3(w2> + 6<w2> :
*Instytut Matematyki, Wydzial 2 2 2 2

Matematyki, Informatyki i Mechaniki, gdzie oznaczyliémy Wy = gg% — 2y§ — 325 + Gt%
Uniwersytet Warszawski

oraz
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Rozwigzanie zadania M 1426.
Przyjmijmy, ze bok kwadratu K1 ma
dlugosé 2, a kwadratow Ka, K3, 4 —

odpowiednio 2a, 2b,2c¢ (stad a+b+c = 1).

Niech $rodek ukltadu wspoétrzednych
bedzie ustawiony w $rodku kwadratu
K1, a osie niech beda réwnolegle do jego
bokéw (jak na rysunku). Oznaczmy
srodek kwadratu IC; przez O; dla
1<i<4.

K3 K

IC2 —/-"’04
0,

O,

Ky

Mamy Oz = (=1 + 2a + b,1 + D),
wiec 0103 = [—1 + 2a + b,1 + b].
Podobnie, skoro Oz = (=1 + a,1 + a),
Os=(1—c,l+c)oraza+b+c =1,
to otrzymujemy

0204 = [2—a—c,c—a] = [1+b,1—2a—b].

Stad w oczywisty sposéb dostajemy
0103 - 0204 = 0.

Zauwazmy, ze wykazaliémy nawet wiecej.
Z rozwiazania wynika réwniez, ze

0103 = 0204.

Rozwigzanie zadania M 1427.
Odp. Tak!

Liczbe x > 0 kolorujemy na kolor
o numerze |z| mod 4. Zalézmy, ze

%b = ¢+ 1 dla pewnych liczb

nieujemnych a, b, ¢ i przyjmijmy, ze a < b.

Zalézmy, ze a i b maja ten sam kolor.
Niech |a| = k, czyli a € [k, k + 1) dla
pewnej liczby catkowitej k > 0. Wéwczas
be[k+4l, k + 4l + 1) dla pewnej liczby
catkowitej | > 0. Zatem
(a+b)/2€[k+2l,k+ 20+ 1), wiec

le] = k + 20 — 1. Poniewaz

2l mod 4 = 0 lub 2, wiec liczba ¢ ma

w opisanym przez nas kolorowaniu inny
kolor niz liczby a i b.

Z lematu 1 wynika przede wszystkim, ze dla dowodu twierdzenia 4 wystarczy
rozpatrzy¢ tylko przypadek m > 0, gdyz
-1=1*-2-12-3-0+6-0%

Dowdd przeprowadzimy przez indukcje ze wzgledu na m. Dla m = 1 oraz m = 2
mamy przedstawienia

1=12-2.02-3-02+6-0?, 2=922-2.12-3.02+6-0°
Zalézmy z kolei, ze m > 3 i teza zachodzi dla 1 < m’ < m. Rozrézniamy teraz
dwa przypadki. Jezeli m jest liczba zlozona, to m = m’ - m” gdzie m’ < m oraz
m” < m. Z lematu 1 wynika wiec odpowiednie przedstawienie dla m. Jezeli
m = p jest liczba pierwsza, to sytuacja jest bardziej skomplikowana. Przyda sie
nastepujacy
Lemat 2. Jesli p jest liczbg pierwszq, to istniejg takie liczby calkowite o, 3, Ze

o> =242 -3=0 (mod p).

Zaltézmy od razu, ze p # 2. Reszty mod p liczb

2 2 p—1\°
0°-3,12-3, .., (L=) -3

sa parami rézne i jest ich (p 4+ 1)/2. Podobnie, reszty mod p liczb

2 2 p—1 2
2-0°,2-14, ..., 2 5

sa parami rézne i jest ich (p 4+ 1)/2. Poniewaz wszystkich reszt mod p jest tylko p,
wiec pewna reszta typu o — 3 pokrywa sie z pewna reszta typu 232, co daje teze
lematu 2.

Poniewaz 2% = (x — p)? (mod p) wiec w lemacie 2 mozemy zalozyé, ze liczby

catkowite « i 3 spelniaja dodatkowo nieréwnosci

p D
< = < —=.
o] < & oraz || < £

Mamy zatem oszacowania

2 2
—%—3<a27

Poniewaz p > 3, wiec
la? —23% — 3| < p2.
Mozemy zatem napisaé
lo? —26% — 3| = kp, przy czym 1 < k < p.
Na mocy zalozenia indukcyjnego liczba naturalna k ma przedstawienie
k= a2 — 2y2 — 322 + 613, gdzie 2,40, 22,12 € Q.
Whnosimy stad na podstawie lematu 1, ze liczba
kp (F1)(a®>—232-3-12 +6-0%)
Tk k
tez ma takie przedstawienie i to konczy dowdd indukcyjny twierdzenia.

Wyniki przedstawione powyzej sa kompletne, ale dos¢ sztuczne. Szczeécie nam
sprzyjato, gdyz forma kwadratowa x? — 2y? — 322 4 6t2 jest tzw. forma normowa
dla algebry kwaternionowej (2@3) — stad wynika ,cudowna” tozsamosé¢ wypisana
w Lemacie 1. A gdyby nie pomagaé szczesciu az tak bardzo? Okazuje sie, ze

prawdziwe jest nastepujace ogdlne twierdzenie.

Twierdzenie 5. Jezeli liczby wymierne a,b,c,d,—f sq rézne od zera oraz nie sq
wszystkie tego samego znaku to istniejg takie liczby wymierne x,y, z,t, Ze

az? +by? + c2® + dt* = f.

Dowdd tego twierdzenia wymaga zastosowania powaznej i pieknej matematyki.
Waznymi jego skladnikami sa: prawo wzajemnosci dla reszt kwadratowych oraz
twierdzenie Dirichleta o liczbach pierwszych w postepie arytmetycznym. To
wszystko, i duzo wiecej, znajdzie Czytelnik w zajmujacej ksiazce: Z.1. Borewicz,
LR. Szafarewicz, Teopus wucen, Moskwa 1985 (istnieja tlumaczenia na angielski
i niemiecki).
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Sondy, ktére opuscity Uktad Stoneczny to
Pioneer 10 i 11 (wystrzelone w 1972

i 1973 r.) oraz Voyager 1 i 2 (wystrzelone
w 1977 r.). Aktualnie sonda New Horizons
(wystrzelona w 2006) jest na drodze do
opuszczenia Uktadu Stonecznego. Do
orbity Plutona dotrze w 2015 roku.

20

104

?
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—20
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Rys. 1. Orbity hiperboliczne. Wszystkie
hiperbole na rysunku majg wspdlne
ognisko, w ktérym znajduje si¢ planeta.

Rys. 2. Przelot sondy w poblizu planety
widziany w ukladzie odniesienia
zwigzanym z planetg.

u — predkosé planety wzgledem Stonca,
v, — skladowa predkosci sondy wzgledem
Stonica réwnolegta do predkoéci planety,
v, — sktadowa predkosci sondy
prostopadla do predkosci planety.

Rys. 3. Przelot sondy w poblizu planety
w uktadzie odniesienia Stonca.

*Wydzial Matematyczno-Przyrodniczy,
Uniwersytet Kardynata Stefana
Wyszynskiego

@7&

Proca grawitacyjna
Szymon CHARZYNSKI*

Kiedy podrzucamy pitke do géry, to przyciaganie grawitacyjne zawsze ja zawraca.
Im mocniej ja podrzucimy — czyli im wieksza nadamy jej energie — tym wyzej
poleci, zanim zawrd6ci. Ale czy zawsze zawrdci? Nadanie obiektowi wystarczajaco
duzej predkosci poczatkowej (wickszej od pewnej granicznej wartodci zwanej
predkoscia ucieczki) pozwala mu uwolnié sie z przywiazania do Ziemi i odlecie¢
na dowolnie duzg odlegto$é. Przyciaganie Ziemi nigdy nie zdota zawréci¢ takiego
obiektu. Predko$é¢ ucieczki z powierzchni Ziemi to okoto 11,2km/s.

Mimo, ze jest to dosy¢ duza predkosé (kilkukrotnie wieksza niz np. predkosé
pocisku wystrzelonego z karabinu lub dziala — dlatego pociski zawsze spadaja na
Ziemie), to ludzko$é zbudowata pojazdy zdolne ja osiagaé. Na przyktad,
przekroczyt ja statek Apollo 11, ktérego zatoga 45 lat temu, doktadnie 20 lipca,
wyladowata na Ksiezycu. Rakiety Saturn V, wynoszace statki Apollo, bytly
najpotezniejszymi zbudowanymi kiedykolwiek rakietami.

Chcac lecieé¢ dalej w Kosmos, napotkamy kolejna, wieksza przeszkode. Duzo
trudniejsze od ucieczki z Ziemi jest wyzwolenie si¢ ze studni potencjatu
grawitacyjnego Stonca. Predkosé ucieczki wzgledem grawitacji Stonca z punktu
polozonego na orbicie Ziemi wynosi okoto 42,1 km/s. Zaden ze zbudowanych do
tej pory przez czlowieka pojazdéw kosmicznych nie byl w stanie za pomoca
wlasnych silnikéw nadaé sobie energii wystarczajacej do ucieczki od Stonca.
Wiadomo jednak, ze kilka wystanych z Ziemi sond opuscito Uktad Stoneczny na
dobre — przycigganie Stonca nigdy ich juz nie zawrdci. Jak im sie to zatem udalo?

Rozpedzenie sondy uzyskano dzieki sprytnemu zaplanowaniu trajektorii lotu, tak
aby w odpowiedni sposéb przeleciata w poblizu planety Uktadu Stonecznego

i ukradla jej troche energii. Mechanizm ten nosi nazwe procy grawitacyjnej lub
asysty grawitacyjnej i byl wykorzystywany do rozpedzania wielu sond, a niektére
z nich wykorzystywalty go kilkakrotnie w czasie swojej misji, przelatujac

w poblizu réznych planet lub zblizajac sie kilka razy do tej samej. Jak to dziata?

Wyobrazmy sobie, ze sonda zbliza sie do planety. W ukladzie odniesienia
zwiazanym z planeta, trajektoria sondy jest w przyblizeniu hiperbolg
(przyblizenie polega na zaniedbaniu oddzialywania innych cial niebieskich na
sonde). Planeta znajduje sie w ognisku hiperboli, a kat pomiedzy asymptotami
jest zwiazany z tym, jak blisko planety przeleci sonda (rys. 1) — im blizej, tym
wigkszemu odchyleniu ulegnie kierunek jej ruchu. W uktadzie odniesienia,

w ktorym planeta spoczywa, ruch sondy jest symetryczny wzgledem odwrédcenia
w czasie, a dlugos¢ wektora predkosci przy ustalonej odlegtosci od planety jest
taka sama w fazie zblizania, jak w fazie oddalania sie sondy od planety. Sonda
nadlatuje z daleka majac pewna energie kinetyczna, okraza planete i oddala sie
zachowujac te samg energie, ktora miata przed zblizeniem, istotnej zmianie ulega
jedynie kierunek jej ruchu (rys. 2). Proces ten mozna poréwnaé do sprezystego
odbicia piteczki od nieruchomej Sciany. Pileczka po odbiciu zachowuje energie
kinetyczna, zmienia si¢ jedynie kierunek jej predkosci. Mozna wigc wyobrazaé
sobie zblizenie sondy do planety jako rodzaj zderzenia sprezystego.

Chcieliémy jednak umozliwi¢ naszej sondzie ucieczke spod jurysdykcji Stonca.
Zastandéwmy sie zatem, jak to sprezyste zderzenie wyglada w uktadzie
odniesienia zwiazanym ze Stoncem. W tym ukladzie planeta sie porusza i to
dosy¢ szybko. Na przyktad, predkosé Ziemi w jej ruchu orbitalnym wynosi okoto
30km/s, Jowisza okolo 13km/s. Poniewaz czas przelotu sondy w poréwnaniu

z okresem orbitalnym planety jest bardzo malty, mozemy w dobrym przyblizeniu
przyjac¢, ze planeta w rozwazanym czasie porusza si¢ ruchem prostoliniowym.
Wtedy transformacja predkosci z uktadu spoczynkowego planety do uktadu
Stonca polega na dodaniu do wszystkich wektoréw predkosci wektora predkosci
planety wzgledem Stonca. Rozwazmy sytuacje, w ktorej sonda obiega Stonce po
orbicie w kierunku przeciwnym do kierunku obiegu planety, czyli rozwazane
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Przyklad zbioru poszukiwanego

w artykule Jajo Jerzego
Tyszkiewicza.

Niech A bedzie zbiorem tych liczb
naturalnych, ktére nie sa postaci 2k dla
k > 1. Wéwczas A nie jest zbiorem
prawie-okresowym, gdyz odstepy
pomiedzy kolejnymi elementami
brakujacymi w A coraz bardziej rosng.
Jednak zbiér A + A jest prawie-okresowy,
gdyz po prostu A + A = N. Zeby to
zobaczy¢ wezmy dowolne n € N. Jesli
neA ton=(0+n)e (A+ A), jako ze
0 A. JeSlizasn¢ A, to (n—1) € A,
poniewaz nie istniejg dwie sasiednie liczby
naturalne wigksze lub réwne 2 bedace
potegami dwojki. A zatem

n= (14 (n—1))€e (A+ A), jako, ze

1 € A. Czytelnik dociekliwy moze
zauwazy¢, ze taka definicja zbioru A
dalece nie jest jedyna mozliwa,

w szczegblnosci korzystaliSmy jedynie

z bardzo niewielu wtasnosci funkcji 2™.

Scislej méwige, we wspoétczesnej
matematyce rozwaza si¢ zwykle funkcje f
okreslong takim samym wzorem, ale

na calej ptaszczyznie zespolonej C,

na ktoérej nie jest juz ona
réznowartosciowa, w zwiazku z czym
funkcje odwrotng do niej trzeba
definiowaé lokalnie; wprowadzona

przez nas funkcja W to tylko fragment
jednej z galezi funkcji Lamberta.

*Instytut Matematyki, Wydzial
Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

obiekty poczatkowo poruszaja sie z grubsza w przeciwnych kierunkach. Sktadowe
predkosci sondy prostopadte do kierunku ruchu planety nie zmienia sig,
natomiast ulegng zmianie sktadowe réownolegle — w fazie zblizania od wartosci
skladowej réwnoleglej odejmie sie predkosé planety, a w fazie oddalania predkosé
planety sie do niej doda (rys. 3). W konsekwencji, jezeli poréwnamy skladowa
rownolegla predkoéci sondy przed i po zblizeniu, to beda sie one réznity

o podwojong warto$¢ predkosci planety. Uzyskamy zatem to, co chcielismy —
sonda po zblizeniu bedzie si¢ poruszaé szybciej! Ponownie mozemy zastosowaé
analogie do odbijania piteczki. Przelot w poblizu nieruchomej planety
poréwnalidémy do sprezystego odbijania pileczki o $éciane. Natomiast analogia
przelotu obok planety poruszajacej sie jest odbijanie piteczki od ruchomego
obiektu, np. od czola poruszajacego si¢ pociagu. Jezeli rzuciliby$my pitka

z predkoscia 20 km/h w jadacy z predkoscia 100 km/h z przeciwka pociag, to po
sprezystym odbiciu pitka leciataby z predkoscia 20 km/h + 2 - 100 km/h =

= 220km/h. Oczywiscie, w ukladzie odniesienia zwiazanym z pociagiem
predkosci pitki przed i po odbiciu maja warto$é 120km/h i sg przeciwnie
skierowane.

Drzigki powszechnemu zastosowaniu procy grawitacyjnej udato sie przeprowadzi¢
wiele spektakularnych kosmicznych misji, ktére bytyby niemozliwe do wykonania,
gdyby sondy musialy polegaé tylko na wlasnych silnikach. Asysta grawitacyjna
moze by¢ wykorzystana nie tylko do rozpedzania sond, ale réwniez do ich
spowalniania. Wiele szczegdlowych informacji na temat wykorzystania tego
efektu w konkretnych misjach mozna znalez¢ na stronie NASA i w Wikipedii.

Funkcja Lamberta
Krzysztof OLESZKIEWICZ®

Okreslona na pélprostej [—1,00) funkcja f(x) = xe® jest ciagla i rosnaca,

a zbiorem jej wartosci jest pélprosta [—1/e, 00). Mozna wiec jednoznacznie
zdefiniowaé funkeje W : [—1/e,0) — [—1,0) odwrotna do f, tj. taka, ze
W(f(z)) = « dla kazdego x > —1/e. Funkcje te nazywa sie obecnie funkcja
Lamberta, poniewaz zagadnienia z nia zwigzane rozwazane byly juz

przez osiemnastowiecznego matematyka Johanna Heinricha Lamberta (a takze
przez Eulera). Przydaje sie ona do opisu rozwiazan waznych w zastosowaniach
réwnan rézniczkowych z opdznieniem i niektérych réwnan fizyki kwantowe;j,

a takze, jako funkcja tworzaca, w kombinatoryce. Czytelnik zechce sprawdzié, ze

iW(—% In 3) jest rozwigzaniem réwnania 3% = z3, i ustali¢, czy liczba ta jest

B In3,
mniejsza od 3.

Udowodnimy, ze dla liczb zespolonych z dostatecznie bliskich zera (mozna tez
ograniczy¢ sie do z rzeczywistych bez potrzeby wprowadzania zmian w dowodzie)
funkcje W mozna przedstawi¢ w postaci szeregu potegowego

[e¢]
W(z)=2z— ==z +—2374—z4+...= Z Pm 2™,
: ’ m=1
gdzie p,, = (—m)™~!/m! — poniewaz p,1/pm — €, gdy m — o0, wiec
dla wszystkich z, dla ktérych |z| < 1/e, szereg ten jest zbiezny.

Trzeba wykazaé, ze dla powyzszego szeregu W réwnosé W (f(z)) = z jest
spelniona dla wszystkich z z pewnego otoczenia zera. Przyda sie nam prosta
tozsamosé¢ kombinatoryczna.
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im(g) oznacza obraz funkcji g, czyli zbiér

wszystkich przyjmowanych przez niag

wartosci.

2

Inaczej niz w przypadku sum

skonczonych, zmiana kolejnosci wyrazéw
szeregu moze zmienic¢ jego sume lub szereg
zbiezny przeksztalci¢ w rozbiezny. Jesli
jednak Y.%°_ |an| < 00, to wyrazy szeregu
2., @n mozna dowolnie przestawiaé¢ bez

wplywu na wynik sumowania.

- N

">
\

Zasada identycznosci: Przyjmijmy, ze
K c U, gdzie K jest kolem otwartym,

a U pewnym spéjnym otwartym
podzbiorem plaszczyzny zespolonej. Jesli
funkcje analityczne ¢, : U — C

spelniaja réwnosé ¢(z)

dla wszystkich z € K, to ¢(z) =

dla wszystkich z € U.

-

\\

=v(2)

y //@
N\ -~
~

¥(2)

Lemat. Dian =2,3,4,... mamy >} _o(=1)*(})(n — k)"~! = 0.

Dowdéd lematu: Rozwazmy funkcje ¢ : {1,2,...,n—1} - {1,2,...,n}.

Dla k =1,2,...,n niech Ay oznacza {g : k ¢ im(g)}, czyli rodzine tych funkcji
ze zbioru {1,2,...,n — 1} w zbidér {1,2,...,n}, ktére nie przyjmuja wartosci k.
Dla dowolnych 1 < i1 <ig < ... < i, < n mamy

|[Ai, N Aiy o0 A = g sim(g) 0 {ig,day ... yig) = 0} = (n — k)"

Zadna z funkcji okreslonych na zbiorze (n — 1)-elementowym nie moze
przyjmowaé n réznych wartosci, wiec A; U As U ... U A, to rodzina wszystkich
funkcji ze zbioru {1,2,...,n — 1} w zbidr {1,2,...,n}. Zatem ze wzoru
wlaczen-wytaczen wnioskujemy, ze

n

=AU A U UA = ) (=D Y A n Ay a0 Ay =

I L W () O

a to juz jest réwnowazne dowodzonej tezie. []

Niech teraz s bedzie taka liczba dodatnia, ze se® = 1/e. Jedli |z| < s, to
|z]el*l < 1/e, wiee 320 |pml(|2]el*)™ < o0, co usprawiedliwia zmiane kolejnosci
sumowania:

W(f(2))

[oe]
z Pz

0 n—m

gxﬁ?-w

=1

Il
3
8 MS
3
z\z
m

m=1k=

Skorzystaliémy tu ze znanego rozwini@cia funkcji wyktadniczej w szereg
potegowy, e” = ZZO:O x*/k!, a nastepnie pogrupowaliémy sktadniki wedtug poteg
parametru z. Wspélczynnik przy z! jest réwny 1, a dla n > 2 mamy

1 m=0
- e i(_l)k(g) (n k)" =0,

na mocy lematu. Zatem wykazalidmy, ze W (f(z)) = 2z dla wszystkich liczb
zespolonych z z kota otwartego o srodku w zerze i promieniu s. Zawiera si¢ ono
w sp6jnym podzbiorze otwartym plaszczyzny zespolonej

U={zeC:Rez> —1, |ze*| < 1/e}.

Czytelnik obeznany nieco z teorig funkcji analitycznych bez problemu
wywnioskuje stad, ze W(f(z)) = z dla z € U, a wiec w szczegdlnosci
dla z € (—1, s). Przechodzac do granicy z — —1%, otrzymamy tez réwnosé

W(-1/e) = W(f(-1)) = —1, czyli

21 32
Z Ipm\e’mzf +tostost...=1
212 3le3

Oméwione rozwiniecie funkcji W w szereg to szczegdlny przypadek nieco bardziej
skomplikowanego klasycznego wzoru Lagrange’a — jesli f rozwija sie w szereg
potegowy na pewnym otoczeniu zera, a ponadto f(0) =01 f/(0) # 0, to istnieje
funkcja analityczna w rozwijalna na pewnym otoczeniu zera w szereg
w(z) =Y pm2z™ i taka, ze w(f(2)) = z dla z dostatecznie bliskich zera,
a przy tym

m—1
™

Pm = — :
™ ml dzm—l 2=0

Gdy f(z) = ze*, to 2™/ f(2)™ = e™™*, skad tatwo otrzymaé¢ wspo6lczynniki
funkcji Lamberta.
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O jezykach regularnych pisaliSmy
np. w Delcie 11/2010,
Redakcja

2

Jesli komus$ sie to rozwigzanie kojarzy ze
znanym niekonstruktywnym dowodem
tego, ze istnieja takie niewymierne liczby
aib, ze a® jest wymierne, to dobrze mu
sig kojarzy.

Warto zajrzeé¢ do Delty 2/2010.

*Instytut Informatyki, Wydziat
Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Jajo Jerzy TYSZKIEWICZ

Od lat prowadze ¢wiczenia z przedmiotu Jezyki, Automaty i Obliczenia,
w skrocie JAIO, zwanego potocznie ,jajo”.

Ma on swéj standardowy zbiér zadan, a w nim nastepujace pytanie-zadanie:
Czy istnieje taki nieregularny jezyk L, zZe LL jest jezykiem reqularnym?
Ma sie rozumieé¢, odpowiedZ nalezy uzasadnié.

Dtugo by opowiadaé, co to sa jezyki, w tym jezyki regularne, co oznacza
mnozenie jezykéw (a tak naprawde konkatenacja). Oczywiscie, nie moge tego
wyjasni¢, bo wowczas Redakcja na pewno nie przyjetaby mi tego artykulu do
numeru pod hastem ,,Jakie to proste”.

Jedli jednak studenci nie wymy$la wystarczajaco szybko jakiegos innego
rozwiazania, zaczynam udziela¢ im podpowiedzi. Tak si¢ milo sktada, ze po kilku
takich podpowiedziach zadanie w sam raz nadaje si¢ do pokazania tutaj.

Wyglada ono wtedy tak:

Czy istnieje zbior A liczb naturalnych, ktory sam nie jest prawie-okresowy,
ale zbior A+ A = {n+m|n,me A} jest prawie-okresowy?

Zbior B < N jest okresowy, gdy dla pewnego k > 0 i kazdej liczby naturalnej n
mamy n € B < n + k € B. Latwo sobie taki zbiér wyobrazi¢: informacja o tym,
ktoére liczby naturalne z przedziatu [0, k — 1] naleza do B, determinuje go
calkowicie, bo dalej ten sam szablon nalezy/nie nalezy powtarza sie

w nieskonczono$é — troche jakby byl namalowany na osi przez malarza, ktéry ma
wzorzysty walek do malowania o obwodzie dlugosci k. Zbiér jest prawie-okresowy
jesli mozna go otrzymac ze zbioru okresowego przez dodanie lub usuniecie
skoniczenie wielu elementéw.

Teraz mozna juz bardzo tatwo udowodnié, ze taki zbiér A istnieje.

Zacznijmy od A = {n?|n € N}. Ten zbiér na pewno nie jest prawie-okresowy, bo
odstepy pomiedzy jego kolejnymi elementami coraz bardziej rosna, a w zbiorze
prawie-okresowym tak nie ma prawa by¢.

Przyjrzyjmy sie teraz A + A = {n? + m? |n,m € N}.

Niewatpliwie A + A jest prawie-okresowy albo nie jest prawie-okresowy, ale
sprawdzenie, ktora konkretnie z tych mozliwosci zachodzi, wymagaloby chyba
troche pracy. Na szczeécie mozemy sie oby¢ bez tego.

W pierwszym przypadku, gdy A + A jest prawie-okresowy, zagdanym przyktadem
jest zbiér A.

W drugim przypadku zadanym przykladem jest zbiér A + A (wéwczas nie jest on
prawie-okresowy). Zastanéwmy sie, dlaczego zbiér (A + A) + (A + A) na pewno
jest prawie-okresowy.

Ot6z (A+ A) + (A+ A) = {n? + m? + p?> + ¢* | n,m, p,q € N}. Teraz
przypominamy sobie twierdzenie Lagrange’a, méwiace, ze

kazda liczba naturalna jest sumq czterech kwadratow liczb naturalnych.

A zatem zdefiniowany w skomplikowany sposéb zbiér (A + A) + (A + A) to
po prostu N, a ten jest oczywiscie prawie-okresowy, a nawet okresowy.

To juz koniec dowodu istnienia, i to bez definitywnego wskazania zadnego
przyktadu.

No wtaénie: czy umiesz, Czytelniku, podaé konkretny przyklad takiego zbioru A7
Jesli nie, poszukaj go w numerze.
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Jak wielka byla Ziemia w starozytnosci? Michat BEJGER

Starozytnym my$licielom zawdzieczamy przede wszystkim solidne naukowe
podstawy uprawiania nauki. Opracowali oni zalozenia matematyki, logiki

i geometrii, a w szczegdlnodci studiowali fizyke i filozofie z dociekliwoscia nie
muiejsza niz wspoélcezedni badacze (a moze o wiele wigksza, gdyz nie mieli do
dyspozycji wynikéw doswiadczen Wielkiego Zderzacza Hadronéw czy obserwacji
teleskopu Hubble’a). Leukippos, Demokryt i Epikur wiedzieli na przyktad, ze
materii nie da dzieli¢ sie w nieskonczonosé — sklada sie ona z niepodzielnych
elementéw (atomédw), pomiedzy ktérymi znajduje sie préznia.

Swiat wedlug Anaksymandra z Miletu (610-546 p.n.e.) byl niezwykle prosty
(rys. 1) i skladal sie z trzech kontynentéw otoczonych oceanem. Byl to obraz
EUROPA ' tak wyraziScie przemawiajacy do wyobrazni, ze postugiwali sie nim po6zniejsi
uczeni, na przyklad $w. Izydor z Sewilli (VII w. n.e.), a jeszcze w XII w. n.e.
przerysowywano go w uczonych ksiegach, takich jak Coder Gigas. Mimo ze
mapa Anaksymandra jest z braku danych mocno uproszczona, starozytni

z pewno$cia przeczuwali, Ze ,,co$ jest na rzeczy”. Arystoteles (384-322 p.n.e.),
wypowiadajac sie na temat ksztaltu Ziemi, argumentowal, ze musi by¢ ona
kula, gdyz z warunku symetrii kazda cze$¢ Ziemi jest przyciagana do wspélnego
srodka; takze cien Ziemi na tarczy Ksiezyca podczas jego zaémienia jest czescia
kota.

Rys. 1. Swiat wedlug Anaksymandra

z Miletu. Jak wykonaé¢ pomiar, majac takie przestanki teoretyczne i obserwacyjne?

o Eratostenes (276-195 p.n.e.) dokonal tego w stylu prawdziwego teoretyka,
Aleksandri_‘f‘ nie ruszajac si¢ zza biurka w bibliotece aleksandryjskiej, w ktérej pracowat.

Wiedzial on, ze w dniu przesilenia letniego, w oddalonym o okoto

d = 5000 stadiéw miescie Syene (dzisiejszy Asuan) promienie stoneczne padaja
podczas lokalnego poludnia pionowo, tak ze da sie zobaczy¢ jego odbicie

w glebokiej studni. Asuan znajduje sie bowiem prawie dokladnie na zwrotniku
Raka i prawie doktadnie na tym samym poludniku co Aleksandria, w ktérej
promienie Stofica padaja w dniu przesilenia letniego pod katem o = 7°12' od

Rys. 2. Zakladajac, ze Stofice znajduje sic  pionu (rys. 2). Wedlug Eratostenesa wystarczy wiec wykonaé proste obliczenia:
dostatecznie daleko, jego promienie

mozna uwazaé za réownoleglte. Padaja one (07 _ d
t ie w Aleksandrii = .

T s el eandsl w0 ke .
Thumaczac stadia na kilometry, dostaniemy d = 780 km, z czego wynika, ze
dlugosé réwnika to 2rRg = 39 000 km, a wiec warto$¢ bardzo bliska prawdziwe;j:
40075 km.

Re Uzywajac podobnie prostych argumentéw, Arystarch z Samos (310-230 p.n.e.)

zaproponowal metode pomiaru odleglosci i rozmiaru Ksiezyca. Obserwacje
za¢mienia przekonuja, ze wzgledny rozmiar Ksiezyca i cienia Ziemi o$wietlanej
przez odlegte Stonce (rys. 3) to mniej wiecej R¢/Re ~ 1/3 (dokladna obecna

Rys. 3. Cienr Ziemi na tarczy Ksigzyca , 2 _ . . . , . .
wyobrazany jako pracciecie Ksioiyca wartos¢ to R¢ / Re = 9,2724). Arystarch umlafl .takze mierzy¢ $rednice
i Ziemi. katowe obiektéw na niebie — rozmiar katowy Ksiezyca wynosi § = 0,5°

(0,0087 radianéw), zatem odleglo$¢ Ziemia-Ksiezyc mozna otrzymad, analizujac
rownoramienny tréjkat o kacie rozwarcia 6 i podstawie dlugoéci srednicy
Ksiezyca. Dostaniemy wtedy dzx ~ 2R¢/0 ~ 4 - 105 km, podczas gdy obecnie
rutynowo mierzona w eksperymentach radarowych i laserowych $rednia odlegltos¢
Ziemia-Ksiezyc to okoto 3,8 - 10° km. Gdy znamy odlegtosé Ziemia-Ksiezyc,
nic nie stoi na przeszkodzie, by obliczy¢ tez odleglosé Ziemia-Stonce. Z pomoca
przychodzi kolejna obserwacja Arystarcha z Samos: podczas kwadry (Ksiezyc
oswietlony dokladnie w polowie), kat ¢ Ksiezyc-Ziemia-Slonice jest mniejszy

od 90°; w czasach starozytnych zmierzono ¢ = 87°, co przeklada sie na

dzs = dyk/cos ¢, czyli dzs ~ 20dyzk. Obecnie wiemy, ze ¢ jest znacznie blizsze
90° i wynosi 89,853°, co daje dzs ~ 390dzk (brak dokladno$ci pomiarowej

w niczym oczywiscie nie umniejsza genialnej prostoty przedstawionych powyzej
pomystéw).

b Uktad Stonce-Ksigzyc-Ziemia podczas kwadry.



Cho¢ proste to nieproste

Starozytni Egipcjanie sprzed 4000 lat uznawali tylko
utamki proste, czyli takie, ktére w liczniku mialy
jedynke. Oczywiscie, byly tez inne utamki, ale o nich
uczeni mowi¢ nie chcieli — przedstawiali je jako sume
utamkéw prostych. Nie byloby w tym niczego
nadzwyczajnego, gdyby nie pretensjonalne wymaganie,
aby w owej sumie kazdy utamek byl inny.

Czy kazdy ulamek da sie przedstawi¢ jako suma réznych
utamkéw prostych? Tak, jest nawet bardzo prosty
algorytm, pozwalajacy to zrobié¢: od utamka nalezy
odejmowaé najwiekszy jak sie da utamek prosty.

9
Zobaczmy to na przyktadzie rozktadu 1—9:

9 1 21-19 8 8 1 64-57 T
19 3 57 57 57 &8 456 456’
7 1 462—-456 6 1 1
456 66  456-66  456-66 456-11 5016’

Zat ) 1+1+ L +71
m — = — —_— .
9 T 37866 " 5016

Patrzac na te rachunki, widzimy, ze przy naszym
algorytmie w kazdym kroku licznik maleje o 1
(Czytelniku, udowodnij to!). Stad widaé, ze algorytm ma
wtasnoéé stopu — jesli w liczniku byto k, to taki rozklad
(a moga by¢ inne?) bedzie zawieral co najwyzej k
ulamkéw prostych.

m Z.adania

, ale dobrym rozkladem jest
435

Dla % algorytm daje rozkltad % +
1 1 1

58 ' 174 ' 232"
Widzimy jednak, ze w pewnym momencie co$ sie skréocito
i utamkow bylo mniej — nie 9, a tylko 4. I to sie zdarza

bardzo czesto juz nawet dla malych licznikéw, np.

tez — +

4 1 16-13 3
13 4 52 52
3 1 54-52 2 1 1
52 18 52-18 52-18 52-9 468’
czyli —=1+i+i.
13 4 18 ' 468

Badacze utamkoéw prostych, obserwujac ich zachowanie,
postawili wazne, do dzis nierozstrzygniete pytanie:
Problem Erd&ésa—Strausa:

czy kazdy ulamek — jest sumq trzech roznych utamkow
prostych? "

Andrzej Schinzel zaryzykowal natomiast niepotwierdzona

dotychczas hipoteze:
dla dowolnego k istnieje takie N, Ze dla dowolnego n > N
k
ulamek — jest sumq trzech roznych ulamkow prostych.
n
Czytelniku — do roboty!
M.K.

Redaguje Tomasz TKOCZ

M 1426. Dany jest kwadrat ;. Na jednym z jego bokow, na zewnatrz,
zbudowano trzy sasiadujace kolejno kwadraty ICo, K3, K4. Udowodnié, ze odcinki

taczace odpowiednio srodki kwadratow ICq, K3 oraz Ko, K4 sa prostopadle.

Ks

Ka Rozwiazanie na str. 3

ICQ—

Rozwiazanie na str. 3
M 1428. Niech aq, ..

K1

Ml

wszystkich iloczynéw réznych k liczb sposréd aq, . . .

M 1427. Czy, majac do dyspozycji cztery kolory, mozna pokolorowaé kazda
liczbe rzeczywista nieujemna na jeden z nich tak, aby zadne liczby a,b, ¢
\ spelniajace zalezno$¢ a + b = 2¢ + 2 nie byly tego samego koloru?

an beda liczbami dodatnimi i niech Sy oznacza sume
) an?

Sk

2

1<ii<...<ip<n

@iy e gy

Udowodni¢, ze dla kazdego naturalnego 1 < k < n — 1 spelniona jest nier6wnosé

Rozwiazanie na str. 20
Przygotowat Andrzej MAJHOFER

F 859. Naczynie o objetosci V' i éciankach doskonale
odbijajacych promieniowanie elektromagnetyczne
wypelnione jest promieniowaniem o catkowitej energii F.
Jakie cisnienie p na $cianki naczynia wywiera zawarte

w nim promieniowanie elektromagnetyczne?
Rozwiazanie na str. 23

F 860. Zmierzona przez satelity (tj. poza atmosfera)
$rednia wartos$¢ strumienia energii promieniowania
slonecznego (tzw. stala sloneczna) wynosi

Q.

2
SiSn—k = (Z) ap -

g = 1360 W/m?2. Jaki jest stosunek sity odpychajacej
Ziemie od Stonca wynikajacej z wywieranego przez to
promieniowanie ci$nienia do sity grawitacyjnego
przyciagania Ziemi i Stonca?

Dla uproszczenia przyjmujemy, ze cale promieniowanie
jest pochtaniane przez Ziemie, przyspieszenie ziemskie
wynosi g = 9,8 m/s?, predkoéé §wiatta ¢ = 3 - 108 m/s,
odlegtoéé¢ Ziemia-Storice to érednio Rzg = 1,5 - 101 m,
rok trwa w przyblizeniu T = 3,16 - 107 s, stata grawitacji
G =6,67-107! Nm? /kg?.

Rozwiazanie na str. 23

Wskazowka: Promieniowanie elektromagnetyczne to gaz fotondw.
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Instytut Matematyki, Wydziatl
Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Wiéréd wielu typow zagadnien matematycznych bardzo
sobie ceni¢ takie, ktére po wierzchu sg elementarne,
latwe na poczatku i dajace sie rozwiazaé¢ nietypowymi,
efektownymi, niecodziennymi metodami. Dobrze jest tez,
gdy zadania te sa wierzcholtkiem pewnej gory lodowej,
albo — stosujac inne poréwnanie — sa poczatkiem Sciezki
wiodacej nas w nieznane. Oto

Zadanie 1. Mamy szeScian (a raczej jego szkielet),
wykonany z drutu. Do przeciwleglych wierzchotkéw
szescianu podlaczono prad. Wyznaczy¢ opér zastepczy
ukladu. Zakladamy, ze opor kazdej krawedzi wynosi 1 €.

Jest to bardzo tatwe zadanie dla kazdego, kto choé
troche zna prawa rzadzace przeptywem pradu. Nasuwa
sie od razu oczywiste uogélnienie: jak to jest dla innych
wielo$cianéw i ogdlniej: dla innych uktadéow. W latach
sze$c¢dziesigtych XX wieku wiele uwagi poswiecit
podobnym zagadnieniom matematyk brytyjski

i kanadyjski Crispin Alvah Nash-Williams (1932-2001).

Zwiazek z geometrig dostrzegli tu przed stu laty

E.E. Brooks i A.W. Poyser w ksiazce Magnetism and
Electricity. Jeden z najbardziej znanych popularyzatorow
matematyki, Charles Wilderman Trigg (1898-1989),
wracal do tego zadania kilkakrotnie, gtéwnie na tamach
Journal of Recreational Mathematics. Z jego artykulu

w tym magazynie z roku 1981 pochodzi zadanie o oporze
dla przeciwleglych wierzchotkéw kostki dowolnego
wymiaru. Potem zadanie zaczeto zyé¢ wlasnym zyciem

i obrasta¢ w teorie. Z zagadnieniami tymi mozna sie
zapozna¢ w sieci, na przyklad pod haslem resistance
distance, co ja ttumacze jako ,jodleglos¢ elektryczna”.

Od pewnego czasu wielosciany (w szczegdlnosci foremne)
sklejam z piteczek pingpongowych. Jakos lepiej mi si¢
my$li, gdy moge wzia¢ w reke taki model. Stad sie wzigl
ten dziwny tytul artykulu. Zataczam zdjecie szescianu
nad Giewontem.

Definicja. Niech G bedzie grafem spdjnym. Wyobrazmy
sobie, ze krawedzie jego sa wykonane z materialtu dobrze
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Elektryzujaca metryka pingpongowa
Michat SZUREK

przewodzacego prad i ze dana jest opornos¢ kazdej
krawedzi. Dla dowolnych dwéch wierzchotkéw grafu
okreslamy ich odlegtosé elektryczng jako opér zastepczy
catego uktadu, gdy do wierzchotkéw tych podtaczony jest
prad.

Z praw dotyczacych przeplywu pradu otrzymujemy
natychmiast, ze dla kazdych trzech wierzchotkéw A, B, C
odleglo$¢ miedzy A i C jest nie wigksza niz suma
odleglosci miedzy A i B oraz miedzy B i C. Znaczy to,
ze tak okre$lona odleglo$¢ elektryczna jest rzeczywiscie
odlegloscia w sensie matematycznym i zbiér
wierzchotkéw grafu tworzy pewna przestrzen metryczna,
a konkretniej nawet wieloScian.

Zadanie moze by¢ sprowadzone do algebry. Mamy
bowiem prawa Kirchhoffa:

I prawo Kirchhoffa. Suma natezen pradéw
wptywajacych do wezta i z niego wyplywajacych jest
rowna zeru. Inaczej méwiac, tadunek elektryczny nie jest
gromadzony w wezle.

IT prawo Kirchhoffa. Suma spadkéw napieé na
elementach obwodu zamknietego jest réwna zeru.

Mamy do dyspozycji tez prawo Ohma oraz reguly
rzadzace opornoscia najprostszych typéw potaczen
opornikéw. Dla polaczen szeregowych opér zastepczy jest
suma oporéw sktadowych, dla potaczen réwnolegltych
przepustowos$é¢ ukladu jest rowna sumie przepustowosci
sktadnikéw. Przez przepustowo$é uktadu rozumiemy tu
odwrotnosé oporu.

Réwnania Kirchhoffa nie sg zwykle skomplikowane — jest
ich jednak duzo. Gdzie tylko mozna, nalezy od nich
uciekaé, najczesciej odwolujac sie do geometrii. Mozliwe
to jest tam, gdzie uktad cechuje pewna symetria.
Rozpatrzmy uogélnienie zadania 1.

Zadanie 2. Wyznaczy¢ opér zastepczy ukladu, gdy
wejscie i wyjscie (Zrédlo i ujscie pradu) sa przeciwleglymi
wierzchotkami kostki n-wymiarowej.

Rozwigzanie. Wierzcholki odlegle o tyle samo (w sensie
odleglodci ,,po grafie”) od tych punktéw maja te same



potencjaly, wiec nie popltynie migdzy nimi prad. Dzigki
temu mozemy je utozsamic, co prowadzi do ukladu
potaczonych ze soba szeregowo n podukladéw potaczen
réwnoleglych. Pozostaje okreslié, ile jest przewodow

w kazdym z tych polaczen réwnolegltych. Jezeli napiecie
przylozone jest w (0,0,0,...,0), a ujscie jest

w (1,1,1,...,1), to wierzcholki sa réwnowazne, gdy maja
te sama sume wspélrzednych. Proste rozumowanie
kombinatoryczne pokazuje, ze liczba krawedzi wynosi
kolejno n - (777), gdzie k = 1,...,n. Na przyklad, dla
szescianu mamy kolejno 3, 6 i 3 pol@czenia, dla kostki
wymiaru 4 mamy kolejno 4, 12, 12 i 4 potaczenia.
Wynika stad (po latwych obliczeniach), ze op6r
zastepczy ukladu jest rowny

1 & 1
"on ,;1(::9

Opor ten maleje wyktadniczo wraz z wymiarem n. Czy
jest to zgodne z nasza intuicja? Powinno by¢: chociaz
odlegto$¢ miedzy skrajnymi punktami ro$nie liniowo, to
liczba polaczen roénie wykladniczo.

Przyktad 3. Interesujace matematycznie jest zadanie
obliczenia oporu zastepczego szkieletu kostki
n-wymiarowej, gdy zrédlo i ujscie znajduja sie

w sasiednich wierzchotkach

Pelne wyliczenie pozostawimy Czytelnikowi. Wynik
22n . Opor ten maleje wraz ze wzrostem n, ale
do$é¢ wolno. Znéw mozemy si¢ zastanowié, czy jest to
zgodne z intuicja.

brzmi:

Czesto radze¢ uczniom i studentom tak: zmien fabule
zadania (nie zmieniajac jego tresci matematycznej) na
inna, nawet zartobliwa lub niepowazna. Zréb to, po
pierwsze, dla samego ¢wiczenia. Otrzymasz —

w terminologii wybitnego matematyka holenderskiego
Hansa Freudenthala — zadanie izomorficzne. Po drugie,
a nuz po takim przeformulowaniu zadanie bedzie
wygladaé ciekawiej i moze nawet tatwiej si¢ rozwiaze.

Wielu ludzi z pokolenia autora artykutu ma sentyment
do kolei, najlepiej starych, parowych, wlokacych sie
dostojnie po szynach na drewnianych podktadach. No to
przelézmy zadanie na jezyk ,kolejowy”, zamieniajac

je na problem przepustowosci 5

sieci. Rozwaze przypadek n = 4. Mo——1 <P
Spoéjrzmy jeszcze raz na diagram 3‘ ‘ 3
oczami dyspozytora kolejowego, 5

ktory ma wyslaé 96 wagonéw ze L%i( 3*>—¥Q
stacji A do stacji B tak, by 18 18
znalazly si¢ tam w jak

najkrétszym czasie. Ma on do % ~>—¥
dyspozycji sie¢ stacji posrednich

K,L M, P,Q,R. Czarne liczby 1,

3, 6 umieszczone na trasie

oznaczaja przepustowosé¢ danej

linii. Za jednostke przepustowosci wezmiemy odwrotno$é
czasu przejazdu jednego wagonu. Przepustowos$é 3

11

oznacza zatem, ze w jednostce czasu da si¢ tym
odcinkiem linii przestaé trzy wagony.

Dla mtodszych Czytelnikéw niech beda narty. Mozemy
sobie wyobrazié, ze A to podndze gory, B — wierzcholek
a diagram to sie¢ wyciagéw. Niektore z nich sa
wolniejsze, inne szybsze. Na przyktad na odcinku AB
posuwamy sie 3 razy wolniej niz na AK i KR, a szes¢
razy wolniej niz na KL i QR. Na dole czeka 96 narciarzy.
Jak najszybciej wwiezé ich wszystkich na gore? Liczy sig
oczywiscie czas, po ktérym ostatni narciarz wjedzie na

gore.
3
A
/ :1
LA
S e—
A3 Y
3 3

17

7
v
N AL
Stad" Zom 4§ et #otad

Rozwiazemy zadanie w interpretacji narciarskiej.

45 narciarzy wjezdza trasa AB (czyli Stad-Dotad), jeden
po drugim. Zajmuje im to tacznie 45 minut. Pozostalych
51 narciarzy w 17 minut osiaga K (na rysunku: drugi
poziom). Tu rozdzielaja sie, 33 jedzie do R; przy
przepustowosci 3 zajmuje im to 11 minut. W tym samym
czasie 11 minut 15 turystéw dociera do punktu R trasa
KLQR a trzech trasg KLM PQR. Po 45 minutach
wszyscy spotykaja sie na gorze. Wyciagi pracowaly bez
przestojéw, zatem jest to najlepszy mozliwy czas
wykonania zadania. Wyciagi przewiozly zatem

96 turystéw w 45 minut, co daje przepustowos¢ Zg = %
turysty na minute. Przepustowos¢ to odwrotnosé oporu,
zadanie rozwigzane, odpowiedz jest zgodna z podana
wczesdnie]j.

Metryka elektryczna zainteresowali sie fizycy i chemicy
(zwlaszcza krystalografowie). Odkryto metody
algebraiczne, pozwalajace na obliczenie wszystkich
odleglosci elektrycznych dla konkretnego grafu. Niestety,
obliczenia sg skomplikowane. Nalezy bowiem rozwazy¢
wszystkie polaczenia w grafie, co prowadzi do rozwazania
macierzy o kilkunastu czy nawet kilkudziesieciu wierszach
i kolumnach i obliczania ich macierzy odwrotnych, a to
zawsze bylo skomplikowane rachunkowo. Ale my
poprzestanmy na prostych grafach, gdzie — zabierajac
dziecku zabawke — mozemy bawi¢ sie kolejka elektryczna.



ety Maemaris wya Fo@ZAY czworokat jest prostokatem
Univerayiet Warsames 0 Jerzy BEDNARCZUK

Kazdy czworokat jest prostokatem

Niektorzy sadza, ze geometria jest trudna. Oto zadanie,
ktore wielu by odstraszyto:

Czworokgt ABCD jest wpisany w okrgg. W trojkaty

ABC, BCD, CDA, DAB wpisano okregi. Wykazaé, zZe

srodki P, @, R, S tych okregow sq wierzchotkams

prostokgta. Korzyéci z tego twierdzenia jest wiele. Na przyklad,
Rysunek do tego zadania méglby wygladaé tak: zamiast wykonywaé dziatania na katach wpisanych

w okrag, czasem wygodniej jest operowaé na tukach, na
ktorych sa one oparte (uwalniajac sie w ten sposéb od
wierzchotkéw tych katow).

Jeszcze cos prostego:

(5) Przekgtne czworokgta ABCD, wpisanego w okrag
przecinajq sie w punkcie E. Niech kqty wpisane w ten
okrag, oparte odpowiednio na tukach AB i CD bedqg
réowne « i 3. Wowczas X AEB = a + 5.

Wyglada przerazajaco. A przeciez wypadaloby jeszcze A D
narysowaé dwusieczne wielu katéw (skoro sa tu srodki
okregéw wpisanych w cztery tréjkaty).
Zacznijmy od czego$ latwiejszego: '
. .. ¢ . . C
(1) Jesli dwa kqty tréjkata sq réwne, to przeciwlegle im '
boki tez sq rowne. B

Dla dowodu wystarczy zauwazy¢, ze kat AEB jest katem

¢ zewnetrznym trojkata AED.
Twierdzenie (5) moze byé¢ przydatne, bo kat AEB nie
jest ani katem $rodkowym, ani wpisanym, ani dopisanym,
A B

a to twierdzenie pozwala obliczy¢ jego miare w zaleznosci
od katow wpisanych, opartych na tukach AB i CD.

Wykorzystamy to w nastepujacym zadaniu:
(2) Kqt zewnetrzny .tréjk@ta je‘?t réwny sumie kgtow (6) Czworokgt ABCD jest wpisany w okrgg. Punkty T,
wewnetrznych nie przylegajacych do niego. X, Z, Y sq $rodkami odpowiednio tukéw AB, BC,
CD, DA tego okregu. Wykazaé, ze proste XY i TZ sq

> prostopadie.
3 a+ Y

(3) Jesli dwa kqty wpisane w okrgg sg oparte na tym
samym tuku, to sqg rowne.

b

D
T
Z
B~— —C
X

7 niezrozumialych powodéw ostatnie twierdzenie Dla dowodu wystarczy zauwazy¢, ze suma tukdw
w szkolach jest nauczane w takiej wlasnie, kalekiej TX i ZY jest pélokregiem, a nastepnie skorzystaé
wersji. Uzupelnijmy je wiec: z twierdzenia (5).
(4) Dwa kqty wpisane w okrgg sq¢ rowne wtedy i tylko Twierdzenie (4) moze by¢ takze przydatne, gdy na

wtedy, gdy sq oparte na przystajecych (réwnych) rysunku mamy zaznaczy¢ $rodek okregu wpisanego

tukach. w trojkat ABC.
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Zaczynamy od narysowania okregu opisanego na tym
trojkacie i Srodkéw D i E tukéw BC i CA.

Dwusieczne katéw naszego trdjkata to poétproste AD
i BE. Punkt S, w ktérym one sie przecinaja, to srodek
okregu wpisanego.

Oznaczmy katy jak na rysunku.

Zauwazmy, ze kat BSD jest katem zewnetrznym trojkata
ABS.

Wobec tego, na mocy twierdzenia (2), otrzymujemy, ze
XBSD = «a+ 3.

Katy CAD i CBD sa wpisane w okrag i oparte na tym
samym tuku, wiec x CBD = a.

Otrzymalismy w tréjkacie BSD réwne katy przy
wierzchotkach B i S. Na mocy twierdzenia (1)
otrzymujemy réwnos¢ DB = DS.

Tym samym udowodniliémy nastepujace twierdzenie:

(7) Jezeli punkt S jest srodkiem okregu wpisanego
w trajkgt ABC, a pdlprosta AS przecina okrgg
opisany na tym trojkgcie w punkcie D, to
DB = DS = DC.

Uwaga: przypominamy, ze punkt D jest srodkiem
huku BC.

Otrzymalismy wygodng metode wyznaczania srodka

Wréémy do zadania, od ktérego zaczynaliSmy
rozwazania:

Czworokgt ABCD jest wpisany w okrgg. W trojkaty
ABC, BCD, CDA, DAB wpisano okregi. Wykazad,
ze $rodki P, @, R, S tych okregow sq wierzcholkami
prostokqta.

Y

B>~—/—1 —C
X
Srodki lukéw BC' i DA oznaczmy odpowiednio przez
XiY.
Na mocy twierdzenia (7) $rodki R i S okregéw wpisanych
w tréjkaty CDA i DAB naleza odpowiednio do odcinkéw
YC, YB i speliaja warunek YR = YD = YA = YS.

Otrzymalismy tréjkat rownoramienny SYR, w ktérym
YX jest dwusieczna kata miedzy ramionami. Wobec tego
prosta XY jest symetralng odcinka SR.

Y

B~ —C
X

Analogicznie otrzymujemy, ze prosta XY jest symetralng
odcinka P(@Q. Prosta XY jest wiec osig symetrii
czworokata PQRS. Podobnie dowodzimy, ze jesli
punkty T, Z sa $rodkami tukéw AB i CD, to prosta
TZ tez jest osia symetrii czworokata PQRS. Na mocy
twierdzenia (6) proste XY i TZ sa prostopadle. Wobec
tego czworokat PQRS jest prostokatem.

okregu wpisanego w tréjkat ABC': wyznaczamy srodek D Jaka ta geometria latwa.

tuku BC, a nastepnie na odcinku DA wyznaczamy taki
punkt S, ze DS = DB.

13

Nawet, jesli nie kazdy czworokat jest prostokatem, tylko
niektoére.
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Spory w nauce

Zorganizowana w maju przez Stowarzyszenie Otwarta Rzeczypospolita
debata, prowadzona przez publicystke Janine Paradowska, z udziatem Moniki
Platek (prawniczka), Magdaleny Fikus (biolozka) i Zbigniewa Nosowskiego
(publicysta), miata za my$l przewodnia zdanie wypowiedziane przez fizyka,
wieloletniego dyrektora Festiwalu Nauki w Warszawie, Macieja Gellera
(1941-2014): ,Krytyk moich pogladéw nie jest moim wrogiem, lecz
wspottowarzyszem w dazeniu do prawdy”. Jezeli przywolamy tresé

i zawartosé debat, debatek i dyskusji tych obecnych w telewizji, radiu

i gazetach (z nielicznymi chlubnymi wyjatkami), to zdanie Gellera wydaje sie
czysta abstrakcja. Nie jest abstrakcja w przypadku nauk $écistych, poniewaz
moga one dziala¢ w oparciu o metode naukowa, ktéra w skrocie polega na:
zauwazeniu zjawiska, doswiadczalnym jego ,,obwachaniu” i obmierzeniu

z réznych stron, sformutowaniu hipotezy i znowu sprawdzaniu jej na rézne
sposoby, budowie modelu doswiadczalnego i, o ile to mozliwe,
matematycznego, przedstawieniu swoich danych do wgladu spotecznosci
naukowej, sformutowaniu teorii i ... w gruncie rzeczy czekaniu, co si¢ zdarzy.
Nauka nie rozwija si¢ liniowo, badacze wpadaja w rézne putapki albo
putapka okazuje sie nowa droga, badania naukowe sa dazeniem do prawdy,
ktorg osiaga sie na poziomie, na ktory pozwalaja wspdlczesne metody
pomiaréw i analizy. Wzruszajace jest zdanie Newtona, ktory w tekscie
naukowym napisal : ,nie bede definiowal ruchu i czasu, bo wszyscy wiedza,
o co chodzi”, czy tez przestroga Einsteina, ktéry postanowil zajac¢ sie blizej
ruchem i czasem i stwierdzil, ze nawet gdyby istniato 1000 przyktadéw na
teze, to jesli znajdzie sie jeden, ktéry jej przeczy — trzeba wroécié do poczatku!

W historii takiej nauki, o ktérej mowa, a gtéwnie fizyki i biologii
molekularnej, spotyka si¢ bardzo duzo przyktadéw na kreta droge
dochodzenia do prawdy. Czasem sa to odkrycia, w ktére nikt nie wierzy,
ktore wspdlezesnym wydaja sie niemozliwe. Takie odkrycia moga wynikaé

z bledu do$wiadczalnego (zimna fuzja, czastki szybsze od $wiatta), moga by¢
pomytks lub $wiadomym oszustwem, ale dzigki metodzie naukowej bardzo
szybko zostana zdyskwalifikowane, takze przez innych badaczy. Wiec nie
mowcie, ze uczeni nie wiedza, co lepsze: masto czy margaryna. Badania
trwaja i wyrzuciwszy stowo ,lepsze”, na pewno uzyskamy wystarczajaca
liczbe danych o tym, jak dziata jeden i drugi ttuszcz na zywy organizm.

Ale nieoczekiwane odkrycia moga by¢ wynikiem bardziej wnikliwej analizy
juz znanych proceséw. Czasem potrzebny jest wielki up6r badawczy. Takim
uporem odznaczyla sie np. Barbara McClintock, ktéra w latach 30—40. ub.
wieku badala zmiennoéé koloréw ziaren i lidci kukurydzy i propagowata teze,
ze wynika ona z ,przeskakiwania” genéw w roézne pozycje genomu.
Przypominam, ze w tym czasie nie wiadomo bytlo, z czego zbudowany jest
gen, a jesli chodzi o skakanie w kukurydzy, to mozna byto sie tylko z tego
$miaé¢. Barbara byla przez cale zycie samotng badaczka, dobrze, ze dawano
jej jakie$ miejsce w laboratorium. A potem, duzo pdzniej (lata 1960-1970),
odkryto skaczace geny w bakteriach, a potem tez w wyzszych organizmach
i dobrze, ze Barbara okazata sie genialnym naukowym wizjonerem jako
mtodziutka osoba i jeszcze zdazyla odebraé¢ w 1983 roku Nagrode Nobla.

Wytomy w ustalonych faktach czynili takze H. Temin (odwrotna
transkrypcja), K. Cantell (interferon), S. Prusiner (priony). I o dziwo,
wszystkie te odkrycia zashuzyly na Nagrody Nobla.

Nie béj sie odkryé co$ nieprzewidywalnego. A potem to sprawdz, nim
wyruszysz do Sztokholmu.
Magdalena FIKUS
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Kat miedzy krzywymi to kat miedzy
stycznymi do nich w punkcie ich
przeciecia.

Al

A

Tak konstruuje si¢ obraz punktu
w symetrii wzgledem prostej,

v
/

a tak wzgledem okregu.

Definicja (wersja standardowa). Dany
jest okrag o = o(S, r) oraz punkt A.
Punktem symetrycznym do A wzgledem
okregu o nazwiemy punkt A’ na
pélprostej SA™ spelniajacy

SA-SA =r?.

*student, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet
Warszawski

Symetria wzgledem okregu
Michal MISKIEWICZ®

W naszych rozwazaniach wzbogacimy ptaszczyzne o dodatkowy punkt, ktory
oznaczymy przez o0. Przyjmiemy przy tym, ze 6w punkt lezy na kazdej

z prostych. Takie rozszerzone proste oraz okregi obejmiemy wspolna nazwa
blokow. Czytelnik moze wyobrazaé¢ sobie oo jako punkt ,nieskonczenie daleko”,
ale rownie dobrze moze traktowaé go jedynie jako umowe notacyjna, ktéra utatwi
sformulowanie pewnych zaleznosci.

Zacznijmy od zdefiniowania kata miedzy dwiema krzywymi: jedli dwie gladkie
krzywe sie przecinaja, to katem miedzy nimi nazwiemy kat miedzy stycznymi
poprowadzonymi w punkcie przeciecia. W ogélnoéci kat ten moze by¢ rézny dla
roznych punktéw przeciecia, tutaj jednak ograniczymy sie wylacznie do
rozwazania blokéw. Dwa bloki moga przecinaé sie w wiecej niz jednym punkcie,
ale wtedy otrzymany kat nie zalezy od jego wyboru; mozemy wiec $miato mdowic¢
o kacie miedzy dwoma przecinajacymi sie blokami. Gdy kat ten jest prosty,
figury nazywamy prostopadlymi. Na przyktad, prosta jest prostopadla do okregu
doktadnie wtedy, gdy przechodzi przez jego $rodek.

Przypomnijmy dobrze znana konstrukcje symetrii osiowej cyrklem i linijka. Aby
dla danej prostej [ i punktu A wyznaczy¢ punkt A’ do niego symetryczny,
zakreslamy dwa okregi przechodzace przez A i prostopadle do prostej I (czyli

o érodkach lezacych na l). Wéwcezas punkt A’ otrzymujemy jako drugi punkt
przeciecia tych okregéw. Oczywiscie réwnie poprawne bytoby tutaj zastapienie
stowa okrgg stowem blok. Jedyna zmiang byloby dopuszczenie prostej
przechodzacej przez A i prostopadtej do [ — co prawda trudniej jest ja wytyczy¢,
ale przeciez i ona przechodzi przez A’. Tak sformulowany opis konstrukcji
motywuje do przeprowadzenia podobnej operacji w przypadku okregu.

Definicja (symetria wzgledem okregu). Dany jest okrag o oraz punkt A.
Poprowadzmy dwa bloki przechodzace przez A i prostopadie do okregu o. Ich
drugi punkt przecigcia A’ nazwiemy punktem symetrycznym do A wzgledem
okregu o. Otrzymane przeksztalcenie nazwiemy symetria (lub inwersja)
wzgledem okregu o.

Jest jasne, ze tak zdefiniowane przeksztalcenie jest samoodwrotne: obrazem
obrazu dowolnego punktu jest on sam. Powyzsza definicja obejmuje réwniez
przypadki, gdy A jest punktem oo lub érodkiem okregu o. Punkty te zamieniaja
sie miejscami, gdyz wszystkie proste przechodzace przez srodek okregu sa
prostopadle do o i przechodza przez punkt co.

O symetrii wzgledem okregu (inwersji) mozna bylo przeczytaé wiecej m.in.

w deltoidzie 5/2013 i 8/2013. Definicja podana powyzej rézni sie jednak od tej
powszechnie przyjetej. Posiada ona niewatpliwe wady — nie jest na przyktad
jasne, ze okreslenie punktu A’ nie zalezy od wyboru blokéw prostopadtych.
Czytelnik znajacy podstawowe wlasnosci inwersji (mozna je znalezé

w przywolanych artykulach) moze tatwo ze standardowej definicji wyprowadzié
powyzsza jako wniosek. Nasza definicja posiada jednak nastepujaca zalete —

w naturalny sposob uogdlnia pojecie symetrii osiowej. Tutaj pojdziemy na skroty,
przywotujac bez dowodu najwazniejsze wlasnoéci symetrii wzgledem ustalonego
bloku b:

1. Obrazem dowolnego bloku jest blok.

2. Zachowane sa katy miedzy krzywymi, w szczegdlnoéci zachowana jest
prostopadto$é¢ blokéw.

3. Zachowane sg symetrie wzgledem blokéw, to znaczy jesli punkty A, A’ sg
symetryczne wzgledem o, to ich obrazy sa symetryczne wzgledem obrazu o.

Gdy b jest okregiem o srodku S, to punkty S, oo sa symetryczne wzgledem b.
Dlatego obrazem bloku przechodzacego przez S jest blok przechodzacy przez oo,
czyli prosta. W podobny sposéb na podstawie wtasnosci 1 mozna podac kryteria,
kiedy obrazem prostej jest okrag, kiedy obraz okregu przechodzi przez S itd.
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Zwroémy uwage, ze trzecia wlasno$é wynika z dwéch poprzednich. Istotnie, jesli
zgodnie z definicja mamy dwa bloki prostopadle do o przechodzace przez A i A’,
to przy symetrii wzgledem b konfiguracja ta jest zachowana: ich obrazy sa
blokami prostopadlymi do obrazu o i przechodzacymi przez obrazy punktéw

A1 A, a zatem obrazy tych punktéw sa symetryczne wzgledem obrazu o.

Ponizej znajduja sie przyktady zadan, w ktérych mozna z powodzeniem
wykorzysta¢ wymienione wtasnosci.

Zadanie 1. Proste k, [ sa styczne do okregu o w punktach K, L i przecinajg sie
w punkcie A. Punkt B jest srodkiem odcinka K L. Wykazaé, ze punkty A, B sa
symetryczne wzgledem okregu o.

Rozwigzanie. Skoro prosta AB jest prostopadla do KL, to jako bloki z definicji
mozna przyjaé¢ okregi o srednicach AK i AL, gdyz sa prostopadle do o

i przechodza przez A, B (rys. 1). Oczywiscie, sama prosta AB tez sie do tego celu
nadaje. |

Zadanie 2. Okregi p i g przecinaja sie w punktach A i B. Prosta r jest styczna
do tych okregéw w punktach odpowiednio P i Q). Punkt C jest srodkiem odcinka
PQ. Wykazaé, ze punkty A, B, C sa wspdiliniowe.

Rozwigzanie. Niech o bedzie okregiem o Srednicy PQ. Okregi p, ¢ sa do niego
prostopadle, a zatem punkty A, B sa symetryczne wzgledem o (rys. 2). Stad juz
wynika, ze sa wspoétliniowe z punktem C' jako $rodkiem tego okregu — prosta
poprowadzona z C do punktu A jest prostopadta do o, wigc musi przechodzié
przez punkt B. O

Zadanie 3. Okregi p; i g1 przecinaja sie w punktach A i B. Prosta r; jest
styczna do tych okregéw w punktach odpowiednio P i ). Punkt C' jest
symetryczny do punktu B wzgledem prostej r1. Okrag ro jest opisany na
trojkacie APQ. Proste ps 1 g2 styczne do ro w punktach odpowiednio P i Q)
przecinaja sie¢ w punkcie D. Wykazaé, ze punkty A, C', D sa wspdiliniowe.

Rozwigzanie. Przeprowadzmy symetrie wzgledem dowolnego okregu o $rodku

w A; obraz kazdej z figur oznaczmy przez dodanie znaku prim. Na podstawie
wlasnosci 1 mozemy zauwazy¢, ze figury z zadania zamienily si¢ rolami: okregi
ph 1 g4 przecinaja sie w punktach A i D', prosta ) jest styczna do tych okregdéw
w punktach P’, @', okrag | jest opisany na tréjkacie AP'Q’, proste p} i ¢} sa
styczne do | w punktach P’; Q' oraz przecinaja sie w punkcie B’ (rys. 3).

Dzigki wlasnosci 3 wiemy, ze punkt C’ jest symetryczny
do punktu B’ wzgledem okregu r, co na mocy zadania 1
oznacza, ze jest srodkiem odcinka P'Q’. W ten sposéb
otrzymalismy konfiguracje z zadania 2, a zatem punkty
A, C', D' sg wspolliniowe. Obrazem prostej AC'D’ jest
prosta AC'D, co konczy rozwiazanie. O

W drugiej czesci artykutu zaprezentuje wyjatkowo
eleganckie twierdzenie, ktérego dowdéd wykorzystuje
niektére z przedstawionych wczesniej wlasnosci symetrii
wzgledem okregu.

Twierdzenie o siedmiu okregach. Dany jest okrag o
oraz styczne do niego okregi 01, 02, 03, 04, 05, 0g,

z ktorych kazdy jest styczny do nastepnego. Okrag o; jest
styczny do o w punkcie P;, ponadto punkty Py, Ps,..., Py
leza na o w tej wlasnie kolejnosci. Wtedy proste P; Py,
P, Py, P3Ps przecinaja si¢ w jednym punkcie.

W dowodzie bedziemy sie postugiwaé potegqg punktu
wzgledem okregu. O tym przydatnym narzedziu mozna
przeczytaé w deltoidzie 2/2012 1 3/2012. Ponizej
podajemy kluczowe dla nas wtasnosci i pojecia.
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Uwaga. Jesli dany jest okrag o i punkt A, a prosta k przechodzi przez A

i przecina o w punktach P, @, to wartos¢ iloczynu skalarnego AD- m nie zalezy
od wyboru prostej k. Te wspdlna warto$¢ nazywamy potegg A wzgledem o. Dla
dowolnych niewspétsrodkowych okregdw o1, 0o zbiér tych wszystkich punktéw A,
ktére maja te sama potege wzgledem obu tych okregéw, tworzy prosta.
Nazywamy ja o0sig potegowqg okregow o1, 0s.

Jako przyktad mozemy rozwazy¢ okregi o1, oo przecinajace sie w punktach A, B.
Oba punkty maja te sama (zerowa) potege wzgledem obu okregéw, a zatem osia
potegowa okregdéw o1, 0o jest ich wspolna sieczna AB. Ta obserwacja, choé
bardzo prosta, okaze si¢ nam jeszcze przydatna.

Lemat. Dana jest prosta k oraz okregi 01, 02, 03, z ktérych kazdy jest styczny do
nastepnego. Okrag o; jest styczny do k w punkcie P;, ponadto punkty Py, P, Ps
leza na k w tej wtasnie kolejnosci. Wtedy stosunek diugosci odcinkéw powstatych
na prostej k zalezy wytacznie od stosunku promieni okregéw o1, 03.

Lemat powyzej jest pozostawiony Czytelnikowi jako zadanie. Istotnie, nietrudno
jest obliczy¢ dtugosci tych odcinkéw na podstawie promieni okregdw o1, 02, 03;
mozna tez prébowaé mniej bezpos$rednich metod. Teraz mozemy juz przejéé¢ do
wtlasciwego dowodu.

Dowdd twierdzenia. Podobnie jak w rozwiagzaniu zadania 3, przeprowadzmy
symetrie wzgledem dowolnego okregu o srodku w Py i obraz kazdej z figur
oznaczmy przez dodanie znaku prim. Podobnie tez mozemy stwierdzié¢, ze okregi
0 i 0 przechodza na proste réwnolegle o’ i of;, a obrazami pozostatych okregdéw

sq okregi o}, ..., 05 zachowujace odpowiednie stycznosci; ich promienie oznaczmy
kolejno przez rq,...,rs. W szczegdlnoscei oba okregi o}, of sa styczne do prostych
réwnoleglych o' i of, zatem 1 = r5. Punkty stycznosci Pj, ..., P! leza na prostej

o' w tej wlasnie kolejnodci.

Proste Py Py i P2 P5 przechodza na okregi o = o(P{PyFs) i 8 = o(PyP.Fs).
Pozostaje wykazaé, ze prosta PsPs (czyli obraz prostej PsPs) przechodzi przez
drugi punkt przeciecia « i . Na podstawie stwierdzenia i nastepujacej po nim
uwagi jest to réwnowazne temu, ze punkt P4 lezy na osi potegowej « i 3. Aby to

sprawdzi¢, wystarczy pokazac¢ réwnosé PiP; - PyPy = PyP; - Py P, ktéra przy
ustalonej przez nas kolejnosci punktéw Py, ..., Pt przyjmuje postaé proporcji
PP, _ PP,
PPy P3Py
Lemat implikuje, ze lewa strona réwnosci wyraza sie przez stosunek promieni
r1/r3; podobnie prawa strona wyraza sie w ten sam sposéb przez r5/r3. Juz
wczesniej zauwazylidmy, ze vy = r5, co konczy dowdd. |

Na koniec chciatbym zachecié Czytelnika do zastanowienia
sie nad ponizszymi pytaniami. Wydaja sie one catkiem
naturalne, a w celu znalezienia odpowiedzi wystarczy
przesledzi¢ powyzszy dowdd.

e Jak sformutowaé twierdzenie, aby mozna bylo w nim

mowi¢ o dowolnych blokach o, o1, ..., 0g, niekoniecznie
okregach?
e Jakie inne kolejnosci punktow P, ..., Ps na okregu o

mozna dopusci¢ w zatozeniach?



Ze swiata USOS. Czes$¢ 10 — Ciggnaé czy pchacé?

Z
Mailfymlhan SM[ECH student, Instytut Informatyki, Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

W okolicy mojego wydziatu znajduje sie stylowy bar
mleczny. Potrawe nalezy wybrac¢ przy kasie, zaptacic,
a nastepnie podej$¢ do ,,okienka”. Tam podajemy
paragon i rozpoczynamy oczekiwanie na positek.

Niestety, okienko jest wyjatkowo male i znajduje sie
bardzo nisko. Ciezko jest wsunaé reke, a préba spojrzenia
do wnetrza kuchni wymaga schylania sie. Zatem skad
mam wiedzieé, czy po drugiej stronie stoi méj talerz?
Przy okienku nie ma do$¢ miejsca na ciagte czekanie,

a zachowanie wygietej postawy jest meczace — po prostu
nie moge caly czas tam zagladac.

Sprébujmy opisaé¢ zachowania réznych klientéw tego
baru. Jednoczesnie poréwnajmy przedstawiona historie

ze $wiatem komputeréw na przykladzie najprostszej

i niezwykle popularnej analogii, bedacej w naszym
Swiecie od lat: serwera WWW. Kuchnia to taki serwer.
Produkty spozywcze to dane, a kucharki sa jak programy
(procesy, watki) obstugujace zadania ludzi-klientéw.
Wszyscy sa glodni, nikt nie chce dosta¢ zimnego jedzenia.

Czlowiek, ktory wciaz zaglada, by sprawdzié¢ ,czy

juz”, stara sie skrocié¢ okres stygniecia. Im czedciej

bedzie patrzyl, tym krocej jego positek bedzie czekal na
odebranie. Niestety, kazde pytanie zabiera troche czasu

i energii. Nalezy wypracowa¢ kompromis miedzy naszym
zaangazowaniem a swiezoscig potrawy. Jesli rzadziej
pytamy, mozemy w przerwach wykonywaé inne czynnoéci
— czytaé gazete lub rozmawiaé z kolega.

Najbardziej rozpowszechnionym przyktadem takiego
zachowania jest indeksowanie sieci. W tym przypadku
klient-wyszukiwarka prosi o strone WWW, po czym
analizuje jej tresé¢. Jesli spodziewa sie regularnych
aktualizacji, moze czesciej odpytywaé serwer — tatwo
zauwazy¢, ze popularne portale informacyjne sg
sprawdzane co kilka minut.

Niestety, nawet jesli inteligentnie dostosujemy
czestotliwo$é sprawdzania, zawsze pojawia sie opdznienia.
To staje sie dotkliwe, gdy wiemy, ze na stronie wkrotce
co$ sie zmieni, ale nie mozemy sobie pozwoli¢ na
intensywne pytanie. Taka sytuacja pojawia si¢ na
portalach spotecznosciowych — pojedyncze osoby raczej
rzadko publikuja, ale nowe zdarzenie od ktéregokolwiek
z naszych licznych znajomych pojawia sie dos¢ czesto.
Chcemy by¢ na biezaco, zeby inni nie posadzili nas

o towarzyskie wycofanie. Tutaj nieco zartuje, ale na
gieldzie podobna gra toczy sie o duze pieniadze.

Wréémy do naszego baru. Mozemy sobie wyobrazi¢ ttok,
jaki powstanie przy okienku, gdy wielu klientow bedzie
bardzo czesto sprawdzaé ,czy juz”. Jesli bedzie ich za
duzo, wszyscy sie zablokuja i nikt nowy nie bedzie moég}
podejsé. Gdy zaczna napieraé jeszcze mocniej — Sciana
nie wytrzyma, a kuchnia obroci sie w ruine. Tak samo
w Internecie spotykamy serwisy, ktére nie nadazaja

z obstuga klientow. Z reguly wracaja do dzialania, gdy
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zainteresowanie maleje. Jednak gwaltowny wzrost ruchu
moze spowodowaé fizyczna awarie sprzetu, co wstrzymuje
dzialanie ustugi na dluzszy czas.

Odpytywanie bedziemy tadnie nazywaé ,ciagnieciem”
(pull), aby wyrazié¢ dzialanie klienta: zglasza sie po dane
wtedy, gdy ich potrzebuje. ZobaczyliSmy juz, ze klient
powinien uwazac ze zbyt czestym odpytywaniem, gdyz to
meczaca czynnosé, takze dla serwera.

Zastanéwmy sie teraz, jak nasz bar dziala

w rzeczywistoséci. Klienci nie musza wciaz zagladaé

do okienka — moga spokojnie siedzie¢ przy stole. Gdy
nadejdzie ich pora, zostang zawiadomieni gtosnym
wywolaniem nazwy dania. W tej sytuacji serwer-kuchnia
swypycha” (push) informacje z wlasnej inicjatywy —

wie najlepiej, kiedy skonczy gotowac i do tego czasu nie
musi nas zalewaé bezuzytecznymi komunikatami ,,prosze
czekad”.

Potrzeba wypychania biezacych informacji pojawila
sie wraz z serwisami udostepniajacymi bogate w tresé
i dynamicznie zmieniajace sie strony WWW. Pierwsze
proby byly naiwne: aby uzytkownik nie musial
nerwowo odswiezaé strony, wprowadzono mozliwosé jej
automatycznego przetadowania po ustalonym czasie.
Mimo zwolnienia uzytkownika z tej czynnoéci, takie
rozwigzanie to wciaz zwykte ciggniecie.

Dynamiczne strony zaczely tworzy¢ nadmierny ruch

w sieci. Aby uniknaé przeciazenia serwera, ktéry

przy kazdym zadaniu musial na nowo generowaé

cala zawarto$c, zastosowano pobieranie tylko tych
fragmentow, ktore mogtly sie¢ zmieni¢ — w przypadku
$ledzenia znajomych beda to ich nowe komentarze czy
zdjecia. Reszta strony pozostanie ta sama — serwer
oszczedzi czas 1 pamieé na generowaniu statycznego
szkieletu, a wszyscy po drodze uciesza sie z mniejszego
uzycia tacza. Pomocny jest tu zestaw technologii AJAX,
pozwalajacy pobraé¢ dane z serwera i umiesci¢ na
wyswietlonej stronie bez tadowania jej od nowa. Niestety,
to wciaz nic wiecej, jak ciagniecie.

W tym momencie ograniczeniem staly sie tradycyjne
serwery WWW, takie jak Apache. Ich model
przetwarzania — wczytaj zadanie, wykonaj operacje,
przekaz wynik — nie pasuje do schematu, w ktérym
serwer niejako ,sam z siebie” decyduje o wystaniu czegos
do przegladarki. Dazenie do dwukierunkowej komunikacji
zmienito sposob dziatania serweréw oraz wykorzystywane
metody programowania. Od teraz zadanie jednego klienta
moze wywola¢ kaskade zdarzen, ktore doprowadza do
wystania komunikatu do kogos zupelnie innego. Udato
sie rozwiazaé problem serweréw, lecz na drodze stanety
ograniczenia kanalu transmisyjnego, a doktadniej:
sposobu wymiany informacji miedzy przegladarka

a serweremi WWW — znanego wszystkim jako protokoét
HTTP.



Fundamentalne cechy HT'TP powoduja, ze pasuje on
niemal wylgcznie do modelu zadanie-odpowiedz. Po
pierwsze: zawsze klient nawiazuje polaczenie z serwerem.
Skomplikowana architektura Internetu i potaczen miedzy
komputerami sprawia, ze w olbrzymiej wiekszosci
przypadkéw przegladarka jest ukryta przed $wiatem,
zatem nie moze by¢ wywotana przez serwer. Tylko, gdy
z wlasnej inicjatywy nawiaze z nim polaczenie, mozna
przestaé do niej dane.

Programisci zaczeli sie zastanawiaé, jak mozna naduzy¢
tradycyjnego modelu zadanie-odpowiedz, aby tworzy¢
serwery WWW korzystajace z HTTP i potrafiace
wypychaé informacje. Podstawy sg banalne: przegladarka
inicjuje potaczenie. Wiemy juz, ze inaczej si¢ nie

da. Mamy natomiast kontrole nad tym, kiedy takie
potaczenie rozpoczynac i jak dlugo je utrzymywac.

Pierwsze rozwiazanie to cykliczne odpytywanie (polling)
— klient pyta serwer, czy sa jakies dane, jesli tak, to

je pobiera, a na koniec roztacza sie. Po chwili taczy

si¢ ponownie. Taki schemat bardzo tatwo zrealizowacd,
majac do dyspozycji tradycyjny serwer WWW. Pewnym
wariantem, ktéry wymaga specjalnych rozwigzan po
stronie serwera, jest dlugie odpytywanie (long polling).
Roéznica w stosunku do zwyklego odpytywania jest
subtelna: jesli serwer stwierdzi, ze nie ma nic do
wyslania, wstrzymuje odpowiedz. Nie robi nic, nawet
nie konczy polaczenia. Z punktu widzenia klienta,
serwer zachowuje sie tak, jakby bardzo dlugo liczyl.

W rzeczywistosci czeka, az pojawig sie interesujace
dane do przekazania. Dopiero wtedy wysyla tresc i sie
rozlacza.

Kiedy$ zakladano, ze serwer szybko zacznie wysylaé¢
odpowiedz. Jesli przez dtuzszy czas nic nie wysylal, to
najprawdopodobniej co§ poszlo nie tak i nalezalo zerwaé
polaczenie. Natomiast gdy serwer rozpoczal wysylanie,
potaczenie mogtlo trwaé bardzo dtugo, gdyz Internet nie
byt tak szybki jak dzisiaj. Wazne, zeby co jakis czas
pojawialy sie nowe bajty do odebrania. Wysylanie
drobnych danych podtrzymujacych polaczenie (tzw.
,bicie serca”) mozna zrealizowaé¢ na dowolnym serwerze
za pomoca odpowiedniej konfiguracji.

To tylko przyklady kilku naduzy¢, ktore wymy$lili
sprytni programisci. W pewnym momencie zaczeto
zastanawia¢ sie nad standardowym protokotem
dwukierunkowej komunikacji na stronach WWW. Tak
powstal WebSocket. Wiemy, ze HTTP zbudowany jest na
bazie protokotu TCP. Mimo ze TCP pozwala stworzy¢
trwale potaczenie, zadania HTTP sa niezalezne i kazde

z nich musi zawiera¢ zestaw informacji identyfikacyjnych,
co niepotrzebnie wykorzystuje pasmo. HTTP nadaje

sie do przesytania pelnych stron WWW, ale jest zbyt
kosztowny w przypadku drobnych komunikatéw.
WebSocket opakowuje HT'TP w zaskakujacy sposéb:
tworzy naprawde trwale polaczenie z serwerem, co
pozwala uniknaé przesytania zbytecznych danych

w czasie dalszej transmisji. W ten sposéb HTTP zostaje
odchudzony do niemal surowego TCP.
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Jakie serwisy internetowe sa odpowiednikami ruchliwych
barow? MdéwiliSmy juz o portalach spotecznosciowych.
Inne przyklady to podawanie biezacych statystyk
finansowych czy dynamiczne gry w przegladarce. Nawet
USOS, a dokladniej niektore jego aplikacje webowe,
zwlaszcza rejestracje zetonowe, ale takze USOSweb,

w czasie zapisow na przedmioty badz egzaminy
odczuwaja wyjatkowe zainteresowanie. Studenci bardzo
chca ,ugryz¢” miejsce w dobrej grupie.

Dotychczasowa obstuga jest mato fachowa: o ustalonej
godzinie rejestracja zostaje otwarta, a setki studentow
staraja sie jak najszybciej przetadowaé strone,

a nastepnie kliknaé ,zielony koszyk”. Najczesciej
wszystkie miejsca w najlepszych grupach zostaja
blyskawicznie zajete. Niektorzy od razu po wejsciu na
strone maja do wyboru tylko te grupy, ktérych nikt nie
chcial. Mozna sobie wyobrazi¢ strategie, jakie stosuja
studenci, zeby zlapaé¢ dobra grupe, a przynajmniej
uniknaé trafienia do najgorszej. Kraza roézne legendy

i tajne sposoby na pomyslng rejestracje. W rzeczywistosci
decyduje przypadek. Krytycznym punktem systemu jest
centralna baza danych, ktéra musi za kazdym razem
zdecydowaé o przyjeciu zapisu. W zaleznoéci od liczby
studentow, serwer staje sie niedostepny na minute lub
godzine. Niektérym udaje sie zobaczy¢ strone, pozostali
otrzymuja btad. To niezbyt sprawiedliwe.

Jako programisci USOS staramy si¢ wykorzystac
nowoczesne techniki programistyczne, aby uniknaé
»zabijania” serwera w czasie rejestracji. Po pierwsze,
odchodzimy od natychmiastowego rejestrowania chetnych
studentéw — chcemy zbiera¢ ich klikniecia przez dluzsza
chwile jako ,prosby”. W ten sposéb odcigzymy gtoéwnag,
baze danych, aby nie doprowadzi¢ do zablokowania
calego systemu. Gdy nadejdzie odpowiednia pora, prosby
beda przetwarzane tak, aby daé uczciwg szanse kazdemu
studentowi.

Prawdziwe pchanie osiagniemy, tworzac specjalny
interfejs w przegladarce: strone, na ktéra student
wchodzi raz, na poczatku rejestracji, po czym wszystkie
najwazniejsze informacje i wydarzenia zostana mu
podane we wlasciwym momencie. Gléwny widok zawiera
podsumowanie prosb skladanych przez wszystkich
uczestnikéw. Najwazniejsza cecha komunikacji to
wysylanie statystyk do przegladarki tylko wtedy, gdy
co$ sie zmieni. Ponadto, mozemy inteligentnie dobierac
czestotliwo$é powiadamiania w zaleznosci od obciazenia.
Dzigki temu dajemy réwne szanse wszystkim studentom.
Kazdy z nich zobaczy dzialajaca strone, kazdy bedzie
otrzymywal taka sama ilos¢ informacji oraz kazdy zdazy
podja¢ odpowiednie decyzje.

Dwukierunkowa komunikacja pozwala zatrzeé réznice
miedzy przegladarka a serwerem: obie strony staja sie
niemal rownoprawnymi czeéciami nowoczesnej aplikacji
webowej. Wkrotce premiera naszych nowych rozwiazan.
Byé¢ moze Czytelnik, rejestrujac sie na swdj wymarzony
przedmiot czy zajecia z WF-u, wspomni ten artykut,
doceniajac zaawansowang technologie stojaca za pozornie
prosta strong WWW.
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Rys. 1. Jedli spojrzymy na mape miasta

jak na uktad wspétirzednych, to dla kazdej

pary liczb calkowitych z, y, takiej ze

1 < z,y < n, w punkcie (z,y) znajduje
si¢ skrzyzowanie; ponadto kazde dwa
skrzyzowania oddalone o 1 sg polaczone
ulicg. Przykladowe miasto dla n = 5,

w ktérym zamknigto juz 16 ulic (linie
kropkowane). Po zamknigciu ulicy a
bedzie mozna przejechaé migdzy jej
koricami, nie uda si¢ to natomiast po

zamknieciu ulicy b.
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Rys. 2. Na odcinku z1x5 prostej £ nie ma
zadnego zrzutowanego srodka kota, ktére

przecina £.

Rozwigzanie zadania M 1428.
.- a;,, gdzie I jest

Oznaczmy pr = a;, -

ciggiem indeksow 1 < i3 < ... <ip < n
(mamy (}, ) takich ciagéw). Niech réwniez
p=aj- - ap. Woéwcezas S = >, 2y pr oraz

Sn
Schwarza dostajemy

\EPJ

V/SkSn—k =

\1

- ()

B = ZI p/pr, wiec z nieréwnosci

i/z\f,

Informatyczny kacik olimpijski (74): Jakie to proste

W tym kaciku dwa zadania z cyklu naszych ulubionych, tzn. na pierwszy rzut oka
cigzkie do ugryzienia, ale ace tadne i krétkie rozwigzania.

Zadanie Bajthattan pochodzi z Akademickich Mistrzostw Polski w Programowaniu
Zespolowym z roku 2013. Sie¢ drogowa w miescie tworzy regularng siatke n x n
(rys. 1). Naptywaja do nas informacje o zamknieciach ulic. Dla kazdej informacji
mamy stwierdzié, czy po zamknieciu danej ulicy nadal bedzie mozna przejechaé
pomiedzy skrzyzowaniami potozonymi na jej koncach, poruszajac si¢ jedynie po
ulicach, ktére dotychczas nie zostalty zamkniete.

Oczywiscie, sie¢ drogowa mozemy zastapi¢ grafem nieskierowanym, w ktérym
wierzcholki reprezentowaé bedg skrzyzowania, a krawedzie — ulice. I, oczywiscie,
rozwiazanie brutalne, ktére dla kazdego zamkniecia ulicy (usuniecia krawedzi grafu)
wykonuje przeszukiwanie grafu w celu znalezienia Sciezki pomiedzy dwoma
wierzchotkami, nas nie satysfakcjonuje. Takie rozwiazanie dziata w czasie O(l’cnz)7
gdzie k to liczba usunie¢ krawedzi.

Zauwazmy, ze jesli Sciezka pomiedzy koncami usunietej krawedzi nie istnieje, to
usuniecie tej krawedzi spowodowalo, ze jej konice znalazly sie w réznych spéjnych
sktadowych grafu. Réwnowaznie zatem mozemy badaé, ktoére usuniecia krawedzi
zwiekszaja liczbe spéjnych sktadowych grafu. Nasz graf jest planarny, zatem zalezno$é
miedzy liczba jego wierzchotkéw, krawedzi, $cian (czesci plaszczyzny ograniczonych
krawedziami) i sp6jnych sktadowych (oznaczymy te liczby kolejno przez v, e, f i s)

wyraza si¢ wzorem Eulera: ve—et+ fos+l.

Rozwazmy usuniecie jednej krawedzi. Liczba wierzchotkéw v jest stala (réwna n?),
natomiast liczba krawedzi e zmniejsza sie o jeden. Jesli po obu stronach usuwanej
krawedzi mieliSmy te sama Sciane, to f sie nie zmienia (i wtedy liczba spdjnych
sktadowych s rosnie o jeden), w przeciwnym wypadku f maleje o jeden

(i wtedy s sie nie zmienia).

Powyzszy warunek mozemy testowaé, trzymajac Sciany grafu w strukturze dla zbioréw
roztacznych. W momencie, gdy usuwamy krawedz, dwie Sciany nalezy potaczy¢.
Rozwiazanie to dziata w czasie O(n? + klog* n).

* % Kk

Z kolei Kregi w zbozu pojawily sie w finale Potyczek Algorytmicznych 2012. Na
plaszezyznie znajduje sie n kot, ktérych wnetrza sa roztaczne. Srodek i-tego kota
znajduje si¢ w punkcie (x;,y;), a jego promien wynosi r;. Nalezy wyznaczy¢ liczbe
par kél, ktére maja punkt wspdlny.

Znowu rozwigzanie brutalne, ktére z osobna sprawdza kazda z O(nQ) par kot jest za
wolne. Z drugiej strony, odpowiedz nie bedzie nigdy przekraczaé¢ 3n (gdyz graf

o n wierzchotkach w srodkach okregéw i krawedziach taczacych srodki stykajacych sie
kot jest planarny, wiec ma co najwyzej 3n krawedzi). Sprébujmy zatem ograniczyé
liczbe kandydatéw na pary, ktére musimy sprawdzié. Zauwazmy, ze jesli poprowadzimy
linig prosta ¢ przez punkt przeciecia pary kél, a nastepnie zrzutujemy prostopadle na
te prosta Srodki wszystkich kot, ktére przecinaja £, to zrzutowane srodki ko6t
nalezacych do pary beda sasiadowaé na prostej (rys. 2).

Dzigki temu spostrzezeniu mozemy zastosowaé¢ metode zamiatania. Bedziemy
przesuwaé od dotu do géry pozioma linie prosta (miotte) i jednoczes$nie utrzymywaé
zbiér két, ktoére jg przecinajg. Zauwazmy, ze i-te kolo zostanie wrzucone do zbioru, gdy
miotta bedzie w pozycji y = y; — 75, a zostanie z niego usuniete dla y = y; + r;. Co
wiecej, bedg to jedyne momenty, w ktorych zawarto$é¢ zbioru bedzie si¢ zmieniaé.
Zatem w czasie O(nlogn) sortujemy te ,istotne” pozycje miotlty, a nastepnie
przechodzimy je w kolejnosci niemalejacej. Za kazdym razem, gdy uaktualnimy zbiér,
sprawdzamy stalg liczbe par kol (konkretnie te, ktére sasiaduja z dodanym kotem lub
sasiadowaly z usunietym). Zbiér realizujemy jako uporzadkowany stownik, w ktérym
kola sa posortowane wzgledem wartosci z; i ktéry umozliwia w czasie O(logn)
dodawanie i usuwanie elementéw oraz znajdowanie nastepnego i poprzedniego
elementu w tym porzadku.

Rozwiazanie dziata w czasie O(nlogn). I jak to bywa w zadaniach z geometrii
obliczeniowej — pozostal jeden przypadek szczegdlny (gdy miotla jest styczna do pary
kot), ktérego uwzglednienie pozostawiamy jako zadanie dla Czytelnikéw.

Tomasz IDZIASZEK
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Nowe degradowalne duromery

Etap rozwoju cywilizacyjnego mozna poznaé po ilosci

i rodzaju $mieci, ktére dana cywilizacja po sobie
zostawia. Obecny przelom tysiacleci to epoka tworzyw
sztucznych. Ich dostepnosé i trwatoéé zmienity nasze
zwyczaje i zapewnia nam nie$miertelnosé: /... ] trza
dzieciom ostawié¢ dlugi. Wielgie dlugi, co by je splacaly.
Bedom dlugo splocaé, bedom dlugo wiedzied, ze mialy
ojca. (Jozef Tischner, Historia filozofii po gdralsku).

Jakim$ sposobem jest segregacja i odzysk odpadow.
Polska nie jest jedynym krajem, w ktéorym to idzie
bardzo opornie, ale jest modelowym tego (oporu)
przykladem. Swiadczy to nie tylko o braku kultury,
ale réwniez o braku cywilizacji. Nawet jezeli
chcieliby$my segregowaé $mieci, to czesto nie wiemy
lub nie bardzo mamy jak.

Tworzywami, ktére wyjatkowo trudno przetworzy¢,
sa duromery (ang. thermosets). Dlatego od dawna
poszukiwane sa ich odmiany, ktére (zachowujac
pozadane cechy, takie jak wytrzymalos¢ mechaniczna,
odporno$¢ na wysoka temperature czy obojetnoéé
chemiczna) moglyby by¢ tatwo (czyli tanio i bez
znaczacego dodatkowego obciazenia dla srodowiska)
przetwarzane [1].

Wtasdnie zostala opublikowana praca [2], ktéra mozna
uwazaé za przelomowa. Autorzy opisuja w niej bardzo
prosty (szybki i tani) sposéb uzyskania duromeréw
poprzez polikondensacje (para)formaldehydu (HoCO)
i weglowodordéw z przylaczonymi dwiema grupami
aminowymi (-NHs). Reakcja zachodzi w ciagu
kilkudziesieciu minut w temperaturze 50°C, a po
dodatkowym, dziesigciominutowym podgrzaniu do
185°C (w obecnosci dimetylosulfotlenku (CHjz)2SO)
wytwarzaja sie dodatkowe polaczenia sieci

(z wydzieleniem wody). Otrzymuje si¢ w ten sposéb
material o bardzo duzej wytrzymaltosci mechaniczne;j.

Najciekawsze jest jednak to, ze uzyskane materiaty
rozkladaja sie do podstawowych substratéw

w §rodowisku kwasnym pH < 2 (wystarczajaco kwasny
jest juz kwas zoladkowy).

Otwiera to droge do nowej rodziny polimeréw o réznych
wtasnoéciach, ktore byltyby catkowicie odzyskiwalne.

Mozna zywi¢ nadzieje, ze doprowadzi to do znacznego
uszczuplenia dziedzictwa naszej cywilizacji.

[1] Timothy E. Long; Toward Recyclable Thermosets; Science 344,
706-707, 16/05/2014; DOI: 10.1126/science.1254401

[2] Jeannette M. Garcia i inni; Recyclable, Strong Thermosets and
Organogels via Paraformaldehyde Condensation with Diamines;
Science 344, 732-735, 16/05/2014; DOI: 10.1126/science.1251484

[3] Margaret S. Livingstone i inni, Symbol addition by monkeys

provides evidence for normalized quantity coding;
PNAS; DOI: www.pnas.org/cgi/doi/10.1073/pnas.1404208111
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Malpy licza niedoscigle

Kultura to jest to, co wyrdznia nas sposréd zwierzat. Nie
jest to poglad specjalnie kontrowersyjny. Czyz jednak
przes$wiadczenie o wyjatkowosci postugiwania sie np.
mysleniem symbolicznym nie wynika gléwnie z trudnosci
w porozumiewaniu sie ze zwierzetami? Czesto mozna
odnie$¢ wrazenie, ze to bardziej my nie rozumiemy
zwierzat niz one nas.

Kultura matematyczna jest kluczowym aspektem
ogblnoludzkiej kultury. Wykazano, ze wiele gatunkow
zwierzat (badano gléwnie ssaki i ptaki) potrafi liczy¢,
tzn. prawidtowo oceniaé¢ liczebnosé zbioréw skonczonych.
Oczywiscie, precyzja takiej oceny maleje wraz z ta
liczebno$cia (np. przecietni ludzie radza sobie z takim
liczeniem do okoto siedmiu). Po przekroczeniu pewnej
wartosci przechodzimy na ocene w skali logarytmicznej
(tzn. oceniamy, ile razy dany zbiér jest wickszy od
jakiegos$ zbioru wzorcowego; dopiero jezeli mamy
odpowiednio duzo czasu i zalezy nam na precyzji,
przeliczamy elementy zbioru). A jak to robia zwierzeta?

Ukazala sie niedawno praca [3]|, w ktérej autorzy
wykazuja, ze rezusy robia to podobnie jak my. Zeby to
sprawdzié¢, nauczono kilka z nich postugiwania sie¢ dwoma
zestawami symboli, ktére odpowiadaty liczbom od 0

do 25. Pierwszy zestaw byl alfanumeryczny, drugi zas
skladal sie z matryc 3x3 kwadracikéw (binarnych:
czarnych lub biatych), w ktérym kolejnym liczbom
przypisane byly rézne symbole w przypadkowo (ale
niezmiennie) wybrany sposéb.

Zadanie polegalo na wybraniu napisu o wigkszej wartosci
spoéréd dwdbch, z ktérych jeden byt przedstawiony za
pomocy pojedynczego symbolu, a drugi mial wartos$é
sumy dwoch przedstawionych symboli. Po dokonaniu
wyboru makak dostawal tyle kropel smakotyku, ile sobie
wybral. W trakcie uczenia pierwszego zestawu symboli
wykorzystywane byly zestawy kropek o odpowiedniej
liczebnosci. Po opanowaniu zestawu symboli
alfanumerycznych wlaczono zestaw matryc i sprawdzano,
jak szybko i jak dobrze rezusy go opanuja.

Okazalo sig, ze do nauczenia si¢ nowego systemu makaki
potrzebowaly tylko 10 dni, podczas gdy opanowanie
pierwszego zajelo im dwa miesiace.

Calos$é badania, zdaniem autoréw, dowodzi
wykorzystywania numerycznej wartosci symboli. Inaczej
moéwiac, malpy dodaja tak jak ludzie (przynajmniej
niektérzy).

Ciekawe, czy ktos pokusi sie o wypracowanie procedury
uczenia rezuséw dodawania utamkéw.

Mogtoby to mieé¢ bezposrednie zastosowanie przy kolejnej
reformie oswiaty.
Piotr ZALEWSKI
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Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsyltaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbg o0s6b, ktére
nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegdlowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Rozwigzania zadan z numeru 3/2014
Redagugje Elzbieta ZAWISTOWSKA

Przypominamy tresé¢ zadan:

574. Na desce lezy walec o promieniu R z wydrazeniem w ksztalcie walca o promieniu R/2 stycznym
do osi walca (rys. 1). Deske zaczynamy wolno podnosié za jeden koniec. Znalezé kat graniczny
nachylenia deski, przy ktérym walec pozostanie jeszcze w rownowadze. Wspélezynnik tarcia walca

o deske jest rowny p = 0,2.

575. Oktadki ptaskiego kondensatora powietrznego o powierzchni S i wysokoéci h sag skierowane
pionowo i zanurzone w cieczy o stalej dielektrycznej € do wysokoéci h/3. Oblicz tadunek, jakim
naladowany jest kondensator, jezeli w stanie réwnowagi ciecz wypelnia calg przestrzen miedzy
okltadkami. Gestos¢ cieczy wynosi p, odleglo$é migedzy oktadkami jest mala w poréwnaniu

z rozmiarami liniowymi oktadek.

' R 574. Nalezy poréwnacé kat nachylenia deski oy, powyzej ktorego walec zacznie
Rys. 1 sie zsuwacd, i kat ag, powyzej ktérego zacznie sie toczy¢. Pierwszy warunek ma
postaé tgay = u = 0,2.

Va _;H

Niech z oznacza odleglto$¢ srodka masy wydrazonego walca od jego srodka
geometrycznego. Traktujac walec pelny o masie m i promieniu R jako zlozenie
walca wydrazonego o masie %m i walca o masie im promieniu %R W miejscu
wydrazenia, otrzymujemy zwiazek %mx = émR, skad x = %R. Gdy deske powoli
podnosimy, wydrazony walec obraca sie, a jego Srodek masy przesuwa sie po
okregu o promieniu z (okreslamy polozenie na prostej pionowej przechodzacej
przez punkt stycznosci walca z deska). Moment sily ciezkosci wzgledem tego

Rys. 2 punktu jest wéwczas rowny 0. Kat nachylenia deski, powyzej ktorego walec

X

zacznie si¢ staczac, okresla warunek sinap = 5 = %. Poniewaz
_1

N sin ap, walec straci réwnowage, gdy kat nachylenia deski

. 1 - . . ’ /1
przekroczy arcsin ¢ i walec zacznie si¢ toczy¢ bez poslizgu.

a2

sina; =

R 575. Rozwazmy sytuacje, gdy poziom cieczy w kondensatorze znajduje sie na
wysoko$ci  nad poziomem cieczy w naczyniu. Sila elektryczna F(x)
spowodowana niejednorodnoscia pola elektrycznego na brzegu kondensatora,
pracujac na maltym odcinku Az (dla ktérego mozna przyjaé, ze wartosé sity nie
zmienia si¢), powoduje zmniejszenie energii elektrycznej kondensatora:

. 2 ’ .
— F(x)Az = Wg(x) — Wg(z + Az), gdzie Wg(z) = %, za$ c(x) jest
pojemnoscia zastepcza dwoch kondensatoréow potaczonych réwnolegle —
powietrznego o wysokosci %h — x oraz wypelnionego dielektrykiem o wysokosci
h/3 %h + z. Wyrazenie na sile elektryczna mozemy obliczy¢ bezposrednio z wzoru
: F(x) =— AX;E przy Ax — 0 lub obliczyé pochodng
Rys. 3 dw 2d(e —1

E 9 (% + (e — l)x)

gdzie a = S/h jest szerokoscia okladek kondensatora, za$ d odlegloscia miedzy
okladkami. Wartos¢ sily grawitacji dzialajacej na ciecz wciagnieta do
kondensatora wynosi P(z) = pgadz. Z warunku réwnowagi sit elektrycznej

i grawitacyjnej dla x = %h otrzymujemy szukang wartos¢ tadunku

3 08
Q =2S¢ 73(67 0

Zadanie mozna tez rozwiaza¢, poszukujac minimum energii uktadu.
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Klub 44

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Rozwigzania zadan z numeru 3/2014

® Przypominamy tresé zadan:
677. Rozwazamy tréjki liczb rzeczywistych (z,y, z), spelniajace warunki
1 1 1 2 2 2
T+ —=y+—-—=2z+— oraz = +y +z2° >yz+zxr+ Y.
— Yy z x
—
. Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartoéci iloczynu zyz.
678. Czy istniejg takie trzy rézne liczby pierwsze p, q, r, ze liczba 2971 _ 1 dzieli sig¢ przez p, liczba
27~1 _ 1 dzieli si¢ przez q, za$ liczba 2P~! — 1 dzieli si¢ przez r?

677. Liczby x, y, z musza by¢ rézne od zera. Przepisujemy pierwsze rownanie

jako yz(x — y) = y — 2, i dalej (cyklicznie)

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M 1
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan ( )
671 (WT = 1,69) i 672 (WT = 1,66)
z numeru 12/2013

Jedrzej Garnek Poznan 4338 (2)
Janusz Olszewski Warszawa 41,33
Pawel Duch Bielawa 40,18
Andrzej 1dzik Bolestawiec 39,87
Wojciech Maciak Warszawa 39,65

yz(r —y) =y -z,
Mnozymy stronami:

za(y —2) =z — x,

xy(z —x) =2 —y.

(zy2)* (@ —y)(y — 2)(z — 2) = (y = 2) (2 — x)(z — ).

Gdyby ktéras z réznic © —y, y — z, z — x byla zerem, to wobec zaleznosci (1)
wszystkie bylyby zerami, czyli liczby «x, y, z bylyby réwne. To sie jednak ktoci
z nieréwnoscia, dana w zalozeniach. Réznice te sa wiec rézne od zera.

Stanistaw Bednarek §Lo6dz 35,92
Grzegorz Karpowicz Wroctaw 3275 Réwnanie (2) po skréceniu daje wynik: (zyz)? = 1; jedynymi mozliwymi
Tomasz Wietecha Tarnéw 32,72

osiagalna — na przyklad dla (z,y, 2)

1
-3

wartosciami iloczynu xyz sa liczby 1 oraz —1. Kazda z nich jest faktycznie

—2) oraz (x,y,2) = (—1, %32)'

678. Zadanie zaproponowal najstarszy stazem ligowiec Witold Bednarek — cale
szczescie, ze wraz z rozwigzaniem. Zobaczmy je:

Przypuéémy, ze dla pewnej liczby pierwszej s liczba 2° — 1 ma co najmniej trzy
rozne dzielniki pierwsze p, g, r. Wykazemy, ze woéwczas trojka p, g, r spelnia

postulowane warunki.

Niech § bedzie najmniejszym wykladnikiem naturalnym, wiekszym od 1, dla
ktérego 20 =1 (mod p). Z zalozenia takze 2° = 1, wiec s dzieli sie przez 0;

a skoro s jest liczbg pierwsza, to = s. W my$l malego twierdzenia Fermata
2P~ =1 (mod p), zatem p — 1 dzieli si¢ przez §, czyli przez s.

Analogicznie stwierdzamy, ze s jest dzielnikiem liczb ¢ — 1 oraz r — 1. Podnoszac
kongruencje 2° = 1 (mod p) do potegi (¢—1)/s, widzimy, ze 29-! =1 (mod p).
Tak samo, cyklicznie, 2”71 =1 (mod ¢q), 2~ =1 (mod r), czyli mamy to, o co
chodzi (a nawet wiecej: okazuje sie, ze kazda z liczb 2P~1 — 1, 2471 — 1, 27=1 —1

dzieli sie przez iloczyn pgr).

Pozostaje wskazaé liczbe pierwsza s o podanej na wstepie wtasnosci.
Przegladajac tablice liczb Mersenne’a znajdujemy w niej liczbe zlozong 229 — 1,
z rozkladem na czynniki pierwsze 233 - 1103 - 2089. Zatem liczby p = 233,

q = 1103, r = 2089 tworza jedna z trdjek, jakich szukamy.

@

Rozwigzanie zadania F 859. Niech = oznacza kierunek prostopadty do $cianki,
n gestoéé fotondw, a e érednig energie fotonu. Zderzajac si¢ sprezyscie ze Sciankg foton
o pedzie P padajacy pod katem 6 przekazuje jej ped 2P cos . W jednostce czasu At
z kazdego kierunku tworzacego kat 6 z normalng do kazdego elementu $cianki
o powierzchni S dolatuje wiec

nScAt cos 0

4

fotonéw — uwzgledniony zostal izotropowy rozktad kierunkéw ruchu fotonéw (czynnik 47
w mianowniku). Biorac pod uwage, ze dla fotonu P = ¢/c, gdzie ¢ jest predkoscia §wiatla,
sila nacisku na Scianke réwna jest przekazowi pedu w jednostce czasu, a ci$nienie jest
stosunkiem sily nacisku do pola powierzchni, i sumujac po wszystkich katach padania,
otrzymujemy:
2

N

™ ™

1 ( € 1
p=— | d¢ j df sin€ - nccos -2— cosf = —ne.
A7 c 3

0

W=
<l

Ostatecznie p = -

Wynik ten mozemy uzyskaé¢ bez catkowania: w szeSciennym naczyniu dla ustalonej $ciany
$rednio 1/6 fotonéw porusza si¢ w jej kierunku, przekazujac jej przy zderzeniu ped 2E/c.
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Rozwigzanie zadania F 860. Energia fotonu
o pedzie P wynosi cP. W zwiagzku z tym
pochtanianie przez Ziemi¢ promieniowania
stonecznego zwigzane jest z pochlanianiem
strumienia pedu réwnego q/c. Zwiazane
z pochtanianiem pedu promieniowania sita F
odpychajaca od Slonica Ziemi¢ o promieniu R
wynosi wigc F = 1R%*q/c ~ 5,8 -10% N. Sita Fg
przyciggania Ziemi i Stonca wynosi:
Fo = GZ\JZAMZ

R7s

gdzie Mg oznacza mas¢ Slonca, a Mz mase¢
Ziemi. Przyspieszenie Ziemi w ruchu dookota
Stonca wynosi 47rRZS/T2. a mase Ziemi mozemy
zastapi¢ wyrazeniem gRQ/CL Po podstawieniu
tych wielkosci otrzymujemy, ze stosunek silty

z jaka promieniowanie Storica odpycha Ziemi¢ do
sily przyciggania Ziemia-Stonce wynosi:

F GT?%q

— = % ~1,6-10 '
Fg 4w Rzsge



Metaliczno$¢é mierzona jest najczesciej

w skali logarytmicznej za pomoca
zawartosci zelaza: [Fe/H] = log %, gdzie
Z jest (wzgledna w stosunku do wodoru)
zawartoscig zelaza w gwiezdzie, a Zg
analogicznag wartoscig dla Stonca.

Prosto z nieba: Najstarsza gwiazda we Wszechswiecie

Gwiazdy, podobnie jak ludzi, mozna podzieli¢ na pokolenia (populacje). Pierwsze
historycznie obserwacje i podzial na podgrupy przeprowadzit Walter Baade,
badajac galaktyke M31 (Andromeda). W astronomicznym zargonie populacja I
nazywa sie mtode gwiazdy znajdujace sie najczesciej w dysku galaktycznym,
natomiast populacja II sktada si¢ z gwiazd starych, wystepujacych w centrum
Galaktyki (zgrubieniu centralnym) oraz w halo. Parametrem, ktéry rozréznia te
dwie klasy obiektow, jest metaliczno$é, czyli wzgledna zawarto$é¢ w gwiezdzie
pierwiastkéw ciezszych od helu (zwanych zbiorczo ,metalami”) w stosunku do
ich wzglednej zawartosci w widmie Slonca. Populacje sa naturalng konsekwencja,
ewolucji Wszech$wiata. Pierwsze gwiazdy (nazwane z tradycyjna astronomiczna
konsekwencja populacja III) w ogéle nie zawieraly metali, ktére byly dopiero
wytwarzane w ich wnetrzach i rozrzucane podczas wybuchéw supernowych.

7 gazu wzbogaconego przez populacje 111 powstata uboga w metale populacja II,
a z niej zawierajace duzo metali gwiazdy populacji 1.

Zawarto$¢ pierwiastkow cigzkich wplywa na wyglad, zachowanie i dlugosé¢ zycia
gwiazd (vide artykul Radostawa Smolca w Delcie 6/2014). Generalna regula jest,
jak u ludzi, ze otyli zyja krécej. Wsréd dlugowiecznych beda zatem gwiazdy
lekkie i o matej metalicznosci, s$wiadczacej o wezesnych narodzinach. Taki obiekt,
o szacowanym wieku 13,7 mld lat (czyli tylko troche mniej niz wiek
Wszechéwiata) zaprezentowali niedawno astronomowie z Australian National
University. Gwiazda SMSS J031300.36-670839.3, znajdujaca sie okoto 6000 lat
$wietlnych od Uktadu Stonecznego, zostala odkryta przez automatyczny teleskop
SkyMapper. Zebrane widmo w granicach bledu pomiaru nie zawiera w ogéle linii
zelaza! Teoretycy modelujacy takie gwiazdy twierdza, ze powstala ona z materii

supernowej specjalnego typu: niskoenergetycznego wybuchu produkujacego

niewiele metali. Takie supernowe mogtly by¢ powszechne we wczesnym
Wszechswiecie; jest takze prawdopodobne, ze odgrywaly wazng role w epoce
rejonizacji i wezesnej ewolucji chemicznej galaktyk.

5

Noc z 12 na 13 VII to najbardziej korzystny czas na
obserwacje Merkurego. Tego dnia znajdzie sie on

w maksymalnej elongacji zachodniej od Stonica, czyli
najwiekszej odleglosci katowej na niebie od naszej
dziennej gwiazdy. Merkury to najblizsza Sloncu planeta,
ktora na niebie oddala sie od Stonca najwyzej na

28 stopni. W konsekwencji nietatwo jest zaobserwowaé
Merkurego, poniewaz $wiatto stoneczne przewaznie
skutecznie to utrudnia. Warto wiec wykorzystaé
sprzyjajacy uklad planet i udaé sie tej nocy na
obserwacje. Merkury pojawi sie nad wschodnim
horyzontem okoto pdt godziny po wschodzie Wenus

i ponad godzing przed wschodem Stonca. W czasie
maksymalnej elongacji bedzie znajdowatl si¢

w gwiazdozbiorze Oriona.

Niebo w lipcu

W tym miesigcu néow Ksiezyca przypada na 26 VII,
doktadnie na godzine 22:42 UTC. Taki uklad ciat
niebieskich stwarza nam idealne warunki do obserwacji
najstabszych obiektéw nocnego nieba, takich jak
galaktyki czy gromady kuliste gwiazd.
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Michat BEJGER

N

Lipiec jest tez dobrym miesiacem do obserwacji
spadajacych gwiazd”. Jest az kilka réznych rojéw
meteordéw, ktorych maksymalna aktywnos$¢ wypada

w tym miesiacu. Ich radianty, czyli polozenia na sferze
niebieskiej, z ktérych meteory zdaja sie wylatywac,
znajduja sie miedzy innymi w gwiazdozbiorach
Koziorozca, Ryby Poludniowej, Labedzia, a nawet
Perseusza (stynne meteory z roju Perseidéw mozna
zaobserwowaé juz w drugiej polowie lipca). Najbardziej
aktywnym spoérod lipcowych rojéw bedzie r6j Delta
Akwarydy S. Jego meteory bedzie mozna obserwowaé
pomiedzy 15 VII a 20 VIII, ale maksimum jego
aktywnosci wypadnie 28 VII. Mozemy spodziewaé sie
dobrych warunkéw do obserwacji, poniewaz mlody
Ksiezyc zajdzie tego dnia wczesnym wieczorem pod
horyzont i pozostawi catkowicie ciemne niebo. Warto
wtedy udaé sie daleko od Swiatel miasta i skierowaé oczy
w strone konstelacji Wodnika.

Magda OTULAKOWSKA-HYPKA
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Jeden obraz méwi wiecej niz tysigc stow

Joanna JASZUNSKA

Wiele wzoréw na sumy kolejnych liczb naturalnych, ich kwadratéw, szedciandéw
itp. mozna uzasadni¢ (lub przynajmniej przekonujaco zilustrowac) na rysunkach.
Czesto rysunki te wymagaja niewiele lub nawet zero komentarza — sa to tzw.
dowody bez stow. Jednym z najprostszych i najstynniejszych przyktadéw jest
wz6r na sume kolejnych liczb naturalnych pokazany na rysunku 1:

n(n +1)

1+24+3+...+n= 5

Korzystajac z nieco podobnego pomystu (rys. 2) mozna sie przekonad, iz
3-1-1+2-243-3+...4n-n)=1+2+3+...+n)-2n+1),

a wiec, na mocy powyzszego wzoru na sume liczb,

H(2n+1
12492 4324 42 = MOF )6(n+ ).

n+1
n+1 2n+1

n+l n+l1
2n+1 2+l e I+l I+l

tn(n+1)

Rys. 4

Literatura:
R.B. Nelsen, Proofs Without Words,
MAA, 1993 (oraz czes¢ IT w 2001 r.)

Na rysunku 3 mozna z kolei zobaczy¢, ze
4-(1-1242-2243-32+ ... +n-n?) = (n(n+ 1)),
stad wzor na sume trzecich poteg kolejnych liczb naturalnych:

1 2
1P+234+33 4. 402 = (@) .

Podobnie mozna uzyskaé¢ wzér na sume kolejnych liczb nieparzystych (rys. 4):
1
1+3+5+...+4(2n—-1) = Z(]__|_2n_]_)2 = n2.

Przedstawienie sumy liczb nieparzystych w postaci ,,piramidy schodkowej”
pozwala tez udowodnié (rys. 5) nastepujaca, nieco mniej znang tozsamosé:

I 1+3 1+3+5 1+3+5+...+(2n—-1)

3 5+7 749411 T 2+ 1) +Cn+3)+...+ (@n—1)

2n —1
2n +1
2n+3|

4n —1|

Rys. 5

Inny obrazkowy dow6d wzoru na sume liczb nieparzystych przedstawiono
w deltoidzie 1/2012, za$ inny dow6d wzoru na sume szeScianéw
—w deltoidzie 2/2013.
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