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Naprawde ciekawa gra
Mariusz SKALBA®

Jak to jest zrobione?

Moéwi sie, ze gry (mniej lub bardziej) towarzyskie bywaja interesujace i ze
wplywaja pozytywnie na rozwdj intelektualny gracza. To drugie jest catkowicie
bezdyskusyjne i dodam optymistycznie, ze rozwija¢ mozna sie¢ w kazdym wieku.
Moje duze watpliwosci budzi natomiast atrybut interesujgce, ktory chyba zbyt
pochopnie przypisuje sie wielu grom. Osobiscie nie potrafie zachwycié sie
przebiegiem rozgrywek nawet tak szacownych gier, jak szachy czy brydz, ale, jak
wiadomo, o gustach si¢ nie dyskutuje.

Coz zatem ciekawego moze by¢ w grze towarzyskiej jako takiej? Wedlug mnie
wylacznie matematyka, ktéra kryje sie za jej zasadami (a niekoniecznie za jej
rozgrywkal). Oto do$¢ Swiezy przyklad takiej gry — zeby nie uprawiaé
kryptoreklamy, nazwijmy ja roboczo gra X. Talia sklada si¢ z 55 kart. Na kazdej
z nich jest 8 réznych obrazkow typu: stoneczko, kot, marchewka itp. ... I teraz
rzecz najwazniejsza! Dowolne dwie karty maja doktadnie jeden obrazek wspélny.
W instrukcji zaproponowano kilka prostych gier z uzyciem takiej talii.
Najprostsza polega na tym, ze dwoch graczy, z ktorych kazdy otrzymat
poczatkowo 27 kart, wyklada w kazdym ruchu jedna karte na stél (jedna karta
nie bierze udzialu w grze). Ten, ktéry jako pierwszy spostrzeze i nazwie wspdlny
obrazek, wygrywa ruch i pozbywa sie tej karty. Wygrywa ten, ktory wczesniej
pozbedzie sie wszystkich kart. W przypadku wiekszej liczby graczy mozliwe sa
dos$é¢ oczywiste warianty, ktére czynia gre jeszcze ciekawsza (7).

Ale my nie chcemy tutaj zajmowaé sie rozgrywka, lecz zadajemy pytanie
podstawowe: jak zaprojektowaé karty, aby spelniony byt warunek, ze kazde dwie
maja dokladnie jeden wspolny obrazek? O tym traktuje ten artykul. Uwazny
Czytelnik od razu zauwazy, ze na tak sformutowane pytanie odpowiedz jest
trywialna: na kazdej z 55 kart nalezy umiesci¢ stoneczko, a pozostale 7 miejsc
obsadzi¢ 55 - 7 = 385 réznymi przedmiotami! Jednak chodzi nam o co$ wiecej:
pobiezna inspekcja talii kart przekonuje nas, ze réznych obrazkow jest okolo 50,
a nie ponad 350! Po dhuzszej grze zauwazamy ponadto, ze wspdlne obrazki

z calego katalogu obrazkéw pojawiaja sie mniej wiecej réwnomiernie (np.
stoneczko podobnie czesto jak marchewka!). To wszystko rozgrywalo sie na polu
namiotowym w Polanczyku, nad pieknym Jeziorem Solinskim. Moich kompanow
wypoczynku (wylacznie niematematykéw!) zachwycito wlasnie to:
bezkompromisowe przestrzeganie reguly w nietrywialny sposéb! Zapytali mnie
wprost: Jak to jest zrobione? Poszli plywaé¢ na deskach, a ja znowu miatem
pretekst, zeby zosta¢ w bazie windsurfingowej Malibu.

Szukatem podobnych sytuacji w réoznych dzialach matematyki i doéé¢ szybko
ustalitem, ze ,dwie rézne proste przecinaja si¢ na ogét w doktadnie jednym
punkcie”. U nas ,proste” beda kartami, a ,punkty” beda obrazkami. Odwaznie
brnatem dalej, ufajac klasykom, ktérzy w roli ,,punktéw” widzieli nawet krzesta,
byle spelnialy aksjomaty! Poki co przeszkadzato mi bardzo wyttuszczone
zastrzezenie na ogoél, ktore dopuszcza, ze sg na Swiecie proste rownolegle. Ale
my nie chcemy dopuszczaé zadnych wyjatkow! Kazde dwie rézne ,proste”
powinny przecina¢ sie w doktadnie jednym ,punkcie”. Czy sa takie dziwne
geometrie? Sa i to pod reka!

Kazdy Czytelnik Delty styszal zapewne o plaszczyznie rzutowej, ale dla porzadku
przypomnijmy jej konstrukcje. Niech F bedzie dowolnym ciatem. Oznaczmy
najpierw zbiér tréjek elementéw (x1,x9,x3), gdzie x1, 29,23 € F

przez F3 i wprowadzmy w F3\{(0,0,0)} nastepujaca relacje R. Piszemy

(1,22, 23)R(y1, Y2, y3) wowczas, gdy istnieje a € F, a # 0, takie, ze

(z1,22,23) = a(y1, y2, ys3). Latwo sprawdzié, ze R jest relacja réwnowaznosci na
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Rozwigzanie zadania M 1417.

A

Skoro tréjkaty BGF i CFE maja réwne
pola, to takze tréjkaty BGE i CBE maja
réwne pola, wigc ich wysokosci
opuszczone na wspdélng podstawe BE sa
réwnej dlugoéci, a stad BE || CG. Niech z
oznacza szukany stosunek. Z twierdzenia
Talesa dostajemy kolejno

_AE AB DC FC

"“EBC T BG BG BF
caG AC 1
R b T
BE AE T

Zatem z2 = x + 1, skad = = +2\/5-

Wigcej o zastosowaniu geometrii
skoriczonych w projektowaniu konfiguracji
kombinatorycznych (i nie tylko!) znajdzie
Czytelnik w pieknej ksiazce: W. Lipski,
W. Marek, Analiza kombinatoryczna,
PWN, Warszawa 1986.

zbiorze F3\{(0,0,0)}. Okredlamy teraz plaszczyzne rzutowa nad cialem F jako
zbiér (F3\{(0,0,0)})/R klas abstrakcji relacji R i oznaczamy go tradycyjnie
symbolem P?(F).

Jedli, na przyktad, F = R, to mozemy rozpatrywaé punkt P = [(1,2,3)]. Biorac
a = 5, mozemy ten sam punkt P zapisaé inaczej: P = [(5,10,15)]. Okreslmy
jeszcze proste w naszej geometrii. Jesli (a, b, ¢) # (0,0,0), to okreslamy prosta
Lo jako zbiér punktéw P = [(z,y, z)] spelniajacych réwnanie

ax + by +cz = 0.

Prosze zauwazy¢, ze tak okreslona przynaleznos¢ punktu P do prostej nie zalezy
od wyboru przedstawiciela (z,y, z) z klasy abstrakcji. Jesli rozpatrzymy teraz
dwie rézne proste Lg, b,,c, 0raz Lg, b,.c,, CO 0ZNACZA, Ze Nie istnieje a € F takie, iz
(a1,b1,c1) = a(az, ba, ca), to woéwczas bedzie
(blcg — bgcl, asC1 — a1027a1b2 - agbl) #* (0, 0,0).

Natychmiast sprawdzamy bezposrednim rachunkiem, ze

P = [(blcg — bgCl, ascC] — ai1ca, a1b2 — agbl)] € £a1,b1,61 N »Cag,bg,cQ~
Mamy wiec to, czego chcieliSmy: kazde dwie rézne proste przecinaja sie w jednym
punkcie (i tylko w jednym, co tatwo sprawdzi¢)! Do rozwiazania pozostal jeszcze
jeden problem: na prostej w P?(R) jest nieskoficzenie wiele punktéw, a na karcie
gry X ma by¢ zaledwie 8 obrazkéw. Ale dla matematyka to zaden problem: cialo
R jest po prostu zbyt duze, zamiast F = R nalezy uzy¢ ciala skoniczonego F7.
Sklada sie ono z wszystkich reszt modulo 7, a zatem F; = {0, 1, 2,3, 4,5, 6}.
Dzialania tez sa okreslone modulo 7, np.: 34+ 6 =2;3-4 =5; —1 =6; 1/4 = 2 itp.
Przekonajmy sie, ze na kazdej prostej L4, lezy dokladnie 8 punktéw. Zalézmy,
ze np. ¢ # 0. Z réwnania prostej obliczamy z = (j) T+ (c) y. Mamy teraz
ogromna swobode. Za x i y mozemy podstawia¢ niezaleznie wszystkie elementy
ciala 7, omijajac tylko pare (z,y) = (0,0) (dlaczego?). Razem z wynikowym z,
obliczonym z powyzszego wzoru, otrzymamy wéwczas 72 — 1 = 48 tréjek, ktérych
klasy abstrakcji wyczerpuja cala prosta — kazdy punkt na prostej otrzymamy
jednak szesciokrotnie, a zatem |L, p .| = 48/6 = 8. Podobnie obliczamy, ze
|P2(F7)| = 773%11 =49 + 7+ 1 =57. A ile jest prostych w naszej geometrii?
Z powyzszego opisu wynika, ze réwniez 57. Kazdy bowiem punkt [(a, b, ¢)]
wyznacza prosta ax + by + cz = 0 i odwrotnie — zjawisko to nazywamy
dualno$cia i odgrywa ono wazng role w geometrii rzutowej. Cos$ tu si¢ jednak nie
zgadza, gdyz talia sktada si¢ z 55 kart — no dobrze, nie uzyto po prostu pewnych
dwoch prostych — zapewne z powodéw eko-logicznych. Moze przynajmniej zgadza
sie liczba réznych obrazkéw (czyli punktéw) uzytych przez projektanta gry X?

Znikneli za horyzontem i szybko nie wréca. .., a wiec do roboty: ,kotek,
marchewka, stoneczko ... znowu sloneczko — juz bylo, wiec nie liczymy
powtérnie. .. diabelek.” | Jeden, dwa, trzy, ..., pietdziesiat siedem.”— dzieki Ci
Boze za te pickne wzgdrza, jezioro i plaszczyzne rzutows P2(Fr)!

Brakujace karty

Jedli gra X jest rozrywkowym wecieleniem absolutu P2?(F7), to medytacjom

z uzyciem talii kart przeszkadza niewatpliwie jej niezupetnosé¢ — brak dwodch kart.
Matematyk nie moze przej$¢ nad tym do porzadku dziennego — juz woli nawet
nie gra¢, niz przestaé¢ mysle¢ o dwoch brakujacych kartach. Juz stysze te
zlosliwosci pod naszym adresem: ,Lubujecie sie w rozmyslaniach nad tym, czego
nie ma”. Na szczescie poglebiona opinia o dziatalno$ci matematykow zawiera
stwierdzenie: ,,Oni rachuja”. A wiec do roboty!

Policze najpierw, na ilu kartach wystepuje stoneczko: wyszlo, ze na 8. Tak wiec
caly pek prostych przechodzacych przez stoneczko jest nienaruszony. Podobnie
piesek wystepuje na 8 kartach, ale gorszy los spotkal kotka K — podobnie jak

13 innych przedmiotéw wystepuje na 7 kartach. Diabelek D jest niepocieszony,
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Rys. 1. Brakujace proste.

Rys. 2. Prosta KM jest w talii.
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=
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Rys. 3. M lezy na prostej DK.

Rozwigzanie zadania F 854.

Srednia masa molowa powietrza to
0,21-32g+ 0,79 - 28 g ~ 28,8 g. Réznica
mas molowych tlenu i azotu wynosi

32g — 28 g = 4g. Molowa gestos¢ gazu

o masie molowej p maleje z wysokosciag H

 pgH
jak e RT , gdzie R = 8,314 —J— jest

. Mol K -
stala gazowsa, g przyspieszeniem
ziemskim, a T' temperaturag bezwzgledna.
Stosunek gestosci tlenu i azotu maleje na
wysokosci 830 m od 21/79 = 0,260D58 do

21 p
2= .0,917%%8 50,2624,
79

a wiec zawarto$¢ tlenu maleje z 21% do
20,78%.

chociaz wyrdzniony: tylko on wystepuje na 6 kartach. Rysunek 1 ilustruje
powyzszy opis werbalny. ,Prosta” DK (przechodzaca przez diabelka i kotka) jest,
oczywiscie, jedna z brakujacych prostych. Rozwazmy teraz jeden z 13
pozostalych przedmiotéw, oprocz K, lezacych na 7 prostych — niech to bedzie
marchewka M. Mamy rozstrzygna¢ problem: czy M lezy na prostej DK, czy

tez na drugiej brakujacej?

W tym celu nalezy wyjac¢ z tali wszystkie 7 kart ,,przechodzacych” przez

kotka K. Jesli jest wérod nich karta zawierajaca marchewke M, to M lezy na
drugiej brakujacej prostej. Jesli natomiast zadna z tych kart nie przechodzi
przez M, to M lezy na prostej DK; inaczej méwiac, diabelek, kotek i marchewka
sg wspdlliniowe! Obie te sytuacje przedstawiono odpowiednio na rysunkach 2 i 3.
Tak samo sadowimy pozostale przedmioty lezace na 7 prostych.

Prosze zauwazy¢, ze rozwiazanie problemu brakujacych prostych nie wymagato
uzycia wspotrzednych, tzn. nie pracowaliémy z rownaniami w Fr jak

w poprzedniej czedci artykutu. KorzystaliSmy wytacznie z wlasnosci
»geometrycznych” typu: kazda prosta zawiera 8 punktow, kazdy punkt lezy na
8 prostych itp. Te wtasnosci i wiele innych mozna wywie$¢ z nastepujacych
aksjomatéw abstrakcyjnej planimetrii rzutowej:

A1l. Przez kazde dwa rézne punkty przechodzi dokladnie jedna prosta.
A2. Kaide dwie rozne proste przechodzq przez dokladnie jeden wspolny punkt.
A3. Istniejg cztery rozne punkty, z ktorych Zadne trzy nie lezg na jednej prostej.

Wychodzac z tych aksjomatéw, mozna, na przyklad, wykazaé, ze jesli cala
plaszczyzna sklada sie ze skonczonej liczby punktéw, to ta skoniczona liczba musi
by¢ postaci m? +m + 1 oraz

e na kazdej prostej lezy m + 1 punktow,

e przez kazdy punkt przechodzi m + 1 prostych,

e wszystkich prostych jest tez m? +m + 1.

Liczbe m nazywamy rzedem skoniczonej plaszczyzny rzutowej. Plaszczyzna
P2(F;) ma rzad m = 7. Jakie liczby naturalne m sa rzedami skoficzonych
plaszczyzn rzutowych? Jezeli m = p jest liczba pierwsza, to uogélniajac
przedstawiong wyzej konstrukcje (uzywajac ciala reszt I, zamiast szczegdlnego
ciala reszt F7), otrzymujemy plaszczyzne rzutowa rzedu p. Tego typu konstrukcja
wychodzi z ciala F i produkuje plaszczyzne P?(F). Okazuje sig, ze F, nie sa
jedynymi ciatami skonczonymi. Pelny opis sytuacji zawiera si¢ w klasycznym
twierdzeniu, ze dla kazdej liczby pierwszej p i kazdej liczby naturalnej k istnieje
dokladnie jedno ciato o liczbie elementéw p*; oznaczamy je przez F, . Zobaczmy
dla przykladu, jak powstaje cialo Fg. Niech Fg jako zbior sktada sie z napisow
postaci a + bi, gdzie a,b € F3, natomiast i jest osobnym przedmiotem. Okreslmy
dzialania w Fy. Dodawanie i odejmowanie wykonujemy ,,po wspolrzednych”:

(a+b)®(c+di)=(a+c)+ (b+d)i, (a+bi)O(c+di)=(a—c)+ (b—d)i.
I tak, na przyklad,

(1+20)0(14+1)=2+0i, (1+2)0(1+1)=0+1, ©1+2)=2+1i
i tak dalej.

Mnozenie ©® jest ciekawsze (chociaz nie dla Czytelnika, ktéry zna liczby
zespolone):

(a + b)) © (¢ + di) = (ac — bd) + (ad + be)i.
Mozna sprawdzié, ze otrzymujemy w ten sposéb ciato, tzn. spelnione sa
wszystkie naturalne wtasnosci dodawania, odejmowania, mnozenia i dzielenia
znane z arytmetyki liczb rzeczywistych. Czytelnik moze sie zastanowié, jak
znajdowaé elementy odwrotne do elementéw réznych od 0 + 0:. My zadowolimy
sie przykladem dzielenia:

2+1)@(1+1i)=0+14 bo (0+ 1) O (1 + 1) =2+ 1i.



i Tak wiec Fg sktada sie z 3 -3 = 9 elementéw i jest cialem — mamy wiec
Rozwiazanie zadania M 1418 plaszczyz?g rzut(_)wa% rzedu 9 i mgzemy zaprojektowaéd odpovxfle_dmz% gre z 10
Na poczatku zauwazmy, ze dla obrazkami na kazdej Z (nawet) 9+ 9+ 1 =91 kart. GI’Q ,,mlnlmaln@”
:lepzcwf(\;;e({ ]1‘(())71)]‘;0111121::; dzi otrzymamy, wychodzac z plaszczyzny rzutowej P2(Fo) — karty sa trzyobrazkowe
o' —1=(z—1)(z+1)(z* + 1) oraz = — 1 1 jest ich 7. Stynna hipoteza méwi, ze jedynie potegi liczb pierwszych p* sa
lub = 4 1 jest podzielne przez 4, . ,

rzedami skonczonych ptaszczyzn rzutowych.

a pozostale czynniki sa parzyste. Ponadto
na mocy malego twierdzenia Fermata

2'® = 1(mod 17) dla z niepodzielnych Poki co najogdlniejsze twierdzenie w tym kierunku udowodnili Bruck i Ryser
przez 17. Zauwazmy jeszcze, ze (1949)
n"  —n" =n" n( ) — 1| = Jesli istnieje plaszczyzna rzutowa rzedu m oraz m daje reszte 1 lub 2 w dzieleniu
przez 4, to m jest sumq kwadratow dwdch liczb catkowitych.
wn [ (pn™onoa)
=n"" (n —1) = . . . . .
" (" ) Wynika z tego natychmiast, Ze 6 nie jest rzedem plaszczyzny rzutowej — gry

=" (,L"” _ 1) : 7-obrazkowej nie da sie skonstruowaé. Pierwsza liczba m, ktora nie podpada pod
gdzie a = n™ ib=nt""" — 1 powyzsze twierdzenie, to m = 10 — uzywajac dobrych pomysltéw i bardzo mocnych
Jesli 17|n, to teza jest oczywista. Niech komputeréw (Lam, Thiel, Swiercz, 1989), wykazano, Ze nie ma plaszczyzny

wiec 17fn. Jesli n jest parzyste, to n > 4 . . . . -
i mamy 16/n™ = a, wiec n®* = 1(mod 17). rzutowe]j I‘ZQdu 10. Nie WladOH?lO7 czy istnieje plaszczyzna rzutowa rzegdu 12.

Jesli n jest nieparzyste, to

n™ = n(mod 4), wiec mozemy zapisaé Wréémy wreszcie do oryginalnej gry X. Zauwazmy przede wszystkim, ze jej

== dr i wowezas projektanci nie musieli a priori korzystac z calej tej algebraicznej konstruke;ji,
b=n""""—1=n" —1=0(mod 16),  ktéra wychodzi od ciata F7. Moze zrobili to ,na piechote” i mieli bardzo duzo

skad, jak poprzednio, n" = 1(mod 17).  gyezedcia? To oczywiscie mozliwe, bo, jak wiadomo, szczedcia nigdy za duzo, ale

co daje teze.

mozna udowodnié, ze plaszczyzny rzutowe rzedéw m < 8 musza pochodzi¢ od cial
skoniczonych — tak wiec nawet jesli twércy gry nie korzystali ze wspélrzednych

w ciele F7, to faktycznie te wspolrzedne daje sie wprowadzi¢ i moze by¢ np. tak,
ze D =[(1,1,0)]. Natomiast oprécz dos¢ dokladnie opisanej powyzej plaszczyzny
P2(FFy) istnieja jeszcze trzy inne plaszczyzny rzutowe rzedu 9, w ktérych nie da
sie wprowadzi¢ wspélrzednych z ciata Fg, a nawet wiecej: nie zachodzi w nich
twierdzenie Desarguesa, ale to juz historia na inna opowies¢.

Na zakoficzenie przepis na zrobienie sobie talii kart opartej na P?(FF3)

Arbuz | Beczka | Cytryna | Diabet | Foczka | Gruszka | Jabtko | Kotek | Lisek | Marchew | Piesek | Stonice | Tréjkat
(1,1,2) | (1,1,1) | (1,2,0) | (1,1,0) | (1,2,2) | (1,0,1) | (1,0,0) | (0,0,1) | (1,2,1) | (0,1,2) | (0,1,1) | (0,1,0) | (1,0,2)
r+y+22=0 . . . .
z+y+2z=0 . . . .
rz+2y=0 . . . .
z+y=0 . ° . .
rz+2y+22=0 . . . .
z+2z=0 . . . .
z=0 . . . .
z=0 . . . .
r+2y+2=0 . . . .
y+22=0 . . . .
y+z=0 . . . .
y=0 ° ° . °
r+2z=0 . . . .

Talia pomniejszona, ale kompletna: Arbuz ma wspélrzedne jednorodne (1, 1, 2)
oraz lezy na prostych pierwszej, trzeciej, széstej i jedenastej, gdyz liczby
1+14+2-2, 14+2-1, 1+ 2 dziela sie przez 3. Zaréwno prostych, jak i punktéw
jest 13 =9+ 3 + 1. Na kazdej prostej leza 4 = 3 + 1 punkty, przez kazdy

z 13 punktéw przechodza 4 proste i wreszcie kazde dwie rézne proste maja
dokltadnie jeden punkt wspdlny — prosze sprawdzi¢! Oczywiscie, mozliwych
czwoérek obrazkéw jest duzo wiecej (55 razy, ale to ,inne” 55) niz tych, ktére
beda na jednej karcie-prostej: juz Arbuz, Beczka i Cytryna nie znajduja sie
réwnoczeénie na zadnej karcie.




Rekordy dltugowiecznosci i procesy Poissona
Wojciech NIEMIRO*

Czesé I: Jak czesto umiera najstarszy cztowiek na Ziemi?
Jaka jest szansa, ze bede kiedy$ najstarszym czlowiekiem na Swiecie? W Polsce?

Oczywiscie, na tak postawione pytanie matematyka nie udzieli odpowiedzi. Zbyt
wiele czynnikow ma na to wplyw. Sa wérdéd nich czynniki trudne do zmierzenia:
w jakich jednostkach wyraziliby$my, powiedzmy, swéj stan zdrowia lub laske
bogéw (przeciez wybraficy bogéw umieraja mlodo)? Mozna jednak rozwazy¢

200 bardzo uproszczony model, w ktérym postawione na wstepie pytanie nabierze
matematycznego sensu. Wyobrazmy sobie $wiat sprawiedliwy, w ktérym kazdy
czlowiek w momencie urodzenia ma jednakowe prawdopodobiefistwo S(t)
przezycia ponad t lat. Nazwiemy S funkcjq przezycia. Z tego, co powiedzielismy,
wynika, ze S(0) = 11 lim;_ S(¢) = 0. Nie przesadzajmy, czy maksymalny
mozliwy czas zycia jest skoniczony, czyli czy istnieje takie tmax, z€ S(tmax) = 0.
To sie¢ okaze nieistotne w naszych rozwazaniach. Nasze wyjsciowe zalozenia
mozemy sformulowaé w nastepujacy sposéb:

T1. Kazdy noworodek ma jednakowq funkcje przezycia S.
T2. Ditugoéci zycia roznych noworodkéw sq statystycznie niezalezine.

Co znaczy zaltozenie T27 Jesli rozwazymy dwdch osobnikéw, to
prawdopodobienstwo tego, ze pierwszy przezyje ponad t1 lat i drugi o lat, jest
réwne S(t1)S(t2) dla dowolnej pary liczb nieujemnych ¢; i t5. Podobnie
prawdopodobienstwa sie ,,przemnazaja’ dla trzech i wiecej osobnikdw.

Potrzebny nam bedzie jeszcze opis funkcji przezycia S(t) za pomoca tak zwanej
gestosci prawdopodobienstwa. Zdarzenie polegajace na tym, ze dlugoéé zycia
pojedynczego osobnika nalezy do ,krétkiego odcinka czasu” (¢,t + h] ma

prawdopodobiefistwo S(t) — S(t + h). Niech
Wykres funkcji przezycia

= ].

o(t) = lim = (S(t) = S(t+ h)).

= Nieformalnie znaczy to, ze S(t) — S(t + h) ~ ho(t). Zeby wyrazi¢ funkcje S
. poprzez funkcje o, podzielmy przedzial (¢, 00) na krétkie odcinki dlugosci h.

~| 5 Mamy

= \ o0 o0 X

0 W 6 W 10 1 Z (t+ih) = S{t+ (i +1)h Z (t+ih) Ja(u)du.
=0 i=0 t

Wykres gestosci

Przechodzac do granicy z h — 0, otrzymamy dokladng réwnosé (patrz

= S0 rysunek 1).

Druga grupa zatozen méwi z grubsza tyle, ze dzieci przychodza na $wiat
caltkowicie losowo i z jednakowa intensywnoscia. W jezyku rachunku
prawdopodobienstwa ,strumien narodzin” stanowi jednorodny proces Poissona.
o o m Ten niezwykle ciekawy obiekt matematyczny opiszemy poprzez nastepujace

t zalozenia:
Rys. 1. Calka oznacza pole obszaru pod
k funkeii ., . . .
wykresem tunxcjl o, zaznaczonego na N1. Dia dowolnego momentu x prawdopodobieristwo urodzenia si¢ dziecka
dolnej czesci rysunku. Gérna czesé o - ] oo P
rysunku jest wykresem funkcji S. w krétkim” odcinku czasu (x,x + h] jest w przyblizeniu réwne Ah,
prawdopodobienstwo zas urodzenia sie wiecej niz jednego dziecka jest tak male,

ze mozemy je zaniedbac.

o
0,000 0,005 0,010 0,015 0,020

N2. Liczby noworodkow pojawiajgcych sie w rozlgeznych odcinkach czasu
sq statystycznie niezalezne.

*Wydzial Matematyki i Informatyki,
Uniwersytet Mikolaja Kopernika, Torun; L, . L. . 5o e
Instytut Matematyki Stosowanej Zwroémy uwage, ze méwimy teraz o ,czasie kalendarzowym?”, liczconym od

i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski pewnego umownego momentu 0. Wyjasnimy te zalozenia nieco dokladniej.
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Niech p,(x) oznacza prawdopodobiefistwo tego, ze w przedziale czasowym
dlugosci = urodzi sie doktadnie n dzieci. Zalozenie N1 moéwi, ze

1 1
lim —py(h) = A, lim — h) = 0.
lim —p1 (h) im ;pn( )
Oczywiscie, z tego wynika, ze limy, g po(h) = 1. Ukryte w warunku N1 jest
zalozenie, ze liczba narodzin w okreslonym odcinku czasu zalezy tylko od
dtugosci tego odcinka. W naszym szybko zmieniajacym sie rzeczywistym swiecie
oczywiscie tak nie jest, ale rozwazamy uproszczony model stacjonarny.

Zacznijmy od wyprowadzenia wzoru wyrazajacego po(u) dla dowolnego u > 0.
Podzielmy odcinek (¢, ¢ + u] na sume n krétkich odcinkéw (¢ + ih, t + (i + 1)h]
o dlugosci h = u/n. Dla kazdego z tych odcinkéw prawdopodobiefistwo
nienarodzenia si¢ dziecka jest w przyblizeniu réwne 1 — Ah = 1 — Au/n,

z zalozenia N1. Z zalozenia N2 wynika, ze

i~ (1-2)" < (o (+22))" - o)

Funkcja ,exp” w tym wzorze jest to funkcja wykladnicza, exp(x) = e*, gdzie
podstawa potegi e = 2,71828 . .. jest tak wybrana, zeby limj,_o(e” —1)/h = 1.
Nieformalnie méwiac, exp(h) ~ 1 + h dla h ,bliskiego zeru”. Te wlasnos$é
wykorzystaliémy w wyprowadzeniu wzoru na pg. Wykorzystaliémy takze dobrze
znana wlasno$é¢ przystugujaca kazdej funkcji wyktadniczej, mianowicie

eu+w = eleW,

Stwierdzenie 1. Prawdopodobieristwo tego, ze w odcinku czasu (t,t + u] nie urodzi
sie ani jedno dziecko, jest dane wzorem: po(u) = exp(—Au).

Sam ten wynik nie bedzie bezposrednio uzywany, ale dalsze rozumowania
(w nieco bardziej skomplikowanej sytuacji) beda podobne.

Przyjmijmy jeszcze jedno zalozenie.

TN. Diugosci Zycia wszystkich osobnikéw sq statystycznie niezalezne od procesu
narodzin.

Spostrzezenie, ktére pozwoli nam na rozwiazanie

100

80 7

= 60

40

20

postawionego zadania, jest niezwykle proste.

Stwierdzenie 2. Zdarzenie polegajgce na tym, Ze

w L krétkim” odcinku czasu (x,x + h] narodzi sie osobnik,
ktory przezyje ponad t lat, jest w przyblizeniu rowne
ARS(t).

Rys. 2. Symulowany przebieg procesu; kolorowe kétka oznaczaja
rekordy dlugowiecznosci.

50

Nasz gléwny rezultat mozemy sformutowaé
/B w nastepujacej postaci.
Twierdzenie. Prawdopodobienstwo zdarzenia polegajgcego
na tym, ze pojedynczy osobnik w momencie smierci bedzie
starszy od wszystkich aktualnie zZyjacych, jest rowne
[e0] o0
J o(t) exp ()\ f S(u)du) dt.
/f 0 t
Zanim podamy dowdd, zaproponujemy
pewna geometryczng interpretacje badanego procesu.
Rozwazmy uktad wspélrzednych na plaszczyznie. O$
pozioma oznaczymy literka = i bedziemy na niej
zaznaczali czas ,kalendarzowy”. O§ pionowa,
oznaczona t, ,mierzy” czas zycia. Zycie osobnika, ktéry
T T T T T

urodzil sie w momencie x i przezyt t lat, przedstawimy
150 200 w postaci odcinka o koncach (z,0) i (z + t,¢t).

Na rysunku 2 widzimy przykladowa realizacje
opisywanego przez nas procesu.
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Punkty na osi = (czyli momenty narodzin) stanowia, jako sie rzeklo, jednorodny
proces Poissona. Proces na naszym rysunku ma intensywno$é¢ A = 0,2, co
oznacza, ze Srednio na jednostke czasu (powiedzmy, rok) przypada 0,2 narodzin.
Wspoblrzedne pionowe punktéw stanowia, w jezyku statystyki matematycznej,
prébke z rozkladu prawdopodobieristwa dlugosci zycia, opisanego funkcja S(t).

W naszym przykladzie jest to funkcja przedstawiona na rysunku 1.
z—t—ih
Sformutujemy nastepujacy wynik pomocniczy.

Lemat. Jesli pewien osobnik umrze w wieku t lat, to prawdopodobienstwo tego, Ze
= (2.1) w momencie §mierci bedzie starszy od wszystkich aktualnie Zyjgcych, jest rowne

,:/’;;ﬁfijy exp (—ATS(u)du).

Dowdd. Najpierw opiszmy interesujace nas zdarzenie losowe geometrycznie.
Smieré osobnika, o ktérym mowa, jest reprezentowana przez punkt (z,t).
W chwili = ten osobnik jest najstarszy ze wszystkich wtedy i tylko wtedy, gdy nie
zdarzy sie $mieré¢ opisana takim punktem (2/,t'), ze 2’ >z it' >t + (2’ — ).

“ Innymi stowy, mamy obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze w obszarze D,

Rys. 3. Obszar D podzielony na paski. zaznaczonym na rysunku 3, nie ma ,punktow Smierci”.

Podzielmy obszar D na ,waskie paski” wysokosci h, tak jak pokazano na
rysunku 3. Powiemy, ze podstawy paskéw sa to (pionowe) odcinki pomiedzy
punktami (x,t), (z,t + h),..., (z,t +ih), (z,t + (i + 1)h),.... Zajmiemy si¢ blize]
stypowym paskiem” numer ¢ o podstawie (z,t + ih), (z,t + (i + 1)h). Zgodnie ze
Stwierdzeniem 2 w tym pasku z prawdopodobienstwem bliskim AhS(t + ih) lezy
jeden ,punkt $mierci”. Prawdopodobienstwo tego, ze w tym pasku leza dwa
punkty lub wiecej jest tak male, Zze mozemy je zaniedbaé¢. Stad wynika, ze
prawdopodobienstwo braku punktow w pasku rozsadnie przybliza liczba

1 — AhS(t + ih). Rzecz jasna, brakuje punktéw w calym obszarze D, gdy

w kazdym pasku brak punktéw. Z Zalozen T2, N2 i TN wnioskujemy, ze
obliczane przez nas prawdopodobienstwo jest iloczynem odpowiednich
prawdopodobieﬁstw dla paskéw a wiec w przyblizeniu

0]
H 1 — MhS(t + ih)) Hexp —~A\hS(t +ih)) = exp<—AZ hS(t + ih)) ~
=0

i=0
o0

~ exp <f/\ J S(t+ u)du> .
0

To jest wyrazenie, ktore chcieliémy otrzymaé. Wykorzystaliémy pewne
ﬁ przyblizone réwnosci, ktére staja sie coraz doktadniejsze, jesli h maleje do zera.
' Przyjmijmy, z przymruzeniem oka, ze ,wykazaliSmy slusznoé¢ lematu”.

Rozwigzanie zadania M 1419.

e
Odp. Tak! W Lemacie pojawila sie funkcja, ktéra odtad bedziemy oznaczaé
Dowéd przeprowadzimy nie wprost. 0

Ustalmy trzy wektory jednostkowe

v1,v2, v3 1 zalézmy, ze dla kazdego R(t) = JS(u)du

zestawu znakéw €1, €2, €3 zachodzi

t

lerv1 + e2va + e;;v;;\2 < 3. . . i . .. ..
Poniewa [2]? = 1 - o, adzic - omacza Dowad Twierdzenia. Najtrudniejsze juz mamy za soba. Wystarczy teraz
iloczyn skalarny, dostajemy zsumowaé prawdopodobienstwa zdarzen polegajacych na tym, ze rozpatrywana
M eiejvivg <3, osoba umarla w przedziale wieku (ih, (i + 1)h] i byla w momencie $mierci starsza
iJ od wszystkich innych. Korzystajac z Lematu, otrzymujemy
co przy zalozeniu o tym, ze wektory v; ©
maja dlugosc jeden, daje . . .
D7 (S(ih) = S((i + 1)h)) exp (—AR(ih)) Z ho(ih) exp (—AR(ih)) ~
Z €i€;jviv; <0, i20 i
i#]j ©
Sumujac otrzymane nieréwnoéci stronami
po wszystkich zestawach znakdéw ] g(t) exp (—)\R(t)) dt.
e = (€1, €2, €3), dostajemy
0
0> €LEFV iV = Vi ; ( P € ) e, . . . . .. . P s e s ,
Z; R E]( 2 Z ' Przejicie do granicy z h — 0 zmienia przyblizenia w doktadne réwnosci i konczy

Poniewaz ;_e;e; = 0 dla i # j, wiec dowdd twierdzenia.

otrzymujemy sprzeczno$c.

Dygresje i komentarze za miesiac.
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Na marginesie — pozostanmy w kosmosie —
wsrod obiektéw astronomicznych znamy
dwie mglawice zwigzane z jajem:
mglawice protoplanetarng Jajo (RAFGL
2688, w gwiazdozbiorze Labedzia) oraz
mglawice Zepsute Jajko (OH 231.84+4.22,
gwiazdozbiér Rufy), ktérej nazwa wziela
si¢ z wyjatkowo duzej zawartosci siarki

w obserwowanym widmie.

Kosmiczne jaja
Michat BEJGER

Ruch obiegowy Ziemi wokdt Stonca przy stalym kierunku osi obrotu planety

i nachyleniu do plaszczyzny orbity sprawia, ze w ziemskiej pogodzie pojawiaja
sie cyklicznie pory roku. Obecnie promienie stoneczne padaja na péinocna
pétkule pod coraz wiekszym katem, érednia temperatura ro$nie, dzien staje sie
dtuzszy, a noc krétsza, co naturalnie sktania do rozwazan o odchodzacej zimie

i odradzajacym sie z nadchodzaca wiosng zyciu. Zadziwiajace, ze jednym

z wykorzystywanych przez praktycznie wszystkie kultury symbolem wiosny

i nowego zycia jest jajo; wystepuje w odkrywanych przez archeologéw obrzedach
egipskich, perskich i chinskich, stowianskich oraz chrzescijanskich. Nie bedziemy
rozwazaé tu szczegdlow egzegezy symbolu jaja w roznych religiach, zastanowimy
si¢ natomiast nad jego ksztaltem. Okazuje sig, ze wiele gatunkéw ptakow znosi
jaja niesymetryczne, tj. takie, ktore z jednej strony sa bardziej splaszczone.
Ewolucjonisci ttumacza te niesymetrycznosé naturalna selekcja wynikajaca

z wplywu $rodowiska zycia danego gatunku: niesymetryczne jajo, ktére wypadto
z gniazda i stacza sie po nachylonym zboczu, ma wieksza tendencje do
zatrzymania sie w stabilnej pozycji niz jajo symetryczne (jaja z6twi sktadane

w dolach w ziemi sa natomiast praktycznie kuliste). Jajo jest takze dowodem na
doskonalos¢ ksztaltu kopuly: stosunkowo trudno jest np. zgnie$¢ je w dloni.

Jak matematycznie opisac ksztalt jaja? Doskonale wszystkim znany ksztalt
przekroju podtuznego kurzego jaja nie jest elipsa, ma z nig jednak cos$ wspolnego,
a zwiazek ten mozna zaprezentowaé¢ za pomoca badan astronomicznych. Jak
wiadomo, elipsa to krzywa, po ktorej — wedtug Keplera i Newtona — poruszaja sie
planety; z definicji suma r; + ro odleglosci od ognisk jest w przypadku elipsy
stala. Podobna w zamysle krzywa opisal w 1680 r. francuski astronom Giovanni
Cassini, studiujac wzgledna odleglo$¢ Stonca i Ziemi. W modelu Cassiniego
Stonce porusza sie wokét Ziemi znajdujacej sie w jednym z ognisk po krzywej
spelniajacej warunek rq - ro = b. Przy zalozeniu, ze ogniska znajduja sie

w odleglosci a, rownanie tego owalu we wspdtrzednych kartezjanskich to

(1) (22 +yH)? —2a%(2® —9?) +a* — b =0,
we wspolrzednych biegunowych natomiast
b

r2

a

(2) r? = 2cos2¢ +

Za charakter krzywej odpowiada warto$é parametru a/b. Dla a/b > 1 mamy
jedna krzywa (dla a/b < 2 owal jest splaszczony i przypomina fistaszek, podczas
gdy a/b > 2 daje krzywa przypominajaca elipse), natomiast a/b < 1 produkuje
dwa jajopodobne obrysy. Szczegdlny przypadek a = b nazywa sie lemniskata
Bernoulliego — otrzymany wtedy ksztalt wyglada jak symbol nieskoficzonoéci

i jest podobny do ogladanej pod odpowiednim katem wstegi Mobiusa (lemniscus
to po grecku wstazka). Inna, nietrywialng metoda otrzymania owalu Cassiniego
jest krojenie torusa plaszczyznami réwnoleglymi do jego osi.

Pozostajac w temacie orbit i oddzialywania grawitacyjnego, podobna w ksztalcie
do owalu Cassiniego krzywa badal w XIX w. matematyk Arthur Cayley
(1821-1895). Owale Cayleya to nic innego jak krzywe stalego potencjatu

a/b=4 a/b=3/2 a/b=1 a/b=9/10
Rys. 1. Owale Cassiniego dla réznych wartosci parametru a/b.
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Rys. 2. Owale Cayleya.

Rys. 4. Jajo Newtona.

Rys. 5. Listki Keplera (6) i (7), obie
krzywe dla parametru a = 1,5.

grawitacyjnego (badZ elektrycznego), dla dwdch takich samych mas (lub

tadunkéw), czyli rozwiazania réwnania we wspélrzednych dwubiegunowych
1 1

3 — + — =a.

(3) P

Owal Cayleya jest krzywa stopnia ésmego.

Jajo mozna, oczywiscie, otrzymac niewielkim kosztem, znieksztalcajac nieco
elipse, na przykltad w ten sposob:
2
. Y
4 2?2+ 9y%(1+ax) =1, atakze 22+ =1
@) P (1 +az) = 1, L

Drugie z powyzszych réwnan daje szczegdlnie zadowalajace ksztalty dla a < 1.

(OO

Rys. 3. Jajowata krzywa bedaca liniowym znieksztalceniem elipsy. Obrysy dla parametru a = 1/5, 1/2
i 3/4 dla drugiego z réwnan (4).

Podobna krzywa opisal w 1710 r. Izaak Newton:

() y* = (¢ — 1)(z —a).
Dla dodatnich wartoéci parametru a przypomina ona jajo, w zwiazku z czym
czasami nazywa sie ja jajem Newtona (rys. 4).

Wisréd twoércow jajowatych ksztaltéw nie moze zabraknaé Johannesa Keplera.
Oprécz elips badal on takze inne krzywe, na przyktad taki oto ksztalt (zwany
czasem listkiem, tac. folium, Keplera),

6) (2 +yH? =az®, a we wspoéhrzednych biegunowych 7 = acos®#,
oraz inna krzywa, takze zwana listkiem Keplera,

(7) (22 +yH)? + az® = (1 —a)zy? oraz 7 = (sin?@ — a) cos¥,

ktéra dla a > 1 sklada sie z jednego, oblego ksztaltu. Jajowatych ksztaltéw
opisywanych przez réwnania analityczne jest, oczywiscie, o wiele wiecej
(http://www.mathematische-basteleien.de/eggcurves.htm), nie
wspominajac o innych mozliwosciach otrzymywania podobnych ksztaltéow, np.
poprzez konstrukcje geometryczne. Tak powstaja np. tzw. jaja Thoma oraz
Mossa, przedstawione na rysunku 6. Pierwsza z tych metod, opisana przez
szkockiego inzyniera Alexandra Thoma, byla by¢ moze uzywana do konstrukeji
kamiennych megalitycznych kregéw typu Stonehenge, stuzacych do pomiaréw
pierwszym badajacym niebo archeoastronomom.

Przyblizajac w tym artykule ksztalt jaja, ograniczyliémy wybdér do wynikéw
otrzymywanych przez historycznych (a nawet prehistorycznych!) astronoméw.
Wierzymy, ze nadchodzaca wiosna i zwiazane z nia jajeczne obrzedy beda dobra
motywacja, nie tylko dla Czytelnikéw Dociekliwych, do samodzielnego
skonstruowania/narysowania tych nieco mniej standardowych, ale dobrze
zashizonych nauce pisanek.

@ De

Rys. 6. Jajo konstruowalne — metoda Thoma (pierwsze dwa rysunki) i Mossa.

9



Fizyka i jajo

Jesli sie wezmie do reki jajo i Sci$nie palcami za ,ostry”
i ,tepy” czubek, wyczuje sie opdr. Jest on doéé¢ spory, jak
na niewielka grubos¢ skorupki jaja. Przecietne jajo
wytrzymuje bez pekania nacisk odpowiadajacy ciezarowi
dwuipoétkilogramowego ciata. Udaje sie dzigki temu
prosta sztuczka, ktora spodobaé sie moze wszystkim,
ktérzy marzg o innym zastosowaniu nabialu niz
produkcja wielojajecznych bab, sernikéw i sekaczy na
Swieta. Z asysta lub opierajac sie rekami o blat stotu,
stawiamy kazda stope na kartonie z jajami, po czym
prosimy asystenta o wykonanie fotografii, ktora

w odpowiednim czasie umieszczamy na ulubionym
portalu spotecznosciowym.

W 2012 roku Pedro Reis, fizyk z Massachussets Institute
of Technology, tez zafascynowal si¢ ta sztuczka, z tym ze
wynikami swoich zabaw z jajowatymi obiektami podzielit
sie w dosé¢ zaskakujacym miejscu, bo w prestizowym
czasopisSmie Physical Review Letters. Byla to w zasadzie
pierwsza praca naukowa w systematyczny sposéb
badajaca wytrzymalo$¢ zakrzywionych powierzchni
innych niz powierzchnia idealnej kuli (nie liczac dwéch

m Zadania

konkursow w Delcie: na budowe z kartonu mostu —
1975/1977 — i kopuly — 1978/1979).

Jakosciowo sprawa jest prosta. Naciskanie wypuklej
powierzchni powoduje wytworzenie wgtebienia. Tyle ze
etapem poprzedzajacym powstanie wglebienia jest
splaszczenie powierzchni, co wiaze sie ze zmniejszeniem
jej pola. Jednak niektére materialy, na przyktad
skladajace sie z krzemu i dlugich tancuchéw biatkowych
— cho¢ w miare gietkie — trudno poddaja sie Sciskaniu,
a to powoduje opOr przy splaszczaniu powierzchni.
Szczegdly rachunkowe sa odpowiednio ztozone; wyniki
mozna podsumowaé tak, ze im wigksza krzywizna
powierzchni (dla koneseréw: chodzi o krzywizne Gaussa),
tym wieksza wytrzymaltoéé. Nic wiec dziwnego, ze
kurczeta, wykluwajac sie, zwykle najpierw wydziobuja
dziurke w najbardziej ptaskiej czesci jaja.

O militarnym aspekcie ,ostrego” i ,tepego” czubka jaj
donosi sprzed trzystu lat Jonathan Switft, relacjonujac
w Gulliver’s Travels wojne, jaka wybuchta w krainie
Liliputow w zwiazku z trudng do przelamania
kontrowersja: czy jajka na migkko nalezy spozywad,
zaczynajac od ,tepego” czy tez od ,ostrego” konca.
K.T.

Redaguje Tomasz TKOCZ
M 1417. Pélprosta wychodzaca z wierzchotka D réwnolegtoboku ABC D

przecina jego przekatna AC' w punkcie FE, bok BC' w punkcie F' i przedtuzenie

D C

Rozwiazanie na str. 2

Rozwiazanie na str. 4

boku AB w punkcie G. Pola tréjkatéw BGF i CFFE sa rowne. Wyznaczy¢
stosunek diugoéci odcinkéw AFE i EC.

M 1418. Udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 3 zachodzi podzielnosé

n
n n

17|n™"  — ",

M 1419. Rozstrzygnaé, czy dla kazdych trzech wektoréow jednostkowych
v1,v2,v3 W przestrzeni da sie dobraé zestaw trzech znakéw ey, €2, €3 € {—1, 1}, tak
aby dlugos¢ wektora eyv; + €av9 + €3v3 wynosilta co najmniej \/37?

Rozwiazanie na str. 7

Redaguje Andrzej MAJHOFER

F 853. Znana wszystkim sztuczka wyjmowania monety
zanurzonej w wodzie ,bez zamoczenia rak” przebiega
mniej wiecej tak: do plaskiego talerza nalewamy tylko
tyle wody, zeby zakryla malg monete, do wody
wstawiamy Swieczke i zapalamy ja, a nastepnie
zakrywamy $wieczke odwrocong szklanka tak, zeby
moneta pozostala poza szklanka. Po kilku sekundach
Swieczka gasnie, a chwile potem do szklanki wsysana jest
cala woda z talerza (oczywiscie, jesli dobrze dobralisémy
jej poczatkowa iloéé). Jakie zjawiska powoduja zasysanie
wody? Jaka byla temperatura T}, gazu w szklance

w chwili zgasniecia Swieczki, jesli na koncu
do$wiadczenia, w walcowej szklance o wysokosci

H = 10 cm, wysoko$¢ stupa wody wynosita h = 2 cm,

10

a temperatura w pomieszczeniu byla réwna Ty = 295 K?
Gléwnym skladnikiem wspélczesnych Swiec jest
mieszanina weglowodoréow C,,Hs, 12 0 n w zakresie od 20
do 40.

Zadanie to rozwiazywala druzyna z XIV LO im. S. Staszica na
Turnieju Mlodych Fizykéw w 2013 r.

Rozwiazanie na str. 15

F 854. Najwyzszy budynek na Swiecie, wieza Burdz
Chalifa w Dubaju, ma wysokos¢ H = 830m. Na szczycie
wiezy ci$nienie atmosferyczne wynosi 91% cisnienia u jej
podnéza. Jaka jest zawartosé tlenu w atmosferze na
szczycie wiezy, jeSli na poziomie gruntu tlen to 21%
objetosci powietrza?

Rozwiazanie na str. 3
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Oblicze 2014

Oblicze jest ogdlnopolska konferencja
matematyczng organizowang w Poznaniu
w dniach 9-11 maja 2014 na Wydziale
Matematyki i Informatyki Uniwersytetu
im. Adama Mickiewicza. Podczas trzech
dni bedzie mozna wygtosi¢ i wystuchaé
referatéw wchodzacych w zakres
matematyki i informatyki teoretycznej,
stosowanej, finansowej i aktuarialnej czy
statystyki.

Konferencja jest zorganizowana przez
studentéw nalezacych do K6t Naukowych
dwéch najwigkszych poznanskich uczelni
— Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza

i Politechniki Poznanskiej. Ma ona na
celu nawigzanie kontaktéw miedzy
$rodowiskiem inzynierskim

i uniwersyteckim, nawigzanie znajomosci
miedzy studentami z réznych uczelni,

z réznych miast oraz podzielenie si¢
swoimi zainteresowaniami

i doswiadczeniami ze studentami

o podobnych zainteresowaniach.
Konferencja skierowana jest do studentéw
wszystkich lat i stopni.

Wiegcej informacji dostepnych na stronie
internetowej
http://oblicze.wmi.amu.edu.pl

oraz na facebooku
https://www.facebook.com/0Oblicze2014

X i Y, para nie do pary

Juz sama nazwa sugeruje jakas tajemnice, odmiennos¢ natury sktadnika innego
niz zespét dwudziestu dwu par porzadnie ponumerowanych. W komorkach
owadow odkryl go i nazwal X-em w 1891 roku Hermann Henking. PéZniej sie
okazalo, ze jest powszechny w $wiecie zwierzat, najswiezsze oceny lokuja jego
narodziny na 170 mln lat temu.

Chromosom X stanowi 5% DNA ludzkiego i niesie ponad 1000 genéw.
Tajemniczy chromosom stal si¢ przedmiotem wielu badan i doé¢ szybko nadano
mu nazwe chromosomu ,,plciowego”, poniewaz odkryto jego genetycznego
towarzysza, niepozorny chromosom Y. Komorki kobiet zawieraja pare
chromosoméw X, u mezezyzn X-owi towarzyszy Y. Chromosom Y to tylko 2%
genomu, niesie zaledwie 86 gendéw kodujacych 23 biatka. Y przekazywany jest
tylko z ojcéw na synow i dlatego jego badania wioda do hipotezy wspdlnego
meskiego przodka, ,genetycznego Adama”. Y prawie nie ewoluuje, za to X jest
najbardziej zmiennym odcinkiem ludzkiego genomu: miedzy ludzmi

a szympansami réznice te siegaja 30%, podczas gdy sumarycznie dla calych
genomdw wynosza okoto 2%. A jak sie zastanowilam nad swoimi chromosomami,
to latwo doszltam do wniosku, ze z moich dwu X jeden dostalam od matki,

a drugi, dzieki ojcu, od jego matki.

Natura rowniez wyréwnuje niesprawiedliwosé podwdjnej versus pojedynczej

kopii X w komérkach réznej plci. W kazdej zenskiej komorce jeden z dwu X nie
jest aktywny, czasami caly narzad ma aktywny X ojcowski, a inny — matczyny.

I cho¢ zjawisko to znamy od ponad 50 lat, to wiele o nim nie wiemy. Nowe
techniki badan komorek i ich genéw pozwalaja obecnie odrézni¢ komérki

z aktywnym ojcowskim chromosomem X od tych z matczynym. Niekiedy nawet
cale narzady ,wybraly” inaktywacje tego samego X. Ma to daleko idace
konsekwencje w réznorodnosci genetycznej komérek sktadajacych sie na jednolite
cialo. Juz nie tylko czlowiek rézni sie genetycznie od czlowieka, ale réwniez nerka
od moézgu tego samego ,wtasciciela”.

Dowiedzielismy sie tez, ze istnieje zespél czasteczek ,wyciszajacych”
chromosom X. Najwazniejszg z nich jest Xist, specjalny rodzaj czasteczek RNA
(sa to kwasy nukleinowe, ktére w klasycznych sytuacjach sa pierwotnym
produktem genu, uzywane nastepnie do syntezy odpowiedniego biatka). Xist nie
jest wzorcem do syntezy zadnego biatka, jego wiele czasteczek ,oblepia” caly
chromosom X, uniemozliwiajac jego biologiczna aktywno$é¢. Komoérki potomne
takiej komorki inaktywuja ten sam chromosom X. W ludzkim rozwoju
zarodkowym Xist jest réznie aktywny w miare wzrostu zarodka. Budowa

i struktura przestrzenna Xist RNA sg zbadane, co jest koniecznym poczatkiem
procesu poznania roli chromosoméw X w réznych komérkach i organizmach.

Konsekwencje biologiczne tego uktadu takze do konica nie sa zrozumiane, choé¢
maja podstawowe znaczenie. Jezeli jakis gen chromosomu X ma swoja szkodliwa
mutacje, zenska komoérka moze ja kompensowac, inaktywujac ten ,,chory”
chromosom X, co jest niemozliwe w meskiej, z jednym X-em. Proces inaktywacji
wybiérczej X prowadzi do istotnego réznicowania komoérek uktadu nerwowego.
Jest tez ciemna strona: myszy, u ktérych usunieto aktywnoéé Xist, czesciej
zapadaja na nowotwory. Proces sterowany przez Xist takze, z nieznanych
powodoéw, czasami nie przebiega w hodowanych komoérkach macierzystych.

To jeszcze jedna przyczyna koniecznej ostroznoéci w planowaniu terapii takimi
komérkami.

Znanych jest wiele choréb genetycznych sprzezonych z chromosomami X lub
polegajacych na nietypowej liczbie chromosoméw X i1 Y. Jezeli uszkodzenie genu
nie jest dominujace, to choroba przejawia sie tylko u synéw, podczas gdy matki
i corki nie maja jej objawéw. Najbardziej znanym przykladem jest hemofilia
zapoczatkowana przez krolowa Wiktorig, ktora obdarzylta swoim defektywnym
genem wiele krélewskich rodéw w Europie.

Magdalena FIKUS
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Przedstawiony problem jest réwniez
znany jako Chicken McNugget Theorem:
w McDonaldzie dostepne sa pudetka z 9
i 20 kawaltkami McNuggets. Jezeli
przychodzimy z grupa znajomych i kazdy
ma zjes¢ jeden kawalek McNugget, to

w iluosobowej grupie mozemy przyjsé do
McDonalda?

0000, 000
D+ 400 + +
DL+ + 4% 444

Rys. 1

ot 4t + %
A+ Aesese

Rys. 2

Twierdzenie (Frobenius). Dane sq dwie liczby
wzglednie pierwsze p, q. Wtedy dla kazdej liczby
naturalnej n > (p — 1)(q¢ — 1) istniejg takie liczby

naturalne a i b, Ze n = ap + bq.

Maia aelld

Kraina dwoéch monet

Wyobrazmy sobie, ze trafiliémy do dziwnego kraju, w ktérym jedynymi
dostepnymi Srodkami ptatniczymi sa monety o nominalach 5i 9. Formy
platnosci nie rozwinety sie na tyle, zeby ptaci¢ karta lub czekiem, na domiar
zlego wybralidémy si¢ do cukierni, w ktorej kasa jest zupelnie pusta

i sprzedawca nie moze wydaé¢ nam reszty. Widzimy $wieza, pyszna napoleonke
w cenie 7 zlociakéw (tutejsza waluta), jednak mimo ogromnego na nig apetytu
i paru monet w kieszeni, nie jesteSmy w stanie zaptaci¢ odpowiedniej kwoty.
Sprzedawca podpowiada, bySmy w tej niezrecznej sytuacji skusili sie na dwie
napoleonki — razem kosztowaé beda 14 ztociakdéw, ktore mozemy uiscié przy
uzyciu jednej monety 5-ztociakowej i jednej 9-zlociakowej. Zgadzamy sie na to
salomonowe rozwiazanie i ze stodkosSciami w rece zaczynamy zastanawiaé sie,
jakie wlasciwie sa ceny produktéw, ktére mozemy zakupié¢? Oczywiscie

(i niestety. .. ), zalezy to przede wszystkim od posiadanej przez nas kwoty; na
potrzeby naszych rozwazan zatozymy jednak, ze wygraliémy na loterii,
wszystkie kieszenie mamy wypchane pieniedzmi i zupelnie nie musimy sie
martwié¢ tym, ze ich zabraknie.

Najtanszy produkt, ktéry mozemy zakupié¢, ma wartosé 5 ztociakéw; kolejne
dostepne nam ceny zostaly zaznaczone na rysunku 1. Po pewnym czasie
spedzonym nad kartka papieru zaczynamy podejrzewaé, ze jesteSmy w stanie
zaplaci¢ kazda kwote nie mniejsza niz 32 zlociaki. Zacheceni naszymi
sukcesami obliczeniowymi zaczeliSmy rozwazaé, jak wygladataby sytuacja,
gdyby nasze dwie monety mialy inne nominaty? Jesli w obiegu mielibysmy

3- i 12-zlociakowki, kazda mozliwa do zaptacenia cena musialaby by¢
podzielna przez 3; nie istnialaby zatem kwota, poczawszy od ktorej jestedmy
w stanie zaplacié¢ kazda sume pieniedzy (nazwijmy te kwote przewodnikiem).
Jesli jednak monete 12-ztociakowa zamienimy na 14-ztociakowa, pracowite
rachunki pokaza, ze mozemy zaplacié¢ kazda kwote nie mniejsza niz 26 (rys. 2).
W tym momencie uruchamia sie nasza niezawodna, matematyczna intuicja,
ktora podpowiada, ze jesli dostepne nominalty sa wzglednie pierwsze i wynosza
p i q zlociakéw, to ich przewodnik wynosi (p — 1)(g — 1). W jezyku matematyki
naszg obserwacje prezentuje nastepujace:

i zazadaé n monet 9-zlociakowych reszty. Czy ta
komfortowa dla nas sytuacja ma miejsce dla dowolnej
pary wzglednie pierwszych nominaléw? Twierdzacej
odpowiedzi dostarcza ponizszy

Zanim przedstawimy dowdd, wybierzmy sie do kiosku,
w ktérym kasa nie jest zupelnie pusta i sprzedawca bez
problemu moze wydawacé reszte. Zwréémy uwage, ze
mozemy w nim zakupi¢ nasz ulubiony miesigcznik
Delta, ktéry kosztuje 1 zlociaka — wystarczy, ze
wreczymy kioskarzowi dwie monety 5-zlociakowe, a on
odda nam jedng monete 9-zlociakowa reszty.
Whioskujemy stad, ze mozemy w tym kiosku zakupié¢
przedmiot w dowolnej cenie n zlociakow — wystarczy
wyciagnaé z kieszeni 2n monet 5-ztociakowych
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Lemat. Dane sq dwie liczby wzglednie pierwsze p, q.
Wtedy dla kazdej liczby naturalnej n istniejg takie
liczby naturalne a © b, Ze n = ap — bq.

Pokazuje on, ze jesli mamy do dyspozycji mndstwo
monet p—ztociakowych, a sprzedawca ma pod reka
ogromny stos monet g—ztociakowych do wydawania
reszty, to jesteSmy w stanie kupi¢ dowolny artykut

w jego sklepie. Aby przekonaé sie o stusznoéci lematu,
rozwazmy liczby p, 2p, 3p,..., qp.

@ = o A



Zauwazmy, ze pozostawiaja one rézne reszty z dzielenia
przez g — istotnie, gdyby pewne dwie z nich, powiedzmy
kpilp (k <l < q), pozostawialy te sama reszte, to ich
réznica (I — k)p bylaby podzielna przez g. Poniewaz p

i g sa wzglednie pierwsze, liczba ¢ musialaby dzieli¢

l — k; jest to jednak niemozliwe, gdyz 0 <l —k < q.
Skoro kazda z ¢ przedstawionych na poczatku liczb
pozostawia inng reszte z dzielenia przez ¢, to
wyczerpuja one wszystkie mozliwe reszty.

Przyktad dla 5- i 9-zlociakéwki: liczby 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45
dajg rézne reszty z dzielenia przez 9 (kolejno 5, 1, 6, 2, 7, 3, 8, 4, 0),

a poniewaz jest ich 9, stanowig wszystkie mozliwe reszty.

W szczegoblnosci dla pewnego k naturalnego liczba kp
pozostawia reszte 1 z dzielenia przez ¢, tzn. jest postaci
lqg + 1 dla pewnego naturalnego [. Otrzymujemy zatem
1 = kp — lq, wiec przy uzyciu k monet p—ztociakowych
mozemy zakupi¢ Delte, otrzymujac [ monet
q—ztociakowych reszty. Mozemy zatem naby¢ przedmiot
o dowolnej cenie: z poprzedniej réwnosci wnioskujemy,
ze dla dowolnej liczby naturalnej n mamy

n = nkp — nlq. Poniewaz nk i nl sg liczbami
naturalnymi, teza lematu zostata udowodniona. []

Wyposazeni w powyzszy rezultat, mozemy $miato
powrdci¢ do cukierni z pusta kasa, czyli do problemu
Frobeniusa. Wybierzmy dowolne n > (p — 1)(¢ — 1)
i korzystajac z lematu, dobierzmy takie liczby naturalne
a ib, ze n = ap — bq. Proste rachunki doprowadzg nas
do wniosku, ze dla dowolnej liczby naturalnej m
(1) n = (a—mq)p + (mp —b)q.
Oto 6w prosty rachunek:
n = ap—bq = ap — mgp + mpq — bg = (a — mq)p + (mp — b)q.
Znajdziemy takie m, ze oba wspdtczynniki a — mgq
i mp — b beda nieujemne, czym zakonczymy dowdd
twierdzenia. W tym celu rozwazmy najmniejsza
wielokrotnosé p, ktéra jest nie mniejsza niz b. Innymi
stowy, wybierzmy najmniejsze mozliwe m, dla ktorego
czynnik mp — b jest nieujemny, tzn. takie mg, ze
(mg—1)p—b <0< mop — b. Z ostrej nier6wnosci
w latwy sposéb wynika mop — b < p, a zatem
mop — b < p — 1. Przypusémy, ze a — moq < 0, tzn.
a —moq < —1. Wstawiajac m = mg do (1)
i korzystajac z otrzymanych nieréwnosci, mieliby$émy
n = (a—moq)p + (mop—b)g < —p+(p—1)g =
=(@-1(-1) -1,
co przeczy zalozeniom twierdzenia. Otrzymana
sprzecznosé¢ dowodzi nieréwnosci a — mgq > 0, a skoro
mop — b > 0, dowdd zostal zakonczony. ]

Ponownie odwotlujac sie do 5- i 9-ztociakéwek: chcemy kupié tort za

34 zlociaki. Wiemy, ze 1 =25 — 9, wigc 34 =68 -5 —34-9.
Najmniejsza wielokrotno$é 5, ktéra jest niemniejsza od 34, to 35 = 7 - 5.
Bierzemy zatem 68 — 7 - 9 = 5 monet 5-ztociakowych, 7-5 —34 =1
monete 9-ztociakowsy i tort jest nasz!

Kiedy juz mieliémy wrazenie, ze calkowicie panujemy
nad naszymi wydatkami, przez kraj przetoczyla sie

reforma walutowa i dla ulatwienia transakcji
wprowadzono trzecia monete, 7-zlociakowa. Czy ultatwi
to réwniez nasze rozwazania? Przewodnikiem dla trzech
liczb wzglednie pierwszych bedzie na pewno liczba nie
wieksza od przewodnikow wyznaczonych dla kazdej

z par liczb. Przewodnik liczb 51 7 to 24, liczb 51 9

to 32, a liczb 71 9 to 48. Posiadajac monety

5- i 7-zlociakowe, jesteSmy w stanie uzyskaé¢ wszystkie
liczby naturalne od 24, wigc dodanie 9-zlociaka do
rozwazan na pewno nie zwigkszy nam tej liczby (nie
spowoduje, ze ktérejs wartodci nie jestedmy w stanie
uzyskac), moze ja co najwyzej zmniejszyc.

nominaly monet przewodnik
5,7,9 14
3,5, 14 8
4,5, 7 7

Tak sie tez stalo, poniewaz przewodnik liczb 5, 71 9
wynosi 14. Przewodnikéw dla innych tréjek nominatéw
przedstawia tabelka powyzej — tym razem nasza
matematyczna intuicja nie podpowiada zadnej
zaleznosci miedzy dostepnymi nominatami a wartoscig
przewodnika. Nic zreszta dziwnego — obecnie nie jest
znany ogdlny wzor na wyznaczenie wartosci
przewodnika dla trzech (lub wiecej) dowolnych liczb,
ktorych najwigkszy wspdlny dzielnik wynosi 1. Problem
pozostaje otwarty i czeka na rozwiazanie przez
glodnego wiedzy (i napoleonek!) badacza.

Deser dla troszke starszych

Przyjrzyjmy sie ponownie rysunkom 1 i 2. Zwréémy
uwage, ze w obu przypadkach liczba kwot niemozliwych
do zrealizowania stanowita polowe wartosci
przewodnika. Okazuje sie, ze jest to ogdlna
prawidtowos$¢ — dla dowolnej pary liczb wzglednie
pierwszych p, ¢ zbidr liczb, ktérych nie mozna
przedstawi¢ w postaci ap + bg dla a,b € N, ma

1

5(p —1)(qg — 1) elementéw. Aby si¢ o tym przekonac,

rozwazmy wielomian
w(r) = (1+aP + 2?7 + .. 4+ 2P (1 + 29 + 227+ ..+ 2P7)

Niech A bedzie zbiorem liczb naturalnych, nie
wiekszych od pq, ktére mozna przedstawi¢ w postaci
ap + bq dla a,b € N (zakladamy 0 € N). Chwila refleksji
pozwala stwierdzié, ze wielomian w mozna przedstawic

w postaci
w(z) = Z " + 2 B
neA neA
Oznacza to, ze 2|A] = w(l) = (p + 1)(¢ + 1), stad
|A| = (p+1)(g + 1). Z twierdzenia Frobeniusa wynika,
ze kwoty niemozliwe do zrealizowania sg mniejsze
od pgq, ich liczba wynosi zatem

(g + 1)~ 3o+ Dlg+1) = 20— 1)lg~ 1).

Malq Delte przygotowata Kamila LYCZEK, doktorantka,
Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski
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W poprzednim numerze zdefiniowaliSmy
operacje rank i select, ktére postuzyty
nam do zbudowania bardzo oszcze¢dnej
(uzywajacej 2n + o(n) bitéw)
reprezentacji dla n-weztowych drzew
binarnych. W drugiej czeéci artykutu
uogdélniamy naszg konstrukcje

i pokazujemy, jak zaimplementowaé
kluczowe operacje rank i select.

10 11 12

Rys. 1. Przyktadowe drzewo ukorzenione
o n = 12 wezltach. Dla wezla o numerze 2
mamy ojciec(2) = 1, lsyn(2) = 5,
pbrat(2) = 31 deg(2) = 2.

AN

7N

Rys. 2. Jest Ty = 5 ukorzenionych,
nieetykietowanych drzew o czterech
wezlach.

Wzér T,, = C,,—1 mozna tez uzasadnid,
wskazujac bijekcje miedzy n-weztowymi
drzewami i (n — 1)-wezlowymi drzewami
binarnymi. Wystarczy zauwazy¢, ze
tablice lsyn i pbrat, potraktowane jako
tablice lsyn i psyn, tworzg drzewo
binarne, w ktérym korzen ma tylko
lewego syna.

Bardzo oszczedne drzewa (II)
Jakub RADOSZEWSKI

Drzewa dowolne. Skoro dotychczas szto nam tak dobrze, sprobujmy p6jéé za
ciosem i zaproponowaé bardzo oszczedng reprezentacje drzew juz niekoniecznie
binarnych (ale wciaz ukorzenionych). Przyklad takiego drzewa mozna znalezé na
rysunku 1. Tym razem bedziemy nawigowaé¢ po drzewie za pomoca operacji:
ojciec, lsyn oraz pbrat (ta ostatnia polega na przejsciu do najblizszego po prawej
brata danego wezla). Aby operacja pbrat miala sens, musimy tez umieé¢ dla
kazdego wezla wyznaczyé jego stopien, czyli liczbe synéw (operacja deg).
Sprobujmy ustalié¢, jak oszczedng reprezentacje mamy tu w ogdle szanse uzyskac.
W tym celu, podobnie jak w przypadku binarnym, musimy stwierdzi¢, ile jest
roznych drzew dowolnych o n wezlach. Zlicza¢ bedziemy drzewa
z nienumerowanymi weztami i w ktérych porzadek synéw wezta ma znaczenie.
Niech T,, oznacza liczbe takich drzew (patrz rys. 2). Jedli przez ¢ oznaczymy
liczbe wezléw w poddrzewie skrajnie lewego syna korzenia (1 <i < n —1),
otrzymamy nastepujacy wzor rekurencyjny na 7,,:
n—1
To= ), TiTn-i.
i=1
Mamy ponadto 77 = 1. Poréwnujac ten wzér z definicja rekurencyjna liczb
Catalana, otrzymujemy, ze T;, = C),_1. Stad, podobnie jak poprzednio,
w oszczednej reprezentacji drzew dowolnych powinno nam wystarczyé 2n + o(n)
bitow.
Przy konstrukeji ciagu kodowego znéw ponumerujemy wszystkie wezly drzewa
poziomami, a w ramach pozioméw od lewej do prawej (rys. 1). Wypiszmy teraz
w jednym ciggu stopnie wszystkich weztéw — dla powyzszego przykladu bedzie to:
320301020000
Chcieliby$my, zeby taki wlasnie ciag byl naszym ciagiem kodowym. Niestety, nie
jest to mozliwe: wystepuje w nim n liczb, z ktérych kazda jest z zakresu od 0 do
n — 1, wiec reprezentacja takiego ciggu wymagataby rzedu nlogn bitéw. Aby
sobie z tym poradzi¢, zastosujemy pozornie beznadziejny manewr: zapiszemy
wszystkie stopnie unarnie, czyli kazdy stopien zamienimy na ciag jedynek
odpowiedniej dtugosci zakonczony zerem. Poniewaz suma stopni weztéw to
zaledwie n — 1, w ten sposéb uzyskamy ciag zlozony z 2n — 1 bitéw, np.:
11101100111001001100000

Ze wzgledéw technicznych wygodnie nam bedzie jeszcze dodaé do drzewa
sztuczny korzen, ktorego jedynym synem bedzie faktyczny korzen drzewa.
Odpowiada to dopisaniu na poczatku ciggu jedynki i zera:

1011101100111001001100000

Taki ciag kodowy o dlugosci 2n + 1 wraz ze struktura danych do wykonywania
operacji rank /select bedzie nasza bardzo oszczedna reprezentacja drzewa.

Sprébujmy uzasadnié, ze podana reprezentacja umozliwia efektywne
wykonywanie wszystkich potrzebnych operacji. Zauwazmy przede wszystkim, ze
w ciagu kodowym wystepuje n jedynek, ktére w naturalny sposéb odpowiadaja
weztom drzewa: wezel o numerze ¢ reprezentuje c-ta jedynka w ciagu, bedaca
zarazem odpowiednig jedynka w ciggu opisujacym stopien jego ojca. Kazdemu
weztowi, oprécz juz przydzielonego numeru czarnego, przypiszemy znéw numer
kolorowy. Bedzie to pozycja w ciagu kodowym odpowiadajacej mu jedynki.
Widaé natychmiast, ze za pomoca operacji rank oraz select mozemy bez
problemu przelicza¢ numery czarne na kolorowe i odwrotnie.

Wiedzac teraz, gdzie w ciagu kodowym znajduje si¢ jedynka odpowiadajaca
danemu weztowi, mozemy zliczy¢ zera wystepujace wczesniej w ciagu i w ten
sposob wyznaczy¢ numer jego ojca. Prawy brat wezla bedzie ni mniej, ni wiecej
jak sasiednia jedynka w ciagu kodowym. Natomiast ciag jedynek odpowiadajacy
synom wezla mozemy zidentyfikowaé, znajdujac (¢ + 1)-sze i c-te zero w ciagu,
gdzie ¢ jest numerem czarnym tego wezlta. Z tego ciagu tatwo odzyskamy zaréwno
numer lewego syna wezta, jak i taczna liczbe jego synéw, czyli stopien wezta.
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Rozwigzanie zadania F 853.

Swieczka gasnie po wyczerpaniu tlenu

z powietrza zawartego pod odwrécona
szklanka. Spalanie weglowodoréw
prowadzi do powstawania czasteczek COo,
H20 i CO. Z kazdej czasteczki tlenu
powstaja wiec jedna lub dwie czasteczki
produktéw spalania, a wiec w wyniku
spalania tlenu wzrasta liczba czasteczek
gazu. Dodatkowo wydzielone ciepto
spalania ogrzewa gaz. Oba zjawiska
prowadza do ,ucieczki” czesci gazu spod
szklanki. Gdy $wieczka zgadnie, ilos¢ gazu
juz si¢ nie zmienia, a jego stygniecie (do
temperatury otoczenia Ty) powoduje
spadek cisnienia, co dalej prowadzi do
zasysania wody z talerza. Poniewaz
wysokosé stupa wody h = 2 cm odpowiada
réznicy ci$nien réwnej jedynie okolo 0,2%
ci$nienia atmosferycznego, to z dobrym
przyblizeniem mozna przyjaé, ze gaz w
chwili zgadniecia $wieczki i po ostygnieciu
do temperatury otoczenia znajdowal sie
pod cisnieniem atmosferycznym. Masa
gazu podczas stygnigcia nie zmienia sie,

a wigc stosunek temperatur réwny jest
stosunkowi objetosci — dla szklanki

w ksztalcie walca réwnego stosunkowi
wysokosci czesci wypelnionych gazem

Ty H 10

Ty, H-—h 8
Otrzymujemy zatem T} &~ 369 K.

Podobng do opisanej sztuczke

z zapamietywaniem wszystkich mozliwych
wynikéw mozna znalezé w artykule
Problem RMQ w Delcie 11/2007.

Dopracowanie szczegdléw implementacji operacji pozostawiamy Czytelnikowi,
ktéry, wyposazony w strukture danych rank/select, wykona to bez wiekszego
trudu.

Implementacja operacji rank i select. Przyszta pora, aby uzupetnié
powyzsze rozwazania opisem implementacji pomocniczej struktury danych.
Zajmijmy sie najpierw operacja rank. Zauwazmy, ze wystarczy umieé
odpowiadaé na zapytania dla ¢ = 1, gdyz rank(k) = k — rank, (k).

Nasz ciag bitow b podzielimy na bloki: najpierw na duze bloki o dlugosci

[ =log?n, a w drugiej kolejnoéci na male bloki o dlugosci s = %log n.

W zapisach tych logn oznacza cze$¢ catkowita logarytmu o podstawie dwdjkowej
z n. Zakladamy dla uproszczenia, ze s jest calkowite. Bloki w podziale sa
roztaczne i sktadaja sie z kolejnych elementow ciggu. Ponadto, jesli ostatni blok
okaze sie krétszy, uzupelniamy go sztucznymi zerami az do pelnej dlugosci.
Zauwazmy, ze | jest calkowita wielokrotnoscig s i mate bloki stanowia
,podpodzial” duzych blokéw. Bloki kazdego typu numerujemy od jedynki.

Dla kazdego duzego bloku w tablicy Rj zapamietamy laczna liczbe jedynek
w ciagu znajdujacych sie przed poczatkiem tego bloku. Elementy tablicy Ry sa
mniejsze niz n, wiec sa liczbami ztozonymi z co najwyzej logn + 1 bitéw. Laczny
rozmiar tej tablicy jest zatem rzedu:

n

n n
1 =—1 =0 —|.
l oen log®n oen <logn>
Dalej, dla kazdego malego bloku w podobnej tablicy Rs zapamigtamy liczbe

jedynek znajdujacych sie przed poczatkiem tego bloku, ale w ramach duzego
bloku zawierajacego rozwazany maly blok. Tablica Rg ma n/s elementéw, jednak
kazdy jej element jest mniejszy niz [. Tablica ma wiec rozmiar rzedu:

2 log1
i log (logn) = O (n %8 0gn> .
logn logn

ﬁ10gl=
s

Obie tablice zajmuja zatem o(n) bitéw.

FLatwo dostrzec, w jaki sposéb mozemy uzy¢ podanych tablic do odpowiedzi na
zapytanie rank,. Widac tez, ze potrzebujemy do tego jeszcze jednej informacji:
o liczbie jedynek znajdujacych sie przed danym bitem w ramach jego malego
bloku. W tym miejscu wykorzystamy wlasno$é, ze réznych co do wartosci
matych blokéw nie ma zbyt wiele. Dokladniej, jest tylko 2% = 21°8™/2 = O(y/n)
takich blokéw i mozemy je w naturalny sposéb ponumerowaé kolejnymi liczbami
naturalnymi — numerem bloku bedzie liczba binarna zawarta w tym bloku. Teraz
mozemy dla kazdego z malych blokéw wyznaczy¢ zawczasu wszystkie wyniki.
W tablicy Tp dla danego numeru malego bloku i dla kazdego indeksu w ramach
matego bloku zapamietamy liczbe jedynek na pozycjach poprzedzajacych ten
indeks (wraz z tym indeksem). Tablica ta bedzie miala O(4/ns) elementéw,
kazdy nie wiekszy niz s, czyli jej taczny rozmiar to:

O(+/nslogs) = O(v/nlognloglogn).

Ostatecznie wszystkie przechowywane tablice maja rozmiar o(n) i pozwalaja
odpowiedzie¢ na zapytanie rank nastepujaco:
rank1(k) = R [[k/U]] + Rs [[k/s]] +

+ Rp[id,bloku(b[k/S],Sle, ceey b[k/s])][(k — 1) mod s + 1].
Odpowiedz na zapytanie uzyskujemy wiec w czasie stalym, przy zatozeniu, ze
standardowe operacje arytmetyczne i bitowe na liczbach nie wigkszych niz n
dzialaja w czasie stalym. W tym celu wystarczy ciag b reprezentowaé¢ w tablicy
liczb caltkowitych odpowiadajacych paczkom kolejnych bitéw ciagu (jeszcze
tatwiej sobie wyobrazi¢, ze w tablicy pamietamy po prostu kolejne identyfikatory
malych blokéw).

7 operacjy select mozna poradzi¢ sobie podobnie, jednak jest to duzo bardziej
skomplikowane technicznie. Tym razem bloki nie sg stalej dlugosci, lecz
wszystkie zawieraja te sama liczbe jedynek. Ponadto sa tu potrzebne trzy
poziomy podziatu na bloki — doktadny opis pomijamy. Natomiast Czytelnika
Zainteresowanego pozostawiamy z nastepujacym pytaniem: dlaczego nie dalo sie
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Pitka w puszce

TN

Rys. 3

rozwigzaé problemu zapytan rank, uzywajac tylko jednego rozmiaru blokéw —
powiedzmy, % logn?

Citius, altius, fortius. W tym artykule opisaliSmy bardzo oszczedne
reprezentacje drzew binarnych i dowolnych pozwalajace efektywnie realizowaé
podstawowe operacje zwiazane z nawigacja po drzewie. Za pomoca bardziej
zaawansowanych narzedzi zaprojektowano inne bardzo oszczedne reprezentacje
drzew (bazujace na wyrazeniach nawiasowych réwnowaznych drzewom), ktére
pozwalaja wykonywaé cate mnostwo operacji: wyznaczanie rozmiaréw poddrzew,
wysokosci i glebokosci weztéw, znajdowanie najnizszych wspélnych przodkdw
(LCA) par wezléw i przodkéw wezléw na okreslonej glebokosci, zliczanie lisci
w poddrzewach itd. Co wiecej, z podanych tutaj pomystéw rozwinela si¢ cata
dziedzina badan zajmujaca sie bardzo oszczednymi strukturami danych. Wiecej
informacji na ten temat Czytelnik znajdzie w Internecie pod hastem succinct
data structures.

Pilki tenisowe na ogdl pakowane sa w rurke po kilka sztuk. Wyobrazmy sobie
pitki tak cenne, ze pakowane sg kazda oddzielnie. Takie opakowanie to

z matematycznego punktu widzenia walec. Pilka styka sie z jego powierzchnia
boczna wzdtuz okregu, a przekrdj osiowy tego walca jest kwadratem (rys. 1).
Okazuje sie, ze tak zapuszkowana pitka ma powierzchnie rowng powierzchni
bocznej swojej puszki, czyli

powierzchnia sfery jest rowna powierzchni bocznej opisanego na niej walca.

Jeszcze ciekawszy od samego faktu jest jego starozytny dowdd, pochodzacy od
Archimedesa. Zapoczatkowal on bardzo popularny w matematycznej praktyce
obyczaj, ze gdy chcemy co$ udowodnié, to dowodzimy czego$ zupelnie innego.

W tym przypadku udowodnimy, ze jesli wytniemy z pitki (czyli sfery) plasterek
plaszczyznami réwnoleglymi do denek puszki (czyli podstaw walca) i w polowie
jego wysokosci opiszemy na nim plaska obrecz (czyli stozek Scigty, rys. 2), to jej
powierzchnia bedzie taka sama, jak powierzchnia wycigtego przez te plaszczyzny
fragmentu puszki (czyli powierzchnia boczna walca, tylko tym razem niskiego).
Nie narysowatem go, bo nic nie bytoby wtedy widac.

Ale gdy narysujemy przekrdj opisanej sytuacji plaszczyzna przechodzaca przez
srodek pitki i prostopadla do denek puszki, to wszystko stanie sie widoczne

(rys. 3). Kolorowe kreski to fragment puszki (oznaczmy jego wysoko$é przez h)

i fragment obreczy (KL =:1). Narysujmy przez punkt P stycznoéci obreczy

i pitki odcinek M N — przesuniety fragment puszki oraz odcinek PS taczacy P ze
srodkiem pitki i odcinek PO, gdzie O jest rzutem prostokatnym P na o$ symetrii
puszki.

Poniewaz PL 1L PSi PN 1 PO, wiec trojkaty PLN i PSO sg podobne, co daje
PN PO r

“PL PSR

Znane wzory na pole powierzchni bocznej walca i stozka Scietego przekonuja nas,

ze dowiedliSmy tego, co chcieliSmy, ale jak to sie ma do wyr6znionej kolorem
prawidtowoéci?

czyli hR = Ir, zatem 2whR = 2rnlr = wl(ry + r2).

NTENINIES

Zauwazmy, ze gdy podzielimy pitke i puszke na plasterki, to suma pél

obreczy opisanych na plasterkach ztozy sie na cala powierzchnie boczna puszki,
czyli 27 - 2R - R = 47 R%. Dalej Archimedes pisze tak: gdy bedziemy rozpatrywali
coraz wezsze plasterki, to otrzymywane obrecze beda w sumie coraz podobniejsze
do powierzchni pitki, az w koficu (my méwimy: w granicy) beda z ta
powierzchnig identyczne. A poniewaz dla kazdego podzialu suma powierzchni
obreczy bedzie rowna powierzchni bocznej puszki, wiec tak bedzie i na koncu.

Czy zgodziliby$Smy sie na takie rozumowanie?
M.K.
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*Laboratorium Komputerowe, Wydzial
Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Ze swiata USOS. Czes¢ 7 — USOS API:
komputerowy interfejs uzytkownika

Wojciech RYGIELSKI®

To, co widzisz, przegladajac strony takie jak Facebook lub Gmail, nazywamy
interfejsem uzytkownika. Jeden serwis czesto ma bardzo duzo odmian interfejsow
uzytkownika, np. Facebook ogladany przez przegladarke internetowa w telefonie
wyglada zupelnie inaczej niz na komputerze. Pewnie o tym wiesz. Ale czy
wiesz, ze wiekszo$é tych serwiséw ma jeszcze jeden interfejs uzytkownika,
zupelnie nieznany, a przeznaczony tylko i wylacznie dla programistéw?

Problem

Zastanawiales sie kiedy$, skad Two]j telefon ,wie”, ze dostales nowa wiadomosé
e-mail, albo ze Twdj znajomy witadnie oznaczyl Cie na zdjeciu na Facebooku?
Czy gdyby$ sam mial napisa¢ podobna aplikacje, np. powiadamiajaca
uzytkownika o tym, ze wykladowca wlasnie wstawil jego ocene

z kolokwium do systemu USOS, to czy wiedzialby$, jak sie do tego
zabradé?

Web scraping (zle!)

Niegdys, gdy programista spotykat sie z podobnym problemem, to czesto
jedynym dostepnym rozwigzaniem bylo uzycie tzw. web scrapingu (dost.
szeskrobywanie z sieci”). Technika ta polega na tym, ze Twoja aplikacja co jakis
czas otwiera ,,po cichu” odpowiednig strone w Internecie i prébuje ,,wytuskaé”

z niej odpowiednie dane. W tym przypadku bylaby to strona z ocenami

w USOSwebie. Wtedy, jesli aplikacja zauwazy, ze pojawila sie nowa ocena, to
moze wyswietli¢ uzytkownikowi odpowiednie powiadomienie.

Web scraping ma jedna (i tylko jedna) zalete: mozna go zastosowaé praktycznie
zawsze, czyli réwniez wtedy, gdy system, z ktérego chcemy dane ,wyciagnaé¢’ nie
udostepnia zadnego publicznego APT (o tym, czym jest API, dowiesz si¢ za
chwile). Niestety, web scraping ma tez ogromnie duzo wad i powinien byé
uzywany tylko w ostatecznosci.

Zacznijmy od tego, ze jest to technika trudna. Znalezienie odpowiedniej
informacji na stronie WWW nie wydaje sie trudne dla uzytkownika ogladajacego
te strone, lecz powiedzenie programowi komputerowemu, zeby ,spojrzal w réog tej
tabelki”, wcale juz takie tatwe nie jest. Czesto programista musi mozolnie pisac¢
setki wierszy kodu, aby dobrze komputerowi wyttumaczy¢, gdzie trzeba spojrzec.

Pojawiaja sie tez inne problemy, np. potrzeba wczedniejszego zalogowania sie do
systemu. A nawet problemy zwigzane z prawem, gdyz wiele serwiséw uwaza
uzycie web scrapingu za naruszenie zasad korzystania z ich ustug.

A najgorsze jest to, ze nawet jesli juz biedny programista przebrnie przez
wszystkie te problemy i opublikuje swoja aplikacje, to i tak taka aplikacja moze
niespodziewanie przestaé dzialaé z calkiem banalnego powodu. Wystarczy,
ze projektanci USOSweba postanowia, ze ocena bedzie lepiej wygladata w troche
innym miejscu strony internetowej niz dotychczas.

Nagle okazuje sig, ze nasz program wymaga pilnej poprawki, szef jest wsciekly,
a my musimy dwa tygodnie wczeéniej wroci¢ z wakacji, aby program naprawic.
Czy moglismy jako$ tej katastrofy uniknac¢?

Kompatybilnosé wstecz

Powyzszy problem jest zwiazany z pojeciem ,kompatybilnosci wstecz”.
Przeczytaj ponizsza definicje dwa razy, bo od tej chwili pojecie to bedzie sie
przewija¢ w tym artykule niczym mantra!

Usluga jest kompatybilna wstecz, jesli juz na zawsze zachowuje sie
zgodnie z wczesniej ustalonymi i udokumentowanymi zasadami.
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Na przyktad, gdybys przed opublikowaniem swojej aplikacji dogadal sie

z projektantami USOSweba, ze ocena zawsze bedzie wyswietlana w tym samym
miejscu na stronie, to wtedy mozna bytoby powiedzieé, ze ,struktura strony

z ocena jest kompatybilna wstecz”. Wtedy Twdj program nigdy nie wymagalby
poprawek. Swietnie!

Niestety, ani projektanci USOSweba, ani zadnej innej strony internetowej nigdy
sie nie zgodza na to, aby ich strona miata juz ,na zawsze” wygladaé¢ tak samo.
To dosé zrozumiale, w koncu na ich miejscu rowniez chcieliby$my, aby wyglad
naszej strony podazal za trendami.

Jesli wiec strona WWW dostepna dla uzytkownikéw nie moze by¢ kompatybilna
wstecz, to moze chociaz naméwimy programistow USOS, aby stworzyli inna
wersje tej samej strony, niekoniecznie tadng, ale kompatybilng wstecz, stworzona
nie z my$la o uzytkownikach, lecz o programach takich jak nasz?

Takie strony istnieja i maja wlasna nazwe. Nazywamy je uslugami internetowymi
(ang. web services).

| hitps:/fusosapps.uw.edu| X '-.\

[

start time: "
end_time: "2

start_time
end_tima:
- name: |
en: -

pl:

start_time: "
end_time: "2
= nama: {
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Jedna strona w dwéch wersjach. Po prawej wersja dla uzytkownkéw (USOSweb), a po lewej wersja dla komputeréw (USOS API). Obie strony
przedstawiaja plan zajeé przedmiotu w jednym tygodniu, a poziom szczegélowosci wyswietlanych informacji mozna dowolnie konfigurowac.

Aby zanadto nie komplikowaé, w tym
artykule piszemy tylko o tym
najprostszym sposobie komunikacji
miedzy programami, ktéry faktycznie
przypomina ,zwykle” surfowanie po
Internecie (architektura klient-serwer).
Nie jest to jednak jedyny sposéb
komunikacji. API moze dokumentowaé
wiele takich sposobdéw.

USOS API

API, czyli interfejs programowania aplikacji (ang. Application Programming
Interface), jest to $cisle okreslony zestaw regul, zgodnie z ktérymi programy
komunikuja sie ze soba.

USOS udostepnia wtasne, publiczne API, ktérego gtéwna sktadowa sa ustugi
internetowe, zwane réwniez metodami. Usluge internetows prezentujaca liste
ocen mozesz wyswietli¢ w swojej przegladarce, podobnie jak zwykla
strone z ocenami w serwisie USOSweba. Zwykle jednak nie bedziesz tego
robil, bo strona ta jest zaprojektowana w taki sposob, aby byla czytelna dla
programéw komputerowych, a nie dla ludzi.

W przypadku stron internetowych priorytetem jest ich wyglad oraz
prostota korzystania. W przypadku uslug internetowych priorytetem jest
$cista dokumentacja oraz kompatybilnosé¢ wstecz.
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Oczywiscie, czasem bedziemy chcieli np.
poprawi¢ wyglad tej aplikacji itp.
Niemniej jednak architektura oparta na
kompatybilnym wstecz API pozwala takie
zmiany robié¢ wtedy, kiedy chcemy, tzn.
nigdy nie musimy jej robié. Jest to
szczegblnie istotne w przypadku aplikacji
komérkowych, ktérych nie da sie
jednoczes$nie zaktualizowaé na
urzadzeniach wszystkich uzytkownikéw.

Dokumentacja API (w jezyku angielskim)
jest na https://usosapps.uw.edu.pl/
developers/api/

Wigkszosé z metod USOS API jest kompatybilna wstecz, a to oznacza, ze
obiecujemy, iz format przekazywanych przez nie danych nigdy sie nie zmieni.

Inaczej méwiac, dotozymy wszelkich staran, aby Twoja aplikacja powiadamiajaca
o nowych ocenach zawsze mogla na naszym API polegaé, bez potrzeby zadnych
zmian ani aktualizacji po Twojej stronie.

Refaktoryzacja w API

Refaktoryzacje (ang. refactoring) mozemy poréwnaé¢ do programistycznego
odpowiednika ,robienia porzadkéow”. Przykladem takich porzadkéw jest zmiana
nazwy metody lub jej parametréw tak, aby metoda byta bardziej czytelna.

W kazdym wiekszym projekcie programistycznym co jakis czas takie porzadki sie
robi. Jednak w przypadku API potrzeba utrzymania kompatybilnos$ci
wstecz uniemozliwia programistom typowa forme refaktoryzacji. Jak wiec
mozemy zachowaé porzadek w dokumentacji USOS API, jesli musimy co$
zmieni¢, a jednocze$nie musimy zachowaé kompatybilnosé¢ wstecz?

Najczesciej tworzymy wtedy nowa wersje metody, ktora chcemy poprawié. Nie
zastepujemy starej metody, lecz tworzymy druga, dzialajaca inaczej. Stara
metode oznaczamy za$ jako ,przestarzala” (ang. deprecated), lecz nadal w pelni
funkcjonalna.

Inaczej méwigc — nawet jesli stwierdzimy w przyszlosci, ze moglibySmy
przekazywaé te same dane ,,ladniej” badz efektywniej, to i tak
pozostawimy w naszym API poprzedniag wersje metody, ktéra nadal
dostarczy dane ,,jak dotad” — w sposéb, by¢ moze, ,,brzydszy”

i wolniejszy, lecz niezmiennie ten sam.

7 czasem moze okazaé sie, ze jedna metoda bedzie mie¢ 3, 5, a nawet wiecej
roznych wersji, z czego tylko te ostatnia zalecamy uzywac. Czasem tworzymy
tez nowe wersje calych moduléw, a nie tylko pojedynczych metod. Utrzymanie
tych wszystkich wersji nie zawsze jest tatwe i, by¢ moze, wydaje sie mato
porzadne, ale kompatybilnos¢ wstecz jest warta wielu wyrzeczen. My réwniez
z tego korzystamy.

Jak wykorzystujemy USOS API wewnatrz USOS

Wielu programistow uwaza, ze API sa przeznaczone wylacznie dla programistéw
»Z zewnatrz”. Na przyktad dla studentéw, ktérzy pisza aplikacje komoérkowe dla
wlasnej praktyki lub zabawy. Nic bardziej mylnego! Programisci wszystkich
aplikacji zwigzanych z USOS réwniez chetnie korzystaja z USOS API.
Powoddw jest pare, lecz gtéwny z nich pewnie juz znacie — my réwniez widzimy
zalety korzystania z rzeczy kompatybilnych wstecz. Jedli raz napiszemy aplikacje
oparta na USOS API, to juz nigdy nie bedziemy musieli jej zmieniac.

USOS API réwniez pomaga nam w rozwiazywaniu probleméw zwiazanych

z synchronizacja danych miedzy réznymi aplikacjami. Na przyklad, zanim
powstato USOS API, kazda nasza aplikacja musiala utrzymywaé¢ duzy zbiér zdjeé
legitymacyjnych pracownikéw i studentow. Teraz wickszo$é aplikacji, gdy ma
wyswietli¢ czyjes zdjecie, to ,Sciaga” je szybko z USOS API, w wersji
odpowiednio wykadrowanej i pomniejszonej. Tym samym oszczedzamy nasze
zasoby i unikamy powtarzania kodu. Podobnych przykladéw jest wiele.

A czy mnie USOS API sie do czegos tez przyda?

Jedli planujesz studiowaé informatyke na uczelni korzystajacej z systemu USOS,
to nic nie stoi na przeszkodzie, zebys$ Ty réowniez skorzystal z USOS API. Dostep
do API jest otwarty, a wszystkie metody dobrze udokumentowane.

Gléwnym celem tego artykulu byto jednak pokazanie Czytelnikom, ze ustugi
internetowe sg popularne i bardzo przydatne. Nie tylko w USOS, ale tez w wielu
innych systemach. Jesli planujesz zosta¢ programista, to na pewno z wieloma
takimi ustugami si¢ zetkniesz. I mamy nadzieje, ze docenisz w nich to, za co tak
je lubimy w USOS.
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Informatyczny kacik olimpijski (71): Rézne stowa

W tym kaciku oméwimy zadanie Rézne stowa z Obozu Naukowo-Treningowego
im. A. Kreczmara w 2013 roku. Dane jest n stéw o dlugosci k = 5. Stowa
sktadaja sie z matych i wielkich liter alfabetu tacinskiego. Naszym zadaniem jest
stwierdzié, czy istnieje wsrdd nich para kompletnie roznych stow, czyli stéw,
ktére na odpowiadajacych sobie pozycjach majg rézne litery. Stowa u = wuy ... ug
iv=wp...v; sa wiec kompletnie rozne, jesli u; # v; dla kazdego i =1,... k.
Mimo prostego sformulowania rozwigzanie zadania wymaga pewnej
pomystowosci. Przedstawimy dwa rézne podejscia do rozwiazania.

~———

Pierwszy pomyst bedzie opieral sie na zasadzie wlaczen-wytaczen. W pierwszym
kroku dla kazdego stowa wyznaczymy wszystkie wzorce, do ktérych ono pasuje.
Wzorcem nazywamy tutaj stowo dltugosci k, ktére oprécz liter moze zawieraé
znaki zapytania — znak zapytania zastepuje we wzorcu dowolna litere.
Przykltadowo, ze stowa abcab mozna otrzymaé¢ m.in. wzorce a?c?? i 7?777b.
Zastepujac kazda mozliwa kombinacje liter w stowie znakami zapytania, dla
jednego slowa otrzymamy 2% réznych wzorcéw. Wszystkie te informacje mozemy

nastepnie polaczy¢ w jedna tabele, ktéra dla kazdego wzorca zapamieta liczbe
‘ wejéciowych stoéw pasujacych do niego. Ze wzgledu na koniecznosé posortowania

par: wzorzec-slowo zlozonos¢ czasowa konstrukeji takiej tabeli wyniesie

O(n2*% -log (n2*) - k) = O(nlogn - 2Fk2).

Zaopatrzeni w tabele wzorcow mozemy juz zastosowaé zasade wlaczen-wylaczen.
Dla kazdego z wejsciowych stéw chcemy wyznaczy¢ liczbe par kompletnie
roznych stow, w sklad ktérych to stowo wchodzi. Ustalmy jedno stowo

wejsciowe w i oznaczmy przez A; liczbe wejsciowych stéw, ktére zgadzaja sie ze
stowem w na i-tej pozycji (i € {1,...,k}). Woéwczas wynik dla stowa w mozemy

obliczy¢ ze wzoru:

n—|A;VvAsu.. .UAL| = n—Z|Ai|+

Zauwazmy, ze skladnik |A;; n... N A; | w powyzsze]
sumie odpowiada liczbie stéw wejsciowych pasujacych do
wzorca powstalego z w poprzez zastgpienie liter na
wszystkich indeksach poza i1, ... ,1%, znakami zapytania.
Liczbe takich stéw mozemy odczytaé bezposrednio

z tabeli wzorcéw. Laczny koszt drugiej fazy rozwiazania
to O(n - 2¥k), jest on zdominowany przez koszt pierwszej
fazy. Zauwazmy, ze opisane rozwiazanie pozwala nie tylko
stwierdzi¢, czy wérdéd podanych stow jest jakas para
kompletnie réznych stéw, lecz takze wyznaczy¢ liczbe
takich par.

Drugie rozwiazanie koncentruje si¢ na alfabecie, czyli na
zbiorze liter wystepujacych w stowach. W naszym
zadaniu alfabet ma A = 52 litery. Zastanéwmy sie, co by
bylo, gdybysmy mieli do czynienia z duzo mniejszym
alfabetem: alfabetem dwuliterowym. Wéwczas
mieliby$my tylko 2% réznych stéw i dla kazdego stowa
umieliby$my wskazac¢ jedyne stowo, ktére tworzyloby

z nim pare kompletnie réznych stéow; bytoby to stowo
stanowiace ,negacje” pierwszego. Rozwiazanie zadania
w tym przypadku nie przedstawiatoby zadnych
trudnosci. W naszym zadaniu nie mamy do czynienia

z tak prostym przypadkiem. Sprobujemy jednak
sprowadzi¢ je do tego przypadku, wprowadzajac do
rozwigzania element losowosci.

Kazdej literze alfabetu przyporzadkujemy losowo bit 0
lub 1. Co wiecej, uczynimy to osobno dla kazdej pozycji
w stowach, przy czym losowania na poszczegdlnych
pozycjach beda niezalezne. W ten sposéb sprowadzimy
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zadanie do przypadku binarnego, lecz, niestety, utracimy
pewien zas6b informacji. Dokladniej, wiemy, ze jesli po
tym przyporzadkowaniu jakies dwa stowa sa wzajemnie
negacjami, to przed zamiana liter byly one kompletnie
rézne, jednak implikacja odwrotna nie musi zachodzié.
Zastanéwmy sie, jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze
dana para kompletnie réznych stow przeszla na pare stow
bedacych wzajemnie negacjami. W przypadku jednej
pozycji jest ono rowne %, gdyz taka jest szansa na to, ze
dwie ustalone rézne litery oryginalnego alfabetu
otrzymaly w losowaniu rézne bity. Poniewaz losowania
na poszczegdlnych pozycjach byly niezalezne, wiec
szukane prawdopodobiefistwo z uwzglednieniem
wszystkich pozycji jest réwne 2%

Aby zwiekszy¢ nasze szanse, mozemy cale losowanie
wielokrotnie powtérzy¢. Szansa na to, ze po wykonaniu p
préb dane dwa kompletnie rézne stowa ani razu nie okaza
sie wzajemnie negacjami, wynosi (1 — 2%)”. Jesli zatem
wykonamy p = C - 2* losowan, gdzie C' = 20,
prawdopodobienstwo porazki bedzie znikome:

c-2* 2k C
1 1 1 s

Zlozonosé calego rozwigzania wynosi O((n + A) - 28k - C).
Za pomoca tego samego podejécia mozna bez problemu
wyznaczy¢ jakie§ m par kompletnie réznych stéw
z wejscia (lub wszystkie takie pary, jesli jest ich mniej
niz m), czego wymagalo oryginalne polecenie
omawianego zadania.

Jakub RADOSZEWSKI



Aktualnosci (nie

Zglebiajagc piekno matematyki

Mozna czasami ustysze¢ od matematyka — sami publikujemy
w Delcie takie wyznania! — ze jakies rozumowanie lub wzér sg
eleganckie czy tadne. Mozna snué¢ domysty, czy owo piekno
odcielesnionych idei jest tym samym, ktére odczuwamy,
patrzac na dzielo sztuki lub przygladajac si¢ powabnej
dziewczynie czy przystojnemu chtopcu.

Zamiast oddawac si¢ jalowym rozmys$laniom, Semir Zeki
ze wspotpracownikami postanowili skorzystaé z osiagniec
neuroobrazowania i przebadaé za pomoca funkcjonalnego
rezonansu magnetycznego moézgi pietnastu matematykow
patrzacych na 60 wzoréw matematycznych, ktére
prezentujemy ponizej. Badani wypelniali przy tym
kwestionariusz, oceniajac te wzory pod wzgledem pickna
i zrozumiatosci.

Funkcjonalny rezonans magnetyczny pozwala okresli¢
aktywnosé poszczegdlnych obszaréw mozgu, poniewaz
aktywne neurony zuzywajg wiecej tlenu od nieaktywnych,
a krew utlenowana i odtlenowana majg inne podatnosci
magnetyczne.

Analiza kwestionariuszy wykazata, ze nie wszystkie wzory
podobaly sie badanym tak samo. Czy potrafisz odgadnad,
Czytelniku, ktéry zostal uznany za najtadniejszy, a ktéry za
najmniej tadny? Odpowiedz znajdziesz ponizej. A moze

tylko) fizyczne

uwazasz, ze jaki$ inny, nieuwzgledniony w badaniu wzér jest
jeszcze tadniejszy?

Co ciekawe, aktywno$¢ moézgéw badanych zalezalta od tego,

czy patrzyli na wzory, ktére uwazali za pigkne. Wyrazna
réznice dalo sie zauwazyé w obszarze podstawno-przysrodkowej
kory platéow czotowych. Wiadomo za$ z wczesniejszych badan,
ze ta czesé moézgu jest aktywna takze podczas ogladania
pieknych obrazéw czy stuchania pigknej muzyki.

Czy oznacza to, ze na postawione na wstepie pytanie nalezy
udzieli¢ odpowiedzi twierdzacej? Bytoby to zdecydowanie
przedwczesne. Po pierwsze, stwierdzenie aktywnosci jakiejs$
stuktury mozgu nie pozwala jeszcze na okreslenie jej roli

w zlozonym procesie przetwarzania bodzcéw. Po drugie, choé
dla wszystkich rodzajéw picknych doznan aktywny jest ten
sam fragment moézgu, istnieja réznice w szczegbtowych
mapach aktywnosci moézgu dla poszczegdlnych bodzcow.
Wydaje sie zatem, ze pelniejsze zrozumienie, na czym polega
piekno matematyki, bedzie wymagalo jeszcze wiele pracy.

Krazysztof TURZYNSKI

S. Zeki, J. .P. Romaya, D. M. T. Benincasa, M. F. Atiyah,
The experience of mathematical beauty and its neural correlates,
Front. Hum. Neurosci., 13.02.2014, doi: 10.3389/fnhum.2014.00068
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Klub 44

Termin nadsytania rozwigzan: 30 VI 2014

Rys. 2

“mg
Rys. 5

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do kofica miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspdlczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 —3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwoéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw

jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegélowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 576, 577
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

576. Z réwni pochylej nachylonej do poziomu pod katem a zsuwaja sie dwa
klocki o jednakowych masach m, potaczone niewazka sprezyna o wspotczynniku
sprezystosci k (rys. 1). W chwili poczatkowej sprezyna jest nieodksztalcona,

a predkosci klockow sg rowne zeru. Wspolezynnik tarcia miedzy drugim klockiem
a réwnig wynosi p, przy czym p < tga. Miedzy pierwszym klockiem a réownia
tarcia nie ma. Znalez¢ maksymalne wydluzenie sprezyny oraz inne wielkosci
charakteryzujace ruch klockéw.

577. Na powierzchni dlugiego, nieprzewodzacego walca o promieniu R
rownomiernie roztozony jest tadunek o gestosci powierzchniowej 0. Walec
znajduje si¢ w jednorodnym polu magnetycznym o indukcji By, ktorego linie sa
rownolegte do osi walca. Znalez¢ predkosé katowa walca po wytaczeniu
zewnetrznego pola magnetycznego. Walec ma jednorodna gestoscé p.

Rozwigzania zadan z numeru 12/2013

Przypominamy tres¢ zadan:

568. Cienki, jednorodny pret o masie m i dlugosci [ lezy symetrycznie na dwéch podporach
odlegtych o a (rys. 2). Jedna z podpér usunieto. Znalezé sile reakcji drugiej podpory natychmiast
po usunieciu pierwszej.

569. Natadowana kulka o masie m wisi na elektrycznie izolowanej nici (rys. 3). Znalezé prace,
jaka nalezy wykonac, przyblizajac z daleka i bardzo wolno druga natadowana kulke i umieszczajac
ja w miejscu, gdzie przedtem znajdowala si¢ kulka wiszaca na nici. Pierwsza kulka odchylila si¢

i podniosta na wysokosé h. Przyspieszenie ziemskie g jest dane.

568. Po usunieciu podpory pret zaczyna obracaé sie¢ wokél drugiego punktu
podparcia O (rys. 4). Réwnanie ruchu obrotowego ma w chwili poczatkowej
postaé Ipe = mga/2, gdzie moment bezwladnosci wzgledem osi przechodzacej
przez punkt O zgodnie z twierdzeniem Steinera wynosi

7 mi? N a\? 12 + 3a2
=—4+m|l=-] =m—-.
7 12 2 12

Stad przyspieszenie katowe preta € = 6ga/(I% + 3a?). Srodek masy preta S ma
w chwili poczatkowej przyspieszenie ag = £a/2. Z réwnania ruchu $rodka masy
mag = mg — R otrzymujemy szukang sile reakcji

mgl?
2 4+ 3a?’
569. Wykonana praca W powoduje wzrost energii potencjalnej cigzkosci
zawieszonej kulki oraz energii potencjalnej oddzialywania elektrostatycznego
miedzy kulkami W = mgh + kqiq2/r, gdzie ¢1, g2 sa tadunkami kulek, a r
koncowa odleglo$cia miedzy kulkami. Z podobienstwa trojkatéow przedstawionych
na rysunku 5 otrzymujemy mg/l = F./r, gdzie F, = kqiqz2/r? jest sita
elektrostatycznego oddzialywania miedzy kulkami w stanie réwnowagi. Zachodzi
tez zwiazek x2 = 1?2 — h? =12 — (I — h)?, stad | = r?/(2h). Energia oddzialywania
elektrostatycznego miedzy kulkami wynosi 2mgh, a szukana praca W = 3mgh.
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VE1-44

Termin nadsytania rozwigzan: 30 VI 2014

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan

665 (WT = 1,32) i 666 (WT = 1,86)

z numeru 9/2013

Rami Marcin Ayoush Szelkéw
Marcin Matogrosz ‘Warszawa
Adam Dzedzej Gdansk
Janusz Fiett Warszawa
Marek Spychata Warszawa
Andrzej Idzik Bolestawiec
Wojciech Maciak ‘Warszawa
Jedrzej Garnek Poznan

41,55
40,53
40,33
40,07
39,37
38,63
36,72
36,08

Czoléwka ligi zadaniowejKlub 44F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
562 (WT = 1,30), 563 (WT = 3,40),
564 (WT = 1,56) i 65 (WT = 2,07)

z numeréw 9/2013 i 10/2013

Andrzej Nowogrodzki Chocianéw
Krzysztof Magiera FLosiéw
Michal Kozlik Gliwice
Jacek Konieczny Poznan
Ryszard Wozniak Krakéw
Tomasz Wietecha Tarnéw

Liczbe 44 punktéw po raz trzeci

45,121
42,601
40,781
25,551
22,11
22,37

przekroczyt pan Andrzej Nowogrodzki.

Gratulujemy! W podsumowaniu ligi

zamieszczonym w numerze 2/014 zlosliwy
chochlik usunat nazwisko pana Ryszarda

Wozniaka. Bardzo przepraszamy!

Zadania z matematyki nr 679, 680
Redaguje Marcin E. KUCZMA

679. Na okregu wybrano skoficzong liczbe punktéw i niektdére z nich oznaczono
kolorem bialym, a pozostate czerwonym tak, ze punktow bialych jest przeszto
dwukrotnie wigcej niz czerwonych. Dowiesé, ze istnieje taki punkt biaty, ze kazdy
tuk okregu, majacy koniec w tym punkcie, zawiera wiecej punktéw biatych

niz czerwonych.

680. Dwusieczne katéw wewnetrznych tréjkata ABC przecinaja okrag na nim
opisany odpowiednio w punktach D, E, F. Odcinki prostych DE i DF,
wyznaczone przez punkty przeciecia tych prostych z bokami tréjkata, maja
srodki w punktach M i N. Odcinki AD i E'F przecinaja sie w punkcie P.
Wykazaé, ze érodek okregu, przechodzacego przez punkty D, M, N, lezy na
okregu, przechodzacym przez punkty P, M, N.

Zadanie 680 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krakowa

Rozwigzania zadan z numeru 12/2013

Przypominamy tresé zadan:

671. Ptaszczyzne podzielono prostymi poziomymi i pionowymi na kwadraty jednostkowe i niektére
z tych kwadratéw (skoniczenie wiele) zaczerniono. Kazdy czarny kwadrat ma wspolne boki

z dokladnie dwoma innymi czarnymi kwadratami. Ile moze by¢ czarnych kwadratéw? Podac
wszystkie mozliwe wartosci ich liczby.

672. Wykazad, ze istnieje nieskonczenie wiele par liczb wymiernych dodatnich w, v, dla ktérych liczba
u + % + v+ % jest calkowita.

671. Potraktujmy zaczernione kwadraty jako wierzcholtki skonczonego grafu;
para wierzcholkéw jest polaczona krawedzig grafu, gdy odpowiadajace im
kwadraty sasiaduja (maja wspdlny bok). Zgodnie z trescig zadania, z kazdego
wierzchotka wychodza doktadnie dwie krawedzie. Graf rozpada sie zatem na
roztaczne cykle — to znany fakt (i tatwy do wykazania: z dowolnego wierzchotka
rozpoczynamy wedréwke po krawedziach grafu, nie powtarzajac zadnej krawedzi;
musimy wroéci¢ do punktu wyjscia; odrzucamy powstaly cykl i powtarzamy
postepowanie, do wyczerpania wszystkich krawedzi).

Kazdy cykl ma dlugos¢ parzysta. Aby to zobaczy¢, wystarczy sobie wyobrazi¢, ze
(niezaleznie od zaczernien rozwazanych w zadaniu) cala plaszczyzna jest ,w tle”
pomalowana dwoma odcieniami, jak szachownica, a sasiadujace kwadraty

maja rézne odcienie; zamknigcie cyklu wymaga parzystej liczby krokow.

Tak wiec liczba czarnych kwadratéw jest parzysta. Jasne, ze nie moze ona by¢
rowna 2 i ze moze by¢ réwna 4. Czy moze by¢ réwna 67 Musialby to by¢
pojedynczy cykl; znalazlby sie¢ w nim czarny kwadrat narozny K, sasiadujacy np.
od wschodu i od péinocy z dwoma czarnymi kwadratami, K’ i K”. Kwadrat L,
rézny od K i sasiadujacy z K’', K”, nie moze by¢ zaczerniony (zamknalby on
cykl dlugosci 4). Kazda droga, laczaca K’ z K” i omijajaca kwadraty K, L,
wymaga zaczernienia wiecej niz 3 kwadratéw. Nie jest wigc mozliwe, by liczba
czarnych kwadratéw wyniosta 6.

Moze to by¢ wszelako kazda wigksza liczba parzysta 2k (k > 4). Wystarczy wziaé
prostokat o wymiarach (k — 1) x 3 i zaczernié¢ wszystkie jego pola brzegowe. Jest
ich dokladnie 2k i tworza cykl o wymaganej wtasnosci.
Dostajemy odpowiedz: liczba czarnych kwadratéw moze byé dowolna dodatnia
liczba parzysta z wyjatkiem 2 oraz 6.
672. Nieskonczony ciag takich par (un,v,) mozemy uzyskaé na przyklad biorac
ciag Fibonacciego (F} = F» =1, F,, 42 = F, 41 + F},) i okreSlajac

W, — F2n+1

" Fon1

Dla kazdego n > 1 mamy wéwczas

Uy = Fopi1Fon_1 = F3, + 1.

1 F3,. +F5,_ Fony1 — Fon1)? F3, v, — 1 1
Up+— = 2n+1 2n—1 _ ( 2n+1 2n 1) 49 = 2n +9 = n 42 = 3_7’
Unp Fonp1Fon Fonp1Fon Un, Un, Un,
a zatem suma 1 1
Up + — + U, + — =3+,
Un, Un,

jest liczba catkowita.
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Prosto z nieba:
Planeta-mikrosoczewka

Katalog planet pozastonecznych:
http://exoplanet.eu/catalog

O tym, jak astronom-amator moze
samodzielnie obserwowaé pozastoneczne
planety, pisaliémy ostatnio

w Delcie 2/2014.

Mikrosoczewkowanie badaja:

Microlensing Follow Up Network (LFUN),
Probing Lensing Anomalies Network
(PLANET), Microlensing Observations in
Astrophysics (MOA), Optical
Gravitational Lens Experiment (OGLE).

Liczba znanych planet poza Ukladem Slonecznym przekracza 1000. W wiekszosci
przypadkéw odkryto je, korzystajac z pomiaréw predkosci radialnych sktadnikow
(analiza ruchu linii widmowych) lub poprzez analize zaémien (tzw. tranzyt, czyli
przejscie planety przed tarcza gwiazdy). Istnieje wszakze trzeci, bardziej subtelny
sposéb stwierdzenia, czy wokot danej gwiazdy krazy planeta:
mikrosoczewkowanie grawitacyjne. W tym przypadku $wiatlo odleglej gwiazdy
jest skupiane w polu grawitacyjnym soczewki — ukladu gwiazda-planeta —
a z ksztaltu i tempa zmian jasnoéci otrzymuje si¢ informacje na temat planety.
Dotychczas odkryto w ten sposéb okolo 20 planet. Jednej z nich poswiecimy
wiecej uwagi, poniewaz wszystko wskazuje na to, ze jest to pierwsza
mikrosoczewkowana planeta, ktéra znajduje sie w ekosferze swojej gwiazdy, tj.
w odleglosci przyjaznej zyciu. Odkrycie opublikowali przedstawiciele wielu grup
badawczych, w tym polskiego OGLE. Uklad MOA-2011-BLG-293Lb, o ktérym
mowa, jest réwniez pierwszym ukladem planetarnym o potwierdzonym potozeniu
w centralnym zgrubieniu Galaktyki (odlegto$¢ od Ziemi 7,7 + 0,44 kpc).
Obserwacje teleskopu Kecka, wyposazonego w lustra z adaptywna optyka
znacznie poprawiajace doktadnos¢ obserwacji, umozliwity pomiar masy gwiazdy
M = 0,86 £ 0,06 M oraz masy planety kilkakrotnie masywniejszej od Jowisza,
m = 4,8 £ 0,3 My. Dane sugeruja, ze uklad jest bardzo rzadkim przypadkiem
gazowej planety orbitujacej blisko (1,1 AU) karta péznego typu gwiazdowego G
lub M, podobnego do Stonica. Badacze oszacowali prawdopodobienstwo réznych
konfiguracji orbitalnych planety — z duzym prawdopodobiefistwem znajduje sie
ona dostatecznie blisko, by warunki, takie jak ilos¢ Swiatla stonecznego, byty
zblizone do ziemskich. Sama planeta nie ma zapewne stalej powierzchni i jest
podobna do Jowisza, ale moze mie¢ skaliste ksiezyce, na ktoérych w sprzyjajacych
okolicznoéciach mogto rozwinaé sie zycie.

Michat BEJGER

Niebo jak wlasna kieszen: Kwiecien

Pomiedzy gwiazdozbiorami Lwa, Hydry i Pucharu
odnajdziemy nad poludniowym horyzontem niewielka
konstelacje, wprowadzona do atlasu nieba w 1687 r. przez
Jana Heweliusza: Sekstant (lac. Sextans). Sekstant jest
latwy do przegapienia, poniewaz nie sklada sie z jasnych
gwiazd, ale przy odrobinie dobrej woli mozna dopatrzy¢

11h

sie charakterystycznego ksztaltu astronomicznego
przyrzadu pomiarowego, na wschéd od linii laczacej

a Hydrae (Alphard) i @ Leonis (Regulus). Najjasniejsza
gwiazda Sekstantu, a Sex to olbrzym typu widmowego A
znajdujacy sie w odlegtosci 287 lat Swietlnych od Ziemi,
o widomej jasnoéci 4.48™, znajdujaca sie prawie

" doktadnie na réwniku niebieskim — linia taczaca o

i B Sex jest do niego praktycznie réwnolegla. Jedynym

200 —
/_/./,

—+20°

RAK
—

wyrdzniajacym sie obiektem pozagalaktycznym jest
galaktyka eliptyczna NGC 3115 (Wrzeciono), w ktdrej
-r wnetrzu wedlug oszacowan znajduje si¢ supermasywna

=

! czarna dziura o masie 2 - 109 Mg, czyli okolo tysiac razy

ciezsza od naszej Sgr A* w gwiazdozbiorze Strzelca.

W kwietniu kolejne atrakcje dla amatoréw

astrofotografii: 8 IV Mars (—1.48"™, gwiazdozbiér Panny)
znajdzie si¢ w opozycji — z tarcza catkowicie oSwietlona
przez Slonice. Jeszcze jasniejszy jest obecnie Jowisz

-10°

PUCi—IAR' \ )
N

(—2™) w gwiazdozbiorze Blizniat. Pelni Ksiezyca (15 IV)
towarzyszy catkowite za¢mienie, ktére bedzie widoczne
w obu Amerykach (w Polsce, niestety, nie). Dwa dni

- péZniej koniunkcja Ksiezyca i Saturna (0.38™)
L w gwiazdozbiorze Wagi (odleglo$é 0°22'). Z kolei néw

11 100
Jasnos¢ (wielkos¢ gwiazdowa):

@l ®2 3 +4 :5 -6

" gromada otwarta
o gwiarda zmienna

Gwiazdozbiér Sekstantu. Mapa nieba we wspdéirzednych réwnikowych;
rozmiary gwiazd odzwierciedlaja ich jasnosci w wielko$ciach

gwiazdowych.

Mapke nieba wykonano na podstawie mapy

»Sky & Telescope” (Roger Sinnott & Rick Fienberg).

(29 IV) jest w tym miesigcu urozmaicony przez
obraczkowe za¢mienie Stonca, dostepne dla obserwatoréw
w poludniowej Afryce i Australii (oraz na Antarktydzie).
Zjawiska meteorytowe w kwietniu to Lirydy, deszcz
meteoréw o zenitalnej liczbie godzinnej okoto 20/h,
radiancie w gwiazdozbiorze Lutni i maksimum 22-23 IV.

o galaktyka
<~ mglawica planetarna

IAU/magazynu
M. B.
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Trygonometria obrazkowa
Joanna JASZUNSKA

Czasem jeden rysunek pozwala dowies¢ tak wiele. .. Rozwazmy trojkat ABC

o katach xBAC = a oraz xABC = 90°. Na jego przeciwprostokatnej AC'
zbudujmy, na zewnatrz, trojkat ACD o katach xDAC = 8 oraz xACD = 90°,
przy czym « + (3 < 90°. Caloéé¢ ,,domknijmy” do prostokata ABEF, jak

na rysunku 1. Wowczas xDCE = a (bo xACB = 90° — «) oraz xADF = a + (3
(bo DF || AB).

Wzory na sin(« + 3) oraz cos(a + [3) Wzér na tg(a + 3)

Niech AD = 1. Wyznaczmy kolejno dhugosci
przyprostokatnych w tréjkatach ACD, ABC

Przyjmijmy, iz AB = 1 (rys. 2) i kolejno wyznaczmy
dlugosci bokéw trojkatéw ABC, ACD i CED.

oraz CED: W tréjkacie ADF mamy tg(a+ 5) = % = nggg, stad
F D sinasing E tgo +tg Jé]
- - tgla+ f) = ————.
-/ p \] &l 8) 1—tgatgl
o
o% % F D tgatglf E
NRE -/ N
« wn 6(1
Q -2
° (C
% o
@
1 A C
CO%@ - C
8
3
3
@
a a
A cosacos 3 B

Rys. 1

W tréjkacie ADF' przeciwprostokatna AD = 1, wiec

czyli

Podobnie, oznaczajac xCAF = a, mozna wyprowadzié¢

sin(a + (3) = sinacos B + cos asin j3,

cos(a + (3) = cos acos 3 — sin acsin f3.

sin(a + 3) = AF = BC + CE, Rys. 2
cos(a + ) = DF = AB — DE,

Podobnie, przyjmujac xCAF = « oraz BC' = 1, mozna
wyprowadzié wzér na tg(a — 8) dla 8 < a < 90°.

Oznaczajac dodatkowo xDAF = v, otrzymujemy
DF = AFtgy = (BC + CE)tgy = (tga + tg8) tg .
Poniewaz DE + DF = AB = 1, plynie stad wniosek, iz

wzory na sin(a — ) oraz cos(a — ) dla § < a < 90°. tgatg S+ tgftgy +tgytga=1 dla a+ g+~ =90°.

Wzory wyprowadzone powyzej dla odpowiednio malych katéw sg prawdziwe takze ogdlnie.

A oto kilka mniej znanych rownosci, ktore tez wszystkie wynikaja z jednego
obrazka — tym razem zbudowanego z trzech kwadratow. Dla x > 0 kgt arctg z to
taki kgt ostry, ktorego tangens rowny jest x, np. arctg 1 = 45°. Odnalezienie
na rysunkach odpowiednich tréjkatéw prostokatnych pozostawiamy Czytelnikom.

arctg 1 4+ arctg 2 4+ arctg 3 = 180°

arctg 1 + arctg % = arctg 3 arctg 1 + arctg % + arctg % = 90° arctg 1 + arctg % = arctg 2
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