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Strumieniem energii nazywamy ilo$é
energii przechodzacej w jednostce
czasu przez jednostkowg powierzchnig
prostopadle do niej.

Rys. 1. Bilans radiacyjny powierzchni
Ziemi. Szare strzatki to promieniowanie
sloneczne padajace na powierzchnig
réwng przekrojowi planety, cze$ciowo
pochlonigte i cz¢sciowo odbite

przez planete. Kolorowe strzalki to
promieniowanie termiczne planety
emitowane z calej jej powierzchni.

*Instytut Geofizyki, Wydzial Fizyki
Uniwersytetu Warszawskiego

Globalne ocieplenie okiem fizyka
Szymon MALINOWSKI™

Zeby zrozumie¢ przeszle i aktualnie obserwowane zmiany klimatu, sprobujemy
spojrzeé¢ na nasza planete okiem fizyka i poznaé¢ podstawowe mechanizmy
fizyczne, ktére rzadza przeplywami w atmosferze i oceanie. Takie spojrzenie,
nieco inne niz nasze codzienne mys$lenie o pogodzie w najblizszym otoczeniu,
chlodne, ale precyzyjne, pozwoli nam zrozumie¢ niektére zaleznosci w Swiecie
przyrody. Samo okreslenie ,globalne ocieplenie” podsuwa mysl, od jakich zjawisk
fizycznych musimy rozpoczaé poszukiwania. Punktem startowym jest analiza
przeplywéw energii i przeglad zbiornikow ciepta w tzw. uktadzie klimatycznym,
czyli tak naprawde w cienkiej zewnetrznej warstwie naszej planety obejmujacej
atmosfere, hydrosfere, powierzchnie gruntu i biosfere.

Gléwnym Zrodlem energii ,zasilajacej” uklad klimatyczny jest Stonce. Reakcje
termojadrowe, przede wszystkim zamiana wodoru w hel, zachodzace we wnetrzu
Stonica ogrzewaja nasza gwiazde tak, ze jej zewnetrzne warstwy osiagaja
temperature okoto 5800 K i emituja promieniowanie. Prawo Stefana—Boltzmanna
mowi, ze kazde cialo o temperaturze wiekszej niz 0 K emituje promieniowanie
elektromagnetyczne, a strumien energii @ tego promieniowania wyraza sie wzorem
®=oT",
gdzie o jest stalay Stefana—Boltzmanna, réwna okoto 5,7 - 1078 W/(m2K*). Takie
promieniowanie nazywamy promieniowaniem termicznym, a promieniowanie
stoneczne jest jego bardzo dobrym przykladem. Prawa Wiena i Plancka méwia
szczegdltowo o diugosciach fal tego promieniowania, tym krétszych, im wyzsza
jest temperatura emisyjna zrédla. Poniewaz temperatura Slonca jest wysoka,
mowigc o promieniowaniu stonecznym w jezyku fizyki atmosfery, czesto
uzywamy sformulowania ,promieniowanie krotkofalowe”.

Temperatura efektywna. Strumien energii promieniowania krétkofalowego
Stornica docierajacy do orbity Ziemi nazywa si¢ stalg stoneczng. Czedc
promieniowania stonecznego padajacego na powierzchnie Ziemi jest absorbowana,
a czesS¢ odbijana w kosmos. Stosunek energii odbitej do przychodzacej to
tzw. albedo planetarne. Energia promieniowania stonecznego zaabsorbowanego
na powierzchni Ziemi gromadzi sie w uktadzie klimatycznym. Wzrost
energii wewnetrznej uktadu klimatycznego powoduje wzrost temperatury
powierzchniowych warstw planety az do momentu, w ktérym emisja
promieniowania termicznego zréwnowazy absorpcje energii. Ustala sie wtedy
stan réwnowagi uktadu klimatycznego, zalezny od tego, jaki strumien energii
stonecznej dociera do orbity Ziemi oraz jaka czes¢é docierajacej do niej energii
Ziemia pochlania, a jaka odbija. Na drodze promieniowania stonecznego Ziemia
stanowi przeszkode o powierzchni mR?, gdzie R to promief Ziemi. Przy strumieniu
energii stonecznej S catkowita energia stoneczna docierajaca do powierzchni Ziemi
wyniesie m1R2S, z czego przy albedo A powierzchnia Ziemi pochtonie moc

P, =(1— A)nR3S.
Poniewaz Ziemia obraca sie i w cyklu dobowym oswietlana jest cala jej powierzchnia,
adodatkowo cyrkulacje atmosferyczne i oceaniczne wyréwnuja temperature planety,
promieniowanie termiczne emitowane jest z calej powierzchni kuli ziemskiej, ktora
wynosi 47 R?. Przyjmijmy (jest to niezle przyblizenie), ze Ziemia emituje jak ciato
doskonale czarne. Zgodnie z prawem Stefana—Boltzmanna planeta o temperaturze
emisyjnej T, wypromieniowuje w kosmos moc

P, = 47 R*cT.
W stanie réwnowagi moc pochlanianego promieniowania stonecznego P

réwnowazona jest emisja promieniowania termicznego o mocy P,, skad tatwo
obliczy¢, ze temperatura emisyjna planety wynosi

1/(1—4A)S
40

Podstawiajac warto$¢ stalej stonecznej S = 1362 + 1W /m? oraz albedo Ziemi
A = 0,3, dostajemy T, = 254,62 + 0,05K. Innymi stowy, patrzac z kosmosu,

1

T, =
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Rys. 2. Pionowy podzial atmosfery
z zaznaczeniem temperatur.
Zrédlo: Wikipedia.

Na fotografii wschodu Storica wykonanej
z promu kosmicznego widaé, jak

cienka jest atmosfera — jasna warstwa
rozpraszajgca promieniowanie stoneczne.
Zrédlo: NASA.

widzimy nasza planete jako chtodna, o temperaturze nieco mniejszej od —18°C,
podczas gdy Srednia temperatura na powierzchni Ziemi jest o ponad 33°C
wyzsza niz T,. Skad bierze si¢ ta réznica? Odpowiada za nia cienka i zwiewna
otoczka gazowa otaczajaca powierzchnie planety — atmosfera ziemska.

Efekt cieplarniany. Ilustracje w wielu podrecznikach pokazuja gruba powloke
podzielong na warstwy: troposfere, stratosfere, mezosfere i termosfere, ktéra
przechodzi w przestrzen kosmiczna na wysokosci 2-3 tysiecy kilometréw —
odleglosci takiej jak potowa promienia naszej planety. Logarytmiczna skala
wysoko$ci uzywana na ilustracjach sztucznie rozciagga troposfere i stratosfere,
co nie pozostaje bez wplywu na nasza percepcje. Lepszy obraz atmosfery jest
taki: w termosferze prawie nie ma materii, znakomita wiekszosé obiektow, ktére
wyslaliSmy w kosmos, dalej nie dotarta. Ladowanie kapsuly z kosmonautami
zaczyna si¢ na granicy termosfery, na wysokosci okoto 100 km. Jesli przyjmiemy
te warstwe za gérna granice atmosfery, to grubosé jej w stosunku do

promienia Ziemi (okoto 6370 km) jest mniejsza niz grubos¢ skorki jabtka

w stosunku do miazszu. Pasazerski samolot na wysoko$ci przelotowej rzedu

10 kilometréw ma pod sobg okolo 80% masy atmosfery. A gdyby powietrze
sprezy¢ do takiej gestosci, jaka ma woda, grubos¢ atmosfery wynositaby
zaledwie 10 metréow. Mialaby ona wtedy objetosé niemal 300 razy mniejsza

niz objeto$¢ wody w oceanie $wiatowym ($rednia gleboko$é to okoto 4 km,
pokrywa on okolo 70% powierzchni globu), a nawet mniejsza niz ilo$é wody
zawarte] w ladolodach Antarktydy i Grenlandii (kt6ra odpowiada warstwie
wody o grubosci 70 m pokrywajacej cala planete). Zeby sobie uzmyslowié, jak
bardzo ta cienka warstwa powietrza nad naszymi glowami wplywa na warunki
panujace na powierzchni Ziemi, wystarczy spojrzeé¢ na Ksiezyc, ktory érednio
otrzymuje od Slonca tyle samo energii na jednostke powierzchni co nasza
planeta i niemal cala ja absorbuje ($rednie albedo okolo 0,12). Gléwna cechy
atmosfery, ktéra nas tu interesuje, jest fakt, ze jest ona niemal przezroczysta
dla promieniowania krétkofalowego (slonecznego) i niemal nieprzezroczysta

dla emitowanego przez powierczhni¢ Ziemi i atmosfere promieniowania
termicznego, odpowiadajacego temperaturom w zakresie 200-350 K. Za te
ostatnia ceche odpowiadaja tzw. gazy cieplarniane (para wodna, CO5, CHy

i inne), ktérych w atmosferze jest niewiele. Niewiele, co nie znaczy, ze ich efekt
jest niewielki. Utrudniaja one ucieczke promieniowania diugofalowego w kosmos,
a samo zjawisko nazywa sie ,efektem cieplarnianym”. Nazwe te nadal,

badajac bilans energetyczny naszej planety, francuski fizyk Joseph Fourier

w roku 1824.

Efekt cieplarniany mozna zilustrowaé¢ prostym modelem, tzw. modelem szyby
(rys. 3). Atmosfere planety zastapmy warstwa materialu przezroczystego

dla promieniowania stonecznego i absorbujacego 100% promieniowania
termicznego z powierzchni planety. Warstwa po zaabsorbowaniu promieniowania
termicznego wyemitowanego z powierzchni ogrzewa si¢ i emituje promieniowanie
termiczne w rownych proporcjach w kosmos i do powierzchni gruntu.

W warunkach rownowagi emisja w kosmos rownowazy strumien energii

od Stonca, a do powierzchni Ziemi dociera dodatkowo strumien promieniowania
termicznego atmosfery (tzw. promieniowanie zwrotne), co w efekcie podnosi
temperature powierzchni gruntu.

O ile szczegoly fizyczne efektu cieplarnianego sa bardzo skomplikowane, a prosty
model powyzej stanowi jedynie ilustracje jego niektérych cech, konsekwencje
efektu cieplarnianego mozna przedstawi¢ za pomoca tatwej do zrozumienia
analogii. Wyobrazmy sobie dom (uktad klimatyczny) z dostawa ciepta

z elektrocieplowni (Stofice). Przy stalych warunkach na zewnatrz budynku

W jego wnetrzu po pewnym czasie ustali sie pewna temperatura: doplyw energii
bedzie réwnowazony ucieczka ciepla przez Sciany. Wtedy dom okrywamy izolacja
(atmosfera z gazami cieplarnianymi) pozwalajaca zatrzymaé energie wewnatrz
budynku. Temperatura wnetrza i $cian wzrosnie. W efekcie bedzie rosnaé
ucieczka ciepla, az do momentu ustalenia sie nowego stanu rownowagi — teraz
juz przy cieplejszym wnetrzu budynku. W tym nowym stanie ucieczka ciepta
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Rys. 3. Schematyczne przedstawienie
efektu cieplarnianego za pomocg ,modelu
szyby”. Obserwator w kosmosie widzi
dwa strumienie energii: pochlanianego
przez planet¢ promieniowania
slonecznego oraz emitowanego przez nig
promieniowania podczerwonego.

W stanie rownowagi warto$ci obydwu
strumieni sg takie same. Obserwator

na powierzchni planety obserwuje
strumien promieniowania stonecznego
oraz strumien promieniowania
termicznego atmosfery docierajace

do powierzchni Ziemi i réwnowazacy je
strumien promieniowania podczerwonego
emitowanego z jej powierzchni.

na zewnatrz bedzie znowu réwnowazy¢ doptyw ciepta do budynku, a zatem
obserwator zewnetrzny nie zauwazy réznicy miedzy stanem domu po ociepleniu,
odczuja ja natomiast przebywajacy wewnatrz mieszkancy.

Bilans energii Ziemi. Do tej pory zajmowalismy si¢ tylko przeplywami energii
promieniowania wewnatrz uktadu klimatycznego. Nie jest to jedyny sposob,

w jaki powierzchnia gruntu i ocean wymieniaja energie z atmosfera. Istotne

jest jeszcze bezposrednie ogrzewanie powietrza od powierzchni gruntu czy
oceanu (przewodnictwo cieplne) oraz efekty wymiany ciepla utajonego: woda,
parujac z powierzchni oceanu, gleby czy roélin, zabiera cieplo przemiany fazowej
(wody w pare), ktére oddaje podczas kondensacji pary wodnej w chmurach.
Gdy woda wypadnie z chmur na ziemie w postaci opadu, cieplo kondensacji
zostaje w atmosferze.

odbite dochodzace wychodzace
promieniowanie promieniowanie promieniowanie
stoneczne stoneczne f dlugofalowe
101,9 Wm 2 ’ 341,3 Wm 2 238,5 Wm 2

odbite przez
chmury i atmosfere
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. atmosferyczne
emitowane 1
przez atmosfere
‘ gazy
, pochlaniane ciepla.rnwl

78 Przez atmosfere

AR
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=
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’
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J 17 80 promieniowanie
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f
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Rys. 4. Usrednione (po calej powierzchni Ziemi i kilku latach) strumienie energii uktadu
powierzchnia Ziemi-atmosfera-przestrzen kosmiczna wyznaczone na podstawie danych satelitarnych
z okresu III 2000-V 2004 z wykorzystaniem GCM (ang. Global Climate Model, Globalny Model
Klimatu). Bilans pokazuje, ze uktad klimatyczny nie byl w tym czasie w stanie réwnowagi,

emisja energii w kosmos byla $rednio mniejsza o 0,9 V\/'/m2 niz absorpcja energii promieniowania
slonecznego. Za: K.E. Trenberth, J.T. Fasullo, J. Kiehl, Farth’s Global Energy Budget, Bull. Amer.
Meteor. Soc. 90 (2009), 311-323.

Wymiane energii miedzy powierzchnia naszej planety, atmosfera oraz
przestrzenia kosmiczna przedstawia rysunek 4. Zilustrowano na nim usredniony
po kilku latach i calej powierzchni naszej planety bilans energii na jednostke
powierzchni (W/ m2). Liczby podane na tym diagramie przykuwaja uwage.
Strumien energii promieniowania podczerwonego atmosfery dochodzacego

do powierzchni Ziemi (efekt cieplarniany) jest dwukrotnie wiekszy niz
strumien energii $§wiatta stonecznego! Ponadto strumienie energii przenoszone
do atmosfery przez cykl hydrologiczny sa okolo czterokrotnie mniejsze niz
wymiana energii przez promieniowanie w podczerwieni i jednocze$nie mniej
wiecej czterokrotnie wieksze niz bezposrednie ogrzewanie si¢ powietrza

od podloza! Oznacza to, ze 1% zmiany w strumieniach radiacyjnych

w podczerwieni ma taki wplyw na transfery energii jak 20% zmiany

w strumieniach ciepta odczuwalnego.

Dalsza uwazna analiza diagramu pokazuje ogromna role wody w wielu kluczowych
ogniwach calego bilansu energetycznego. Kondensacja pary wodnej prowadzi

do powstawania chmur, ktérych obecnoéé reguluje doptyw energii do uktadu.
Chmury, zaréwno wodne, jak i lodowe, efektywnie odbijaja promieniowanie
stoneczne w kosmos, wiec ich obecno$é i wlasnosci wptywaja na albedo planety.
Chmury uczestnicza takze w efekcie cieplarnianym, gdyz sktadaja sie z wody,
ktéra absorbuje w podczerwieni, a jednoczeénie sg znacznie mniej przezroczyste
dla promieniowania podczerwonego niz para wodna (méwimy, ze maja duza
grubos¢ optyczna). Fakt, ze procesy kondensacji i parowania efektywnie
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Rozwigzanie zadania F 852.
W wyniku spalania wegla w reakcji
C 4 Oz — CO3 nie zmieni si¢ liczba
moli gazu w pomieszczeniu, zostanie on
jednak ogrzany do wysokiej temperatury.
Dla czasteczek liniowych, takich
jak N2, Oz, COq, cieplo wlasciwe
w stalej objetosci wynosi gR, gdzie
R = 8,314 J/(mol - K) jest stalg gazows.
Energia wewnetrzna N moli gazu jest
zatem réowna U = gNRT. Bilans energii
mozna zatem zapisaé jako:

5

%NRTk - gNRTo +0,21NQ,
gdzie T}, jest temperaturg koncowa.
Stad T) = Tp + 0,084 Q/R =~ 4400 K.
Zaniedbaliémy tu fakt, ze w wysokich
temperaturach poza stopniami swobody
ruchu postepowego i rotacyjnego
czasteczek gazu wzbudzane sg takze ich
oscylacje, co prowadzi do zwigkszenia
liczby stopni swobody: z 5 do 6 dla
czasteczek Na iz 5 do 9 dla czasteczek
CO2. Uwzglednienie tego faktu w bilansie
energii zmniejszy oszacowanie T},
o okolo 25%. Wysokos$é warstwy pylu to
(S jest powierzchnig podtogi):

1 0,5dm® 12g 0,21 SH

s’ 1000 g " mol 22,4 dm?3/mol’

skad otrzymujemy h =~ 5 - 107°H, czyli
okoto 0,1 mm.

dostarczaja ciepto z powierzchni Ziemi do atmosfery, ma jeszcze jedng niezwykle

wazna ceche. Cykl hydrologiczny to wielka maszyna parowa, ktéra dzialta

w naszej atmosferze i efektywnie napedza cyrkulacje mas powietrza i wod

w glebi oceandéw, ktére redystrybuuja energie w uktadzie klimatycznym, a profil

temperatury w troposferze zwiazany jest z tym, jak wspolgraja procesy transferu
radiacyjnego i konwekcji chmurowej (réwnowaga radiacyjno-konwekcyjna).

Przedstawiony na rysunku 4 bilans energii, wynikajacy ze zmierzonych
satelitarnie i obliczonych numerycznie wartosci strumieni, ujawnia niepokojaca
informacje. Uklad klimatyczny nie jest w stanie réwnowagi termodynamicznej:
kazdy metr kwadratowy naszej planety w kazdej sekundzie akumuluje 0,9 J
energii. Jak duza jest to warto$¢, mozna zrozumieé, poréwnujac ja, na przyktad,
ze strumieniem ciepta geotermalnego, ktéry wynosi okoto 0,09 W/m?, czy
,bezposgrednim” ogrzewaniem atmosfery przez cztowieka: 0,028 W /m?.

Widag¢, ze sytuacja naszej planety przypomina dom w trakcie oktadania
izolacja. I tak wlasnie jest — potrafimy na wiele réznych sposobéw pokazaé, ze
nieréwnowaga radiacyjna, ktéra obserwujemy, jest spowodowana wzmocnieniem
efektu cieplarnianego wskutek przyrostu koncentracji gazéw cieplarnianych

w atmosferze. Mozna takze stwierdzi¢ — przy uzyciu fizyki jadrowej i analizy
sktadu izotopowego dwutlenku wegla w atmosferze i paliwach kopalnych — ze ten
wzrost koncentracji gazow cieplarnianych jest efektem spalania paliw kopalnych.
Ale to juz temat na osobny artykut.

Obraz przedstawiony w tym artykule jest bardzo uproszczony, pomija wiele
zjawisk i oddziatywan w ukladzie klimatycznym; uproszczenia te nie wplywaja
jednak na najwazniejszy wniosek opisywanej analizy: bilans energii globu to
najwazniejszy czynnik odpowiedzialny za klimat, a jego ostatnie zaburzenie
odpowiada za globalne ocieplenie. Czytelnikéw pragnacych zapoznaé sie bardziej
szczegblowo z tym, jak wyglada fizyka proceséw klimatycznych oraz co nauki
przyrodnicze méwia o aktualnych, przesztych i mozliwych przysztych zmianach
klimatu, zapraszam do portalu popularnonaukowego naukaoklimacie.pl.

w

Rozwigzanie zadania M 1415.
Niech f spelnia warunek z zadania.
Korzystajac dwukrotnie z rownosci
(najpierw dla f(x) i y, a nastepnie dla
y i x), dostajemy

F(f (@) () = f(f(@)y) + f(z) =

= f(zy) +y + f(=).
Jesli w otrzymanej réwnosci zamienimy
z i y rolami, to lewa strona si¢ nie zmieni,
wigc przyréwnujac prawe strony,
otrzymamy
flx)—z=f(y) —v,

zatem f(x) = x 4 ¢ dla pewnej stalej c.
Wstawiajac to do wyjsciowego réwnania,
nietrudno si¢ przekonac, ze jedyna
funkcja spelniajaca zadany warunek jest

f@)=o+1.

w

Rozwigzanie zadania M 1416.

Uczen na wycieczce spotyka sie

z n — 1 innymi uczniami, wigc aby
spotkac¢ sie ze wszystkimi 2n — 1 kolegami
ze szkoly, musi wzigé udzial

w przynajmniej 3 wycieczkach. Stad
liczba biletéw wynosi co najmniej 6n,
wigc mineto co najmniej 6 tygodni.

Pieciokot foremny
fot. Waldemar Kwasniewski
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Szereg Z ay jest zbiezny, gdy istnieje
k=1

skonczona granica ciggu sum cze¢sciowych
n

Sy = E ay. Jezeli ciag S, nie ma
k=1

skoniczonej granicy, szereg nazwiemy

rozbieznym.

*Wydzial Matematyki, Informatyki
i Ekonometrii, Uniwersytet Zielonogérski

Czlapanie do nieskonczonosci
Tomasz MALOLEPSZY ™

Matematyka, jak przystato na krélowa nauk, jest dyscypling dos¢ trudna

i wymagajaca umiejetnosci abstrakcyjnego myslenia. Jezeli przyjaé

za Galileuszem, ze matematyka jest alfabetem, za pomoca ktorego Bég opisal
wszechswiat, to trzeba przyznad, ze jest to alfabet do$¢ zlozony i nie jest tatwo
nauczy¢ sie dobrze nim postugiwaé. Jednym z jego wazniejszych elementéw jest
niewatpliwie nieskonczonosé. Préba zrozumienia nieskonczonosci dla czlowieka,
ktory w istocie rzeczy zyje otoczony wielko$ciami skoficzonymi (a przynajmniej
takie mu sie one na pierwszy rzut oka wydaja), czesto opiera sie na swoistym
przeniesieniu doswiadczen czy intuicji znanych mu z jego ,skonczonego” $swiata,
co zwykle koniczy sie niepowodzeniem. Dobrym tego przyktadem sa szeregi, czyli
obiekty matematyczne, ktore (niezbyt precyzyjnie piszac) uogélniaja pojecie
sumy na przypadek nieskonczenie wielu sktadnikéw.

Juz ze szkoly Sredniej wiadomo, ze taka uogdlniona suma nieskonczonej ilosci
dodatnich sktadnikéw moze by¢ skonczona (przekonuje o tym chociazby
wzOr na sume skladnikéw nieskonczonego ciagu geometrycznego o ilorazie ¢
w przypadku, gdy |g| < 1). Gdy pojawia si¢ zatem problem obliczenia sumy

odwrotnosci wszystkich liczb naturalnych, czyli szeregu Z 1, intuicja podparta

wyliczeniem kilku jego poczatkowych sum czesciowych sugeruje ze wielkosé
ta jest skonczona, a nawet niezbyt duza. To podejrzenie wzmacnia uzycie
dowolnego kalkulatora czy komputera — od pewnego momentu pojawiajace
sie na ich ekranach sumy czesciowe 5, nie ulegaja zmianie. Czy zatem

(o]
rzeczywiscie szereg %, zwany szeregiem harmonicznym, jest zbiezny?

k=1
Ot6z nie! Co wigcej, nawet nietrudno to wykazaé. Wystarczy w tym celu
zauwazy¢, ze pewne sumy czesciowe szeregu harmonicznego tatwo oszacowaé
z dotu w nastepujacy sposob:

Sk_1+1+1+1+1+1+1+1+ %+..+i=
2 234 78 tori 2k
1+1+( ) ( 1 } 1>+...+(1+...+1)>
2 6 8 k=141 ok
1 1 1 w1 1
Sldg42- 4ot 420 =
:1+1+1+3+ +1:1+E
2 22 2 2’
k razy

a otrzymane dolne oszacowanie przy k — oo dazy przeciez do nieskonczonosci.

Wiemy juz, ze szereg harmoniczny jest rozbiezny, w jaki sposéb mozemy jednak
znalez¢ liczbe skladnikéw n, dla ktorych S, przekroczy zadana z goéry liczbe?
Préba odpowiedzi na to pytanie poprzez zwyczajne dodawanie kolejnych
sktadnikéw naszego szeregu nie zaprowadzi nas daleko, nawet jesli wspomozemy
sie komputerem. Z pomoca przyjdzie nam, oczywiscie, matematyka, a konkretnie
calki. Zauwazmy bowiem, Ze dla dowolnego k = 2,3, ... oraz x € [k — 1, k) mamy

oczywista nieréwnosé = > 1, zachodzi wige réwniez

kol 4y L
cdr = =
b1 k K’

k
1
/ —dx >
k—1 L

a zatem
k 2 3 k
1 1 1 1 1 1 1
/ —dxz/ —dx+/ —dx—l—...—l—/ —de>-4+-+...+-=5,—1L
1z 1T 0 T E_1 T 2 3 k
W analogiczny sposéb, biorac jako punkt wyjscia nieréwnosé % % prawdziwa

dla kazdego x € (k,k+ 1], k=1,2,...,

k+11
/ —dx < S — 1,
2 :E

mozemy otrzymac



b
Przypomnijmy, ze f dT“C =Inb—Ina.
a

Kazdy ciag ograniczony i monotoniczny
jest zbiezny.

Moéwimy, ze liczba rzeczywista jest
algebraiczna, jesli jest pierwiastkiem
pewnego wielomianu o catkowitych
wspoélczynnikach.

Inne ciekawe wlasnosci szeregu

harmonicznego:
n

1. Oznaczmy przez H,, := z % sumy
k=1
czeSciowe szeregu harmonicznego.
Nazywa si¢ je liczbami harmonicznymi.
Okazuje sig, ze wsréd tych liczb tylko
jedna, a mianowicie Hq, jest calkowita.
n

Co wigcej, rowniez sumy postaci E %

k=m
nie daja liczb calkowitych, z wyjatkiem
jednego przypadku: m =n = 1.

n2

co ostatecznie prowadzi do nastepujacego oszacowania sum czesciowych Sy
szeregu harmonicznego:

(1) I1+Ink>S,>1+In(k+1)—1In2,
Co wiecej, mozna rowniez wykazaé, ze przy k — oo istnieje skoficzona granica
ciagu 7 := Sk — Ink. Wynika to z faktu, ze ciag (rg)ren jest $cisle malejacy,
o czym $wiadczy ponizszy rachunek

k> 2.

k+1
rkfrkH:ln(kJrl)flnkf%H:/k %f%“>0,
oraz ograniczony, gdyz z (1) otrzymujemy
k+1
k
Oznaczajac jego granice przez v i ponownie wykorzystujac monotonicznosé
clagu (rg)kes oraz (1), mozemy zapisaé

(2) v < Sy, —Ink <1,

Ostatnia nieréwnos¢ méwi nam, ze w praktyce Sy do$¢ dokladnie mozna
przyblizy¢ przez In k. Stala + pelni na tyle istotng role w matematyce, ze
otrzymala nawet swoja nazwe (nazywa sie ja stala Eulera badZ czasami stala
Eulera—Mascheroniego). W poréwnaniu z dwiema najstynniejszymi stalymi,
czyli e oraz 7, nadal niezbyt wiele o niej wiadomo (kwestia otwarta jest
chociazby to, czy  jest liczbg algebraiczna; nie wiadomo nawet, czy jest ona
liczba wymierna).

> 0.

1>8;,—Ink>1+In(k+1)—In2—Ink >In

k> 2,

Korzystajac z (1), tatwo oszacowaé sume kolejnych skladnikéw szeregu
harmonicznego. 1 tak, na przyklad, Sigp znajduje sie miedzy

14+In101 —In2~4,9a1+In100 = 5,6, zas S1p00000 miedzy 14,1 a 14,8.
Podobnie tatwo oszacowad, ile trzeba dodac kolejnych skladnikéw tego
szeregu, aby przekroczy¢ ustalong wartosé. Jak Czytelnik sadzi, kiedy

S przekroczy 100? Stanie sie to, gdy dodamy mniej wiecej e!%0 ~ 1043
pierwszych sktadnikéw szeregu harmonicznego. To naprawde ogromna liczba.
Nawet najszybszy polski superkomputer, Zeus, o mocy obliczeniowej rownej
mniej wiecej 234,3 - 10'® operacji zmiennoprzecinkowych wykonywanych

na sekunde, musialby obliczaé te sume (przy zalozeniu, ze dodanie

dwdch kolejnych skladnikéw to jedna operacja) bez przerwy przez. . .

okoto 10'® lat (wiek Wszechéwiata szacuje si¢ raptem na 1010 lat)!

Ta bardzo wolna rozbieznosé szeregu harmonicznego jest jedna z jego wielu
interesujacych wlasnosci.

Nasuwa sie naturalne pytanie: czy w klasie szeregéw o dodatnich wyrazach
ay istnieja moze jeszcze wolniej rozbiezne szeregi? Nim odpowiemy na to
pytanie, musimy sprecyzowaé, co bedziemy rozumieli pod pojeciem wolniejszej

(o] o0
rozbieznosci. Niech zatem dane bedg dwa szeregi rozbiezne > a,, ». A,
n=1 n=1

o0
o wyrazach dodatnich. Powiemy, ze szereg Y a, jest wolniej rozbiezny niz
00 n=1
szereg Y. A,, jezeli
n=1 . [e2%
lim — =0

n—oo n

ny
2. Roéwnosé » . 4 =
k=m1
jedynie dla n1 = ng i m; = ma.

z %zachodzi
k=m2 (czyli od pewnego indeksu wyrazy pierwszego szeregu beda ,znaczaco” mniejsze
od wyrazéw drugiego). Okazuje sig, ze w rozwazanej przez nas klasie mozemy
konstruowad szeregi tak wolno zmierzajace ku nieskonczonosci, jak tylko chcemy.
Swoista ,maszynka” do ich tworzenia jest bowiem nastepujace twierdzenie,

pochodzace od Abela i Diniego:

3. Jezeli z szeregu harmonicznego
usuniemy wszystkie sktadniki zawierajgce
w mianowniku ustalong cyfre (kombinacje
cyfr), to otrzymamy szereg zbiezny
(wynik Kempnera z 1914 roku).

[ee]

Twierdzenie 1. Jezeli szereq Y a, o wyrazach dodatnich jest rozbiezny, to

© ¢ n=1

n . ’ ... .. . . .

szereg Y. ——, gdzie A, = a1 + ...+ ay,, réwniez jest rozbieiny i to wolniej.

n=1 4in
Powyzsze twierdzenie orzeka w szczegdlnosci, ze nie istnieje szereg ,najwolniej”
rozbiezny.
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Rozwigzanie zadania M 1414.
Niech X bedzie punktem
przecigcia prostych AD i EF
oraz « = XCAD = XDAB,

B =XABE = XEBC,

v = XBCF = XFCA.

Z tréjkata ABC otrzymujemy

a+ B+ =3-180° =90°. Ponadto katy
BEF i BCF sa oparte na tym samym
tuku, a stad X BEF = ~, natomiast kat
XAIE jako kat zewnetrzny tréjkata

ABI ma miare o + 3. W takim razie
XXIE+ XIEX = a+ 3+ v =90°, wiec
trojkat X E1 jest prostokatny.

Zapewne najbardziej znana rodzine coraz wolniej rozbieznych szeregdéw tworza
— 1 - 1 - 1
kZZQ klnk’ kZ:?) klnkIn(Ink)’ k:zlﬁ kElnkIn(Ink)In(ln(lnk))” "’

czyli, po przenumerowaniu sktadnikoéw, szeregi
o0

1
S0 L E e
0 1
(S2) ;;1 i+ 2)n(h + 2 m(n(k +2))’
0 1
(S3) ’; (k + 15) In(k + 15) In(In(k + 15)) In(In(In(k + 15)))’

Aby uwidocznié, jak wolno ich sumy czedciowe zbiegaja do nieskonczonosci,
wystarczy ponownie przeprowadzi¢ rozumowanie, ktére pozwolito nam uzyskaé
wzér (2) dla szeregu harmonicznego (zauwazmy, ze w kazdym z przypadkéw
funkcje pod znakiem szeregu sa $ciSle malejace). Otrzymamy wéwczas
nastepujace oszacowania sum czesciowych Sy pierwszych trzech szeregdéw tej
rodziny, prawdziwe dla k > 2:

e dla szeregu (S1)

In(k+1) 1
042816... < S —In = —— < =~ 0,72,
o dla szeregu (S2)
In(In(k + 2)) 1
2,29992... < S —1 ~ 3,23,
’ SOk In(In 3) = 3In31n(In 3) Y
o dla szeregu (S3)
In(In(In(k + 15)))
,66941 . .. c—1
0,669 < Sk —In In(In(In 16))
1
~1,13.

= 16In161In(In16) In(In(In 16))

Co z nich wynika? Przede wszystkim to, ze pojecie wolnej rozbieznosci

jest bardzo wzgledne. Szereg harmoniczny, ktéry dazy do nieskonczonosci

w niesamowicie wolnym, wydawaloby sie, tempie, przy szeregach (S1)—(S3)
zdaje sie do niej pedzi¢ wrecz z zawrotna predkoscia. Przykladowo, wartosé 10
szereg (S1) przekroczy dopiero po dodaniu okoto 1,5 - 1032 poczatkowych
swoich wyrazéw, za$ szereg (S2) — po zsumowaniu az 10%710% poczatkowych
wyrazow. Dla poréwnania szereg harmoniczny potrzebuje na to zaledwie
12367 skladnikéw. Co ciekawe, to ,czlapanie” do nieskonczono$ci szeregow
(S1)—(S3), a takze pozostalych czlonkéw tej rodziny, jest tak wolne, ze gdy
tylko odpowiednio zmniejszymy ich sktadniki, czyli utworzymy nowa rodzine
szeregow postaci

> 1 > 1
; (k+ 1)[In(k + 1))’ ; (k + 2)In(k + 2)[In(In(k + 2))]*’

- 1
l; (k+15) In(k + 15) In(In(k + 15))[In(In(In(k + 15)))]*” 7’

dla dowolnego v > 1, to w konicu zatrzymaja si¢ one w swym powolnym
marszu ku nieskonczonosci i stana sie zbiezne. Z jednej strony jest to na pewno
zaskakujacy rezultat, gdyz, na przyktad, szeregi

S T X :
= (k+1)In(k+1) — (k + 1)[In(k + 1)]*,0000001

nie wydaja si¢ zbytnio rézni¢ na pierwszy rzut oka. Jednakze z drugiej strony,
jak juz wspomnielidémy, nasze intuicje w zderzeniu z pojeciem nieskonczonosci
czesto okazuja sie bledne. Jest to jednak zrozumiale, w konicu nawet sam Abel,
ktory byl genialnym matematykiem i jak niewielu rozumial ten ,boski alfabet”,
powiedzial przeciez, ze ,rozbiezne szeregi sa diabelskim wynalazkiem”.
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Rys. 1. Schemat roweru.

A B

Rys. 2. Standardowa konstrukcja
przedniego widelca. Przecigcie osi obrotu
widelca z plaszczyzna podloza (B)
wyprzedza punkt stycznosci kota

z podlozem (A) o kilka centymetréw.

*Instytut Fizyki PAN

Rower i jego stabilnosé
Jan MOSTOWSKI®

Wszyscy lubimy jezdzi¢ na rowerze. Nie jest to trudne, po krotkiej nauce
przekonujemy sie, ze jadacy rower nie przewraca sie, czyli ze jest stabilny. Ale
dlaczego? Na pierwszy rzut oka wydaje sie, ze rower powinien sie przewrocic.
Rzeczywiscie, stojacy rower sam sie przewraca, czyli jego pozycja jest
niestabilna. Ale wystarczy, zeby rower jechal nawet z niewielka predkoscia, by
jego pozycje ustabilizowaé. Dlaczego?

Na temat stabilnosci poruszajacego sie roweru napisano wiele artykulow,

a nawet ksiazek. Niestety, zagadnienie nie jest latwe, wigkszos¢ artykutow
upraszcza zagadnienie stabilnoéci tak bardzo, ze az trudno okresli¢, co jest
prawdziwe, a co nie. Do sprawy stabilnosci roweru podejdziemy wiec nieco
inaczej, mianowicie od strony do$wiadczalnej. Fizyka jest nauka doswiadczalna,
bez wzgledu na teorie dobrze jest zdawac sobie sprawe z tego, jak to jest

w rzeczywistosci.

Skoro zrozumienie stabilnosci roweru nie jest proste, postuzymy sie stara
metoda, zeby najpierw zrozumieé zagadnienie uproszczone. Tym uproszczonym
zagadnieniem jest toczenie si¢ kota rowerowego po ptaszczyznie. Doswiadczenia
z kolem rowerowym sa latwe do wykonania — wystarczy odkrecié¢ kolo od roweru.
Jesli kolo postawimy w pozycji pionowej i przestaniemy je podtrzymywac,

to koto predko upadnie. Mowiac inaczej, stojace w pozycji pionowej koto
znajduje si¢ w stanie rownowagi nietrwalej. Sprébujmy jednak pchnaé

to koto tak, by toczylo sie po powierzchni. Nietrudno zauwazy¢, ze koto

bedzie utrzymywaé pozycje zblizona do pionu i bedzie sie toczyé¢ bez upadku
tak dlugo, az jego predko$é¢ zmaleje i kolo straci réwnowage. Toczace sie

kolo zachowuje ,samo z siebie” pozycje pionowa; innymi stowy, pozycja
pionowa toczacego sie kota stanowi rodzaj trwalej réwnowagi, tak zwanej
rownowagi dynamicznej. Oczywiscie, koto musi toczy¢ sie dostatecznie szybko,
aby ta réwnowaga wystapila.

Zastanéwmy sie, dlaczego tak sie dzieje. Co stanie sie z kolem, gdy z dowolnego
powodu podczas toczenia przechyli sie w lewo? Tor kota nie bedzie juz

prosta, koto zacznie skreca¢! Sprébujcie to sprawdzié, przechylenie kota
powoduje jego skret w strone, w ktora koto przechylito sie. To zjawisko

mozna powiazaé z efektem zyroskopowym. Na przechylone kolo dzialaja sita
ciezkodci oraz sita reakcji podloza. Ta para sil daje moment sil skrecajacy koto
w kierunku, w ktorym koto przechylito si¢. Jednak ze wzgledu na to, ze koto
sie obraca, ten moment sil powoduje skret kota w lewo. Zakrzywienie toru
kota prowadzi do powstania sity odérodkowej, a ta przeciwdziata dalszemu
wychylaniu sie. To wlasnie sita odsrodkowa stabilizuje ruch i powoduje, ze kolo
nie przewraca sie.

Czytelnik Wnikliwy moze sie tu zastanawia¢, czemu nie chcemy rozrysowadé
dzialajacych sit i zastosowaé zasad dynamiki, przeciez toczenie sie kota

po powierzchni mozna analizowaé podobnie jak analizuje si¢ inne ruchy
cial. Toczenie sie kola nie jest jednak prostym ruchem, wystepuja tu wiezy
opisujace brak poslizgu. Kolo toczy sie bez poslizgu, ale, jak widzimy,

wcale nie jest to ruch po prostej. Formalnie warunek toczenia sie kota

po plaszczyznie prowadzi do tzw. wiezéw nieholonomicznych, analizowanych
w uniwersyteckich podrecznikach mechaniki. Nie bedziemy zajmowaé si¢
wiec teoria tego ruchu w odniesieniu do roweru, sprébujemy zrozumieé¢ go
na podstawie do$wiadczen.

Przyjrzyjmy sie najpierw dobrze konstrukeji roweru (rysunek 1). Zauwazmny,
ze o$ przedniego widelca jest zawsze nachylona pod pewnym, na ogot
niewielkim, katem w stosunku do pionu. Ponadto przedtuzenie osi przedniego
widelca przebiega zawsze z tytu za osia przedniego kota i dochodzi do ziemi

w poblizu punktu stycznosci przedniego kota z ziemia, wyprzedzajac go o kilka
centymetrow. Ilustruje to rysunek 2.
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Czytelnikom Ostroznym odradzamy
ze wzgledu na bezpieczenstwo
wykonywanie dalszych do$wiadczen
podczas jazdy na rowerze. Wystarczy
rower prowadzié, trzymajac go jedynie
za siodetko. Nawet przy niewielkiej
predkoéci ruchu rower mozna tatwo
prowadzi¢. Kazdy skret roweru

mozna kontrowaé, przechylajac rame
w odpowiednig strone.

........................... T
B A

Rys. 3. Widelec przedluzony. Przeciecie
osi obrotu widelca z plaszczyzna
podloza (B) znajduje si¢ za punktem
stycznosci kota z podlozem (A).

Modyfikacja konstrukeji roweru
wymaga troche wysitku, ale moze

warto oderwaé si¢ od komputeréow

i zaprzyjazni¢ ze spawarka? Modyfikacje
nalezy koniecznie przeprowadzié

na malym, najlepiej dziecinnym rowerku.

W Zadnym wypadku nie nalezy jezdzié
na zmodyfikowanym rowerze, grozi to
upadkiem! Nielubigcym majsterkowania
pozostaje wykonanie doswiadczen
myslowych.

Rys. 4. Widelec obrécony w strong
ramy. O§ obrotu widelca przed osia
przedniego kota, a punkt stycznodci
kola z podlozem (A) przesunigty
mocno do tyhu.

Postawmy rower w standardowym polozeniu, z ramg ustawiong pionowo

i przednim kolem w plaszczyZnie ramy, jakbySmy chcieli jecha¢ do przodu.
Rower predko si¢ przewrdci, jesli nie bedziemy go podtrzymywaé. Przechylajmy
zatem rower powoli, trzymajac go za siodetko, i zastanéwmy sie, co dzieje

sie z przednim kotem. Jesli rower przechyli si¢ na lewa strone, to przednie

koto skreci w lewo wzgledem ramy. Oczywiscie, przechylenie roweru w prawo
powoduje podobne skrecenie przedniego kola, tyle ze w prawo.

Jakie to ma znaczenie dla stabilnosci roweru? Jedli rower jedzie po prostej,
jego przednie kolo znajduje sie w plaszczyznie ramy. Jesli rower z jakiegos
powodu przechyli sie, powiedzmy, na lewa strone, to przednie kolo skreci

w lewo. Ruch roweru nie bedzie odbywatl sie dalej po prostej, lecz po tuku.
Powstanie wiec sita od$rodkowa dzialajaca na rame roweru. Sita odsrodkowa
skierowana bedzie w prawo, pod jej wplywem rama roweru wyprostuje sie,
powrdci do pionu. W ten sposob sila odsrodkowa stabilizuje rower w pozycji
pionowej. Rzecz jasna, sila ta musi by¢ dostatecznie duza, co oznacza, ze
rower musi jecha¢ dostatecznie szybko. Warto zwrdci¢ uwage na fakt, ze
odchylanie kota w kierunku, w ktérym przechylil sie rower, nie jest zwiazane
z efektem zyroskopowym, tylko z geometria roweru i zachodzi nawet dla roweru
w spoczynku. Efekt zyroskopowy oczywiscie takze wystepuje i w pewnym
niewielkim stopniu przyczynia si¢ do stabilnosci ruchu.

Sprobujmy potwierdzi¢ opisany mechanizm zapewnienia stabilnosci. Zrobimy
to metoda, ktéra mozna by nazwaé metods zaprzeczenia. Sprobujmy tak
zmodyfikowaé konstrukcje roweru, aby rower stal sie niestabilny. W tym
celu nalezy tak zmieni¢ uklad kierowniczy, zeby zniwelowaé opisany wyzej
mechanizm. Chodzi o to, by tak skonstruowa¢ montaz przedniego kota, aby
przechylenie roweru w lewo powodowalo skrecenie przedniego kola w prawo,
czyli w strone przeciwna do przechylenia roweru.

Sprébujmy przesunaé przednie koto roweru nieco bardziej do przodu. W tym
celu nalezy zdjaé¢ przednie koto, przykreci¢ dwa ptaskowniki do widelca,

a nastepnie przykreci¢ przednie koto do ptaskownikéw, tak jak na rysunku 3.
Dlugosé ptaskownikéw powinna wynosi¢ co najmniej 20 cm. Nalezy zadbac o to,
by kolo bylo mocno dokrecone, a cala konstrukcja — sztywna. Spréobujcie teraz
przechyli¢ rower w lewa strone. Przednie koto skreci w prawo!

Na takim rowerze na pewno nie da si¢ jezdzi¢. Kazde przechylenie roweru w lewo
powoduje skret przedniego kota w prawo. Pojawi sie wiec sita od$rodkowa, ktéra
jeszcze bardziej bedzie odchylaé rower w lewa strone. Upadku nie da sie powstrzymac
ruchami kierownicy ani poprzez przechylanie roweru w zadna strone.

Zmodyfikujmy teraz rower w inny sposéb, przesuwajac przednie koto do tytu.
To moze okazaé sie trudniejsze, gdyz miedzy kolem a rama moze nie by¢
dostatecznie duzo miejsca. Niektére rowery maja jednak mozliwos$¢ skrecenia
kierownicy o 180°, a po takim skreceniu widelec znajduje sie w pozycji
zilustrowanej na rysunku 4. Czy na takim rowerku daje sie jechaé¢?

Te negatywne doswiadczenia maja za zadanie uzasadnienie, ze stabilno$¢ roweru
wynika z jego konstrukeji, a dokladniej sposobu zamontowania przedniego kota
na widelcu.

By¢ moze niektorzy z Czytelnikow widzieli rowery cyrkowe, stuzace do
pokazywania réznych sztuczek. Te rowery maja inna konstrukcje: o przedniego
widelca jest pionowa i przechodzi przez srodek przedniego kota. Taki rower

nie wykazuje duzej stabilnosci, jednak cyrkowcy radzg sobie z tym dobrze.

Na koniec jeszcze jedna zagadka. Cho¢ nie nalezy to do zabaw bezpiecznych,
rowerem mozna probowaé jechaé nie tylko po drodze, ale tez po poruszajacej sie
tasmie uzywanej do biegania w silowniach. Kiedy tasma si¢ porusza, biegacz albo
rowerzysta porusza sie do przodu wzgledem tasmy, ale pozostaje nieruchomy

w ukladzie zwiazanym z ziemia. Czyzby zatem w takim uktadzie nie wystepowala
sitla odsrodkowa stanowiaca zasadnicza przyczyne stabilnosci roweru? Czy wiec
rowerem nie da si¢ jecha¢ w miejscu po poruszajacej sie tasmie?

9



Nieskonczony samotnik
Karol POKORSKI*

Samotnik to gra logiczna dla jednego gracza rozgrywana na planszy sktadajacej
sie z 33 pol. Wszystkie pola poza centralnym sa zajete (na kazdym znajduje
sie po jednym pionku). Celem gry jest doprowadzenie do sytuacji, w ktorej

na planszy zostanie tylko jeden pionek, na polu centralnym. Jedyny typ ruchu,
jaki wolno wykonaé, polega na przeskoczeniu pionkiem innego pionka, wolno

to robi¢ tylko w pionie lub w poziomie. Po wykonanym ruchu przeskoczony
pionek zostaje zbity i jest usuwany z planszy. Na kazdym polu w kazdym
momencie gry moze znajdowaé sie co najwyzej jeden pionek.

0|00
O
O0/000 000
OO0 000
OO0 00000
@)
0|00

Mimo prostych zasad, nieduzej planszy i niewielkiej liczby ruchéw mozliwych
do wykonania, nie jest wcale tatwo znalezé rozwiazanie zagadki. Mozna w tym
celu napisa¢ program komputerowy, ktéry dokona symulacji mozliwych ruchéw
i stanéw w grze (nie bedziemy tu jednak poruszaé szczegdtow).

Zajmiemy si¢ innym zadaniem. Rozwazmy gre samotnik na nieskonczonej planszy.
Podzielmy t¢ plansze na dwie czesci pozioma linia. Ponizej tej linii, na kazdym
polu znajduje sie po jednym pionku, powyzej zas wszystkie pola sa puste.

=N W s Ot

Zadajmy sobie teraz pytanie: czy jest mozliwe wprowadzenie choéby jednego
pionka do czwartego rzedu powyzej linii? OdpowiedZ na to pytanie jest
twierdzaca. Aby sie o tym przekonaé, wystarczy pokazaé¢ przykladowa
kombinacje ruchéw prowadzaca do celu. Wskazowka, jak mozna to zrobié,
znajduje si¢ wewnatrz numeru.

o000
o000
o000
o000
o000
o000
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o000

A czy jest mozliwe wprowadzenie pionka do rzedu pigtego? Skoro da sie

do czwartego, powinno by¢ mozliwe wprowadzenie i do piatego. Okazuje sie
jednak, ze nie. Dalsza czesé tego artykutu to dowdd, ze taka kombinacja ruchow
nie istnieje. Jedli w tym momencie, drogi Czytelniku, zamierzasz zakonczy¢
lekture, zachecam mimo wszystko do jej kontynuowania — jest to bowiem jeden

z najpiekniejszych dowodéw matematycznych, jakie znam. W dodatku mozna go
tak przeprowadzié¢ (i wlasnie tak to zrobimy), aby nie bylo potrzeby uzy¢ wiedzy
wykraczajacej poza zakres szkoly gimnazjalne;j.

Zalézmy nie wprost, ze wprowadzenie pionka do piatego rzedu jest mozliwe.
Wéwezas jest mozliwe osiagniecie dowolnego pola w piatym rzedzie (wystarczy
wykona¢ te same ruchy z odpowiednim przesunieciem). Wybierzmy zatem
konkretne pole w piatym rzedzie i obierzmy je za cel.
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Aby badac, jak blisko celu jestesmy, zdefiniujmy funkcje, ktéra dla dowolnej
konfiguracji pionkéw na planszy bedzie dawaé liczbe rzeczywista: sume wartosci
pol, na ktorych stoja piony.
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s Jakie wartosci maja pola? Ustalmy, ze wartos¢ celu wynosi 1. Warto$¢ kazdego
innego pola bedzie wynosi¢ z¢, gdzie x to pewna liczba, o ktérej powiemy
za chwile, natomiast d to odleglo$¢ w metryce miejskiej tego pola od celu.

Tle wynosi tajemnicze x? Wystarczy wiedzieé¢ jedynie tyle, ze spelnia rownanie
22 + 2 = 1 oraz nalezy do przedziatu (0, 1). Aby dopeié dziela (dowodu, ktéry
mozna zaprezentowaé takze mlodszym Czytelnikom), wyznaczymy te wartosé

doktadnie:
m2—|—x:1,
x2+x+1=§
4 4
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Uwazny Czytelnik zauwazy zapewne
jeszcze przypadek ruchu w prawo/lewo,

ktéry nie jest analogiczny do poprzednich.

o

Ce

W tym przypadku wartosé konfiguracji
takze maleje: z £ + 29 na L.

@

Rozwigzanie zadania F 851.

Jezeli na siatke pada prostopadle

do jej powierzchni réwnolegta,
monochromatyczna wigzka §wiatla,

to maksima dyfrakcyjne rozkladaja

sie symetrycznie wzgledem maksimum
centralnego (zerowego). Potozenia
katowe ¢ maksiméw (wzgledem prostej
prostopadtej do powierzchni siatki)

sa dane wzorem dsin ¢ = mA, gdzie

m jest rzedem dyfrakcji. Poniewaz

kat dyfrakcji nie moze by¢ wigkszy

od 90° oraz sin ¢ < 1, wiec maksymalny
rzad obserwowanego maksimum to
Mmax = L%J Wedlug warunkéw zadania
obserwuje si¢ 7 maksimoéw, co oznacza,
Ze Mmax = 3, stad stala siatki spelnia
nieréwnos$é d > mmaxA. ROwnoczes$nie
liczba maksiméw nie moze byé mniejsza
niz 7, co oznacza, ze d < (Mmax + 1)A.
Ostatecznie wiec stala siatki musi miescié
sig w granicach 3\ < d < 4\, czyli
1.9pm < d < 2,5 pum.

Zauwazmy teraz, ze mozemy tak naprawde zapomnie¢ o przeskakiwaniu
pionkéw. Zamiast tego mozemy mysle¢ o zamianie dwoch pionkéw stojacych
obok siebie na jeden stojacy obok nich. Co w takim razie daje nasz

dobér parametru z? Zbadajmy, jak moze si¢ zmieni¢ wartos¢ konfiguracji
po wykonaniu ruchu. Jest kilka przypadkdéw, ktére nalezy rozwazyé:

”

o —

1.0 Ruch ,w gére”, czyli zamiana 29! 4+ 29+2 na 2. Przypomnijmy
tylko, ze  dobrali$émy tak, aby = + 22 = 1, co po przemnozeniu przez z%
pokazuje, ze suma wartosci dwoch pionkdéw, ktére mieliSmy, jest doktadnie
réwna wartoéci pionka, ktéory mamy po wykonaniu ruchu.

.

o —

2.0 | Ruch ,w dél”, czyli zamiana z? + 2%+ na 292, Przypomnijmy
tym razem, ze x € (0,1), czyli 2972 < 29+ < 27 a zatem wartosé
konfiguracji zmalala (nowy pionek jest wart mniej niz dowolny z dwdch
utraconych).

3. Ruch ,w lewo” i ,w prawo”: zaleznie od tego, czy taki ruch zostanie
wykonany po prawej czy po lewej stronie od celu, sytuacja bedzie analogiczna
jak w przypadku ruchu ,w gére” (gdy bedziemy sie do celu przyblizali)
i wartos¢ konfiguracji sie nie zmieni albo bedzie analogiczna jak w przypadku
ruchu ,w dél” (gdy od celu bedziemy sie oddalad) i wéwezas warto$é
konfiguracji spadnie.

Whiosek jest taki, ze po wykonaniu ruchu wartos$¢ konfiguracji moze si¢

zmniejszy¢, moze pozostaé¢ taka sama, ale nigdy nie moze sie zwiekszyc.

Obliczmy teraz, ile warta jest konfiguracja poczatkowa. Sprobujmy wyznaczyé
najpierw sume S warto$ci pionkéw stojacych w tej samej kolumnie co cel:
S=a®+aS+a2"+...,
Sx=a%42"+284+...,

S(lf:c):xs,
25

5= 1—2a’
S =23,

Ostatnia réwno$¢ oczywiscie wynika z poprzedniej dzigki skorzystaniu (po raz
kolejny) z réwnoéci 22 + z = 1.

A co bedzie w kolumnie obok? Suma wyniesie:

ST+ 4. =2t
Analogicznie w kolejnych kolumnach sumy wynosza odpowiednio: z°, 26, 27

i tak dalej.

Widzimy juz teraz, ile jest réwna suma wartosci wszystkich pionkéw konfiguracji
poczatkowej:

(P +at+. )+ @+ )=+ =1
Jaka jest suma wartosci pionkéw w konfiguracji koncowej (ktéra podobno miato
sie da¢ osiagnacé)? Na pewno jest réwna co najmniej 1 — pole bedace celem jest
warte dokladnie 1. Po wykonaniu skonczonej liczby ruchéw nadal jednak mamy
nieskonczenie wiele pionkéw do dyspozycji, a kazdy z nich ma dodatnig wartos¢,
zatem wartos¢ konfiguracji koncowej jest wigksza niz 1 i mamy oczekiwana
sprzeczno$¢. Przypomnijmy bowiem: wartosé konfiguracji poczatkowej wynosi 1,
po wykonaniu ruchu wartos¢ konfiguracji nie roénie, a wartos¢ konfiguracji
koncowej jest wieksza niz 1.

Teoretycznie trzon dowodu to zastosowanie dos¢ standardowej techniki
potencjalu, jednak fakt, ze wszystko sktada sie w calo$¢ tak tatwo i subtelnie,
spowodowal, ze dowdd uznalem za wystarczajaco piekny do zaprezentowania
na tamach Delty. Moze Ty, szanowny Czytelniku, zechcialby$ podzielié¢ sie
innym pigknym dowodem, ktéry znasz?
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Rys. 1

Rys. 2

A

Mota delld

Madra linka?

Na bardzo §liski plastikowy stozek (mozna takie nabyé¢ w sklepach

z pomocami szkolnymi) nawijamy kilka zwojéw nylonowej cieniutkiej linki
(plecionej, aby byta gietka) i obcigzamy jej kohce ciezarkami, a takze

nie pozwalamy lince odwinaé sie (np. przyklejajac blisko podstawy stozka
wystajace sztyfty — rys. 1).

Powiadaja, ze taki przyrzad pozwala stwierdzié¢, iz owa linka ma swoj rozum,
a przynajmniej wtasny poglad na to, ile co najwyzej jej zwojéw powinno by¢
na stozku. Poglad ten demonstruje jakoby, gdy spokojnie, ale zdecydowanie
potrzasamy stozkiem (trzymajac go, oczywiscie, caly czas wierzchotkiem

do gbry). Podobno, gdy linka uwaza, ze zwojéw jest za wiele, podsuwa

sie do goéry, zrzucajac kolejne petle przez wierzcholek. A ze to czynnosé
rozumna, ma nas przekonaé¢ obserwacja, iz przestaje figlowaé zawsze przy
tej samej liczbie zwojéw na stozku.

Oczywiscie, umyst prymitywny postaralby sie o stozek, linke i sprawdzil, czy
tak jest w istocie (chyba teraz moéwi sie — w realu). Ale my postapimy, jak
potepiani dzi§ uczeni $redniowieczni, pogardliwie zwani scholastykami. Owi
scholastycy, podobno, nawet liczbe zebéw u konia ustalali rozumowaniem,
nie ponizajac si¢ do pospolitego zajrzenia mu w z¢by. Zastanéwmy sie

zatem teoretycznie i my, dlaczego mianowicie linka mogtaby tak czyni¢,

jak glosi fama.

Jako punkt startu rozwazan przyjmiemy za wiadome, Ze naciagana (u nas
przez obciazniki) linka stara sie byé mozliwie najprostsza, czyli taczyé
punkty mozliwie najkrotszymi swymi odcinkami, a raczej kawatkami,

bo na stozku to, rzecz jasna, odcinki moga by¢ tylko wtedy, gdy linka
przechodzitaby przez wierzchotek.

Ten §lad prowadzi od razu do tego, by stozek (intelektualnie
oczywiscie) rozciaé i polozy¢ na plaszezyznie — bedzie to wycinek kota
(oznaczmy jego kat przez o). W tej sytuacji napieta na stozku linka
bedzie wygladata jak odcinek.

Aby te mysl doprecyzowaé, zamiast rozcinaé stozek zrobiony z jednej
warstwy papieru, lepiej wyobrazi¢ sobie, ze jest on sporg liczbe razy
zwinieta kartka papieru, tak jak nieraz robi sie stozkowe torebki

NV
Vi na popcorn. Korzy$é bedzie taka, ze woéwczas wielokrotnie otaczajaca
stozek (napieta) linke bedzie mozna narysowaé w jednym kawaltku

(rys. 2) — bedzie to faktycznie odcinek.

Wykorzystajmy ten obrazek jeszcze i w ten sposéb, aby sposrod
wszelkich mozliwych rozcie¢ stozka wybraé to, ktore bedzie najbardziej
korzystne dla dalszych rozwazan — bedzie to rozciecie, ktérego
dwusieczna przechodzi przez najblizszy wierzchotkowi punkt linki.

Taki wybor rozciecia stozka pozwoli nam wygodnie przenie$é¢ rozwazania
ze stozka ,wielowarstwowego” na stozek . jednowarstwowy”. A taka operacja
jest niezbedna, gdyz na ,wielowarstwowym” nie wida¢ petli.
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Rys. 3

Rys. 4

Wygode zapewnia fakt, ze punkty A i A z rysunku 3 to po zwinieciu jeden
punkt. Rysunek pokazuje ponadto, gdzie po zwinigciu znajdzie si¢ punkt B.
Tym, co bedzie dla nas najwazniejsze, jest stwierdzenie, ze katy, jakie

z krawedzia rozcigcia tworza odcinki AB 1 AB, sa réwne.

Jesli stozek zostal zwiniety z wycinka kota o rozwartosci «, to kat
T o«
01 := < BAW bedzie rowny 5 5" Zatem kat pierwszego samoprzeciecia
Q@
linki bedzie réwny 7 — 2(% — 5) =a.
Oznaczmy przez i kat, pod jakim linka k-ty raz przecina lini¢
rozciecia lub dwusieczna wycinka. Bez trudu, korzystajac z twierdzenia

o kacie zewnetrznym, stwierdzamy, ze (5 = T ;. Istotnie (rys. 4):

2
B = 2QAP = S AWP + SWPA = % + Bo i konsekwentnie §; = % + Bist,

a to przez indukcje daje nam wtlasnie podany wyzej warunek na .

T ka
Skoro tak, to k-te samoprzeciecie linki bedzie pod kgtem m — 2 (2 — 2) = ka.
Tu wypada po raz pierwszy zastanowi¢ si¢ nad tym, czy przypadkiem nasza
scholastyczna matematyka nie oderwata si¢ zanadto od rzeczywistosci.
Chwila refleksji i uzupelniamy nasze rozumowanie o zastrzezenie:

oczywiscie, gdy takie przeciecie bedzie istnialo:
nietrudno bowiem zauwazy¢, ze liczba ko niezaleznie od tego, ile wynosi a,

dla odpowiednio duzych k przekroczy 7, a wtedy nasze rozwazania tracg sens.
Zatem, aby istnialo k-te samoprzeciecie, musi by¢ spetniona nieré6wnosé ko < .

Otrzymalismy zatem wniosek: linka na stozku powstalym z wycinka kola
o rozwartosci « bedzie miala dokladnie k samoprzecied (czyli bedzie sie

sktadata z k petli), gdy spelniony bedzie warunek % -1<a< %

Mozna to przeliczy¢ na kat ¢ miedzy tworzacymi stozka a jego osia. Nie watpie,
ze Czytelnik Skrupulatny bez wickszego trudu ustali, ze zalezno$é ta

to a = 27 sin . Wynika z tego, na przyktad, ze stozek, ktérego przekrdj osiowy
jest trojkatem rownobocznym, nie powinien tolerowac na sobie ani jednej petli.
Te powinny w stabilny sposob istnieé¢ tylko na wezszych stozkach.

Gdy juz raz dopusciliSmy watpliwosé, czy formalnie prowadzone rachunki
musza mieé¢ odpowiednik w realnym $wiecie, to zadajmy teraz pytanie:

co sie stanie, gdy wykonamy opisane na wstepie doswiadczenie, na poczatek
nawijajac na stozek wiecej petli, niz wyniklo z naszych obliczen? Czy
faktycznie petle beda sie posuwaly do gory, by zeskoczy¢ przez wierzchotek?
Gdyby tak miato by¢, to jakie warunki musiatby spetniaé, np. wspdtczynnik
tarcia linki o stozek? Bo przeciez nie ulega watpliwosci, ze napinana linka
bedzie ,chciala” przybra¢ obliczone przez nas polozenie, czyli ksztalt
lokalnie najkrétszy.

A pytan moze by¢ wiecej. Na przyklad, co zrobi linka, gdy petli nawiniemy
mniej, niz to wynika z rachunku? Zaplacze sie sama bardziej? Albo: jak

by przebiegato nasze doswiadczenie, gdyby$my nie utrudnili lince odwijania
sie ze stozka przez wbicie sztyftéw (rys. 1)7?

Nie mam pojecia, jak wygladaja poprawne odpowiedzi na te pytania. Ale
moze znajdzie sie jaki§ Przyrodnik, ktéry wskaze, jaka jest relacja miedzy ta
scholastyczna matematyka a rzeczywistosciag. Taki werdykt niezbedny jest
przy kazdym powstajacym matematycznym modelu zjawisk realnych, bo
przeciez takie modele, obecne dzi$§ wszedzie, opisuja niejednokrotnie zjawiska
bardziej istotne niz zachowanie linki na stozku.

Malqg Delte przygotowal Marek KORDOS
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Rys. 1. Przyktadowe drzewo binarne
o n = 8 weztach.

wezel 112|3|4|5|6]|7]|8
lsyn 213|0|0|6|]0]|8|0
psyn 5/0(4]|]0|7]|]0|O0]O0
ojcitec | 0|1 |2 3|1 |5 |5 |7

Rys. 2. Reprezentacja drzewa z rysunku 1
za pomocy trzech tablic Isyn, psyn

i ojciec. Liczba 0 w tablicy oznacza, ze
odpowiedni wezel drzewa nie istnieje.

Rys. 3. Jest C'3 = 5 ukorzenionych,

nieetykietowanych drzew binarnych
o trzech weztach.
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Bardzo oszczedne drzewa (I)
Jakub RADOSZEWSKI

Wiele struktur danych w komputerze mozna reprezentowaé¢ w postaci drzewa
binarnego, na przyklad takiego jak na rysunku 1. Aby przechowaé takie drzewo
w pamieci komputera, nalezy dla kazdego wezta zapamicta¢ numer jego lewego
i prawego syna oraz, jesli to potrzebne, numer wezla bedacego jego ojcem.
Wystarcza nam do tego trzy tablice (patrz rys. 2).

Czy jest to najbardziej oszczedna reprezentacja drzewa binarnego? Jesli rozwazane
drzewo ma n weztéw, to taczny rozmiar wszystkich tablic wynosi 3n, a jesli nie sa
nam potrzebni ojcowie weztéw, to rozmiar jest réwny 2n. Co wigcej, tablice Isyn
i psyn maja lacznie tylko n — 1 niezerowych komoérek. Mozemy przeanalizowaé

to jeszcze doktadniej i spojrzeé na liczbe bitéw w reprezentacji. Numery weztow
sa u nas liczbami catkowitymi z zakresu od 1 do n, wiec do reprezentacji kazdego
znich w systemie binarnym wystarczy [ logn] cyfr. To oznacza, ze cala reprezentacja
wymaga z grubsza cn log n bitéw pamieci, gdzie ¢ jest stala réwna 1, 2 lub 3, zaleznie
od tego, ktére tablice przechowujemy. Kombinujac dalej, mozna zauwazy¢, ze

do przechowywania maltych numeréw wezléw nie jest potrzebne az [logn] bitéw,
jednak to spostrzezenie nie pozwoli nam na pewno istotnie zredukowaé tacznej
liczby bitéw w reprezentacji.

A czy jest mozliwe uzyskanie reprezentacji drzewa binarnego za pomoca
istotnie mniej niz nlogn bitow? Aby odpowiedzie¢ na to pytanie, warto zadaé
inne: ile jest réznych drzew binarnych (ukorzenionych, nieetykietowanych)

o n weztach? Oznaczmy te liczbe przez C,, (patrz rys. 3). Sprébujmy ulozyé
wzor rekurencyjny na Cy, 1. Drzewo o n + 1 wezltach sktada sie z korzenia

i dwoch jego poddrzew. Oznaczmy przez i liczbe weztow w lewym poddrzewie
(1 €{0,...,n}). Wéwczas:

C’n+1 = i CzCn—z
=0

Dodajac do tego wzoru warunek poczatkowy Cy = 1, otrzymujemy rekurencje
definiujaca tzw. liczby Catalana, o znanym wzorze ogdlnym:

c - 1 (2n>
n+1\n

Znajomosé¢ wartosci C,, pozwala podaé teoretyczne oszacowanie dolne na liczbe
bitéw w reprezentacji drzewa binarnego o n weztach. Otéz zeby kazde

drzewo binarne dalo sie reprezentowaé za pomoca k bitéw, musi zachodzi¢

2k > O, gdyz w przeciwnym razie pewne dwa rézne drzewa mialyby te sama
reprezentacje. Poniewaz wspdétczynnik dwumianowy wystepujacy we wzorze

na C,, majoryzuje pozostale wspolczynniki wystepujace w sumie:

2n n 2n I 2n _ o2
0 1 o \en) T

a n + 1 wystepujace w mianowniku jest nizszego rzedu niz 227, wiec mozemy
z niezly dokladnoscia asymptotyczna przyblizyé C,, przez 227,

Stad wysnuwamy wniosek, ze do reprezentacji drzew binarnych powinno nam
wystarczy¢ mniej wiecej 2n bitow. Oczywiscie, taka reprezentacja istnieje.
Wystarczy wszystkie n-wezlowe drzewa binarne ponumerowaé kolejnymi
liczbami naturalnymi. Wéwczas reprezentacja danego drzewa bedzie jego numer,
czyli liczba naturalna o co najwyzej 2n bitach. Taka reprezentacja, jakkolwiek
niezwykle oszczedna, jest, niestety, duzo mniej wygodna niz nasza poczatkowa
reprezentacja wykorzystujaca nlogn bitéw. Nie pozwala ona nawigowaé

po drzewie, tj. identyfikowa¢ wezléw drzewa i poruszaé sie po nich w naturalny
sposéb, czyli w kierunku do synéw lub do ojca wezta. Okazuje sie jednak,

ze istnieje inna, sprytna reprezentacja drzew binarnych, ktéra wykorzystuje
mniej wiecej tyle samo bitéw — dokladniej 2n + o(n) bitéw, czyli wiecej tylko

o skladnik nizszego rzedu — i umozliwia latwa nawigacje po drzewie. W dalszej
czedcel artykulu przedstawimy taka wlasnie bardzo oszczedng reprezentacje.
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Dla ciaggu 010010100 1 wyniki kilku
przykladowych zapytan to:

rankq(8) = 5, rankq(8) = 3,
selecto(4) = 6, selecty(4) = 10.

Rys. 4. Uzupelnienie drzewa binarnego
z rys. 1 wezltami zewnegtrznymi.

Dla naszego przyktadowego drzewa
mamy: select1(7) =9, a rank1(9) = 7.

Przykltadowo, dla wezta o numerze
czarnym 7 i kolorowym 9 mamy:

lsyn(7) = 14, psyn(7) = 15,
ojciec(9) = 4.

O tym, jak zaimplementowac¢ strukture
danych z operacjami rank/select,
opowiemy w nastepnym numerze.

Rank i select. Na poczatek wprowadzimy pomocnicza strukture danych operujaca
na ciggach binarnych. Chcieliby$my umie¢ obstugiwaé¢ dwa typy zapytan dotyczace
takich ciagéw: wyznaczanie k-tej jedynki (wzglednie k-tego zera) w ciagu — operacja
select, oraz sprawdzanie, ile jedynek (wzglednie ile zer) znajduje sie w ciagu
do ustalonej pozycji — operacja rank. Formalnie, niech by, ..., b, bedzie ustalonym
ciagiem zero-jedynkowym. Wéwezas dla ¢ € {0,1} oraz k € {1,...,n} zapytania
maja postac:
rankq(k) = [{j <k :b; = q}],

selecty(k) = min{j : rank,(j) = k}.
Okazuje sie, ze istnieje struktura danych, ktéra poza ciagiem b zuzywa o(n) bitéw
pamieci i pozwala odpowiada¢ na okreslone tu zapytania w czasie stalym. Odtad
bedziemy uzywaé tej struktury danych jako czarnej skrzynki (ang. black box).

Bardzo oszczedna reprezentacja drzew. Uzyjemy teraz naszej pomocniczej
struktury danych do konstrukeji bardzo oszczednej reprezentacji drzew binarnych.
Zacznijmy od uzupelnienia drzewa binarnego tzw. weztami zewnetrznymi, tak aby
kazdy wezel wewnetrzny mial dokladnie dwéch synéw (rys. 4). Wezly wewnetrzne
drzewa ponumerujmy poziomami, a w ramach poziomoéw od lewej do prawej (czarne
numery na rysunku 4). Ponadto w ten sam sposéb ponumerujmy wszystkie wezty
drzewa (kolorowe numery na rysunku 4).

Obejdzmy teraz wszystkie wezly drzewa w porzadku numeréw ,kolorowych” i dla
kazdego z nich zapiszmy cyfre 1, jesli jest on wezlem wewnetrznym, a 0 w przeciwnym
przypadku:

11110110100100000

Tak otrzymany ciag binarny wraz z powiazana z nim struktura danych

do wykonywania operacji rank/select bedzie stanowil bardzo oszczedna
reprezentacje drzewa, tzw. cigg kodowy. Kazdy wezel uzupelnionego drzewa poza
korzeniem jest synem jednego z n wezléw wewnetrznych. Stad taczna liczba weztow
drzewa, a zarazem liczba bitéw w ciggu kodowym to 2n + 1.

Sprawdzmy teraz, na ile uzyteczny jest nasz ciag kodowy. Kazdy wezel wewnetrzny
drzewa v ma dwa numery, czarny ¢(v) i kolorowy k(v). Aby przeliczy¢ numer czarny
na kolorowy, wystarczy znalezé ¢(v)-ta jedynke w ciagu kodowym, czyli wykonaé
operacje select:

k(v) = selecti(c(v)).
Przyporzadkowanie odwrotne wykonujemy za pomocg operacji rank:

c(v) = rankq (k(v)).

Musimy jeszcze opisa¢ sposéb poruszania sie po drzewie. Jest on zaskakujaco prosty:
Isyn(c(v)) = 2¢(v),  psyn(c(v)) = 2¢(v) + 1,  ojciec(k(v)) = |k(v)/2].
Innymi stowy, lewym synem wezla o numerze czarnym c(v) jest wezel o numerze
kolorowym 2¢(v) i podobnie w przypadku prawego syna; natomiast w przypadku
ojca robimy odwrotnie: dla wezla o numerze kolorowym k(v) ojcem jest wezel

o numerze czarnym |k(v)/2].

Podane wzory zashuguja na wyjasnienie. Skoncentrujemy si¢ na pierwszym z nich
(dla operacji lsyn), pozostale otrzymuje si¢ analogicznie. Aby go uzasadnié,
wystarczy zbadaé, ile wezléw uzupelnionego drzewa wystepuje w porzadku
kolejnych pozioméw przed lewym synem wezla c(v). Kazdy taki wezel jest albo
samym korzeniem drzewa, albo synem jednego z weztéw wewnetrznych o czarnych
numerach 1,...,¢(v) — 1. Zauwazmy, ze do tej drugiej grupy zaliczaja sie tak
wezly wewnetrzne (w tym te o numerach czarnych 2,...,¢(v)), jak i zewnetrzne.
Wazystkich tych wezléw jest 2¢(v) — 1, wiec rzeczywiscie numerem kolorowym
lewego syna wezla c(v) jest 2¢(v).

Podsumujmy to, co wiemy o naszej reprezentacji. Ma ona rozmiar 2n + o(n)

i pozwala identyfikowaé wezly drzewa i przemieszczaé sie w gore i w dot drzewa
w czasie stalym. Nie wykazaliSmy jeszcze tylko, ze jest ona poprawna, czyli ze rézne
drzewa uzyskuja rézne reprezentacje. To jednakze wynika z faktu, ze na podstawie
reprezentacji drzewa, nawigujac po nim, mozemy jednoznacznie odtworzy¢ jego
ksztalt. Tak wiec nasza reprezentacja spelnia wszystkie oczekiwane wlasnosci.
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Ze swiata USOS. Czesé 6 —
Jak szybko przyrzadzi¢ smaczng aplikacje

*Instytut Informatyki, Wydzial
Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

tukasz KARNIEWSKI®

Wyobrazmy sobie, ze wchodzimy do lokalu znanej sieci pizzerii i zamawiamy swoja
ulubiong pizze. Kelner czym predzej biegnie z naszym zamoéwieniem do kuchni i juz
po chwili rozpoczyna si¢ proces wytworcezy. Z czego sktada sie taka pizza? Zasadniczo
jest to plaskie ciasto w ksztalcie kota, posmarowane sosem pomidorowym, na ktérym
uktada sie rézne dodatki, a calo$é posypuje serem i wstawia na jakis czas do pieca.
Trudno chyba o prostszy przepis. Kucharz przystepuje zatem do dzieta, jednak

na potrzeby naszej historyjki wyobrazmy sobie, ze przygotowuje on nasza pizze

od podstaw. I to samiutenikich podstaw: mieli troche ziarna na make do ciasta,
przeciera kilka pomidoréw na sos, idzie do ogrédka po pare warzyw, a do mleczarni
po mleko na ser, po drodze zbierajac drewno do rozpalenia w piecu... Wiem, wiem,
brzmi to absurdalnie i na cate szczescie zaden pozostajacy przy zdrowych zmystach
kucharz nie zgodzitby sie pracowac¢ w taki sposéb: po realizacji kilku zamoéwien padtby
z przepracowania, a oczekujacy przy stolikach klienci z gtodu.

Tymczasem w prawdziwym $wiecie zwykle juz po 20 (no, moze blizej 30) minutach
pojawia si¢ kelner z naszym wymarzonym daniem. W jaki sposéb udaje mu sie to tak
szybko? Ano dlatego, ze zmyslny kucharz spodziewa sie naszego zamodwienia na pizze
i wszystko to, o czym przed chwilg pisalem, ma juz od dawna przygotowane: ciasto
wyrobione i podzielone na odmierzone porcje (na pizze¢ mata, duza lub srednia), sos
gotowy, wszystkie mozliwe dodatki pokrojone, ser utarty, piec rozgrzany — jednym
stowem ma wszystkie komponenty (tzn. sktadniki) pod reka i to w ilodci wystarczajacej
na wiele zamoéwien. Teraz wystarczy tylko wziaé te sktadajace sie na wybrang przez
klienta pizze i zbudowaé z nich gotowy produkt. My sie cieszymy z szybkiej obstugi,
kucharz sie cieszy z szybkiego i tatwego zarobku, wszyscy sa zadowoleni.

Uff, to juz koniec analogii. Zapytacie teraz pewnie, czy to wszystko ma w ogdble
cokolwiek wspolnego z wytwarzaniem oprogramowania? Ot6z okazuje sie, ze

w pewnym stopniu ma. Programista, ktéry zabiera sie do napisania nowej aplikacji,
jest troche jak nasz kucharz zabierajacy si¢ do przyrzadzenia nowej pizzy. Moze
postapi¢ na dwa sposoby: podobnie jak w pierwszym przypadku wlasnorecznie
zbudowaé wszystko od zera (i powtarzaé te zmudna prace dla kazdego zaméwienia)
albo p6js¢ po rozum do glowy i skorzystaé z ,wyposazonej i zaopatrzonej kuchni” —
czyli z frameworku.

Co to takiego jest framework? Mdéwiac najprosciej, jest to uniwersalna platforma
programistyczna wielokrotnego uzytku, ktorej zadaniem jest przyspieszenie

i utatwienie procesu tworzenia oprogramowania. Jest to swego rodzaju szkielet,

na bazie ktérego programista jest w stanie w krotkim czasie i przy mozliwie niewielkim
naktadzie pracy stworzy¢ zupelnie nowg aplikacje. W jaki sposob szkielety pomagaja,
osiggnacé ten cel? Przede wszystkim dostarczajac gotowe rozwiazania pewnych
standardowych zadan, dzigki czemu programista moze skupic¢ si¢ na kwestiach
niestandardowych, czyli funkcjonalnosci specyficznej dla danego projektu. Szkielety
definiujg strukture aplikacji oraz ogdlny mechanizm jej dziatania, zwykle sa tez
wyposazone w przydatne narzedzia i zaopatrzone w komponenty, z ktérych tatwo
buduje si¢ docelowe elementy systemu.

No tak, duzo madrych zdan, z ktérych trudno cokolwiek zapamietaé, pora wiec
na przyktad.

Zalbézmy, ze nasz zespdl programistyczny ma za zadanie napisaé¢ sklep internetowy.
Jak w przypadku kazdej aplikacji, prace nalezy zaczaé od ustalenia funkcjonalnosci.
Pierwsze wymagania sg oczywiste: ma to by¢ serwis webowy, zatem musi

odbiera¢ zadania od przegladarki i odpowiadaé na nie, wyswietlajac strony
HTML, w miedzyczasie zapewne pobierajac i zapisujac jakies informacje

w bazie danych. Musi umie¢ rozrézniaé¢ uzytkownikéw przegladajacych serwis,
umozliwi¢ im rejestracje i logowanie, kontrolowac ich uprawnienia, pozwoli¢

na zmiane jezyka tekstoéw, wysylta¢ wiadomosci e-mail, oferowaé interfejs
administracyjny, uff! Nagle zrobito sie tego bardzo duzo, a przeciez nie doszliémy
nawet do funkcjonalnosci faktycznie zwiazanych ze sklepem, takich jak prezentacja
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towaru czy skladanie i realizacja zamoéwien! Jednym stowem wyglada na to, ze
mamy przed soba mnéstwo pracy. I to w duzej czesci tej samej pracy, ktorg setki
innych programistéw wykonato juz kiedys przed nami, bo przeciez prawie kazdy
serwis internetowy siega do bazy, generuje strony HTML, pozwala sie zalogowac. ..

I kiedy juz jestedmy pewni, ze nie unikniemy nudnego odtwarzania tego, co juz
dawno wymy$lono i zrobiono, kto§ wpada na pomyst wykorzystania frameworku
webowego. Eureka! W jednej krétkiej chwili i catkowicie za darmo dostajemy
wszystkie elementy typowe dla serwiséw internetowych, wsréd nich miedzy innymi:

mechanizm obstugi zagdan HTTP,

mechanizm generowania stron HTML,

mechanizm zarzadzania modelem danych i dostepem do bazy,
mechanizm obstugi sesji uzytkownikow,

obstuge wielojezycznoéci i lokalizacji,

modul uwierzytelniania i autoryzacji

oraz duzo, duzo wiecej. Hurra! Juz nie musimy ponownie wynajdywaé kota! Majac
taki zestaw startowy, jesteSmy w stanie w ciggu kilku chwil uruchomié¢ testowo
nasz (zupelnie jeszcze ,surowy” i ,nicpokiconierobiacy”) serwis. I skupié sie

na kwestiach naprawde dla nas istotnych, czyli nad nowatorska funkcjonalnoscia
naszego sklepu internetowego.

Mysle, ze w tym momencie zalety ptynace z uzywania szkieletéw do budowy
aplikacji powoli staja sie jasne, a jesli nie, to oto one. Po pierwsze, zwicksza sie
efektywnos¢ procesu tworzenia oprogramowania, a zmniejsza znacznie ilo$é czasu
potrzebnego do napisania kodu. Programisci nie tracg czasu na powtdrzenie wielu
standardowych czynnosci (nie musza sie¢ nawet tak dobrze znaé na siedzacych
pod maska technicznych aspektach) i moga po$wieci¢ wiecej uwagi biznesowej
stronie projektu. Po drugie zwigksza sie jako§¢é samego kodu. Szkielety narzucaja
dobrze przemyslana wewnetrzng logike i organizacje kodu, dzieki czemu zmniejsza
sie ryzyko bledéw. I wreszcie, szkielety sa zwykle dobrze zaprojektowane

i przetestowane, dzigki czemu mozna by¢ pewnym ich niezawodnosci. Sg to

wiec bardzo solidne fundamenty, na ktérych mozna bezpiecznie budowaé

zlozone aplikacje.

Oczywiscie, jak kazdy kij, takze i ten ma swdj drugi koniec. Uniwersalna

i elastyczna natura frameworkéw powoduje, ze czesto ceng za ulatwienie pracy jest
obnizenie wydajnosci aplikacji. Duza zlozono$é szkieletéw moze takze utrudnié,
zwlaszcza poczatkujacym, korzystanie ze wszystkich oferowanych przez nie
dobrodziejstw — zwykle trzeba poswigci¢ sporo czasu oraz przebrnaé przez wiele
stron dokumentacji, aby poznaé¢ wszystkie tajniki danej platformy.

Korzyéci ptynace ze stosowania szkieletéw aplikacyjnych sa jednak nieporéwnanie
wieksze od potencjalnych wad i dlatego wykorzystanie ich do budowania
oprogramowania stato sie szeroko stosowang praktyka. Na chwile obecng kazda
popularna technologia samych tylko szkieletéw webowych posiada co najmniej
kilka. Sg to np.: ASP.NET MVC (jezyk ASP.NET), Google Web Toolkit,

Spring (Java), Ruby on Rails (Ruby), Django, Flask (Python) czy Zend (PHP).
A przeciez serwisy internetowe to nie jedyny rodzaj oprogramowania: istnieja,

tez oczywiscie szkielety do budowy aplikacji desktopowych (np. Java Foundation
Classes, Qt), czy dla urzadzen mobilnych (np. Android Framework).

No, a gdzie w tym wszystkim USOS? Cho¢ niewielu uzytkownikéow zdaje
sobie z tego sprawe, na system USOS sktada sie wiele aplikacji. Najwazniejsza
z nich jest desktopowa aplikacja, ktorej uzywaja pracownicy administracyjni
uczelni, dajaca dostep do centralnej bazy systemu. Ale USOS to takze szereg
serwisOw webowych przeznaczonych dla kandydatow, studentéw i nauczycieli
— dzieki nim moga oni sami zaltatwiaé¢ wiele zwiazanych ze studiami spraw

i nie zawracaé tak czesto glowy paniom w dziekanacie. Te aplikacje to m.in.:
USOSweb, UL (system rejestracji zetonowej), SRS, APD, Ankieter, IRK,

X USOS APIL... jak widaé, jest ich catkiem sporo (pelna liste mozna znalezé

na stronie www.usos.edu.pl/serwisy). Gdyby kazdy z tych serwiséw miat

X

[e)(e) .4

powstawaé od zera, wiele z nich pewnie nie powstaloby do dzi§ — to wlaénie

000 | 00000 10000000
S o 022999 zastosowanie frameworkéw pozwolito stosunkowo niewielkiemu zespotowi
o 00l programistow na rozwiniecie tylu aplikacji.
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Jaki$ czas temu programisci webowych serwiséw USOS postanowili jeszcze
bardziej utatwié¢ sobie zycie. W pewnym momencie okazalo sig, ze kilka wlasnie
powstajacych lub majacych wkrotce powstac aplikacji uzywa tej samej technologii
(Python 4+ Django) i ma bardzo podobna architekture, a takze wspétdzieli

pewne wymagania dotyczace funkcjonalnosci. Naturalnie pojawit sie pomyst, aby
przygotowaé dla tych aplikacji jakas wspdlng baze, od ktérej kazda z nich mogtaby
wyjsé i podazy¢ w swoim kierunku — innymi stowy, napisaé dla nich framework.
Tak tez zrobiono: powstata swego rodzaju naktadka na Django zawierajaca szereg
modyfikacji, komponentéw i modutéw gotowych do wykorzystania w nowych
serwisach USOS-owych. Znalazly si¢ w niej takie elementy, jak miedzy innymi:

e szablon uktadu stron i definicja ogdlnej, znanej z innych serwiséw szaty graficznej,
e mechanizm logowania za pomoca Centralnego Systemu Uwierzytelniania (CAS),
e modul administracyjny z podstawowsg funkcjonalnoscia,

e modul wyszukiwania oséb i wysyltania e-maili.

Nowy szkielet zdat egzamin: z jego pomoca jeden programista byl w stanie
samodzielnie w przeciggu miesigca napisaé catkiem nowa aplikacje, ktéra postuzyta
do przeprowadzenia okresowej ewaluacji pracownikéw dydaktycznych na Wydziale
Matematyki, Informatyki i Mechaniki UW.

Jak wszystkim na pewno §wietnie wiadomo, programowanie samo w sobie jest

juz bardzo ciekawa, choé¢ czasem trudng czynnoscig. A frameworki sprawiaja, ze
tworzenie ztozonych systemoéw staje si¢ nie tylko sporo tatwiejszym, ale takze duzo
przyjemniejszym zajeciem.

Redaguje Tomasz TKOCZ

M 1414. Niech I bedzie srodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC. Pélproste
Al, BI,CI przecinaja okrag opisany na nim odpowiednio w punktach D, E, F.
Udowodni¢, ze proste AD i EF' sa prostopadle.

Rozwiazanie na str. 7

M 1415. Znalezé wszystkie funkcje f odwzorowujace zbiér liczb rzeczywistych
w siebie i spelniajace dla kazdych liczb rzeczywistych z,y réwnanie

fxf(y) = f(zy) +z.

Rozwiazanie na str. 4

M 1416. W pewnej szkole jest 2n uczniéw, n > 2. Kazdego tygodnia n uczniow
dostaje bilety i jedzie na wycieczke. Po k tygodniach okazalo sie, ze kazdych dwoch
uczniéw bylo razem na przynajmniej jednej wycieczce. Udowodnié, ze k > 6.
Rozwiazanie na str. 4

Przygotowali Andrzej MAJHOFER i Michat NAWROCKI

F 851. Na transmisyjna siatke dyfrakcyjna pada prostopadle do jej powierzchni
rownolegla wiazka Swiatla o dtugosci fali A = 0,633 pm z lasera He-Ne.

Za siatka obserwuje sie k = 7 maksiméw dyfrakcyjnych. Ile wynosi stala uzytej
siatki dyfrakcyjnej?

Rozwiazanie na str. 11

F 852. W pomieszczeniach wypelnionych pytem weglowym zdarzaja sie
eksplozje spowodowane samozaplonem pylu. Znalezé temperature koncowa

po wybuchowym spaleniu wegla w pomieszczeniu o sztywnych Scianach, jesli
wybuch wyczerpal caly tlen zawarty poczatkowo w powietrzu wypelniajacym
pomieszczenie. Temperatura poczatkowa wynosita Ty = 300 K, zas 21% objetosci
pomieszczenia wypelnial tlen. Spalaniu wegla do dwutlenku wegla towarzyszy
wydzielenie ciepta @ = 406 kJ/mol. Jaka byla wysoko$é warstwy pytu weglowego
lezacego poczatkowo na podlodze, jedli pomieszczenie miato wysokos¢ H = 2m?
Mozna przyjaé, ze 1kg pylu czystego wegla wypelnia objetosé 1/21.
Rozwiazanie na str. 4
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Informatyczny kacik olimpijski (70): Dwa zadania z Potyczek

W tym kaciku oméwimy dwa zadania z Potyczek Algorytmicznych 2012. Pomimo
krotkich rozwiazan, zadania te wymagaty od zawodnikéw niemalej dozy pomystowosci.

Treé¢ zadania Korniki wygodnie nam bedzie streéci¢ w terminologii numizmatycznej:
Przykltadowo, dla ciagu czterech monet  na stole w jednym rzedzie lezy n monet o nominatach a[l],a[2],. .., a[n]. Dwéch
o nominatach 5,2, 9, 3 optymalnym graczy na przemian wykonuje ruchy. Ruch polega na zabraniu monety z lewego koiica,
ruchem pierwszego gracza jest zabranie  )aweo0 kofica lub z obu koficow rzedu naraz. Wiedzac, ze kazdy z graczy gra tak,
monety o nominale 5. Drugi gracz . , , . L . ,
by zmaksymalizowaé¢ sume wartos$ci zabranych przez siebie monet, nalezy wyznaczy¢

w swoim ruchu zabiera monety 2 i 3. . o : ' A : "
wynik gry (réznice miedzy zyskiem pierwszego i drugiego gracza).
Z inng wariacjg ,,gry w monety”

Czytelnicy spotkali si¢ w artykule Symulujac wprost reguly gry, dostajemy algorytm dzialajacy w czasie O(n2).

Numizmatyka dla zachlannych Wypeliamy kwadratowa tablice, gdzie d[i, j] oznacza wynik gry dla ciagu monet

w numerze 12/2012. . .. . . . . .
na pozycjach o numerach i,7 + 1,...,j (zatem d[1,n] jest odpowiedzia do zadania).

Jesli pominiemy warunki brzegowe, rekurencja bedzie nastepujaca:

() dli,j) = max(ali] + alj] — dli + 1,j — 1], ali] — dli + 1, ], alj] — dli, j — 1]).

Istnieje jednak efektywniejsze rozwiagzanie. Zalézmy najpierw, ze n jest nieparzyste.

Oznaczmy sume nominaléw monet na pozycjach nieparzystych oraz parzystych przez
sy =a[l]+a[3]+...+a[n], sp=al2]+ad]+...+an—1].

Zauwazmy, ze pierwszy gracz ma strategie, ktéra pozwala mu na zabranie wszystkich

monet na pozycjach nieparzystych (niezaleznie od ruchéw drugiego gracza — w swoim

pierwszym ruchu zabiera dwie monety, a w kazdym kolejnym ruchu kopiuje ostatni

ruch drugiego gracza). Gwarantuje mu to uzyskanie wyniku nie mniejszego niz sy .

Z kolei gracz drugi ma strategie, ktéra pozwala mu na zabranie wszystkich monet

na pozycjach parzystych (réwniez kopiuje ruchy przeciwnika), co gwarantuje mu

uzyskanie wyniku nie mniejszego niz sp. Zatem obaj gracze uzyskaja wtasnie tyle,

a wynikiem gry bedzie sy — sp.

Dla n parzystego nie wida¢, jak to zrobi¢ réwnie prosto. Zatem pozostaje nam
skorzystaé ze wzoru (x). Ograniczymy sie jednak do wyznaczenia wartosci d[i,n + 1 — i]
dlai=1,1,..., 5. Zauwazmy, ze przy obliczaniu kazdej z nich pierwszy wyraz
pod maksimum jest rowniez tej postaci, natomiast dwa pozostale dotycza fragmentow
dtugosci nieparzystej, z ktérymi umiemy juz sobie tatwo radzi¢. Rzeczywiscie,
jesli stablicujemy sumy prefiksowe ciagu z naprzemiennym znakiem, mozemy
obliczy¢ warto$¢ gry dla dowolnego takiego fragmentu w czasie stalym. Ostatecznie
otrzymujemy rozwiazanie o zlozonosci czasowej O(n).

x ok %
W zadaniu Podatek mamy dany graf nieskierowany G reprezentujacy sie¢ drog
pomiedzy miastami. Kazda droga ma przypisana stawke podatku. Jadac z miasta
do miasta, musimy w kazdym miescie posrednim uisci¢ oplate réwna maksimum
ze stawki podatku dla drogi, ktéra wjechaliSmy do miasta, i dla drogi, ktérg z miasta
wyjedziemy. Dla miasta pierwszego i ostatniego rozwazamy tylko jedna stawke.
Przyktadowo, jadac trasa vo, v1,v2,vs, jesli przez s; oznaczymy stawke podatku
na drodze pomiedzy v;,—1 a v;, zaptacimy

s1 + max(s1, s2) + max(sz, s3) + s3.

Nalezy podaé¢ minimalna optate przejazdu pomiedzy dwoma ustalonymi miastami.

Skorzystamy ze wzoru

1
max(a,b) = i(a +b+|a—0b|).
Mozemy wtedy zapisa¢ dwukrotnosé optaty, ktéra uiscimy w naszym przyktadzie, jako
251 4 (s1 4+ s2 + |s1 — s2]) + (s2 + 53 + |s2 — s3]) + 253 =
=2(s1 + 82 +83) + |0 — 51|+ [s1 — 82| + |52 — s3] + [s3 — 0].
Tworzymy teraz nowy graf G'. Dla kazdego wierzchotka v z grafu G, do ktérego
wchodzg krawedzie o wagach s; < s2 < ... < sk, tworzymy w grafie G’ wierzchotki
(v, 80 =0), (v,51), (v,82),...,(v,sk) oraz taczymy (v, s;) i (v, s;+1) krawedzia o wadze
si+1 — si. Ponadto, dla kazdej krawedzi o wadze s laczacej w G wierzchotki v i u
dodajemy w G’ krawedz o wadze 2s pomiedzy wierzchotkami (v, s) i (u,s).
Pozostaje zauwazy¢ istnienie bijekcji pomiedzy Sciezkami z v do v w grafie G a $ciezkami
z (v,0) do (u,0) w grafie G, w ktérej dwukrotnosé oplaty za éciezke w G jest réwna
zwyktej wadze Sciezki w G'. Graf G’ ma O(m) wierzcholkéw i O(m) krawedzi, wiec
uruchomienie na nim algorytmu Dijkstry zajmie czas O(mlogm).

Tomasz IDZIASZEK
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Na ankietke odpowiedziato do konca 2012
nieomal 4 tys. czytelnikéw.

Tabu genetyczne

Tabu — w najogolniejszym sensie glteboki i fundamentalny

zakaz kulturowy, ktorego zlamanie powoduje spontaniczng

1 niejednokrotnie gwaltowng reakcje ze strony ogotu przedstawicieli

teg kultury, gdyz jest przez nich odbierane jako ... zagrozZenie dla

dalszego istnienia danego spoleczenstwa.

Wikipedia

O tabu genetycznych napisano pewien czas temu w tygodniku Nature
(3 pazdziernika 2013), oceniajac ich site. Zaczelo sie od pomystu psychologa
z Uniwersytetu w Oregonie, zeby poszukaé¢ genu ,inteligencji” w grupie oséb
o wspoélczynniku inteligencji powyzej 150.

Inteligencja, stopien tabu wysoki. Wspoélczesna genetyka moze pokusi¢ sie
0 poroéwnanie genotypow ludzi o wysokich wskaznikach 1Q z genotypami tych
o niskich. Ale CO TO JEST INTELIGENCJA? Historia oznaczania 1Q az
nadto wyraznie wskazuje, ze trudno znalezé wspdlna palete cech dla calego
ludzkiego gatunku, okreslajaca stopien ,inteligencji”. Kosztowne badania
gendéw 125 tysiecy ludzi wskazaly na trzy warianty w populacjach, w malym
stopniu zalezne od dlugosci szkolnej edukacji. Na pewno bieda w rodzinie
ma tu wiekszy wplyw. Czytelnicy artykulu w Nature pytani, czy nalezy
zaprzestaé¢ dalszych badan ludzkiej inteligencji, odpowiedzieli w 88,3% — nie.

Rasa, stopien tabu bardzo wysoki. Badania w tym kierunku juz wczeénie
obarczone byly podejrzeniem o che¢ wykazania wyzszosci ,,biatej” rasy. I juz
we wstepnych badaniach genetycznych wykazano, ze indywidualne réznice

w obrebie tej samej ,rasy” sa wieksze niz miedzy grupami. Pozostaje ciekawe
pytanie, dlaczego przy wspdlnocie genotypéw (Homo sapiens od 7 min lat)
ludzie tak bardzo r6znig sie cechami zewnetrznymi (fenotypy, uksztaltowane
zaledwie setki tysiecy lat temu). Tabu rasowe jest tak silne, ze na razie
uniemozliwia jakiekolwiek badania §wiadczace o réznicach (niekoniecznie
wyzszosci/nizszosdci) genetycznych miedzy przedstawicielami réznych grup
etnicznych. Ale 86,1% czytelnikéw Nature nie cheialo zaprzestania tych badan.

Agresja, przestepczosc, stopien tabu tagodny. W ostatnich 20-30

latach wzrastata liczba prac, w ktorych poziom indywidualnej agresji
kojarzono z pewnymi wariantami okreslonych genéw lub nawet

z kompletem chromosoméw. I znowu badacze natkneli si¢ na podstawowy
problem PRZED rozpoczeciem badan: jak oddzieli¢ wptyw genéw od
kryminalizujacego wplywu otoczenia. Mimo daleko posunietych watpliwodci,
co do ,,dowodéw” genetycznych, zdarzaja sie jeszcze wyroki sadowe,

w ktérych genotyp przestepcy wiazany jest z jego ,,dokonaniami”. Nie nalezy
przerywaé takich badan, odpowiedzialo 93% czytelnikéw.

Seksualnosé, stopien tabu tagodny. Tu uzywanie maja wszyscy czekajacy
na wyniki poszukiwania genu homoseksualnosci (pierwsze doniesienie
pozytywne, nastepnie zdezawuowane, 1993). OdpowiedZ na pytanie

o genetyczne podtoze homoseksualnosci, transseksualizmu i temu podobnych
wariantéw ludzkich ukierunkowan seksualnych jest na razie odpowiedzia

o charakterze politycznym i nauka slabo jest tu styszalna. Amerykanskie
Instytuty Zdrowia (NIH) zalecaja prowadzenie w tym kierunku badan
naukowych, ze szczegdlnym uwzglednieniem danych epigenetycznych

(zmian w genach w trakcie zycia jednostki, nie wszystkie sa dziedziczone).
92,6% czytelnikow uwaza, ze takich badan nie nalezy zaprzestawac.

Jeden z badaczy genetycznych tabu podsumowat trafnie te¢ dziedzine:
7 kazdym rokiem, gdy dalej posuwam sie w moich poszukiwaniach, otrzymugje
te samgq lekcje: nie chodzi o geny lub warunki $rodowiskowe. Obie okolicznosci
$q rownie wazne.

Magdalena FIKUS
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Piorun kulisty n flagrant:

Pioruny kuliste sa zjawiskami efemerycznymi, jak na razie
skutecznie unikajacymi ostatecznego wyjasnienia ich
natury. Jest kilka konkurencyjnych teorii. Wszystkie

one moga by¢ poprawne, bo podobnie moga wygladac
pioruny kuliste o réznych mechanizmach powstawania,
ale réwnie dobrze wszystkie moga by¢ czesciowo lub
catkowicie chybione.

Najczesciej obserwowane sg $wiecace kule o srednicy
kilkudziesieciu centymetréw, ale widywano réwniez
kilkumetrowe pioruny kuliste. Zazwyczaj towarzysza
wyladowaniom atmosferycznym, ewentualnie wybuchom
wulkanow. Kule te jasniejg do kilku sekund, po czym
gasng lub wybuchaja. Unosza sie¢ nad ziemia, poruszaja
sie z wiatrem, ale czasem raportowane jest ich
odmienne zachowanie.

W styczniu ukazala si¢ praca [1] opisujaca wyniki
pierwszej rejestracji pioruna kulistego za pomoca kamer
wyposazonych w spektrometry. Byta to nieoczekiwana
obserwacja wykonana w trakcie badan zwyktych
wytadowan atmosferycznych, prowadzonych kilkadziesiat
kilometréw na potnoc od stolicy Xining prowincji

Qinghai w zachodniej czesci Wyzyny Tybetanskiej
($rodkowe Chiny) i kilkadziesiat kilometréw na wschod od
najwiekszego (i bezodpltywowego) jeziora Chin o tej samej
nazwie co cata prowincja (nazwa oznacza blekitne morze).

Piorun kulisty powstal w miejscu uderzenia normalnego
wyladowania tuz przed dziesigta wieczorem 23 lipca
2012 roku, w odlegtosci 900 metréw od kamer.

Jedna z nich rejestrowata kolorowy film obejmujacy
cale, trwajace 1,64 sekundy, zdarzenie (z czestoscia

50 klatek na sekunde). Druga kamera robita 3000
czarno-biatych zdje¢ na sekunde, ale uwiecznita tylko
druga potowe zjawiska.

Oba urzadzenia wykonaly pomiary spektroskopowe.
Pierwsza byta czuta w zakresie od 400 do 690 nm,
natomiast druga w zakresie od 400 do 1100 nm.

Swiecqca kula pojawita sie na skraju pola widzenia

na tym samym zdjeciu, na ktorym zarejestrowano zwyktly
piorun, i byta widoczna na kolejnych 81 klatkach. Dla obu
kamer pojedynczy piksel rejestrowal rzeczywisty obraz

o rozmiarach okoto metr na metr. Kula poczatkowo miata
prawie dziesie¢ metrow srednicy i byta fioletowo-biata,

ale w czasie pierwszych 160 ms jej rozmiar i jasno$é
zmniejszyly sie prawie dwukrotnie, a kolor zmienit sie
nieznacznie na pomaranczowo-bialty.

Przez nastepne 900 ms obraz prawie si¢ nie zmienial.
W tym czasie kula najpierw lekko zwigkszata swdj
rozmiar (o okoto 1/5), osiagajac lokalne maksimum
okoto 800 ms od powstania, a nastepnie zaczeta sie
zmniejsza¢. Po tej w miare stabilnej fazie kula zaczeta
gasnaé, jednoczesnie czerwieniejac. W trakcie trwania
calego zjawiska przesuneta si¢ ona o okoto 10 metréow.

Analiza spektralna przeprowadzona za pomoca pierwszej
kamery wykazata obecnosé linii odpowiadajacych obecnosci
neutralnego krzemu, zelaza i wapnia, czyli pierwiastkow
dominujacych w ziemi, w ktora uderzyt zwykty piorun.
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Natomiast druga, ultraszybka kamera, wrazliwa réwniez
na podczerwien, dodatkowo wykrylta oscylacje jasnosci

o okoto 10% amplitudzie oraz czestosci 99,4 Hz, zwigzane
z cyklicznym uwidacznianiem sig linii niezjonizowanego
azotu i tlenu. Efekt ten moze by¢ zwiazany z bliskim
sasiedztwem (20 metréw) linii wysokiego napiecia (35 kV,
50 Hz), ale ewentualny mechanizm nie zostal wskazany.

Wykrycie linii spektralnych krzemu, zelaza i wapnia
wydaje sie wskazywaé na mechanizm zaproponowany

w pracy [2]. Wedlug niego uderzenie pioruna moze
spowodowacé stopienie ziemi, redukcje tlenkéw, ktore ja
tworza, oraz wyrzucenie ich czesci w powietrze. Materiat
ten, na skutek gwaltownego chtodzenia, zastyga w postaci
dendrytycznej sieci naladowanych nanoczastek, ktore
zaczynaja sie stosunkowo wolno utlenia¢. Ten ostatni
proces miatby byé¢ Zrédtem energii niezbednej do
$wiecenia pioruna kulistego.

Najbardziej znany alternatywny model zostal
zaproponowany juz szesédziesiat lat temu [3]. Zgodnie
z nim pioruny kuliste to kule plazmy, ktore sa
podtrzymywane za pomoca rezonansowego pochtaniania
energii stojacych fal elektromagnetycznych o dtugosci
fali poréwnywalnej z rozmiarem kuli. Model pozwala
na $wiecenie pioruna bez naruszania zasady zachowania
energii, ttumaczy stalg wielko$¢ kuli, niepodleganie
wiatrowi oraz szereg innych wtasnosci piorunéw
kulistych. W oryginalnej publikacji nie jest opisny
konkretny mechanizm generowania odpowiednich fal
elektromagnetycznych.

Obydwa modele doczekaty si¢ wielu doswiadczalnych
potwierdzen mozliwosci wygenerowania w warunkach
laboratoryjnych czegos zachowujacego sie¢ podobnie

do pioruna kulistego. Te sztuczne pioruny kuliste sa
raczej male oraz przewaznie trwaja krocej. Wydaje sie
to jednak potwierdzaé poglad o réznych mechanizmach
prowadzacych do podobnego zjawiska.

Obserwacja [1] dowodzi, ze (przynajmniej niektére)
pioruny kuliste powstaja w sposob zblizony do
zaproponowanego w pracy [2]. Wydaje sie jednoczesnie
wskazywaé na mozliwosé systematycznego badania
piorunéw kulistych w warunkach naturalnych. Nie jest

to tak oczywiste. Badania wyladowan atmosferycznych
prowadzone sa w bardzo wielu miejscach, a piorun kulisty
udato sie¢ zaobserwowac¢ dopiero teraz. Liczba takich
zjawisk jest szacowana (na podstawie czestosci wizualnych
obserwacji) na 10~ — 10~® na kilometr kwadratowy

na minute. A rok ma tylko p6t miliona minut.

Ciekawe, czy doczekamy sie pelnego wyjasnienia natury
piorunéw kulistych.

Piotr ZALEWSKI

[1] Jianyong Cen, Ping Yuan, Simin Xue, Observation of the Optical
and Spectral Characteristics of Ball Lightning,

DOI: 10.1103/PhysRevLett.112.035001, 24 stycznia 2014.

[2] John Abrahamson, James Dinniss, Ball lightning caused by
oxidation of nanoparticle networks from normal lightning strikes
on soil, Nature 403(2000)519.

[3] érp Kanuua, O npupode wapoeot moanuu, ITAH CCCP
101(1955)245.
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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koica miesigca n 4 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadno$cig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe 0s6b, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegétowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 574, 575
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

574. Na desce lezy walec o promieniu R z wydrazeniem w ksztalcie walca

o promieniu R/2 stycznym do osi walca (rys. 1). Deske zaczynamy wolno
podnosié¢ za jeden koniec. Znalezé¢ kat graniczny nachylenia deski, przy ktérym
walec pozostanie jeszcze w réwnowadze. Wspdlezynnik tarcia walca o deske
jest rowny p = 0,2.

575. Oktadki ptaskiego kondensatora powietrznego o powierzchni S

i wysokosci h sg skierowane pionowo i zanurzone w cieczy o stalej
dielektrycznej e do wysoko$ci h/3. Oblicz ladunek, jakim natadowany jest
kondensator, jezeli w stanie rownowagi ciecz wypelnia cala przestrzen miedzy
oktadkami. Gestosé cieczy wynosi p, odleglos¢ miedzy okladkami jest mata

w porOéwnaniu z rozmiarami liniowymi oktadek.

Rozwigzania zadan z numeru 11/2013

Przypominamy tres¢ zadan:

566. Na dachu nachylonym do poziomu pod katem ¢ lezy olowiana blacha. Wspélczynnik tarcia
olowiu o dach to p > tg¢. Wspdlczynnik rozszerzalnosci liniowej otowiu wynosi «. Zakladamy, ze
temperatura w ciggu doby wzrasta od wartosci ¢; do t2, a potem ponownie obniza si¢ do t;. Dlugosé
blachy przy minimalnej temperaturze t; jest réwna [. Na jaka odleglo§¢ blacha spelznie z dachu

w ciagu doby?

567. Niewazki pret o dlugoéci | z niewielkim cigzarkiem o masie m na koricu moze obracaé si¢ wokét
punktu A i znajduje sie w potozeniu pionowym, dotykajac klocka o masie M (rys. 2). W wyniku
lekkiego popchnigcia uktad zostaje wprawiony w ruch. Jaki musi by¢ stosunek mas m/M, aby

w chwili utraty kontaktu cigzarka z klockiem pret tworzyl z poziomem kat g = /67 Ile bedzie
wynosi¢ w tym momencie predko$é¢ klocka? Tarcie zaniedbad.

566. Sity rozszerzalnodci cieplnej sg bardzo duze i wymuszajg przesuwanie sie
fragmentéw blachy wzgledem dachu. Gdy blacha ogrzewa sig, jej punkt nieruchomy
znajduje sie powyzej $rodka masy. Oznaczmy jego odlegtosé od srodka masy przez x.
Sita tarcia dzialajaca na wydtuzajaca sie blache ponizej punktu nieruchomego
dziata w gore réwni i wynosi 71 = u(m/2 + ma/l)g cos ¢, a powyzej tego punktu
To = p(m/2 — ma/l)g cos p dziata w d6t réwni. Warunek réwnowagi statycznej

dla punktu nieruchomego ma postaé: mgsinp + To = T4, stad © = ltgp/(2u).
Wydtuzenie blachy podczas ogrzewania wynosi Al = la(te — t1), a jej srodek
przesuwa sie w dot o s1 = zAl/l = la(t2 — t1) tg¢/(21). Gdy blacha stygnie, jej
punkt nieruchomy znajduje sie ponizej srodka masy, réwniez w odleglosci z. Srodek
blachy ponownie przesuwa si¢ w dot na taka sama odlegtosc jak podczas ogrzewania.
W ciggu doby blacha spetza w d6t na odlegtosé s = la(te — t1) tg @/ .

567. Ciezarek na koricu preta porusza sie po okregu, a jego przyspieszenie ma
sktadowa dosrodkowa aq = v?/l oraz sktadows styczng do toru as, gdzie v jest
chwilowa predkoscia ciezarka (rys. 3). Ciezarek popycha klocek, ktéry porusza sie

z przyspieszeniem ay = as sina — v? cos a/l. W chwili utraty kontaktu ciezarka

z klockiem ans = 0, a sktadowa przyspieszenia cigzarka styczna do toru spowodowana
jest tylko siltg ciezkodci: as = gcos ap. Predkosé ciezarka w tym momencie wynosi
vo = \/gl/2, a predkos$é klocka u = vg sin g = 4/gl/8. Z zasady zachowania energii
otrzymujemy: mgl = mglsin g + mug /2 + Muvd sin® /2 i stad szukany stosunek
mas wynosi m/M = 4.
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677. Rozwazamy tréjki liczb rzeczywistych (z,vy, z), spelniajace warunki

1 1 1 9 9 9
T+ —-—=y+—-—=z+— oraz x°+y +2z°>yz+zr+xy.
Y z T

Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartosci iloczynu zyz.
678. Czy istnieja takie trzy rézne liczby pierwsze p, ¢, r, ze liczba 2971 — 1 dzieli

sie przez p, liczba 2"~ — 1 dzieli sie przez q, za$ liczba 2P~! — 1 dzieli sie przez r ?

Zadanie 678 zaproponowal pan Witold Bednarek z Y.odzi

Rozwigzania zadan z numeru 11/2013

Przypominamy tresé¢ zadan:

669. W trojkacie ABC okrag wpisany jest styczny do bokéw BC,CA, AB odpowiednio w punktach
D, E,F. Punkty X,Y, Z zostaly obrane odpowiednio na bokach BC,CA, AB tak, ze |AY| = |AZ],
|BX| = |BZ|. Dowies¢, ze prosta DE polowi odcinek XY

670. Udowodni¢ nieréwnosé
(1,2+1 b2+1 (:2+1 S 9
b2 +c+1 c24+a+1 (12+b+1/
dla liczb rzeczywistych a, b, c > —1.

669. Przyjmijmy zwykle oznaczenia: a = |BC|, b = |C'A|, ¢ = | AB|. Réwnosci
|CX|=a—-|BX|=a—|BZ|, |CY|=b—|AY|=0b-|AZ|
dodajemy stronami i otrzymujemy
|CX|+|CY|=a+b—c=2-|CD|=2-|CE|.
To znaczy, ze punkty X i Y leza po przeciwnych stronach prostej DE,
w jednakowych odlegto$ciach od odpowiednich koncéw odcinka DE:
|DX| = |EY|.
Wobec réwnoramiennosci trojkata CDE oznacza to z kolei, ze punkty X i Y

leza w jednakowych odlegltosciach od prostej DE. Stad juz wynika, ze ta prosta
przechodzi przez srodek odcinka XY'.

670. Niech M bedzie érednig arytmetyczna liczb a?, b2, ¢?. Oznaczmy:
a?+1 b +1 A +1
=1+3 =1+3
M+1 " wa1 Y
Suma liczb napisanych po lewych stronach wynosi 3. Zatem i suma liczb
po prawych stronach wynosi 3; a to znaczy, ze x +y + z = 0. Stad

=1+ 3z.

1
xy—i—yz—i—zx:5((x+y+z)2—(m2+y2+z2)) <0.

W nieréwnosci danej do udowodnienia wyodrebniamy pierwszy skladnik
i szacujemy z géry jego mianownik:
+1

1
VP 4et+1<b*+1+ :(M+1)(1+3y)+§(M+1)(1+3z):

— g(MJr D1+ 2y + 2).

Liczba b + ¢ + 1 jest dodatnia (tu korzystamy z zalozenia, ze ¢ > —1),

zatem po prawej stronie ostatniej nieréwnosci mamy réwniez liczbe dodatnia,

i wobec tego
1

b24c+1

1 1
M+1 1+ (2y+2)

1
M+1

>§. >§. (1-(2y+2).
Stad
a?+1 < 2 1-(2y+2)
Ptc+1~3  M+1
Mamy tez analogiczne oszacowanie dla pozostalych dwoch sktadnikow zadanej
nieréwnosci. Po dodaniu stronami otrzymujemy (pamietajac, ze x +y + z = 0
oraz xy + yz + zx < 0):
a?+1 v+ 1 2 +1
2+c+1 c+a+l a?+b+1

2
(143z)(M+1)= g(l—2y—z+3x—6xy—3xz).

> ;(3—9(xy+yz+zm)) > 2.
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Prosto z nieba: Polaryzacja promieniowania tla

Mikrofalowe promieniowanie tla kojarzy sie¢ najczesciej z z6tto-niebieska mapa
nieba pelna drobnych plamek oraz widmem, ktore z wielka dokladnoscia
odtwarza termiczne promieniowanie ciala doskonale czarnego o temperaturze
2,72548 £+ 0,00057 K. Rozklad energii, pozwalajacy m.in. na wyznaczenie
temperatury, nie jest jedyna informacja niesiong przez fotony promieniowania

Swiatto moze by¢ spolaryzowane na wiele
sposob6w, np. liniowo badz kolowo;
zjawisko polaryzacji wykorzystuje

si¢ m.in. w filtrach fotograficznych

i okularach przeciwstonecznych.

Wktad polaryzacji w mikrofalowym promieniowaniu

to niewielkie fluktuacje na poziomie uK. W rozkladzie
Swiatla spolaryzowanego na niebie wyréznia sie dwie
sktadowe, E i B, zwane elektryczna i magnetyczng przez

analogie do promieniowania elektromagnetycznego.
Sktadowa E charakteryzuje sie znikajaca rotacjg, co
oznacza, ze linie pola nie tworzg petli, natomiast

sktadowa B z definicji nie ma dywergencji — linie pola

nigdzie si¢ nie zaczynaja, ani nie koncza. Rozklad
polaryzacji na niebie, odpowiadajacy sktadowej E

i powstaly podczas elastycznego rozpraszania fotonéw
tla na naladowanych czastkach niejednorodnej plazmy,
zostal zmierzony w 2002 roku przez polarymetr DASI
(ang. Degree Angular Scale Interferometer), ale dopiero

1/91 ) ) 1?“ ‘ ‘ l?h ) ) l(\ih ) 150
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Jasnos¢ (wielkos¢ gwiazdowa):

.0 @l 02 e3 ¢4 .5 -6

@ gromada kulista - mglawica planetarna

o gwiazda zmienna

Gwiazdozbiér Herkulesa. Mapa nieba
we wspoélrzednych réwnikowych;
rozmiary gwiazd odzwierciedlajg ich
jasnosci w wielkoSciach gwiazdowych.
[Mapke nieba wykonano na podstawie
mapy IAU/magazynu Sky & Telescope
(Roger Sinnott & Rick Fienberg).]

tla; maja one bowiem réwniez polaryzacje, ktéra jest zmiana kierunku oscylacji
rejestrowanej fali elektromagnetycznej. Badanie polaryzacji $wiatta dochodzacego
z obiektow astronomicznych dostarcza na przyklad informacji o kosmicznych polach
magnetycznych lub obecnosei pyltu ($wiatlo odbite jest spolaryzowane liniowo).

niedawno udalo sie zmierzy¢ sktadows magnetyczna.
Miedzynarodowy zespot badawczy postuzyl sie w tym
celu znajdujacym sie na Antarktydzie, podobnie

jak jak wczesniej DASI, 10-metrowym teleskopem
SPT (ang. South Pole Telescope), wyposazonym

w kamere SPTpol. Obecno$¢ sktadowej B ttumaczy
si¢ soczewkowaniem grawitacyjnym promieniowania
tla; pomiary umozliwia oszacowanie rozkladu

mas we Wszech$wiecie i ilosci fal grawitacyjnych
powstatych podczas Wielkiego Wybuchu. Obserwacje
te zawieraja takze informacje pomocne przy testowaniu
hipotezy inflacji — raptownego przyspieszenia
ekspansji przestrzeni w bardzo wczesnych etapach

zycia Wszechswiata.
Michal BEJGER

Niebo jak wtasna kieszen: Marzec

W marcu wieczorem nad péinocno-wschodnim horyzontem
pojawia si¢ gwiazdozbiér Herkulesa. Rozmiarowo przegrywa
on na niebie z opisywana wcze$niej Hydra (druga praca
Herkulesa), bedac piatym pod wzgledem wielkosci zajmowane;j
powierzchni. Latwo jest go zlokalizowa¢ w poblizu bardzo
jasnej Wegi (a Lyrae). Pierwsza gwiazda Herkulesa,

« Herculis, zwana Rasalgethi (Glowa) jest widocznym
przez amatorski teleskop ukladem podwdjnym (2,9™);
najjasniejszym obiektem jest natomiast 3, Kornephoros
(Niosacy maczuge, 2,8™), co zgrabnie oddaje gléwne cechy
mitologicznego herosa.

Wsréd obiektéw innych niz gwiazdy znajdziemy w Herkulesie
gromade kulista M13, najjasniejsza (5,8"™) gromade na
polnocnym niebie. M13 jest stynna réwniez z tego, ze w jej
kierunku w 1974 r. wystano przy uzyciu teleskopu Arecibo
wiadomo$¢ zawierajaca m. in. informacje o DNA, Ukladzie
Stonecznym i liczbach naturalnych (sygnal dotrze do gromady
za ok. 25 tys. lat). Nieco mniej jasna (6,3™) jest polozona

w poblizu inna gromada kulista, M92 — bardzo niska zawartosé
metali w skladzie gwiazd M92 $wiadczy o dlugim zyciu
gromady, 14,2 £ 1,2 miliardéw lat, w granicy bledu réwnym
wiekowi Wszech$wiata.

Marzec rozpoczyna sie i koficzy nowiem Ksiezyca (1 i 30 111, pelnia 16 IIT).
Koniec astronomicznej zimy nastapi 20 I1I; w réwnonoc wystapi ciekawa
koniunkcja Ksiezyca z Saturnem (0,52™, Waga). Inne potencjalnie ciekawe
spotkania z Ksigzycem to: Mars (—0,8™) 18. w Pannie, oraz Wenus (—3,99™)
27. nad ranem w gwiazdozbiorze Wodnika. Ksiezyc w pierwszej kwadrze
przejdzie tez blisko Aldebarana (0,85™, 7 III), co jest dobra okazja dla

mitosnikéw astrofotografii.
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Dowéd wzoru Herona znalezé mozna

np. w deltoidzie

4/2008.
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Rys. 1. Czarne szedciany i szara linia
sg pomocnicze. Na rysunku (b) gérny
wierzcholek czworoécianu lezy na prawej

$cianie szesScianu, wigc wysokosé
czworo$cianu jest mniejsza od 1.

Dla d = 0, czyli dla czworokata
zdegenerowanego do trdjkata,
otrzymujemy wzér Herona.

Heron uogdlniony? Joanna JASZUNSKA

Wzér Herona S = \/p(p — a)(p — b)(p — ¢) pozwala wyznaczy¢ pole tréjkata
w zaleznosci od dlugosci jego bokéw (p to polowa obwodu). Czy da sie go
uogdlnié, na przyklad dla objetosci czworoscianu lub pola czworokata?

Objeto$é czworoscianu a pola jego $cian

W zadaniu 3 z poprzedniego deltoidu wykazalidémy, ze nie mozna obliczy¢
objetosci czworoscianu, znajac jedynie pola jego $cian oraz promien kuli
opisanej, tym bardziej wigc same pola $cian nie wyznaczaja objetosci.

Warto zauwazy¢, ze pola $cian i promien r kuli wpisanej pozwalaja wyrazi¢ objetosé
czworo$cianu. Istotnie, odcinki taczace srodek kuli z wierzchotkami czworoécianu
zadajg podzial na cztery ostrostupy; podstawa kazdego z nich jest inna Sciana
czworo$cianu, a wysokos¢ kazdego réwna jest . Stad wzér na objeto$é czworoscianu
V= %T r, gdzie T to pole jego powierzchni. Wzor ten jest jednak raczej uogolnieniem
wzoru na pole tréjkata S = pr niz wzoru Herona.

Objetos$¢ czworoscianu a dlugosci jego krawedzi

Same dlugosci szesciu krawedzi, bez dodatkowej informacji o ich konfiguracji,
nie wyznaczajg objetosci czworoscianu, co ilustruje para kolorowych bryt

z rysunku 1. Maja one krawedzie o dtugosciach 1,1, 1,v/2,v/2, V2, przystajace
podstawy, ale rézne wysokosci, wiec tez rézne objetosci.

Dtugosci wszystkich krawedzi wraz z ich konfiguracja definiuja jednoznacznie
czworo$cian, zatem tez jego objetos¢. Niestety, w ogdlnym przypadku wzér jest dosé
skomplikowany. Zajmijmy sie wiec szczegdlng klasa czworosciandw réwnosciennych
— takich, ktérych przeciwlegle krawedzie sa parami réwne.

Podobnie jak w poprzednim deltoidzie, opiszmy na takim czworoscianie
réwnolegloscian (rys. 2). Jest on prostopadloscianem, gdyz kazda z jego $cian
jest réwnoleglobokiem o réwnych przekatnych, czyli prostokatem. Przyjmijmy
oznaczenia jak na rysunku 2. Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy wowczas
a? =y 4+ 22, 02 =22 + 22, ¢ = 2% + y?, wiec

b2 4 2 — a2 2+ a2 —p2 a2 £ b2 — 2
Objetosé czworoscianu réwnosciennego to objetos¢ prostopadtoscianu
pomniejszona o objetosci czterech przystajacych narozy, czyli

11 1 \/(62+02a2)(c2+a262)(a2+6202)

V: —4~—-— = — g
TYZ 3 21:yz 3xyz =

Pole czworokata a dtugosci jego bokdéw

Wzér na pole czworokata zalezny wylacznie od jego bokéw (nawet
z uwzglednieniem ich kolejnosci) istnieé¢ nie moze — wystarczy spojrzeé
na prostokat i nieprostokatny réownolegtobok o takich samych bokach.

Na szczescie przy dodatkowych zalozeniach istnieja tadne uogélnienia wzoru
Herona. Jesli czworokat jest wpisany w okrag, zachodzi wzdér Brahmagupty:

S=Vp—-a)p—bp—-c)p—d.
Jesli zas przez ¢ oznaczymy polowe sumy przeciwlegltych katéw czworokata
(obojetne, ktorych), a przez e i f dlugosci przekatnych czworokata, mamy dwa
wzory Bretschneidera:

S=/(p—a)p—b)p—c)(p—d) — abedcos® o,

S = \/(PG)(pb)(pC)(pd) — i(ac+bd+ef)(ac+bd—ef).

Dla czworokata wpisanego w okrag suma przeciwlegltych katéw réwna jest

180°, wiec cos? ¢ = 0. Z kolei twierdzenie Ptolemeusza orzeka, ze ac + bd > ef,
a réwnos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy na czworokacie mozna opisaé
okrag. Zatem dla takiego czworokata oba powyzsze wzory upraszczaja sie

do wzoru Brahmagupty. Ponadto wynika stad, ze czworokat o ustalonych
kolejnych bokach ma maksymalne pole wlasnie wtedy, gdy jest wpisany w okrag.
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