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W nastepnym numerze polecamy
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Czytelnik Wnikliwy zastanawiaé sig
moze, czemu ten numer nie ma sygnatury
12(480). Sprawe wyjasnia fakt, ze

o ile udalo si¢ nam nadrobié¢ straty
numerdéw wynikle ze stanu wojennego
(wydawaliSmy po odwieszeniu dwa
numery miesigcznie), to brutalnej
prywatyzacji RSW , Prasa-Ksiagzka-Ruch”
nie zdotaliSmy si¢ przeciwstawic

i straciliémy numery 11 i 12/1989

oraz 1, 21 3/1990.

Czterdziesci lat minelo

Ten numer zamyka czterdziesci lat miesiecznika Delta. Numer prébny

zostal wydrukowany 8 grudnia 1973 roku w nakladzie 50 egzemplarzy, a réwno
z Nowym Rokiem zostal wydany w naktadzie 30 tys. identyczny z nim numer 1.
Wiaze sie z tym anegdotka: nie uwzgledniliSmy ingerencji cenzury, bo tak sie
z niej $mialidémy, ze zapomnieliémy to zrobi¢ — chodzilo o to, by nie ujawniaé
wielkosci obszaru Instytutu Fizyki Jadrowej w Krakowie.

Ale nie o anegdotach chce pisaé. Majac do$é wyjatkowy przywilej wydawania
miesiecznika przez lat czterdziesci, chcialbym podzielié sie z Czytelnikami
swoja opinia, czym on si¢ rozni od ,niedelt”. Bo zawsze chcielidémy, by sie réznit.
Powstato nawet takie hasto reklamowe: Delta is different, co jest bardziej dziwne
niz zreczne, ale nam sie spodobalo.

Roéznica, 6w — jak sie dzisiaj mowi — mit zatozycielski Delty, polega na
postawieniu jasno sprawy:

jesli chcesz uprawia¢ nauke, przygotuj sie na to, ze to ogromny wysitek.
Kazdy gotym okiem zauwazy, ze jest to pod prad dzisiejszych trendéw, ktére
w stowie pisanym wyrazaja si¢ tytutami Jak nauczyé swojego psa fizyki czy
Krowy w labiryncie i objawiaja przekonanie, iz najlepsza droga do nauki sg
figle i swawole. Nie jest to — whrew pozorom — znak czasu: podobna role pelnity
kiedy$ Sladami Pitagorasa czy Zerko Zeglarz itp. My byliSmy zdania, ze przez
,uchachanie” droga do nauki nie prowadzi — jedyne, co mozna ta drogg uzyskac,
to przyzwolenie spotecznosci na wydawanie na nauke pieniedzy z budzetu
(i zapewne — moim zdaniem — tylko o to chodzi).

Odpowiednikiem takiego stanowiska w pedagogice i (ponoé) w psychologii
rozwojowej jest traktowanie dziecka jak dorostego. My ordynowalismy ludziom,
ktorzy jeszcze do nauki nie dotarli, takie pozycje, jak Co to jest matematyka
Couranta i Robbinsa, Geometrie poglgdowg Hilberta i Cohn-Vossena, O liczbach
i figurach Rademachera i Toeplitza. Aby nie odstawaé zanadto od tych ideatéw,
ukulismy dyrektywe, ktora kazata

dazy¢ do tego, by Delta to byla mowiaca nauka.

W praktyce oznaczalo to przykazanie, by o danym temacie pisali wytacznie ci,
ktorzy w tej dziedzinie pracuja. I wiecej: nawet jedli nam sie wydawalo, ze jakis
uczony pisze zbyt zawile, to nie kwestionowalismy jego tekstu, jesli mial on

wielu uczniow — jesli ich tylu ma, to znaczy, ze mowi o swojej pracy wlasciwie.

Po czterdziestu latach pracy w Delcie mam poczucie dobrze spelnianego
obowigzku. Zapewniajg mnie o tym ci, ktérzy na taka, nietatwg przeciez,
propozycje drogi do nauki przystali. Wymiernie widaé¢ to przede wszystkim
w naszym Klubie 44 M, zrzeszajacym fanatykow ciezkiej pracy nad niebanalnymi
zadaniami — o poziomie Klubu $wiadczy fakt, ze za jego prowadzenie

Marcin Kuczma otrzymat w 1992 roku Medal Hilberta; rozmiar sukcesu
moze pokazaé to, iz rownocze$nie uczczono w ten sposoéb Martina Gardnera

'_ za kacik matematyczny w Scientific American. Drugie wymierne swiadectwo

~ to nasz Konkurs Uczniowskich Prac z Matematyki — na dziesieé nagréd, jakie
zostaly przyznane w dziedzinie matematyki w dotychczasowych edycjach
Konkursu Prac Mtodych Naukowcow Unii Europejskiej, dziewieé wywalczyli
Polacy, laureaci naszego KUPzM. No i wreszcie istnieje, z Delty poczete,
srodowisko Szkol Matematyki Pogladowej, ktorych, jak dotad, odbyto sie 51,
i do ktérego to Srodowiska zaliczaja sie nie tylko matematycy.

Dulce et decorum est zmagaé sie z opornym umystem, aby go sktonié¢ do pojecia
tego, co jeszcze wydaje mu sie niepojete.

™ ] moge obieca¢ w imieniu wlasnym oraz kolegium redakcyjnego Delty (ktérego

$redni wiek juz dawno jest mniejszy od jej wieku), ze tego rodzaju trudu
bedziemy naszym Czytelnikom nadal dostarczaé.
Marek KORDOS



Rys. 1

Rys. 2. Minimalny niezalezny zbiér
dominujacy (czyli maksymalny zbiér
niezalezny) w grafie.

*Wydzial Matematyki, Informatyki

Z zycia muchy Zofia MIECHOWICZ®

Zapewne kazdy z nas dobrze zna muszke owocéwke (drosophila melanogaster,
co thumaczy sie dostownie jako ciemnobrzucha miloéniczka rosy).

Dla wiekszosci ta dobra znajomosé niekoniecznie musi budzi¢ dobre
skojarzenia — by¢ moze z uwagi na jej natretny muszy charakter i masowa
obecno$é letnig porag w poblizu nieopatrznie zostawionych bez przykrycia
stodkich owocow. Niemal réwnie powszechna jest wiedza o jej zashugach
naukowych w dziedzinie genetyki. Malo kto zdaje sobie sprawe z tego, ze to
nie pies Lajka, a wtasnie muszka byla pierwsza ziemska istota, ktora wybrata
sie w podréz kosmiczna. Ale czy kto$ uwierzy, ze muszka pomogla réwniez

W rozwiazywaniu pewnego problemu z pogranicza matematyki i informatyki?

Wiekszoéé systemdéw komputerowych, z jakimi mamy obecnie do czynienia,
to tak zwane systemy rozproszone, czyli niezalezne urzadzenia (stosujac
pewne uproszczenie, bedziemy dalej méwié¢ o procesorach) polaczone, mniej
lub bardziej écisle, w jedng sie¢, mogace sie komunikowaé i sprawiajace
wrazenie jednej calosci. Jednym z kluczowych zadan, przed jakim staje
projektant takiego systemu, jest rozwigzanie problemu komunikacji.
Ustanowienie bezposredniego potaczenia migdzy kazdymi dwoma
urzadzeniami w sieci byloby nieefektywne i nieoptacalne, konieczne

jest wiec wyznaczenie mozliwie najmniejszego zbioru procesoréw (tak
zwanych lideréw), ktéry bedzie mial bezposrednie polaczenie z kazdym
procesorem z zewnatrz. Model matematyczny tego zagadnienia najlatwiej
jest przedstawi¢ w jezyku teorii graféw. Zbiér wszystkich komputeréw w sieci
mozemy utozsamiaé z wierzchotkami grafu, a strukture potaczen pomiedzy
nimi opisuje zbiér krawedzi tego grafu (rys. 1).

Zbiér parami niesasiednich wierzchotkéw grafu, w ktérym swojego sasiada
ma kazdy wierzcholek spoza zbioru, a do tego jest nienadmiarowy (czyli jesli
cokolwiek z niego zabierzemy, to przestanie miec¢ te pierwsza ceche), w teorii
graféw nosi nazwe minimalnego niezaleznego zbioru dominujacego. Jest to
pojecie dualne do pojecia maksymalnego zbioru niezaleznego. Maksymalny
zbiér niezalezny to taki, w ktérym zadne dwa wierzcholki nie sa polaczone
krawedzia (niezalezno$é¢) i nie mozemy do niego dolozy¢ nic wiecej, zeby
wlasnosci niezaleznoéci nie straci¢ (maksymalnosé). Mozna wykazaé, ze
minimalny niezalezny zbiér dominujacy jest jednoczesnie maksymalnym
zbiorem niezaleznym i odwrotnie.

Szukanie zbioru lider6w w rozproszonej sieci sprowadza si¢ wiec do wyznaczenia
maksymalnego zbioru niezaleznego w reprezentujacym ja grafie. Jak znalezé
taki zbiér? Przyjrzyjmy sie na poczatek najprostszym metodom.

Rozwiazanie 1. Ustawiamy wierzcholki grafu w dowolnym porzadku.
Nastepnie zgodnie z zadanym porzqdkiem sprawdzamy, czy kolejne
wierzcholki mogq znalezé sie w zbiorze lideréw (czy nie majg juz

w tym zbiorze sgsiada). Jezeli tak, to dodajemy taki wierzcholek do zbioru.

Rozwiazanie 2. Ustawiamy wierzchotki grafu w dowolnym porzqdku.
Nastepnie zgodnie z zadanym porzgdkiem dodajemy wierzcholek do zbioru
liderow, natomiast wszystkich jego sqsiadow wyrzucamy z rozwazan.

Te najprostsze algorytmy sa jednoczesnie stosunkowo szybkie. Oba dzialaja
liniowo wzgledem liczby krawedzi. Jednak oba te podejécia maja nature
sekwencyjna i w zwiazku z tym S$rednio pasuja do modelu systemow
rozproszonych. W 1982 roku znany informatyk-teoretyk Leslie Valiant
uznal problem wyznaczania maksymalnego zbioru niezaleznego za jedno

z wigkszych wyzwan informatyki teoretycznej, twierdzac jednoczednie,

ze trudno sobie wyobrazi¢, w jaki sposéb ten problem moégtby byé
rozwigzany réwnolegle w istotnie mniejszej liczbie krokéw. Trzy lata pdzniej

i Ekonometrii, Uniwersytet Zielonogérski Avi Wigderson i Richard Karp znalezli skomplikowany algorytm
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Rozwigzanie zadania F 845.

Postac transformacji pél nie zalezy od tego,
z jakich zrédel pochodzg. Mozemy wiec
dla uproszczenia wyobrazié¢ sobie, ze pole,
ktére bada pierwszy obserwator, zostalo
wytworzone przez spoczywajaca wzgledem
niego jednorodnie natadowana ptaszczyzne.
Ze wzgledu na tzw. skrécenie Lorentza
obserwator poruszajacy si¢ z predkoscig v
réwnolegla do naladowanej ptaszczyzny
stwierdzi, ze powierzchniowa gestosé
zgromadzonego na niej tadunku wynosi

o' =o/\/1—v2/c2

(gdzie ¢ oznacza predkos$é $wiatla), a wiec
mierzona przez niego warto$¢ sktadowej
natezenia pola elektrycznego prostopadtej

do plaszczyzny to

E'=E/\/1—v2/c2,

gdzie E oznacza warto$¢ mierzong

w uktladzie spoczynkowym ptaszczyzny.

Dla obserwatora poruszajacego si¢

z predkoscig prostopadla do plaszczyzny
gestos¢ tadunku bedzie taka sama, jak
w ukladzie spoczynkowym ptaszczyzny,
a wigc zmierzy on takze takie samo
natezenie pola, jak mierzone w ukladzie

spoczynkowym.

Laczac oba wnioski, stwierdzamy, ze

drugi obserwator (poruszajacy sie

z predkoscig v) zmierzy takg sama
warto$¢ sktadowej pola réwnolegtej do
jego kierunku ruchu, jak obserwator
spoczywajacy i 1/4/1 — v2/c? razy
wiekszg wartos¢ sktadowej prostopadtej.

POS to skrét prekursora organu

sensorycznego.

Rozwigzanie zadania M 1406.

Niech G bedzie grafem

o 2n wierzchotkach oznaczajacych wiersze
i kolumny planszy. Krawedz pomiedzy
wierszem w a kolumng k jest w G wtedy
i tylko wtedy, gdy punkt o wspélrzednych
(w, k) jest zamalowany. Graf G ma

wiec 2n krawedzi. Jak wiadomo, jedli

graf o N wierzchotkach nie ma cyklu,

to ma co najwyzej N — 1 krawedzi.

Zatem G zawiera cykl. Z definicji

krawedzi w G wynika, ze bedzie on
parzystej dtugosci 2m i wyznaczone
przez niego krawedzie to szukane punkty

ag,...,a2m.

wiersze

kolumny

o zlozonosci O(log3 n), ktory nastepnie poprawil zespdl pod kierunkiem
Nogi Alona, izraelskiego matematyka i informatyka, uzyskujac algorytm
o ztozonosci O(logn).

Mamy zatem efektywne algorytmy rozwiazujace problem znajdowania
maksymalnego zbioru niezaleznego w grafie. W kazdym z nich

kazdy wierzchotek musi znaé¢ swoich sasiadéw w grafie, podczas gdy

w prawdziwych sieciach moga wystepowaé ograniczenia mozliwosci
komunikacji. Wyobrazmy sobie, na przyktad, system kontroli lotu
dzialajacy w ten sposob, ze zrzucamy z samolotu na pewnym terenie tysiace
urzadzen monitorujacych, ktére maja sie komunikowaé. Urzadzenia moga
jedynie wysyltaé sygnaly do urzadzen znajdujacych sie w odpowiedniej
odlegtosci. Mamy sie¢, ktéra mozna reprezentowaé za pomoca grafu,
ktorego wierzcholtki beda odpowiadaly urzadzeniom, natomiast krawedzie
bedzie determinowata odlegto$é miedzy nimi. Niestety, urzadzenia zostaty
rozmieszczone na danym terenie w sposéb losowy i nie mamy pojecia, jak
wyglada faktyczna struktura sieci. Co mozemy zrobi¢ w takim przypadku?

Okazuje sig, ze natura dawno wymyslita za nas rozwiazanie tego problemu,

a klucz do niego umiescita na glowie muszki owocéwki. Ten fakt zaobserwowata
oraz opracowala pod katem matematycznym grupa matematykow i biologow,
w sktad ktérej wehodzili: Yehuda Afek, Noga Alon, Omer Barad, Eran Hornstein,
Naama Barkai i Ziv Bar-Joseph. Wyniki swoich obserwacji zawarli w artykule
A biological solution to a fundamental distributed computing problem
(Biologiczne rozwiazanie podstawowego problemu obliczen rozproszonych),
ktéry ukazat si¢ w prestizowym czasopismie Science.

Dorosta muszka ma na glowie zespot wloskowatych organéw sensorycznych.
Ksztaltuja si¢ one jeszcze w stadium larwalnym z sasiadujacych,
rownorzednych komérek. Nie ma jednak zadnego klucza, ktéry pomégtby
nam wskazaé, z ktérych komérek (nazywanych POS-ami) wyksztalca sie
organy sensoryczne. Wiemy natomiast, czym charakteryzuja sie

wybrane juz POS-y:

e kazda z komoérek zostaje POS-em lub sasiadem POS-a,
e zadne dwa POS-y nie sa sasiadami.

Na glowie muszki tworzy sie wiec maksymalny zbiér niezalezny w grafie
komérek — zbiér POS-6w. Poszczegdlne komoérki nie maja informacji, jak
wyglada calo$é¢ struktury. Moga jedynie wysytaé¢ do swoich sgsiadéw sygnat
(produkujac duze stezenie proteiny Delta), ze chcg zostaé POS-em. Caly
proces trwa okoto trzech godzin i zawsze konczy sie sukcesem. Muszka
potrafi zrobi¢ doktadnie to, o co nam chodzi! Algorytm, ktérego moglidémy
sie od niej nauczy¢, jest zaskakujaco prosty.

Rozwiazanie 3

e Pewien losowy zbior komdérek wyraza cheé zostania POS-em i wysyla sygnal
do wszystkich swoich sgsiadow.

e Kazda komdrka, ktora chee zostaé POS-em i nie otrzymala sygnatu
od Zadnego ze swoich sgsiadow, zostaje POS-em.

o Kazdy POS ,usypia” wszystkich swoich sgsiaddw.

o Cala procedura powtarza sie na zbiorze komdrek, ktore nie zostaly jeszcze
wybrane na POS-y ani uspione.

Algorytm ten wykonuje pesymistycznie O(log? n) iteracji i z duzym
prawdopodobienstwem taczna liczba wysylanych w nim sygnatow jest
optymalna (z doktadnos$cia do stalego czynnika). Czytelnikéw obeznanych

z informatyczna terminologia i poszukujacych ciekawych szczegdétéw odsytam
do wspomnianego wyzej artykulu. Tekstowi, ktéry ukazat sie w czasopismie,
towarzysza filmy przedstawiajace proces wyboru POS-éw u muszki oraz
dodatek zawierajacy wszelkie techniczne szczegoly.

3



Zloty podzial w sortowaniu
Marcin PECZARSKI®

Zloty podzial odcinka, zwany tez ztota proporcja, jest
doskonale znany. Okazuje sie, ze podobna wlasnosc¢
mozna sformutowaé dla problemu sortowania. Niech

P = (X, <) bedzie zbiorem czesciowo uporzadkowanym,
czyli zbiorem X wyposazonym w relacje czesciowego
porzadku = C X x X, spelniajacg warunki:

(zwrotnosé) z < x dla kazdego = € X;

(przechodnio$é) jesli x <y iy =< z, to z < z dla kazdych
z,y,2 € X;

(antysymetrycznoscé) jesli x <y iy <z, to xz =y dla
kazdych z,y € X.

Zbiorem liniowo uporzgdkowanym nazywamy zbior
cze$ciowo uporzadkowany, w ktorym kazde dwa
elementy sa poréwnywalne, czyli spelniony jest
dodatkowy warunek:

(sp6jnosé) x = y lub y < x dla kazdych z,y € X.

Rozszerzeniem liniowym zbioru czeSciowo
uporzadkowanego P = (X, <p) nazywamy kazdy zbiér
liniowo uporzadkowany @ = (X, =), ktéry zachowuje
relacje porzadku, czyli Xp C <. Rozszerzenie liniowe
utozsamiamy z permutacja elementéw zbioru X.

W dalszym ciagu bedziemy rozwazaé tylko zbiory
skoficzone. Dla przykladu niech X = {a, b, c}. Totalnym
nieporzadkiem na tym zbiorze jest zbior czesciowo
uporzadkowany Py = (X, <), taki ze nie zachodzi

z <o y dla dowolnych réznych x,y € X. Py ma szesé
rozszerzen liniowych:

(a,b,¢), (a,c,b),(bya,c),(b,c a),(c,a,b),(cb a).

Sortowanie zbioru czesciowo uporzadkowanego
polega na zadawaniu pytan o relacje miedzy

jego elementami w celu wybrania jednego z jego
rozszerzen liniowych. Niech Py = (X, <) bedzie
zbiorem czeéciowo uporzadkowanym, ktéry chcemy
posortowac. Jesli na pytanie o elementy x i y
uzyskamy odpowiedz, ze x = y, to rozszerzamy
relacje < o te¢ informacje. Wynikiem jest nowa
relacja <5 i nowy zbidr czeSciowo uporzadkowany
P, = (X, <5). Formalnie relacja <, jest
domknieciem przechodnim relacji <y uzupelnionej
o poréwnanie x < y.

Domkniecie przechodnie relacji dwuargumentowej o na zbiorze X

jest to najmniejsza (w sensie inkluzji) relacja przechodnia o’
na zbiorze X, taka ze o C o’.

Sortowanie konczy sie, gdy w wyniku zadawania
kolejnych pytan otrzymamy zbiér liniowo
uporzadkowany. Oczywiscie, nie ma sensu zadawanie
pytania, na ktore znamy odpowiedz, czyli pytania

o relacje miedzy elementami x i y, jesli z <7 y lub

y =1 z. Dla zachowania $cistosci przyjmujemy, ze

po zadaniu takiego pytania relacja nie zmienia sie.

*Instytut Informatyki, Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski
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Wréémy do naszego przykladu tréjelementowego
zbioru X i totalnego nieporzadku na nim. Chcac go
posortowac, mozemy zada¢ pytanie o relacje miedzy
elementami a i b. Jesli odpowiedzia jest a < b, to nadal
mozliwe sa rozszerzenia liniowe

(a,b,c), (a,c,b), (c,a,b).
Jedli natomiast odpowiedz brzmi b < a, to pozostaja
rozszerzenia liniowe

(b,a,c),(b,c,a),(c,b,a).

Zauwazmy, ze wykonanie poréwnania dzieli zbior
rozszerzen liniowych na dwa roztaczne podzbiory.
Niech e(P) oznacza liczbe rozszerzen liniowych zbioru
czesciowo uporzadkowanego. Latwo zauwazy¢, ze

dla dowolnego zbioru czesciowo uporzadkowanego P
jesli P’ i P” oznaczaja rozszerzenie P odpowiednio

o warunek z <y iy <z, to e(P) = e(P') + e(P")

i przynajmniej jedna z wartosci e(P’) lub e(P") jest

. .. 1
nie mniejsza niz se(P).

Zastanéwmy sie, jaka jest minimalna liczba poréwnan
C(P) potrzebna i zawsze wystarczajaca do posortowania
danego zbioru czesciowo uporzadkowanego P.

Gdyby bylo tak, jak w powyzszym przykladzie,

ze zawsze mozemy podzieli¢ zbidr rozszerzen
liniowych na réwnoliczne podzbiory, to wystarczyltoby
[log, e(P)] poréwnan. Niestety, nie zawsze jest

to mozliwe. Rozwazany przyktad pokazuje, ze
mozemy uzyska¢ trojelementowy zbior rozszerzen
liniowych i wtedy najlepszy mozliwy do uzyskania
podzial jest w stosunku 1 : 2. Okazuje sig, ze
najprawdopodobniej jest to przypadek najbardziej
pesymistyczny. Méwi o tym hipoteza 1/3-2/3
sformulowana wiele lat temu niezaleznie przez
Kislicyna, Fredmana i Liniala.

Hipoteza 1. Dla dowolnego skonczonego zbioru
czeSciowo uporzgdkowanego P, ktory nie jest liniowo
uporzadkowany, zawsze mozemy wskazaé dwa elementy,
takie Ze w wyniku ich poréwnania (niezaleznie od
wyniku tego poréwnania) otrzymujemy rozszerzenie R,
dla ktorego zachodzi

%e(P) < e(R) < %e(P).
Powyzsza hipoteze udowodniono dla wielu przypadkow
szczegdlnych, co pozwala wierzy¢ w jej prawdziwosc.
Jednak w ogélnym przypadku nadal pozostaje
jednym z wazniejszych probleméw otwartych teorii
zbioréw czesciowo uporzadkowanych. Prawdziwosé
tej hipotezy implikuje mozliwosé posortowania
zbioru czesciowo uporzadkowanego P za pomoca
maksymalnie [log, 5 e(P)] poréwnan (przypomnijmy,
ze logy 5n > logyn dlan > 1).

Czy mozna lepiej? Wydaje sie, ze tak. Autor tego
artykulu sformulowal kilka lat temu hipoteze zlotego
podziatu dla zbioréow czesciowo uporzadkowanych.



Hipoteza 2. Dla dowolnego skonczonego zbioru cze$ciowo
uporzgdkowanego P, ktéry nie jest liniowo uporzgdkowany,
zawsze mozemy wskazaé dwa kolejne porownania, takie Ze
niezaleznie od ich wyniku otrzymujemy kolejno rozszerzenia

R 1S, dla ktérych zachodzi
e(P) = e(R) + e(S5).

Hipoteza ztotego podziatu jest bardziej ogdlna

od hipotezy 1/3-2/3. Innymi stowy, prawdziwos¢ hipotezy
zlotego podziatu implikuje prawdziwo$é¢ hipotezy
1/3-2/3, gdyz kazdy kontrprzyklad dla hipotezy 1/3-2/3
jest réwniez kontrprzyktadem dla hipotezy zlotego
podziatu. Zatézmy, ze P jest kontrprzykladem dla
hipotezy 1/3-2/3. Wtedy dla kazdego poréwnania na P
jeden z jego wynikéw daje nieréwnosé e(R) > Ze(P).
Oczywiscie, dla kazdego poréwnania na R mozemy
wskaza¢ jego wynik, taki ze e(S) > Le(R). Stad

e(R) + e(S) > 3e(R) > e(P) i otrzymaliSmy
kontrprzyktad dla hipotezy zlotego podziatu.

Jak mozna sie domysli¢, hipotezy zlotego podzialu
réwniez nie udalo sie udowodni¢ w ogdélnosci, ale
dowiedziono jej w tak wielu przypadkach szczegdlnych,
ze mamy podstawy, aby wierzy¢ w jej prawdziwosé.

Zmierzajac do finalu, zobaczmy dwa proste twierdzenia,
ktére uzasadniaja nazwe hipotezy. Niech F,, bedzie n-ta
liczba Fibonacciego, rozpoczynajac od Fy = Fy =1,

a ¢ = (1++/5)/2 staly zlotej proporcji.

Twierdzenie 1. Jesli hipoteza o zlotym podziale jest
prawdziwa i zachodzi e(P) < Fy43, to C(P) < n.

Dowdéd prowadzimy przez indukcje. Dla n =0

7z zalozenia wynika, ze e(P) < F3 = 2, czyli zbiér P
ma tylko jedno rozszerzenie liniowe, wiec jest juz
posortowany. Dla n = 1 zachodzi e(P) < Fy = 3, czyli
P ma co najwyzej dwa rozszerzenia liniowe, ktore
mozna rozrézni¢ jednym pordéwnaniem.

Zalozmy teraz, ze twierdzenie jest prawdziwe dla
n—11in — 2. Niech e(P) < F,43. Wybieramy dwa
poréwnania, aby spelnié¢ nieréwnosé e(P) > e(R) + e(.5),
gdzie R i S oznaczaja zbiory cze$ciowo uporzadkowane
otrzymane odpowiednio po pierwszym i drugim
poréwnaniu. Z wtasnosci liczb Fibonacciego wynika, ze
zachodzi przynajmniej jedna z nieréwnosci e(R) < Fj, 12
lub e(S) < F,41. Z zalozenia indukcyjnego w pierwszym
przypadku mozemy posortowaé¢ R za pomoca

co najwyzej n — 1 poréwnan, a w drugim posortowaé S
za pomocy co najwyzej n — 2 poréwnan. Zatem w obu
przypadkach mozemy dokonczyé sortowanie P tak, aby
nie przekroczyé¢ n poréwnan.

Twierdzenie 2. Jesl hipoteza o ztotym podziale jest
prawdziwa, to
cp)

sup ——— = = 1.
Pp log,, e(P)

[

Ly Lo Ls Ly

W powyzszym twierdzeniu kres gérny jest po wszystkich
skonczonych zbiorach czeéciowo uporzadkowanych,
ktérych dotyczy hipoteza zlotego podziatu, czyli
skoniczonych i nieuporzadkowanych liniowo. Niech P
bedzie takim zbiorem czesciowo uporzadkowanym.
Niech n bedzie liczba poréwnan wymaganych do jego
posortowania (n > 1 i nie mozna go posortowaé
za pomoca n — 1 poréwnan). Z poprzedniego
twierdzenia wynika, ze e(P) > F, 2. Wiadomo, ze ciag
Fibonacciego spelnia nieréwnosé F, 1o > @™ dlan > 1,
zatem

C(P) n

S < 1.
log, e(P) = log, Fpy2

Linial wskazal ciag zbioréw czesciowo uporzadkowanych
L,,, nazywanych drabinami, takich ze L,, ma n elementow,
C(L,) =n—1oraz e(L,) = F,,4+1. Rysunek u dotu
strony pokazuje diagramy Hassego kilku poczatkowych
zbioréw L,, i pozwala odgadnaé regute ich konstrukcji oraz
geneze ich nazwy.

Diagram Hassego jest to sposéb przedstawienia zbioru czesciowo
uporzadkowanego (X, <) za pomoca grafu nieskierowanego.
Elementy przedstawia si¢ jako wezty, a relacje miedzy elementami
zaznacza sie, laczac te wezly krawedziami. Przy czym rysuje sie
tylko niezbedne krawedzie. Jesli x < y, to element x rysuje sie
nizej niz element y, a krawedZ miedzy nimi rysuje sie tylko wtedy,
gdy nie istnieje taki element z € X \ {z,y}, ze x < z < y.

Poniewaz
" —(1—¢)"
F,=—
! Vb
wiec mamy
C(Ln)

m log, e(Ln) L

7 powyzszych rozwazan wnioskujemy, ze postulowanego
ograniczenia tego C(P) < log,, e(P) nie da si¢ juz
poprawi¢. Rownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy,

gdy P jest liniowo uporzadkowany — wtedy e(P) = 1

i C(P) = 0. Zauwazmy tez, ze log; 5 n > log,n > logyn
dla n > 1. Nieco nieformalnie mozna powiedzie¢, ze
podczas sortowania kazde poréwnanie moze zmniejszy¢
$rednio liczbe rozszerzen liniowych przynajmniej

o wspolczynnik zlotej proporcji. Tak wlasnie jest dla
drabin. Chcac posortowaé¢ drabine L,,, nalezy poréwnaé
dwa jej elementy maksymalne. W wyniku zbiér jej
rozszerzen liniowych o licznosci F), 41 zostaje podzielony
na dwa podzbiory o licznoéci odpowiednio F, i F),_1,

a problem redukuje si¢ do posortowania odpowiednio
drabiny L, _1 lub L, _o.

Element maksymalny w zbiorze czesciowo uporzadkowanym (X, <)
jest to taki element z € X, ze nie istnieje element y € X \ {z},
dla ktorego = < y.

Ls Lg L7 Lg



O dlugowiecznych pchtach i twierdzeniu ergodycznym,
czyli co dzieje sie z lancuchami Markowa po dlugim czasie

Katarzyna PIETRUSKA-PALUBA®

Czytelniku, udowodnij te nieréwnosc!

1/4

1/4

Rys. 3

*Instytut Matematyki, Wydzial
Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Przypomnijmy jedno z zagadnien, ktérym zajmowaliSmy sie w pierwszej czesci
artykulu (Delta 9/2013). Pchla poruszala sie miedzy ziemia (Z), psem (P),

kotem (K) i cztowiekiem (C'), za kazdym razem przeskakujac w jedno z pozostatych
dopuszczalnych potozen. Prawdopodobienstwo wyboru kazdego docelowego miejsca
skoku byto takie samo i réwne 1/3. W momencie, gdy pchla wskakiwala na czlowieka
— gineta. Wyliczylidmy, ze Sredni czas zycia pchty wynosi 3.

Zastanowmy sie teraz nad nieco innym pytaniem. Jakie jest prawdopodobienistwo tego,
ze pchla nadal bedzie zyta po wykonaniu n skokéw, czyli — oznaczajac przez T" moment
$mierci pchly — ile wynosi P(T > n)? Odpowiedz jest prosta: w kazdym swoim skoku
pchta albo wskoczy na czlowieka (prawdopodobienistwo 1/3), albo przejdzie do stanu
bezpiecznego (oznaczymy go B —rys. 1) — z prawdopodobienistwem 2/3.

Moment $mierci to moment pierwszej wizyty w stanie C. Zatem szukane
prawdopodobienistwo to prawdopodobienstwo przebycia n-odcinkowej drogi
B—B—B—...— B,czyli2/3-2/3-...-2/3 = (%)n.Wielkos’c’tamalejewykladniczo
i szybko staje sie bliska zeru. Na przyktad prawdopodobienstwo tego, ze pchta bedzie
zyta po 10 skokach, to okoto 0,017, a po 30 skokach: 5,22 - 107¢.

Gdy prawdopodobienstwa przeskokéw nie beda zupelnie jednolite, lecz powiedzmy
nastepujace:

pzc =pzr =pzp =1/3, pxp =prx =3/4, pxc =pprc =1/4,
albo, na przyktad,

1
pze = i, pzxzpzpzi(l—u), pxc =ppc =p, Prp =ppr = (1—p),

to nawet dla niewielkich, byleby wciaz dodatnich wartosci u i p, prawdopodobienstwo
przezycia bedzie nadal wyktadniczo szybko malalo wraz z upltywem czasu.

W pierwszym przypadku bedziemy mieli ograniczenie P(T' > n) < (%)n, a w drugim —
(T > n) < max((1— u)", (1 - p)"),

W sytuacji takiej jak opisana zachowanie po dlugim czasie nie jest ciekawe: pchla
po skonczonym czasie zginie (prawie na pewno), a prawdopodobienistwo przezycia
wyktadniczo zanika.

No to zrezygnujmy z eksterminacji insektéw i przypusémy, ze pchta moze skakaé,

jak dlugo chce. Rozpatrzymy dwa przypadki: pierwszy, w ktéorym pchta przeskakuje

z cztowieka z réwnym prawdopodobienistwem na ziemig, psa i kota (rys. 2), oraz
bardziej ztozony, kiedy cztowiek straca pchte na podloge z prawdopodobienstwem

1/2, a z prawdopodobiefistwami po 1/4 pchla przeskakuje na jedno ze zwierzat; z kolei
z ziemi pchtla skacze z takim samym prawdopodobienistwem na cztowieka, psa i kota,
a ponadto kiedy pchta jest na zwierzeciu, to z prawdopodobiefistwem 3/4 przeskakuje
na drugie zwierze, a z prawdopodobienstwem 1/4 — na czlowieka (rys. 3).

W przypadku pierwszym (kiedy graf ma postac taka, jak na rysunku 2) zdrowy rozsadek
podpowiada, ze po dtugim czasie wplyw miejsca startu na to, gdzie pchta znajdzie sie
w danej chwili, wygasa, i ze dla kazdego ze stanéw prawdopodobienstwo zastania tam
pchly w danym momencie staje sie w przyblizeniu réwne 1/4 (bo przeciez pchla gdzies
by¢ musi). Oznaczmy taki rozklad przez p = (uz, po, i, pp) = (i, 3,5 i) Ma on
nastepujaca ciekawa wtlasnosé: jezeli X, to potozenie pchty w chwili n, wtedy zaktadajac,
ze w chwili n zmienna X,, ma rozklad p (czyli P(X,, = Z) =P(X,, =C) =P(X, = K) =
P(X,=P)= i), dostaniemy, ze X,,+1 ma tez rozklad p.
Sprawdzmy:
P(Xnt1=2) =P(Xn+1 = 2| X =CO)P(X, =C) +

+P(Xnt1 = Z|Xn = K)P(X, = K) +

+P(Xyt1 = Z| X, = P)P(X,, =P) =

1.1 .1 1,1 1 _1

25.14_5.1_’_5.1:1:[P)()(n:Z)7

i tak samo dla pozostatych polozen.

Rozktad o takiej wlasnosci nazywamy rozkiadem stacjonarnym dla naszego tancucha
Markowa.
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Lancuch Markowa o zalozonej
w twierdzeniu wtasnosci nazywamy
nieprzywiedlnym.

Czytelnika zainteresowanego takimi
i pokrewnymi zagadnieniami odsylamy
do ksigzek:

[1] William Feller, Wstep do rachunku
prawdopodobieristwa, tom I, wyd. III,
Wydawnictwo Naukowe PWN,
Warszawa 2012.

[2] Jacek Jakubowski, Rafal Sztencel,
Wstep do teorit prawdopodobienstwa,
wyd. IV, Script, Warszawa 2010.

ZastanOéwmy sie, czy w drugiej sytuacji, a wiec dla tancucha Markowa o grafie jak
z rysunku 3, tez istnieje rozktad stacjonarny?

Za pomocy takiego samego rachunku jak wyzej obliczamy, ze

P(Xn41=2Z) = 3P(Xn = O),
P(Xn41=C) = iP(Xn = 2) + 1P(X,, = K) + 1P(X, = P),
P(Xpni1 = K) = 3P(Xn = Z) + ;P(Xn = C) + JP(X,, = P),

P(Xni1=P) = %IF’(X”:Z)—FZ]P’( X, =C)+3P(X, = K),
czyli sktadowe rozktadu stacjonarnego muszg spetniaé uktad réwnan:
Kz = %Mcy
Be = %uz + iuk + iMR
UK = %uz + iﬂc + %/JP,
pp = %uz + iﬂc + %/JK-
Uktad ten jest zalezny; przeksztalcajac go, otrzymujemy: uc = 2uz, ik = pip = 3 fiz-
Mamy jednak dodatkowa informacje — wiemy przeciez, ze uz + puc + px + up = 1.
Biorac to pod uwage, dostaniemy:

3 _6 .- 10
290 MO T o9 HETHP =5

A zatem wyznaczyliSmy rozklad stacjonarny. Mozna tez tatwo wywnioskowaé, ze jest
on w tym przypadku jedyny.

nz =

Czy samo wyznaczenie rozkladu stacjonarnego co$ méwi nam o zachowaniu procesu
po ditugim czasie? Okazuje sie, ze tak — wynika to z jednej z wersji tak zwanego
twierdzenia ergodycznego dla tancuchéw Markowa. Aby zwiezle je wystowié,

wprowadzmy kilka oznaczen. Niech S = {FE1, Es, ..., Ex} bedzie przestrzenia stanéw
dla taiicucha (w naszym zadaniu mamy S = {Z,C, K, P}). Dalej, dla E;, E; € S
(n)

oznaczmy przez p,;;’ prawdopodobienstwo
P = P(X, = ;| Xo = Ei).

Jest to tak zwane prawdopodobienstwo przejécia w n krokach. Zaktadamy ponadto, ze
dla dowolnego k£ = 1,2, ... mamy

P(Xntx = Ej| Xk = E;) =P(X,, = Ej| X0 = E;)
(ta wlasno$é nazywa si¢ jednorodnosdciq tancucha w czasie). Dla F; € S, okresem
stanu F; nazywamy liczbe

o(E;) = NWD{n : p{ > 0}.
Gdy wszystkie stany F; € S maja okres réwny 1, to tancuch Markowa nazywa sie
nieokresowym.

Jestedmy teraz gotowi, by sformutowaé potrzebna nam wersje twierdzenia ergodycznego.

Twierdzenie. Niech laricuch Markowa o przestrzeni stanéw S = {1,2,..., M} bedzie
nieokresowy i jednorodny w czasie. Ponadto zalézmy, Ze dla dowolnych i,j € S istnieje
takie n, ze P(X,, = j|Xo = i) > 0. Wtedy istnieje dla niego doktadnie jeden rozktad
stacjonarny p, a ponadto dla dowolnych i,j € S mamy

(n)

R
p7] n—oo Hj-

Nasz tancuch speinia zalozenia tego twierdzenia: tatwo sprawdzamy, ze jest on
nieprzywiedlny, a co do braku okresowosci — mamy np. pg; > pzcpcoz > 0 oraz

p;; > pzrprcpcz > 0, czyli o(Z) = 1; podobnie dla pozostatych stanéw.

Tak naprawde to nieokresowosci pozostalych standéw nie musimy sprawdzaé
bezposrednio: wiadomo bowiem, ze jezeli F; i I sa takimi stanami, ze dla pewnych
mo,no jest pg;”’) > 0 oraz pi-zn()) > 0, to o(E;) = o(Ej).

Zadanie. Udowodnié powyzsze stwierdzenie.

A zatem — majac wyznaczone rozklady stacjonarne — mozemy zastosowaé twierdzenie
ergodyczne i wywnioskowad, ze w przypadku tancucha o grafie z rysunku 2
prawdopodobienstwa tego, ze pchta bedzie w konkretnym stanie, beda faktycznie
wszystkie zmierzaty do 1/4, natomiast dla taficucha o grafie 3 asymptotyczne
prawdopodobienistwo tego, ze pchla bedzie na ziemi, to 3/29, na czlowieku — 6/29,

a na kocie lub na psie — 10/29.

Mozna zinterpretowaé to tez nastepujaco: wpusciwszy do pokoju mndstwo pchel (V)
i kaZ@c im sie poruszaé zgodnie z zasadami naszego tancucha, po dlugim czasie
okoto @ N pchet zastamemy na ziemi, 26;3 N — na cztowieku, a najbardziej zapchlone
beda zwierzeta: po 29 9 N bedzie na kocie i na psie.
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Wartos$ciowe obserwacje gwiazd zmiennych
amatorskim teleskopem

Magdalena OTULAKOWSKA-HYPKA®

@

Rozwigzanie zadania F 846.
Ciecz, obracajac wirnik turbiny,
zmniejsza swoja predkosé. Przyjmijmy,
ze za turbing, z dala od niej, ciecz
plynie z predkoscig vo. Moc przekazana
wirnikowi turbiny réwna jest stracie
energii kinetycznej w jednostce czasu
1,

P = —(v]

2
_zydm
5% —0d)

dt’

. dm .
gdzie ¢ O@nacza masg cieczy
przepl}ivx}ajabcej przez powierzchnie
wirnika w jednostce czasu. Z drugiej
strony, moc ta réwna jest iloczynowi
sity F, z jaka ciecz dziala na wirnik (sita
ta jest przeciwna do sily dziatajacej
na ciecz), i predkosci v przeptywu cieczy
przez powierzchni¢ S. Sita F' réwna jest
zmianie pedu cieczy w jednostce czasu,

. dm .
czyli F = (v1 — va) ——, a wigc

dt
p_F i dm
= Fv = (vi —v2)v T

Przyréwnujac oba wyrazenia na P
i korzystajac ze wspoétliniowosci
wektoréow vy, v2 i v, wnioskujemy, ze

1
v = E(vl + v2). Otrzymujemy zatem

1 . 2. 1
P = 5(’1;f — 1)5)5(111 + v2)pS =
1 : -
= ZpSv‘f(l +z)(1 — rz),
gdzie x = vp /v1. Jak ltatwo sprawdzié,

dla z = 1/3 moc P osiaga wartos$é¢
maksymalng, ktéra wynosi
16 v?
Prax = EPSUléy
czyli jest réwna 16/27 energii docierajacej
przez powierzchni¢ S w jednostce czasu.

Uwaga: Podczas przeptywania przez
powierzchni¢ wirnika (i spowalniania)
rurka pradu niescisliwej cieczy ulega
poszerzeniu — pole jej przekroju daleko
przed wirnikiem wynosi A; i As daleko
za nim, przy czym Ajv; = Sv = Agvs.
Poszerzenie rurki pradu nastepuje

w poblizu powierzchni S. Obliczona
powyzej skalarna wielko$¢ v to

Srednia wartos¢ sktadowej normalnej
predkodci cieczy przeplywajacej przez
powierzchnie S.

*doktorantka Centrum Astronomicznego
im. M. Kopernika w Warszawie

Rozgwiezdzone nocne niebo moze dostarczy¢ nam niesamowitych wrazen
estetycznych. Jedli postanowimy mu sie przyjrzeé, szczegdlnie z daleka od $wiatel
miasta, naszym oczom ukaze si¢ pigkno migoczacych gwiazd. Gdy warunki

do obserwacji sa wystarczajaco dobre, golym okiem da sie dostrzec rézne kolory
i jasnosci cial niebieskich. Z kolei uzycie nawet malego teleskopu pozwala

na docenienie jeszcze wigkszej ilosci gwiezdnych atrakcji. Miedzy innymi

dzieki temu, ze jasnos$¢ niektérych gwiazd jest zmienna, obserwacje takich
obiektow sa bardzo interesujace i niemal zawsze mozemy mie¢ pewnosé, ze

co$ ciekawego sie wydarzy.

Jasnosé réznych typoéw gwiazd moze zmieniaé sie¢ od tysiecznych czesci do wielu
wielkosci gwiazdowych (magnitudo, w skrécie mag) w czasie od utamkéw sekundy
do lat. Wspdlczesne katalogi zawieraja parametry ponad stu tysiecy gwiazd
zmiennych, a kolejne tysiace kandydatek czeka na weryfikacje. Powody zmian
jasnoéci gwiazd moga by¢ rézne. Rozrézniamy gwiazdy zmienne geometrycznie,
ktorych zmiany jasnosci sa konsekwencja orientacji obiektu wzgledem
obserwatora. Przykladem sg uklady podwdjne, w ktorych oba sktadniki obiegaja
po swoich orbitach wspélny srodek masy. Jezeli mamy szczescie obserwowaé

tego typu uklad pod odpowiednim katem, czyli mniej wiecej w plaszczyznie
orbity, to mozemy dostrzec naprzemienne za¢mienia jednej gwiazdy przez

druga. Gdy jedna z nich chowa si¢ za druga podczas ruchu po orbicie, jasnos$é
uktadu spada, natomiast kiedy widzimy oba skladniki, jasno$¢ wzrasta. Innym
powodem zmienno$ci gwiazd sg procesy fizyczne zachodzace w samej gwiezdzie
lub w otaczajacej ja materii. Na przyklad gwiazdy pulsujace cyklicznie zmieniaja
swoje rozmiary na skutek proceséw zachodzacych w ich wnetrzach. Czasami
uktady podwdjne sa tak ciasne, ze nastepuje w nich przeptyw materii z jednego
sktadnika na drugi. Takie obiekty sg czasem zwane gwiazdami kataklizmicznymi,
poniewaz przeplyw materii moze by¢ powodem réznorodnych  kataklizméow”,
czyli wybuchow, obserwowanych jako pojasnienia ukltadu.

Dlaczego, poza tym, ze obserwacje gwiazd zmiennych sa ciekawe same w sobie,
sg one réwniez wazne? Ot6z dzigki nim mozemy lepiej poznaé¢ wladciwosci
fizyczne gwiazd i ich ewolucje. Na przyklad zmienne cefeidy odgrywaja
niezwykle wazng role przy wyznaczaniu odlegloéci do dalekich galaktyk oraz
przy szacowaniu wieku Wszechswiata, zmienne typu Mira pozwalaja zrozumieé¢
dalsze etapy ewolucji naszego Stonca, a supernowe wykorzystuje sie do pomiaréw
tempa ekspansji Wszech$wiata i badania hipotez zwiazanych z ciemna energia.
Poszukiwanie zycia na pozastonecznych planetach wiaze sie réwniez bardzo
czesto z obserwacja zmienno$ci jasnosci gwiazd. Istnieje wiele profesjonalnych
programéw badawczych, ktére poswiecone sa obserwacjom gwiazd zmiennych,
jednak nie zapewniaja one nieprzerwanej obserwacji wszystkich interesujacych
obiektow. Znaczna czes¢ dlugookresowych danych fotometrycznych pochodzi

z amatorskich obserwacji, wykonanych przy uzyciu prywatnych teleskopow
prawdziwych pasjonatow astronomii. Wyniki takich obserwacji coraz czesciej
umieszczane sa na specjalnych portalach internetowych, z ktérych potem

wielu profesjonalnych astronomoéw korzysta podczas pracy naukowej. Dzieki
nim mozliwe jest, na przyktad, przeprowadzenie bardzo szczegéltowej analizy
dtugookresowej zmiennoéci gwiazd, dokladne zaplanowanie czasu obserwacji
ciekawszych obiektéw, np. przy uzyciu obserwatoriéw kosmicznych, poréwnanie
zmienno$ci gwiazd obserwowanej w pasmie optycznym z innymi pasmami
promieniowania, albo tez z komputerowymi modelami teoretycznymi. Ponizej
przedstawiam przyktad obserwacji gwiazdy kataklizmicznej, a konkretnie nowej
kartowatej YZ Cnc. Pokazuje on, jak ogromna warto$¢ naukowa moga mieé
amatorskie obserwacje fotometryczne.

YZ Cnc jest jedna z najbardziej aktywnych gwiazd nowych karlowatych typu
SU UMa, tzn. uktadem kataklizmicznym, w ktorym obserwujemy bardzo czeste
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Guider to urzadzenie ulatwiajace
bardzo precyzyjne prowadzenie (z ang.
guiding) teleskopéw. Wykorzystuje on
dowolny jasny obiekt i ,$ledzac” jego
potozenie w polu widzenia, wyznacza
dodatkowe korekty ruchu teleskopu.
Dzi¢ki temu poprawia dryf obrazu
miedzy jednym zdjeciem a drugim,
ktéry wynika, na przyktad, z osiadania
grawitacyjnego gltéwnego lustra lub
uginajacej si¢ nieznacznie tuby. Taki
sposéb prowadzenia teleskopu jest
bardzo precyzyjny.

Rys. 1. Obserwowane pole YZ Cnc z zaznaczonymi jasno$ciami
sasiadujacych obiektéw (zdjecie przed redukcjg danych).

wybuchy oraz superwybuchy. Zwykle wybuchy dla tego obiektu to trwajace
3—4 dni pojaénienia o okoto 3 mag od poziomu minimalnej jasno$ci.
Superwybuchy natomiast pojawiaja si¢ okoto dziesigé razy rzadziej

i trwaja az kilkanasdcie dni na poziomie o 1 mag wyzszym od zwyklych
wybuchéw. Obserwacje te zostaly wykonane przeze mnie i mojego promotora,
dr. hab. Arkadiusza Olecha, 4 marca 2013 r. na tarasie przed Centrum
Astronomicznym im. M. Kopernika PAN, blisko centrum Warszawy.
Uzylismy typowego sprzetu amatorskiego: teleskopu Maksutowa 127 mm

o ogniskowej 1500 mm przytwierdzonego do montazu Sky Watcher HEQ5
SynTrek, wyposazonego w kamere CCD Orion G3. Ten zestaw jest

tylko jednym z wielu dostepnych na rynku, a jego cena to kilka tysiecy
zlotych (ceny, na szczescie, coraz szybciej maleja i staja sie coraz bardziej
przystepne dla obserwatorow-amatordw; istnieje tez rynek wtérny, na ktérym
ceny potrafia by¢ o polowe nizsze). Warto tutaj dodaé, ze nie uzyliSmy
zadnego guidera i montaz ,poradzil sobie” z trwajacymi 75 sekund
ekspozycjami przy tak duzej ogniskowe;j.

Obserwacje danego obiektu najlepiej jest wykonywaé przez kilka godzin

bez przerwy, zaleznie od dlugosci okresu zmiennosci gwiazdy. W idealnym
przypadku powinien byé¢ on w calosci pokryty obserwacjami. Pole wokél
gwiazdy YZ Cnc obserwowaliSmy przez okolo péltorej godziny, wykonujac
ekspozycje o czasie 75 sekund. Na kazdym ze zdje¢ znajduje sie gwiazda
zmienna, ktéra badamy, oraz inne gwiazdy przydatne do poréwnania

jasnosci gwiazdy zmiennej (rys. 1). Nastepnie wykonali$my fotometrie
interesujacych nas gwiazd, czyli pomiar ich jasnosci, uzywajac darmowego
oprogramowania do redukcji danych. Najpierw wykorzystaliSmy program
IRAF (http://www.iraf .net), ktéry zostal stworzony przez National Optical
Astronomy Observatory (NOAO). IRAF postuzyt do wykonania wstepnej
redukcji danych, czyli poprawek niedoskonatosci i szuméw kamery CCD.
Nastepnie do wykonania fotometrii wykorzystaliSmy
program Daophot, napisany przez Petera Stetsona
(http://www.star.bris.ac.uk/ mbt/daophot).
Wybér oprogramowania jest sprawa indywidualna

i zalezy od uzywanego systemu operacyjnego, mozliwosci
finansowych oraz doswiadczenia uzytkownika. Dobra
wiadomo$¢ jest taka, ze wybor jest catkiem spory, bo
dostepnych jest wiele réznych programow stuzacych

do wykonania fotometrii w dos¢ zautomatyzowany sposéb.

Okazalo sig, ze jasnos¢ YZ Cnc to okolo 14 wielkosci
gwiazdowych z bledami na poziomie 0,01 mag. Najstabsze
zarejestrowane gwiazdy maja jasno$¢ okoto 17 mag.

Naszym celem bylo narysowanie wykresu zaleznosci
jasnos$ci od czasu obserwacji, czyli krzywej zmian
blasku. Zwyczajowo czas wyraza sie w takim przypadku
w tzw. dniach julianskich. (JD; jest to liczba dni, ktéra
uplyneta od 1 stycznia roku 4713 p.n.e. Jest to ciagla
rachuba czasu. Wedlug niej mozna przypisa¢ kazdemu
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dniu nastepujacemu po tej dacie jednoznaczny numer

stosowany glownie do obliczen astronomicznych. Taka
I ciagta rachuba czasu jest bardzo uzyteczna przy pracy
I z danymi astronomicznymi.)

i
i I
gt 1 Efekt obserwacji obrazuje rysunek 2. Widaé¢ na nim
i IIIII | wyraznie zmienno$é gwiazdy YZ Cnc. Wiemy juz, ze

: gwiazda ta nalezy do nowych kartowatych typu SU UMa,

ot

i

856,26 856,27 856,28 856,29 856,3 856,31 856,32 856,33
data julianska — 2455500

Rys. 2. Wynikiem ciggu obserwacji jest krzywa zmian blasku,
czyli zalezno$é (tutaj wzglednej) jasnosci od czasu, ktéry podano

w dniach julianskich.

a wiec na jej krzywej zmian blasku mozemy rozréznié
liczne wybuchy i superwybuchy. Powstaja one w dysku
akrecyjnym tworzacym sie wokot bialego karta, ktéry
przechwytuje materie ze swojego towarzysza — gwiazdy
ciagu gléwnego. Wybuchy i superwybuchy to jednak



zjawiska trwajace znacznie dluzej od czasu prezentowanych tutaj obserwacji.
Skad zatem zmiana jasnosci, ktéra zaobserwowalidémy? Takie czeste i niewielkie,
bo majace amplitudy o wartosci utamka magnitudy, zmiany jasnos$ci nowych
kartowatych mozna nazwaé supergarbami (superhumps). Ich natura nie jest

do konca znana i istnieje kilka modeli teoretycznych, ktére starajg sie wyjasnié
ich pochodzenie. Model TTT (thermal-tidal instability), czyli model zakladajacy
istnienie niestabilnosci termiczno-ptywowych w dysku akrecyjnym takiego uktadu
kataklizmicznego (Y. Osaki, 1996), ttumaczy supergarby jako efekt rotacji linii
apsyd dysku wydtuzonego w wyniku zaburzen ptywowych spowodowanych

przez towarzysza bialego karta. Takie zaburzenie jest najwieksze, gdy materia
poruszajaca sie w wydtuzonym dysku akrecyjnym wejdzie w rezonans 3 : 1

z okresem orbitalnym ukladu. Wiadomo jednak, ze model TTI nie rozwigzuje
calego problemu, poniewaz nie zgadza si¢ ze wszystkimi obserwacjami.
Alternatywa dla TTT jest model opierajacy sie na zwiekszonym przeplywie masy
(enhanced mass transfer model, EMT, J. Smak, 2004) na bialego karla. Efekt
ten zwigzany jest bezposrednio z napromieniowaniem przeptywajacej materii
przez gwiazde ciagu gléwnego i jest szczegdlnie istotny dla bardzo ciasnych
uktadéw podwdjnych. Supergarby wedtug tego modelu sg rezultatem bardzo
zmiennego tempa przeplywu materii, ktére spowodowane
jest zmiennym napromieniowaniem towarzysza biatego
karta. Mozna je zatem wytlumaczyé¢ jako efekt wzmozonej
dyssypacji energii kinetycznej strumienia przepltywajacej
materii (J. Smak, 2009).

Okres obserwowanych supergarbéw Ps jest bezposrednio
zwiazany z okresem orbitalnym P, ukladu zaleznoscia

T T otrzymana po raz pierwszy przez Stolza i Schoembsa
w roku 1984:
Ganimedes Europa lo Kallisto (Ps _ Po)/P — _3’3_ 10—2 + O,84Ps dni.

Dzieki tej zaleznosci, na podstawie obserwacyjnie
zmierzonego Py, mozemy w prosty sposéb wyznaczyé
wartos¢ okresu orbitalnego danego uktadu gwiazd, czyli
jeden z jego podstawowych parametréw.

Warto tez podkredlié¢, ze poziom 17,5 wielkosci
gwiazdowych uzyskany malym teleskopem z centrum
duzego miasta to genialna sprawa. Dla poréwnania,

na poczatku lat 90. XX wieku teleskop o érednicy

60 cm w Obserwatorium Astronomicznym w Ostrowiku
pod Warszawa, wyposazony w dobry fotometr, mial
zasieg do okolo 12 wielkosci gwiazdowej. Goraco
zachecamy wszystkich Czytelnikow do sprawdzenia
swoich sit w praktyce. Jak widaé, nawet z bardzo
oswietlonego miejsca i przy uzyciu malego teleskopu
mozliwe jest wykonanie warto$ciowych naukowo
obserwacji. Wyniki warto przesta¢ do jednego

z portali internetowych zbierajacych fotometryczne
dane od obserwatoréw z calego swiata. Wsréd
najbardziej znanych anglojezycznych stron znajduje sie
The American Association of Variable Star

Observers (AAVSO) — http://www.aavso.org

oraz Center for Backyard Astrophysics (CBA) —
http://cbastro.org/. Zawierajg one duzo informacji
przydatnych dla poczatkujacych obserwatoréow.

Oprécz czysto naukowego aspektu obserwacje
astronomiczne pozwalaja przede wszystkim bezposrednio
obcowa¢é z pigknem nocnego nieba. Na zakonczenie

i na zachete: zdjecia Jowisza i jego naturalnych satelitow,
a takze powierzchni Ksiezyca, wykonane za pomoca

Przykladowe zdjecia wykonane za pomoca zestawu uzytego
do obserwacji YZ Cnc. Zdjecia byly robione teleskopem Newton
200/1000, przy uzyciu montazu SkyWatcher. amatorsklego sprze¢tu opisanego powyzej.
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O (ludzkim) my$leniu

Zapytano pieciu polskich filozoféw nominowanych do Nagrody

im. Barbary Skargi, czym jest myslenie? Uwazam to bardzo ogdélne pytanie,
kierowane nie do neurobiologbéw, za wazne i naktaniajace do ,myslenia”. Sama,
oczywiscie, przez kilka minut zastanawialam sie, jak bym odpowiedziala na to
pytanie, nie bedac ani neurobiologiem, ani filozofem.

Filozofowie odpowiadali do$é podobnie i — co ciekawe — przez przeczenie:
czym nie jest myslenie. Najbardziej podobato mi sie rozwazanie, ze my$lenie
jest potyczka z bezmyslnoscia. Podobng sztuczke zastosowalam kiedy$ przy
pomocy zaprzyjaznionego astrofizyka w poszukiwaniu odpowiedzi na pytanie
o znaczenie wolnosci w nauce. Doszliémy razem do wniosku, ze tatwiej daé¢
przyktady, co sie dzialo z nauka BEZ wolnosci.

Uczestniczac w debacie festiwalowej o znaczeniu nauki w ogble, zostatam
zaproszona do dyskusji o pytaniach, na ktére nauka NIE odpowie. Mialam
sie zaja¢ naukami biologicznymi.

Podzielitam catos$é na czastkowe pytania.

e Problemy, na ktore na razie nauka nie odpowiada, ale kiedy$ odpowie.
Wynika to z braku szeroko rozumianych narzedzi badawczych i z braku
dostepnosci obiektow badawczych. Oto wybrany z wielu przyklad: nie umiemy
obserwowaé zycia komérki od wewnatrz, co mogltoby owocowaé probami
sterowania przyzyciowo komorka. Nadzieje na takie badania daje choé¢by
Nagroda Nobla 2013 w fizjologii i medycynie. Oczekuja rozwiazania takie
zadania, jak wytworzenie biologicznych tkanek i narzadéw ,,do wymiany”.

e Problemy, ktore nie wiemy, czy kiedykolwiek nauka rozwiaze, tu kazdemu
przychodza do glowy pytania o mechanizmy dziatania uktadu nerwowego,

w szczegblnodci mézgu, w szczegdlnosci mézgu ludzkiego (znowu element
Nagrody Nobla 2013). Wiele jeszcze zrozumiemy, ale czy mozemy zrozumieé
w pelni? Gdyby tak, to zagrozeniem wydaje si¢ naturalna potrzeba
cztowieka manipulacji poznanymi choé¢ czeéciowo mechanizmami. W tej
klasie probleméw widzialabym tez kontrole nad cala biosfera, w kierunku
zachowania przyjaznych zyciu warunkéw. Nie wiem, czy nie mamy tu jednak
do czynienia z problemami nie do rozwigzania przez nauki przyrodnicze,

na to pole wkracza inzynieria spoteczna — bardzo trudna do sterowania przez
nas w powyzszym kierunku. Przez nas — czyli przez kogo?

e Problem, ktérego nauka nigdy nie rozwiaze, to powtorzenie warunkow,

w ktérych powstalto zycie na Ziemi i poznanie etapéw tego procesu. Tyle,
jesli chodzi o patrzenie wstecz. Ale i w przysztosci nie mozemy przewidzied,
jaka droga podazy ewolucja w przysztych stuleciach i tysiacleciach (jezeli
takowe sa do osiagniecia przez nasz gatunek). Ewolucja nie postepuje

w sposOb zaplanowany, jest ciagiem réznych przypadkéw. Wystarczajaco
oémieszylismy sie, planujac w XIX wieku wyglad ludzi za 100 lat: male
watle nézki unoszace wielka czaszke z wielkim (w domyéle) moézgiem. Wraz
z konicem naszej planety skonczy sie tez ewolucja.

Istnieja tez problemy, ktérych OBECNIE nauka rozwiazywaé nie chce.
Granice tego ,chcenia” sg w duzej mierze wyznaczane przez inng nauke:
etyke. Te granice tez przesuwajg sie z czasem: wystarczy wspomniec

odwage lekarzy z bytych wiekéw, ktorzy w ukryciu dokonywali pierwszych
sekcji zmartych — w tych czasach byl to czyn przestepczy. Dzi$ nie chcemy
ingerowa¢ w genom ludzki — komérki rozrodcze czy tez zarodek we
wczesnym etapie rozwoju, nie zauwazajac, ze ingerencja w genom ludzki jest
postep medycyny i przedtuzanie wieku ludzi (takze okresu, gdy zdolni sa

do rozrodu) w dawnych wiekach skazanych na wczesna $mieré.

O genetycznych tabu napisze przy innej okazji.
Magdalena FIKUS
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Liczby geometryczne

Od najmtodszych lat kazdy z nas poznaje swiat liczb, zliczajac zabawki,
jabtka czy ksiazki. Nikogo nie dziwi zatem przedstawienie liczby 5 jako
pieciu kulek. Tylko czy takie przedstawienie moze poméc w odkrywaniu
Swiata komus, kto ukonczyl juz przedszkole? Okazuje sie, ze tak —
wystarczy uwazne spojrzenie i wyobraZnia, a moze nam przynies¢
nieoczekiwane spostrzezenia.

Sprobujemy pouktadaé z kulek rézne figury, Co bedziemy budowaé¢ dalej? Oczywidcie mozna

a zaczniemy od tréjkatow. Tréjkat o boku n powstaje  zabawiaé sie roznymi wielokatami, ale mozna

poprzez ulozenie jednej kulki w wierzchotku, dwéch  réwniez zaczaé przygode w trzecim wymiarze —

kulek ponizej, trzech kulek w kolejnym rzedzie zbudujemy piramide o podstawie trojkata.

i tak dalej, az do podstawy zlozonej z n kulek (jak

na rysunku dla n = 5). W takim razie taki trojkat o

jest ztozony z T,, = 1 + 2+ ... 4+ n kulek (liczbe T;, o

bedziemy nazywacé liczba tréjkatna). Jednoczesnie, <o ﬁ

odrobine przekltadajac kulki, mozna z dwéch takich

tréjkatéw ulozy¢ prostokat o wymiarach n x (n + 1). Do zbudowania n pozioméw takiego czworoscianu

A co to oznacza? Oczywiscie: potrzebujemy U, =Ty + 1o + T3+ ... + T,.

2. Ty =2-(1424...4n) =n(n+1), Cazyli %l,e? 1, 4, 10, 20 ~co to za hczby?. Czy mozna

wyrazié¢ je w inny sposéb? Znéw pomoze nam

czyli T, = M uktadanka, tym razem przestrzenna. Z trzech
2 00000 takich piramid mozemy ulozyé graniastostup
88888 o wysokosci n + 2 i o podstawie trojkata o boku n:
00000 059505042
0000 00000 o0 Q
00000 00000 Q 0

kulke w érodek, otaczamy ja szescioma kulkami, te ®
otaczamy dwunastoma kolejnymi i tak dalej. ..

(@)
Zacheceni tym malym sukcesem sprébujmy pojsé w/
dalej i utozyé¢ z kulek szesciokat: wktadamy jedna W
(]

Do zbudowania szesciokata o boku n zuzywamy
wiec S, =1+6+12+...+6(n — 1) kulek (taka W takim razie otrzymujemy kolejna wlasnosé:

liczbe bedziemy nazywaé liczba szesciokatna). Czy 1
3.U, = 2)-T,== 1 2).
mozna ja tatwo obliczy¢? Oczywiscie — przeciez (n+2) 2n(n +1(n+2)

szesciokat sktada sie z kulki w Srodku i szeSciu Sprébujmy jeszeze ulozyé piramidy z szesciokatow.
trojkatow, o boku o jeden mniejszym niz bok Jedna kulka na szczycie, siedem kulek nizej,
szesciokata. W takim razie i tak dalej az do podstawy z 5, kulek. Zuzylismy
Spi1=1+6-T,=14+3n(n+1)= w ten sposéb W,, = S; + S5 + ...+ S, kulek: dla
=1+ 3n+3n2 kolejnych n sa to liczby 1, 8, 27, 64, ... Chwileczke!

Czyzby to byly szedciany liczb naturalnych? Na to

00000 00000 wyglada, ale jak sie o tym przekonad?
000000 @00000 velada, afe Jak sie o Lyl b
00@@@0O0 Q000000 e
00000000 00000000 . cgete
000000000 000000000 oo
000@e®@000 0000@000 .
00@@@0O0 000@@00

0 c
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el el teT
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A moze da sie odgadnaé te wzory

bezposrednio z takiej tabelki?

Wystarczy odpowiednio ,,powygina¢” doktadane szesciokaty:
Spi1 =1+ 3n+ 3n?

kulek mozna utozyé w trzy Sciany szescianu o boku n + 1. Potem juz
nietrudno ztozy¢ z kolejnych takich kawalkéw szescian:

o

0080800

o 0209090%0

0% 02090945

020%0 0209090905

0209090 0209090

o 02090 020%e20%0

090 02090905 0209090

020%0 090 020909090

090 0209090 0209090

o oPe90 020%0 020909095

090 0®0 0209090 0209090
° O O o o

W ten sposob udato nam sie pokazaé kolejna zaleznosé miedzy naszymi
liczbami:

Sl—|—52+...+5n:n3.

7277

z szeScianéw (choé mozna traktowaé ja jako obiekt czterowymiarowy, my
bedziemy mysleé¢ o niej jako o szeScianach ulozonych jeden na drugim).
Ile zuzyjemy kulek? Tym razem bedzie to
Z,=134234+3%+ ... +n
I znéw mozemy przyjrzeé sie uwaznie tak otrzymanym liczbom:
1, 9, 36, 100, ...

Sa to kwadraty. .. liczb trojkatnych! A dlaczego? Wystarczy kazdy

z szedcianow odpowiednio pocigé i utozyé¢ z otrzymanych kawatkéw pasek
w ksztalcie litery L — kolejne takie paski ztozg sie w kwadrat o boku
1+24+...+n="T,:

00000
00000
00000

00000
00000
00000
00000

n||Tn | Sn | Un | Wn | Zn
1 1 1 1 1 1
2 3 7 4 8 9
3 6| 19 | 10 27 36
4] 10 | 37 | 20 64 | 100
5| 15 | 61 | 35 | 125 | 225
6 || 21 | 91 | 56 | 216 | 441

00000
00000
00000
00000
00000

I tak otrzymaliémy kolejny wzor
Zn=134+2243+.. . +n*>=T2

Czytelnik Wytrwaly z pewnoécia odnajdzie jeszcze inne zaleznosci
miedzy liczbami geometrycznymi (czyli takimi, ktére odpowiadaja liczbie
kulek w pewnych figurach i brytach). Kazda z nich pomaga zrozumieé

00000
00000
00000
00000
00000
00000

pewng zaleznosé, ktérej dowodzenie standardowymi metodami moze

okazac si¢ wcale niet
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Matqg Delte przygotowata Urszula PASTWA

doktorantka, Wydzial Matematyki i Nauk Informacyjnych,
Politechnika Warszawska



Ze swiata USOS. Czes¢ 3 — O ukladaniu
optymalnych planéw zaje¢ w systemie USOS

Krzysztof CIEBIERA™,

*Instytut Informatyki, Wydzial
Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Marcin MUCHA®

W tak duzej organizacji, jaka jest uczelnia wyzsza, przy tak duzej liczbie uczestniczacych
w zajeciach studentéw i wykladowcow oraz tak bogatej ofercie dydaktycznej,
przygotowanie dla wszystkich studentéw indywidualnych planéw zajeé, zgodnie z ich

zainteresowaniami i preferencjami, to duze wyzwanie logistyczne. Wiele uczelni wymaga
od studentéw samodzielnego wyboru przedmiotéw (takich jak Wstep do analizy czy
Algorytmika) oraz grup zajeciowych (takich jak grupa ¢wiczeniowa numer 3, odbywajaca
si¢ w §rody miedzy 8 a 10). Niektére przedmioty sg prowadzone poza macierzystym
wydzialem studenta, np. lektoraty oferowane przez Szkole Jezykéw Obcych, czy zajecia
z wychowania fizycznego prowadzone przez Studium WF. Rejestracja do grup
polega na tym, ze student zapisany na przedmiot wybiera jedng z wielu grup

zajeé (takich jak wyklad, éwiczenia, czy laboratorium) tego przedmiotu. Niektére
uczelnie ukladajg plany tak, aby wszystkie zajecia z jednego przedmiotu odbywaly

sie w tym samym terminie, ale najczesciej grupy ¢wiczeniowe maja rézne terminy,
réznych prowadzacych, a nawet rézne limity liczby os6b. Studenci staraja sie tak
dobiera¢ grupy, aby trafi¢ do lubianych profesoréw, uniknaé kolizji i niepotrzebnych
okienek miedzy zajeciami. Nie zawsze jest to mozliwe. Oto autentyczny (choé¢ dosé
ekstremalny) plan jednego ze studentéw studiujacego réwnolegle dwa kierunki

(w skrécie MIM).

na Wydziale Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego

Wydawaé by sie mogto, ze najprostsza zasadg zapiséw jest ,kto
pierwszy ten lepszy”. Budzi ona jednak wiele kontrowersji, gdyz
preferuje studentéw majacych sprawniejsze tacza internetowe
czy komputery, niepotrzebnie stwarza tez zagrozenie dla
stabilnosci uczelnianych serweréw. Rozwigzanie zastosowane
na Wydziale MIM polega na tym, ze w pierwszym kroku zbiera
sie od studentéw ich preferencje, a potem na ich podstawie
przydziela studentéw do grup. Jezyk do opisu preferencji pozwala
na definiowanie podzbioréw grup w kolejnosci od najbardziej
do najmniej pozagdanych, a takze wskazanie, na ktére zajecia
student nie zamierza chodzi¢. Na przyklad:

e najbardziej chee chodzié¢ na {wyklad z przedmiotu A
do grupy 1, ¢wiczenia z przedmiotu A do grupy 1,
laboratorium z przedmiotu B do grupy 3},

e w drugiej kolejnosci méj pozadany grafik to {wyktad
z przedmiotu A w grupie 3, ¢wiczenia z przedmiotu A
w grupie 3, laboratorium z przedmiotu B w grupie 2},

e nie bede uczeszczaé na wyklad z przedmiotu B (powtarzam
przedmiot i chce chodzi¢ tylko na laboratorium).

Zadaniem programu jest znalezienie takiego przydziatu
studentéw do grup, w ktérym studenci beda mieli

jak najmniej konfliktéw (zajeé¢ odbywajacych sie

w tym samym czasie) i bedzie spelnionych najwigcej
preferencji (wszystkie grupy, na ktére zapisany jest student,
naleza do podzbioru odpowiadajacego preferencji).

Pierwszy opracowany algorytm ustawial studentéw w losowej
kolejnosci, a nastepnie w tej kolejnosci przypisywal ich

do grup. Dla kazdego studenta sprawdzano wszystkie mozliwe
przypisania i wybierano najlepsze z nich. Takie rozwigzanie
mogloby wydawaé sie racjonalne, ale szybko okazalo sie, ze
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czesé studentéw (ta, ktéra nie miala szczescia w losowaniu)
byla z niego niezadowolona, gdyz ich plany miaty wiele kolizji.

Zeby méc poszukiwaé rozwigzania optymalnego, trzeba
najpierw opisa¢ problem matematycznie i podaé¢ funkcje
celu, ktéra bedzie optymalizowana — doktadnie lub w sposéb
przyblizony. WprowadziliSmy porzadek na przypisaniach

i méwimy, ze jesli w planie A jest mniej kolizji niz w planie B,
to plan A jest lepszy od planu B. Jesli plany A i B maja

te samy liczbe kolizji, to lepszy jest plan, ktory spelnia

wiecej preferencji. Warto$é preferencji pojedynczego studenta
definiujemy w taki sposéb, ze spelnienie najgorszej preferencji
jest warte 0,1, spelnienie najlepszej warte jest 1,0, a posrednie
preferencje sa roztozone liniowo.

Kazdemu przypisaniu odpowiada kara w postaci pojedynczej
liczby wymiernej, ktérej czesé catkowita to liczba konfliktow,

a czesé utamkowa to jeden minus suma preferencji przeskalowana
tak, aby wynosita jeden w przypadku spelnienia wszystkich
najlepszych. Spoéréd wszystkich przypisan poszukujemy takiego,
ktére bedzie mialo najnizsza kare.

Idealnie byloby, gdyby rozwigzanie miato kare 0, bo wtedy
nie byloby konfliktéw, a wszyscy dostaliby to, co chcieli.
Jak jednak znalezé przypisanie o najnizszej karze?

Nie mozna po prostu przeglada¢ wszystkich mozliwych
przypisan, gdyz ich liczba jest wykladnicza, trzeba
wymys$li¢ co$ sprytniejszego. Mozna udowodnié, ze problem
jest NP-trudny, wiec najprawdopodobniej nie istnieje
jego wielomianowe rozwiazanie. Mozna by sprébowaé
poszukiwa¢ dobrych rozwigzan ,chaotycznie”, losujac

duza ich liczbe i wybierajac najlepsze z wylosowanych.



Takie rozwiazanie w przypadku niektérych probleméw dziata dobrze, w przypadku
naszego, niestety, sie nie sprawdza. Mozna sprébowaé innego algorytmu.

najlepsze_przypisanie = wylosuj_przypisanie_startowe();
while masz_jeszcze_czas() do
potencjalne_przypisanie = zmodyfikuj_losowo(najlepsze_przypisanie);
if kara(potencjalne_przypisanie) < kara(najlepsze_przypisanie) then
najlepsze_przypisanie = potencjalne_przypisanie;
return najlepsze_przypisanie;

Program ten implementuje odmiane algorytmu wspinaczki na szczyt (ang. hill
climbing), w ktérym poprzez niewielkie zmiany rozwiazania znajdujemy dobre
rozwiazanie. Oczywiscie, to rozwigzanie wcale nie musi by¢ najlepsze. Tak napisany
program moze dziala¢ wolno, gdyz dla kazdego z potencjalnych przypisan musi policzyé
kare, a naturalna implementacja funkcji kara wymaga przejrzenia zapiséw wszystkich
studentéw. Mozna go usprawni¢ w nastepujacy sposob:

najlepsze_przypisanie = wylosuj_przypisanie_startowe();
while masz_jeszcze_czas() do
mala_modyfikacja = wylosuj_mats_modyfikacje(najlepsze_przypisanie);
if réznica_kar(najlepsze_przypisanie, mata_modyfikacja) < 0 then
najlepsze_przypisanie.zaaplikuj_zmiane(mala_modyfikacja);
return najlepsze_przypisanie;

Teraz program nie musi liczy¢ kary w kazdym przebiegu petli, wystarczy, ze potrafi
policzyé, czy mala modyfikacja poprawia rozwigzanie. Ale jak moglaby wygladaé
mala modyfikacja przypisania? Naturalnym pomystem byloby uznanie, ze polega
ona na przepisaniu studenta z jednej grupy do drugiej, pod warunkiem wszakze, iz

nie powoduje to przekroczenia limitu miejsc. W przypadku takiego rozwiazania funkcja
réznica_kar() jest prosta i szybka (wymaga sprawdzenia jedynie przypisania pojedynczego
studenta), ale w praktyce rozwiazanie to si¢ nie sprawdzi. Dlaczego? Bardzo wiele

1,0

0,4

exp(-0,01/((0,9999) "x))

0,2

przedmiotéw ma $ciste limity (np. 90 studentéw i 6 grup po 15 oséb) i zadne
pojedyncze przepisanie bez przekroczenia limitu nie jest mozliwe. Mozna
rozbudowaé¢ mate modyfikacje tak, aby dopuszczaly wymiany dwéch oséb, albo
0,8 dopusci¢ mozliwo$é chwilowego przekroczenia limitéw. ZdecydowaliSmy sie na
to drugie rozwigzanie.

0,6 ZwiekszyliSmy kare o sktadnik réwny liczbie przekroczonych miejsc pomnozonej
przez nieduza liczbe naturalng, aby przekroczenie miejsca bylo wazniejsze

od konfliktu studenta, ktéry ma wage jeden. ZmodyfikowaliSmy tez program,
aby dopuszczal czasem gorsze rozwigzania.

najlepsze_przypisanie = wylosuj_przypisanie_startowe();
while masz_jeszcze_czas() do
mala_modyfikacja = wylosuj_-mala_modyfikacje(najlepsze_przypisanie);

0,01 delta_kary = réznica_kar(najlepsze_przypisanie, mala_modyfikacja);

T T T T T T
0e+00 2e+04 4e+04 6e+04 8e+04 1e+05
X

if delta_kary < 0 or dopuszczamy_gorsze(delta_kary, czas_do_konica) then
najlepsze_przypisanie.zaaplikuj_zmiane(mala_modyfikacja);

return najlepsze_przypisanie;

Decyzje o tym, czy dopusci¢ gorsze rozwigzanie, program
podejmuje w oparciu o schemat symulowanego wyzarzania
(ang. simulated annealing), ktérego sposéb dzialtania
przypomina zjawisko wyzarzania w metalurgii. Zalézmy,

ze mamy temperature, ktéra spada od temperatury
poczatkowej Ty do zera. W i-tym kroku temperatura 7T’
wynosi (1 — €)* - Ty. Prawdopodobiefistwo zaakceptowania
gorszego rozwiazania jest zalezne od temperatury

i od tego o ile rozwigzanie jest gorsze od poprzedniego

i wynosi e(—delta-kary/T) \Widaé zatem, ze szansa na
zaakceptowanie gorszego rozwigzania maleje wraz ze
spadkiem temperatury, jak réwniez wraz ze wzrostem
delta_kary. Wykres pokazuje, jak wraz z czasem maleje
prawdopodobienstwo zaakceptowania gorszych rozwiazan, dla
réznych delt (1; 0,1; 0,01).

Mogloby sie wydawad, iz jesli pozwoli sie programowi na
przekraczanie limitéw, to bedzie on to robil nagminnie.
Okazuje sie, ze praktycznie sie to nie zdarza. Natomiast

z naszego punktu widzenia w tatwy sposéb pozwolito to

na rozszerzenie programu o dodatkowe warunki (np. wszyscy
chodzacy do grupy Al jednych zajeé¢ musza réwniez chodzié
do grupy B1 innych zaje¢). Program zyskal dodatkowa
swobode, poniewaz moze przegladac¢ wiekszg przestrzen
rozwigzan, a to ma korzystny wplyw na ich jakosé.
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Pomijajac dodatkowe szczegdly, tak wlasnie dziata

w USOS rejestracja do grup. W praktyce, w stosunku do
poprzedniego rozwiazania, liczba oséb z konfliktami
zmniejszyta sie o polowe, a reczne analizy oséb z najwieksza
liczba konfliktéw wykazaly, Zze nie istnieja dla nich
rozwiazania lepsze, gdyz konflikty sa wymuszone przez
nakladajace sie zajecia.

Warto takze zwrécié uwage na nieinformatyczne aspekty
rozwiazania. Rejestracja do grup jest poprzedzona wyborem
przedmiotéw. Studenci wskazuja pozadane przedmioty,

a wladze wydzialu, widzac, jak rozktadaja sie preferencje,
mogg jeszcze przed kolejnym etapem dostosowa¢ do nich
liczbe grup. W drugim kroku studenci ponownie pytani

sa o preferencje, ale juz tylko w odniesieniu do grup zajec
przedmiotéw, na ktére zostali przyjeci. To zatem studenci
decyduja o ksztalcie swoich studiéw. A dzigki zastosowaniu
wyzarzania zamiast rejestracji ,kto pierwszy ten lepszy”
uczelniane serwery nie sg narazone na gwaltowny wzrost
obcigzenia. Warto znaé sie na algorytmice.

A jesli jakis wydzial mimo wszystko chce zastosowaé zasade
»kto pierwszy ten lepszy”? O tym, jak mimo wszystko
zabezpieczy¢ serwery w sytuacji wzrostu obcigzenia, bedzie
mowa w jednym z kolejnych odcinkéw serii.



FIZYCZNE

Potrzebne materialy i przyrzady: miernik
uniwersalny (cyfrowy albo analogowy)

z zakresem miliwoltomierza i woltomierza
oraz opcjonalnie mikroamperomierza,
kawalek sklejki albo ptyty piléniowej

o rozmiarach okoto 30 x 20 cm, kawatki
blachy z réznych metali, np. miedzi oraz
cynku albo miedzi i aluminium — dwa
wigksze (okolo 15 x 10 c¢m) i kilkanascie
mniejszych (okolo 10 X 2 cm) — liczby
kawalkéw z obu metali powinny byé
takie same, klej butapren, przewody
potaczeniowe w izolacji, wtyczki
bananowe, cyna i lutownica.

Warto si¢ chwile zastanowi¢ nad
najbardziej praktycznym wykonaniem
zespolow elektrod do polgczenia
Lwtancucha ludzkiego”. Trzy proste
przyktady, ktére mozna wykonad

z paskéw blachy, pretéw lub rurek,
zostaly pokazane na rysunku. Powinny
one mie¢ rozmiary zapewniajace ich
wygodne trzymanie dlonig. Najtansze
sg zespoly z paskéw cienkiej blachy,
ktére mozna potaczyé przez zlutowanie
lub znitowanie. Kawalki pretéw mozna
potaczyé wkretem, a rurki o odpowiednio
dobranych $érednicach — po prostu
wcisngé jedng w druga. Elementy
niezbedne do wykonania zespotéw
elektrod sg do nabycia jako resztki
materialéw w sklepach lub hurtowniach
sprzedajacych ksztaltowniki z metali
korowych — miedzi, aluminium, cynku
czy mosigdzu.

1 4 2

O Y& |

Przykladowe sposoby polgczenia
elektrod: a) zlutowane, b) znitowane,

c) skrecone; 1, 2 — paski blachy z réznych
metali, 3 — stop lutowniczy, 4 — nity,

5, 6 — kawalki preta z réznych metali,

7 — wkret.

Ludzka strona baterii Stanistaw BEDNAREK

W wielu zrédtach opisywane sa doswiadczenia, ktére mozna by okreslic mianem baterii
owocowej. W tych eksperymentach dwie blaszki lub dwa druciki, stanowiace elektrody

i potaczone z czulym miernikiem elektrycznym, wbija sie w owoc albo warzywo,

np. jabtko, pomarancze, kwaszony ogérek czy nawet ziemniak. Miernik pokazuje
woéwczas napiecie albo przeplyw pradu, poniewaz na powierzchniach elektrod, zwilzonych
owocowym lub warzywnym sokiem, zachodza reakcje chemiczne. Ich skutkiem jest
separacja tadunkéw elektrycznych i wytworzenie sity elektromotorycznej (SEM).

7 uktadu potaczonych takich baterii mozna nawet zasila¢ niewielkie urzadzenia
elektroniczne, np. zegarek lub diode LED. Dzi$ zajmiemy sie inng wersja tych
do$wiadczen, w ktérej zamiast warzyw my sami bedziemy zrédtem SEM.

Pierwsze z proponowanych do$wiadczen
nazywane bywa ,baterig reczng’ i zostalo
pokazane na fotografii. Do sklejki albo plyty
mocujemy butaprenem dwa wigksze, prostokatne
kawatki blachy wykonane z réznych metali,

np. z miedzi i cynku. Blachy powinno oddziela¢
kilka centymetrow, a kazda z nich powinna by¢
potaczona jednym przewodem z uniwersalnym
miernikiem elektrycznym. Miernik nalezy
przetaczy¢ na zakres miliwoltomierza lub
mikroamperomierza. Polaczenia wykonujemy,
przylutowujac po jednym z koncéw obu
przewodéw do blach oraz zaopatrujac pozostate
konce we wtyczki bananowe. Gdy nic nie dotyka zadnej z blach, miernik pokazuje 0.
Jezeli na kazdej z ptyt potozy¢ dlon, to miernik wskaze przeptyw pradu. Typowa
warto$é¢ wskazywanego napiecia w przypadku elektrod cynkowej i miedzianej wynosi
okoto 0,15 V, a natezenie pradu — kilkadziesiat miliamperéw. Poniewaz prad ten

jest bardzo maly, a opornosc¢ ciata cztowieka bardzo duza w poréwnaniu z oporem
przewoddéw polaczeniowych i miernika, wiec wskazywane napiecie rowna sie praktycznie
sile elektromotorycznej.

»,Bateria r¢czna” w dzialaniu.

Przyczyna przepltywu pradu jest wytworzenie sie ogniwa galwanicznego w ukladzie
ztozonym z blach (stanowiacych elektrody) i skory dioni. Na skérze zawsze znajduje

sie pewna ilo$¢ potu zawierajacego sole rozpuszczone w wodzie (gtéwnie chlorek sodu),
ktére stanowia elektrolit. Wskazania miernika zaleza od wielu czynnikéw, m.in. pola
powierzchni dloni, sity ich nacisku na elektrody, wilgotnosci skory, materiatéw, z ktérych
wykonano elektrody. Wilgotnos$é skéry z kolei zalezy np. od wieku (zwykle jest mniejsza
u 0s6b starszych), stanu zdrowia i stanu emocjonalnego osoby wykonujacej doswiadczenie.
Ta ostatnia zalezno$¢ wykorzystywana jest w tzw. wykrywaczach ktamstw (wariografach).
Urzadzenia te miatyby wykorzystywac fakt, ze stres spowodowany koniecznoscig ktamstwa
skutkuje zwykle wzrostem wilgotnosci skéry i zmniejszeniem jej opornosci elektrycznej.

Poprzednig wersje doswiadczenia mozemy tatwo rozwinaé, tak zeby wzieto w nim
udzial wiele oséb. Kazda z  tancucha” oséb trzyma dlonie sasiadéw poprzez zespoly
elektrod wykonane z dwéch réznych metali potaczonych w dowolny sposéb zapewniajacy
dobry kontakt elektryczny. Wazne jest, zeby czesci kazdego zespotu elektrod wykonane
z tego samego metalu, np. miedzi, byly zwrécone w jedng strone. Skrajne osoby

w tancuchu trzymaja odizolowane konce przewodéw dotaczonych do miernika. W tym
przypadku sity elektromotoryczne wytwarzane przez poszczegdlne osoby w tancuchu

sie sumuja, co powoduje wzrost wskazan miernika napiecia w poréwnaniu z omawiana
poprzednio sytuacja. Z kolei natezenie ptynacego pradu zalezy w znacznym stopniu

od powierzchni metalu stykajacej sie z dtonmi w kazdym zespole elektrod.

Opisane doswiadczenia umozliwiaja sprawdzenie niejako ,na wtasnej skorze” prawa
Ohma dla calego obwodu i praw Kirchhoffa. Doswiadczenia te Swietnie nadaja sie
tez do wykorzystania podczas réznego rodzaju festiwali lub piknikéw naukowych,
poniewaz Swietnie bawig i integrujg uczestnikow. Mogg tez stuzyé¢ do ustanawiania
oryginalnych rekordéw, np. ktéra grupa wytworzy wyzsze napiecie albo natezenie
pradu. W tym celu zamiast elementéw z cynku i miedzi warto zastosowaé elementy
z innych metali, np. glinu i miedzi (wskazéwka do optymalnego doboru jest szereg
elektrochemiczny metali, zamieszczony w tablicach fizycznych lub chemicznych).
Na podobienstwo ,tancuchéw czystych serc” my, zainteresowani fizyka, mozemy
nadaé bateriom elektrycznym bardziej ludzki charakter i poeksperymentowaé

z ytancuchami elektrycznych dtoni”.
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EKSTREMALNE ZJAWISKA W KOSMOSIE

BRYAN GAENSLER

Bryan Gaensler, Potega i piekno.
Ekstremalne zjawiska we Wszechswiecie,
przelozyl Sebastian Szymanski,
Prészynski Media Sp. z o.o0.,

Warszawa 2013.

Astronomia ekstremalna

Widzialem niegdys w telewizji, przy prasowaniu, kilka programéw przyrodniczych
pokazujacych, na przyktad, jak najdtuzszy waz dorzecza Zambezi konkuruje o zer

z najdtuzszym tegoz dorzecza krokodylem. Gdyby czytany przez lektorke tekst

nie zawieral tych hiperbol, zerkajac zza gory koszul na ekran przedstawiajacy lustro
wody, zaro$la i kilka klapnieé¢ gadzig paszcza, mégtbym sie pewnie nie zorientowaé, ze
mam do czynienia z wartym jakiejkolwiek uwagi zjawiskiem.

Dlatego miatem nieco watpliwosci, czy warto zabiera¢ sie za lekture ksiazki

Bryana Gaenslera Potega i piekno. Ekstremalne zjawiska we WszechSwiecie,

ktérej osia narracyjng jest przeglad obiektéw astronomicznych dajacych sie

opisa¢ przymiotnikami w stopniu najwyzszym: najgoretszych i najzimniejszych,
najjasniejszych i najciemniejszych, najszybszych i najwolniejszych, najwiekszych

i najmniejszych. Jednak lektura pierwszych rozdzialéw szybko watpliwosci te
rozproszyla, a potem bylo juz coraz lepiej. Méwiac krétko, trik Gaenslera polega
na tym, ze w opakowaniu sensacyjnych nowinek naukowych czytelnik otrzymuje solidna
porcje wspblczesnej astrofizyki, smakowita i zarazem zmuszajaca do zastanowienia.
Taka swada polaczona z kompetencja nie powinny dziwi¢ — autor jest wszak

na co dzien zawodowym astronomem, a niektére z opisywanych w ksigzce odkryé¢ sa
jego wlasnymi dokonaniami.

W jakims lepszym Wszechswiecie réwnoleglym redaktor naukowy tomu zwrdécitby pewnie
uwage na to, ze ,sekstylion” to inna liczba po polsku i po angielsku, nie podobalyby mu sie tez
pewnie ,reakcje nuklearne”. W naszym — jest to mimo wszystko jedno z lepszych ttumaczen
ksiazki popularnonaukowej, jakie ostatnio czytatem.

K. T.

i Zadania
A

Rys. 1

©
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OO,
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Rys. 2

Zadanie M 1407 pochodzi z blogu T. Tao,
http://terrytao.wordpress.com/.

Redaguje Tomasz TKOCZ

M 1405. Dany jest tréjkat prostokatny ABC' o kacie prostym przy wierzchotku C.
Okrag o $rodku w punkcie A i promieniu AC' przecina bok AB w punkcie S.
Udowodnié, ze ten okrag przystaje do okregu opisanego na tréjkacie BC'S (rys. 1)
wtedy i tylko wtedy, gdy S jest srodkiem AB.

Rozwigzanie na str. 23

M 1406. Na planszy n X n zamalowano 2n punktéw. Udowodnié, ze dla pewnego
m > 1 mozna wskazaé¢ 2m zamalowanych punktéw ai, ..., a2m, tak aby a; i as byty
w tym samym wierszu, a2 i ag — w tej samej kolumnie, as i a4 znéw w tym samym
wierszu itd., agm—1 1 a2, W tym samym wierszu i wreszcie az.m, 1 a1 w tej samej
kolumnie (tak jak na rysunku 2).

Rozwigzanie na str. 3

M 1407. Jas, bedac na lotnisku, chce jak najszybciej przejéé od punktu A

do punktu B (w linii prostej). Idzie z predkoscia v. Na swojej trasie ma odcinek, ktéry
pokonuje na ruchomej tadmie poruszajacej sie z predkoscia u (czyli Jas, idac po tasmie,
porusza si¢ z predkoscia v + u wzgledem ziemi). Jas§ ma jednak pewien zapas sit i moze
przez czas t biec z predkosdcia v’ > v. Czy powinien biec na tasmie, czy poza nia?
(Zakladamy dla uproszczenia, ze tasma, jak i odcinek bez tasmy sa na tyle dlugie,

ze Ja$ nie jest w stanie pokonaé biegiem zadnego z nich w caltosci.)

Rozwigzanie na str. 23

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 845. Dwaj obserwatorzy wykonuja pomiary pola elektromagnetycznego. Pierwszy
z nich stwierdzil, ze natezenie pola elektrycznego wynosi E # 0, a indukcja
magnetyczna pola rowna jest zeru. Jakie natezenie pola elektrycznego zmierzy drugi
obserwator, poruszajacy sie wzgledem pierwszego z predkoscia v?

Wskazowka: Natezenie pola elektrycznego wytworzone przez jednorodnie natadowang,
plaszczyzne jest proporcjonalne do powierzchniowej gestosci tadunku o, a wektor
natezenia pola jest prostopadly do ptaszczyzny.

Rozwigzanie na str. 3

F 846. Strumien niescisliwej cieczy o gestosci p obraca wirnik turbiny. Jaka
maksymalna moc moze by¢ przekazana wirnikowi? Przed wirnikiem, z dala od niego,
ciecz porusza sie z predkoscig v prostopadle do plaszczyzny wirnika. Kazda z topat
wirnika zakresla podczas pelnego obrotu powierzchnie S. Przyjmij, ze wirnik jest
cienki, a jego masa jest bardzo mata.

Rozwigzanie na str. 8
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Stozkowe

Przeciecie stozka plaszczyznag m nieprzechodzaca

przez wierzcholek to stozkowa. Jesli os stozka tworzy
z plaszczyzna 7 kat (nazwijmy go () wiekszy niz

7z tworzaca («), to stozkowa jest elipsa, gdy réwny —
parabola, gdy mniejszy — hiperbola. Wpisujac w stozek
sfery styczne do plaszcezyzny 7 (dla paraboli jest tylko
jedna taka sfera), otrzymujemy jako punkty stycznosci
ogniska stozkowej, a jako przeciecia ptaszczyzn
zawierajacych okregi, wzdhuz ktorych sfery sa styczne
do stozka, z ptaszczyzna m — kierownice stozkowej.

Poniewaz wszystkie odcinki stycznych do sfery

z tego samego punktu sa rowne, wiec PF; = PA;

i (dla hiperboli i elipsy) PFy = PAs oraz A As = const
(bo jest to odcinek tworzacej stozka miedzy dwiema
plaszczyznami prostopadlymi do jego osi). Zatem

dla hiperboli

|PF1 — PF2| = |PA1 — PA2| = A1A2 = COIlSt,
czyli modutl réznicy odlegltosci dowolnego punktu

od ognisk jest staly;
dla elipsy
PFy, + PF, = PA, + PAy; = A1 Ay = const,
czyli suma odleglosci dowolnego punktu od ognisk
jest stala.
Jesli R jest rzutem P na plaszczyzne okregu stycznosci
i Q jest rzutem P na (blizsza) kierownice k1, to
PR
PFy  PAy P_Q __cosf3
Pk, PQ PR  cosa
PAy
czyli stosunek odleglosci dowolnego punktu
stozkowej od ogniska i od kierownicy jest staly.
Zatem mamy dla hiperboli € > 1, dla elipsy € < 1
i dla paraboli ¢ = 1.

= const =: ¢,
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Kacik przestrzenny (20):

Rys. 1

Rys. 2

Wskazowka: Obrazy symetryczne ogniska
pewnej elipsy wzgledem stycznych

do niej lezg na okregu o srodku w drugim
ognisku tej elipsy.

Sfery Dandelina

Stfery, o ktérych jest mowa na sasiedniej stronie, nazywane sa sferami Dandelina
na czesé¢ francuskiego matematyka Germinala Pierra Dandelina (1794-1847),
ktory badajac stozkowe, rozwinal pomysty Apoloniusza z Pergi (IIT w. p.n.e.).

Zwiazane z nimi zaleznosci pozwalaja bltyskawicznie rozwiazaé wiele zadan
dotyczacych stozkowych. Tu zajmiemy sie tylko elipsami. Zaczniemy od zadania,
ktoére rozwiazaliSmy w Kaciku 2 inna metoda.

1. (OM 54-1I1-5) Sfera wpisana w czworo$cian ABCD jest styczna do $ciany
ABC w punkcie H, a sfera dopisana do tego czworoScianu jest styczna

do $ciany ABC' w punkcie O. Dowiesé, ze jezeli O jest srodkiem okregu
opisanego na tréjkgcie ABC, to H jest punktem przeciecia wysokoSci

tego trojkata.

Rozwigzanie. Oznaczmy przez si i so rozpatrywane sfery. Niech s bedzie
stozkiem o wierzchotku D, w ktéry wpisane sa sfery s; i so (kazda tworzaca
stozka s jest wspdlna styczng sfer sq i s2). Poslugujac sie sferami Dandelina,
wnioskujemy, ze cze$é wspdlna plaszezyzny ABC i stozka s jest elipsa
wpisana w tréjkat ABC, a punkty O i H to jej ogniska. W takim razie
spelnione sg réwnosci

XABH = <CBO oraz <BCH = <ACO.

Wiadomo, ze jesli punkt O jest $rodkiem okregu opisanego na trojkacie ABC),
a H punktem przeciecia jego wysokosci, to powyzsze rownosci sa spelnione.

7 drugiej strony dla danego punktu O punkt H jest jednoznacznie
wyznaczony przez powyzsze zaleznosci. Skoro wiec O jest $rodkiem okregu
opisanego na trojkacie ABC, to H musi by¢ punktem przeciecia wysokosci
tego trojkata.

Zachecam Czytelnika do poréwnania tego rozumowania z rozwiazaniem

tego zadania przedstawionym w Kaciku 2. Okazuje sig, ze spora czesé tego
rozwigzania jest wlasciwie ukryta w powyzszym. Opisana tu metoda to
spojrzenie z nieco innego punktu widzenia, co czasem pozwala na wymyslenie
krotszego rozwiazania.

Spéjrzmy na inne zadanie, ktore takze mozna bardzo szybko rozwiazac,
wykorzystujac sfery Dandelina.

2. (OM 59-1-8) Dany jest ostrostup czworokatny ABCDS o podstawie czworokgta
wypuktego ABCD. Sfera wpisana w ten ostrostup jest styczna do sciany ABCD
w punkcie P. Dowiesé, Zze X APB + <CPD = 180°.

Rozwigzanie. Niech s bedzie stozkiem o wierzchotku S, w ktéry wpisana jest
sfera wpisana w ostrostup ABCDS. Czesé wspdlna tego stozka z plaszczyzna
podstawy jest elipsg wpisana w czworokat ABCD, a punkt P jest jej ogniskiem.
Teza zadania jest po prostu jedna ze znanych wtasnosci elipsy wpisanej

w czworokat.

Jesli Czytelnik nie zna tej wlasnosci, o ktorej mowa, to tatwo ja udowodni,
wykorzystujac ponizszy fakt (dow6éd mozna tez znalezé np. w broszurze
51. Olimpiady Matematycznej).

Fakt. Dana jest elipsa o ogniskach A i B i punkt P lezgcy na zewngtrz elipsy.
Proste PK i PL sq styczne do tej elipsy. Wowczas < PAK = < PAL.

Na zakonczenie (takze calej serii Kacikéw przestrzennych) jeszcze jedno zadanie,
do ktorego przydadza sie sfery Dandelina.

3. (OM 60-I11-5) Sfera wpisana w czworoscian ABCD jest styczna do Scian
BCD,CDA, DAB, ABC odpowiednio w punktach P,Q, R, S. Odcinek PT
jest Srednicq tej sfery, a punkty A, Q', R',S" sq punktamsi przeciecia prostych
AT, QT, RT, ST z plaszczyzng BC'D. Dowiesé, ze punkt A’ jest $rodkiem okrequ
opisanego na tréjkgcie Q'R'S’.

Michal KIEZA
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Amandzie Porcie,
Magdalenie Posiadale
i Monice Pienkos

A moze Betelgeza juz wybuchla,
tylko wies¢ o tym nie dotarta jeszcze
do naszego zakatka Galaktyki?

Ciag reakcji konczacy si¢ emisjg fotonu
przez scyntylator nie zostal, jak dotad,
dobrze zbadany.

Jeszcze jedna twarz greja

Czekanie. Czeka w ciemnosci, ciagle gotowy, wzbudzi go najblahszy sygnal.
A ona, choé¢ w krétkim spazmie moglaby nadaé sens jego czekaniu, wcigz je

przediuza.

Ten detektor nie budzi wielkich
emocji w srodowisku naukowym.
Zesp6l dodwiadczalny liczy kilka
dziesiatek ludzi, zreszta od lat

tych samych. Strumyczek prac
naukowych wzmiankowanych na
rzadko aktualizowanej stronie urywa
sie na roku 2008. Urzadzenie nazwe
ma niepoetyczna, LVD, co jest
skrotem od angielskiego okreslenia
Large Volume Detector, czyli
ydetektor duzej objetosci”. Siedzi
sobie w podziemnym laboratorium
badawczym w Gran Sasso we
Wtoszech i od dwudziestu lat

nie robi nic. Czeka na wybuch
Supernowej.

Betelgeza, czerwony olbrzym,
odlegly okoto 600 lat $wietlnych

od Stonca, moze w kazdej chwili

w gigantycznej eksplozji przeksztalcié
sie¢ w czarna dziure. Powodem takiej
eksplozji bedzie utrata réwnowagi
hydrodynamicznej we wnetrzu
gwiazdy. Kazda gwiazda produkuje
energie w reakcjach termojadrowych
zachodzacych w jej jadrze: powstajace
promieniowanie ,rozpycha”
zjonizowana materie gwiazdowego
wnetrza, co réwnowazy grawitacyjny
napor zewnetrznych warstw gwiazdy.
Kiedy rownowagi zabraknie, jadro
zapadnie sie, a za jadrem rung na
centrum zewnetrzne warstwy gwiazdy.

Na niebie i pod ziemig. A kiedy juz zacznie sie dziaé¢, najwiecej dziaé sie

bedzie tam, gdzie nie siega wzrok.

Detektor LVD sklada sie z 840
stalowych komér, z ktorych

kazda wypelniona jest ponad

tona scyntylatora. Przychodzace

7 supernowej neutrino o energii
kilku megaelektronowoltow najpierw
wzbudzi czasteczki weglowodoréw
aromatycznych wypelniajacych
detektor; energia ta zostanie nastepnie
przekazana czasteczkom Ci5H11NO.
Czasteczki te wrdca do stanu
podstawowego, emitujac foton

z zakresu widzialnego, o czestosci
odpowiadajacej $wiattu niebieskiemu.
Swiatlo to wzbudzi nastepnie
czasteczki Co4H16N2 O, ktore
deekscytuja sie, emitujac $wiatto

o wiekszej dlugosci fali, tatwiej
wzmacniane w ,patrzacych” na
zbiornik przez male, pleksiglasowe
okienko fotopowielaczach produkcji
radzieckiej; wzmocniony sygnat trafi
w koncu na fotodiode zamieniajaca
sygnal optyczny na elektryczny, co
juz tatwo bedzie rejestrowac.

Materia we wnetrzu gwiazdy jest
zjonizowana, a wiec nieprzezroczysta
dla $wiatta. Nie da sie wiec
podejrze¢”, co dzieje sie w jadrze
gwiazdy, a w warunkach réwnowagi
produkowanym tam fotonom podréz
na powierzchnie zajmuje $rednio setki
lat. Podczas wybuchu, w gwaltownych
reakcjach zachodzacych podczas
odbicia zewnetrznych warstw gwiazdy
od jej jadra, produkowane beda
rozmaite czastki elementarne,

w tym neutrina i fotony. Neutrina
znacznie stabiej niz fotony oddziatuja
ze zjonizowang materia gwiazdy

i opuszczaja ja jako pierwsze; fotonom
taka podréz zajmuje co najmniej
kilka godzin dtuzej. Kiedy swiatto
wybuchu Betelgezy dotrze do Ziemi,
doréwna ona widzialna jasnoscia
Ksiezycowi w pelni. Dziesiatki,

jesli nie setki lat pézniej do Ziemi
dotra wytworzone w wybuchu czastki
masywne, przed ktérymi ochroni nas
jednak ziemska atmosfera.

Matla czes¢ greja. Nalezy sie cieszy¢, ze odleglo$é do Betelgezy wynosi az
600 lat $wietlnych. Gdyby bylo to 25 lat swietlnych, wysokoenergetycznych
czastek docierajacych do Ziemi byloby tak wiele, ze stanowilyby one zagrozenie
dla zycia podobne do promieniowania po wybuchu jadrowym. Z tej perspektywy
nasz zakatek Wszech$wiata wydaje si¢ stosunkowo komfortowy.
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Najbardziej oczekiwana nagroda

Tegoroczna Nagrode Nobla z fizyki otrzymali Francois Englert
oraz Peter Higgs za ,teoretyczne odkrycie mechanizmu,
ktéry przyczynia sie do zrozumienia zrédta mas czastek
subatomowych i ktory zostat ostatnio potwierdzony odkryciem
przewidywanej fundamentalnej czastki przez zespoty badawcze
ATLAS i CMS, dzialajace przy CERN-owskim Wielkim
Zderzaczu Hadronow”.

Nagrodzeni byli zdecydowanymi faworytami. Jednak

komitet przyznajacy nagrode obradowal godzine dluzej niz
zwykle (ostateczna decyzja jest podejmowana tuz przed
ogloszeniem werdyktu). Na czym polegaly watpliwosci,
mozna bedzie sie dowiedzie¢ dopiero za pét wieku, czyli

sto lat po opublikowaniu (1964) nagrodzonych prac. Moze
rozwazano wyréznienie zupetnie innego osiagnigcia? Moze
zastanawiano sie, kogo jeszcze doceni¢ za wktad w odkrycie
mechanizmu Brouta—Englerta—Higgsa (BEH, to nie jedyny
zestaw nazwisk [1]; Robert Brout nie doczekal, zmart dwa
lata temu)? Raczej nie zastanawiano si¢ nad precedensem
nagrodzenia zespoléw eksperymentalnych, ale niewykluczone,
ze dyskutowano nad sformulowaniem uzasadnienia. Chyba
po raz pierwszy odpowiednia sentencja zawiera bezposrednie
odniesienie do osiagniecia os6b trzecich (ktérych jest dobre
kilka tysiecy, w tym kilkudziesieciu Polakow; patrz Aktualnosci,
Delta 7/2013).

O historii sformulowania pomystu mozna poczytaé (np. [1])
lub postuchaé samego Petera Higgsa [2]. Mechanizm BEH jest
omawiany w niezliczonych miejscach na réznych poziomach
abstrakeji (np. [1,3]). Ciekawa jest prezentacja [4], w ktérej
symetria cechowania oraz jej naruszenie (mechanizm BEH) sa
wprowadzone za pomoca analogii ekonomicznej. Maldacena
kilkukrotnie jednak uprzedza, ze fizyka jest prostsza niz
ekonomia. Ma racje. Cho¢ liczba uzytych w analogii pojeé
jest mniejsza niz w $cistym sformutowaniu, to bez jego
(przynajmniej pobieznej) znajomosci, nie jest tatwo zrozumieé
istote oraz adekwatnos¢ wywodu.

Osobiscie zachecam do obejrzenia prelekceji [5]. Arkani-Hamed
jest bardzo ekspresyjnym moéwca. Tym razem przekonuje,

ze 7z samego kwantowomechanicznego opisu zjawiska,
rozgrywajacego sie w czasoprzestrzeni, wynika koniecznosé
istnienia bozonu Higgsa. Nie jest gotostowny. Byt gotéw zatozy¢
sie o swoje roczne dochody, ze bozon Higgsa zostanie odkryty
(co prawda, gdy to oglaszal, to jeszcze nie wiedzial, ze dostanie
trzy miliony dolaréw, jako jeden z laureatéw Fundamental
Physics Prize; Maldacena tez zostal wtedy nagrodzony — patrz
Aktualnosci, Delta2/2013). W referacie, oprocz przedstawienia
,0 co tak naprawde chodzi”, zdradza, ze (aby to w pelni
pojac) nalezy przej$é roczny kurs (kwantowej teorii pola)
oraz ze wigkszo$é uzywanych analogii (do stosowania ktérych
sam si¢ przyznaje) jest okropna, wprowadza w btad lub jest
po prostu bledna. W szczegdlnoéci bledne jest przedstawianie
pola BEH jako jakiego$ osrodka spowalniajacego czastki —
nadajacego im mase.

Skoro istnienie bozonu Higgsa jest prostym wnioskiem z tego,
co wiemy (o prozni), to sprébujmy te wiedze podsumowag.

Z mariazu mechaniki kwantowej ze szczegdlna teorig
wzglednosci urodzily sie fermiony, czyli czastki obdarzone
spinem potéwkowym, dla ktérych istniejg antyczastki. To jest
informacja o kolosalnym znaczeniu, bo fermiony nie mieszcza
sie w zwyklej czasoprzestrzeni. Spin im wystaje. Jezeli jedynym
oddzialywaniem (poza grawitacja, o ktérej jest wspomniane
w [5]) bylby elektromagnetyzm, to nie bytoby problemu.
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Po pierwsze, nas by nie bylo. Po drugie, sprawa fermionéw
bytaby rozwiazana za pomoca elektrodynamiki kwantowej,
czyli teorii, ktéra mozna wyprowadzi¢, dopuszczajac swobodny
wybér fazy zespolonej w kazdym punkcie czasoprzestrzeni
(wlasnie o tym jest analogia ekonomiczna w [4]).

Poniewaz jednak odkryli$my oddzialywania stabe (odkryliSmy
réwniez silne, ale one nic nowego, z punktu widzenia
mechanizmu BEH, nie wnosza), wiec mozemy istnieé, ale
teoretyczna konstrukcja sie sypie (pozornie) i to z dwéch
powodow. Po pierwsze, stabosé oddziatywania jest zwiazana
z duza masa no$nikéw, ktoére powinny by¢ i sa czastkami

o spinie jeden, czyli takimi jak foton. Maja one jednak
dodatkowy stan polaryzacyjny (bo maja mase), ktéry wywotuje
nieograniczony wzrost prawdopodobienistwa oddziatywania

z rosnacy energia zderzenia. Opis si¢ zalamuje. Po drugie,
okazuje sie, ze oddziatywania stabe rozrézniaja fermiony
lewochiralne i prawochiralne (to dlatego parzystos$é nie jest
obowigzujaca symetria; popularne wyjadnienie réznicy miedzy
chiralnoscia i skretnosciag mozna znalezé w [3]). Pierwsze
oddzialuja stabo, a drugie nie. W elektrodynamice kwantowej
masa jest wynikiem ,superpozycji” obu stanéw chiralnych
fermionu (a przewidywania teorii zgadzaja sie z dokladnoscia
do jednej bilionowej). Ze wzgledu na oddziatywania stabe sa to
jednak zupelnie inne czastki (choé¢ wigkszos$¢ erudytéw nie ma
o tym pojecia)! Nie moglyby ,interferowaé”, gdyby symetria
oddzialywan stabych byta zachowana.

Mechanizm BEH to konsekwencja uznania, ze préznia ma
wyr6zniony kierunek fazy elektrostabej (to jest réwnowazne
wyborowi punktu na jednostkowej sferze, znéw wystajacej
poza czasoprzestrzen, ale ze wzgledu na dodatkows swobode
sprowadza sie do wyboru jednej liczby rzeczywistej). Fakt
ten narusza symetrie elektrostaba, dopuszczajac mieszanie
fermionéw o przeciwnych chiralnosciach (czyli pozwalajac
im na posiadanie masy), a jego najprostsza implementacja
dostarcza cztery czastki skalarne (niewyrézniajace zadnego
kierunku w przestrzeni). Trzy staja si¢ brakujacymi

stanami polaryzacyjnymi (wczes$niej bezmasowych)

bozonéw posredniczacych, przez co problem z rosnacym
prawdopodobienistwem oddzialywania znika (to tu, miedzy
innymi, potrzebny jest ten roczny kurs), a czwarty jest odkryta
w zesztym roku skalarng czastks Higgsa, ktorej masa jest
dodatkowym parametrem wyznaczanym doswiadczalnie.

Pomyst byl bardzo $mialy, bo postulowal istnienie
fundamentalnej czastki skalarnej. Natura nigdzie indziej
takiego obiektu nie wykorzystuje. Jezeli masa tej czastki jest
taka, jak ja zmierzyliSmy, to (teoretyczne) problemy z nia
zwiazane moga by¢ tylko natury estetycznej. Inaczej méwiac,
mamy teorie, ktéra moze dziata¢ az do skali energii, przy ktorej
efekty grawitacyjne zacznag by¢ istotne, klamre spinajaca fizyke
XX wieku. Czas zajaé sie wyzwaniami trzeciego tysiaclecia.

Piotr ZALEWSKI
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Informatyczny kacik olimpijski (67): Karty

W tym kaciku zmierzymy si¢ z zadaniem Karty z Potyczek Algorytmicznych 2013.
Oryginalne sformutowanie zadania dotyczyto kart perforowanych, my jednak
przedstawimy je nieco inaczej, przy okazji wprowadzajac niejawnie kilka nieznaczacych

uproszczen.

Dana jest kartka w kratke rozmiaru n x n, ktérej czesé pol jest dozwolonych,

a cze$¢ zabronionych. Bedziemy chcieli pokry¢ wszystkie pola dozwolone, uzywajac
do tego celu prostokatnej pieczatki o jak najwiekszym polu. Kazde pole dozwolone
mozemy pokry¢ wielokrotnie, natomiast nie mozemy nigdy potozy¢ pieczatki

na zadnym polu zabronionym. Pieczatka nie moze w zadnym momencie wyj$¢ poza
obreb kartki — mozemy zatozy¢, ze kartka jest otoczona kwadratowa obwddka ztozona
z pol zabronionych. Pieczatki nie mozna tez obracac.

Zacznijmy od rozwiazania sitowego. Chcemy dla kazdego
prostokata a X b sprawdzi¢, czy opisuje on poprawna
pieczatke. W tym celu na wszystkie mozliwe sposoby
sprébujemy przylozy¢ ten prostokat do kartki. Tak wiec
dla kazdego pola (i, j) kartki sprawdzimy, czy prostokat

a X b olewym gérnym rogu w tym polu zawiera tylko pola
dozwolone, a jesli tak, zaznaczymy wszystkie te pola jako
pokryte. Wszystkich prostokatéw jest O(n?), mozliwych
przyltozen prostokata réwniez O(n?), wreszcie sprawdzenie
poprawnosci przylozenia i pokrycie przypieczgtowanych pél
zajmuje czas O(n?). Lacznie rozwigzanie to dziata w niezbyt
ciekawej ztozonoéci czasowej O(n®).

Za pomocy dosy¢ standardowych technik mozna takie
rozwiazanie przyspieszy¢ nawet o kilka rzedéw ztozonosci.
Zaczniemy od tzw. dwuwymiarowych sum prefiksowych, czyli
metody znanej z zadania Mapy gestosci z VIII Olimpiady
Informatycznej. W metodzie tej dla kazdego prostokata
wbrefiksowego”, czyli prostokata zawierajacego lewy goérny
rég kartki, zapamietujemy liczbe pdl zabronionych w tym
prostokacie. Prostokatow prefiksowych jest, rzecz jasna,
O(n?), a zadane wartoéci mozemy wyznaczy¢, traktujac

pola dozwolone jako 1, zabronione jako 0 i dwukrotnie
obliczajac sumy prefiksowe, najpierw w wierszach, a potem
w kolumnach kartki. Teraz sume pdél w dowolnym prostokacie
wyraza si¢ jako sume i réznice co najwyzej czterech wartosci
dla prostokatéw prefiksowych. W ten sposéb sprawdzenie
poprawnos$ci przylozenia pieczatki mozna zrealizowaé

w czasie stalym. Podobnie mozna poradzié¢ sobie z pokryciem
przypieczetowanych pél (jak?). To pozwala zredukowaé
7t070n08¢ czasowa rozwigzania do O(n?).

Poczynimy teraz jedno proste spostrzezenie dotyczace
monotonicznosci pieczatek. Otéz jezeli kartke mozna
pokry¢ pieczatka a X b, to mozna ja tez pokry¢ dowolna
pieczatka a’ x b, gdzie a’ < a oraz b’ < b. Dla kazdego a
mozemy wiec za pomocy wyszukiwania binarnego wyznaczy¢
maksymalne b, takie ze pieczatka a X b da sie pokry¢

cala kartke. W ten sposob otrzymujemy rozwiazanie

o ztozonoéci O(n®logn). Jedli zamiast wyszukiwania
binarnego wykonamy nieco bardziej finezyjne przegladanie
zbioru pieczatek, tzn. wraz z rosnacymi wartosciami a
bedziemy rozwazaé coraz mniejsze wartos$ci b, mozemy
obnizyé ztozonoéé czasows rozwiazania do O(n®).

Istnieje jednak rozwigzanie dziatajace w czasie liniowym
wzgledem rozmiaru planszy, czyli w czasie O(n?). Kluczem
do otrzymania takiego rozwiazania jest przyjrzenie sie
polom ,brzegowym?”, czyli polom dozwolonym sasiadujacym
z jakims polem zabronionym. Oczywiscie, kazde takie pole
musi zostaé pokryte pieczatka. ChcielibySmy w zwarty
spos6b opisaé zbidér wszystkich rozmiaréw pieczatek,
ktérymi mozna to zrobié.
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Spoéjrzmy na ponizszy rysunek, na ktérym zamalowano jedno
z pdl brzegowych. Do pokrycia tego pola mozna uzy¢ dowolnej
pieczatki o wysokosci 1 i szerokosci co najwyzej 7, podobnie

— dowolnej pieczatki o wysokosci 2 i szerokosci co najwyzej 5,
dowolnej pieczatki o wysokosci 3 i szerokoéci co najwyzej 5 itd.

X
A|X

X X
X

Inaczej mozna na to spojrze¢ tak: mamy pewien zbiér zlych
pieczatek — w powyzszym przykltadzie sa to 1 x 8, 2 X 6,
3x6,4x5,5x3,6x3,7x21i8x1-1szukamy pieczatki,
ktéra nie zawiera zadnej ztej pieczatki (jako podprostokata).
Podobnie mozemy wyznaczy¢ zte pieczatki dla kazdego
innego pola brzegowego, pamietajac, ze pole brzegowe moze
sasiadowaé z odpowiadajacym mu polem zabronionym

w jednym z czterech kierunkéw. Pieczatka, ktorej szukamy,
bedzie pieczatka o maksymalnym polu niezawierajaca

zadnej ztej pieczatki.

Zajmijmy si¢ teraz implementacjg algorytmu.

Przede wszystkim dla kazdego dozwolonego pola planszy
bedziemy pamietaé odlegtos¢ do najblizszego pola
zabronionego w kazdym z czterech kierunkéw. To pozwoli
nam wyznaczaé kolejne zte pieczatki o coraz wigkszych
wysokosciach w czasie stalym. Dalej, na zbiorze rozmiaréw
zlych pieczatek zbudujemy dwuwymiarowe sumy prefiksowe,
co pozwoli nam ltatwo okreslaé, jakie pieczatki nie zawieraja
w sobie zadnej z nich. Wszystkie wymienione operacje
mozna bez problemu wykonaé w czasie O(n?). Zlozonosé
rozwiagzania zalezy jeszcze od liczby wyznaczonych ztych
pieczatek. Liczba ta jest rowna sumie dtugosci odcinkéw
przebytych przez nasz algorytm (strzatka na rysunku).
Jednak kazde pole dozwolone znajduje si¢ na doktadnie
czterech takich odcinkach, po jednym w kazdym kierunku.
Stad suma dtugosci odcinkéw to co najwyzej 4n? i cate
rozwiazanie ma ztozonogé O(n?).

Wiemy, ze wynikowsa pieczatka mozna pokry¢ wszystkie

pola brzegowe. Nalezaloby jeszcze wykazadé, ze tak
skonstruowana pieczatka mozna pokry¢ takze pozostate pola
dozwolone. Dowdd tego faktu pozostawiamy do przemyslenia
Czytelnikom. Mozna takze obejrzeé film z oméwieniem:
http://youtu.be/glryefmxzZu.

Jakub RADOSZEWSKI
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Termin nadsylania rozwigzan: 28 II 2014

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koica miesigca n 4 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe 0s6b, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegétowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 568, 569
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

568. Cienki, jednorodny pret o masie m

i dhugosci [ lezy symetrycznie na dwéch podporach
odlegtych o a (rys. 1). Jedna z podpér usunieto.
Zmalez¢ site reakcji drugiej podpory natychmiast

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
558 (WT = 2,2), 559 (WT = 2,12),
560 (WT = 1,6) i 561 (WT = 2,35)

z numeréw 5-6/2013

Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 43,72

po usuni@ciu pierwszej. Krzysztof Magiera Losiéw 37,67
Michal Kozlik Gliwice 36,14
569. Naladowana kulka o masie m wisi Jacek Konieczny Poznar 24,51

na elektrycznie izolowanej nici (rys. 2). Znalezé

prace, jaka nalezy wykonaé, przyblizajac z daleka i bardzo wolno druga natadowang kulke
iumieszczajac ja w miejscu, gdzie przedtem znajdowata sie kulka wiszaca na nici. Pierwsza
kulka odchylita sie¢ i podniosta na wysokos¢ h. Przyspieszenie ziemskie g jest dane.

Zadania z matematyki nr 671, 672

Redaguje Marcin E. KUCZMA Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiagzan zadan
661 (WT = 1,13) i 662 (WT = 2,84)
z numeru 5/2013

671. Plaszczyzne podzielono prostymi poziomymi
i pionowymi na kwadraty jednostkowe i niektére
z tych kwadratéw (skonczenie wiele) zaczerniono.

Krzysztof Kaminski  Pabianice 46,86

Kazdy czarny kwadrat ma wspoélne boki Pawetl Najman Krakéw 46,33

z dokladnie dwoma innymi czarnymi kwadratami. ~Rami Marcin Ayoush Szelkéw 41,55

I . . P . Marek Spychata Warszawa 39,37
e moze by¢ czarnych kwadratéw? Podaé .

A . L. . Janusz Fiett Warszawa 38,75

wszystkie mozliwe wartosci ich liczby. Wojciech Maciak Warszawa 36,72

Andrzej Idzik Bolestawiec 36,63

672. Wykazaé, ze istnieje nieskonczenie wiele
par liczb wymiernych dodatnich u, v, dla ktérych
liczba

Te nazwiska nie sa nowe:

Krzysztof Kaminski — juz po raz drugi;

a Pawel Najman — po raz szésty; to juz

u+ l + v+ 1 druga norma weteranska.
u v

jest catkowita.

Zadanie 672 zaproponowal pan Witold Bednarek z Lodzi.

-]

Rozwigzanie zadania M 1405.
Niech O bedzie $rodkiem okregu opisanego

L...]

Rozwigzanie zadania M 1407.

Zalézmy, ze |AB| = = + y, gdzie y to dlugosé
na tréjkacie BCS. Poniewaz tréjkat odcinka z ruchoma tasma. Jesli Jas bedzie biegt
ACS jest réwnoramienny, dwusieczna poza tasma, to pokona droge od A do B w czasie
kata BAC' to symetralna odcinka C'S, z— v y
wigc lezy na niej punkt O. Oznaczmy ty =t 4+ ——

v u+ v !
a = XCAO. Wéwezas £ SCB = «, a skoro L. . A
a gdy bedzie biegl po tasmie, to droga zajmie

XBSC = 180° — xCSA =90° + «, to
mu czas
BOC = 2(180° — ¥BSC), z y—tluto
« ( )y to == +t+ ( ) .
v u+v

skad latwo otrzymaé¢ xOCB = «. Réwnosé . .

R , R ) . Zauwazmy, ze
OC = AC jest rownowazna xOCS = XSCA, , , ,
czyli a = 30°. A to jest réwnowazne temu, ze t; —to = Lu tv LU— = tu v—-wv <o,
ABC jest poléwka tréjkata réwnobocznego u+v v (u+v)v

lub ze S jest $érodkiem AB. wigc Jas powinien biec poza tasma.
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Prosto z nieba: Cmentarzysko bezimiennych planet

Stonce jest typowym przedstawicielem populacji dyskowe;j
Ciagu Gléwnego, gwiazda zawierajaca w widmie linie
pierwiastkéw ciezszych od helu i ,,palaca” wodor w jadrze.
Bedac w wieku okoto 4,5 mld lat, ma jeszcze przed

soba mniej wiecej tyle samo czasu spokojnej ewolucji

az do momentu, gdy wyczerpie sie zapas wodoru, a faza
palenia helu w otoczce jadra (a p6éZniej w samym jadrze)
zamieni je w czerwonego olbrzyma. Slonce znacznie
zwiekszy wtedy swoje rozmiary, siegajac poza orbite
Ziemi. Wypalanie helu bedzie ostatnim aktywnym
procesem naszej macierzystej gwiazdy; synteza ciezszych
pierwiastkoéw nie jest mozliwa w gwiazdach o masie Stonca.
Ostatnim stadium jest odrzucenie rozdetej otoczki, co
spowoduje powstanie mgtawicy planetarnej otaczajacej
jadro: samotnego, stygnacego biatego karta. Los planet
wewnetrznych w naszym Uktadzie bedzie, niestety, niezbyt
wesoly — przypuszczalnie jednak ludzkos¢ zdazy przeniesé
si¢ w bardziej odpowiednie miejsce.

Bardzo aktywne ostatnio przeglady nieba (m.in. Kepler,
OGLE) zidentyfikowaly dotychczas prawie 1000 planet,
w wigkszo$ci masywnych gazowych obiektow wielkosci
Jowisza. Technika i dokladno$¢ pomiarowa idzie jednak
naprzod, dlatego odkrywa sie takze coraz wiecej planet

T T T — T T T

T
4 El 2n

Jasnos¢ (wielkos¢ gwiazdowa):
®203:4:5 .6

7+ gromada otwarta
o gwiazda zmienna

o galaktyka

rozmiaru i masy porownywalnej z Ziemia. Metody
uzywane w odkryciach sg rézne: mikrosoczewkowanie
grawitacyjne, obserwacje za¢mien lub analiza widm.
Niedawno teleskop Hubble’a, uzywajac ultrafioletowego
spektrografu COS (ang. Cosmic Origins Spectrograph),
zaobserwowal zjawiska swiadczace o istnieniu planet
w niespotykanym miejscu. Sktad widm dwéch biatych
kartéw nalezacych do gromady Hiady (gwiazdozbiér
Byka) wykazal duza zawartos$é krzemu, czyli gléwnego
skladnika skalistych globéw, a takze §lady wegla (trudnego
do obserwacji z powierzchni Ziemi i dobrze widocznego
w ultrafiolecie jedynie z orbity). Hipoteza postawiona
przez badaczy brzmi nastepujaco: planety uformowaty
sig, podobnie do Uktadu Stonecznego, we wezesnym
etapie ewolucji gwiazdy. Po powstaniu bialego karta
pozostalosci planet i reszta skalistego materialu utworzyty
skalisty dysk, w ktérym oddzialywanie ptywowe rozbija
przelatujace zbyt blisko gwiazdy asteroidy, a akreowane
pozostatosci wpadaja do atmosfery. Zespot COS planuje
analize skladu wielu innych bialych kartéw, poniewaz
obserwacje spektroskopowe wydaja sie by¢ obiecujaca
metoda na oszacowanie liczby i sktadu skalistych planet
podobnych do Ziemi.

Michal BEJGER

Niebo jak wtasna kieszen: Grudzien

Baran (lac. Aries) jest jednym ze slabiej rozpoznawalnych
gwiazdozbioréw zodiakalnych. W grudniowe wieczory
znajduje sie ponad potudniowo-zachodnim horyzontem,

na zachéd od Byka i Oriona; dla orientacji, mozna

kierowaé sie potozonym ponad Baranem, a blizej bieguna
gwiazdozbiorem Kasjopei. Trzy najjasniejsze gwiazdy Barana,
« (Hamal, Glowa Barana, 2,0™), wraz z [ (Sheratan, 2,65™)
i (Mesartim, 3,86™) wyznaczajacymi jeden z rogéw tworza
charakterystyczny asteryzm. v Arietis jest w rzeczywistosci
uktadem podwdjnym zbadanym po raz pierwszy przez
Roberta Hooke’a, ktéry interesowal sie takze obserwacjami
teleskopowymi; niektore zrodla przypisuja mu pierwsze
obserwacje Wielkiej Czerwonej Plamy na Jowiszu, ubiegl go
jednak Giovanni Domenico Cassini (1665).

Historycznie w gwiazdozbiorze Barana przecinaly sie
ekliptyka (droga Slofica na niebie) z réwnikiem niebieskim

(rzutem réwnika ziemskiego na niebosklon). W punkcie

Gwiazdozbiér Barana. Mapa nieba

we wspoélrzednych réwnikowych;
rozmiary gwiazd odzwierciedlajg ich
jasnosci w wielko$ciach gwiazdowych.
[Mapke nieba wykonano na podstawie
mapy IAU/magazynu Sky & Telescope
(Roger Sinnott & Rick Fienberg).]

przecigcia, zwanym punktem Barana YV, znajduje si¢ Stonce w momencie
rownonocy wiosennej. Z powodu precesji osi Ziemi punkt Barana przesunal sie
do gwiazdozbioru Ryb; okres precesji, rok platonski, wynosi okoto 25800 lat.

Deszcz Geminid (maks. 13-14 XII, 120 zjawisk/h, radiant w gwiazdozbiorze
Blizniat) wypada w tym roku blisko pelni Ksiezyca (17 XII; néw 3 XII). Przy okazji

obserwacji meteoréw mozna takze podziwiac¢ znajdujacego si¢ w Bliznigtach Jowisza
(—2,21™). O wiele slabsze Ursydy (radiant w Malej NiedZwiedzicy), o maksimum
zaraz po przesileniu zimowym (21 XII), beda, niestety, takze stabiej widoczne

z powodu jasnego Ksiezyca. Dluga noc pozwala na poranne obserwacje Saturna
(0,79™) znajdujacego sie w gwiazdozbiorze Wagi. 1 XII rano nastapi spotkanie
Saturna, Merkurego (—0,56) i Ksiezyca. Mars (1,21™) jest réwniez widoczny
rano w gwiazdozbiorze Panny, natomiast Wenus znajduje si¢ po wschodniej stronie
Stonca (Strzelec, jasnosé 15 XII okolo —4,34™).
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Rys. 1

Rys. 5

Zadania 3, 4 i 5 pochodzg odpowiednio
z XXVIII, XXIV i LXIV Olimpiady
Matematycznej.

Katy tréjScienne Joanna JASZUNSKA

Jakie warunki spetnia¢ musza trzy katy ptlaskie, aby mozna bylo z nich zbudowaé
wypukly kqt trojscienny, czyli przestrzenne naroze o trzech krawedziach? Ot6z suma
kazdych dwoch katéw musi by¢ wieksza od trzeciego (podobnie jak odcinki, z ktorych
chcemy zbudowaé tréjkat, spelniaé musza nieréwnosé trojkata). Przyktadowo, figura
z rysunku 1 nie jest siatka czworod$cianu — wystarczy wyobrazié¢ sobie prébe zlozenia
tej niby-siatki, by dostrzec, ktore pary katow sa w sumie zbyt mate.

1. Czy rysunek 2 przedstawia siatke czworoscianu?

2. Czy istnieje czworoscian ABC D, w ktorym < ACB = X ADB = <CAD =
= XCBD =90° (rys. 3)7?

3. Udowodnij, ze w kazdym czworoscianie istnieje wierzchotek, przy ktéorym trzy
katy ptaskie sg ostre.

4. Wykaz, ze jezeli w czworo$cianie ABC'D mamy AB = CD, AC = BD,
AD = BC (rys. 4), to wszystkie $ciany czworoscianu sa tréjkatami ostrokatnymi.

5. Dany jest czworoscian ABCD, w ktérym AB = CD oraz
XBAD + < BCD = 180°. Udowodnij, ze < BAD > < ADC.

Rozwigzania

R1. Nie. Wystarczy spojrze¢ na dowolny wierzcholek: suma dwéch mniejszych
katéw przy nim réwna jest 90°, czyli trzeciemu katowi. OJ

R2. Nie. Katy ptaskie przy wierzchotku A spelniajg warunek < BAC' + < BAD >
> SCAD = 90°. Z kolei rozwazajac kat tréjScienny przy B oraz tréjkaty
prostokatne ABC i ABD, wnioskujemy, ze 90° = <CBD < < ABC + < ABD =

= (90° — < BAC) + (90° — < BAD), czyli < BAC + <BAD < 90° — sprzecznosé¢. O

R3. Suma wszystkich katéw plaskich czworoscianu réwna jest 4 - 180°, jako suma
katow czterech trojkatow. Wobec tego istnieje taki wierzchotek czworoscianu,
przy ktérym suma trzech katéw plaskich nie przekracza 180°, w przeciwnym razie
suma wszystkich katéw plaskich czworodcianu przekraczataby 4 - 180°.

Oznaczmy katy ptaskie przy tym wierzchotku przez a, 3,v. Wowczas a < 3 + 7,
wiec 2a < a+ B+ v < 180°, czyli a < 90°. Analogicznie 8 < 90° oraz v < 90°. O

RA4. Z danych réwnosci wynika, iz wszystkie $ciany rozwazanego czworoscianu sg
tréjkatami przystajagcymi. Oznaczmy katy $ciany ABC przez «, 3,; ich suma

to 180°. W kazdym wierzchotku czworoscianu schodza sie takie wlasnie trzy katy
plaskie. Stad o < 8+ 7, wiec 2a < a+ 4+ v = 180°, czyli @ < 90°. Analogicznie
B < 90° oraz v < 90°. O

R5. Obr6émy sciang BC'D danego czworoscianu wokot krawedzi BD tak, aby
znalazla si¢ w ptaszczyznie Sciany ABD, ale po przeciwnej stronie prostej BD
(rys. 5). Na uzyskanym w ten sposéb czworokacie ABC’'D mozna opisaé¢ okrag,
gdyz < BAD + <BC'D = < BAD + < BCD = 180°.

Analizujac katy wpisane w ten okrag, oparte na réwnych tukach, dostajemy
ILBAD = &« BAC' + < DAC’ = ¥BDC' + ${BDA = «BDC + <BDA > < ADC,
przy czym ostatnia nieréwnoéé otrzymujemy, rozwazajac kat trdjscienny przy
wierzchotku D czworoscianu. To konczy dowdd. O

Zadania domowe

6. Czy istnieje taki ostrostup czworokatny ABCDS o podstawie ABCD,
w ktérym < ASB =24 BSC, <« BSC = 2<CSD oraz <CSD =2 DSA?

7. Na rysunku 1 zmodyfikujmy ksztalty trojkatow tak, aby odpowiednie pary
odcinkéw, ktére maja sie sklei¢, nadal byty réwne oraz by przy kazdym wierzchotku
docelowego czworoscianu dowolne dwa katy ptaskie byty w sumie wieksze od trzeciego.
Czy te warunki wystarczaja, by otrzymaé siatke pewnego czworoscianu?

8. (a) Wykaz, ze istnieje czworoscian o kwadratowej siatce.
(b) Wykaz, ze istnieje czworos$cian o wszystkich $cianach prostokatnych.
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