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Wielosciany drzace i wielo$ciany multistabilne

Aleksandra FLIS*

W Delcie byla juz mowa o ruchomych wielosScianach, nazywanych tez
fleksorami; artykuly o nich ukazaly si¢ w 1987 i 1997 roku. Ruchomos¢
wielo$cianu polega na tym, ze gdyby$my zbudowali model o sztywnych
$cianach, a krawedziach poruszajacych si¢ jak zawiasy, to mogliby$my

nim porusza¢ bez odksztalcania scian. Choé wydaje sie to zaskakujace,
ruchome wielo$ciany rzeczywidcie istnieja i zbudowanie takich bryl, choé¢by
z papieru, nie jest bardzo trudne.

Wielosciany ruchome zostaly odkryte w 1978 roku przez
Roberta Connelly’ego, ktory skonstruowal pierwszy przyktad fleksora.

Siatka fleksora Connelly’ego (nalezy ja sklei¢ tak, by kolorowe krawedzie byly ostrzem na zewnatrz) i poruszanie gotowym fleksorem.

Drugi, prostszy przyklad podat wkrétce potem Klaus Steffen.

I znéw siatka i gotowy fleksor.

@

Rozwigzanie zadania M 1398.
Przyjmijmy, ze A1, Az, Az to podzbiory
zbioru {1, 2,...,19} oznaczajace

sktady druzyn na pierwszym treningu,

a Bi, B2, Bs — na drugim. Chcemy
udowodnié, ze dla pewnych 4,5 € {1,2,3}
mamy |A; N Bj| > 3. Przypuéémy, ze

nie ma takiej pary zbioréw. Poniewaz
A1, Az, Az sa parami roztaczne

i By, B2, B3 takze, wigc mamy

19 = ‘(AlUAQUAg)ﬂ(BluBQUBg)l =

3
= > lAinB<

i,j=1

3
U AiﬂBj

ij=1
<2.9=18,

co daje sprzecznosé.

*nauczycielka matematyki, absolwentka
Uniwersytetu Jagiellonskiego 2012

Jak dotad sa to wszystkie znane fleksory.

Istnieja tez wielodciany, ktore co prawda nie moga sie poruszaé¢ na tej samej
zasadzie jak fleksory, maja jednak bardzo podobne wlasnoéci. Ich ruch jest
mozliwy dzieki temu, ze papier nie jest idealnie sztywny. Na jakiej zasadzie
6w ruch sie odbywa? Otz najpierw nalezy zauwazy¢é, ze czasami wielo$ciany
o przystajacych $cianach i narozach maja kilka form rézniacych sie katami
dwusciennymi. Jesli dwie z nich sg dos¢ podobne, to mozliwa jest nieniszczaca
$cian zmiana z jednej pozycji na druga, wykorzystujaca elastyczno$é¢ materiatu,
z ktérego jest wykonany model. Takie wieloSciany nazywamy multistabilnymi.

Jednym z najprostszych multistabilnych wieloscianéw jest dwustabilny
sskaczacy o$mioscian” (bistable jumping octahedron) opisany przez

Waltera Wunderlicha i Caspara Schwabego w 1986 roku w pracy Fine
Familie von geschlossenen gleichflachigen Polyedern, die fast beweglich sind.
Wieloscian ten ma dwie formy, ktére mozemy zmieniaé przez skrecenie
jednej podstawy wzgledem drugiej (patrz obrazki na nastepnej stronie).
We wspomnianej pracy autorzy scharakteryzowali wszystkie istniejace
wielo$ciany multistabilne.

1



Siatka skaczacego wielo$cianu, widok z géry obu mozliwych pozycji tego wielo$cianu oraz zdjecie obu jego form.
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Rysunki i zdjecie dwupiramid syjamskich.

DwudziestoSciany Jessena.

Jednakze o istnieniu wieloScianéw multistabilnych wiedziano troche
wezesniej. W roku 1978 opublikowany zostal artykul Michaela Goldberga
Unstable polyhedral structures, w ktéorym autor opisal liczne przyklady
niestandardowych wielo$cianéw, w tym wieloécian multistabilny

nazwany ,dwupiramidami syjamskimi” (Siamese dipyramids).
Wieloscian ten sktada sie z dwoch podwdjnych piramid ztaczonych
wspoélng podstawa. Kazda dwupiramida ma 10 écian, ktére sg

tréjkatami réwnobocznymi.

N

Mimo iz narysowanie siatki takiego wielodcianu (ewentualnie np. w czterech
czedciach) jest bardzo latwe, to zbudowanie jego modelu jest dosé trudne,
poniewaz juz przy malej niedoktadnosci zmienia sie charakter bryty. Jesli
réwnoboczne tréjkaty zastapimy przez réwnoramienne, ktérych kat przy
wierzchotku réwny jest 59° zamiast 60°, otrzymamy dwupiramidy, ktore

w dwéch pozycjach catkowicie sie ztoza. Jesli natomiast kat przy wierzchotku
powiekszymy do 62°, stabilne pozycje pokryja si¢ i otrzymamy wieloscian
innego rodzaju, mianowicie dwudziestoécian drzacy. W artykule Goldberga
bylta mowa réwniez o drzacych wieloscianach.

W wielo$cianach ruchomych mozliwy jest ptynny ruch miedzy réznymi
pozycjami. Wielosciany multistabilne maja tylko kilka stabilnych form,
a przejécia pomiedzy nimi nastepuja w sposéb skokowy. Wielo$ciany
drzace stanowig jeszcze inng grupe. Obserwujac ruch modelu, nie mozna
powiedzied, ile stabilnych pozycji ma wieloécian; tym wieloécian drzacy
rézni sie od wieloécianéw multistabilnych, w ktérych liczba stabilnych pozycji
jest skonczona.

Mozna jednak za pomoca obliczenn udowodnic,

ze podczas ruchu drzacego wielo$cianu jego

$ciany sg nieznacznie znieksztatcane, wiec

nie jest to fleksor.

Dwudziestoscian foremny jest wypukly i sztywny.
Jesli jednak szes¢ par $cian o wspélnej krawedzi
zastapimy parami rownoramiennych tréjkatow,
tworzac niewypukly dwudziesto$cian, otrzymamy
wieloscian Jessena. Kazdy kat dwuscienny to 5

lub %. Ten wieloScian moze poruszac si¢ w niewielkim
stopniu, zmieniajac katy dwuscienne wzdluz
dhuzszych krawedzi.



Rysunek i zdjecie wieloscianéw Masona.

Drzacy jest tez wieloScian (odkryty przez Paula Masona), ktérego wszystkie
$ciany sa trojkatami réwnobocznymi. Powstaje on przez wzniesienie
ostrostupow prawidtowych czworokatnych na kazdej Scianie szescianu oraz
antygraniastostupa, ktéry oddziela jedna z tych piramid i sze$cian.

Na zakonczenie warto zauwazy¢, ze opisane powyzej zjawiska mozliwe sa
wylacznie w przypadku wieloscianéw niewypuklych. Wielosciany wypukle
sa sztywne, co wynika z twierdzenia Cauchy’ego o sztywnosci.

W 1766 roku Leonhard Euler postawit hipoteze, ze kazdy wielo$cian jest sztywny.
Dopiero w 1813 roku Augustin Louis Cauchy wykazal, ze jest to prawda dla
wieloécianéw wypuklych. Cauchy w swoim dowodzie popelnil zreszta btad,
poniewaz nie rozwazyl wszystkich przypadkéw. Pomytka Cauchy’ego pozostala
niezauwazona przez ponad 50 lat, jednak p6zniej dowdd uzupelniono.

Redaguje Tomasz TKOCZ

M 1396. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag. Styczne do okregu w punktach
B i D przecinaja si¢ w punkcie S (rysunek). Udowodnié, ze punkt S lezy na prostej
AC wtedy i tylko wtedy, gdy AB-CD = AD - BC.

Rozwigzanie na str. 23

M 1397. Udowodnié, ze dla dowolnej liczby dodatniej x i liczby catkowitej n > 1
prawdziwa jest nieréwnosé
n 1 n+1
ntl s (n+ n)
n

(1+2) x.

Rozwiazanie na str. 20

M 1398. Do klubu siatkarskiego nalezy 19 oséb. Na ostatnich dwéch treningach
wszyscy zawodnicy byli obecni i na kazdym z nich podzielono ich na trzy zespoty:
dwa szescioosobowe i jeden siedmioosobowy. Udowodni¢, ze mozna wskazaé¢ 3 osoby,
ktore na obu treningach bylty w jednej druzynie.

Rozwigzanie na str. 1

Przygotowali Andrzej MAJHOFER 1 Michat NAWROCKI

F 839. Podczas remontu wymieniono silnik samochodu na nowy o tej samej masie, ale
dwa razy wiekszej maksymalnej mocy. Ile razy wzrosnie maksymalna predkosé, z jaka
moze jechaé ten samoché6d?

Rozwigzanie na str. 20

F 840. W érodku sfery catkowicie pochtaniajacej dochodzace do niej $§wiatto umieszczono
lampe sodowa. Lampa emituje swiatto z mocg 100 W. Przyjmujac, ze emitowane jest
wylacznie Swiatlo o dtugosci fali 590 nm, obliczy¢, ile fotonéw w jednostce czasu
pochtania sfera.

Rozwiazanie na str. 5
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O polowaniu na pchte i czekaniu na dwa orty,
czyli troche o tancuchach Markowa

Katarzyna PIETRUSKA-PALUBA®

Zacznijmy od prostego przyktadu. Pchla skacze miedzy
ziemia, kotem i cztowiekiem. Za kazdym razem wybiera
miejsce docelowe z takim samym prawdopodobienstwem
(réwnym % ). Moglaby tak skaka¢ w nieskoficzonoéé, gdyby
nie to, ze po wskoczeniu na cztowieka ginie. Ile srednio
skokéw pchia wykona przed $miercia, jezeli zaczyna

na ziemi?

Zadanie rozwiazemy bez trudu, pamietajac, ze srednia
wartos¢ zmiennej losowej to suma wszystkich iloczynéw
postaci

(liczba skokéw) - (prawdopodobienstwo tej liczby).

Po prostu wypiszemy wszystkie mozliwe drogi pchty:
zginie ona po 1 skoku, jezeli od razu skoczy na czlowieka,
co zapisujemy C; po 2 skokach — K'C (najpierw na kota,
potem na czlowieka), po 3 skokach — K ZC', po 4 skokach —
KZKC, i tak dalej. Kazdy taki ciag dlugosci r
ma prawdopodobiefistwo 5=, 7 =1,2,..., a zatem
srednio pchla wykona Z:il 57 skokow. Oznaczajac
s = Z:io 2% = 2, $rednig ilos¢ skokéw pchlty mozemy
wyznaczy¢, sumujac ponizsze wyrazenie kolumnami:

o0

1

| =

T

[\)
[\)

r=1

S+$+8+ -
2 4 8 T

S I
=S (145+7+) =2

A zatem pchia wykona $rednio 2 skoki.

Rozbudujmy ten przykltad i wpusémy do pokoju psa.
Zasady skokéw pchly pozostaja takie same, ale teraz
prawdopodobienstwo wyboru kazdego docelowego miejsca
skoku to % Mozemy rozwiazywaé zadanie tak samo jak
przedtem — bedzie to nieco dluzsze, ale nadal wykonalne.

Mozna tez nieco inaczej. W obu powyzszych
zagadnieniach miejsce kolejnego przeskoku zalezy tylko
od tego, gdzie pchla znajduje sie w danej chwili, a nie
od jej przeszlej podrozy. Ponadto z géry wiadomo,
jakie sa mozliwe potozenia pchtly, tak zwane stany —
{Z,K,C} lub {Z, K, P,C}, oraz jakie sa reguly
poruszania sie miedzy stanami. Oznacza to, ze w obu
przypadkach mamy do czynienia z fancuchem Markowa.
Reguly przeskoku to prawdopodobienstwa przejscia
miedzy stanami. Prawdopodobienstwo przejscia

ze stanu ¢ do stanu j oznaczamy przez p;;.

*Instytut Matematyki, Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski
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W zagadnieniu I mamy:
Pzc =PZK = PKZ = PKC = %7
dla kompletnoéci przyjmiemy jeszcze poc = 1.
W zagadnieniu II jest podobnie:
Pzc =DPzK =DPzp = DPKZ = PKP = PDKC =
=Ppz = PPK =DPPC = 3
oraz pcc = 1. Wygodnie jest zapisac takie
prawdopodobienstwa w macierzy albo wyrysowac je
jako graf. Na przyktad dla wlasciciela dwoch zwierzat
macierz oraz graf beda wyglada¢ nastepujaco:
0 1/3 1/3 1/3
/3 0 1/3 1/3

P= 1/3 1/3 0 1/3

0 0 0 1

W ogélnej sytuacji powiemy, ze ciagg zmiennych
losowych Xg, X1, X5, ... tworzy jednorodny tancuch
Markowa o przestrzeni stanéw S = {E\, ..., En}, jezeli
dla dowolnego n = 0,1,2,... i dowolnego ciagu stanéw
Eim ey Ein, Ein+1 many
P(Xn-i-l = Ein+1 |X7l = in,) =

=P(Xp41 =Ei, | Xn=E;,,..., X0 = Ej).
Oznacza to, ze dochodzac do kazdego stanu, tancuch
yzapomina”, skad przyszedl, a prawdopodobienstwa
przejécia w nastepnym ruchu zaleza tylko od potozenia
biezacego. Wlasnos¢ te nazywamy wilasnoscig Markowa
i tak wtasnie jest w powyzszych przykladach.

nl "

Teraz rozwiazemy zadanie o §rednim czasie zycia
pchly dla tancucha Markowa o grafie jak wyzej. Niech
tz,ti,tp,tc oznaczaja Srednie czasy zycia pchly
startujacej odpowiednio z ziemi, kota, psa, czlowieka.
Oczywiscie, mamy tc = 0, a pozostale czasy zycia
mozemy zwiaza¢ ukladem réwnan, wykorzystujac wzoér
na prawdopodobienstwo caltkowite i wlasno$é Markowa.
Na przyktad, jezeli startujemy z ziemi, to po wykonaniu
jednego skoku przechodzimy do jednego ze stanow
K, P,C z prawdopodobienstwem % i kontynuujemy skoki
z tych nowych stanéw, zapominajac o przesztosci, ale
za to zwickszajac ,,odczyt licznika” o 1, bo jeden skok
juz wykonaliSmy. Otrzymujemy uklad réwnan:

tz =1+ 3tk + 3tp + to,

tx =1+ 3tz + 5tp + gtc,

tp =1+ gtz + 5tk + 5tc.



Rozwiazujac go, natychmiast dostaniemy, ze
tz =t =tp = 3.

A jedli czlowiek ma gorszy refleks i szansa na to, ze zabije
pchle, ktéra na niego wskoczyla, wynosi %? Jezeli pchia
przezyje kontakt z czlowiekiem, to przerazona (czy pchla
sie boi?) nie zastanawia si¢ juz, co ma zrobié¢ (czy pchia
sie zastanawia?) i zeskakuje na ziemie. Dla opisania ruchu
pchly dodamy osobny stan * (po angielsku nazywany
cemetery state), do ktérego mozna dojs$é tylko z C

i z ktérego nie mozna juz wyjs¢. Graf bedzie teraz taki.

Uwazny Czytelnik zauwazy, ze powyzszy graf nie do konca
odpowiada omawianej sytuacji. Graf ten uwzglednia
dodatkowy krok miedzy wskoczeniem na czlowieka

a Smiercig pchly, ktérego w rzeczywistosci nie dodaje

sie do czasu jej zycia.

Postepujac jak wczesniej, wypiszemy uklad réwnan
na czasy dojscia do *, odpowiadajacy grafowi 2:

tz =1+ 3tg + 3tp + 3tc,

tk =1+ 3tz + 5tp + 3tc,

tp =1+ 3tz + 3tk + 3tc,

te =1+ 2t. + 3tz.
Zwr6oémy uwage, ze teraz zamiast tc = 0 bedziemy
mieli ¢, = 0. Rozwiazujac ten uklad, dostaniemy
ty =tg =tp = 6; tc = 3. Liczba tz nie jest jednak
$rednim czasem zycia pchty —czas zycia bedzie o 1 mniejszy,
bo przeciez dodaliémy jeden krok na przejécie C — .
Zatem pchta srednio wykona 5 skokéw, zanim zginie.

Rozwazymy teraz pozornie zupelnie inne zagadnienie.
Adas i Bolek obserwuja wyniki kolejnych rzutéw
niesymetryczna moneta, dla ktorej prawdopodobienstwo
wyrzucenia orla to % Zalozyli sie o czekolade: Adas
wygra, jezeli dwa orty pod rzad wypadna, zanim

Bolek doczeka sie serii trzech reszek, a Bolek —

jesli to trzy reszki pojawia sie wczedniej. Jakie jest
prawdopodobienstwo tego, ze wygra Adas?

Czy wiesz, Czytelniku, czemu ta gra z prawdopodobienstwem 1
zakonczy sie po skonczonej liczbie rzutéw?

Zastanéwmy sie, gdzie mozna w tym zagadnieniu
dopatrzeé si¢ tancucha Markowa. Ot6z bedziemy
rozwazali tylko takie koncéwki ciagdéw, ktére moga byé
kontynuowane jako rozstrzygajace gre OO albo RRR.

Na przyktad, jezeli wykonano 5 rzutéw, w ktorych

po kolei wypadto RRORO, to uklad bedzie w stanie O,
bo O jest poczatkiem pozadanego ciagu OO. Gdyby
natomiast wynikiem bylo RORRR, to uklad bylby

w stanie RRR — bylaby to wygrana Bolka i koniec
zabawy. Mozliwe stany ukladu sa wiec nastepujace:
O,R,RR,00, RRR, a prawdopodobienstwa przejscia
to po,oo = %, Do,R = §, PRrRO = %7 PR,RR = §,

PRR,O = %, PRR,RRR = 5, P00,00 = 1, PRRR,RRR = 1.
Musimy jeszcze dopowiedzieé, ze po pierwszym rzucie
z prawdopodobienstwem % wchodzimy w stan O,

a z prawdopodobienstwem % — w stan R, i to okresla
pierwszy krok. Adas wygra, jezeli uda si¢ dojsé do

stanu OO. Graf ukladu wyglada nastepujaco.

1/3 K(-)\ 1/3 i

RRR

2/3 @ 2/3

Analogicznie jak w zadaniu o $rednim czasie Zycia pchly,
mozemy ulozy¢ uklad réwnan, w ktérym powiazemy
prawdopodobienstwa wygranej Adasia przy starcie ze
stanéw O, R, RR, OO, RRR, oznaczone odpowiednio
przez xo,XR, TRR, OO, LRRR- Wykonujemy krok
w przdd, patrzymy, gdzie dotarlidémy, korzystamy ze
wzoru na prawdopodobienstwo catkowite, a nastepnie
z wlasnosci Markowa (tj. zapominamy, skad przyszlisémy),
i rozwazamy prawdopodobienstwa wygranej Adasia
przy starcie z nowych potozen. Na przyklad, ze stanu O
przechodzimy z prawdopodobienstwem % do stanu OO
i z prawdopodobienstwem % do stanu R. Otrzymujemy
uktad réwnan:

To = %xoo + %’ER,

TR = %ﬂ?o + %JCRR,

TRR = %aﬁo + %xRRRa
przy czym mamy xoo = 1 i rrr = 0. Rozwigzaniem
uktadu sa liczby:
5 3
17’ 7 TRRT T
Poniewaz po pierwszym kroku znajdziemy sie w stanie
O lub R (z prawdopodobienstwem odpowiednio % i %),
to prawdopodobienstwo wygranej Adasia wynosi
1 2 19

p=§xo—|—§xR:5—1.

Moze Ada$ nie lubi czekolady?

ro = TR =

Pozostawiamy Czytelnikowi do samodzielnego rozwiazania
zadanie: jezeli moneta jest symetryczna, to jaki bedzie
$redni czas trwania gry? Odpowiedz w numerze.

5

Rozwigzanie zadania F 840.

Sfera pochlania wszystkie emitowane przez lampe fotony. Tempo emisji fotonéw jest rowne
stosunkowi mocy lampy Pg do energii E emitowanego fotonu. Poniewaz E = hv, wiec

n =ne = Pg/hv, gdzie h jest stala Plancka, a v czgstodcia emitowanego $wiatta. Podstawiajac
v = c/A, gdzie ¢ jest predkoscig $wiatla, a A dlugoscia jego fali, otrzymujemy ostatecznie

n = Pg - M\/hc, co dla wielkosci danych w zadaniu daje 2,97 - 102° fotonéw na sekunde.



O tym, co sie da, a czego nie da sie rozwigzac
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Rozwiaz réwnanie! — to jedno z najczedciej styszanych

przez ucznia polecen nauczyciela matematyki. Gdy ustyszymy
to polecenie, nie watpimy, ze otrzymane réwnanie mozna
rozwigzaé i ze my potrafimy to zrobié. Zreszta o kazdym
zadaniu matematycznym, na ktére natrafimy, uwazamy, ze
mozna je rozwiazaé. Jesli nie widzimy rozwigzania od razu,
to pewnie trzeba jeszcze troche pomysle¢, pokombinowad,
wynalezé jaki$ sprytny sposéb, moze poczytaé¢ w madrych
ksiazkach i rozwigzanie musi si¢ znalez¢. Czy na pewno tak jest?
Okazuje sie, ze istnieja zadania, niedajace sie rozwiazaé, choé
sa tudzaco podobne do innych, ktére rozwiazujemy bez trudu.

Wezmy pod uwage réwnanie
(%) 2® — 6z +2=0.
Wyglada catkiem niewinnie. Szkolny sposéb na takie rownania
podpowiada: sprawdz, czy ktérys sposrdd dzielnikéw wyrazu
wolnego nie jest rozwiazaniem, bo tylko takie liczby moga by¢
rozwigzaniami wymiernymi réwnania. Tymi dzielnikami sa
liczby —2, —1,1, 2. Oznaczamy f(z) = 2° — 6x 4 2 i obliczamy
f(=2)=-32+12+2=-18, f(1)=1-6+2= -3,
f(-1)=-146+2=7, f(2) =32—-1242=22.
Mozemy stwierdzié, ze zadna liczba wymierna nie jest
rozwiazaniem réwnania (x). Jednoczesnie widzimy, ze nasze
rOéwnanie ma co najmniej trzy rozwiazania rzeczywiste lezace
odpowiednio w przedziatach (—2,—1), (—=1,1) i (1,2), gdyz
funkcja f jest ciggta i na koncach kazdego z przedzialéw
przyjmuje wartosci przeciwnych znakéw, wiec wewnatrz
przedzialu ma miejsce zerowe. Badajac przebieg zmiennosci
funkcji f, mozna stwierdzié, ze nie ma ona wiecej miejsc
zerowych. Oznacza to, ze réwnanie () ma trzy pierwiastki
rzeczywiste i dwa zespolone. Te informacje pozwalaja,
stwierdzi¢, ze réwnania tego nie mozna rozwiazaé ,przez
pierwiastniki”, tj. nie mozna wyrazié¢ jego pierwiastkow
przez wzory, w ktérych na liczbach wymiernych bylyby
wykonywane operacje wyciggania pierwiastkéw dowolnych
stopni oraz dzialania dodawania, odejmowania, mnozenia
i dzielenia, wielokrotnie iterowane. Niestety, dowdd tego faktu
nie zmiescitby si¢ na stronach tego numeru Delty; mozna go
znalezé w literaturze (np. Jerzy Browkin, Wybrane zagadnienia
algebry, czy Maciej Bryniski, Elementy teorii Galois). Wiemy
z nauki szkolnej, ze pierwiastki réwnania kwadratowego
az? 4+ bx 4+ ¢ = 0 wyrazaja sie przez pierwiastniki:
xl:—b—\/b2—4ac $2:—b—|—vb2—4ac
2a ’ 2a '
Istniejg tez wzory pozwalajace wyrazi¢ przez pierwiastniki
pierwiastki dowolnego rownania stopnia trzeciego, a takze
czwartego. Wzory te sa jednak na tyle skomplikowane, ze
niezbyt nadaja si¢ do praktycznego stosowania. Niestety, dla
rownan wyzszych stopni wzory takie nie istnieja, co ilustruje
przyklad réwnania (x).

Nie znaczy to jednak, ze zadnego réwnania stopnia piatego lub

wyzszego nie potrafimy rozwiazaé.

Przyklad 1. Rozwiazemy réwnanie

(%) 22° — 11z + 112° + 112° — 11z +2 = 0.

Zauwazmy, ze rOwnanie to ma pierwiastek x; = —1. Istotnie

2. (=1)° =11 (=D)* +11- (=1)* +11- (=1)® =11 - (=1) + 2
=—-2-11-11411+11+2=0.

Dzielimy wielomian 22° —112* + 112° + 1122 — 11z + 2 przez
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x + 1 i dostajemy wielomian 2z* — 132% + 242 — 13z + 2.
Aby rozwigzaé réwnanie 2z* — 13z + 2422 — 132 + 2 = 0,
podzielimy obie strony przez 2> (mozemy to zrobié bezkarnie,
gdyz 0 nie jest pierwiastkiem tego réwnania) i do otrzymanego
réwnania 22> — 13z + 24 — 13 - % +2- z% = 0 zastosujemy
podstawienie t =  + -. Poniewaz t* = 2° + 2 + -,

wiec réwnanie przyjmuje postaé¢ 2t% — 13t + 20 = 0.
Rozwiazujemy: A =132 —4.2.20 =169 — 160 = 9, VA = 3,
tp = 1323 =21 ¢, = 1883 — 4 Dostajemy stad dwa
réwnania @ + 1 =21 i 2+ L =4, ktére przeksztalcamy do
postaci réwnowaznych 2z% — 5z +2=01i2> —42+1=0.
Rozwiazujemy je kolejno: A =25 — 16 = 9, VA = 3,
=22 =1 23=2,A=16-4=12, VA=2V3,

T4 = # =2 — \/g7 5 = 2 + /3. Ostatecznie wiec

19 23 243
’ 9294 2 2 -

pierwiastkami réwnania (xx) sa liczby —1

Do nierozwiazalnosci rownan algebraicznych przez
pierwiastniki podobna jest sytuacja z niewykonalno$cia
pewnych konstrukcji geometrycznych. Klasyczna konstrukcja
geometryczna na plaszczyznie, gdy dany jest pewien zbior
punktéw, polega na wielokrotnym iterowaniu nastepujacych
czynnosci:

e przez dwa punkty z tego zbioru mozemy poprowadzié¢ prosta,
e mozemy wykresli¢ okrag, ktoérego srodkiem jest punkt dany,
a promien jest réwny odlegtosci dwoch danych punktow,

e punkty przeciecia takich prostych i okregéw dodajemy do
zbioru danych.

Zauwazmy, ze punkt przeciecia dwéch prostych ma wspétrzedne
bedace rozwigzaniem uktadu dwoch réwnan liniowych
(mianowicie réwnan tych prostych). Wynika stad, ze
wspolrzedne tego punktu nalezg do tego samego ciata
liczbowego, z ktérego pochodzg wspdtczynniki réwnan, a zatem
do tego ciata liczbowego, do ktérego naleza wspotrzedne
punktéw wyznaczajacych rozwazane proste.

Cialo liczbowe to zbidér liczb zawierajacy wszystkie liczby
wymierne i majacy te wlasnos¢, ze wynik dodawania,
odejmowania lub dzielenia liczb z tego zbioru réowniez

do niego nalezy (oczywiscie, przez 0 nie dzielimy).

Inaczej jest w przypadku punktu przeciecia prostej i okregu
albo punktu przecigcia dwéch okregéw. Réwnanie prostej
jest réwnaniem liniowym postaci ax + by = ¢, rbwnanie
okregu — réwnaniem kwadratowym (z — p)? + (y — q)® = 2.
Wyznaczajac jedng z niewiadomych x lub y z pierwszego
réwnania i podstawiajac do drugiego, otrzymamy réwnanie
kwadratowe, ktorego wspotczynniki naleza do ciata liczbowego,
z ktérego pochodza wspoétczynniki rozwazanych réwnan
prostej i okregu. Pierwiastki rownania kwadratowego

mogag nie naleze¢ do ciala liczbowego, z ktérego pochodza,
wspotczynniki tego réwnania, gdyz do ich obliczenia

trzeba wyciagnaé pierwiastek kwadratowy z wyréznika A.
Na przyktad, réwnanie 22 + z — 1 = 0 ma wspdlczynniki
wymierne, ale A =12 —4.1.(=1) =5, VA = /5,

z, = 71;\/57 Ty = 71;\/3

liczbowego Q(+/5), zawierajacego liczby postaci m + nv/5,
gdzie m, n sg liczbami wymiernymi.

, a wiec pierwiastki naleza do ciala

Podobnie w przypadku punktéw przeciecia dwoch okregdw.
Uktad réwnan dwéch okregéw (z — p1)* + (y — q1)* = r§
i(x—p2)?+ (y— q2)® =13 jest rébwnowazny uktadowi

powstatemu przez pozostawienie jednego z danych réwnan



i zastapienie drugiego przez ich réznice. R6znica réwnan
dwoch przecinajacych sie okregbéw jest rownaniem prostej
przechodzacej przez punkty przeciecia tych okregéw.
SprowadziliSmy w ten spos6b wyznaczanie punktéw przeciecia
dwoch okregbéw do przypadku wyznaczania punktow przeciecia
okregu i prostej. Tu wiec réwniez wspéirzedne tych punktéw
naleza albo do ciala liczbowego zawierajacego wspotczynniki
réwnan, albo do rozszerzenia tego cialta o pierwiastek
kwadratowy z pewnego elementu tego ciata.

Biorac pod uwage te obserwacje, mozemy stwierdzié, ze jesli
K jest cialem liczbowym, do ktérego naleza wspolrzedne
wszystkich punktéw danych do wykonania pewnej konstrukeji,
i mozemy skonstruowaé punkt P = (z,y), to liczby z,y
naleza do pewnego ciala, ktére powstaje przez rozszerzenie
ciala K w wyniku skonczonej liczby dotaczania pierwiastkow
kwadratowych (méwimy, ze liczby =,y wyrazaja si¢ przez
pierwiastniki kwadratowe). Na tej podstawie mozemy
wywnioskowaé, ze pewnych konstrukcji nie mozna wykonaé
cyrklem i linijka.

Nalezy tu wymieni¢ trzy zadania wywodzace sie
ze starozytnosci: trysekcja kata, podwojenie szescianu,
kwadratura kota. Zajmijmy sie blizej pierwszym z tych zadan.

Przyklad 2. Zadanie trysekcji kata: dany kat podzieli¢
konstrukcyjnie na trzy réwne czesci. (Pytanie o wykonalno$é
tej konstrukeji jest naturalne, bo podzial kata na dwie lub
cztery rowne czedci jest jedna z najprostszych konstrukeji:
nalezy podzieli¢ kat jego dwusieczna i ewentualnie dwusieczng
polowy danego kata.)

Majac dany kat, mozemy skonstruowac jego kosinus. Umiesé¢my
w tym celu dany kat ¢ w uktadzie wspotrzednych w ten sposéb,
by jedno ramie¢ pokrywato si¢ z dodatnia pétosig osi OX,

i wykreslmy okrag o Srodku w poczatku uktadu i promieniu 1,
a nastepnie zrzutujmy punkt przecigcia drugiego ramienia kata
z okregiem na o$ OX.

Wspélrzedna o tego rzutu jest kosinusem kata . Podobnie
majac dana liczbe x € (—1,1), mozemy skonstruowaé kat,
ktorego kosinus jest rowny x. Wystarczy z punktu x, lezacego
na osi OX, wystawié¢ prostopadta do tej osi i przez punkt
przeciecia tej prostej z okregiem jednostkowym poprowadzié
polprosta o poczatku w punkcie (0,0). Ta pélprosta wraz

z dodatnia polosia osi OX wyznacza kat ¢. Wobec tego
pytanie o wykonalnos¢ trysekcji kata ¢ jest réwnowazne
pytaniu o konstruowalnos¢ liczby cos £. Ze znanych wzoréw
trygonometrycznych mamy

cos 3a = 4 cos® o — 3 cos a,
wiec cos £ = x spelnia zaleznos¢
cos p = 42% — 3z,
jest wiec pierwiastkiem wielomianu
w=4z> — 3z — cos ¢,

ktérego wspoélczynniki naleza do ciata liczbowego zawierajacego
liczby wymierne i liczbe cos .

Jesli wielomian w jest nierozkladalny nad tym ciatem, to
poniewaz jest stopnia trzeciego, wiec jego pierwiastkoéw
nie mozna wyrazi¢ przez pierwiastniki kwadratowe.

To oznacza niewykonalnosé trysekcji.

Najprostszym przyktadem kata, ktorego trysekcja jest
niewykonalna, jest kat 60°. Istotnie, cos 60° = % Wielomian
43 — 3z — % ma wspolczynniki z ciata liczb wymiernych
i jest nierozktadalny nad tym ciatem. Gdyby bowiem byt
rozktadalny, to réwniez wielomian 8z — 6z — 1 byltby
rozktadalny, jeden z czynnikéw tego rozktadu bylby
stopnia pierwszego, skad wynikatoby, ze wielomian mialby
pierwiastek wymierny. Pierwiastkami wymiernymi tego
wielomianu mogtyby by¢ liczby 1, —1, %7 —%7 i, —i, %, —%,
a jak mozna bezposrednio sprawdzié¢, zadna z tych liczb
nie jest pierwiastkiem wielomianu.

Inaczej jest z katem 90°. Poniewaz cos 90° = 0, wiec
wielomian 42® — 3z — cos p = 42® — 3z = z(42® — 3) jest
rozkladalny. Zatem trysekcje kata 90° mozna przeprowadzié,
cho¢ zamiast konstrukeji podziatu tego kata na trzy rowne
czesci mozemy podaé bezposrednia konstrukcje kata 30°:
konstruujemy tréjkat réwnoboczny i prowadzimy dwusieczna
jego kata wewnetrznego.

Niewykonalnosé¢ trysekeji kata oznacza tyle: nie mozna

za pomoca cyrkla i linijki podzieli¢ dowolnego kata

na trzy réwne czesci. Powtérzmy: w konstrukeji klasycznej
linijki wolno uzywaé jedynie do kreslenia prostej przez
dane dwa punkty, cyrkla — do kreslenia okregu o $rodku
w danym punkcie i promieniu réwnym odlegtosci dwoch
danych punktéw.

Okazuje sig, ze nieznacznie wzbogacajac mozliwosci
wykorzystania cyrkla i linijki, mozna wykonaé¢ konstrukcje
niewykonalne w sensie klasycznym. Archimedes
zaproponowal wykonanie trysekcji dowolnego kata

za pomoca cyrkla i linijki, na ktorej zaznaczono dwa punkty.
Robi sie to tak. Majac dany dowolny kat ¢ o wierzchotku O,
przedtuzmy jedno z jego ramion do prostej i wykreslmy
okrag o srodku O i promieniu rownym odleglosci r» punktow
zaznaczonych na linijce. Nastepnie przytézmy linijke tak,

by przeszta przez punkt C' przeciecia okregu z drugim
ramieniem kata, a z dwoch zaznaczonych na linijce punktéw
punkt A wypadl na przedtuzeniu pierwszego ramienia, za$
punkt B byt réznym od C' punktem okregu.

Prosta przechodzaca przez punkty A, B, C tworzy

z przedhuzeniem pierwszego ramienia kat a. Wykazemy, ze

a = /3. Trojkat ABO jest rbwnoramienny, bo AB = BO = r,
skad wynika, ze XABO = 180° — 2, a wiec XOBC = 2a.
Trojkat BC'O réwniez jest rownoramienny, bo BO = CO =,
stad < BCO = 2a. Wobec tego < BOC' = 180° — 4a. Trzy katy
o wierzchotku O daja w sumie kat polpelny, a zatem

a+ (180° — 4a) + ¢ = 180°,
skad wynika, ze ¢ = 3a.
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Lekcja rysunku (8): Dwunasto$cian wielki

Dwunastoscian wielki jest jednym z czterech niewypuktych wielo$cianéw
foremnych. Jego Scianami sa przenikajace sie pieciokaty foremne
(pentagony). Oczywiscie, jest ich dwanascie. I w tym przypadku jest

w miare prosty sposéb rysowania.

Rys. 1 Rys. 2

Startujemy od pigciokata w przyblizeniu foremnego (rys. 1). Bedzie to jedna ze $cian dwunastoscianu
wielkiego, ktéra beda przenikaé¢ inne. Nastepnie rysujemy w nim przekatne, czyli pentagram (rys. 2).
Robimy to jednak delikatnie, bo nie wszystkie fragmenty pentagramu beda pdzniej widoczne.

Rys. 3 Rys. 4

Wykorzystamy tylko zewnetrzne linie (rys. 3). Z wierzchotkéw prowadzimy odcinki do przeciwleglego
punktu przeciecia bokéw (rys. 4) — sa to fragmenty osi symetrii pentagramu.
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Rys. 5 Rys. 6

Odcinki te przedluzamy nieznacznie, ale dopiero poza pieciokatem (rys. 5) i konce laczymy z sasiednimi
wierzcholtkami wyjsciowego pieciokata (rys. 6). W rzeczywistosci niektére z wypustek sa widoczne bardziej,
inne mniej albo wcale.

Na koniec mozna pokolorowaé¢ odpowiednie fragmenty pieciokatéow. Trzeba to robi¢ uwaznie (rys. 7, 8, 9).

Dwunastoscian wielki mozna narysowaé jeszcze inaczej,
startujac od szesciokata.

Przedstawiamy gotowy rysunek (rys. 10), a Czytelnikowi
proponujemy odtworzenie szczegdloéw.

Rys. 10

pisat i rysowat Zdzistaw POGODA
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Zawody stopnia pierwszego — czeS¢ korespondencyjna
(1 wrzes$nia — 21 pazdziernika 2013 r.)

Mqtemqtyczna o Rozvvl,@za.mla.powyzszych zadan pow1,m-1y zostac Wyslane najpozniej dnia
grrreerseng 21 pazdziernika 2013 r. na adres wlasciwego Komitetu Okregowego OMG.

-g ‘H--H--H- 3 Dokladne adresy Komitetow oraz szczegdtowe informacje dotyczace sposobu zapisu
s :i: :i: % rozwiazan dostepne sa na stronie internetowej Olimpiady: www.omg.edu.pl.

§ M E-_: Uwaga: Wynik uzyskany w zawodach pierwszego stopnia jest suma punktow

c_) :.: :!: !: g‘ czescl korespondencyjnej i testowej zawodow. Czesé testowa odbedzie sig

w szkole uczestnika w dniu 3 pazdziernika 2013 r.

1. Do pociagu, ktéry moze pomiesci¢ co najwyzej 404 pasazerdéw, wsiadla
na poczatkowej stacji pewna liczba podréznych. Na nastepnej stacji liczba
pasazeréw tego pociagu zwiekszyla si¢ o 1,5%. Ilu podréznych wsiadto

do pociagu na poczatkowej stacji? Odpowiedz uzasadnij.

2. Czy istnieja takie liczby calkowite a, b, ¢, d, ze liczby
a—b, b—c, c—d, d-a,
wypisane w podanym porzadku, sa kolejnymi liczbami catkowitymi?
Odpowiedz uzasadnij.
3. Punkty FE i F' leza odpowiednio na bokach BC' i C'D prostokata ABCD,

przy czym tréjkat AEF jest réwnoboczny. Punkt M jest srodkiem odcinka AF'.
Wykaz, ze tréjkat BC'M jest rownoboczny.
4. Rozwiaz uklad réwnan:
222 +y% = 4,
2xy — 22 = 5.
5. Dany jest czworokat wypukly ABCD. Punkty K i L sa srodkami

odpowiednio bokéw AB i CD. Wykaz, ze jezeli pola czworokatéw BC LK
i DAKL sg réwne, to czworokat ABC D jest trapezem.

6. Punkt P lezy na sferze opisanej na szescianie. Wykaz, ze suma kwadratow
odleglosci punktu P od wierzchotkdéw szescianu nie zalezy od wyboru punktu P.

7. Czy kwadrat o wymiarach 2013 x 2013 mozna podzieli¢ na prostokaty
o wymiarach 1 x 3 w taki sposéb, aby liczba prostokatéw utozonych pionowo
roznila sie o 1 od liczby prostokatow utozonych poziomo? OdpowiedZ uzasadnij.
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LXYV Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane jednostronnie)
nalezy wystaé listem poleconym pod adresem komitetu okregowego
Olimpiady wtadciwego terytorialnie dla szkoty, najpézniej dnia

30 wrzes$nia 2013 r. — I seria,

4 listopada 2013 r. — IT seria,

4 grudnia 2013 r. — III seria
(decyduje data stempla pocztowego). Rozwiazania przestane w terminie
pézniejszym nie bedg rozpatrywane. Rozwigzanie kazdego zadania nalezy
podpisa¢ w lewym gdérnym rogu pierwszej jego strony: imieniem i nazwiskiem, swoim adresem,
swoim adresem elektronicznym oraz klasa, nazwa i adresem szkoty.

Adresy Komitetéw Okregowych oraz biezace informacje, a takze zadania z poprzednich
Olimpiad Matematycznych mozna znalezé w Internecie pod adresem: www.om.edu.pl.

Zadania konkursowe zawodéw stopnia pierwszego

I seria 1. Wykazaé, ze jesli liczby calkowite a, b, ¢ spelniaja réwnanie
(1 wrzesénia 2013 r. — (a+3)2+b+4>—(c+5)%=a®+b> -,

~ 30 wrzesnia 2013 r.) to wspdllna warto$é obu stron jest kwadratem liczby calkowite;j.

2. Dane sa trzy rézne liczby catkowite a, b, ¢ > 1 spelniajace warunek NWD(a, b, ¢) = 1.
Zmnalez¢ wszystkie mozliwe wartodci liczby

NWD(aQb + b%c+ Pa, ab® + b® + ca®, a+ b+ c).

3. Na tablicy napisano stowo abdc. W jednym ruchu mozemy dopisaé lub usunaé

(na poczatku, w $rodku lub na konicu) palindrom parzystej diugosci utworzony z liter
a, b, ¢, d. Rozstrzygnad, czy po skonczonej liczbie ruchéw mozemy uzyskaé stowo bacd.
(Uwaga: Palindromem nazywamy stowo, ktére czytane od lewej do prawej jest

takie samo jak czytane od prawej do lewej, np. abba, cc, daaaad.)

4. Na bokach BC, CA, AB tréjkata ostrokatnego ABC lezg odpowiednio punkty
D, E, F, przy czym FA = FFE oraz FB = FD. Udowodnié¢, ze punkt przeciecia
wysokosci tréjkata ABC' lezy na okregu przechodzgcym przez punkty C, D, E.
IT seria 5. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f okreslone na zbiorze liczb catkowitych i przyjmujace
(1 pazdziernika 2013 r. —  wartosci catkowite, spelniajace warunek
- 4 listopada 2013 1.) Fla+0)° = f(a)* = f(0) = 3f(a) f(b)f(a + )
dla kazdej pary liczb catkowitych a, b.

6. Dowiesé, ze nie istnieja dodatnie liczby catkowite x, y, z, dla ktérych
(3z + 4y)(4z + by) = 7.

7. Dany jest okrag o i jego cieciwa AB niebedaca $rednica. Na okregu o wybieramy
punkt P, rézny od punktow A i B. Punkty @ i R leza odpowiednio na prostych PA
i PB, przy czym QP = QB oraz RP = RA. Punkt M jest srodkiem odcinka QR.
Wykazaé, ze wszystkie uzyskane w ten sposéb proste PM (odpowiadajace r6znym
potozeniom punktu P na okregu o) maja punkt wspélny.

8. W czworoscianie ABC D ptlaszczyzna dwusieczna kata dwusciennego o krawedzi BC
przecina krawedz AD w punkcie P, za$ punkt @) jest rzutem prostokatnym punktu P
na prostg BC. Udowodnié, ze XAQP = < PQD.

IITI seria 9. Udowodnié, ze dla kazdej tréjki roznych liczb dodatnich a, b, ¢ z odcinkéw o dtugosciach

oo 2013 1) Vi@ -Pa-bn., YE-Db-0a. V@-de-o

mozna zbudowaé tréjkat.

10. Ciag xo, 1, 2, ... okreslamy wzorami: o = 1, 1 = 3 oraz
xn+2:6$n+1*$n dlan:0,1,2,....
Udowodnié, ze dla kazdego n istnieja takie liczby catkowite a, b, ze
2 2
T, = a° + 2b°.
11. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym AB # AC. Okrag o wpisany w ten trojkat jest
styczny do bokéw BC, CA, AB odpowiednio w punktach D, E, F. Punkt M jest

$rodkiem odcinka EF. Okrag o $rednicy M D przecina okrag o w punktach D i P oraz
przecina odcinek EF w punktach M i Q. Wykazaé, ze prosta PQ potowi odcinek AM.

12. W prostokacie P zaznaczono n’ réznych punktéw. Dla kazdej liczby catkowitej
n > 2 znalezé najwieksza mozliwg liczbe prostokatéw, w ktorych kazdy wierzchotek jest
jednym z zaznaczonych punktéw, a boki sg réwnolegte do bokéw prostokata P.
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LXIII Olimpiada Fizyczna

Zadania zawodow I stopnia

Rozwigzania zadan I stopnia nalezy przesyta¢ do Okregowych Komitetéw
Olimpiady Fizycznej w terminach:

cze$¢ I — do 11 pazdziernika br.

cze$é IT — do 15 listopada br.

O kwalifikacji do zawodéw II stopnia bedzie decydowaé suma punktéw uzyskanych za
rozwigzania zadan czesci I i II.

Szczegodly dotyczace regulaminu oraz organizacji Olimpiady mozna znalezé na stronie

internetowej http://wuw.kgof .edu.pl.

Kroétka informacja na temat poprawnej redakcji
rozwigzan zadan Olimpiady Fizycznej

Zadania powinny by¢ rozwiazane jasno, przejrzyscie i czytelnie.
Kazde zadanie powinno by¢ rozwiazane na oddzielnej kartce
papieru. Poszczegdlne etapy rozumowania nalezy opisacé,

a wszelkie zalezno$ci fizyczne, ktére nie sa wprost podane

w podrecznikach szkolnych — udowodnié. Nalezy réwniez
objasnié¢ wszelkie oznaczenia wystepujace w rozwigzaniach
zadan. Rysunki moga by¢ wykonane odrecznie — musza by¢
jednak przejrzyste i czytelne oraz dobrze opisane w tekscie.

Rozumowanie przedstawione w rozwigzaniach nie moze
zawiera¢ luk logicznych. Kazdy krok rozumowania powinien by¢
zwiezle opisany, a przyjete zalozenia — klarownie uzasadnione.
Rozwleklosé jest uznawana za ujemna ceche pracy.

Rozwigzanie zadania teoretycznego powinno by¢
poprzedzone analiza problemu poruszanego w zadaniu,

a zakonczone dyskusja wynikéw. Rozwiazania zadan
teoretycznych powinny odnosi¢ sie do ogblnej sytuacji
opisanej w tresci, dane liczbowe (o ile podane) powinny by¢
podstawione dopiero do ostatecznych wzoréw.

W zadaniach doswiadczalnych nalezy wyraznie rozgraniczy¢
czesci teoretyczna i doswiadczalna. CzesSé teoretyczna
zadania doswiadczalnego powinna zawiera¢ analize problemu
wraz z wyprowadzeniem niezbednych wzoréw (o ile nie ma
ich wprost w podrecznikach szkolnych) oraz sugestie metody
do$wiadczalnej. Cze$¢ doswiadczalna powinna zawieraé¢ m.in.
opis uktadu do$wiadczalnego ilustrowany rysunkiem, opis
wykonanych pomiaréw, wyniki pomiaréw, analize czynnikéw
mogacych wplywaé na wyniki (jak np. rozpraszanie

energii lub opory wewnetrzne miernikéw), opracowanie
wynikéw wraz z dyskusja niepewnosci pomiarowych.
Wykresy do zadania do$wiadczalnego powinny by¢ starannie
wykonane, najlepiej na papierze milimetrowym. Ocenie
podlegaja wylacznie elementy rozwigzania opisane w pracy.
W zadaniach doswiadczalnych osobno oceniana jest czes$é
teoretyczna i cze$¢ doswiadczalna.

W rozwiazaniach mozna postugiwaé si¢ dowolnym uktadem
jednostek, chyba ze tekst zadania méwi wyraznie inacze;j.

Czes¢ I (termin wysylania rozwigzan — 11 pazdziernika 2013 r.)

Uwaga: Rozwigzania zadan nalezy zamies$ci¢ w kolejnosci zgodnej

z ich numeracja. Wszystkie strony pracy powinny byé ponumerowane.

Na kazdym arkuszu nalezy umie$ci¢ nazwisko i imie oraz adres autora pracy.
Na pierwszym arkuszu pracy dodatkowo nalezy podaé nazwe, adres szkoly

i klase oraz nazwisko i imie nauczyciela fizyki.

Podaj i krétko uzasadnij odpowiedz. Za kazde z 15 zadan mozna otrzymad

maksimum 4 punkty.

1. Rozwazmy balon w ksztalcie bryly obrotowej o wydtuzonym ksztalcie. Powtoka
balonu jest jednakowo gruba w kazdym miejscu. Jak zmienia si¢ proporcje balonu
po dalszym dopompowywaniu: bedzie on bardziej wydtuzony, blizszy ksztattem kuli,

czy proporcje si¢ nie zmienia?

Dla uproszczenia przyjmij, ze poczatkowo balon ma ksztalt walca zakonczonego
polsferami, a cidnienie w jego wnetrzu jest réwne ci$nieniu na zewnatrz.

2. Ujemny biegun akumulatora samochodowego jest zwykle podtaczony do karoserii
(masy). Chcemy wymontowaé taki akumulator, odlaczajac przewody przy pomocy
nieizolowanych metalowych narzedzi. Biorac pod uwage wzgledy bezpieczenstwa,
od ktérego bieguna powinnismy najpierw odlaczy¢ przewdéd? W jakiej kolejnosci
powinnismy podtaczaé przewody montujac akumulator z powrotem?

3. Stojac na podtodze, jedng reka podtrzymujemy lekko rower, zeby sie nie przewrécil,
a drugg ciagniemy w kierunku tylu roweru za pedal znajdujacy sie w najnizszym
potozeniu. W ktéra strone — do przodu, czy do tytu — przesunie si¢ rower? Czy dla
kazdego roweru odpowiedz jest taka sama?

4. Rurka obraca si¢ w plaszczyzZnie poziomej podlogi ze stala predkoscig katows w.
W odlegtodci r od osi obrotu, wewnatrz rurki znajduje sie kulka o $rednicy nieco mniejszej
od wewnetrznej srednicy rurki, utrzymywana w tej odleglosci za pomoca nitki.
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Rys. 3

Ile bedzie wynosi¢ wedtug nieruchomego obserwatora przyspieszenie kulki tuz po
peknieciu nitki?

Pomin tarcie kulki o rurke.

5. Kartka papieru lezy na réwnym poziomym stole. Przez srodek kartki w stél wbito
szpilke, a do rogu kartki przytozono site skierowana réwnolegle do krétszego boku.
Maksymalna wartos¢ tej sity, przy ktorej kartka jeszcze sie nie obraca, to Fi. Ile wynosi
maksymalna wartos¢ sity nie powodujacej jeszcze obrotu kartki, jesli jest ona tak samo
skierowana jak poprzednio i przylozona w tym samym punkcie, a szpilka jest wbita

w kartke tuz przy rogu przeciwleglym do punktu przyltozenia sity?

6. Rozwazmy dwie identyczne kulki, znajdujace sie poczatkowo na tej samej wysokosci.
W tym samym momencie jedna z nich rzucono poziomo, a druga upuszczono z zerowsa,
predkoscia poczatkows. Sita oporu powietrza dzialajaca na kulki jest proporcjonalna
do kwadratu predkosci. Ktora kulka wcze$niej spadnie na ziemie? Jaka powinna byé
zaleznos¢ sity oporu od predkosci, zeby kulki spadty jednoczesnie?

7. Powiekszenie w aparacie fotograficznym mozna uzyskaé¢ na dwa sposoby:
zmieniajac ogniskowa (powigkszenie optyczne) oraz powiekszajac do wymiaréw
zdjecia jedynie fragment obrazu padajacego na matryce aparatu (powiekszenie
cyfrowe). Rozpatrzmy prosty model pierwszego przypadku: soczewka o ogniskowej fi
znajdujaca sie w przyblizeniu w odleglosci fi od matrycy zostaje zastapiona przez
soczewke o identycznej $rednicy jak poprzednia (ta sam wielko$é otworu, przez ktory
przechodzi $wiatlo) o ogniskowej f2 > f1 znajdujaca si¢ w przyblizeniu w odlegtosci fa
od matrycy. Ktory przypadek — powiekszenie optyczne, czy cyfrowe — jest bardziej
korzystny z punktu widzenia teoretycznej przydatnosci do robienia zdjeé przy stabym
$wietle (tzn. w ktérym przypadku na obszar matrycy, z ktérego powstanie zdjecie,

w tym samym czasie pada wiecej Swiatlta)?

Przyjmij, ze przedmiot znajduje sie w odlegtosci od soczewki znacznie wigkszej
od ogniskowej, a ogniskowa jest znacznie wieksza od $rednicy soczewki.

8. Maksymalna mozliwa zdolnoé¢ rozdzielcza uktadu optycznego jest okreslona przez
efekty dyfrakcyjne. Dla aparatu fotograficznego mozemy ja okresli¢ jako wielkosé

na zdjeciu plamki bedacej obrazem odleglego, punktowego zrédla swiatta. Rozwazajac
wprowadzone w zadaniu 7. metody powigkszenia (optyczne i cyfrowe) ustal, ktéra
metoda prowadzi do lepszej teoretycznej zdolnosci rozdzielczej aparatu.

Przyjmij takie same zalozenia jak w zadaniu 7.

9. Mamy dwa tréjkotowe rowery o jednym kole sterujacym z przodu i dwdéch kotach
z tyhu. Przednie kola sa takie same, natomiast tylne w pierwszym rowerze sa duze,

a w drugim mate. Ktéry z roweréw jest stabilniejszy przy szybkiej jezdzie na zakrecie
o malym promieniu, tzn. w ktérym przypadku niebezpieczenstwo przewrdcenia sie
na bok jest mniejsze?

Przyjmij, ze polozenie punktéw stycznosci két z podtozem, potozenie srodka masy
oraz masa roweru z rowerzysta sa takie same w obu przypadkach. Droga jest réwna
i pozioma. Kola roweréw nie sg amortyzowane, a ich masa w obu przypadkach jest
taka sama. Przyjmij, ze wigkszo$¢ masy kota znajduje si¢ w poblizu jego obwodu.

10. W plaskim dnie naczynia znajduje sie okragly otwoér o promieniu R/2. Otwor
zatkano korkiem w ksztalcie stozka o wysokosci H i promieniu podstawy R (patrz
rysunek 1). Wysoko$é poziomu cieczy w naczyniu wynosi h. Jakie co najmniej musi
by¢ h, aby korek nie wyskoczyt z otworu?

Srednia gesto$é¢ korka jest znacznie mniejsza od gestosci cieczy. Miedzy korkiem
a otworem nie wystepuje tarcie.

11. Robert kopnal pitke tak, ze ugrzezta w zalamaniu — o kacie 120° — skos$nego sufitu
(patrz rysunek 2). Ile co najmniej musi wynosié¢ wspélczynnik tarcia pitki o sufit, aby
to byto mozliwe?

Pitka nie przykleja sie do sufitu.

12. Rozwazmy kondensator ptaski, ktérego oktadki sa kotami o promieniu r,

a odleglos¢ miedzy nimi wynosi d. Do kondensatora dochodza ditugie, prostoliniowe

przewody. Wyznacz pole magnetyczne w punkcie znajdujacym sie w réwnej odlegtosci

od kazdej z oktadek, w odlegtosci R = 2r od osi kondensatora, gdy

a) przez przewody plynie prad I,

b) przez przewody nie plynie prad, ale oSrodek miedzy oktadkami ma pewne
przewodnictwo elektryczne i miedzy oktadkami plynie jednorodny prad o catkowitej
wartosci I (kondensator si¢ roztadowuje).
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ruchoma
przegroda

13. Przez gesto nawinietg cewke o N zwojach, dlugosci L i promieniu R < L

plynie prad o natezeniu I. Rozwazmy plaszczyzne przechodzaca przez srodek cewki

i prostopadtly do jej osi. Ile wynosi strumien indukcji pola magnetycznego przez cze$é
tej plaszczyzny, znajdujaca sie na zewnatrz cewki?

Uwzglednij, ze plaszczyzna jest nieskoriczona (tzn. jej rozmiary sa znacznie wieksze
od L).

14. Marek uzywa elektronicznej wagi tazienkowej. Ze zdziwieniem stwierdzit, ze gdy
wazy sie w lazience, ktérej podtoga wylozona jest ptytkami ceramicznymi, to waga
wskazuje 60 kg, a gdy wazy si¢ w pokoju wylozonym miekks wyktadzing, to waga
wskazuje 55 kg. Jak to jest mozliwe?

15. Wyniki eksperymentéw przeprowadzonych w Wielkim Zderzaczu Hadronéw (LHC)
Europejskiej Organizacji Badan Jadrowych (CERN) potwierdzaja hipoteze, ze istnieje
czastka nazwana bozonem Higgsa i ze masa tej czastki wynosi ok. 125 GeV/cQ.

Jedng z mozliwoéci rozpadu bozonu Higgsa jest rozpad na cztery miony (dwa pu™*
i dwa p™) o masie 106 MeV/c? i $rednim czasie zycia 7 = 2,2 - 107 s kazdy. Jaka
$rednio droge w ukladzie bozonu Higgsa przebedzie do momentu swojego rozpadu
kazdy z mionéw przy zalozeniu, ze nie zderzy si¢ z innymi czastkami?

W przypadku relatywistycznym obowiazuja wzory: E? = m?c* 4+ p?c?, v = pc?/E,
T =Ty - E/(mc?), gdzie E, p, m, v oraz ¢ to odpowiednio energia catkowita, ped,
masa, predkosé oraz predkosé swiatta, Tp to sredni czas zycia czastki we wlasnym
uktadzie odniesienia, T' to $redni czas zycia tej czastki dla obserwatora, wzgledem
ktoérego ma ona energie E.

Uwaga: Pierwszym etapem opisanego rozpadu bozonu Higgsa sg dwa bozony Z,
a dopiero one rozpadaja si¢ na miony. Sredni czas zycia bozonu Z jest jednak tak matly,
ze ten etap zostal powyzej pominiety.

Czes¢ 11 (termin wysylania rozwigzan — 15 listopada 2013 r.)

zawor wlotowy

azotu do cylindra

ciekly | ¥

zawor wylotowy /

azot,
|

tlok

azotu z cylindra

Rys. 4

cylinder

Uwaga: Rozwigzanie kazdego zadania powinno byé napisane na oddzielnym
arkuszu papieru podaniowego. Na kazdym arkuszu nalezy umiesci¢ nazwisko
i imie oraz adres autora pracy, a takze nazwe, adres szkoly i klase oraz
nazwisko i imie nauczyciela fizyki. Do pracy nalezy dolgczyé koperte
zaadresowang do siebie.

Zadania teoretyczne

Nalezy przestaé rozwigzania trzech (i tylko trzech) dowolnie wybranych
zadan teoretycznych. Za kazde z trzech zadan mozna otrzymaé maksimum
20 punktéw.

T1. Astronomowie zaobserwowali zblizajaca si¢ do Ziemi planetoide. Ustalono, ze
planetoida znajdowata sie w odlegtosci ro = 50000 km od $rodka Ziemi, zblizala sie
si¢ do niego z predkoscig vo = 20 km/s, a jej predkosé katowa wzgledem tego $rodka,
mierzona w ukladzie inercjalnym, wynosita wo = 5,6 - 107° rad/s.

Pomijajac wptyw Stonca, Ksiezyca i innych cial niebieskich ustal, czy planetoida
ominie Ziemieg.

T2. Skonstruowano samochdd napedzany cieklym azotem. Silnik samochodu

dziata wieloetapowo. W pierwszym etapie porcja azotu wrze w temperaturze T

i pod cis$nieniem p;, a powstajaca para przesuwa tltok. Po odparowaniu catej porcji
azotu jest on jednoczesnie ogrzewany i rozprezany, tak, ze ciSnienie maleje liniowo ze
wzrostem objetosci, a w koncowym punkcie tego etapu cisnienie i temperatura azotu sg
réwne cisnieniu otoczenia po i temperaturze otoczenia Ty. Nastepnie ttok wypychajac
azot do otoczenia powraca do polozenia poczatkowego i pobierana jest kolejna porcja
ciektego azotu. Zbiornik posiada przegrode, przesuwajaca sie w trakcie pobierania tej
porcji tak, by ci$nienie w zbiorniku pozostawalo stale (catkowita praca wykonywana
w tym etapie jest rowna zeru — praca zuzywana na przesuniecie przegrody jest réwna
pracy uzyskiwanej przy przesuwaniu tloka).

Gestosé cieklego azotu w temperaturze 73 i pod cisnieniem p; wynosi p1, a ciepto
parowania — q.

Jaka Sredniag moc P ma silnik samochodu, jesli zuzywa on mase Am azotu w ciagu
czasu At?
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Podaj warto$é liczbows, tej mocy dla T} = 107 K, p; = 1,23 - 10° Pa, p1 = 644 kg/m3,
To =300 K, po = 1,01 - 10° Pa, Am = 10 kg, At = 3600 s.

Przyjmij, ze gazowy azot jest gazem doskonalym o stalym cieple wtasciwym.
Masa molowa gazowego azotu to p = 0,028 kg/mol. Uniwersalna stata gazowa

R = 8,31 J/(mol - K).

zasysanie

ma—

w rurach) wynosi m ?

Rys. 5

T3. Skonstruowano urzadzenie, ktére przypiete do czlowieka, umozliwia unoszenie sie
= go nad powierzchnia wody. Posiada ono dysze, z ktérych pionowo w dét wytryskuje
woda, przy czym calkowita powierzchnia przekroju poprzecznego wytryskujacych
strumieni wynosi s1. Woda jest zasysana rura o przekroju poprzecznym ss. Gestosé
wody wynosi p, przyspieszenie ziemskie wynosi g.

Jaka powinna by¢ predkosé¢ wyptywu wody v, aby to urzadzenie wraz przypieta osoba
utrzymalo sie nad powierzchnig wody, jesli catkowita masa (urzadzenie, czlowiek, woda

Pomijajac straty energii przy zasysaniu wody oraz na dalszych etapach jej przeptywu,

wyznacz moc P, jaka jest wydatkowana, gdy urzadzenie unosi si¢ na wysokosci h (jest
to odleglosé wylotéw dysz od powierzchni wody).

Pomin opér powietrza.

Przyjmujac m = 150 kg, s; = 0,005 m?, s = 0,005 m?>, h =5 m, g = 10 m/s,
\g p = 1000 kg/m® wyznacz v oraz P.

T4 (zadanie numeryczne). Rozwazmy tor sktadacy sie z bardzo dlugiego pionowego
odcinka oraz petli o promieniu R i kacie 450° przechodzacej w poziomy odcinek.

7 pewnej wysokosci, po pionowym odcinku toru puszczamy maly klocek, ktérego
wspotczynnik tarcia o tor wynosi pu. Niech H bedzie minimalng wysokoscia, z ktérej
puszczony klocek przebedzie cala petle nie odrywajac sie¢ od niej.

Wyznacz H dla p od 0 do 0,5 co 0,05.

Uwaga: Wskazdéwki dotyczace rozwiazywania zadan numerycznych znajdziesz
w tre$ciach i rozwiazaniach zadan numerycznych z poprzednich olimpiad.

Zadania doswiadczalne

Przeslaé nalezy rozwigzania dwéch (i tylko dwéch)
zadann dowolnie wybranych z trzech podanych zadan
dos$wiadczalnych. Za kazde zadanie mozna otrzymacd
maksimum 40 punktéw.

D1. Na ciecz przeplywajaca przez waska rurke dziata sita
oporu Fy, proporcjonalna do iloczynu dtugosci rurki L

oraz przepltywu cieczy @ (masy cieczy wyplywajacej z rurki
w jednostce czasu). Mozemy zatem zapisaé Fop = - Q - L,
gdzie « jest pewnym wspélczynnikiem. Masz do dyspozycji:

e plastikowa butelke o pojemnosci okoto 1 litra,

e menzurke o pojemnosci okoto 1 litra,

e olej spozywezy (np. stonecznikowy),

e linijke lub papier milimetrowy,

e stomke do napojow o érednicy 5 mm + 1 mm,

e plasteline i tasme klejaca,

e nozyczki do ciecia butelki i stomki,

e statyw,

e kamere internetowa podlaczona do komputera
z programem umozliwiajacym odczytanie doktadnego
czasu danej klatki filmu.

Wyznacz zaleznosé przeplywu oleju przez stomke od ciénienia
na wysokosci wlotu stomki. Pomiary przeprowadz w zakresie
cisnien od 0 do 1200 Pa ponad ciénienie atmosferyczne.

Na tej podstawie wyznacz wspétczynnik . Przyjmij, ze gestosé
oleju wynosi p = 0,9 g/cm?.

D2. Podczas dziatania latarki wolframowe wiékno zaréweczki
znaczna cze$¢ dostarczanej energii emituje w postaci
promieniowania elektromagnetycznego. Jedli jednak sttuc
szklang banke i umiesci¢ zaréweczke w cieczy, dominujace
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staja sie inne mechanizmy chtodzenia. Odprowadzana moc P
jest w znacznym zakresie temperatur proporcjonalna do réznicy
temperatury widkna 7' i temperatury otoczenia To:

P=a«a-(T-"T).
Wyznacz wspoétezynnik a dla trzech réznych cieczy: wody,
gliceryny i oleju jadalnego. Masz do dyspozycji:

e zaréweczke od latarki na napiecie z zakresu 3 V do 6 V,

e regulowane zrédto napigcia statego (np. zasilacz lub baterie
z opornica),

e woltomierz i amperomierz (np. dwa mierniki uniwersalne),

e kable potaczeniowe,

o zlewke,

e wode, gliceryng i olej jadalny (np. stonecznikowy).

Przyjmij nastepujaca zaleznosé oporu wlasciwego wolframu p
od temperatury

p=po-[1+3-(T—To)
gdzie po jest pewnym wspétczynnikiem, a 3 = 4,5- 1073 K1,
W rozwiazaniu podaj dane techniczne uzytej zaréwki.

D3. Masz do dyspozycji:

e dwie lampy z odstonietymi identycznymi zaréwkami (bez
klosza ani reflektora),

e linijke lub tasme miernicza,

e 10 mikroskopowych plytek szklanych (podstawowych),

e kartke papieru z niewielky ttustg plama.

Wyznacz, jaka cze$é¢ Swiatta padajgcego prawie prostopadle
na pojedyncza plytke szklang ulega odbiciu. Zaniedbaj
absorpcje swiatta w szkle.
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Bioetyka. Dla kogo to jest wazne?

Wiele lat temu profesor Politechniki Warszawskiej, byty jej Rektor, Marek
Dietrich, zorganizowat przy Instytucie Probleméw Wspotczesnej Cywilizacji,
ktérym kierowal (pigkna nazwa, doéé skromny zespét dziatajacy tworczo w malym
i tadnym budyneczku przy Koszykowej), cykl wyktadéw miedzyuczelnianych

na rézne tematy, niekoniecznie bezposrednio zwiazane z technika. Zostatam

tam zaproszona, poczatkowo do wykladania tajnikéw budowy i funkcji kwaséw
nukleinowych. Po pewnym czasie postanowiliSmy tematyke rozszerzyé¢ — stato sie
to przy udziale mtodego doktora Instytutu Filozofii UW, Pawla fukowa, a nasz
wspélny przedmiot nazwaliSmy ,,Gen—etyka”. Wyktad cieszyt sie zainteresowaniem
studentow i pracownikéw wielu warszawskich uczelni. Nic wiec dziwnego, ze

kiedy spotkalam ,w przejsciu” wplywowego uczonego z Wydziatu Biologii UW

— zasugerowatam mu mozliwos¢ wprowadzenia takiej tematyki wladnie na tym
wydziale, ktéry to pomyst, tez ,w przejéciu”, Pan Profesor odrzucit, jako
niepotrzebng propozycje. Do dzis$ tej reakcji nie rozumiem, dlatego Pan Profesor
pozostanie w mojej opowiesci anonimowy.

Zycie jednak zadecydowalo inaczej i na Wydziale wprowadzono, uwzgledniajac
potrzeby studentéw, wykltad ,Bioetyka” prowadzony przez (juz) profesora L.ukowa
i prof. Piotra Stepnia z Instytutu Genetyki UW. Wprowadzono bioetyke, poczatkowo
jako zajecia fakultatywne, dopiero w 2005 roku, choé¢ w tym czasie w Swiecie
cywilizowanym byta to juz od lat odrebna nauka, prezentowana takze studentom
w uczelniach medycznych i wydziatach przyrodniczych uniwersytetow. W 2013 roku
Wydzial Filozofii UW uruchomil pierwsze w Polsce unikatowe, interdyscyplinarne
dzienne studia magisterskie na kierunku BIOETYKA, <bioetyka.uw.edu.pl>.

Bioetyka wydaje mi sie nieodzowna jako dojrzalty, przemyslany komentarz

do takich zjawisk i procesow, jak zdrowie i choroba, zachowania kliniczne
(eksperymentalne terapie, w tym w stosunku do choréb dotychczas
nieuleczalnych), prokreacji, korica zycia, nowych biotechnologii, stosunku do
$rodowiska, przysztosci cztowieka i zycia, dobrostanu zwierzat, poszukiwania
nowych lekéw. Z uznaniem witam decyzje twércéw nowej specjalnosci

o wymaganiach w zakresie znajomo$ci angielskiego. Przewiduje si¢ konferencje,
seminaria, praktyki zawodowe. Projekt kierowany jest do ludzi intelektualnie
dorostych, otwartych na réznorodna argumentacje. Tworcy projektu zaktadaja,
ze absolwenci bedg mie¢ interdyscyplinarng wiedze z zakresu etyki i wybranych
dziatéw filozofii, prawa, socjologii, antropologii i nauk politycznych.

Staboscia tego nowego projektu edukacyjnego wydaje mi sie brak w nim wiedzy,
ktorej dopracowalidmy sie z Pawlem Lukowem w naszym dwucztonowym hasle:
gen—etyka. Nie jestem pewna, ogladajac program przyszltych zajeé, czy dobrze
jest uczy¢ o podejsciu filozoficznym do materii, ktéra jest dla uczacego sie
literackim pojeciem: genu, fizjologii rozrodu, fizjologii Smierci, nowych technik
biotechnologicznych. Zajecia prowadzi¢ beda filozofowie, socjolodzy, prawnicy.
A BIOLOGOWIE?

Oczywiscie, mozna i tak. Podobnie jak postowie debatujacy o dopuszczeniu
GMO, ktoérzy tego skrétu nie sa w stanie rozszyfrowad, jak réwniez nie wiedza,
co pod rozszyfrowanymi pojeciami sie kryje. No, ale w tej sprawie to ja bym

z Sejmu przykltadu nie radzita brac.

A zachowujac tradycje dobrej i mitej wspoétpracy z Pawltem Lukowem, poprositam
go o komentarz. Oto on: Biologéw — podobnie jak np. lekarzy — wsréd wykladowcow
bioetyki nie ma dlatego, ze bioetyka jest komentarzem do nauk o Zyciu i do ich
zastosowari. Studiowanie bioetyki bedzie zas uczeniem sie tego komentowania,
miedzy innymi, na zajeciach z etyki nowych technologii czy Srodowiska naturalnego.
Cze$¢ studentow, ktorzy majq juz za sobq studia pierwszego stopnia, wiedze

z zakresu nauk biologicznych czy medycznych przyniesie ze sobg. Inni w celu
zdobycia podstaw takiej wiedzy bedq uczeszczaé na zajecia ogolnouniwersyteckie,
ktore wybiorg z tutorami. Kazdy z nich bedzie zdobywacé wiedze z zakresu nauk,
ktorych dotyczyé bedq jego poszukiwania naukowe. A w czasie obowigzkowych

zajec praktycznych dowie sie, jak ,od kuchni” wygleda praca biologow, lekarzy,
organizacji pozarzgdowych czy urzedow.

Magdalena FIKUS
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Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej

www.sem.edu.pl

W LXIV Olimpiadzie Matematycznej wzigto udzial 1464 uczniéw. Do zawodéw drugiego
stopnia zakwalifikowano 572 osoby, a do finalu zorganizowanego przez I Liceum
Ogdlnoksztatcace im. Jézefa Bema w Ostrotece, obchodzace stulecie swego istnienia,
zaproszono 121 mlodych ludzi. Wszystkie zadania wraz z rozwiazaniami sa dostepne

na stronie internetowej Olimpiady: www.om.edu.pl. W pierwszym stopniu najtrudniejsze
byto zadanie 6sme, ale i tak rozwiazalo je poprawnie ponad 125 os6b. Nie byto wiec zadania
bardzo trudnego, bo takie sg rozwiazywane jedynie przez kilka osob w kraju.

W zawodach okregowych najtrudniejsze byto zadanie szdste:

Rozstrzygnaé, czy istniejq takie czworodciany T,7T" o Scianach odpowiednio

S1, 82,53, 84 oraz Si,58%,5%, 54, e dla i =1,2,3,4 tréjkqt S; jest podobny do

tréjkata Si, ale mimo to czworoscian T mnie jest podobny do czworoscianu T .
Rozwigzalo je poprawnie czternastu zawodnikéw. Nie przytaczamy rozwigzania

tego zadania, bo jest mu poswiecony artykut Marcina Kuczmy na stronie 18. Warto
jednak nadmienié, ze wielu uczestnikéw opisywalo nieistniejace czworosciany, podajac
np. dtugosci ich krawedzi. Nie troszczyli si¢ o to, by suma katéow ptaskich przy jednym
wierzchotku byta mniejsza od 360° lub by suma dwoch katéw plaskich przy jednym
wierzchotku byta wieksza od trzeciego kata ptaskiego przy nim. Jest to zapewne
czesciowo zwiazane z praktyczng rezygnacja z nauczania stereometrii w szkotach.

Nieco tatwiejsze byto zadanie piate, rozwiazane przez dziewietnastu uczniow. Nalezalo
rozstrzygnaé, czy wielomian o wspélczynnikach catkowitych, ktory jest funkcjq
roznowartosciowq na zbiorze liczb wymiernych, musi tez przyjmowac rézine wartosci
dla rézZnych argumentow rzeczywistych.

Wspélna cecha obu tych zadan, decydujaca o ich trudnosci, byto to, ze najpierw
nalezato sformutowaé teze, a dopiero potem ja uzasadnié. Niestety, oba pojawily sie
w sobote (bytem za), czyniac drugi dzien zawodéw bardzo trudnym.

W finale pojawily si¢ dwa bardzo trudne zadania: trzecie (dwie széstki i 119 zer)
i széste (dwie szdstki, cztery piatki, dwie dwodjki i 113 zer). Oba wymagaly wlasciwego
pomystu, a wiedzy tylko z gimnazjum!

Zadanie piate: Wykazad, zZe (k — %) (m — %) (n — %) <kmn — (k+m+n) dla

dowolnych trzech réznych liczb calkounltych k,m,n >0, sprawdzano najdluze;j.
W niektérych pracach pojawity sie tak dlugie przeksztalcenia, ze sprawdzalismy
je za pomocg komputera. A po ,wyczyszczeniu” stracily na ,powadze”, co zaraz
pokazemy. Niech

m,n)szmn(kmn—(k+m+n)— (k—%)(m—i)(n—l>) =

m n
km mn nk k m n 1
‘2km(7+7+ﬁ"“‘m‘"‘%‘@‘% m)—

= 2k*m? + 2m2n? + 2n%k? — 2k*mn — 2km>n — 2kmn® — 2k — 2m? —2n® + 2 =
= (km — kn)® 4+ (mn — mk)* + (nk — nm)* — 2k> —2m* —2n> 42 =
=k ((m—n)?=2)+m*((n—k)?> =2)+n((k—m)*> —2) + 2.
Symetria pozwala zatozyé¢, ze k > m >n. Jeslik—m >2im—n > 2, to
flk,m,n) > k%22 —=2) + m*(2° —2) +n (2> —=2) + 2 > 0,

wiec nieréwnosé zachodzi w tej sytuacji. Niech m = n + 1. Wtedy:

flkyn4+1,n) ==k +(n+1)*((k—n)> =2)+n’(k—n—-1°—-2)+2 =

=k (-14+n+1)*+n*) —2k(n(n+ 1> +n*(n+ 1) +2n*(n+1)° —(n+1)> =n* +1) =
=2n(n+1Dk* —2n(n+1)2n+ Dk +2(n* —1)((n+1)> - 1) =
=2n(n+1)(> - 2n+ Dk + (n—1)(n+2)) =2n(n+ 1)(k —n+1)(k —n — 2).

Poniewaz k > m, wigc k > m+ 1 =n+ 2, zatem: 2n(n+ 1)(k—n+1)(k —n —2) > 0.
Analogicznie prawdziwy jest wzor:
fim+1,mn)=2m(m+1)(n—m+1)(n—m—2) =
=2m(m+1)(m —n—-1)(m+2—-n) > 0.
Nieréwno$é jest prawdziwa dla kazdej tréjki liczb catkowitych & > m > n. A dla
niecatkowitych liczb czasem nie jest, np. gdy k = 1,2, m = 1,1 i n = 1, to prawa strona

jest réwna 1,32 — 3,3 < 0, a lewa — 0.
Michal KRYCH
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Pomyst zadania: Jerzy Bednarczuk.
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Siatka czworoscianu Marcin KUCZMA®

Czworoscian to ostrostup. Wybieramy jedng Sciane — ,,podstawe”; trzy $ciany ,boczne”
odchylamy na zewnatrz, jakby byly na zawiasach. Gdy sie ulozg w plaszczyznie
podstawy, uzyskamy uktad czterech tréjkatéw — ptaska siatke czworoscianu; moze ona
utatwié (lub utrudnié) jego wizualizacje.

W zawodach okregowych LXIV Olimpiady Matematycznej pojawito sie zadanie:
Czy istnieje para czworoscianéw, ktérych éciany mozna ponumerowaé¢ odpowiednio
S1, 82, 83,84 oraz S1,.55, 5%, S) tak, by dla i = 1,2, 3,4 éciana S; byta tréjkatem
podobnym do S}, a przy tym te czworo$ciany nie sg brytami podobnymi?

Nietrudno zgadnaé, ze takie pary istnieja. Uczestnicy zawodéw wskazywali rézne
przyktady. Najczesciej rysowali siatki czworoscianéw, podajac dlugosci krawedzi.
Rysunki — bez zachowania proporcji — nalezato traktowaé¢ wytacznie jako schematy, jak
tu obok. Widzimy jedna pare siatek, I i II, oraz inng pare, III i IV. W obu tych parach
podobienstwa, S; ~ S} sa jasne; przy tym skala podobienistwa pewnych par tréjkatéw
jest rézna od skali innych par, dlatego siatki reprezentuja bryty niepodobne.

Ktéry przyktad lepszy? Istotnej réznicy niby nie widaé¢. Gdyby rysunki byly staranne,
moze dostrzegliby$my, ze réznica jest zasadnicza. Z trojkatéw w schematach I i I1

nie da sie w przestrzeni ztozy¢ czworoscianéw! Z siatek III i IV — da sig. Jak to
uzasadnic?

Sa rézne sposoby — na przyktad tak: wysokosci dwoch tréjkatow réwnoramiennych,
widocznych w siatce ITT, wynosza h1 = 12v/3 i hy = 244/2; deltoid utworzony przez te
trojkaty zaczynamy zginaé wzdluz przekatnej i chcemy, by poruszajace si¢ wierzchotki
znalazty sie w odleglosci d = 54; do tego potrzeba i wystarcza, by byl spelniony
warunek |hi1 — ha| < d < hy + ha, co dla tych wartosci szczesliwie ma miejsce. Podobnie
w ukladzie IV — ale nie w ukltadach I i II; one nie sq¢ siatkami czworodcianéw.

Obejrzenie licznych przyktadéw — dobrych i ztych — w sposéb naturalny rodzi
pytanie: dany tréjkat o bokach a, b, ¢ oraz trzy odcinki o dlugosciach p, ¢, r; znalezé
warunek algebraiczny konieczy i dostateczny, by istnial czworoscian o podstawie
(a,b,c) i krawedziach p, g, r, odpowiednio przeciwlegtych do a, b, c¢. Ot6z da sie
(by¢ moze, nieoczekiwanie) uzyskaé éw warunek, rachujac na liczbach zespolonych —
w plaszczyznie podstawy.

Nie tracimy ogolnoéci przyjmujac, ze wierzchotki podstawy sa reprezentowane przez

liczby zespolone o module |z| = |y| = |z| = 1 (zysk dobrze znany: T = 1/z). Woéwczas
2 2 2

SR Ry ) M SN C k) R S C e )

(1) o =ly—2" = —-2)F -2 o o xy

WprowadZzmy oznaczenie

(2) w=(z—y)(y—2)(z—=x); wtedy wW= fﬁ; |w| = abe.

Dalej przydadza si¢ jeszcze takie zaleznosci (oszczedzimy Czytelnikom szezegdtowych

rachunkéw, zachecajac do samodzielnego ich uzupelnienia):

8 Prdoar=T0@WETD age 2 2
xYz (zyz)?

Teraz troche¢ geometrii. Okregi 0., oy, 0. o $rodkach z, y, z 1 promieniach p, ¢, r

sa okregami wielkimi trzech sfer w przestrzeni. Nasze pytanie brzmi: czy te sfery

majg punkt wspélny? Punkt éw bylby wierzchotkiem szukanego ostrostupa. Spodek

opuszczonej z niego wysokosci musi leze¢ na prostej przechodzacej przez punkty

przeciecia okregéw o, 0,; rOwniez na analogicznej prostej dla okregéw o, 0. i dla oy, 0.

(jezeli ktéres dwa okregi sie nie przecinaja, to sfery na pewno si¢ nie spotkaja).

we(? — y?)

Problem sprowadza si¢ do pytania ptaskiego: czy trzy osie potegowe, utworzone dla
trzech par z tej tréjki okregéw, przecinaja sie w punkcie, lezacym wewngtrz nich?

Punkt éw jest reprezentowany przez liczbe zespolona f, scharakteryzowana
rowno$ciami

(4) If —af =p* = [f =y = =|f -2 ="

Oznaczmy te wspolna wartosé przez e; to potega punktu f wzgledem kazdego z trzech
okregéw. Czworoscian, o ktory chodzi, istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy e < 0.

Gdy zapiszemy |f — z|* jako (f — 2)(f — 1/z) (podobnie |f —y?, |f — 2|*)

i wymnozymy nawiasy, sktadnik f-f w réwnaniach (4) ulegnie redukcji, pozostawiajac

uktad dwéch réwnan liniowych z niewiadomymi f, f.
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To sg sumy cykliczne (w tréjkach

(z,9,2), (p,q,7), (a,b,¢)). Na przyklad
napis

fozy

3wb

nalezaloby odczytaé jako
frzy | fayz | frzm
3wb 3wce 3wa

Zamiast prowadzi¢ wymy$lne
przeksztalcenia wedlug podanych
wskazéwek, wystarczy po prostu
sprawdzié (recznie lub komputerowo), ze
réznica prawych stron wzoréw (6) i (7),
po podstawieniu wyrazen (1), (2), (5),
jest réwna 0.

Cale rozumowanie mozna tez prowadzi¢ inna metoda.
Wymaga ona jednak wstepnego zalozenia, ze istnieja trzy
z czterech wymienionych tréjkatéw — na przyktad tréjkaty
(a,q,7), (b,7,p), (¢c,p,q). Gdy miary ich katéw miedzy

Jego rozwiazanie jest natychmiastowe i daje wynik

(5) F=TEN Ry F=o > Py o).

Liczba e, réwna kazdemu z trzech wyrazeni, wystepujacych w (4), jest oczywiscie takze

ich $rednia arytmetyczna:
— 1 2
(6) e=35> (If —a =) f——ZwJ“r +1——Z

Po wprowadzeniu wzoréw (5) i uporzadkowaniu wszystkiego wedlug poteg p, ¢, r
dostaniemy wielomian wzgledem p?, ¢2, 72, w ktérym jako wspélezynniki pojawia sie —
po krétkich przeksztalceniach — wyrazenia, napisane po prawych stronach réwnosci (3),
mnozone lub dzielone przez pewne potegi liczby w oraz iloczynu zyz. Uwzgledniajac
jeszcze zwiazki (2), pozbywamy sie w ogdle liter z, y, z, w i doprowadzamy do wyniku
(7) @ L=—(ab)’ + 3 (0" + & —a’

Licznik L mozna zapisa¢ w réwnowaznych postaciach (Czytelniku sprawdi!):

e=— )(a*p® + ¢*r*) — a’p").

(8) L:Zanz(b2+c2—a2+q2+'r2— 2H (p* +d) =
0 P £ 21
1 p> 0 & v 1
=3 det [¢> ¢ 0 a® 1];
r2 v a2 0 1
1 1 1 1 0

za$ warunek istnienia czworoscianu brzmi: L > 0.

Jego $ciany to tréjkaty o bokach (a,b,c), (a,q,7), (b,7,p), (¢,p,q). Z postaci
wyznacznikowej wzoru (8) widaé, ze nic si¢ nie zmieni, gdy inna z tych tréjek —
np. (b,r,p) — przyjmiemy za $ciane podstawy. Dokladniej: po zastapieniu szostki
uporzadkowanej (a, b, ¢, p, q,7) przez (b,r,p, q, ¢, a) warto$é¢ L bedzie taka sama;
w wyznaczniku nastapi jednoczesna permutacja wierszy i kolumn.

Zaczelismy od trdjkgta o bokach a, b, ¢ oraz tréjki liczb p, q, 7. Gdyby méwié, bardziej
abstrakcyjnie, o szdstce liczb dodatnich (a, b, ¢, p, g, ), nalezaloby jeszcze dotaczyé
warunek tréjkata dla tréjki (a, b, c): wéwcezas jesli L > 0, to czworoScian istnieje,

wiec automatycznie w kazdej z tréjek (a,q,7), (b,7,p), (¢, p,q) warunek tréjkata jest
spetniony. Podsumowujac:

Dla liczb a,b, c,p,q,7 > 0, czworodcian o $cianach (a,b,c), (a,q,r), (b,7,p), (¢,D,q)
istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy L > 0 oraz w co najmniej jednej z tych tréjek
(réwnowaznie: we wszystkich) spelniony jest warunek tréjkata.

Zwazywszy, ze pole S tréjkata (a, b, c) jest dane wzorem

S = abc/4R, za$ objetosé ostrostupa wzorem V = Sh/3,
dochodzimy do konkluzji, ze wielko$¢ L we wzorach (7), (8)
wyraza, z doktadnoscia do czynnika, kwadrat objetosci
rozwazanego czworo$cianu: L = 144 V2. To analogon wzoru

bokami (g, r), (r,p), (p,q) maja sume mniejsza od 360° oraz
spelniaja warunek tréjkata (a to mozna kontrolowaé wzorem
kosinuséw), wowczas da sie zaczepié¢ odcinki p, ¢, r w jednym
punkcie przestrzeni i zbudowaé zadany czworoscian. Rzecz
jasna, wychodzi znéw warunek L > 0.

Trygonometryczne wyprowadzenie warunku L > 0 znajduje sig

w pracy:

K. Wirth, A. S. Dreidling, Edge lengths determining tetrahedrons,
Elemente d. Math. 64 (2009) 160-170.

Wréémy jeszeze do wzoru (4): e = |f — z|* — p?. Gdy
czworoscian istnieje, twierdzenie Pitagorasa pokazuje, ze
liczba —e jest kwadratem wysokosci h, opuszczonej na
plaszczyzne $ciany (a,b, ¢). Ale iloraz we wzorze (7) ma
w liczniku i w mianowniku wyrazenia jednakowego stopnia
— co$ sie nie zgadza? To proste — jednorodnosé zostala
utracona, gdy przyjeliSmy, ze tréjkat (a, b, c) jest wpisany
w okrag o promieniu 1. Przyjmujac, ze ten okrag ma
promien R i prowadzac analogiczne rachunki, doszliby$my
do réwnosci
R? 5
= bR L (=h%);

wymiar juz jest, jak trzeba.
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Herona dla pola tréojkata.

Na zakonczenie stéw pare o ocenianiu prac uczestnikéw
olimpiady. Przyktad ,siatki”, ktéra nie jest siatka (nie skleja
si¢ w przestrzeni, jak I lub II), byl oceniany na zero — trudno
inaczej. Przyktady dobrych siatek (jak 1111 IV, jedynie

bez uzasadnienia, ze si¢ dadza skleié¢) otrzymywaly ocene
niezerowg — znéw: trudno inaczej. Ta niezerowa ocena byta
jednak daleka od maksymalnej, co wywotato pretensje wielu
zawodnikow: przeciez cze$¢ koncepcyjna zostala wykonana,
zabrakto prostego sprawdzenia. No tak; ale zawodnicy, ktorzy
dali przyktady nieistniejacych bryt, takze wykonali owa prace
koncepcyjna, im tez zabraklo jedynie prostego sprawdzenia

— tyle, ze niewykonalnego. Wszelako autorzy i tych, i tych
prac, byli w wiekszosci zupelnie nieSwiadomi problemu
realizacji przestrzennej, i jedynie kwestia szcze$cia/pecha
bylo znalezienie siatek jak (III,IV)/(LII). Te prace nalezalto
w zasadzie oceni¢ jednakowo. Na zero? nonsens; na oceng
dodatnia? nonsens. Dedykujemy te opowiastke glosicielom
opinii, ze system punktowy jest Swietnym narzedziem,
pozwalajacym ustala¢ wyniki konkurséw i egzaminéw
rzetelnie, sprawiedliwie i obiektywnie.



Tort 1
Tort 2 [3]
12 3 4

Rys. 1. Dla n = 3 i tortéw o warstwach
1,2, 3 oraz 3, 2,1 potrzebujemy czterech
minut.

w

Rozwigzanie zadania F 839.
Podczas jazdy z duzymi predkos$ciami
niemal cala moc silnika zuzywana jest
na przezwyciezanie oporu powietrza.
Sita oporu aerodynamicznego jest
proporcjonalna do kwadratu predkosci
pojazdu. Moc zuzywana do utrzymania
statej predkosci jest wiec proporcjonalna
do trzeciej potegi tejze predkodci.

Po wymianie silnika maksymalna
predkosé wzro$nie 21/3 — 1,26 raza.

J
—
Tort 1 [61(7]

Tort 2 EEE R[]
1234567801011

Rys. 2. Przyktad dla j = 3. Potrzebujemy
n = 7 minut dla pierwszego tortu

i dodatkowo j 4 p(j) = 4 minut dla
pozostalych warstw drugiego tortu.

]

Rozwigzanie zadania M 1397.
7 nieréwnosci miedzy $érednia
arytmetycznag i geometryczng mamy

142\t B
n—+ 1 -
1 n+1 n
oL 1
— nate > (= 2
n+1 n

Dla pelnosci dodajmy, ze wynik n + y/n uzyskujemy
dla tortu 1,2,...,n oraz tortu, w ktérym warstwy
dzielimy na grupy kolejnych warstw o rozmiarach
1,2,...,v/n—1,y/n,v/n—1,y/n—2,

odwracamy kolejno$¢ warstw w kazdej grupie. Przyktadowo,

dla n = 16 drugim tortem jest

1, 3,2, 6,5,4, 10,9,8,7, 13,12,11, 15,14, 16.

Powyzsze rozwazania staja sie nieistotne, jesli przyjrzymy
si¢ doktadniej rekurencji definiujacej tablice d. Zauwazmy,
ze obliczenie d[i, j] w przypadku ali] # b[j] zalezy tylko od
jednej komorki tabeli. Zatem mozemy rozwinaé wzor do
dli,j] = k+d[i — k,j — k], gdzie k jest taka najmniejsza

..., 1, a nastepnie

Informatyczny kacik olimpijski (64): Dwa torty

W tym kaciku omoéwimy Dwa torty — kolejne zadanie z finalowej rundy Potyczek
Algorytmicznych 2012. Torty oferowane przez cukiernie sktadaja si¢ z n réznych
rodzajéw warstw utozonych w pewnej kolejnosci. Cukiernia ta zatrudnia n cukiernikow.
Kazdy z nich potrafi wykonaé¢ warstwe jednego rodzaju, co zajmuje mu doktadnie
jedna minute (i w tym czasie moze zajmowac si¢ tylko jednym tortem). Warstwy

na kazdym torcie nalezy uktadaé jedna po drugiej. Chcemy wyprodukowaé¢ dwa torty,
dla kazdego z nich znamy wymagana kolejnosé warstw. Nalezy obliczy¢, jak najszybciej
da sie to zrobié¢ (rys. 1).

Dos¢ tatwo podacé rozwiazanie tego zadania oparte na programowaniu dynamicznym
i dziatajace w czasie O(n?). Niech ali], b[i] oznaczaja rodzaj i-tej warstwy od dotu
(dla 1 < ¢ < n) odpowiednio dla pierwszego i drugiego tortu. Niech d[i, j] oznacza
minimalny czas utozenia dolnych ¢ warstw na pierwszym torcie i dolnych j warstw
na drugim torcie. Wtedy

i+

14+di—1,7—1]

1+ min(d[i — 1,7] +d[i,j — 1])
Zalezno$é rekurencyjna wynika z tego, ze warstwy a[i] 1 b[j] moga by¢ wykonane

w tym samym czasie tylko wtedy, gdy sa réznego rodzaju. W przeciwnym przypadku
musimy sie zdecydowaé, ktéra z nich wykonujemy najpierw. Wynikiem jest d[n,n].

dlai=01lub 5 =0,
dlad,j > 11 ali] # bljl,
w przeciwnym przypadku.

d[lv.ﬂ =

Oczywiste jest to, ze wynik bedzie w granicach od n do 2n. Jednak Czytelnicy, ktérzy
zechca przeprowadzié¢ kilka eksperymentéw praktycznych, przekonaja sie, ze znalezienie
przyktadu z wynikiem bliskim gérnej granicy nie jest wcale tatwe. W istocie bowiem
wynik nigdy nie jest wigkszy niz n + y/n. To pozwala nam przyspieszyé rozwigzanie
kwadratowe do O(n+/n), gdyz musimy jedynie wypelia¢ przekatne tablicy d lezace
nie dalej niz \/n od gléwnej przekatnej (tzn. mozemy zalozy¢, ze d[i, j] = oo dla

i il > V).

Musimy jeszcze wykazaé, ze zawsze istnieje strategia produkcji tortéw, w ktorej
wystarczy n + y/n minut. Dla uproszczenia zalézmy, ze n jest kwadratem liczby
naturalnej. Dla ustalonego j > 0 mozemy zastosowa¢ nastepujaca strategie produkcji
tortéw: najpierw wykonujemy pierwsze j warstw pierwszego tortu, nastepnie n — j par
warstw (warstwe ali + j] rownoczesnie z warstwa b[i], chyba ze ali + j] = b[i], to wtedy
po kolei), i w konicu ostatnie j warstw drugiego tortu (rys. 2). Bedziemy potrzebowali
n minut na wszystkie warstwy pierwszego tortu, 7 minut na ostatnie warstwy drugiego
tortu oraz p(j) minut na te z pozostatych warstw drugiego tortu, ktére nie zostaly
,sparowane” z warstwami pierwszego tortu. Dla j < 0 definiujemy analogiczna
strategie, tylko zaczynamy od pierwszych —j warstw drugiego tortu.

Kluczowa obserwacja jest to, ze dla ustalonego rodzaju warstwy k warunek
ali + j] = k = b[i] jest spekniony dla dokladnie jednego j. Z tego wynika, ze
suma Zj p(7) jest réwna n. Sumujac czas potrzebny dla wszystkich strategii
dla —/n < j < +/n, dostajemy:

Z n+jl+pG) <n@vn+1)+2(1+2+...+vn)+n=
e = (n+ V)2V + 1),

czyli $rednio na strategie potrzebujemy nie wigcej niz n + \/n minut, zatem istnieje
takie j, dla ktorego tyle wystarczy.

liczba, ze a[i — k] = b[j — k] 1 0 < k < min(s, ), lub
dli,j] =i+ j —min(i, ), gdy takie k nie istnieje.

Zatem obliczenie dowolnego d[i, j] sprowadza sie do
wyznaczenia wartosci k (co mozna zrobi¢ w czasie
O(logn), wyszukujac binarnie wéréd par (', 5'), dla
ktérych a[i'] = b[j'] oraz i — j =i’ — j') i obliczenia
d[i’, §'] dla przypadku a[i'] = b[j’]. Zauwazmy
jednak, ze mamy doktadnie n par (i, j), dla ktérych
ali'] = b[j’]. Wyznaczajac wiec d[n,n] metoda rekurencji
ze spamietywaniem, dostajemy rozwiazanie dziatajace
w czasie O(nlogn). Czytelnik Gorliwy zechce uzupelnié
techniczne szczegdly, ktére przyspiesza powyzsze rozwiazanie
do optymalnego O(n).
Tomasz IDZIASZEK
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Wyscig solitonéw

W wyécigach, oprocz umiejetnosci, kondycji i taktyki,
wazne sa réwniez efekty interakcji miedzy zawodnikami.
Przy czym niekoniecznie chodzi o to, ktéremu kolarzowi
pompka pomoze wyjechaé¢ pierwszemu z bramy stadionu
(anegdota ta jest starsza od autora i nie bedzie tu
przypomniana).

Pozostajac przy kolarstwie: nawet laicy wiedza, ze tatwiej
jest jecha¢ za kim$. Z kolei amatorzy zeglarstwa orientuja
sie, jak trudno jest przegoni¢ podobna t6dke plynaca

kursem ostrym, ze wzgledu na zaktécany przez nia wiatr.

Zawody sa organizowane na réznych dystansach. Ostatnio
jest moda na bardzo dlugie wyscigi. Dystans z Maratonu
do Aten na siedzacych przed telewizorem w kapciach
widzach nie robi juz wrazenia. Ciekawe, co by powiedzieli
o wyscigu o dhugoéci rzedu jednostki astronomiczne;j.

A wtlasnie o zabawe na takim dystansie chodzi. Medialnie
akceptowalny czas trwania dlugodystansowego wyscigu
jest jednak mierzony w kwadransach, ewentualnie

w godzinach. A poniewaz podzielenie takiej odleglosci
przez taki czas daje nam predkos¢ rzedu predkosci swiatla,
wiec nic dziwnego, ze wlasnie impulsy Swietlne wziety

w nim udzial [1].

Zawody zostaly rozegrane na stadionie o obwodzie

okoto stu metréw zbudowanym z petli $wiattowodu
telekomunikacyjnego, w ktérym podtrzymywana byta
fala nosna. Na niej wzbudzani byli zawodnicy — solitony
utrzymujace swoja forme dzigki nieliniowej zaleznosci
wspoélczynnika zalamania od intensywnosci. Dzigki
utrzymywanej fali nosnej zawodnicy pozostawali w formie
przez okres rzedu pol godziny, przemierzajac dystans
poréwnywalny ze Srednica orbity Ziemi (solitony poruszaty
sie z predkoscia okolo 2¢/3). Ich podtuzny rozmiar wynosit
okoto p6t mikrona.

Zawody mialy charakter treningowy. Chodzito

o sprawdzenie, czy drugi zawodnik (propagujacy sie

za plerwszym) bedzie go doganial, czy raczej zostawal

w tyle. Zjawiskiem odpowiedzialnym za interakcje jest
zmiana wspolczynnika zalamania $wiattowodu na skutek
fali mechanicznej (dzwigkowej), generowanej przez
pierwszy impuls, w wyniku zjawiska elektrostrykcji,

czyli zmiany gestosci dielektryka pod wplywem pola
elektrycznego. Dokladniej, chodzito o sprawdzenie, jak
staby sygnal jest w stanie wplynaé¢ na propagujacy sie
jako drugi soliton, oraz czy teoretyczny opis zachodzacego
zjawiska dobrze odtwarza obserwacje.

Zgodnie z przewidywaniami okazalo sie, ze dla matych
odlegtosci drugi impuls jest hamowany, a dla wiekszych
przyspieszany. Graniczna, stabilna odlegloscia (czasowa)
okazalo sie 420 pikosekund, czyli okolo 84 milimetrow.
Przy czym te stabilng odleglto$é¢ drugi soliton osiagat

po kilkudziesieciu sekundach (szybciej ten spowalniany
niz ten przyspieszany), czyli po przebyciu odleglodci rzedu
10 milionéw kilometrow. Natomiast po przekroczeniu
op6Znienia okoto 1500 pikosekund (577 tzw. poléwkowych
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szerokosci solitondw, czyli okolo 30 centymetréw) drugi
soliton zastawal w tyle, podwajajac dystans w ciagu
pét godziny.

Przy czym nalezy sobie zdawaé sprawe, ze zmiana
predkosci drugiego solitonu jest rzeczywiscie spowodowana
propagowaniem sie po zaburzonym przez pierwszy soliton
torze. Drugi soliton porusza si¢ wzgledem pierwszego

z predkodcia rzedu centymetra na minute, a oba pedza
dwiescie tysiecy kilometréw na sekunde (czyli dwanascie
milionéw kilometréw na minute). Stosunek wielu wielko$ci
charakteryzujacych to zjawisko jest rzedu biliona.

Przedstawione obserwacje sa same w sobie ciekawe,

ale mozna sie zastanowi¢, jak sprawdzié, czy to
rzeczywiscie fala dzwiekowa jest odpowiedzialna

za oddzialywanie solitonéw. Oczekiwane réznice gestosci
nia spowodowane sa np. rzedy wielkosci mniejsze

od amplitudy niejednorodnosci swiattowodu. Roznica
jest taka, ze jednorodnoéci sa rozltozone réwnomiernie
po calym $wiatlowodzie, a fala dZwiekowa ma swoje
zrodlo. Uzywany $wiattowdd mial plaszez o grubosci
dwa razy wiekszej od promienia rdzenia. Czas powrotu
fali akustycznej do rdzenia (po odbiciu od brzegu
Swiatlowodu) zostal oszacowany na 21 nanosekund.
Dlatego, jezeli fala dzwiekowa jest odpowiedzialna

za efekt, to powinien on wystepowac¢ réwniez dla takiego
wladnie opdznienia. Oczekiwane jest, ze bedzie ono
niestabilne, tzn. solitony beda z niego wypychane

do stabilnego opdznienia, ktére powinno znajdowac sie
po obu stronach 21 nanosekund, w odleglosci (czasowej)
okoto 1 nanosekundy. Badanie takie przeprowadzono

i uzyskano wynik zgodny z przewidywaniami.

Autorzy zwracaja jeszcze uwage na réznice miedzy
wynikami obliczen oraz pomiarami. Np. przewidywana
(minimalna) stabilna odleglosé solitonéw to okolo

500 ps zamiast zmierzonych 420 ps. Przypominaja
jednak, ze za pomoca uzywanego modelu zazwyczaj
otrzymuje si¢ wartosci rozniace sie od mierzonych.
Otrzymane wyniki s bardzo precyzyjne i byly
mozliwe do uzyskania dzigki bardzo dtugiemu okresowi
utrzymywania sie solitonéw w petli swiattowodowej,
dzieki podtrzymywaniu odpowiednio dostrojonej fali
nosnej. Zostana wykorzystane do poprawiania modelu.
Zaobserwowany efekt moze wyjasnia¢ wiele nie w pelni
wyjasnionych zjawisk zwigzanych z przesytaniem sygnaléw
przez Swiattowody.

Przy okazji po raz kolejny uzyskano potwierdzenie
nadzwyczajnej stabilnoéci solitonéw oraz zaobserwowano
najstabsze, jak dotad, oddzialywanie miedzy nimi.

A wracajac do poczatkowej analogii: wykazano
nietrywialny wplyw wyzwalanego przez zawody hatasu
na ich przebieg.

Piotr ZALEWSKI

[1] J.K. Jang, M. Erkintalo, S.G. Murdoch, S. Coen, Ultraweak
long-range interactions of solitons observed over astronomical
distances, Nature Photonics (2013), doi:10.1038/nphoton.2013.157.
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Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koica miesigca n 4 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe 0s6b, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegétowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 562, 563
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

562. Szedcian o masie m stoi na powierzchni poziomej. Z jaka minimalna sita F
i pod jakim katem « do poziomu (rys. 1) nalezy ciagnaé szedcian za srodek
gérnej krawedzi, zeby przewrdcil sie bez poslizgu, jezeli wspolezynnik tarcia
wynosi p? Sila F' jest prostopadla do gornej krawedzi szescianu.

563. W érodku nieruchomej, wydrazonej, przewodzacej kuli o promieniach
wewnetrznym a i zewnetrznym b umieszczono czastke o masie m natadowana
tadunkiem g > 0 (rys. 2). Jaka predkosé¢ nalezy nadaé czastce, aby przez waska
szczeling oddalita si¢ do nieskonczono$ci? Przenikalnosé elektryczna proézni eg
jest dana.

Rozwigzania zadan z numeru 5/2013

Przypominamy tresé¢ zadan:

558. Jednoatomowy gaz doskonaly poddano przemianie przedstawionej na wykresie pV (rys. 3).
Korice odcinka AB leza na tej samej izotermie, a odpowiadajace im objeto$ci wynoszag Vi i Va. Jaka
jest czes¢ odcinka AB, dla ktérej gaz pobiera cieplo w tej przemianie?

559. Cienkie szklane naczynie ma w przekroju ksztalt trapezu, a jego dno ma ksztalt prostokata
(rys. 4). Do naczynia nalano wody o wspélczynniku zatamania n = 1,33. Jaka warto$¢ musi mieé
kat o miedzy podstawa a $cianka naczynia, aby przez boczng Scianke nie bylo wida¢ monety
umieszczonej pod dnem naczynia?

558. Cisnienie w przemianie AB zmienia si¢ liniowo zgodnie ze wzorem

p = po — V. Oznaczajac przez T temperature w punktach A i B,
otrzymujemy, korzystajac z réwnania Clapeyrona pg = nRT (Vi + Va)/(V1 V),
a =nRT/(V1V3), gdzie n oznacza liczbe moli gazu, a R jest stala

gazowa. Rozwazmy badang przemiane w malym przedziale objetosci AV.
Zgodnie z pierwsza zasada termodynamiki ciepto tam przekazane wynosi

AQ = AU + pAV. Zmiana energii wewnetrznej dana jest wzorem

AU = ney AT, gdzie molowe cieplo wladciwe ¢y przy stalej objetosci dla gazu
jednoatomowego wynosi 3R/2. Zmiana temperatury w badanym przedziale
wynosi AT = (pg — 2aV)AV/(nR), gdzie pomineliSmy wyraz proporcjonalny
do (AV)2. Gaz pobiera cieplo, gdy AQ = (%po - 4@V)AV > 0, czyli gdy

V < 5po/(8cr). Zatem cieplo w przemianie AB pobierane jest na odcinku AD,
gdzie objetosé, odpowiadajaca punktowi D, wynosi Vp = 5(V; + V4)/8.

559. Niech § bedzie katem zalamania promienia przechodzacego z warstwy
powietrza miedzy moneta a dnem naczynia do wody (rys. 5). Dno

naczynia powoduje tylko niewielkie, réwnolegle przesuniecie promienia
padajacego, co nie wpltywa na wynik obserwacji. Poniewaz promien przeszed}

z powietrza do wody, warto$¢ [ nie przekracza wartosci kata granicznego :
sin 8 < sinp = 1/n. Promien padajacy na boczna $cianke naczynia pod katem ~
nie wyjdzie na zewnatrz, gdy v > . Zmniejszenie kata 3 powoduje zwiekszenie
kata ~y, wystarczy wiec rozwazy¢ przypadek graniczny, gdy 0 = . Rozwazmy
sytuacje, gdy oba katy 0 i v maja wartos¢ graniczng. W tréjkacie ABC

na rysunku 6 mamy wtedy ¢ = «/2. Zatem nie zobaczymy monety przez boczna
$cianke, gdy sin(a/2) > 1/n = 0,752, czyli o > 97°30'.
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Klub 44

Termin nadsylania

1-44

rozwigzan: 30 XI 2013

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M

po uwzglednieniu

ocen rozwigzan zadan

655 (WT = 2,33) i 656 (WT = 1,39)
z numeru 2/2013

Zbigniew Skalik
Witold Bednarek
Pawel Labedzki

Krzysztof Kaminski
Rami Marcin Ayoush

Jerzy Cisto
‘Wojciech Maciak
Marek Spychata
Pawel Najman

Wroctaw 47,37
L6dz 44,73
Kielce 42,05
Pabianice 41,63
Szelkéw 41,55
Wroctaw 41,06
Warszawa 36,72
Warszawa 36,50
Krakéw 36,37

Pan Zbigniew Skalik zalicza juz druga
runde. Zas najwytrwalszy uczestnik Ligi
— Witold Bednarek — takze druga, ale
weteranska; to znaczy, ,44” po raz szosty!

Rozwigzanie zadania M 1396.
ze S lezy na

Zalézmy najpierw,
prostej AC.

S

Jak wiadomo, kat miedzy styczng

a cigciwa jest rowny katowi wpisanemu
opartemu na tej cigciwie, wigc

XSBA = XxBCA. Zatem tréjkaty

BSA i CSB sa podobne, wiec

AB/BC = AS/BS. Podobnie
stwierdzimy, ze AD/CD = AS/DS, ale
BS = DS, wigc AB/BC = AD/CD.

Zalézmy teraz, ze zachodzi

AB/BC = AD/CD, ale S nie lezy na AC
(powiedzmy, ze punkt A lezy blizej
punktu S niz punkt C).

!

Niech SA przecina okrag w punkcie C”.
Z poprzedniej czegsci zadania wiadomo,

2e AB/BC' = AD

/C' D, wigc

BC/CD = BC'/C’'D, co wraz

z réwnoscig katéw

BCD i BC'D

implikuje, ze tréjkaty BCD i BC'D sa
podobne, a ze maja wspélny bok, to sa
przystajace. Zatem C = C"’.

Zadania z matematyki nr 665, 666
Redaguje Marcin E. KUCZMA

665. Dany jest rownolegtobok ABCD. Punkty P i @ leza odpowiednio na
bokach BC'i DC', odcinki BP i D@ maja jednakowa dlugos¢. Dowiesé, ze
odcinki BQ i DP przecinaja si¢ w punkcie, lezacym na dwusiecznej kata BAD.

666. Niech W bedzie wielomianem stopnia k > 2, o wspolczynnikach
catkowitych nieujemnych. Zakladamy, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1
warto$¢ W(n) jest k-ta potega liczby caltkowitej nieujemnej. Udowodnié,

ze W ma postaé W (x) = (ax + b)*, gdzie a > 1, b > 0 s liczbami calkowitymi.

Zadanie 666 zaproponowal pan Witold Bednarek z f.odzi.

Rozwigzania zadan z numeru 5/2013

Przypominamy tres¢ zadan:

661. Dany jest trojkat réwnoboczny ABC oraz punkt D na boku BC. Punkty E, F, G, lezace
odpowiednio na bokach AB, CA, BC, sa wyznaczone przez warunki DE 1 AB, EF 1L CA, FG L BC.
Proste DE i F'G przecinajg si¢ w punkcie P. W jakim stosunku prosta AP dzieli odcinek BC'?

662. Ciag (xz,,) jest okreslony wzorem rekurencyjnym

2
x
= dlan=20,1,2,...;

Tn4+1 = — ’
n+ etn — 1

n(2 —

Inn

wyraz poczatkowy g jest dowolng liczbg dodatnig. Obliczy¢ granice lim non)
661. Zbudujmy prostokat ABK L tak, by punkt C' I3

byt §rodkiem odcinka K L. Niech M bedzie srodkiem 2
boku C'A. Kazdy z tréjkatéw EPF, BKM ma boki e
prostopadle do odpowiednich bokéw trojkata ABC e
(rysunek); sa to wiec tréjkaty o bokach odpowiednio
réwnolegtych — zatem jednokladne. Srodkiem e
jednoktadnosci jest punkt A (wspélliniowy z B, E oraz
z M, F). Punktowi P odpowiada w tej jednokladnosci
punkt K. To znaczy, ze prosta AP przechodzi przez K ~
(niezaleznie od wyboru poczatkowego punktu D) So
i przecina odcinek BC' w takim punkcie Q, ze tréjkaty .
QAB i QKC sa podobne. Stad wynik: ~
|BQ|: |CQ|=|AB|: |CK|=2. A

662. Jak w rozwigzaniu zadania 654, tak i teraz uzyjemy wzoru Stolza:

n . An4+1 — An
— = lim ———
n—oo bn+1 — by,

lim

n—oo bn

dla kazdego ciagu (bn), rosnacego do nieskonczonosci, i dla kazdego ciagu (ar), dla ktérego
granica po prawej stronie istnieje.

Dany w zadaniu iloraz piszemy w postaci
1
) Inn Inn

Zgodnie z wynikiem zadania 654, nz, — 2; pozostaje zajac si¢ drugim czynnikiem. We wzorze
Stolza przyjmijmy a, = 2z;1 —n, by, =Inn:

2)

jesli tylko ta ostatnia granica istnieje.

n(2 —nxn) 2z, —n

n n

2z, —n') =1

2:1:;1 -n
In(n+1)—Inn ’

lim

n— oo Inn n—oo

W rozwigzaniu zadania 654 zostato uzyte przeksztalcenie

-1 -1 _ . —2/.zp
T, — T, =z, (e —1—ay)
oraz fragment rozwiniecia potegowego

1
e =14+z+ 5x2+o(az2) (przy = — 0).

Zatem
2z, 4y —an ) =1 227%™ —1—2y) —1
In(n+1)—Ilnn In(1 + %)
et —1l—zy — 122 2ny,
N 3 nln(1l + %)

W tym ostatnim iloczynie pierwszy czynnik dazy do 1/6 (nieco dluzszy fragment rozwiniecia
e* =1+x+ %302 + %xg + o(xS)). Drugi czynnik: licznik dazy do 4, mianownik do 1. Catly
iloczyn dazy do 2/3. Tyle wiec wynosi granica napisana po lewej stronie réwnosci (2).
Wracamy do réwnosci (1), pamietajac, ze nxy, — 2, i otrzymujemy ostatecznie lim g, = 4/3.

23



Prosto z nieba: Futbol w

przestrzeni kosmicznej

Wegiel, jak rowniez wszystkie pozostale pierwiastki cigzsze W ten sposéb ,skomplikowana” materia, w odréznieniu od
od berylu obecne we Wszech$wiecie, powstal kiedys we powszechnego wodoru i helu, moze znalez¢é sie w przestrzeni
wnetrzach gwiazd (we are made of star-stuff, jak powiada kosmicznej, tworzy¢ obtoki molekularne i uktady planetarne.
Carl Sagan). Proces tworzenia si¢ ciezszych pierwiastkéw Kluczowy dla zycia typu ziemskiego wegiel odkrywany jest
rozpoczal sie okoto 500 mln lat po Wielkim Wybuchu i trwa w najrézniejszych miejscach i konfiguracjach: réznorodne

do dzisiaj — temperatury rzedu milionéw stopni sprzyjaja zwigzki organiczne, réwniez tak wazne dla powstawania zycia
taczeniu si¢ 1zejszych pierwiastkéw w cigzsze w procesie jak aminokwasy, sa obecnie rutynowo znajdowane w materii
fuzji jadrowej. Gwiazdy o masach wiekszych od okoto 8 Mg miedzygwiazdowej i atmosferach gwiazd. Opublikowane
tworza w swych jadrach pierwiastki az do niklu i zelaza, w 2010 r. obserwacje mlodej mglawicy planetarnej Tcl sg

po czym wybuchajg jako supernowe typu II. tego najlepszym przyktadem.

W danych spektroskopowych pytu mgtawicy znaleziono linie emisyjne odpowiadajace
bardzo specjalnej formie wegla, fulerenom. Fulereny to, jak na przyktad diament i grafit,
alotropowa odmiana wegla; atomy wegla w tym stanie znajduja sie w wierzchotkach
wielo$cianu wypuklego (o kilkudziesigciu wierzchotkach). Fulereny wykryto takze
ostatnio, przy udziale potaczonych sit teleskopéw Spitzera, Subaru, VLT i obserwatorium
Okayama, w pyle w przestrzeni migdzygwiazdowej w okolicy mgtawicy M1-11. W obu
przypadkach chodzi o czasteczke Cego, ktéra wyglada jak miniaturowy model pitki
noznej (w tym miejscu wypada dodaé, ze czasteczki tego typu zostaly nazwane na cze$é
architekta Buckminstera Fullera, konstruktora przypominajacych Cgo kopul —to naprawde
fantastyczne, ze podobne konstrukcje powstaja spontanicznie w naturze!). Fulereny
znajduja sie w przestrzeni kosmicznej dzieki rozpraszajacej je sile wiatréw i promieniowania
pochodzacego od gwiazdy centralnej. Zacheceni odkryciami astronomowie planuja
wykonanie szczegdétowych map zawartoéci zwiazkéw organicznych w gwiezdnym pyle

— jest to istotne z punktu widzenia chemicznej ewolucji galaktyk i zycia gwiazd, a takze
(a moze przede wszystkim?) powstawania zycia opartego na weglu.

Michal BEJGER

Niebo jak wlasna kieszen: Wrzesien

Koniec lata i poczatek jesieni (moment réwnonocy jesiennej 22 IX

o godzinie 22.44) wykorzystamy do obserwacji gwiazdozbioru
Koziorozca (tac. Capricornus, skad zapewne pochodzi swojski cap).
Od czasow antyku, a nawet wczesniejszych, bo siegajacych ery brazu,
ten obszar nieba utozsamiany jest w wielu kulturach z postacia kozta
z rybim ogonem. Okoliczne gwiazdozbiory sa takze zwigzane z woda:
Wodnik, Ryby, Ryba Potudniowa, Wieloryb i rzeka Erydan, do ktorej
by¢ moze, wedtug greckiej mitologii, salwowal si¢ ucieczka lesny
bozek Pan: czesciowa zamiana w rybe pozwolita mu uniknaé gniewu
potwora Tyfona. Konstelacja ta jest druga od konca pod wzgledem
jasnosci, po Raku polozonym doktadnie po drugiej stronie nieba,

i najmniejsza z zodiakalnych gwiazdozbioréw; zawiera tylko jedna,
gwiazde jasniejsza od 3™: § Capricorni, Deneb Algedi (Ogon Kozta),
ktéra jest gwiazda za¢mieniows typu § Lyrae. Zarowno Rak, jak

i Koziorozec sa zwiazane ze zwrotnikami, tzn. miejscami na powierzchni

‘ .
b2l 21h
Jasnosc (wielkos¢ gwiardowa): ® gomada ulists
o gwiazda zmienna

®2 o3 ¢4 -5 .6

Gwiazdozbiér Koziorozca. Mapa nieba
we wspoélrzednych réwnikowych;
rozmiary gwiazd odzwierciedlaja ich
jasnosci w wielko$ciach gwiazdowych.
[Mapke nieba wykonano na podstawie
mapy IAU/magazynu Sky & Telescope
(Roger Sinnott & Rick Fienberg).]

Sredni czas trwania gry
symetryczna moneta to 21/5 ruchu.

— Ziemi, nad ktérymi Stonce ,zawraca” w swym rocznym ruchu na niebie.
JP— Zwrotnik Koziorozca to réwnoleznik o szerokosci geograficznej rownej
o gyl nachyleniu osi obrotu Ziemi do ptaszczyzny orbity, 23°26’, potozony
po poludniowej stronie rownika. Jesli w dniu przesilenia zimowego
znajdziemy sie np. na Madagaskarze, to w poludnie Stonice bedzie tam doktadnie w zenicie
(co prawda z powodu precesji osi rotacji Ziemi Stoiice w momencie przesilenia znajduje sie
w gwiazdozbiorze Strzelca, ale tradycyjna nazwa pozostata).

We wrze$niu mozemy liczyé¢ na $rednio aktywne Piscydy (maks. 20 IX, radiant

w poblizu punktu Barana w gwiazdozbiorze Ryb) oraz Wrzesniowe Perseidy

(maks. 8 IX). Wieczorni obserwatorzy planet powinni skierowaé¢ swe przyrzady
optyczne w strone gwiazdozbioru Panny (Wenus, —3,6™) oraz Wagi (Saturn, 0,88™).
Zapowiadaja sie dwie ciekawe koniunkcje: 8 IX Ksiezyc w postaci cienkiego sierpa
przejdzie w odleglosci okoto 0,5° od Wenus, a 18 IX nastapi koniunkcja Wenus

i Saturna (odlegto$¢ okoto 3°), oba spotkania widoczne, oczywiscie, wieczorem.
Rano mozna natomiast zobaczy¢ Marsa (1,83™) w gwiazdozbiorze Raka, a takze
Jowisza (—1,7™) widocznego w drugiej potowie nocy w gwiazdozbiorze Blizniat.
Ksiezyc znajdzie sie doktadnie naprzeciwko Storica 19 IX, a w nowiu 5 IX.
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Ile wierzchotkéw, krawedzi, écian dwuwymiarowych, tréjwymiarowych etc. ma
n-wymiarowy szeécian? Przyjrzyjmy sie dobrze znanym szescianom zero-, jedno-,

‘V‘O IQ' SzeSciany i wielomiany Joanna JASZUNSKA

@ \ dwu- i trojwymiarowym. SzeScian zerowymiarowy to punkt — jeden wierzchotek.

57 Szescian jednowymiarowy to odcinek — dwa wierzchotki potaczone krawedzia.
Szedcian dwuwymiarowy to kwadrat — dwa odpowiednio potaczone odcinki.

<
Mozna sobie wyobrazad, ze szeScian n-wymiarowy powstaje z szescianu
(n — 1)-wymiarowego przez przesuniecie go w n-tym wymiarze (rys. 1). Ma wiec
dwukrotnie wiecej wierzchotkéw, krawedzi i §cian kazdego wymiaru (odpowiadajacych
° ~—

poczatkowemu i koicowemu polozeniu przesuwanego szescianu), a dodatkowo ma
krawedzie i Sciany otrzymane jako slady przy przesuwaniu. Wierzchotek jako swdj
$lad pozostawia krawedz, §ladem krawedzi jest $ciana dwuwymiarowa i ogdlniej,
$ladem $ciany k-wymiarowej jest $ciana (k + 1)-wymiarowa.

‘ ‘ N Istotnie, szescian trojwymiarowy, otrzymany jako przesunigcie przedniej
\ \ kwadratowej $ciany tak, by uzyskac tylna, ma:

Rys. 1. Kolojne szedclany nowymiarowe, e 2 -4 = 8 wierzchotkéw (dwukrotnosé tego, co kwadrat),

Na czamo i szaro narysowano poprzedni  ® 2444 =12 krawedzi (dwukrotnos$é tego, co kwadrat, plus liczba wierzchotkéw

szescian i jego drugi egzemplarz, kolorem kwadratu — powstaly z nich krawedzie taczace przod i tyt),

zaznaczono Slad przy przesuwaniu. e 2.1+ 4 =6 $cian dwuwymiarowych (dwukrotnosé tego, co kwadrat, plus liczba
krawedzi kwadratu — powstaly z nich $ciany gérna, dolna, prawa i lewa),

e jedna $ciane trojwymiarowsg (wnetrze, otrzymane jako $lad wnetrza

przesuwanego kwadratu).

Podsumowujac, stwérzmy tabele (rys. 2). Wartosci w kolejnym
wierszu powstaja przez podwojenie poprzednich i dodanie

do tego poprzednich przesunietych o jedno miejsce. Ta metoda,
otrzymujemy ostatni z wypisanych wierszy, dla sze$cianu

0 1 czterowymiarowego. Podobnie mozna wyznaczaé¢ dalsze wartodci,
choé¢ szukanie w ten sposéb np. liczby 19-wymiarowych Scian

w szescianie 42-wymiarowym byloby do$¢ nuzace.

n wo k1 S9 S3 S4

\ 1 Sumy liczb w kolejnych wierszach to 1, 3, 9, 27, 81 — potegi trojki.
X2 X2 Tak byé¢ musi, bo kazdy wyraz poprzedniego wiersza wliczany jest
w nastepnym wierszu trzykrotnie: raz podwojony i jeszcze raz,
po przesunieciu, dodany.
\2 X2

1
l w wierszach 1,2 —-1=1,4—-44+1=1,8—-124+6—-1=1,
3 8 12 15 16 —32+24—8+1=1, ... Czy dalej tez wychodzi 17

1
X2 X2 X2 X
Rozwazmy wielomiany (2 4+ z)". Dla n = 0, 1,2, 3 mamy:
8 1

4 16 32 24 1

\ Na przemian dodajac i odejmujac wyrazy, uzyskujemy
2

)

Rys. 2. n — wymiar szescianu, wg — liczba wierzchotkéw, 2+ x,
k1 — krawedzi, sq — $cian d-wymiarowych. 2
' 4 + 4o 4 =,

8 + 12z + 622 + 2°.

ZS:) ~ Nastepny wiersz powstaje z poprzedniego poprzez pomnozenie przez 2 + x, czyli
/ pomnozenie poprzedniego wiersza przez 2 oraz dodanie do tego poprzedniego
3 \)) / wiersza pomnozonego przez x, a wiec ,przesunietego”.
\ 9 O) %\%‘3.“ Wspblezynniki wyzej wypisanych wielomiandéw sg takie same, jak liczby
s w poczatkowych wierszach tabeli z rysunku 2. W nastepnych wierszach tez

uzyskamy tutaj takie same liczby, jak tam, bo procedura ich tworzenia jest
identyczna. Stad liczba k-wymiarowych $cian w n-wymiarowym szeS$cianie

Wzér (7)2"~F wynika z dwumianu to wspélczynnik przy =¥ w wielomianie (2 4 z)", czyli (2) on—k,

Newtonai (2+2)" = Y _ ()" %", Szefcian 42-wymiarowy ma wiee (1g) 2" = 5155 - 2% = 3747822 946 379 366 400

k=0 $cian 19-wymiarowych.

Suma liczb w n-tym wierszu rysunku 2 to suma wspoétczynnikéw wielomianu
(24 x)", czyli jego warto$¢ dla z = 1, a wiec (24 1)" = 3™,

Z kolei naprzemienna suma liczb z n-tego wiersza to wartos¢ tego wielomianu dla
x = —1, czyli (2 —1)" = 1, zatem faktycznie zawsze réwna jest 1.
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